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DOS SANTOS, V. G. C. S. Estudos de Sistemas Quanticos nao-hermitianos com
Espectro Real. 2009. 85 f . Tese (Doutorado em Fisica) — Faculdade de Engenharia do

Campus de Guaratingueta, Universidade Estadual Paulista, Guaratingueta, 2009.

RESUMO

Nesta tese procuramos verificar e aprofundar os limites de validade dos chamados
sistemas quanticos com simetria PT. Nestes tem-se, por exemplo, sistemas cuja hamil-
toniana é nao-hermitiana mas apresenta um espectro de energia real. Tal caracteristica
¢ usualmente justificada pela presenca da simetria PT (paridade e inversdo temporal),
muito embora nao haja ainda uma demonstragao bem aceita na literatutra desta pro-
priedade de tais sistemas. Inicialmente estudamos sistemas quanticos nao-relativisticos
dependentes do tempo, sistemas em mais dimensoes espaciais, a fim de verificar possiveis
limites da simetria PT na garantia da realidade do espectro. Logo depois estudamos
sistemas quanticos relativisticos em 141D que possuem simetria PT com uma mistura
adequada de potenciais: vetor, escalar e pseudo-escalar, sendo o potencial vetor complexo.
Em seguida trabalhamos com densidades de lagrangiana com potenciais nao-hermitianos
em 1+1 dimensoes espago-temporais e em dimensoes mais altas. A vantagem das baixas
dimensoes é que alguns sistemas possuem solucoes nao-perturbativas exatas. Finalmente,
mostramos que nao somente é possivel ter um modelo consistente com dois campos es-
calares, mas também que a introducao de um nimero maior de campos permite que a

densidade de energia também permaneca real.

PALAVRAS-CHAVE: equacgao de Dirac, equacao de Schroedinger, simetria PT, hamil-

tonianas nao-hermitianas, 141 D, kinks, branas.



DOS SANTOS, V. G. C. S. Studies non-Hermitian Quantum Systems with Real
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ABSTRACT

In this thesis we verify and try to deepen the limits of validity of the so called quantum
systems with PT-symmetry. These are systems whose Hamiltonians are non-Hermitian
but present real energy spectra. Such characteristic usually is justified by the presence of
PT symmetry (parity and time inversion), despite of the fact that there is no well accepted
demonstration in literature of this property of such systems yet. Initially we study time-
dependent non-relativistic quantum systems in one spatial dimension in order to verify
possible limits for which the PT symmetry grants the reality of the spectra. Soon later
we study relativistic quantum systems in 1+1D that they possess symmetry PT with an
convenient mixing of complex vector plus scalar plus pseudoscalar potentials is considered.
After that, we work with a Lagrangian density with such features in 141 space-time
dimensions and higher dimensions, in the context of field theory. The advantage of
working in low dimensions is that, in such dimensions, some systems possess exact non-
perturbative solutions. Finally, we show that not only it is possible to have a consistent
model with two scalar fields, but also that the introduction of a bigger number of fields

allows that the energy density also remains real.

KEYWORDS: Dirac equation, Schroedinger equation, PT-symmetry, non-Hermitian

Hamiltonians,1+1 D, kinks, branas.
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Capitulo 1

Introducao

Ao longo da historia da mecanica quantica, a idéia de que apenas operadores hermitianos
deveriam representar observaveis fisicos, tem sido uma tonica. E fato que certamente o que
se demonstra em qualquer curso de mecanica quantica de graduacao é que, uma vez que
um dado operador é hermitiano, seus autovalores e valores esperados sao necessariamente
reais e portanto, pelo menos a principio, observaveis. Todavia é importante notar que
o contrario nao se demonstra, ou seja, o caso de que uma quantidade fisica observavel
seja necessariamente obtida a partir do valor médio de um operador hermitiano. Uma
lei que também é afetada pela nao hermiticidade do operador é a lei da continuidade,
pois pode-se verificar que a equagao de continuidade para sistemas hermitianos é vélida,
o que significa que o fluxo de probabilidade é zero. Ja para sistemas nao-hermitianos a
equacao de continuidade nao é valida, ou seja, temos uma fonte ou sorvedouro de fluxo

de probabilidade.

1.1 Aplicacoes das Teorias nao-hermitianas

Os exemplos a seguir sao uma uma revisao de 1] que apresenta maneiras que a teoria
nao-hermitiana tem sido utilizada.

Hatano e Nelson [2] utilizaram uma hamiltoniana com campo magnético nao-
hermitiano para semicondutores do tipo II. Bender, em sua primeira publicacao sobre
simetria PT [3], menciona que as teorias nao-hermitianas tinham sido usadas mesmo para

um modelo tedrico da biologia populacional.
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Em 1998, Cannata e outros |4 publicaram um trabalho sobre operadores de
Schroedinger com os potenciais complexos que tém espectros reais. Em outras partes
da introducao deste trabalho encontramos muitas referéncias aos usos notaveis de teorias
nao-hermitianas; é citada aqui para a referéncia :

“os sistemas quanticos caracterizados por hamiltonianas nao-hermitianas sao de
interesse em diversas areas da fisica teorica. Por exemplo, na fisica nuclear, estudam-se
hamiltonianas e equacoes de Schroedinger padroes com potenciais complexos que, nesse
contexto, sao chamados de meios 6pticos ou de potenciais nucleares médios. As intera-
¢oes nao-hermitianas sao discutidas igualmente em teorias de campo, por exemplo, ao
estudar zeros de Lee-Yang. Mesmo em estudos recentes sobre transicoes da localizagao-
deslocalizagao nos supercondutores e na descricao teorica da difracao dos dtomos, hamil-
tonianas nao-hermitianas sao de interesse.”

Em 2003, Killingbeck e Jolicard escreveram duas partes extensas de revisao dos
operadores de onda de Bloch. A primeira parte de [5] usa a série de perturbagao para uma
hamiltoniana efetiva nao-hermitiana na teoria nuclear. Também referéncias de hamiltoni-
anas nao-hermitianas sendo usadas em métodos interativos para calcular um operador da
onda com segunda convergéncia da ordem. A segunda parte de [6] menciona um potencial
optico que gera uma hamiltoniana nao-hermitiana com uma base bi-ortogonal associada.
Também se refere a um método de integracao interativa que pode usar hamiltonianas
nao-hermitianas. Embora a hamiltoniana efetiva de Bloch seja nao-simétrica ela pode
proporcionar autovalores reais.

Em 2005, Znojil [7] escreveu extensivamente sobre as experiéncias na simetria
PT na mecéanica quantica (SPTMQ). Ele citou vérias utilizagdes fenomenologicas de
tal simetria: Teoria de Campos, Fisica Nuclear, Matéria condensada, Cosmologia e de
magneto-hidrodinamica. Ele destacou a relutancia dos experimentalistas para enfraque-
cer a sua dependéncia em relagdo a modelos fenomenolégicos hermitianos. Ele sugeriu
que devemos procurar novas grandezas observaveis e que a simetria PT esta enriquecendo
o "laboratorio de modelos soliveis". Ele resume dizendo que novos horizontes se abrem,
tanto para a mecanica quantica relativistica como para interpretacoes do paradoxo de
Einstein-Podolsky-Rosen.

Em 2004, um trabalho de Ben-Aryeh [8] discute o uso de operadores nao-hermitianos,

para tratar fenomenos de espalhamento em fisica atéomica e molecular. Este trabalho
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realmente se aplica tanto em SPTMQ (Bender e outros) e em hamiltonianas pseudo-
hermitianas (Mostafazadeh) para oscila¢oes de Rabi de sistemas de dois niveis atomicos.

Bender e outros publicaram um estudo em 2004 [9], no qual indicam que qual-
quer hamiltoniana nao-hermitiana pode ser usada para descrever quaisquer fendémenos
experimentais perceptiveis, embora fossem usadas ja para descrever os sistemas de inte-
racao [10]. Naquele estudo, sugeriram que “um sinal experimental de um hamiltoniana
complexa pudesse ser encontrado na matéria condensada. Teria energia real, mas seria
PT-simétrica e nao-hermitiana.

Em 2004, Weigert [11] fez algumas aplicagdes notaveis de hamiltonianas nao-
hermitianas para descrever os meios Opticos absorventes, a dispersao nao elastica dos
ntcleos, e outros mecanismos de perda a nivel atomico ou molecular. Weigert igualmente
notou que as teorias nao-hermitianas “tinham sido redescobertas recentemente” dentro da
fisica de particulas .

E outras aplicagoes apresentadas em referéncias mencionadas nesta tese.

1.2 O contexto histérico da mecanica quantica nao-

hermitiana

1.2.1 Literatura antes de 1998.

Agora, fazemos uma revisao do contexto histérico da mecanica quantica nao-hermitiana
encontrada em [1].

° Em 1959, Wu publicou um trabalho que calculava a energia do estado fun-
damental “das esferas de Bose” [10]. De acordo com o trabalho, um problema comum
para este tipo de cdlculo era a energia do estado fundamental ser “divergente”. Wu viu
que usando uma hamiltoniana nao-hermitiana nao-diagonalizavel evitava este problema.
Notavelmente, esta hamiltoniana tinha autovalores reais. Entretanto, ele nao ofereceu
nenhuma justificativa para introduzir tal hamiltoniana, a excecao de que chegava-se a
solucao esperada. Em particular, obtiveram os niimeros reais que representam baixos
niveis de energia do sistema de Bose. Este trabalho segundo [1], é o mais antigo apresen-

tando uma hamiltoniana nao-hermitiana encontrada na literatura.
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. Em 1967, Wong estudou a respeito de “hamiltonianas ndo-hermitianas [12].
Ele considerou que hamiltonianas de sistemas fechados sao hermitianas, mas quando uma
interacao externa é considerada, a hamiltoniana perde sua hermiticidade. Conseqiiente-

mente, sua classe de hamiltonianas seria um tipo de perturbacao:

Aqui, Hy é uma hamiltoniana hermitiana, H é uma hamiltoniana nao-hermitiana,
e g é simplesmente um parametro que varia com a influéncia de H. H tem a limitacao que
pode somente ter um espectro discreto, a menos que parte de seu espectro coincida com a
de Hy. Nesse trabalho chama-se esta classe de “dissipativa”, mas nao define-se inteiramente
o termo. O estudo proporciona diversas propostas em relagao a hamiltonianas desta classe.
Entretanto, em nenhum ponto nele esta mencionado a realidade do espectro. Além disso,
os autovalores complexos parecem ser admitidos, contudo nao ha nenhuma explanacao de
como poderiam possivelmente ser fisicamente razoaveis.

Ja em 1969, Wu e por Bender [13] discutiram um exemplo do oscilador anar-
monico. Naquele trabalho eles nao discutiram explicitamente hamiltonianas hermitianas
ou nao-hermitianas. A hamiltoniana para este modelo é

1.9

1
H= 5% + §m2902 + Ap? (1.2)

Em [13], o parametro A é estendido para o plano complexo, de modo a incluir a ndo
hermiticidade na hamiltoniana. Coincidentemente, esta estratégia foi adotada porque os
métodos de aproximacao para calcular o estado fundamental deste sistema também serem
divergentes.

o Em 1975, Haydock e Kelly [14] publicaram um trabalho com hamiltonianas
nao-hermitianas para calcular a estrutura eletrénica do cristal arsénico. De acordo com
este trabalho, “a teoria quimica do pseudo-potencial” causa freqiientemente uma represen-
tagao nao-hermitiana das interagoes entre as orbitas localizadas do elétron [14]. Este é um
dos trabalhos mais antigos que dizem explicitamente sobre a condicao da hermiticidade
ser suficiente, mas nao necessaria para assegurar um espectro real.

o Em 1980, Stedman e Butler [15] publicaram um material de revisdo sobre

reversao temporal no campo e teoria de grupo. Em particular, concentrando-se no efeito
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e nas regras de selecdo para a reversao temporal no grupo de rotagdo SO(3). Esta é
a referéncia mais antiga encontrada por David [1] que fala sobre o “operador reversao
temporal” com rela¢ao a conjugagao complexa, como é usado na simetria de PT/CPT.

° Em 1981, Faisal e Moloney [16]| estudaram um processo de decaimento quéan-
tico com hamiltonianas nao-hermitianas e a equacao de Schroedinger. Alegaram que como
conseqiiéncia do principio da incerteza, um estado decaindo nao pode ter grandes valores
de energia, e que a largura de tal nivel de energia poderia ser representada por um com-
ponente imaginéario da energia. Além disso, tais energias complexas podem ser mostradas
como sendo os autovalores da hamiltoniana nao-hermitiana associada com o processo
de decaimento. O trabalho também inclui uma nao-unitaridade ainda auto-consistente
(conservagao da probabilidade) e o algoritmo para a evolug¢ao temporal.

Estes sao apenas alguns exemplos de trabalhos de 1959 a 1998, que usam teorias
nao-hermitianas. O fator comum em todos estes trabalhos é que tais teorias foram intro-
duzidas fenomenologicamente ou de maneira heuristica. Ou seja, tais teorias foram esco-
lhidas porque reproduziam a observacao experimental. De um ponto de vista pragmaético,
as teorias meramente apropriadas as observagoes podiam ser consideradas razoaveis. Afi-
nal, a natureza é sempre correta!l No entanto, a literatura que permitia a utilizagao de
um espectro complexo (por exemplo, autovalores de energia) nunca aparece para justi-
ficar ou explicar a validade de tais espectros. Conseqiientemente, desde que a predicao
dos autovalores seja a ligagao crucial entre a teoria e a observacao experimental, pareceria
altamente questiondvel permitir autovalores que nao poderiam fisicamente ser medidos.

° Um trabalho em 1997 de Hatano e Nelson [2] fez, entretanto, justificar o
uso de um espectro complexo.

Durante todos os trabalhos mencionados aqui, nao havia nenhuma base funda-
mental ou analitica para que as teorias nao-hermitianas fossem escolhidas. As teorias
nao-hermitianas com espectros reais com base analitica nao apareceram na literatura até
1998. Mas depois de 1998, este fato mudou a partir do trabalho de Bender e outros [3].
Logo depois, muitos outros cientistas estudaram a nao-hermiticidade conforme dito na

introducao desta tese.
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1.2.2 Literatura depois de 1998

Bender e Boettcher [3] apresentaram uma resposta a esta questao da nao-hermiticidade
por meio de um exemplo. Naquele trabalho eles apresentaram o exemplo de uma hamil-
toniana nao hermitiana que, entretanto, apresenta um espectro de autovalores reais. Ao
apresentar esse exemplo, eles ainda tentaram indicar a origem da realidade do espectro.
Argumentava-se que o que garantiria a realidade do espectro seria a existéncia da simetria

PT (paridade e inversao temporal) do operador, neste caso o hamiltoniano.

Exemplo de potencial que obedece a simetria PT

O potencial PT-simétrico unidimensional apresentado em [118], [119]:

V(z) = —Visec h*x — iV, tanh w sec ha, Vi >0,

tem dois casos:

caso 1: |Va| > Vi + 1/4, tem autovalores de energia real

1 1
Eni:—<ni+———

1 1
57 3 \/4—1+V1+V2i\/Z+V1—V2

>2
)

>2

onde

1 1 1
ni:O,l,Q,...<§('\/Z+‘/1+Vgi\/z+v1—v2

caso2: |Va| < Vi + 1/4 também tem autovalores de energia real

1 1
E,=— - — =
<n+2 5

1 1
\/Z+V1+V2i\/Z+V1—V2

n=01,2..<(s+t—1)/2

coms:2q+%eq:i% /%+%+‘/2_i-

Entretanto, como se pdde verificar posteriormente, a simetria PT nao é nem
necessaria nem suficiente para garantir que o espectro de energia seja real [17] . Adi-
cionalmente, existem outras classes de hamiltonianas com potencias nao-hermitianos que

tém espectros reais sem possuirem a simetria PT. Isto pode ser visto, por exemplo, na



18

referéncia [17] onde discute-se sobre a pseudo-hermiticidade, a qual é definida como

H' =nHn™"

onde o dagger denonta o operador adjunto e 1 é um operador linear inversivel nao-
hermitiano e ¢é diferente para cada caso analisado. Um estudo detalhado sobre a pseudo-
hermiticidade é feito em [17], |[18].

Mostafazadeh [17] afirma em seu trabalho que a simetria PT é um caso particular
da pseudo-hermiticidade e conclui que a pseudo-hermiticidade é uma condig¢ao necesséaria
para o espectro ser real. Recentemente em 2008, Mostafazadeh publicou um trabalho
onde ele mapeia uma hamiltoniana pseudo-hermitiana em uma hamiltoniana hermitiana
de Schroedinger [19]. Apesar da lista de exemplos onde a ndo-hermiticidade ocorre crescer
a cada dia [20]-[33], ndo existe uma demonstragao definitiva, de qual simetria seria a res-
ponsavel por esta propriedade, o que torna ainda mais interessante investigar o tema.

Entretanto, como nao é objetivo deste trabalho a anélise da pseudo-hermiticidade,
nao vamos nos aprofundar a esse feito.

De uma forma geral, como esta investigacao sobre a nao-hermiticidade é recente,
muito embora ja exista um grande nimero de trabalhos no tema, ha um amplo campo
de investigacao a ser realizado. Nesta tese tentaremos buscar ampliar e aprofundar o
conhecimento das conseqiiéncias advindas desta inusitada descoberta.

A maioria dos artigos dedicados ao assunto ¢ de sistemas independentes do tempo
e estados estacionarios. Apesar de uma lista enorme de trabalhos dedicados a desenvolver
e compreender a nao-hermiticidade |1, 5-12|, tanto quanto saibamos, poucos discutiram
o caso de sistemas dependentes do tempo [34]. Hamiltonianas dependentes do tempo
sao muito importantes para a compreensao de diversos problemas na Otica quantica, na
quimica quantica e em outras areas da Fisica [35]-[50]. Particularmente podemos citar
o exemplo das intensidades de campo eletromagnético em uma cavidade de Fabry-Pérot
|38]. De fato, esse tipo de problema com potenciais ndo-hermitianos dependente do tempo,
constitui uma linha de investigacdo que atrai ainda o interesse dos fisicos [34], [47]-[50].

Uma das primeiras investigacoes que realizamos, ao estudar a simetria P'T, ja que
esta simetria esta intimamente relacionada a dependéncia temporal do sistema, foi verificar
a implicagao desta simetria para a realidade do espectro. Isso foi feito adicionando-se

interagoes com dependéncia explicita do tempo e invariantes ou nao sob PT [34].
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Mais especificamente estudamos uma classe dos sistemas dependentes do tempo
com hamiltonianos nao-hermitianos [34], particularmente aqueles que consistem em um
oscilador com massa e freqiiéncia dependentes do tempo, acrescido de um termo nao-
hermitiano linear com acoplamento dependente do tempo. Feito isto, discutimos o efeito
da dependéncia temporal na realidade do valor médio da energia sem a simetria PT,
tratando de um caso particular. Para este caso, vimos que apesar da hamiltoniana desta
classe de sistemas ser nao-hermitiana e violar a simetria PT, os valores médios das energias
deste sistema sao reais e dependentes do tempo, o que ¢ uma conclusao interessante e
demanda investigagoes adicionais.

Recentemente, alguns problemas de férmions relativisticos que interagem com po-
tenciais nao-hermitianos, escalares e vetoriais foram tratados na literatura [52], [53] -[60].
Em geral foi mostrado que para algumas configuragoes desses potenciais nao-hermitianos,
a equacgao de Dirac admite energias reais. Em 1-+1 dimensoes o problema de Dirac é
mapeado facilmente em um problema de Sturm-Liouville ou, em outras palavras, em uma
equacao de Schroedinger independente do tempo com potenciais reais ou complexos, cujas
solucoes de auto-estado de energia sao bem conhecidas. Um problema interessante que
foi estudado neste contexto é o da equacao de Dirac em 1+1 dimensoes na presenca de
um potencial vetor complexo conveniente mais um potencial real escalar [52], no qual o
potencial escalar faz o papel de uma massa dependente da posicao.

Outro resultado dessa investigacao, foi mostrar que a equacao de Dirac em duas
dimensoes também tem espectro discreto real e pode ter auto-estados ligados de férmions,
quando ¢é considerada uma mistura conveniente de potenciais da seguinte maneira: vetor,
escalar e pseudo-escalar; sendo o potencial vetor complexo. Configuragoes particulares
desses potenciais foram trabalhadas com algum detalhe. Como dito acima, o método
utilizado foi o mapeamento do problema de Dirac em um de Sturm-Liouville. Como
referéncia foram utilizados alguns trabalhos que usaram este método e obtiveram bons
resultados na procura de auto-estados ligados para férmions que interagem com uma
mistura adequada de potenciais vetorial, escalar e pseudo-escalar em duas dimensoes no
espago-tempo |61], [62] e também em quatro dimensoes espago-temporais 63|, [64].

Fizemos também um trabalho [65], onde buscamos estender o estudo de sistemas
unidimensionais independentes do tempo, para o caso de teorias classicas de campos.

Particularmente, obtivemos alguns kinks com potenciais nao hermitianos para modelos
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em 1+1 dimensoes. Para isso, mostramos inicialmente que alguns sistemas estudados na
literatura apresentam solucoes que, ou sao instaveis ou possuem energia total nao real.

Ademais no trabalho [65], mostramos que é possivel construir soluges topologicas
para alguns modelos nao-hermitianos apresentando um perfil tipo kink para o caso de um
campo escalar interagindo consigo mesmo. Verificamos também que h&4 uma extensao nao
trivial para o caso de dois campos escalares nao lineares interagindo entre si. Mostramos
ainda que, para o caso de dois ou mais campos escalares, a densidade de energia bem como
o fator de deformacao em alguns casos do cenario das branas, podem ser quantidades reais
nestas condigoes, apesar da nao-hermiticidade. Aqui entao, introduzimos um sistema
nao-hermitiano com dois campos escalares com a propriedade de, além de ter a energia
BPS real, ter também a densidade de energia e o fator de deformacgao reais no caso
das branas cosmologicas. Em relagao a esta altima situagao, observou-se que podem ser
evitadas densidades de energia negativas que aparecem em alguns modelos hermitianos
na literatura, e isto pode ser feito escolhendo uma regiao adequada dos parametros dos
potenciais no nosso modelo nao-hermitiano.

Esta tese se organiza da seguinte maneira: no capitulo 1, fazemos uma introducao
sobre a nao-hermiticidade seu contexto historico, aplicacoes e a simetria PT na mecanica
quantica nao-relativistica e relativistica, kinks e em branas. No capitulo 2, falamos
mais detalhadamente sobre este assunto para sistemas quanticos nao-hermitianos com
dependéncia temporal explicita com espectro real. No capitulo seguinte, investigamos
este tema para a equacao de Dirac nao-hermitiana em 141 dimensdes com acoplamento
geral e com espectro real. No capitulo 4, estudamos kinks em sistemas com simetria PT.
No capitulo seguinte, falamos sobre branas envolvendo a simetria PT. Finalmente, no

ultimo capitulo fazemos nossas consideragoes finais.



Capitulo 2

Estudo de sistemas quanticos
nao-hermitianos dependentes do tempo

com espectro real

2.1 Introducao

Nos dltimos anos, os sistemas com simetria PT introduzidos no artigo de Bender e
Boettcher [3] atrairam muita atencdo. Eles consistem em hamiltonianas nao-hermitianas
com autovalores reais que, entretanto, exibem simetrias de paridade e de reversao tem-
poral, ou seja, quando fazemos uma inversao no espaco e tempo (P : x — —z; T :
t — —t,i — —i). De fato, seguindo a referéncia [66], a operagdo de reversdo tempo-
ral ¢ (z,t) = ¢* (x,—t), mantém a equagao de Schroedinger covariante até mesmo para
hamiltoniana dependente do tempo. Como ja dissemos, existem outras classes de hamil-
tonianas que tem espectros reais sem ter a simetria PT [17], e onde sistemas de simetria
PT sdo espontaneamente quebradas [18], principalmente para autovalores de energia com-
plexos. Também, conforme ja foi dito, a maioria dos artigos dedicados ao assunto é de
sistemas independentes do tempo e estados estacionarios.

Aqui pretendemos resolver uma classe dos sistemas dependentes do tempo com
hamiltonianas nao-hermitianas, particularmente aqueles que consistem em um oscilador
com massa e freqiiéncia dependentes do tempo, mais um termo nao linear hermitiano com

acoplamento dependente do tempo. Logo depois, discutiremos o efeito da dependéncia
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temporal na realidade do valor médio da energia, versus a simetria PT, tratando de um

caso particular.

2.2 A hamiltoniana nao-hermitiana

O sistema a ser estudado é representado pela seguinte hamiltoniana nao-hermitiana uni-

dimensional [34],
2 2
D m(t) w(t) 5 | .
H_Zm(t) + 5 4+ i (t) z. (2.1)

que em principio, pode preservar a simetria PT, dependendo da dependéncia temporal de
seus parametros. De fato, é facil compreender que a simetria PT impoe que A (¢) pode
ser uma fun¢ao par do tempo para m (t) e w? (t) simétricas sob reversao temporal.

A equagao de Schroedinger pode escrita com

1 0% (x,t) 1 oY (z,1)

— —m(t t)? 2 (T t) =1 ——= 2.2

om0 s w(t) 2® + iAo () =i—p—,  (2.2)

onde m (t), w(t) e A(t) sao fungoes dependentes do tempo (escolhemos i = 1 por en-
quanto).

Usualmente o oscilador harmonico for¢ado independente do tempo é resolvido por
meio de uma translacao de coordenadas. Quando tratamos de um oscilador harmonico
forcado dependente do tempo, podemos nos certificar de que uma translacao trivial das
coordenadas xr =y — ZW% nao nos conduz a um oscilador harmonico com a massa e
a freqiiéncia dependentes do tempo porque ficamos com uma derivada de primeira ordem
e um termo em y adicional puramente dependente do tempo (veja Eq. (2.5) a seguir).

Para mostrar que a equacao de Schroedinger (2.2) pode ser mapeada em uma
equacgao que pode ser resolvida exatamente em vérias situagoes, usamos as transformacoes
que envolvem uma mudanca de varidveis espaciais e reparametrizagdo temporal [39], [41],
[43], isto é

v =s(r)y+in(r), (2.3)
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onde 7 é uma fung¢ao univalente com relacao ao tempo original ¢ dada por

= [aed T, 2.4)

Na transformagao (2.3), n é uma funcao real e y é necessariamente complexo para manter

a variavel original x real. Depois da transformacgao de variaveis somos levados a seguinte

equacao
Wy ) o, O (y,T) 1 0% (y,7)
"W ar Vs sy + dy * 2ms?  0y?
I L . o2y . _
5w (s“y“+2isny—n")+irsy—An| ¢ (y,7) =0. (2.5)

Neste ponto, a fim de obter a equacao de Schroedinger nas novas variaveis, introduzimos

uma fun¢ao de onda redefinida

Y (y,7)=explif(y,7)]oy,T), (2.6)

que substituida na equagao (2.5) leva a

L0 L P o 20 n( 2],
0= — — —muw’s — - —
For T oms? ay?> 2 Y s \TT e 2\ e

L0 (ofN| . 8 Of  mpdf  Of
W[@‘(a—y) THS ey T ey e [Tt

1 of s n'p] 0o (y,7)
+{Zm820y Z'usy+ s oy ’ (27)
onde o primo significa primeira diferenciacao é em relacao a 7. Agora podemos escolher

convenientemente a func¢ao arbitraria f(y, 7) para garantir que o coeficiente do termo g—”
Y

desapareca. Assim, obtemos

0
of _ muss y—+imsun, (2.8)
dy
que tem como solugao geral
1 /1,2 . /
fly.m)=smuss'y” +imsun'y + fr(7), (2.9)

2
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sendo que f,(7) é uma fungdo arbitraria no novo tempo 7, que estd ainda para ser
determinada através de alguma imposi¢do conveniente. Substituindo-a na equagao (7),

podemos reescrevé-la como

{, 0 1 82_H{mw252
2

d / 12 2
ZMEjLQms?a_yQ +— (muss’) —pums'* | y*+

1 dr

ips [T (4 2 P
us | =\t ) g (mu| v

i s of; 1 2\ mpu?n'?
A - - ~0.
+2”3 Kor +2mw n(n+mw2) 2 7 (y.7)

Escolhemos f, (7) e impomos condigoes nas fungdes s(7), n(7) e u(7) para obter o poten-

cial efetivo dependendo somente de 3?. Assim f, (7) pode ser obtida através da equacao:

- ! 2
%_1{£+mz77<n+_2)\ )—umnﬂ}, (2.10)

dr 2| s mw?

cuja solucao pode ser escrita da forma a seguir sem perda da generalidade

1/1m@mwmooﬁﬂ_2ma

fo(r) =il (sh) + 3 J—w@mwﬂw2%

2 1(€) m(&)w(E)
(2.11)
Além disso s(7), n(7) e pu(7) tém que satisfazer a equagao
d ( ,) mw? n A (2.12)
—_— m = —— .
ar R 1 T2 )
que nos permite escrever a equacao de Schroedinger correspondente na forma
.0 19 1,0, 2\ 2
ZME—FW@_y?_ﬁmS (W + Q%) v*| o (y,7) =0, (2.13)
onde
d
0= L% s, 2.14
() (214)

Até agora, as fungoes s(7) e u(7) continuam arbitrarias desde que a equagao (2.12)
mantenha 7(7) em termos de s (7) e p (7). Entdo usamos esta arbitrariedade para obter

uma equacao mais simples para este problema. Uma possibilidade 6bvia é impor que
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fiquemos com uma equagao de Schroedinger independente do tempo para o (y, 7)

.0 1 0?2 1
] (2 g + 2m03_y2 — §m0 wg y2> o(y,7) =0, (2.15)

onde pode ser visto que a dependéncia do tempo foi fatorizada, implicando que

»
N

ms?pu = my = const.; (w2 + QQ) = mow; = const. (2.16)

Das equagoes anteriores podemos ver que transformamos o problema original

naquele de um oscilador harmonico usual com a massa e a freqiiéncia constantes.

Vamos agora tratar um caso particular, que pode ser usado para melhor com-
preensao do problema. A saber, tratamos o caso especial de um oscilador harmoénico com
um potencial linear dependente do tempo violando a simetria PT.

h? 0% (z,t) N (1 oY (x,t)

5 on §mw2x2+iatx)w(x,t) :ihT, (2.17)

onde a é uma constante real arbitraria.

Neste momento faremos alguns comentarios adicionais sobre a simetria PT. As
transformacoes anteriores poderiam ser interpretadas de um ponto de visto ativo, procu-
rando por uma transformacao simétrica, como feita em [3] através de uma translacao
rigida de coordenadas, onde se interpreta o P simetricamente como dado * — xg — ,
contanto que x( seja simétrico via PT, em vez do usual + — —x. Na situacao presente, a
generalizacao natural pode ser dada por

21at

T — —
mw?

— 1. (2.18)

O potencial é invariante sob esta transformacao geral PT mas, infelizmente, a
equacao de Schroedinger nao o é, como pode ser visto na transformagao da derivada

temporal, isto é

0 0 2ia 0
= — — =+ —. 2.19
ot ot (m w? ) oz (2.19)
Se estivermos interessados em recuperar a equacao covariante, temos que eliminar

a derivada primeira na coordenada espacial. Isto pode ser encontrado através de uma
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redefinicao da funcao de onda

w N eam-&-iﬁtd}’ (220)

onde o = —h§£2 e B = WP’; Uma vez que este tipo de redefinicao nao preserva a
norma, nao podemos interpretar estes tipos de transformagoes como gerando uma simetria
para a equacao de Schroedinger.

As transformagoes de coordenadas e do tempo dadas nas equagoes (2.3) e (2.4)

Entao na

podem ser simplificadas pela escolha: s(7) = u(7) =1, (T =1t) e n(t) =

mw2

equagao de Schroedinger (2.15) onde wy = w e my = m, cujas solugoes na transformagao

de coordenadas sao dadas simplesmente por:

[ 1 MW _mw, 2_;(hil), muw
o, (y,t) = ol ﬁe i v (nhy) tHn( Ty) (2.21)

com os quais calculamos o 1, (y,t) . Neste momento, podemos calcular o valor esperado

da energia do sistema. Para isto utilizamos, como ¢ comum, a expressao

[ de s (w,t) i b 2t
T dw s (,0) ¢ (2, 1)

(n | H | n) = (2.22)

Depois de calculos que estao melhores detalhados no apéndice A, podemos obter

S dw s (o) (y+ 25200 ) o, (2,1
ffooodl“l/% (z,t) ¥ (2,1) ’

y=z —in(t)

(2.23)

i) = (n+3) ho=hi(0-mai

como vimos y =x —in(t), e onde

y(t) = _at (1 - @> . (2.24)

2 hmwt 3

Agora, usando a identidade integral [51].

/ due~ " H,, (w) H, (v) = 2"/7ml o™ Ln=m) (—2v%) param < n, (2.25)

o0
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onde L (z) é o polindmio associados de Laguerre, podemos calcular a normalizagao,

o0 2
/_oodxw;: (.CE,Zf) Pn ('Tvt) = Q"ﬁn' LZO) (_ng) CXp [_Qiao fﬁ - (%) ] ) (2'26)

onde w = %, ap = 755 e ( = /"¢, Os outros valores que sao necessdrios para calcular

a energia sao dados respectivamente por

ffooodxiﬂ; (z,t) ytn (2,t) 1 1 1 0
fjooo dx 77/};; (:E,t) Un (x,t) - Z L?l (_2 w2) ('LU + 5 %) L% (—2 u)2) , (2.27)

S dwy (o) (Bt (1) g
Jo ey (2, t) Yy (1) T LY (—2u?)

Usando os resultados anteriores, podemos computar a expressao do valor médio

LY, (—2w?). (2.28)

da energia na forma,

(n| H [t0) = (n+ %) hw — BA(t) — mwi E m (w i % %) L0 (—2w?) +
+2 <%2§U}2)> L', (—2w2)] . (2.29)

Deste modo provamos que a realidade do valor médio da energia dependente do tempo para
as funcoes de onda exatas dadas neste capitulo é mantida apesar da nao-hermiticidade
da hamiltoniana. Para uma hamiltoniana nao-hermitiana e que viola PT, isto é uma
conclusao muito intrigante e demanda investigacoes adicionais a respeito da origem da
realidade do valor médio da energia em tais sistemas que também podem ser considerados
fortemente como candidatos para realizacoes fisicas de interacoes nao-hermitianas. Além
disso podemos notar que, mesmo com o mapeamento dentro de um sistema hermitiano
independente do tempo, Eq. (2.15), ndo é trivial verificar que o sistema original depen-
dente do tempo tem energias reais. Na realidade ¢ necessario usar a fungao de onda (2.6)

para calcular o valor da energia.



Capitulo 3

Espectro real para a equacao de Dirac
nao-hermitiana em 141 dimensoes com

acoplamento geral

3.1 Introducao

Nos tltimos dez anos, os denominados sistemas PT, discutidos no trabalho de Bender e
Boettcher [3] tem atraido muita atencao. Na realidade, ha muitos trabalhos que tratam
este novo tipo de situagao [52, 53|. Eles consistem de hamiltonianas nao-hermitianas com
autovalores reais, que porém exibem simetria de paridade e reversao temporal. A equacao
de Schroedinger unidimensional independente do tempo é invariante sobre inversao de
espago (z — —x) e tempo (t — —t). Além disso, existem outras classes de hamiltonianas
com espectro real sem ter simetria PT, como pode ser visto nos exemplos das referéncias,
[17, 67]; e sistemas onde a simetria PT é espontaneamente quebrada com autovalores
de energia complexos [18]. O problema sobre interagoes nao-hermitianas dependente do
tempo que nao possuem simetria PT, porém admitem energias reais é considerado nas
referéncias |34/, |68]-[69].

Mais recentemente, alguns problemas de interacao de férmions com potenciais
nao-hermitianos de natureza escalar e vetorial tém sido pesquisados na literatura [52],[53]-
[60]. Em geral, foi mostrado que para algumas configuracoes desses potenciais nao-

hermitianos, a equagao de Dirac possui energias reais. Em 1+1 dimensoes o problema de
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Dirac é mapeado facilmente em um problema de Sturm Liouville ou, em outras palavras,
em uma equacao de Schroedinger independente do tempo com potenciais reais ou com-
plexos cujas solucoes de auto-estados e autovalores de energia sao reais. Alguns autores
[53], [54],[58], [70]-[72] tém estudado a equacao de Klein-Gordon e a equagao de Dirac
com massa constante no contexto da simetria PT e da pseudo-hermiticidade. Mustafa
[53] estudou a energia exata para a particula de Klein-Gordon e a particula de Dirac com
massa constante para o potencial complexo de Coulomb. Znojil [70] analisou a equagao
de Klein-Gordon que apresenta uma pseudo-hermiticidade. Egrifes e outros |54] investi-
garam os estados ligados das equagoes de Klein-Gordon e Dirac com massa constante para
o potencial de Hulthén unidimensional na mecanica quantica PT-simétrica. Em [72], os
autores pesquisaram a equacao de energia dos estados ligados para versoes PT-simétricas
dos pocos de potenciais de Rosen-Morse e Scarf II na teoria de Klein-Gordon com po-
tenciais vetor e escalar igualmente misturados. Sinha e Roy [58] estudaram a equagao de
Dirac unidimensional soltivel com interagoes nao-hermitianas escalares e pseudoscalares,
possuindo espectro de energia real.

O acoplamento com potenciais escalares nas equacgoes de Klein-Gordon e de Dirac
pode ser considerado como uma massa efetiva dependente da posicao. Usualmente é es-
perado que, no ambiente relativistico, a ambiguidade de ordenamento dos operadores de
massa e momento que esta presente no ambiente nao-relativistico, deve desaparecer. De
fato, é importante se lembrar que ha dificuldades para definir a partir de primeiros princi-
pios a equacgao de Dirac para férmions, e para a equacao de Klein-Gordon para bésons,
quando levamos em conta uma particula de massa dependente do espago-tempo. Isto
acontece devido ao fato que na Fisica de Particulas e Campos a particula deve pertencer
a uma representagao irredutivel da algebra de Poincaré [73, 74]. Deve-se poder achar
geradores que especifiquem as propriedades da particula, normalmente sua massa e he-
licidade. Porém, é bastante dificil realizar esta tarefa no caso da massa dependente da
posicao. Assim, deve-se lembrar que todas essas idéias usuais das equagoes relativisticas
deveriam ser aplicadas ao caso da massa dependente da posicao. Com esta consideracao,
Alhaidari |75] estudou a soluc¢ao exata da equacdo de Dirac tridimensional para uma
particula carregada com distribuicao de massa singular esfericamente simétrica no campo
de Coulomb. Vakarchuk [76] investigou a solugao exata da equacao de Dirac para uma

particula cujas energia potencial e massa sao inversamente proporcionais a distancia no
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caso de uma forca central. Em [77|, os autores consideraram a distribui¢do de massa
constante, e resolveram aproximadamente o caso de uma massa dependente da posicao
do potencial de Hulthén. Em [78], os autores investigaram a solucao exata da equagao
Klein-Gordon unidimensional com a massa dependente da posicao para potencial inversa-
mente linear. De fato, ha poucas contribui¢oes que vém das solucoes da equacao de onda
da massa efetiva relativistica dependente da posi¢ao para alguns potenciais hermitianos e
menos ainda para os potenciais nao-hermitianos. Por isso, é de grande interesse investigar
a solucao da massa efetiva da equacao de Klein-Gordon ou a massa efetiva da equacao de
Dirac para um potencial complexo nao-hermitiano com espectro de energia real.

Um problema interessante resolvido neste contexto é o da equagao de Dirac em
141 dimensoes na presenca de uma mistura conveniente de um potencial vetor complexo
mais um potencial escalar real [52], onde o potencial escalar desempenha o papel de
uma massa dependente da posicao. Aqui, vamos mostrar que podemos considerar um
sistema mais geral sem massa de férmions em 2D, interagindo com potencial vetor com-
plexo mais uma mistura de potenciais escalar e pseudo-escalar que sao responsaveis pelo
“aparecimento” da massa para férmions. Tal cenario pode ser importante para sistemas
da matéria condensada onde a conducao elétrica é essencialmente unidimensional. Os
potenciais escalares e pseudo-escalares podem ser pensados como defeitos na estrutura e
os elétrons sao igualmente sujeitos a um potencial de natureza vetorial devido aos fons na
estrutura.

Nosso proposito neste trabalho é mostrar que a equagao de Dirac em um mundo
bidimensional pode ainda ter espectro discreto real e ter auto-estados de férmions, quando
uma mistura conveniente dos potenciais vetor, escalar e pseudo-escalar ¢ considerada,
sendo o potencial vetor complexo. Configuragoes particulares desses potenciais sao ela-
boradas com algum detalhe. O método utilizado foi o mapeamento do problema de Dirac
no de Sturm-Liouville, que foi aplicado com sucesso na busca para estados ligados de
férmions que interagem com uma mistura adequada de potenciais vetor, real escalar e
pseudo-escalar [61] bidimensionalmente no espago-tempo e também em quatro dimensoes
espago-temporais |63, 64]. Chamamos a atencao para a simetria PT inerente da equagio

de Schroedinger que estamos tratando.
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3.2 A equacao de Dirac independente do tempo em 1-+1

dimensoes

Consideramos a equacao de Dirac independente do tempo em 1-+1 dimensoes independente

do tempo para um potencial ¥V sem massa, que pode ser escrita como
HVY(z) = EVY(z), (3.1)

H=cap+V, (3.2)

onde E ¢ a energia do férmion, ¢ é a velocidade da luz p é o operador momento e, final-
mente, a é uma matrizes quadradas hermitianas . A funcio positiva-definida |¥|? = UT,
satisfazendo a equacao da continuidade, é interpretada como densidade de probabilidade.
Esta interpretacao é completamente satisfatoria para estados de uma particula. Escolhe-

mos o V assim:

V= 8M(z)+ 87 P(x) + V(z) + BaA(z) (3.3)

onde 3 é uma matriz quadrada hermitiana satisfazendo as relagoes a? = 3% = 1, {a, 3} =
0.M(z) é o potencial escalar, P(x) um potencial pseudo-escalar, V(z) é a compontente
temporal do potencial bi-vetor de Lorentz, cujo componente espacial é A(x). O compo-
nente espacial do potencial bi-vetor nao ¢ considerado aqui, ja que ele é real e pode ser
eliminado do problema por uma transformacao de gauge sem afetar a fisica. Uma vez
que temos somente quatro matrizes 2 x 2 linearmente independentes, esta estrutura do
acoplamento em V é a mais geral possivel que se pode considerar na equacgao de Dirac
independente do tempo unidimensional.

Em termos do potencial V a hamiltoniana (3.2) é escrita como:

H=cap+V(z)+3M(z)+B+" P(z), (3.4)
onde v° = —ia. As matrizes o e 3 podem ser escolhidas como matrizes de Pauli que
satisfazem a mesma algebra. Usamos 3 = o0y, @ = 03, e assim 37° = —o,. Entao,

a equagao (3.1) pode ser decomposta em duas equagoes diferenciais de primeira ordem

acopladas para componentes superiores (¢, (x)) e inferiores (¢_(z)) do espinor ¥(z). Em
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uma notacao simplificada, e usando o sistema natural de unidades h = ¢ = 1, temos
—itf, + My + Vipy +iPy_ = By,

i), 4+ My +Vop_ —iPp = Eyp_ . (3.5)

onde o primo significa a derivada em relacao a x.

No caso em que todos os potenciais forem funcoes reais, a equacao de Dirac é
invariante sob a transformagao reversao espacial (paridade). Recordamos que a trans-
formagao da paridade é uma transformacao impropria de Lorentz e que o espinor em ¢é
construido de outro espinor por meio da relacdo ¥ (Z,t) = SU(z,t) = 3V (x, 1), com
T = —x e § uma constante de fase. Além disso, sob transformacdo de paridade, M (x)
e V() nao troca seu sinal e P(z) troca. As matrizes de transformagio S™'13S = (3 e
S~taS = a.

As mesmas transformacoes poderiam ser usadas mesmo no caso em que os poten-
ciais sao complexos, mas se nés queremos a equacao de Dirac invariante sob a combinacao
de transformacoes da paridade e da tempo-reversao e isto se torna mais complicado com
um Hamiltoniano nao-Hermitiano. Isto é porque a transformagao reversao temporal im-
plica que 7(:)7 ! = —i e que os potenciais no Hamiltoniano sdo complexos. Assim, a
reversao temporal nao muda cada parte dos potenciais, desde que sejam independente
tempo, o que muda é o sinal relativo entre as partes reais e imaginarias dos potenciais;
consequentemente, a parte imaginaria de cada um dos potenciais deve mudar sob a pari-
dade de maneira inversa da sua parte real, para que a equacao de Dirac fique invariante
sob a combinagao de transformacoes da paridade e reversao temporal. Em resumo, para
que a simetria PT seja valida mesmo quando os potenciais sao complexos, a parte ima-
ginaria dos potenciais vetor e escalar devem mudar seus sinais sob a transformacao de
paridade, visto que a parte imaginaria do potencial pseudoscalar nao muda. O espinor
no sistema reversao temporal é obtido do espinor \if(a?, t) por meio do seguinte a transfor-
macdo Wy (Z,t) = TU(Z,t) = TW*(i,t), com t = —t e T uma matriz quadrada tal que
T718*T = 3 e T 'a*T = —a. Entao T comuta com 3 e anticomuta com a, logo T = f3.

Todos os exemplos de potenciais que estamos tratando, seguem a regra dada

acima.
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3.3 O problema efetivo PT simétrico

Sempre que consideramos somente o acoplamento dos potenciais escalar e pseudoescalar,
as equacoes diferenciais podem ser desacopladas de tal modo que ambas as componentes
do espinor satisfazem equagoes diferenciais de segunda ordem, similares a equacao de
Schroedinger. Incluindo-se o acoplamento com o potencial vetor, isto ja nao é mais
possivel. Embora seja possivel mostrar que para isso um dos componentes obedece uma
equacao do tipo de Schroedinger, e o outro componente é dado em termos da primeiro,
como foi feito na referéncia [52]. A partir de agora vamos usar este método. Aplicando a

derivada espacial na primeira das equagoes (3.5) temos
—ip] + Al + Ay = By + By, (3.6)

onde definimos Ay = Ay(x) = M(z) £iP(x) e B = B(x) = E — V(z). Substituindo
a equagao anterior nas expressoes ¥’ e 1¥_ (3.5), obtemos a seguinte equagao para o

componente superior

BA’
A: — B +i(ALA_ — B | ¢, =0, (3.7)

Al
N/ - + /
—Zw+ + ZA—1/1+ +
+
e a equacao que obedece o componente inferior pode ser reescrito como

Y = Ai (i, + By.) . (3.8)

+

Podemos notar que por meio da redefinicao do componente superior

Vi) = VAx(z) (3.9)

o termo da derivada primeira pode ser eliminado e satisfaz a equacao diferencial em y

/

, 2 "
BA ) A A
—ix" + t - B +i(A A -B%) + % g (—*) =l rx=0, (3.10)

Al Al AL

a qual, por sua vez, pode ser escrita como uma equacao de Sturm-Liouville, ou equacao
de Schroedinger,
—X" + Vspx = E%x, (3.11)
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onde

A A’ 3 /A 2 1 /A"
=B 2V it ) v i S AA —v2y 2 (S} 2 (22,
fo (V+ZA+) iV +Z(A+)V—‘r— + V+4(A+) 2(14_,_)

(3.12)

Utilizaremos as equagoes (3.7)-(3.12) ao longo deste capitulo. Nossa intencao
¢ achar configuragoes convenientes de potenciais para a equagdo (3.11) que apresente
solucoes normalizaveis e autovalores positivos ou, em outras palavras, solucoes de auto-
estado correspondendo a um espectro de energia discreto, com E? > 0. Naturalmente, as
solugbes para o componente inferior que satisfazem a equagao (3.8) também devem ser
normalizaveis.

Encontramos varios estudos da equacao de Dirac em um mundo bidimensional
com misturas convenientes de potenciais escalar e vetoriais. Até onde sabemos, a maioria
deles assume uma relagao intrinseca entre os potenciais escalar e vetor. Um caso tipico
que se trata na literatura e com um vinculo do tipo M (z) = KV (x), onde k é positivo ou
negativo, (|x| > 0) e M(zx) é o potencial ligante [61]. Ha alguns casos em quatro dimensoes
para os quais tal relacao conveniente conduz a solucoes analiticas e exatas para equacao de
Dirac. Aqui nao teremos vinculo entre os potenciais a principio. Pelo contrario, seguimos
o mesmo procedimento utilizado na referéncia [52] que leva o potencial vetor a obedecer
a relagao mais geral:

P (AN~ i (M 4P -
_ i (A _ (M 1
v 2(A+>+V 2(M+iP)+v (3:13)

Com esta rela¢do a equacao do tipo de Schroedinger (3.11) é dada por
"+ [M2 Y P2 _V242EV — @'\7’] X = E%x . (3.14)
E o potencial efetivo complexo escrito explicitamente em termos da partes real e

imaginaria dos potenciais é

2 2 2 2 72, 52 oo
Ves(@) = (Mr—MiJrPT—Pi—W +V; +2Ew+%>

12 <MTM,- + PP — V.V, + 2BV, — \Z’) (3.15)
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onde M,, M;, P,, P;, ‘77«, ‘Z? f//, 172»/ sao respectivamente o potencial escalar real e ima-
ginario, o potencial pseudo-escalar real e imaginario e Ve VT', Vie \ZI sao as partes reais
e imaginérias de V e sua derivada, mas a equacao effetiva de Schroedinger possui simetria
PT se M,, f/} e P, permanece invariante, e considerando que M;, ‘71 e P. mudam seus
sinais sob transformacao de paridade, como foi afirmado na segunda secao. Naturalmente,
pensamos em casos nos quais a energia do problema de Dirac é real (positiva ou negativa)
e a energia efetiva ¢ £2 > 0.

Todos os exemplos de potenciais que estamos tratando, seguem a regra dada

acima.

3.4 Potenciais nao-hermitianos com espectros reais

Pode-se notar que nao é necessaria a presenca de V(x), a fim de ter uma equacao de
Schroedinger efetiva, PT simétrica com potencial efetivo complexo. De fato podemos ver
que a dependéncia em V nas coordenadas implica na existéncia de um potencial efetivo
dependente da energia do problema de Dirac e, como conseqiiéncia, levando a uma equacao
transcendental para a energia.

Como nosso primeiro exemplo, escolhemos potenciais que tém uma dependéncia
quadratica na variavel espacial o que é feito, com o proposito de tratar auto-estados
completos e, depois, impomos restricoes sobre os parametros destes potenciais. Neste

exemplo, escolhemos

M(x) = apx®, P(x) = i(a12* + by), V(x) = as2?, (3.16)
que é tal que o potencial efetivo fica
Ve = (ag — a3 — ai)x* + (2Eag — 2a1by)2”® — b} — 2iasz. (3.17)

Como afirmamos, queremos um modelo exatamente soluvel, por isso fizemos
restri¢oes sobre os parametros dos potenciais, a fim de eliminar o termo quértico, obtendo
o vinculo ag = y/a} — a3. Este vinculo nos leva ao seguinte potencial efetivo PT-simétrico

do oscilador harmonico.
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Vopp = Q22* — 2iagr — b7, (3.18)

onde Q(FE)? = 2FEay — 2a,b,. Agora fazendo a transformacao z = y + 2ias/Q?, obtemos a

seguinte equagao diferencial para x(y)

XL orgey e - (3.19)
e a energia é obtida da seguinte equacao
a2
E? = —b} + —2= + (2n + 1)AQ(E). (3.20)

Q(E)?

que pode ser reescrita como
<E3 - %> = (2n + 1)E\/2Eay,
que tomando o quadrado obtemos
2 2 aj
Y —a [1+2(2n+1) }y+zzo,

onde definimos y = E3, levando finalmente as solucoes

1
Ey = (% {1 202+ 1)2 /[T + 2020 + 1) - 1}) ’

Um comentéario a fazer deste primeiro exemplo é relacionada a realidade do seu
espectro e a existéncia de solu¢oes complexas na sua energia. Obtivemos a solugao para a
energia, a qual € um polindmio de sexta ordem, que nao tem solucao analitica. Entretanto,
encontramos um caso onde o problema pudesse ser reduzido ao de uma equacao de segundo
grau e neste caso mostramos que seu espectro de energia é real e positivo definido.

Como segundo exemplo, sugerimos a seguinte configuragao para os potenciais

escalar e pseudo-escalar
M(z) = iwiz+my,
P(x) = wazr+imy (3.21)

com wp, My, we € Mo sendo constantes reais. O potencial vetor, usando (V = O), é com-
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plexo e dado por

(w1 + w2) [(Mm1 —my) — (w1 + wo)z]

Vir)=— , 3.22
(@) 2 [(wy + w2)?22 + (my — my)?] (3.22)

e o potencial efetivo na equagao de Schroedinger em x(x) é
V() = w?a? + 2i(wimy + wems)z + (M3 — m3), (3.23)

com w? = w3 — w?, é PT-simétrico. Definindo a varidvel y = x + i(wimy + wamy)/w?,
obtemos
d*x 2 (2 2 2

cujas auto-funcoes nao normalizadas e autovalores sao dados, respectivamente, por

Xn(y) = eiwyz/QHn(\/‘;y) (3.25)

E? =w(®2n+1) + \2W?, (3.26)

onde H,(y/wy) sao os polinomios de Hermite de grau n e \? = (%)2 Conse-

quentemente, o componente superior do espinor de Dirac pode ser escrito como

Vrn(y) = NVo(y? + N2) YA 3@v =0 F (/o). (3.27)

onde 6(y) = tan"'(y/\), e N é uma constante de normalizagdo. Recordando a equagao
(3.8) e a expressao para o potencial vetor, V(z) = iA! /2A,, temos a seguinte equacao

para o componente inferior

_ 1 (i
Y_(y) = 0 ( dy+Ex), (3.28)

que pode ser escrita em termos dos polinomios de Hermite

N
Vw(y? + %)

Yon(y) = e 2O [(4 B, | — iwy) Ha(Voy) + i2n/wH, 1 (Vey)]
(3.29)

O sinal superior (inferior) do fator £ |F,| na expressao acima representam os sinais posi-
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tivo (negativo) da energia e |E,| = \/w(2n 4+ 1) + N2w?. A constante de normalizagao N

é obtida pela definicao de normalizacao dos auto-estados

+o0 +o00
/ 0, P = / (s ()P + ooy ly = 1, (3.30)

o0

a qual pode ser escrita em termos da variavel u = /wy

—u2

+oo
2 € 2 2 2 —
2|N| /0 du ) {[2(u* + Nw) + (2n + 1)] HZ(u) — 2nH,—1 (u)Hppa (u) } = 1,
(3.31)
onde usamos a relagao de recorréncia 2uH, (u) = 2nH,_1(u) + H,+1(u). A seguir, vamos

fornecer a constante de normalizacao para os dois niveis mais baixos de energia,

No = {e*A2w/2(1 4 2N2W) Ko(\2w/2) + /AU (12,0, A%)}_I/Q , (3.32)
N, = {e_)‘2“’/2 [2(1 + Mw?) Ko(\w/2) + 2\2w(1 — Nw) K, (Aw/2)] +

V(L + 202w)U(1/2,0, X2w) L 2
onde K(z/2) e Ki(z/2) sdo funcoes de Bessel modificadas de segunda ordem e segundo
tipo e Ul(a, b, z) é a fungao hipergeométrica confluente.

O terceiro exemplo de problema exatamente soliivel que apresentamos ¢ um no
qual V= Vo (constante). Esta escolha para V é conveniente porque conseguimos nos
livrar da dependéncia para o potencial efetivo na energia, como pode ser visto na equacao
(3.14) e, conseqiientemente, evitamos uma equagao transcendental para os autovalores
da energia. Esta complicacao é, de fato, uma caracteristica do potencial efetivo nao-
relativistico quando consideramos a equacao Dirac com uma mistura de potenciais vetor
e pseudoscalar.

Como terceiro exemplo, escolhemos os potenciais escalar e pseudo-escalar do

seguinte modo

= M, tanh(uz) + My,

P = Ptanh(ux) + i Py, (3.33)

onde My, P, My, P, sao constantes reais. Assim, o potencial vetor é também complexo
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e dado por
P+ M My — Fy) — i(M; + P;) tanh h
2 (Mo — Py)? + (My + Pp)? tanh”(ux)
e a equacao efetiva de Schroedinger (3.14) pode ser escrita como
_X” — VeffX =eX, (335)
onde de (3.14)
Vepp(w) = —(P? — M})sech?(ux) + 2i(MoM, + PyP,) tanh(pz) (3.36)
e
e=(E-V)" — (P} = M}) + (Pf — Mj). (3.37)

Esse potencial efetivo é uma generaliza¢ao do potencial de Ronsen-Morse IT (hiperbolico)
[25, 26] e ja foi considerado em problemas de Schodinger nao-hermitianos com simetria

PT [17],[67]. Os autovalores da energia efetiva podem ser escritos convenientemente como
(F. Cooper 1995, Phys. Rep.)
en = —p*(ay — b}), (3.38)

onde

an::(l/Q){ 1—%(26@/u)2——(2n—+]J] e b, =Q/u’a, (3.39)

com U3 = PP — M}, Q= MM, +PyPren=0,1,2,... <s=(1/2) [ 14 (2Uo/p)* — 1]_

Assim os autovalores das energias do problema de Dirac sao dados pela seguinte relacao

By = Vot \JUZ — U — (a2 — 12), (3.40)

onde U = P? — MZ. A fim de ter espectros reais devemos impor a seguinte relacao
U — U? > p?*(a? — b2) entre os parametros do potencial. Esses valores mostram que este
tipo de vinculo nao é uma conseqiiéncia de um potencial complexo na equacao efetiva de
Schroedinger. Ele aparece devido ao tipo do acoplamento e a configuracao dos potenciais
que consideramos no problema relativistico.

Se o potencial tem ny,,,+1 estados ligados, entao podemos dizer que § = nya+9,
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com 0 < § < 1. Observamos que para Q* = p*§*, o fator y?(a? — b?) diminui no intervalo
[0, tmax]. O valor méximo encontrado para p?(a? — b2) é p?(s? — §*/s?). Portanto, as

relacoes

Q2 — lu454
(54

Ug = U? > i | (nax + 0)% — i £ 02

(3.41)

sao necessarias para manter o espectro real. Neste caso temos somente um estado ligado
por exemplo, correspondendo a Ny, = 0. Obtemos MyM, + PP, = p?6%, P — MZ <
P?— M? = p?6(25 +1).

Em geral, o componente superior do espinor é dado por

4 1—2\™
i) = Nl (P21 = 2yt (122) 7 pomsbnti(s), a2

onde, z = tanh(uz), Pyga’ﬁ)(z) sao os polinémios de Jacobi de grau n [79]. Logo, o compo-

nente inferior pode ser escrito como

. 1 — brn
¢—,n(z) = N_|A+(z)|_1/2€_w‘(z)/2”(1 _ Z2)an/2 ( Z) y

1+z2
X [—(anz + 2b, — By, + Vo) Plan+bman=bn) ()
d
+(1 _ Z2)d_P7§an+bn,an—bn)(Z)] (343)
2z

Nas expressoes (3.42) e (3.43), da equacao (3.9) com M e P dados em (3.33) temos,
|AL(2)] = /(Mg — P12)2 + (Myz + Ry)? e a(z) = tan ' (Myz + Ry) /(Mo — Py2)).

As constantes de normalizacao sao encontradas pela definicdo de normalizacao

+1
/ dz (1= 2 (gl + ooal?) = 1.

1

Neste capitulo estudamos a equagao de Dirac em 1+1D com simetria PT para sistemas

nao-hermitianos, usando o acoplamento mais geral possivel.



Capitulo 4

Kinks em sistemas nao-hermitianos de

um campo escalar

4.1 Introducao

Embora menos comuns que sistemas lineares, sistemas nao-lineares que possuem exci-
tacoes solitonicas sao muito interessantes e importantes em muitos modelamentos fisicos,
biologicos e quimicos [80]. Um exemplo muito importante aparece na condutividade
elétrica de alguns materiais organicos [81].

Usualmente, objetos topologicos aparecem como paredes de dominio, cordas e
monopolos e ocorrem quando os modelos tém pelo menos dois vacuos degenerados. Nao
obstante, ha alguns modelos que desafiam este bom senso como o modelo de Liouville
[82], [83], o chamado modelo "sem vacuo"[85], [86] e, mais recentemente, um modelo onde
o kink interpola entre dois pontos de inflexdo em vez de vacuos [87|. De fato, alguns
anos atréas foi mostrado que, pelo menos em alguns casos como o desse modelo, é possivel
introduzir um modelo ortodoxo, que possui vacuos degenerados cujo limite é precisamente
o modelo “sem vacuo”, dando origem a uma espécie de regularizacao de algumas de suas
propriedades [88|.

O proposito neste capitulo é combinar alguns dos ingredientes anteriores de uma
teoria classica em 1+1 D. Exploramos uma classe incomum de configuracoes topologicas
em 1+1 dimensoes. Os sistemas que tratamos a hamiltoniana é nao-hermitiana mas a
energia da configuracao do campo é real e estével sob pequenas perturbacoes lineares.

Mostramos que as propriedades habituais dos kinks de Bogomol'nyi-Prasad-Sommerfield
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(BPS) ainda sao validas nesta nova e promissora classe de sistemas.

4.2 O método usual

Antes de entrar no conteudo explicito desse trabalho, vamos fazer uma breve revisao de
alguns conceitos seguindo a referéncia [89] que serdo utilizados mais adiante. Inicialmente,
consideremos um campo escalar ¢(x,t) cuja dinamica é governada pela densidade de

lagrangiana invariante de Lorentz

1
L= 50,:00"6 — V (9). (4.1)
que pode ser reescrita como
1 12 1 2
L=50"— 0" - V(9) (42)

onde V (¢) é o potencial do sistema, (]5 e ¢’ sao respectivamente a derivada primeira de ¢

em relagao ao tempo e a posicao. De onde obtemos a equacao de onda

oV
Op(x,t)

com ¢ e ¢” derivadas segunda em relagdo ao tempo e a posi¢ao respectivamente. Esta é

Op=¢—¢" =— (4.3)

uma equagao de onda cujos termos nao lineares dependem da escolha de V().

A medida que t varia, a energia total do sistema E dada por

B(9) = 7 o (3 + 307 +V(0)) (4.4

—00
é conservada. E interessante considerarmos sistemas em que V' (¢) seja limitado inferior-

mente

V(Qb) > V(Qs)Mim'mo =0 (45)

em que existam M pontos de minimo absoluto ou seja

dp=qg'i=1,.. M. (4.6)
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Entao a energia funcional é também minimizada quando o campo ¢(z,t) é cons-
tante no espaco-tempo em qualquer um desses valores.
Aqui vamos nos concentrar nas solugoes estaticas para as quais (4.3) se reduz a

& = (4.7)

%.
Nao deixamos de considerar a dependéncia temporal das solucoes, uma vez que podemos
fazer um boost de Lorentz a fim de obter o campo em qualquer instante.

Neste caso as solucoes estao sujeitas a algumas condicoes de contorno. A onda
solitaria deve ter energia finita e densidade de energia localizada. E em vista disso, o
campo deve se aproximar, quando x — £o0o, de um dos valores ¢‘, para que a densidade
de energia tenda a zero nos extremos. Assim, se V' (¢) tem um tnico minimo em ¢ = g,
entao a solugao estatica deve ter ¢p(x) — g quando x — £00 . Se houver varios minimos
degenerados, entao ¢(z) deve tender para algum valor de ¢° quando z — —oo e qualquer
outro valor para ¢' quando x — 0.

Dadas essas condicoes de contorno, pode-se resolver a equacao diferencial or-
dinaria de segunda ordem, por quadratura, qualquer que seja V().

Assim multiplicando a equagao (4.7) por ¢’ tem-se

av
09 =V, o =, (48)
logo
d ¢/2
s [7 - V} =0
ou
2
% =V +ec, (4.9)

escolhendo ¢ = 0 para que (4.4) seja finita, temos

N

@ _ 4

P £ V)

(4.10)

e que apos a integragao nos leva a
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() d¢
g =+ . 411
e /mm 2V ()} .

onde xy é uma constante arbitraria de integracao. Como vimos anteriormente, as condig¢oes
de contorno das solugoes de ¢(x), nos dizem que quando z — +o0, ¢(x) deve se aproximar
da vizinhanca dos minimos de V' (¢). Consequentemente V' (¢) se anulara somente quando
xr — *o0.

Em geral busca-se solugoes para equagoes diferenciais ordinérias, de segunda or-
dem, porém nao lineares. A nao linearidade representada pelo potencial V(¢), como foi
visto, é de interesse aqui, no sentido de fornecer mais de um minimo, e cujas derivadas
sejam continuas em todo o espaco. Entao, procura-se encontrar minimos desse potencial
para assim interpretar estas solucoes que minimizam o potencial como solugoes do vacuo.

Por simplicidade consideramos aqui o potencial V' (¢) como uma func¢ao do campo escalar

real ¢, tal que V(o) > 0.
Exemplo:

Vamos considerar o caso do modelo A¢* [90][91], onde o potencial é dado por

V(g) = %A (¢* — a?)® (4.12)

com A e a constantes. Este potencial possui dois minimos e é limitado inferiormente.

Assim a equacao (4.10) fica

é(x)
d¢
¢ (z0)

Escolhendo ¢(zg) = 0, integrando sobre ¢ e invertendo a equagdao a fim de obter ¢ em

funcao de x, chegamos ao resultado,

o(z) = £atanh[la(z — x0)] (4.14)

Este tipo de perfil desta solucao é chamado de kink. De fato, kinks sao solucoes
solitonicas que tem e 1+1 D que exibem a forma descrita acima nas coordenadas = mas

também evolui no tempo. A evolucao temporeal é construida a partir da solucao estatica
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por meio de um "boost"de Lorentz |Nivaldo|. De fato esta solucdo estéatica pode ser
pensada como sendo construida no sistema de referéncia do kink.
Na expressao (41.15) os sinais + referem-se respectivamente ao kink e ao antikink.

E interessante destacarmos algumas propriedades simétricas da lagrangiana sob

as transformacoes

T —T (4.15)

¢ —0¢ (4.16)

que separadamente sao refletidas em relacoes que assumem particularmente uma forma

simples ao escolhermos zg = 0,
Grink(2) = —op(x) = dp(—2). (4.17)

onde os indices ; e i se referem ao kink e antikink respectivamente.

A densidade de energia da solugao kink sera

() = 5 (6 +V(9) = 27(9) (115)

com V(¢) sendo o potencial no campo cléssico ¢, e usando (4.14) com m = \a?

e(z) = (?—:) sech® {m(l’T;xO)] : (4.19)

A energia total do kink, algumas vezes chamada de massa classica do kink M, é dada por

i 22
M, = / dz (z) = wa (4.20)

que é, portanto, finita.
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4.3 O método de Bogomol’nyi

A energia do sistema cuja densidade de lagrangiana é dada pela equagao (4.1) para a
configuragao estética é
1,
E= / (§¢2 + V(¢)> d, (4.21)

Notamos que a energia das solugoes estéticas pode ainda ser reescrita na forma [89]

[e.e]

E = / B (¢>’ + \/W)Z T \/qu’} da. (4.22)

— 00

Como o primeiro termo desta integral nao pode ser negativo, entao a energia minima sera

dada por
Epps = q:/ [\/ﬁgb’] dr = F / oV ($)d (4.23)
com a condigao
¢ +4/2V(¢) = 0. (4.24)

E interessante ressaltar que a equacdo acima é de primeira ordem e suas solucoes também
sao solugoes da equacao de movimento. Note ainda que o método de Bogomol'nyi, além
de possibilitar a obtencao de equagao diferencial de primeira ordem, simplifica a tarefa de
escrever a energia minima associada a configuracao estatica. As solucoes de Bogomol'nyi-
Prasad-Sommerfield (BPS) da configuragdo de campo obedece a equagdo de primeira

ordem.

4.4 FEstabilidade linear

E importante mostrar que as solugoes obtidas sao estaveis, pelo menos sob pequenas

pertubacoes, de tal forma que o kink nao se desfaca facilmente.
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Perturbacoes de pequena amplitude

Para tratar este problema considera-se perturbagoes de pequenas amplitudes em torno da
solucdo estéatica ¢(z)

¢(x,t) = o(x) +n(x,1) (4.25)

a fim de linearizar a equacao dependente do tempo. Isto é realizado substituindo a solucao
perturbada (4.25) na equagao de movimento, fazendo a expansdo de Taylor para V(¢)
em torno da solucio estatica ¢(x) e preservando termos somente até primeira ordem em
1. Entretanto, esse processo também pode ser realizado considerando a pertubacao da

solugdo estatica (4.25) direto na densidade de lagrangiana

1
£ = 5(0u0)* = V(©), (4:26)
e expandindo seus termos até 7>
(0,0)* = (0,6 + 9,m)* = (0,n)* + 20,001 + (0,6)?, (4.27)
( / 7/ 1 2y 71
VeV4+nV + EnCV ) (4.28)
o que nos leva a
1 1,y dody ., 1 (do\°
L2 -(0m)?— =V — L gV —— (=) V. 4.2
onde
_ av . >V 1 0? 0?
Vie— |, Vi=—|; O0=0"0,==— — — 4.
do '% dg? 5. POu=2pr ~ o2 (4.30)

Algumas simplificacoes podem ser feitas na densidade de lagrangiana provenientes

de integragoes por partes e da eliminagao de termos de superficie

1 1
5 Lm0t = —37 (0.0")m (4.31)
dpdn  d*¢
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gerando

~ 1 Yl dz(Z_ﬁ T/
E_—277(D+V )77+77(d$2 -V -

1 (dd\’

V4+-— 4.33
* 2 (dx) ] (433)

Considerando que a solucio classica ¢(z,0) obedece a equacio

¢

— —V'=0, 4.34

e (4.34)
e desconsiderando o termo independente de 7, que nao altera sua equacao de movimento,

L assume a forma

1 _
L= —§n(|:l + V"), (4.35)

que conduz a equagao de movimento para o campo da perturbacao n(x,t)

oPn 0%n
——+ V' = =, 4.36
o T T o (4.36)
Utilizando agora o método de separagao de varidveis, ou seja, fazendo n(x,t) =

n(x)T(t) na equagao para n chega-se a

1 d> _ 1 d°T

— __+V// = —=—F, 437
n ( dx? T T (437)
em que de um lado temos dependéncia s6 em x e de outro s6 em t. Dessa forma, ambos de-
vem ser iguais e constantes, digamos ¢, de onde seguem as seguintes equagoes diferenciais

ordinérias

d*T'(t)
dt?

(—dd—; + v") n(x) = e n(z). (4.39)

+eT(t)=0 (4.38)

onde € é a constante de separagao. A primeira destas equagoes possui a solugao
T(t) = Cy.eV™ + Che V=, (4.40)

Se € < 0, esta solucao “explode” quando t — +o00. Como estamos considerando pequenas

pertubagoes n(z,t) = n(x)T(t) entdo devemos ter ¢ > 0 (neste caso T'(t) é oscilatoria).
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O problema de estabilidade entao se resumi a mostrar que os autovalores € positivos que
satisfazem.
N d?

¢ nao negativo, ou seja, se seus autovalores sao maiores ou iguais a zero. Se for este o
caso, entdo a solucdo ¢(r) é linearmente estavel sob flutuacées lineares.

Até agora nao especificamos o potencial V(¢), nem impusemos qualquer condi¢ao
sobre ele. Vamos, entao, considerar os modelos descritos por potenciais inferiormente

limitados, da forma

V(6) = sW(0) (4.4

cujas solugoes saturam o limite de Bogomol’'nyi (minimizam a energia do sistema). Para
estes modelos temos entao que

A d? 9

H=———+Wi+WW, (4.43)

dx?
onde W, = %, e W é& chamado por nos de superpotencial, termo "emprestado" da teoria
quantica supersimétrica.

Nao é dificil verificar que este operador pode ser fatorado na forma
H=ad'a (4.44)
onde

d d
T + W 4.4
a——xj:W,a = (4.45)

sao operadores adjuntos um do outro.
No caso em que o operador H tem essa forma seus autovalores sao nao-negativos.

Para mostraramos este fato, notemos primeiro que H é hermitiano, ja que
H' = (a'a)! = al(a") = a'a = H, (4.46)

de modo que suas autofuncoes associadas a diferentes autovalores sao ortogonais e podem
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ser normalizadas, pois estamos considerando o espaco das func¢oes continuas de quadrado
integravel entre —oo e co. Tomando um conjunto ortonormal completo de autofungoes

de H, ne(x), onde a = 0, 1, ... de tal forma que

Hng () = eang(z), (4.47)

com

(na ‘ 7”L5> = (Sag. (448)

Assim, solugoes estaticas que minimizam a energia em sistemas de um campo
escalar descritos por potenciais positivos definidos sao estaveis sob pequenas perturbacoes
lineares.

Os operadores adjuntos da hamiltoniana H= a4 a_, como mostrado em [94| para o caso
em geral, campos escalares reias acoplados, tem seus autovalores positivo-definidos e,
como uma conseqiiéncia, os modelos sao estaveis sob pequenas flutuacoes quanticas.

Todavia, como estamos enfrentando um caso onde o superpotencial nao é her-
mitiano, os operadores a. nao sao conjugados um do outro. Como uma conseqiiéncia, o
procedimento anterior nao é necessariamente valido. Entao, pretendemos executar uma
verificacao direta da estabilidade nas proximas secoes. Isto sera feito calculando a solucao
da energia do menor nivel de energia e a funcao de onda explicitamente, em cada caso

analisado.

4.5 Aproximacao BPS e acoplamento de férmions

Nesta secao estudamos varias propriedades e aproximacoes normalmente validas para o
modelo usual nao linear hermitiano, de onde as mudancas esperadas ou caracteristicas
resultantes da extensao para modelos nao-hermitianos..

A densidade de lagrangiana para um campo escalar, considerada aqui é dada pela
equagao (4.1).

Na condigdo de BPS apresentada na secdo 4.3 [92|, usada para apresentar a

solucao dos modelos considerados neste estudo, podemos escrever o potencial em termos
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do superpotencial, que é dado por:

1
V(¢) = 3 w2, (4.49)
onde Wy = %, e W enfatizando é chamado por nés de superpotencial, termo "em-
prestado'da supersimetria, e a energia da configuragao estatica pode ser obtida como:
1 [ do 2 do
E = - d — =W 2Wy—| . 4.
BPS 2/_00 T [(dx ¢) + Wd)dm (4.50)

Observando esta equagao, notamos que a configuracao de campo que minimiza a energia

obedece a equacao diferencial de primeira ordem a seguir

e ATY (151)

e suas energias podem ser escritas como

tomado como solucoes assintoticas.
O estado fundamental para os boésons, que é permitido devido a invariancia

translacional, pode ser obtida da solucao da equacao

d

v (0) = (=41 + oo ) i (0) =0, (453)

substituindo a equagao de BPS (4.51) em (4.53), obtemos uma relagio entre o modo-zero

bosonico e o superpotencial

Yo (x) = No Wy, (4.54)

onde Ny é uma constante de normalizacao. Isto nos permite mostrar que a normalizacao
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do modo zero esta relacionada a energia BPS através de:

/ o ()| dz = Ng/ W3 dx = Ng/ Wydp = N§ Epps = 1, (4.55)

e finalmente obtemos 0 modo-zero bosonico normalizado:

1
o (x) = Fome V4 (4.56)

nao levando em consideracao um fator de fase constante arbitrario.

Notamos entao que se conhecermos o estado de modo-zero de um dado potencial
na mecanica quantica nao-relativistica é possivel, por meio da equacao (4.66), construir
um modelo de teoria quantica de campos classica nao-linear . Este procedimento ja
foit realizado nas referéncias [95], [96]. Desta forma podemos nos indagar se é possivel
construir modelos de teoria quantica classica nao-linear partindo de uma equagao de
estabilidade com potencial em (4.44) ou (4.46) complexo. um exemplo de tal potencial
foi apresentado na introdugao.

Vamos agora procurar outras caracteristicas possiveis para os modelos nao-hermi-
tianos, além da realidade da energia de configuracao dos solitons de tal modo que o modelo
seja tao bem comportado como um hermitiano. Para isso estudamos também algumas
caracteristicas do acoplamento com férmions.

Por exemplo, calculando o modo zero fermionico. Usando neste caso, como foi
feito em [86],[88], o acoplamento de Yukawa dado por f (¢) 11, onde escolhemos f (¢) =
gWss (g = 1, para permitir uma versao supersimétrica do modelo [97]), chegamos a

equacao de Dirac para férmios
dv
i () W =0, = , (4.57)

e usando a representaciao na qual iy' — o3 obtemos as seguintes equacoes para as com-

ponentes do espinor,

dips

Lot
dx

+ /(@) v =0. (4.58)
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A equacao acima pode ser escrita como:

dvs

_ _ Ll
by~ T 0) dr=F9Was e (4.59)

que integrando nos leva ao espinor

c.w?
v=| "¢ |, (4.60)
c. Wi
onde Cy sao constantes arbitrarias de integracao. Todavia, supondo que a funcao W,

seja bem comportada, anulando-se quando x — =4 0o, a normalizacao do espinor anterior

adquire a forma

/\\I/|2dx:/d:v [[CL? W29 +|C_)P W3] =1, (4.61)

o que impoe uma das constantes, até entao arbitrarias, deva ser escolhida sendo igual a
zero. Caso contrario, o espinor nao serd de quadrado integravel e, como conseqiiéncia,

ficamos com duas possiveis solucoes, dependendo do sinal de g,
B 1 0

U, =Cp Wy ,g<0; ¥ =C_ W ,g>0. (4.62)
0 B 1

De fato, a normalizacao do espinor indica condic¢oes adicionais na constante g. Voltando

a integral de normalizagao, agora dada por,

/|\pi|2dx: C ) /da: Wi = |Oi|2/ Wit Vg, (4.63)

uma vez mais notamos que |g| < % ou a integracao pode divergir. Porém, neste momento
algumas diferencas podem aparecer dependendo do modelo considerado. Para estarmos
bastante claros com relacao a este ponto, consideremos o caso limitado por exemplo

g = i%, onde temos,

Caft [ WiV =1L [ d=1CuP (6 (ho) — 0 (o). (464)
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E evidente que em modelos como o "sem vacuo", o modo-zero fermioénico ndo é normal-
izavel, devido a divergéncia do kink [86] [88]. Porém, para qualquer modelo topologico com
diferentes vacuos finitos, o caso anterior é absolutamente admissivel. De fato, os modelos
que vamos propor nesta secao admitem normalizacao do modo-zero fermionico para estas
constantes de acoplamento, contanto que a diferenca entre os campos assintoticos seja
real.

Agora, considerando os casos onde uma extensao da supersimetria do modelo é
permitida, ou seja, para ¢ = £1 [97]. A normalizacdo do modo fermionico zero, fica

bastante semelhante ao caso bosonico,

1
CL= . 4.65
=\ Egps (4.65)

4.6 Analise de alguns modelos que aparecem na litera-
tura

Iniciemos pelo estudo de alguns modelos na teoria de campos como aqueles analisados

por Bender, Brody, e Jones para campos escalares com auto-interacao [98],[99]. Nesta

secao verificamos a possibilidade da existéncia de solucoes topologicas desses modelos.

O primeiro caso que consideramos é aquele em que tem-se o com uma interacao cubica

complexa [99], caracterizado pelo potencial:
1w 2
V(¢) =ig ¢’ + 5 6%, (4.66)
com um superpotential dado por:
Wy = o/ +2ig ¢, (4.67)

Entao, aplicando o método usual desenvolvido anteriormente na secao 4.2, pode-

se obter a seguinte solucao cléassica:
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o(z) = 2”—2 [ sech? (ﬁﬂ (4.68)

Essa é uma configuracao de campo conhecida como "lump"|87], j4 que seu com-
portamento assintotico é nio-topologico (¢(+00) = 0 = ¢(—00)), a qual foi tracada
somente sua parte real.

E importante enfatizar que a solucdo anterior ¢ uma solucio valida para a equacio

(4.51) se x < 0, mas nao ¢é valida se x > 0. Porém, nossa meta ¢ encontrar uma solugao

<%>2 " (4.69)

que é obtida da equacao diferencial de segunda ordem que governa o sistema. De fato,

da equacao

para esta ultima equacgao, a solugao anterior esta correta para todo eixo x.

Assim, esta configuragao de campo conecta o inico minimo real que existe no
potencial a ele mesmo. Normalmente os "lumps'sao instaveis, todavia, como foi enfatizado
na secao anterior, a nova situacao em que se considera sistemas nao-hermitianos poderé
gerar outras possibilidades. Assim, podemos tentar ver se ha qualquer possibilidade de
adquirir um "lump"estavel em um ambiente nao-hermitiano. Para isto analisamos a

equacao de estabilidade, que neste exemplo é dada por

H— wa (3t (57)" = 2)] @) = o), (470)

da qual o estado fundamental terd a auto-funcao e a auto-valor de energia sao dados

respectivamente por

3
mole) = Ny sech ()5 wf= =202 (4.71)

onde Ny é uma constante de normalizacao. A partir desse resultado concluimos que, como
ocorre normalmente, a solucao "lump"é instavel. Também neste exemplo é interessante
notar que, apesar do lump ainda ser instavel, seu potencial de estabilidade é real.

Agora, consideramos o proximo exemplo [98], no qual

V() = %¢2 (1 +2ig¢7), (4.72)
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onde £ é uma constante arbitraria a principio e

Wy = o/ 12 + 2igeF, (4.73)

com a seguinte solugao exata

et () = {zg—; sech® (“—;xﬂ : : (4.74)

Note que, esta é uma solugio da equacao (4.69) validad ao longo de todo o eixo
real e nao é valida para a equagao (4.51). Porém, infelizmente, obtemos outro "lump"nao
importa o grau do potencial caracterizado pelo valor do parametro €. E simples mostrar
que neste caso o potencial que aparece na equacao de estabilidade (4.70) é representado

por

Vi(r)=p*|1— w sech (MZ ac)Q} ; (4.75)

podemos obter duas solucoes para a funcao de onda e a energia do estado fundamental

77(()1)(33) = Ny sech (%)—WHE)/E)

(4.76)
wi = —p*e(2+e),
e
s (x) = Ny sech (“T”)((%E)/E) )
Wi =~ +e)

Para obter o soliton estéavel, ny(z) nao pode divergir nos contornos. Além disso o
a energia do estado fundamental deve ser positiva definida, garantindo que a configuragao
seja estavel. Estas condigoes levam-nos a concluir que a segunda solucao deve ser descar-
tada. Porém, em contraste com o comportamento habitual dos "lumps", aqui obtemos
um resultado bastante interessante porque, na faixa —1 < ¢ < 0, esta configuracao de
campo é estavel. Além disso, estes "lumps"estaveis ocorrem para o caso de potenciais de
campo nao-singulares nesta faixa. Este resultado notavel e nao trivial, até onde sabemos,
nunca foi observado para os sistemas hermitianos habituais. E interessante notar que
a estabilidade deste "lump"acontece em uma faixa do parametro onde a simetria PT é

quebrada e o espectro é parcialmente complexo [3].
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Investigamos também a possivel existéncia de kinks na teoria quantica de campos
nos modelos introduzidos em [18] mas, uma vez mais, até pudemos verificar ndo ha kinks
nestes casos.

Todavia, estamos interessados principalmente em configuracoes topologicas de
campo estaveis. Particularmente, nosso questionamento é a respeito do chamado kink

BPS. Assim, procuraremos tal tipo de estruturas na proxima secao.

4.7 Uma versao nao-hermitiana dos modelos \¢? e Sine-

Gordon

Comecamos esta secao, onde tentamos construir uma configuragao tipo kink, por meio de

uma extensao do modelo A ¢*. Um superpotential de teste pode ser proposto tal como:

Wy () = ¢* +2iag — b (4.78)

do qual a expressao do kink BPS é determinada por:
Gkink (r) = —ia — atanh (ax)

com o = Vb* —a?e, esta ¢ uma fungao complexa e com valores assintoticos complexos
(Okink (00) =ia — a € gk (—00) = ia+ «), a energia correspondente para esta configu-

racao de campo é absolutamente real para b* > a2, sendo dada por

4
Epps = 3 a’, (4.79)

que tem o mesmo comportamento da energia BPS do modelo hermitiano A ¢* usual no
limite quando a = 0.
Vejamos a andlise da estabilidade deste kink. Seu potencial de estabilidade pode

ser escrito como

V (z) = Vg = 20° [2 — 3 sech (oz:v)z] , (4.80)

Mais uma vez obtivemos um potencial exatamente solivel hermitiano tipico (b >
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a) cuja solugao de energia mais baixa nao divergente ¢ dada por g = Ny sech (az?) e,
neste caso, o menor nivel de energia é zero. De fato, a equacao de Schroedinger para o
potencial anterior tem seu espectro de energia positivo definido. Isto nos leva a concluir
que o modelo é estavel. Vejamos agora a extensao do modelo de Sine-Gordon, que seréd

considerada através do seguinte superpotential

W, (¢) = cos(¢) + iasin(¢) + b,

cuja solucao topologica pode ser escrita como

—ia —2[ tanh (B x)
b—1 ’

Grink () = 2arctan (4.81)

onde 23 = 4/1 — (a® 4+ b?).

Assim, se quisermos manter o perfil usual de kink, restringiremos os parametros
dos potenciais mantendo 3 real. Neste exemplo, a energia da configuracao de campo é
real mas sua expressao tem uma forma bastante complicada que, por isso, nao sera escrita
aqui explicitamente. Apesar disto, pode-se verificar numericamente que as solucoes sao

reais numa faixa dos parametros dos potenciais.

4.8 Novos modelos de kinks nao-hermitianos vindo do

método de deformacoes

Antes de partir para a construcao de novos sélitons para modelos hamiltonianos nao-
hermitianos PT-simétricos, comecamos introduzindo outros kinks que aparecem em 1+ 1
dimensoes. Esta técnica comeca com nada mais que a equacgao usual que do calculo das

solugbes BPS (92|, ja apresentada anteriormente:

% =2V (9). (4.82)

E facil ver que, comecando com a equacao diferencial de segunda ordem para a

configuragao estatica:
¢ _ dV ()
— = 4.
dzx? dp ' (4.83)
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e multiplicando ambos os lados por %, obtemos

a (é (%) ) -, (4.84)

que nos permite recuperar a equagao (4.82), a menos de uma constante de integragao
arbitraria que esta relacionada com a arbitrariedade na escolha do valor minimo da energia
potencial. Assim, podemos escrever uma espécie de invariante, responsavel em tltima

instancia pelo mapeamento cléassico entre os kinks de modelos diferentes [100]:

x (4.85)

_W L / _de

Vv T Vv

Em geral podemos reescrever a equagao anterior simplesmente como ¢ = f (),

como foi originalmente feito por Bazeia e colaboradores, quando do desenvolvimento do
chamado de método de deformagoes [87].

Entao, podemos tentar gerar um novo modelo nao-hermitiano com energia real

de configuracoes tipo kink comecando, por exemplo, do modelo A¢* ndo-hermitiano esta-

belecido na secao anterior. Para isto podemos usar, por exemplo, a seguinte fungao de

deformacao

f (p) = sinh (). (4.86)

Fazendo assim, chegamos ao seguinte superpotential [87]:
W (¢) = sinh () + 2ia In(cosh (¢)) — 2 (1 + b*) arctan h (tanh <§)) . (4.87)

com a solucao

¢ (z) = arcsinh(—ia + aa tanh (aaz)), (4.88)

onde a = v/b? — a®. A configuracao correspondente de energia BPS pode ser colocada na

forma
2 aa?
Egps = ‘—2@ arctan [(1 T =1 @) —2aa+
+a? {arg [1 + tan (hy)] — arg [1 + tanh (h_)] + (4.89)

—arg [l —tan (hy)] +arg [l — tan[h_]]}.
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onde hy = %arcsin (a(l+ia)) e arglz] & o angulo de fase, com z dado em radianos.
Apesar do fato que este novo caso de uma configuracao kink nao-hermitiana levar a
calculos consideravelmente mais prolongados, sua energia é real, como exigido para ser

um observavel. Neste caso o potencial de estabilidade é determinado por

(1+a*+a?(a® — 1) — a®a® sech (aax)z)
\/1 — a2 (1+iatanh (aax))’

V(x) = , (4.90)

que é PT simétrico mas, infelizmente, pelo menos até onde sabemos, nao é de uma classe
de potenciais nao-hermitianos exatamente soliveis. Assim, para conferir a estabilidade do
kink poderiamos resolve-lo numericamente, o que pode ser um passo futuro desta pesquisa.
Porém, contanto que uma aproximacao seja valida, na qual a é pequeno e a < 1, pode-se

aproximar o potencial anterior como:

U(x) ~Uyx® + iU x + Uy, (4.91)
_ 14a2—a? o a3a2<1+a27a2) o a4a4(1+a2(2a277>+a2)
com Uy = i U, = T elU; = > oar) . Para valores pequenos

de o, ha uma faixa de a que conduz a um U, positivo, de forma que tratamos com um
oscilador PT-simétrico com freqiiéncia real. Garantindo assim a realidade do espectro e,

por conseguinte, a uma configuracao de kink estével.

4.9 Mapeamento para um sistema hermitiano

Nesta secao mostramos como fazer uma conexao entre um sistema nao-hermitiano e um
hermitiano. Aqui procuramos uma versao quantica [100] da equivaléncia classica realizada
em [87]. Comegando com a densidade lagrangiana do modelo original dada pela equagao
(4.1), que é uma equagao fundamental para a quantizagdo na integral de caminho de
Feynman.

Fazendo a mesma transformagao usada no caso da equagao diferencial, agora no

caso da densidade de lagrangiana, ¢ = f (¢), obtemos

L= P20wds — V(F($), (49
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e sua densidade de hamiltoniana ficard escrita como

1
_Qfg

onde II, = fj Oup. E importante lembrarmos, para fins de comparacio e interpretacao,

H LI + V(£ (9)), (4.93)

que quando a transformacao é introduzida diretamente na equacao diferencial, como
ocorre no tratamento usual de sistemas deformados [87], a densidade de lagrangiana de-

formada tem a forma

L= Loeire - VUG
2

4.94
; (194)
Vemos que para uma classe de transformacoes onde a parte imaginaria da trans-

formacao é constante, a densidade de lagrangiana resultante pode ser considerada real.

Calculando a energia das configuragoes estaticas obtemos

1 [> d Y d
EBPszﬁ/mdx {fcpd_i_ QV(f(@)} +/Ood$W<p£a (4.95)
onde
dW
W, = o fo V2V (f(9)), (4.96)

e o minimo da energia corresponderd ao caso onde

do IV ) e

dx fo ’

da qual com a ajuda da equacao diferencial de segunda ordem correspondente, (4.83) é

d2§0 fgogo dp ? VSO _
E + (f_(p) (%) — f_g = 0. (4.98)

Nao é dificil mostrar que as solugoes da equagao diferencial de primeira ordem

determinada por

(4.97) sao solugbes também das equagoes de segunda ordem correspondentes. Com relagao

a energia BPS da solugdo, pode-se verificar da equacao (4.95) que

= |[ae (£ VEVTD)| = [VEVTG@I] 25, (499

Finalmente, como conseqiiéncia da transformagao ¢ (x) = f (¢ (z)), concluimos que a

energia de ambos os sistemas sera igual quando a transformacao for diretamente realizada
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na densidade de lagrangiana.

Como conseqiiéncia, um exemplo capaz de gerar muitos sistemas nao-hermitianos
com energias reais BPS é aquele no qual ¢ = ¢ +ia + b. Para esta escolha especial de
transformacao, obtemos para ambas as formulacoes que:

1
Ly = 5 Lol — V(p+ia+b). (4.100)

Em conclusao, comecamos com um modelo hermitiano, e obtemos um nao-hermi-
tiano, que é equivalente ao hermitiano a nivel quantico (nao ha nenhuma corre¢ao quantica

para esta transformacao linear).

4.10 Caso de dois campos escalares interagentes

Nesta secao apresentamos uma tentativa de apresentar uma extensao dos célculos anterio-
res para o caso onde o sistema é representado por dois campos escalares que interagem
entre si. Seguimos um método recentemente publicado que leva a solugoes exatas com-
pletas para algumas classes de dois campos interagindo entre si [101].

Para lidar com esse problema, seguindo o procedimento comum para obter solugoes
BPS [92] para sistemas nao-lineares, vamos especificar a forma da densidade de la-
grangiana

L= (0,07 + 500 =V (6.0), (4.101)

impondo que o potencial deve ser escrito em termos de um superpotential da forma

Vg, x) = % <%§:’X))Q +% (%iw))? (4.102)

onde W (¢, x) € uma fungao de ambos os campos. Como vimos, a chamada energia para

configuragoes BPS pode ser calculada simplesmente através de

1 [ do\> dx\” 9 9
Ep=— =) 4+ (= W21 W '
B /_OO da [(dx) (dx) ¢ X (4.103)
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o que nos leva a

1 oo
EB:E/_ dx

[e.9]

d 2 /d 2 d
(d—iim) +<£iwx) ¥2 (W o +W¢d¢)] (4.104)

Neste caso, podemos ver facilmente que as solugoes com energia minima da
equacao diferencial de segunda ordem para as solugoes estaticas em 1+1 dimensoes podem

ser resolvidas através de equacoes diferenciais de primeira ordem acopladas nao lineares

D wiew), Y —w(sa), (4.105)

e W, = %W Dessa forma, obtemos a energia BPS finalmente dada por

onde Wy = 8¢>

Epps = W (95, x5) = W (¢i, xi) | (4.106)

onde ¢; e x; sao os i — ésimos estados de vacuo do modelo [102].

Neste momento, é importante observar que as solucoes BPS vao assintoticamente
para estados de vacuo. Em outras palavras, os vacuos atuam como condicoes de contorno
implicitas das equacoes BPS.

Agora, em vez de aplicar o método das orbitas tentativas [102]-[104], notamos

que é possivel escrever a seguinte equacao

d d

—dr = 4.107
W, W, (4.107)
onde dx é uma espécie de invariante. Obtemos entao que
dp W,
— == 4.108
o= (4.108)

Esta dltima equacao é uma equacao diferencial nao-linear que relaciona os cam-
pos escalares do modelo. Assim, se pudermos resolvé-la completamente, a fungao ¢ (x)
pode ser usada para eliminar um dos campos, deixando a equagao (4.107) desacoplada.
Finalmente, isto desacopla a equacao diferencial nao-linear de primeira-ordem que pode
ser resolvida em geral, mesmo que numericamente.

De agora em diante, escolhemos um caso particular para exemplificar o método,

que pode ser usado para modelar varios sistemas [102]. Na realidade mostramos que para
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esta situacdo, a equacao (4.108) pode ser mapeada em uma equagao diferencial linear, da

qual é possivel obter a solucao geral. Neste caso o superpotential é escolhido como:

A
W6, X) = —Ad+ 36"+ ué X, (4.109)

onde p = pg + ipr e a equacao (4.108) pode ser escrita como

dp _A@*—1)+ux’
dx 2udx

(4.110)

Neste momento podemos verificar que, fazendo a transformacao ¢? = p + 1, a equacao
anterior torna-se
dp A
—— = ——p=X, (4.111)
dx  px
a qual é uma equacio diferencial linear. E interessante observar que sua solucdo particular
normalmente corresponde ao resultado apresentado na literatura (pu; = 0) [102]|. A solugao

geral é obtida facilmente, levando a

A
p(x)=¢"—1=coxr — X2 (4.112)

A=2(n)

onde ¢y é uma constante arbitraria de integracao. Substituindo estas solucoes em uma
das equagoes (4.107), e resolvendo-as, obtemos uma solu¢ao generalizada para o sistema.
Em geral nao conseguimos resolver y em termos de ¢, mas o contrario sempre é possivel.

Substituindo ¢ (x) na equagao para o campo X, obtemos

dx —2A I

A _ 49 1 (hpting) — 2, 4.113

du MX\/ +CoX <)\—2M>X ( )
Resolvemos a equacao anterior para ambos casos: co =0 e ¢g = —2 com ugr =1,

iy = 1e A =1. No primeiro achamos solucdes tipo "lump", ambos para o primeiro campo
X. No segundo caso (¢o # 0) achamos kinks para ambos os campos.

Infelizmente, a energia BPS é complexa neste tltimo caso, provavelmente devido
ao fato que a parte imaginaria dos campos também tem um perfil do tipo kink, diferente
do que ocorre em todos os outros casos nao-hermitianos considerados com energia BPS
real, cujo soliton tem parte imaginaria que tem um perfil tipo "lump".

Essa dificuldade devera ser eliminada no préximo capitulo.



Capitulo 5

Modelos de dois campos escalares com

simetria PT e branas

5.1 Introducao

No capitulo anterior, mostramos que é possivel considerar algumas configuracoes de campo
topologicas nao usuais onde a hamiltoniana do sistema ¢ nao-hermitiana mas, mesmo as-
sim, apresenta configuragoes de campo estaveis com sua energia total real [3|. Em partic-
ular, foi observado que a maioria das propriedades usuais dos kinks Bogolmol’'nyi-Prasad-
Sommerfield (BPS) [92] sdo satisfeitas nesta situagdo. Foi verificada a possibilidade de
introduzir modelos PT-simétricos com sélitons BPS e manter a energia BPS real, bem
como manter o acoplamento com os férmions de Dirac consistente |65]. Porém, uma pos-
sivel critica pode ser levantada sobre essas solucoes, pode-se questionar a densidade de
energia, que ainda é uma quantidade complexa, apesar do fato de que a energia total ser
uma quantidade real. Além disso, naquele capitulo a tentativa de introduzir um modelo
consistente com dois campos escalares interagentes foi infrutifera, mesmo restringindo-nos
ao caso onde a energia total é real mas sua densidade correspondente nao o é.

Neste capitulo mostraremos que, nao somente é possivel ter um modelo consis-
tente com dois campos escalares, mas também que a introducao de um niimero maior de
campos permite que a densidade de energia também se torne real. De certo modo, isto
faz com que seja mais plausivel a existéncia dessas solugoes topologicas nao-hermitianas

em um modelo fisicamente consistente e aceitavel.

65
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O estudo de hamiltonianas nao-hermitianas com espectros reais é um assunto que
tem tido um crescente interesse. Como vimos anteriormente, nos tltimos anos [105]-[106]
h& um grande interesse neste assunto nos casos de mecanica quantica. Ha também um
nimero crescente de extensoes muito interessantes e aplicagoes destas idéias para a teoria
quantica de campos [65], [105]-[106].

Por outro lado, desde o descobrimento de Randall e Sundrum [107] que a gravi-
dade quadridimensional pode ser percebida como uma parede de dominio no espago-tempo
de cinco dimensdes, surgiu um grande interesse nesse mecanismo [110]. Mais precisamente,
a idéia de mundos de branas é muito mais velha [111], e estes sdo elementos importantes
de um programa mais ambicioso, isto é, o da super-corda como teoria do tudo. Assim,
uma das metas do nosso estudo é mostrar que é possivel estender a aplicabilidade dos
modelos PT-simétricos para essa area. Como vamos ver ao longo deste capitulo, a cons-
trugdo de branas [110] pode ser feita usando a solugao topologica nao-hermitiana sem
perda da realidade daquela quantidade. Na realidade, no caso nao-hermitiano é possivel
evitar densidades de energia negativas incomodas que estao presentes em alguns modelos
hermitianos analisados na literatura [110].

Para os sistemas que analisaremos, é comum trabalhar com um método desen-
volvido para tratar casos especiais para os quais as solucoes do tipo so6litons da equacao
diferencial nao-linear de segunda ordem sao equivalentes aquelas nao lineares de primeira
ordem, as chamadas solugoes topologicas (BPS) [92], utilizado no capitulo 4. As solugoes
BPS tém sido encontradas em aplicagoes a uma grande variedade de sistemas, cuja
dinamica pode ser descrita aproximadamente por modelos quanticos nao lineares com

interagao entre campos escalares em 1-+1 dimensodes [110].

5.2 Modelos consistentes com dois campos escalares

Nesta secao utilizamos a extensao dos calculos, feita na secao 10 do capitulo 4 no caso de
um campo escalar onde agora o sistema é representado por dois campos escalares.
Estamos em um ponto privilegiado para mostrar que o uso de dois ou mais campos
escalares BPS, permite o aparecimento das densidades de energia reais positivo definidas.
Observando as equagoes vistas no capitulo anterior, podemos ver que a densidade de

energia da configuracao BPS pode ser escrita como:
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o= () () o

de onde podemos concluir que, por exemplo se y, um dos campos, é uma funcao imaginaria
pura, a energia pode ser real e uma quantidade definida positiva sob certas condigoes.
Como veremos abaixo, este é o caso modelo que apresentamos neste capitulo.

Por outro lado a fim de obter uma solucao para estes sistemas nao lineares,
pode-se escolher alguns métodos disponiveis. Podemos aplicar o método usual da orbita

tentativa, ou um célculo direto da orbita ¢(x) relembrando a equacao (4.118),
— =dr == (5.2)

tal que
(5.3)

Como dito no capitulo anterior, esta tltima equacao é uma equagao diferencial nao
linear que relaciona os campos escalares do modelo. Podemos resolve-la completamente,
entdo a fungao ¢ (x) pode ser usada para eliminar um dos campos, obtendo assim as
equagoes desacopladas (4.105).

No capitulo anterior, um modelo particular foi escolhido, e definido pelo seguinte

superpotencial [65]

Wi(o,x) =-Ao+ §¢3+ (pr +ipr) & X7 (5.4)

Como observamos, o sistema anterior tem sua energia BPS complexa, basica-
mente devido ao fato que a parte imaginaria dos campos tem um perfil do tipo kink. Em
todos os outros casos com energia real BPS considerados no capitulo anterior, a parte
imaginaria da configuracao de campo tem um perfil tipo "lump", assim nao fornece nen-
huma contribuicao imaginiria para a energia total, uma vez que esta ultima depende
primordialmente do comportamento assintotico da configuracao de campo.

Vamos agora apresentar a expressao explicita para o superpotencial que escolhe-
mos como exemplo particular, o qual pode ser usado para evitar alguns problemas encon-
trados em nossa tentativa prévia de obter um modelo nao-hermitiano com dois campos

escalares. Como vamos verificar, o modelo que discutimos agora ¢ mais consistente, uma
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vez que, nao somente apresenta uma energia total real, mas também tem densidade de
energia real e fator de deformacao reais, apesar do fato que ambas solugoes da hamilto-
niana como solitons serem funcoes complexas. O modelo é tal que seu superpotencial é

escrito assim:

«

W (¢, x) = glcbg + B¢+ %xg + Bax + MO + 1o’ X, (5.5)

e usando o método das Orbitas tentativas [112], com a seguinte equacdo da orbita

Sx? + B2¢* — 2B, By — A2B2 =0, (5.6)

onde usamos a definigdo S = A% + B?. As solugdes que pudemos achar neste caso sao

explicitamente determinadas por
¢ = Ay tanh(z) + By sech(x),: x = By sech(x), (5.7)

onde definimos os seguintes parametros

S 1 ’ylAlBQ ’YlAlBQ
By= —Biy|me = (2= O g g (g DT
= Ts At T O s LR s == v )

(5.8)
QR R (S +2mA7) [BY — Ay (A1 +27.9)]
— vy A2 — X — 5.9
B2 Y2 A1, V2 24, 05 QSQ(AlB%) ) (5.9)
e usamos as defini¢oes: Q = /142741 e R = —SSJ:“;—;TX?). Vemos que os parametros

dos poténciais estao relacionados entre si como conseqiiéncia das restricoes necessarias
para obter uma solugao analitica simples. Pode ser notado ainda que, para v; e Ay posi-
tivos, obtemos um modelo onde o campo x é uma funcao imaginaria pura e, além disso,
os parametros dopotencial v e F2 sa0 nimeros imaginarios puros, obtendo assim a hamil-
toniana do sistema nao-hermitiano. A energia BPS correspondente para a configuragao

de campo anterior é entao dada por

4
Epps = 301 A3, (5.10)
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Na figura 5.1 a seguir, representamos algumas configuragoes tipicas dos campos

¢ e x, onde escolhemos os parametros a fim de garantir que ¢ é real, e y é imaginéario.

Figura 5.1: Comportamento do campo ¢ em funcao de z, para: A; = 1;B; = 3;7, = 1
(linha fina continua), Ay =1 = B;;y; = —1.1 (linha tracejada), Ay = 1;B; = 0.3;7, =1
(linha média continua), e para a parte imaginaria do campo x com A; =1 = By =7
(linha grossa continua).

Como dissemos acima, pode ser que os parametros dos potenciais possam ser ma-
nipulados na figura 5.2, a fim de manter a densidade de energia real e positivo definida.
Assim, temos um exemplo muito mais forte no qual a realidade da energia BPS nao
depende do comportamento assintotico da configuracao de campo, mas é garantida local-
mente porque a propria densidade de energia ¢ uma quantidade real ao longo de todo o

eixo espacial.

Figura 5.2: Densidade de energia em funcao de = quando: A; = 1 = By;y; = —1.08 (linha
continua) e A; = 1; By = 0.3;9; = —2/3 (linha tracejada) a esquerda, e A1 = 1= B; =y
(linha continua) e A; = 1; By = 0.3;9; = 4 (linha tracejada) a direita.

Pode-se observar que ¢ apresenta um comportamento do tipo kink e, por con-
strucdo, y tem um comportamento tipo "lump". E interessante observar que ¢ apre-
senta um comportamento incomum, sendo similar a algumas configuracoes encontradas
na literatura [113|, para modelos completamente diferentes, mas que estao relacionados a
transicoes de fase das branas no espaco-tempo curvo. Esta é uma das razoes pelas quais
decidimos investigar o impacto dos sélitons nao-hermitianos para estes tipos de cenarios

comoslogicos, o que sera feito a seguir.
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5.3 Gravidade acoplada a campos escalares interagentes:

Solitons e fator de deformacao

Nesta secao queremos investigar o impacto do sistema nao-hermitiano analisado na secao
anterior sobre o cenério das branas [110, 114]. Por essa razao, analisamos a acao da
gravidade em cinco dimensoes acopladas com dois campos escalares interagentes, a qual

podem ser representados por [114]:

1 1
5= [awaryll|-ir+ 0006+ 050 - Ve, G

onde g = det (gq) €, para garantir que o espaco quadridimensional tenha a invariancia de

Poincaré, ¢ normalmente suposto que
ds® = gop daz’da® = 62A(r)77w,dx“da:” —dr*; a,b=0,...,4, (5.12)

onde r é a chamada dimensao extra, os indices a e b da métrica se referem as suas

respectivas componentes: 0, 1, 2, 3, 4, 7,, a métrica usual de Minkowski e e2Ar)

0
chamado fator de deformacao. Uma hip6tese comum é a de que o fator de deformacao
depende somente da dimensao extra r. Além disso, pode-se supor que os campos escalares
também s6 dependam da dimensao extra r.

Nesse caso deve-se partir das equacoes de Einstein:

1
Ry = 9 R = 87GT,,, (5.13)

onde G representa a constante de Newton, I, e R representam o tensor de Ricci e o

escalar de curvatura respectivamente. O tensor de Ricci correspondente a métrica g, é
Ry, = A (4A? + A, (5.14)

com

Ry, = Ry, = 0\l — 0,13, + 17,3, —T3.I2, (5.15)

e os simbolos de Christoffel dados por
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;M gHV (guu;k + Juxp — g/\u;u) (516)

N | —

89 . . . . .
em que g\ = ag%. Os primos denotam derivadas em relacao a variavel r. A partir da

equagao (5.11) até a (5.16), seguindo os calculos da referéncia [108], obtém-se que:

Po  dAd) OV (6x) X, dAdx _ OV (9.X)
dr? dr dr  0¢  dr? dr dr  0x

(5.17)

_ %V(Qﬁ,x). (5.18)

=) ()] ) =+ ()

Como pode ser demonstrado [110, 114], essas equagdes nao-lineares acopladas de

segunda ordem tém outras equacgoes diferenciais de primeira ordem que compartilham

solucoes com elas, e isso ¢ determinado por

dp W (g, x) dx _ W (g, x) dA

2
dr (9¢ ) dr 8X ) dr - _§W (¢7 X) ) (519)

contanto que o potencial V (¢, x) seja escolhido como pertencente a uma determinada

classe de potenciais que podem ser escritos em termos de um superpotencial dado por

Vo0 - 2 l(%z»o) - (o) ] wenr. )

Note que, uma vez que obtemos as solucoes das duas primeiras equacoes para os cam-
pos escalares, torna-se uma tarefa de simples integragdo a obtencao de A (r) e, como
conseqiiéncia, a determinacao do fator de deformacao.

Usando as solugoes de campos, bem como o superpotencial sob anéalise, obtemos

depois da integracao espacial que

(54271 A3 —241~1 B?)
S+241 A3

SA%al —%AlBl [2arctan(tanh(%))—l—sech(x) tcmh(m)]—%A%
= cosh(z)™ 9 e

} tanh(x)?

9

62 A(r)

(5.21)
onde a constante de integracdo foi escolhida de modo a obtermos e24(®) = 1. Notamos

que o fator de deformacgao é mantido real.
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Na figura 5.3 sao descritos alguns comportamentos tipicos das branas que surgem
de nosso sistema nao-hermitiano. Pode-se observar que os casos nao-hermitianos, repre-
sentados pela linha tracejada na figura a esquerda, correspondem aos valores positivos
dos parametros A; e ;. Além disso, eles apresentam perfis bem comportados, que sao

muito similares aos apresentados na literatura para hamiltonianas hermitianas [110].

2 A+ _2A(r)
g AT = AT

Figura 5.3: Fator de dobra em fungao de x, para os casos onde: (esquerda) A; =1 =
By;v1 = —2/3 (linha continua) and A; = 1; B; = 0.03;y; = 1.2 (linha tracejada); (direita)
Ay = 1= By e 7 = —2/3 (linha fina continua), 73 = —23/30 (linha média continua)
and y; = —17/30 (linha tracejada).

5.4 Estabilidade e modo zero

Um passo importante para a construcao de um modelo consistente nao-hermitiano na
teoria de campos, que apresenta solucoes de paredes de dominio no cenario das branas,
é provar que elas sao estaveis sob pequenas perturbacoes na métrica. Em geral, porém,
isto é complicado de ser feito completamente em um grupo de equagoes com flutuacoes
gerais na métrica ao redor do potencial num modelo onde a gravidade é acoplada a um
escalar. Isto acontece como conseqiiéncia de ter-se um complicado sistema de equacoes
diferenciais de segunda ordem nao-lineares acopladas [114, 110|. Felizmente, entretanto,
h& um setor onde as flutuacoes da métrica desacoplam dos campos escalares. Isso pode

ser mostrado se introduzimos uma perturbacdo na métrica como em [114]:

ds* = 24" (n,, 4 € hy,) datdz” — dr?, (5.22)

da qual, utilizando calculos da referéncia [108], e partindo da equacao (5.11) até a (5.16),

chega-se a
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ddh +a 8 B 29,007, <0, (5.23)
onde h,, = P,k e Py, é o projetor. Por outro lado, com algumas redefini¢es na
funcao

Buv = e“;fe’%AwW, (5.24)

e a transformacao de variavel z = f e~ A dr [110], pode-se reescrever a equagao anterior

como um tipo de equacao de Schroedinger

P
dz?

+ Ueff (Z) wuu = k2¢uua (525)

onde o potencial efetivo é definido por

9 (dA\® 3d%A
Ueff (Z) = Z (E) + QW (526)
A equacao diferencial anterior pode ainda ser escrita como
d 3dA d 3dA
+ = = 4 == - = k2
¢ aww(z)_( dz+2dz)(dz+2dz)w‘w<z> W (5.27)

onde, devido & estrutura supersimétrica da equacao diferencial para o modo zero (nota-se
que o termo k? & positivo definido ou zero), pode ser mostrado que nao existem solugoes
com autovalores negativos [115]. Assim o sistema é estavel nestas condigoes.

Neste ponto, normalmente, calcula-se a solu¢ao do modo zero do sistema [110],
devido ao fato de que esta garante a existéncia de um graviton quadridimensional sem
massa [107, 110]. Porém, podemos observar que o comportamento que aparece é semel-
hante ao fator de deformagao, de modo que pode-se pensar que ha alguma relacao entre
eles. A seguir mostramos que estas duas quantidades realmente apresentam a mesma
forma genérica. Pensando nisso, partimos da equagao (5.23), redefinimos a fun¢ao 71#,,

como hy, = e 24¢, (), e obtemos a seguinte equagio

d2¢,, d2A dA\?
S _ 2 <— +2 (-) ) Ew + K2 e24¢, =0, (5.28)

dz? dz? dz
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a qual, para o modo zero (k* = 0), pode ser reescrita como

d dA d dA
(E + 2 E) <E -2 E) f;w - 0, (529)

de onde, finalmente, pode-se ver que a solucao de modo zero, a menos de um fator de

normalizagao é precisamente o fator de deformacao
€0 = Ny e 40, (5.30)

Assim vemos que nao é realmente necessario plotar o fator de deformacao, como
costuma ser feito em alguns trabalhos na literatura, uma vez que seu comportamento
qualitativo é o mesmo do fator de deformacao.

O ultimo item a ser analisado neste capitulo é aquele relacionado aos potenciais de
estabilidade. Aqui, como conseqiiéncia da expressao complicada do fator de deformacao,
nao é facil escrever de um modo analitico a expressao da transformacao de variaveis
r = r(z). Assim, para fazer uma anélise do potencial de estabilidade vamos escrevé-la

dA AdA

em termos da varidvel original 7. Para isso usamos o fato de que %= = "<~ como feito

em [113]. Entao obtemos

3,4 [, dA dA\®
Ueff (7‘) = 46 (2 a2 +5 I . (531)

Obviamente, o potencial anterior nao é igual aquele na variavel z. Porém, a forma geral
e caracteristicas em ambas as variaveis sao as mesmas. Alguns exemplos de potenciais
de estabilidade sao representados na figura 5.4 na pagina a seguir. Uma vez mais, 0s
casos nao-hermitianos (linha continua na parte esquerda) sdo bem semelhantes aqueles
dos modelos hermitianos considerados na literatura [110].

Finalmente, antes de terminar este capitulo, sentimos que é necessario frisar que,
contrariamente ao caso de alguns modelos hermitianos [109],[110], as configuragoes topolo-
gicas nao-hermitianas obtidas neste capitulo, sao capazes evitar densidades de energia

negativas. Deste modo, a densidade da energia é escrita como

+V(¢,X)},



75

Figura 5.4: Potenciais efetivos estaveis de branas com parede de dominio em funcgao de
rcom: Ay =1 = By;y = —1.01 (esquerda). A; = 1; B; = 0.03;y; = 1 (linha continua)
and A; = 1= By;y = —1.2 (linha tracejada) a direita da figura.

e a eliminagao das densidades de energia negativas é feita através de uma limitacao apro-
priada da regiao de validade dos parametros do potencial. Esta caracteristica é ilustrada
na figura 5.5, onde pode-se ver claramente que a densidade de energia negativa pode ser
evitada, quando v; e Aj, sao positivos para pequenos valores de Bj, e este é o exemplo

da versao nao-hermitiana do modelo que estamos estudando aqui.

‘q___--ﬂ— o
-0.5

Figura 5.5: Densidade de energia em funcao de x para os casos onde a gravidade estd
presente: A; = 1 = By;y; = —0.7 (linha continua fina), 4, = 1;B; = 0.3;717 = —0.5
(linha tracejada) e Ay = 1; By = 0.3;91 = 1 (linha continua média). Note que no caso
nao-hermitiano (7, positivo) a densidade de é sempre positiva.




Capitulo 6

Conclusoes

Do estudo de sistemas nao-hermitianos nos atentamos para sistemas dependentes do
tempo e violando a simetria PT. Obtivemos um resultado novo, interessante e que de-
manda investigagoes adicionais. Os valores médios das energias sao reais e dependentes
do tempo, as funcoes de onda deste sistema sao exatas. Desse resultado vemos que a
simetria PT nem sempre é valida. Entao, talvez fosse interessante estudar estes sistemas
analisando a chamada pseudo-hermiticidade. Podemos notar também que, mesmo com
o mapeamento dentro de um sistema hermitiano independente do tempo (Eq. (2.15)),
nao é trivial verificar que o sistema original dependente do tempo tém energias reais. Na
realidade é necessario usar a fun¢ao de onda (2.6) para calcular explicitamente o valor
médio da energia.

Mostramos que a equacao de Dirac em duas dimensoes também tem espectro
discreto real e pode admitir férmions, quando é considerada uma mistura de potenciais
conveniente da seguinte maneira: vetor, escalar e pseudo-escalar; sendo o potencial vetor
complexo. Estendemos entao, o problema de férmions em 1+1 dimensoes, interagindo
com potenciais complexos, considerando o acoplamento mais geral possivel para a equacao
de Dirac independente do tempo em duas dimensoes. Por meio de alguns exemplos, o
problema original com potenciais complexos pode ser resolvido exatamente e ter espectro
real. Os exemplos que temos, nos levam a considerar operadores hamiltonianos nao-
hermitianos como o de Schroedinger com potentiais complexos, mas que possuem simetria
PT. De fato, a simetria PT também é observada na equacao de Dirac quando a parte
imaginéria de cada potencial é transformada sob simetria de paridade de maneira reversa

da parte real. E isto garante que a equacao de Schroedinger independente do tempo do
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problema efetivo sera PT simétrica no sentido abordado aqui, ja que o potencial efetivo
conterd uma parte real e uma imaginaria sendo que a parte imaginaria troca de sinal
sob paridade. Seria muito interessante a anélise da pseudo-hermiticidade do operador de
Dirac com a mistura de potenciais que consideramos bem como a verificacao da existéncia
de casos em que o potencias vetor seja real.

Outro ponto notavel sobre estes exemplos, além de serem resolvidos exatamente,
é que eles ligam auto-estados de férmions, apesar da presenca do potencial vetor. Como se
sabe, é dificil ligar férmions quando temos uma interagao com o potencial vetor, uma vez
que estes dao origem a campos elétricos que sao responsaveis pela producao de pares. De
acordo com o que acontece quando temos uma mistura conveniente de potenciais escalar
e vetor potencial como em [61], achamos que a presenca dos potenciais escalar e pseudo-
escalar, embora complexos, sao responsaveis pelo aparecimento de uma massa efetiva para
o férmion e, como conseqiiéncia, a energia da producao de pares se torna mais alta do que
a energia que o campo elétrico fornece ao férmion [52]. Confinamento de férmions com
potencial vetor, como no primeiro exemplo tratado no capitulo 3 desta tese, € um caso
particular. Certamente pode-se verificar que um dos espectros relativisticos que encon-
tramos é muito similar ao do chamado “oscilador de Dirac” em 1+1 dimensoes em [116].
Nesta referéncia um férmion massivo é acoplado ao potencial linear; esta interacao sendo
do tipo pseudo-escalar, é a versao bidimensional do acoplamento em quatro dimensoes,
do momento magnético anémalo com um campo elétrico saindo no “oscilador de Dirac”
[117], e que pode ser visto como um mecanismo para acoplamento de férmions em 341
dimensoes.

No estudo sobre kinks, observamos que os sistemas nao-hermitianos que preser-
vam a simetria PT podem exibir configuragoes classicas topoldgicas com energia total real,
que é estavel sob pequenas perturbacoes lineares e pode-se acoplar a férmions preservando
a supersimetria. Este ¢ um passo importante para considerar os sistemas denomina-
dos PT-simétricos como candidatos fisicamente aceitaveis em teoria quantica de campos.
Baseados nestes resultados prosperos, pretendemos ampliar a anélise presente procurando
vortices consistentes e instantons em sistemas PT-simétricos.

Na investigacao sobre branas, introduzimos um sistema nao-hermitiano com dois
campos escalares com a propriedade de, além de ter a energia BPS real, ter também

a densidade de energia real, como também o fator de deformacao no caso das branas
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cosmolodgicas. Em relacao a esta tltima situagao, vimos que podem ser evitadas densidades
de energia negativas que aparecem em alguns modelos hermitianos na literatura, e isto
pode ser feito escolhendo uma regiao conveniente dos parametros dos potenciais em um
modelo nao-hermitiano. Tal propriedade pode ajudar na perpesctiva futura da construcao
de um sistema nao-hermitiano consistente em teoria quantica de campos.

Finalmente, verificamos, que a nao-hermiticidade é um assunto de interesse muito
antigo conforme visto no apéndice A, tem muitas aplicagoes em mecanica quantica, teoria
classica de campos e em modelos cosmologicos. E também por isto, vemos que este assunto

tem diversas possibilidades de perpesctivas futuras.
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Apéndice A

O valor esperado da energia

Neste apéndice calculamos com maiores detalhes, o valor esperado da energia de um

oscilador harmonico com um potencial linear dependente do tempo violando a simetria

PT, conforme apresentado no capitulo 2.

Sendo ¥ um estado genérico

w = z]ZO:O ap, wn

O valor médio da energia sera entao dado por:

ity =in(s| 2]v).

de modo que

[e.e]

(W [H| ) = ih 532, / dz 0, 0, an = ih 5220 d, an / dz ¥, v

— o0

e fazendo a translacao

temos que

b= [f= (ne 3 o]+ (22 faw= 2 o (B2) o
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(A.2)

(A.4)
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com

¢n(x7 t) = Nn 6&0$ elf’Y(t) 6_(7;7}(;):’42 6_i(n+%)wt Hn ( %y) , (A6)

de forma que podemos escrever

) . . . H
%Wn =1 { {f'y - <n+ %) hf-‘)‘| w;wn + <%> fﬂ w;; Yy wn - %fﬁ WZ <F:) %} 5

ou seja, precisamos calcular as seguintes integrais:

0o N, 2 ) 5
i) Iy :/ dz [¢,|* = [N el2ia0 o+ (@0/o) ]Q"ﬁ(n!)Lglo)(—Quﬂ) = 1 (normalizagao),

0o ag
(A.8)
o que implica em:

~(iaofa+3(22)")
N, — Y el (A.9)

[Q”ﬁ (n!) L9 (—2w2)
i) 1= [ do i (A.10)
i) I, = / dz 0% y (A11)

iv) I — /OO dz (%) o (A12)

Vejamos entao a segunda delas:

I = / do Wb, = NI, / de €*° ei(m‘")“tﬂr’z( %y) H”( %y)

— o0
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I, = N¥ N, eilm=m«t ‘ dz e H* (2)H,,(2); (A.13)

g

[2aof5+(a0/o)2] /OO

onde z = oy, 0 = /"2 e w = g /0.

Uma vez que temos a identidade matematica:

/ dz e H* (2)H,(2) = [27y/7 (m!) W= Lin=m) (—20,%)] para m < n;

(A.14)
ficamos com:
, e(2iao fot(ao/a)?)
I, = NN, ¢/(m-mnt 2n\/ (m!) Wr=m) [(n=m)(_9,%) (A.15)
o
que substituindo a normaliza¢ao (A.8), nos leva a
(n—m) m‘ ng_m)(—sz) .
=27 /W elm=—mt, (A.16)
" /Vigk—ﬂw%Lgk—Qw%
Calculando agora a I :
b= [ drviyu = [ e et m ey, (A
com a translacdo de coordenadas definida em (A.4), temos:
Iézﬁ%h/1c@yémyeWQH;@wHM@m (A.18)
definindo z = oy, ficamos com
e |:2ia0fﬂ+(a0/0')2:| 00
I, = g /OO dz z e” G0/ g* (2VH, (2) = (A.19)

eP%mﬂwmﬂ - .
= / dz (z—w) e(zw)QH;(z)Hn(z)—i—w/ dz e = H* (2)H, ().




Utilizando a propriedade

/ dz(z —w)e T H (2) Hy (2) = %% / dz e H* (2)H,(2),  (A.20)

o0

e também a equacao (A.14), teremos

e |:2ioz0 fs +w2]

10
—_Lt S (4w onSr (m)) W mm) (n-m) 2y —
P 5 (2 §w+ )2 V7 (m!) (—2w*)

2" /7 (i) e [ Peafate

10
_ W(n—m+1)L(n—m) -9 2 - W(n—m)L(n—m) -9 2
- { o (—22) + 2L [wempoem 2] |
(A.21)
logo, obtemos finalmetne que
2nﬁ(m!> e [Qiaof@_yw?}
L= ~ [ Lo (—g,2)

— 0
+ (n 5 m)W("_m)ijj‘m)(—QwQ) — W<"—m+1>a—L§g—m> (u)}, (A.22)

U

da mesma maneira podemos calcular o I3, que juntamente com Iy, I;, I nos leva as

equagoes (2.26) e (2.27), e finalmente a (2.28).



Apéndice B

Flutuacoes dos campos

Aqui faremos uma revisao de como calcular as flutuagoes do campo, ja realizada na lite-
ratura [114], [108], e seguimos o procedimento de [108]. As equagoes (5.17) e (5.18) podem
ser obtidas utilizando as equagoes de Einstein para a agdo (5.13) e fazendo uma pertur-
bagao na métrica (5.22) representada por um campo tensorial perturbativo h,, (z,y). Uma
andlise perturbativa em relacao aos campos escalares ¢ e y também pode ser realizada
considerando ¢ — d+ep e x — x+ex, onde ¢ = q@(x, y) e X = X(x,y) a fim de representar
as respectivas perturbagoes. A varidvel x representa (z°, 2!, 2%, 2%) e ! = y identifica a
dimensao extra, que no capitulo 5, é denotada por r. A variacao da acao em relacao aos
campos escalares e a métrica é considerada até a segunda ordem em € a fim de se obter

as equacoes para as flutuacoes.

A meétrica total pode ser expressa sob a forma

ds* = 24 (n,, 4 € hy) datdz” — dy?, (B.1)

de onde podemos obter o tensor de Ricci. As equagoes de flutuagoes a ordem zero fornecem
as equagoes (5.14), enquanto que em primeira ordem pode-se encontrar a partir de (5.15)

e (5.16) que

1 / " 7 1 !
nglg — 24 (583 +240,+A + 4A2) Py + 577,“,@2% Oy (N hay )+

90
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1 1
=5 = 50" (OuDulist = OuOkhun — By Oxhyu), (B.2)
1 /
€
1
Ry = 500, (Dl — 0,hwr) (B.4)

As equacgoes de Einstein podem ser expressas na forma das equagoes de Ricci

_ 1 o
R,ul/ - T,ul/ = T,uu - gg;wTaa (B5)

onde o tensor energia-momento em primeira ordem tem a forma:

N 25(3‘/ (0, x)

P — _ 2\ A
g 0¢ ox

, §€z4{255V(¢,x)

] Nuw + 2V (0, X) Py, (B.6)

_ ~ 4 [~0V oV
T = 49/ +§{¢ gz’X)ﬂz a(i’X)], (B.7)
[
TS = 2¢/0,0. (B.8)

A analise perturbativa que resulta na equacao de movimento para as flutuacoes
escalares ¢ e x, pode ser realizada por meio de uma expansao até a segunda ordem em ¢

para as flutuagoes escalares e tensoriais e para o potencial V' (¢, x), o que fornece

V(. x)  _0*V (p,x)
362 X agox

~ et ~ ~ 1 ! /
40¢— 449 —¢" + 6 = 500" Ry (B.9)

para gz~5 e
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’t " 62‘/ ( X) ~82V (¢ X) 1, ’
2A Sy < J J v
Oy —4A Y — =—-xn"h,,. B.10
e “0x X —X +X 902 + ¢ EN 5 X 1y (B.10)
Em funcdo das equagoes (5.18) a equagado R,(},,) = 7,511,) simplifica adquirindo a

forma

1 , 1
— 30 + ¢ (02 +24',) by S (0Dt = O,k = 0,0ha)

1 / 2 =0V (o,
_i__nw/eQAA 9, (Uklhkl) + gmwezA [2¢ (0, x)

. N 25{(9‘/ (6, %)

A descricao da gravidade linearizada na forma das equacdes de flutuacao da
métrica é desenvolvida no setor transversal e sem traco, onde a gravidade se desacopla do

campo de matéria. Para isso h,, se transforma como

Py — }_L,ul/ = ,uzzklh'kly (B.12)
onde o projetor é dado por
Pow = 3 (T kT + TuTug) — %Wwﬂku (B.13)
com
T = — (B.14)

o que reduz as equacoes de flutuacao da métrica finalmente para

hy, +4A 0, = e 40y, (B.15)
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Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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