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de OLIVEIRA, J. A. Geracao de solugoes analiticas em sistemas quénticos com
massa dependente da posicao e funcoes de distribuicao com limite classico. 106
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Resumo

A busca por solucbes exatas para sistemas quanticos vem despertando o interesse de
muitos autores ao longo das décadas. Em particular para solucoes que apresentam limite
classico. Nesta tese buscamos fazer um estudo sistematico da geracao de solugoes analiti-
cas para uma classe de sistemas quanticos exatamente soliiveis com massa dependente da
posicao. Analisamos o efeito da presenca de campos magnéticos sobre alguns sistemas,
discutimos o problema da ambiguidade de ordenamento quantico e apresentamos possiveis

limite classico para os sistemas em estudo.

Palavras-chave: Massa dependente da posicao, fungao de distribuicao de Wigner, esta-

dos coerentes SU(2) e campo magnético uniforme.



de OLIVEIRA, J. A. Generation of analytic solutions in quantum systems with
position-dependent masses and distribution functions with limit classical. 106
f. Tese (Doutorado em Fisica) - Faculdade de Engenharia do Campus de Guaratingueta,

Universidade Estadual Paulista, Guaratingueta, 2009.

Abstract

The search for exact solutions of quantum systems has been raising the interest of
many authors along the decades. Particularly for finding solutions that present classical
limit. In this thesis we make a systematic study of the generation of analytic solutions for
a class of quantum exactly solvable systems with position-dependent masses. We analyze
the effect of the presence of magnetic fields on some of those systems. We discuss the
problem of the ordering quantum ambiguity and present possible classical limit for the

systems considered.

Keywords: Position dependent mass, distribution of Wigner functions, coherent states

SU(2) and uniform magnetic field.
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Capitulo 1

Introducao

Desde o inicio dos estudos de sistemas quanticos, a procura por solucoes exatas para
sistemas com massa dependente da posicao tem despertado o interesse de muitos autores.
Uma caracteristica importante deste tipo de sistema é que eles se tornam ambiguos no
nivel quantico. Contudo, sao muito importantes para descrever alguns problemas experi-
mentais como impurezas em cristais [1, 2] e o estudo de hetero-estruturas de semicondu-
tores |3, 4].

A ambiguidade de ordenamento quantico e suas propriedades definem um foco de
grande interesse nos sistemas em que a massa de uma particula depende da posicao, dada
sua importancia na Fisica teérica. Ha alguns anos foram discutidas solucoes exatas de
uma classe de sistemas hamiltonianos unidimensionais com ambiguidade de ordenamento
quantico, conforme foi mostrado pelos autores de Souza Dutra e Almeida [5]. Naquele
trabalho os autores propuseram analisar alguns exemplos de massa em fun¢ao da variavel
espacial para determinar as solugoes exatas para o sistema analisado. Ademais, os autores
demonstraram que os operadores com dependéncia linear no momento nao sao ambiguos.
Posteriormente, de Souza Dutra, Hott e Almeida [6] fizeram uma anéalise supersimétrica
e mostraram uma conexao destes sistemas com aqueles com massa constante. Depois, de
Souza Dutra [7] mostrou uma dependéncia da ambiguidade de ordenamento quantico com
relacao a representacao escolhida.

Por outro lado, um outro problema importante no ponto de vista da mecanica quantica
¢ aquele associado ao seu limite classico, sobretudo para sistemas hamiltonianos tais
que a massa de uma particula depende da posicao e estd confinada em um poco de
potencial. Uma proposta interessante para realizar a correspondéncia cléssica-quantica
foi mostrada por Chen e Chen [8]. A proposta deles consistiu em calcular a fungao
de distribuicao de Wigner para um sistema unidimensional do tipo que obedece a uma
equagao de Schrodinger com massa dependente da posicao, isoespectral ao correspondente

sistema com massa constante. Naquele trabaho, a equacao de Schrédinger foi escrita a
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partir de um determinado ordenamento. A funcao de distribuicao de Wigner foi obtida
analiticamente e foi mostrado que ela apresenta a forma de uma gaussiana.

Um outro caminho bastante interessante para mostrar a correspondéncia classico-
quantica foi mostrado no trabalho de Chen e Huang [9]. Os autores buscaram a conexao
entre as solucoes da equagao de Schrodinger no caso do oscilador harmonico bidimensional
e as oOrbitas classicas do sistema correspondente, usando a representacao dos estados
coerentes SU(2). A partir da construgao das autofungoes os resultados mostrados naquele
trabalho foram analisados associando as propriedades de densidade de probabilidade com
a correspondente orbita classica periodica, sendo ela representada pela figura de Lissajous.
Outros trabalhos também foram realizados usando a representacao dos estados coerentes
SU(2). Por exemplo, Chen e Huang [10] usaram os estados coerentes SU(2) na anélise
da formacao de vortices associados a oOrbitas classicas periédicas em um bilhar quantico
equivalente a um triangulo equilatero. Outro trabalho interessante é aquele em que é
feita a observacao experimental do formalismo dos padroes transversais em um laser com
um alto grau de frequéncias degeneradas, conforme foi mostrado por Chen et al [11].
Mais recentemente Chen et al [12] usaram os estados coerentes SU(2) para explicar as
trajetorias geométricas periodicas em uma cavidade semi-confocal de um laser.

Nesta tese apresentamos os trabalhos de Souza Dutra e de Oliveira [13, 14|, que
nortearam o nosso projeto de pesquisa e que estuda a geracao de solucoes analiticas em
sistemas quanticos exatamente soliveis com massa dependente da posicao e fungoes de
distribuicao com limite classico. Inicialmente atacamos estes problemas gerando solugoes
analiticas. Em seguida procuramos determinar o limite classico para os sistemas em dis-
Cussao.

Este trabalho esta organizado da seguinte forma: No Capitulo 2/ propomos construir
uma classe de sistemas exatamente soliveis unidimensionais com massa dependente da
posicao, e em particular, consideramos o caso que sao isoespectrais ao oscilador harmonico.
Construimos as distribuicoes de Wigner para analisar o limite classico. No Capitulo
3l estendemos nossos estudos ao caso de sistemas exatamente soltveis bidimensionais.
Fazemos uma mudanca nas variaveis espaciais para obter as solucoes exatas e verificamos o
efeito de um campo magnético uniforme sobre o sistema. Construimos os estados coerentes
SU(2) para analisar o limite classico. No Capitulo 4 fazemos o estudo da ambiguidade de
ordenamento quantico em um sistema exatamente soltvel bidimensional. Verificamos o
efeito de um campo magnético uniforme sobre o sistema e construimos os estados coerentes

SU(2). Finalmente no Capitulo /5 fazemos os comentérios finais.
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Capitulo 2

Distribuicao de Wigner para uma classe
de sistemas isoespectrais
unidimensionais com massa dependente

da posicao

Neste Capitulo vamos mostrar a generalizacao de uma classe de sistemas quanticos
exatamente soliveis com massa dependente da posicao, os quais sao isoespectrais a um
dado sistema com massa constante. Construimos as distribuicoes de Wigner para trés
exemplos de massa que sao isoespectrais ao oscilador harmonico. Finalmente, discutimos

um possivel comportamento geral para estes sistemas.

2.1 Introducao

Desde o inicio dos estudos da mecanica quantica a comparagao entre predigoes quan-
ticas com as classicas tem sido importante. Uma ferramenta muito interessante que tem
despertado o interesse de varios autores com a finalidade de executar esta tarefa é chamada
fungao de distribui¢ao de Wigner [15], uma vez que o valor esperado de operadores podem
ser comparados com a orbita classica de um sistema. A investigacao da funcao de Wigner
em equacoes quanticas nao relativisticas usuais com massa constante tem sido feita em
um grande ntimero de trabalhos na literatura [16]-[19]. Além disso, nos tltimos anos um
grande numero de trabalhos vem desenvolvendo o estudo da distribuicao de Wigner em
sistemas com massa dependente da posicao [6]-[8],|20]-[41]. As aplicacoes de sistemas com
massa dependente da posicao sao varias. Eles podem descrever, por exemplo, a dinamica
quantica de elétrons em semicondutores [3]. Em particular, Chen e Chen [8] analisaram

a distribuicao de Wigner para um caso especial da equacao de Shroedinger com massa
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dependente da posicao.

Propomos estender os estudos de Chen e Chen [8], construindo a generaliza¢ao de uma
classe de sistemas com massa dependente da posicao, tais que sao isoespectrais a um po-
tencial exatamente solivel com massa constante. Como exemplo, vamos aplicar o método
ao problema do oscilador harmoénico, uma vez que este problema nos permite construir as
fungoes de Wigner para uma grande classe de sistemas. Vamos analisar nossos resultados
em relagao aos obtidos no trabalho de Chen e Chen [8] e vamos comentar algumas diferen-
cas em relacao ao resultado deles, relacionados a ambiguidade de ordenamento quantico
[5, 6].

Este Capitulo esta organizado da seguinte forma: Na secao 2.2/ vamos fazer uma breve
revisao do trabalho de Chen e Chen [§]. Na sec¢do 2.3/ propomos construir o mapeamento
para uma classe de sistemas quanticos exatamente soliveis com massa dependente da
posicao isoespectrais ao oscilador harmoénico. Na secao 2.4 vamos estudar alguns casos
especiais de massas dependentes da posicao que foram estudadas na literatura, particular-
mente em um dos casos considerados vamos analisar a massa usada nos estudos de Chen e
Chen [8] para construir as distribui¢oes de Wigner. Em todos os exemplos, consideramos o
caso dos potenciais isoespectrais ao oscilador harmonico. Finalmente na se¢ao 2.5 fazemos

0s comentarios.

2.2 Equacao de Schrodinger em que a massa depende
da posicao e funcao de Wigner

Os estudos de Chen e Chen [8] iniciaram com uma equagao de Schrédinger para o
problema de uma particula com massa dependente da posicao descrita através de uma
determinada escolha de ordenamento quéantico |9, 6]. Neste caso a equacao de Schrodinger

foi definida como

B [Por)  m(@) )

— - Vv =F 2.1
i | e = ] V) w(e) = B v, 2.)
onde m(z) é a massa e V(x) é o potencial exatamente soluvel. Considerando o caso da

massa analisada nos trabalhos de Souza Dutra e colaboradores [6] e Plastino e colabo-

m(z) = <w+$2)2, (2.2)

1+ 22

radores [29], escrita como

eles mostraram que existem solucoes exatas para o potencial

0.2

Vix) = T [z + (w — 1) arctan (z)]° +

w—1

S Bt -2t u] (23)
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onde w é a frequéncia e o é uma constante arbitraria. Foi observado que fazendo w =1 o

potencial acima fica reescrito como

o2
V(z) = —a?, (2.4)

4
onde podemos ver que este sistema corresponde ao oscilador harmonico. A Figura 2.1
mostra o potencial em que Chen e Chen [8] escolheram o parametro o = 1 e diferentes

valores para a frequéncia.

Lo
\
\
\
\

Figura 2.1: Chen e Chen (2006). Potencial com o = 1. Em linha w = 0.5, tracejado
w =1 e pontilhado w = 1.5.

Fazendo a mudanca na varidvel espacial na forma

u= / V2m(z)dz, (2.5)
e redefinindo as autofuncoes
Y(u) = m(u)* o(u), (2.6)

os autores [8] mostraram que a equagao de Schrodinger pode ser reescrita como

d? p(u)
du?

T+ U(w) o(u) = Eplu). (2.7)

onde o potencial efetivo é dado por

Uu) = V(u) — — [m— I (3)2] | (2.8)
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Substituindo a equagao (2.2) na equacao (2.5) foi mostrado que
u=21z+ (w—1)arctan(x), (2.9)
e o potencial efetivo pode reescrito como
Ulu) = —u”. (2.10)

Para o potencial efetivo dado na equagao (2.10), os autovalores sao

o 1
E, =2 - 2.11
’ (n+2) (2.11)

e as autofuncoes sao

on(u) = (\ﬁ%ﬁ”) " e " H, (@u) , (2.12)

onde H, sao polindomios de Hermite de ordem n. Em particular, fazendo n = 0 podemos

escrever as autofuncgoes do estado fundamental

g 1/4 —ou?
wolu) = (%) emov /1, (2.13)

Assim, a fungao de distribui¢ado de Wigner no espaco de fase (u, p) pode ser calculada

usando a defini¢ao [15]
1 - * 2ipz
W(u,p) = — dz " (u — 2)e*"P*p(u + 2). (2.14)
™ —0o0

Chen e Chen [8] usaram a funcado de distribuigdo de Wigner a fim de determinar regioes
de maior probabilidade. Neste caso, substituindo a equagao (2.13) na equacdo acima, a

distribuicao de Wigner para o estado fundamental, é escrita como
1 7g(u2+4 2/02)
Wi(u,p) =—e2 pren), (2.15)
T

que pode ser reescrita na variavel x substituindo a equagao (2.9) na equagao (2.15) de

forma que

W(x,p) = %e‘g {lz+w-1) arctan(z))” + 4p*[o*} . (2.16)

Podemos ver a distribuicao de Wigner para o estado fundamental na Figura 2.2, em

que Chen e Chen [8] escolheram diferentes valores para w e o = 2. As figuras da direita
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sao projecoes das figuras da esquerda. Foi observado que a distribuicao de Wigner tem
a forma de uma Gaussiana. Os resultados deles mostraram também que aumentando a

frequéncia, a distribuicao de Wigner se estende na direcao do momento p.

b

Figura 2.2: Chen e Chen (2006). Distribui¢ao de Wigner para o estado fundamental com
c=2. w=0b0emaeb, w=15emced.

Para os estados excitados, a fungdo de Wigner é escrita substituindo a equagao (2.12)

na equagao (2.14), de modo que ficamos com

T o2

W, p) = D" (ot st {2 (a2u2 + ﬁ)] , (2.17)

onde L,, sdo polinémios de Laguerre. A equacdo (2.17) pode ser reescrita na variavel x

substituindo a equacao (2.9) na equagdo acima. Assim

W(Z‘,p) = ﬂ670‘2{[x+(w*1)arctan(;p)]Q,pQ/az} o
e
2 9 p2
XL, {2a [z + (w—1)arctan(x)]” + ?} _ (2.18)

A Figura 2.3 mostra os estados excitados em que Chen e Chen [8] escolheram o conjunto
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de parametros w = 0,5, 0 = 2 e diferentes valores para n. Foi observado para os estados
excitados que aumentado o valor de n o pacote de ondas nao modifica sua forma, porém

diminui seu tamanho.

Figura 2.3: Chen e Chen (2006). Distribui¢cao de Wigner para os estados excitados com
c=2e¢ew=05.n=1lenaeb n=4emced.

2.3 Classe de sistemas quanticos com massa depen-

dente da posicao

A abordagem que usamos para introduzir a nossa proposta consiste em considerar um

sistema Schrodinger exatamente solivel com massa constante. Neste caso temos

e
2myg dx?

LV (2) v = E. (2.19)

Neste ponto ¢ importante ressaltar que a equagao acima ¢ diferente da equagao de Schrodinger

definida por Chen e Chen [8]. A equagao de Schriodinger considerada por eles contém o
termo com derivada primeira. A diferenca da equacao em estudo com a equacgao consi-

derada no trabalho de Chen e Chen [§], é basicamente devido a escolha do ordenamento
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quantico. Vamos fazer uma discussao mais detalhada da ambiguidade de ordenamento
quantico nos proximos capitulos. No caso em estudo, vemos que fazendo a transformacao

na variavel espacial x na forma

x = f(r), (2.20)
temos J | d

Substituindo as equagoes (4.59) e (2.21) na equagdo de Schrédinger, vemos que

o1 d (1dy B
e G ROE

R 1 d*y R " dy B
_ZmOFdTQ—i_QmOﬁW—FV(f)w_Ew' (2.22)

Fazendo a redefini¢do das autofun¢oes de onda na equagao (2.22), na forma

W(r) = eg(r)x(r), (2.23)
obtemos
Po= (X +9'x),
w// = Y {X” + 2g/ X/ + [g// + (g/)2] X} ) (2‘24)

Substituindo as equagoes (2.23) e (2.24) na equacao (2.22), temos

o1ldx [ R R Ydx
2mg f?dr? dr

mo f/2 277’1,0 f/3
h2 1 ! ogn
o (-0 vvinbv=me e

Para eliminar o termo em dy/dr na equac¢ao acima, uma vez que queremos recuperar a

equacao na forma Schrédinger usual, devemos impor que

h2 g/ h2 f// B

N R S 2.26
mo f?2 2mg [ ’ (2.26)
e assim, para a constante arbitraria de normalizacao na autofuncao, temos
1/ 1d
e —— 2.27
9 =37 =3z (2.27)
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1 f/// f// 2
r— | (L 2.28
77 [f’ (f’ ’ 229)
e portanto, integrando a equagao (2.27) concluimos que

g(r) =lIn\/ f' +c, (2.29)

onde ¢ é uma constante arbitraria de integracao. Por conseguinte, substituindo a equacao

(2.29) na equacao (2.23) obtemos as autofungoes escritas na seguinte forma

U(r) = ™Tex(r) = K\/f'(r) x(r), (2.30)
onde K é constante. Deste modo, chegamos & equacao diferencial

gl f//
f/

o1 dPy { 12

s 9O 0= B @

de modo que substituindo as equagoes (2.27) e (2.28) na equacdo acima, temos

O AR N E AN N AN N AN WA I
2mg f?dr? 2mg f? |2\ [’ 2\ f 4\ f’ 2\ f
()} x= _
B 1 dQX B2 1 |3 f// 2 f///
- _ — — == ) - = Ex. 2.32
2m0f’2dr2+{4m0f’2 Q(f/) Iz +V(f) X X ( 3)
Aqui vemos entao que se definirmos a seguinte relacao
: M(r)
=4/ —= 2.
1) =T (2.33)

onde M(r) é a massa dependente da posi¢cao e my ¢ um parametro com dimensao de

massa e substituir na equagao (2.32) temos

__ d2x+{ Ui §<%[M<T>J-%M'<r>)_ (1.
2M(r)dr? 4M(r) |2 M{(r) M(r) \2
< (gt prer ot are )|+ v ([ aVie ) -
— By, (2.34)
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de forma que terminamos com a equacao de Schrodinger

_ %% +V(r)x = Ex, (2.35)
onde
o= 3 ) 3 (] 3 ) v (/v

(2.36)
é o potencial efetivo. Assim, podemos ver que finalizamos com uma equacao de Schréodinger
de um sistema em que o potencial efetivo depende da escolha da massa dependente da
posicao. Entretanto, ele serd isoespectral com relagao ao potencial original. Por exemplo,
no caso onde escolhemos o potencial do oscilador harmonico como o potencial original, o

espectro de energia sera o usual

1
E, = (n + 5) hw, (2.37)

e as autofungdes serao escritas substituindo a equagao (2.33) na equacgao (2.30), de forma

que temos

1

Xn(r) = W

onde N, é a constante de normalizacao, n sao niimeros quanticos e H, sao polindémios de

M(r)

—1/4
w<r>:Nn[ } SRR I [f(], (2.39)

Hermite. Em nossos estudos usamos a constante de normalizacao escrita como

1/2
N, = (%) . (2.39)

2.4 Funcao de Wigner para sistemas com massa depen-
dente da posicao que sao isoespectrais ao oscilador

harmoénico

Neste ponto, para comecar discutir um exemplo particular, nos restringimos ao caso
do oscilador harmoénico quantico, o qual foi motivo de interesse no calculo da distribuicao

de Wigner como foi feito no trabalho de Chen e Chen [8]. A fun¢do de Wigner pode ser
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obtida a partir de

00
Wirp) =+ [ dexli(r) - 2) 7% x{(r) + 2] (2.40)
—o0

Aqui é importante ressaltar que temos algumas diferencas em relacao ao caso estudado
por Chen e Chen [8], uma vez que eles trabalharam com o ordenamento [6] diferente do
ordenamento escolhido neste Capitulo. Porém, como vamos ver a seguir, o comportamento
principal da funcao de Wigner é basicamente o mesmo mostrado no caso estudado por
Chen e Chen [8]. Em nosso caso, vemos que levando as autofun¢oes da equagao (2.38) na

fungao de distribuicdo de Wigner a equacao (2.40) temos

Ni [M R e 2,.2] o
W(T,p) = —= [ﬂ} / dZ€_2(m0w/2h) [f(”’) +z ]621pz >

™ mo 00

mo W mo W

[\ -] [P ] ey

Inicialmente, vamos analisar o caso do estado fundamental. Assim, substituindo a cons-
tante de normalizagao dada na equagao (2.39) a funcao de distribuigado de Wigner acima

adquire a forma

W(r,p) = (mo;;/h) []\fn(:)} ~1/2 /oo dz e (mow/m [1)*+27] 2ipe (2.42)
fazendo n = mgyw/h, obtemos
Wi(r,p) = % {MWE:)} o e~ f(r)? /00 dze 17 e2iP7 —
% [%} o o~ £ (p?/n) /Oo dz e~M==(ip/m) (2.43)
0 —o0

considerando p = z — (ip/n), temos

M(r)] () [ 2
W(r,p) = n { (Tq e~ f(r) —(p /n)/ dpe™™ =

T2

mo —0o0
—1/2
_ {]\fn(r)} o1 10— (o) % (2.44)
7T 0

sabendo que n = mow/h, a fun¢do de Wigner acima pode ser reescrita como

oy VTS (MO gm0 (o))
W(r,p) (i m)ire { -~ } . (2.45)
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J& para o caso da funcao de Wigner dos estados excitados podemos partir da equacao

(2.41) em que considerando n = mow/h, temos

N2 [M(r)] Y2 ) [ 2
R L IR AV FCEE P
< H, [V () + 2] =
N; -M(T)-_I/Z n f(r)?—p*/n > ip/m)]?
— n -n f(r)?- dz e M= g —
= | mo | e /_oo ze Vn f(r) —z] x
X Ho [\ £(7) + 2] (2.46)

usando p2 = 1 (2 —ip/n)*, obtemos

= (z - i—p) i (2.47)

de forma que '
a=t 12 s (2.48)

Substituindo a equagao (2.48) na equacao (2.46), temos
N2 M(T>1_1/2 2_,2 > 2 1% ip
W(r,p) = _n{ enf(r)p/n/ dpe ™™ H, | f(r) = [ —=+ = )| x
(;p) R, e (r) AR

x H, (f(r) + % + %) : (2.49)

Usando a relacao H,(—pu) = (—1)"H, (1), obtemos

n N2 —-1/2 00 .
Wo) = CERE[EO] S [~ aest i, [ 8]

™ mo — oo

B ip
x H, l% + o +/1 f(r)} . (2.50)

Notemos que a resolucao da integral na funcao de Wigner acima é obtida através de uma

relagao integral entre os polindmios de Hermite e os de Laguerre [42], de forma que

d e_”an(i—ki—p—x)Hn(i—i—i—p%—x):
/_oou N N

= Va2"nlL, [2 <x2 + ];—z)] : (2.51)
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onde L, sao polindmios de Laguerre. Assim, chega-se a

Wi(r,p) = (=1)"Na {M(rq—m = f2=p*/n, Sronpl L, { (n f(ﬂ%i—i)}. (2.52)

™ mo

Substituindo a constante de normaliza¢ao dada na equacao (2.39) e lembrando que n =
mow/h, finalizamos com a funcao de distribuicdo de Wigner para o caso em andlise, a

qual é dada por

1" M —-1/2
W(T,p) = ( 7]') m;;w |: 775:):| ef(mow/h) F()2—(p?h/mow) >

x Ly, [2 (m;;“’ F(r)? p22h2 H . (2.53)

2

Neste ponto, podemos estudar alguns exemplos particulares fixando uma dependéncia
espacial na massa. Como primeiro exemplo vamos estudar o caso de massa dependente
da posigao considerada por de Souza Dutra et al [6] na anélise supersimétrica de sistemas
unidimensionais com ambiguidade de ordenamento quantico, Chen e Chen [§] para solu-
cionar o problema do oscilador harmonico com massa dependente da posicao e também

usada por Plastino [29] na andlise supersimétrica de sistemas quanticos, em que

M(r) = <w+r2>2, (2.54)

1472

onde

(w—1)[—4r(r* + w)]

M'(r) = 127 : (2.55)
v Allw—1)(w—=3)r*+3rt(w—1) —w(w—1)]
M"(r) = Ao : (2.56)
Integrando a equacao (2.33), temos
w + r? 1
f(r)= \/_/ T 7“2 \/m_o [r+ (w— 1) arctan(r)] . (2.57)

Deste modo, levando as equagoes (2.54), (2.55), (2.56) e (2.57) no potencial efetivo

mostrado na equacao (2.36), temos o seguinte potencial efetivo isoespectral

V(r) = §w2 {mio [r+ (w— 1)a’rctan(r)]2} + —ZS__: L ))

—3r(w+r?) +4r?(w—1) = 2[r(hw — 3) + 3r! — w]
8 =P+ P f

(w—1) x

(2.58)
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Podemos ver na Figura 2.4/ a ilustracao do potencial, em que consideramos mg = 1 e
diferentes valores de w. Observe na equagao (2.58) que para o parametro w = 1 temos
o potencial do oscilador hamoénico. Notemos na figura que aumentando a frequéncia o
potencial fica mais confinante. Esta caracteristica do potencial também ser& observada
nos proximos potenciais em que analisamos outros exemplos de massa dependente da

posicao.
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Figura 2.4: Potencial para o caso da massa M(r) = <%:22> . w=20.5em linha, w=1

em tracejado e w = 1.5 em pontilhado.

A funcao de Wigner para o estado fundamental pode ser escrita substituindo as

equagoes (2.54) e (2.57) na equagao (2.45), de modo que

~1/2
W(T‘ p) _ A /My W |: ((.U + 7’2)2 :| ef(mg w/h){ 71n0 [r+(w-1) arctan(r)]Q}f(th/mow) (2 59)
, 3 . .

(h )32 | mg (14 12)

A Figura 2.5 mostra a distribuicao de Wigner para diferentes valores de w e fazendo
mo = h = 1. As figuras da direita sao projecoes das figuras da esquerda. Notemos que
aumentando o valor da frequéncia w a distribuicao de Wigner aumenta na direcao do
momento p. Neste caso ocorreu o mesmo comportamento apresentado no ordenamento
usado por Chen e Chen [8]. No caso dos estados excitados temos que substituindo as

equagoes (2.54) e (2.57) na funcdo de distribuicdo de Wigner dada na equagao (2.53),

obtemos
(_1)n mo W (w + 7”2>2 e —(mo w/ﬁ){ L_(rp(w—1) arctan(r)}}2f(p2h/mow)
W = Ve
<r7p) T h mo (1 T ’["2)2 e 0 X
1 2 252
X Ly, {2 [mi(;w ( — [+ (w—1) arctan(r)]) + iguﬂ] } . (2.60)
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r

Figura 2.5: Distribuicao de Wigner para o estado fundamental com massa M) =

2
2 .
(“fi;) . Consideramos mo=h =1, w=0,bemaebe, w=15emced.

Este caso esté ilustrado na Figura 2.6 . Consideramos os seguintes parametros w = 0, 5,
mo = h = 1 e diferentes valores para n. Agora, porém, vemos algumas diferencas com
relagao ao caso analisado por Chen e Chen [8]. No caso do ordenamento que escolhemos,
podemos ver algumas regioes onde a densidade de distribuicao de Wigner ¢ maior do que
em sua vizinhanca, ao contrario do que ocorreu no caso do ordenamento usado por Chen e
Chen [8]. Este tipo de dependéncia de ordenamento é comum e pode ser usado em alguns
casos, apontados para a escolha de um ordenamento privilegiado |5l 22, 25, 27].

Como segundo exemplo analisamos uma massa dependente da posi¢ao considerada
no trabalho de Souza Dutra e Almeida [5]. Naquele trabalho a massa dependente da
posicao foi usada para exemplificar o problema da ambiguidade de ordenamento quantico
em sistemas exatamente soliveis unidimensionais. Neste caso a massa aumenta quadrati-

camente de forma que temos
M(r) = cr?, (2.61)
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Figura 2.6: Distribuicao de Wigner para os estados excitados com massa My = (‘E’L’fj) .

Atribuimos mg=h =1, w=0,5,n=1emaebe, n=3 em c e d.

onde ¢ é uma constante arbitraria positiva. Neste caso temos

Fr) = /\/% dr — %2\/% (2.62)

Assim, o potencial efetivo neste exemplo é escrito como

1 r2 [\’ h? |3 (2cr
\% = W=,/ — Z
(r) 2% (2 m0> * der? [4 (CTZ) *

1 I
= —ert +-—. (2-63)

A Figura 2.7 ilustra o potencial efetivo em que consideramos os parametros A = mgy = 1,
¢ = 8 e diferentes valores para w. Notemos que neste caso existe uma singularidade na
origem. Como pode ser vista na equagao (2.63). Neste caso a distribui¢cao de Wigner para

o estado fundamental é obtida substituindo as equacées (2.61) e (2.62) na equacao (2.45).
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Figura 2.7: Potencial com massa M(r) = cr?. Consideramos ¢ = 8 e em linha w = 1,

tracejado w = 4 e pontilhado w = 10.

Deste modo temos

2\ —1/2 2
W(T, p) _ —\/TI’LOW (i) e—(mow/h){(r2/2)\/c/m0] _p2h/m0w’ (264)

(h 7T)3/2 mo

e podemos ver na Figura 2.8 em que consideramos os parametros h = myg = 1 e ¢ = 8.
Notemos na equagao (2.64) que a constante ¢ > 0. Podemos observar novamente que
o pacote de ondas de densidade aumenta na direcao do momento quando a frequéncia
aumenta, assim repete-se o comportamento observado no caso anterior, mas agora com
uma massa dependente da posicao muito diferente com respeito a variavel espacial.
Podemos calcular os correspondentes estados excitados substituindo as equagoes (2.61))

e (2.62) na equagao (2.53), de forma que obtemos a seguinte fun¢ao de Wigner

1
2\ "2 2
W) = SR IE (D) e )

™ h myo
2 2 272
mow [T c p°h
L,<2 —— . 2.
x { [ h ( 2 m[)) * m3w2] } (265)

A Figura 2.9 mostra a distribuicao de Wigner para os estados excitados para a escolha

dos paramentros mg = h =1, w = 0,5, ¢ = 8 e diferentes valores para os niimeros quan-
ticos n. As regioes com maior concentracao de densidade também sdao observadas neste
caso, confirmando um aparente comportamento semelhante da distribuicao de Wigner,
indiferentemente da escolha da dependéncia espacial da massa.

Como terceiro e tultimo exemplo, analisamos o caso recente considerado por Cruz y

Cruz e colaboradores [24] para exemplificar o problema cléassico e quantico do oscilador
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Figura 2.8: Distribui¢io de Wigner para o estado fundamental com massa M) = cr?.
Consideramos diferentes valores para w. w =0,b emaebe, w=1,5em c e d.

harmonico com massa dependente da posicao. Neste caso a massa ¢ dada por

1+ (A2

M(r) (2.66)

onde )\ é uma constante real arbitraria. Repetindo o procedimento usado até agora, temos

oy 2r N
M'(r) = T (2.67)
ar(ry = SN L On)?] —2X%[1 4 ()T (2:68)

[+ ()2

f(r)= /drw / m = %arcsenh()\r). (2.69)

Assim, obtemos
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Figura 2.9: Distribuicao de Wigner para os estados excitados com massa Mgy = cr?.

Consideramos w = 0,5, ¢ = 8 e diferentes valores paran. n=1em aebe, n=4em c
e d.

Neste caso, o potencial efetivo é reescrito como

1 ,/1 2R 37\ r2\ 1872\ — 202 [1 + (\r)?
Vir) = §w2 (X arcsenh()\r)> T {— 5 1 T 2 i ()\[r)2 ()] },
(2.70)
que podemos ver ilustrado na Figura 2.10, onde consideramos o conjunto de parametros
h =mg = A =1 e diferentes valores para a frequéncia.
A distribuicao de Wigner para o estado fundamental para este exemplo pode ser obtida

substituindo as equagoes (2.66) e (2.69) na equacao (2.45). Assim, temos

V1Mo W 1 e M0 L gresenh(Ar)] - mow
W(r,p) = W {Xarcsenh()\r)] b )] =ph/mow. (2.71)

A Figura 2.11 ilustra o comportamento desta distribuicao. Neste tltimo exemplo, consi-
deramos os parametros h = mg = A = 1 e diferentes valores para a frequéncia. Mais uma
vez, observamos que aumentando a frequéncia a distribuicao de Wigner vai ampliando na

direcao do momento. Neste ponto é importante ressaltarmos que a escolha do parametro
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Figura 2.10: Potencial com massa M(r) = O

linha w = 0.5, tracejado w = 3 e pontilhado w

PR Consideramos h = mg = A =1, em
6.

A = 1 implica na concentragao da distribuicao de Wigner em uma tnica regiao. Entre-
tanto, para valores de A > 1 a distribuicao de Wigner concentra-se em duas regides que
se afastam uma da outra a medida que aumenta a frequéncia. Finalmente, a distribuicao
de Wigner para os estados excitados para este terceiro e tultimo exemplo pode ser obtida

substituindo as equagoes (2.66) e (2.69) na equacao (2.53)), de modo que

(=)™ [mow 1 e —(mow/R)(% h(w))*—p2h
%74 — mow yarcsenh(Ar p*h/mow >
(r:p) T h 1+ (Ar)? ‘

e o] ™9 (L cenon) s 2 (2.72)
n h )\arcsen r m%wQ . .

A Figura 2.12 mostra o comportamento da distribuicdo de Wigner para os estados exci-

tados em que consideramos w = 0,5, mg = h = A = 1 e diferentes valores para n. Neste

caso, duas regioes com maior concentracao da distribuicao de Wigner também aparecem.

2.5 Comentarios

Neste Capitulo, introduzimos um método para a geracao de uma classe de modelos ex-
atamente soluveis isoespectrais com massa dependente da posicao. Para verificar o poder
da técnica, decidimos estudar o caso em que nos restringimos ao oscilador harménico, uma
vez que, o oscilador harmonico foi motivo de estudos por Chen e Chen [8] na construgao da
distribuicao de Wigner. O procedimento permite a construgao da distribuicao de Wigner.

No primeiro exemplo analisado, discutimos o caso recentemente considerado por Chen e
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Figura 2.11: Distribuicao de Wigner para o estado fundamental com massa M, = m
Consideramos h = mg = A = 1 e diferentes frequéncias. w =05 emaebe w=2 em c
e d.

Chen [8] e fizemos algumas consideragoes relativas a diferenga do ordenamento usado no
trabalho deles em relagao ao nosso caso. Uma observacao interessante que pode ser feita
a partir dos casos analisados neste Capitulo é que mudando drasticamente a dependéncia
da massa na variavel espacial o comportamento da distrubuicao de Wigner aparenta ser
semelhante. Em todos os casos analisados para o estado fundamental, a distribuicao de
Wigner aumenta na dire¢ao do momento quando aumenta a frequéncia, e os correspon-
dentes estados excitados das distribuigoes de Wigner apresentam algumas regioes com
maior concentracao. No ultimo exemplo estudado, uma pequena diferenca foi observada.
Existem duas regioes com comportamentos semelhantes. Entretanto, dependendo dos

valores dos parametros do potencial isto nao acontece. Finalmente, analisamos ainda o

M (r) = (w+r2)4, (2.73)

1+ 2

CasSo em que a massa

para a qual Jia e colaboradores |20] resolveram a equagdo de Schrédinger, encontrando
seus autovalores e suas autofuncoes. A conclusdo para este caso é que a distribuicao de

Wigner é semelhante ao primeiro exemplo de massa dependente da posi¢ao considerado
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Figura 2.12: Dustribuicao de Wigner para os estados excitados com massa M) = m
Consideramos w = 0,5, mg = h = XA = 1 e diferentes valores paran. n =1 em a e b e,
n=4em ced.

neste Capitulo. Portanto, decidimos nao apresenta-lo aqui. Os resultados apresentados

neste Capitulo foram discutidos no trabalho [13].
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Capitulo 3

Estados coerentes SU(2) para sistemas
bidimensionais com massa dependente

da posicao

Neste Capitulo buscamos estender os estudos do Capitulo 2/ ao caso bidimensional.
Analisamos o efeito de um campo magnético sobre o sistema e obtemos analiticamente
as solucoes exatas da equacao de Schrodinger. Aqui, construimos os estados coerentes

SU(2) para analisar o limite classico para os problemas estudados.

3.1 Introducao

A ideia neste Capitulo é estender os estudos do Capitulo 2 ao caso bidimensional.
Neste caso iniciamos o estudo da equagao de Schrodinger com massa constante em que
uma particula esta delimitada por um poco de potencial. Propomos fazer uma mudanca
nas variaveis espaciais a fim de determinarmos um sistema em que a massa depende
da posicao. Como solucoes para o problema, consideramos trés exemplos de fungoes de
transformacao, sendo eles: i) na forma polinomial, ii) em coordenadas elipticas cilindricas
e iii) em coordenadas bipolares. No caso em que consideramos as fung¢oes de transformagao
na forma polinomial veremos que para a escolha de determinados coeficientes recaimos
no caso das coordenadas paraboélicas cilindricas. Estendemos nossos estudos ao problema
de uma particula no pogo de potencial de um oscilador sob a influéncia de um campo
magnético uniforme. Vamos construir as solucoes exatas da equacao de Schrédinger com
massa constante no sistema de coordenadas cartesianas fazendo uma transformacao nas
variaveis via rotacao dependente do tempo. Em seguida vamos fazer uma mudanca nas
variaveis espaciais para escrever a equacao de Schrodinger com massa dependente da

posicao. No caso que fazemos uma mudanca nas varidveis espaciais consideramos os trés

39



exemplos de fungoes de transformacao analisados sem a presenca do campo magnético
uniforme. Conhecidas as solugoes exatas da equagao de Schrodinger, construimos os
estados coerentes SU(2) para analisar o limite classico para os sistemas estudados.

Este Capitulo estd organizado da seguinte forma: Na secao 13.2 fazemos uma breve
revisao do trabalho de Chen e Huang [9] em que foi construido os estados coerentes SU(2)
para o problema do oscilador harmoénico. Na se¢ao 3.3/ definimos a equacao de Schrédinger
para sistemas bidimensionais, e fazemos uma mudanca nas variaveis espaciais. Obtemos as
solugoes exatas para a equacao de Schrodinger e construimos os estados coerentes SU(2)
para analisar o limite classico para os exemplos estudados. Na secao 3.4 analisamos
o efeito de um campo magnético sobre o comportamento de uma particula com massa
dependente da posicao submetida a um potencial. Nos restingimos ao problema de um
oscilador isotropico e construimos os estados coerentes SU(2). Finalmente na segao 3.5

fazemos os comentarios.

3.2 Estados coerentes SU(2)

A representagao dos estados coerentes SU(2) foi estudada por Chen e Huang [9] com
a finalidade de mostrar a correspondéncia classico-quantica entre solucoes da equacao de
Schrodinger e as trajetorias classicas do oscilador harmonico anisotropico bidimensional.
Os autores mostraram que os estados coerentes SU(2) tem a caracteristica interessante
de determinar o maximo de probabilidade ao longo da trajetoria classica do sistema cor-
respondente. Para mostrar a eficacia destes estados, os autores iniciaram os estudos deles
partindo da hamiltoniana para o problema de um oscilador harmonico bidimensional com

massa constante escrita como

g T meskat moudy?
C2my 2 mo 2 2

onde x e y sao as varidveis espaciais, my é a massa constante, p, e p, sao momentos

(3.1)

lineares, e w, e w, sao as frequéncias.

As autofuncdes usuais do oscilador harmoénico descrito acima podem ser escritas como

1 2 2
¢nm(xay) = H,, \/_:E H, Q X
V2mtn—lg plm! X Y X Y
T2 Y2
xerp {— (%) - () } ’ (32)
onde X = \/2h/(mg w,) e Y = /2h/(mo w,). Os autovalores associados com as auto-

fungoes acima sao dados por
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1 1
Epn = <m + 5) h w, + (n + 5) h w,. (3.3)

Considerando um oscilador harmoénico bidimensional com a razao das frequéncias w, /w, =

q/p, onde p e ¢ sao nameros inteiros, os autovalores podem ser reescritos na forma

o [(m2) v (we ) o] o o

onde w é um fator comum das frequéncias w, e w,. Assim, como na representagao
Schwinger da algebra SU(2), podemos expressar os estados coerentes SU(2) para a razao

q/p usando a definicdo mostrada por Chen e Huang [9] na forma

I 1/2
(I)(JT,ny) % Z ( ) ™ ¢nm($ay)> (35)

(1+ |T| K—0

onde os nimeros quanticosn = pK, m = q(L—K), K =0,1,2,..., L e p e ¢ sdo nameros in-
teiros. Aqui vemos que L = n+m. O parametro complexo 7 = Aexp (i ¢), onde ¢ = 7/2,
escrito em termos de coordenadas polares é usado para fazer a conexao com a trajetoria
classica e as autofungdes usuais do oscilador harmonico que estao escritas na equagao (3.2).
Podemos observar na equagao (3.5) que os estados coerentes SU(2) sao superposigoes de
autoestados degenerados, dados no binomio de Newton. Para fazer a conexao com as
Orbitas classicas periddicas o pacote de ondas |®(z,y, T)|2 = ®&(z,y,7)*P(x,y, ) foi em-
pregado com a finalidade de obter as orbitas classicas na forma das figuras de Lissajous.

Neste caso Chen e Huang [9] mostraram que

2(t) = /2 (1) cos (qwt —;’—j>, (3.6)

y(t) = v2 (y?) cos(pwt), (3.7)

onde os valores esperados quadraticos sao dados por

A? 1)\ X?
2\ — R

(') = (1 e L+ ;) Y; (3.9)

A Figura 3.1 mostra os resultados dos estados coerentes SU(2) com os parametros A =
1,¢ = m/2e L = 20 e diferentes razoes de frequéncias relacionadas aos ntiimeros inteiros p e

q. Para comparacao, as correspondentes figuras de Lissajous sao mostradas na Figura 3.2.
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Figura 3.1: Densidade de probabilidade com os pardmetros A = 1,¢ = w/2, L = 20 e
diferentes frequéncias. wi =p=ws =q=1lema,w =p=1ecwy =q=2emb,
wi=p=2ewy=q=3 emc e finalmente wy =p=4 ewy, =q =3 em d.

Podemos ver a semelhanca entre as densidades de probabilidade construidas na Figura
3.1 em relacao as orbitas classicas construidas na Figura [3.2/ com as mesmas razoes de
frequéncias respectivamente. Deste modo, Chen e Huang [9] analisaram o limite classico

para o problema do oscilador harmoénico.

3.3 Mudanca de variaveis e sistemas com massa de-

pendente da posicao

Nesta secao iniciamos a nossa proposta com a discussao de sistemas exatamente
soluveis bidimensionais com massa constante. Veremos que fazendo uma mudanca nas
variaveis espaciais chegamos em um sistema com massa dependente da posi¢ao. A hamil-

toniana que descreve a dindmica deste sistema é definida como

1
H=—@p+p))+V 1
T 02 +p}) +V(2,9), (3.10)
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B -2 0 2 1 B -2 0 2 1
X X

Figura 3.2: Figuras cldssicas na forma Lissajous com diferentes frequéncias. wiy = wo =
p=q=1lema, wi=p=lew =q=2emb wi=p=2ew,=q=3emce,
finalmente wy =p=4¢e, wy=q=3 em d.

onde a constante mg ¢ a massa da particula, x e y sao as varidveis espaciais, p, e p, sao

os momentos lineares. Neste caso a equacao de Schrodinger é

2

2m0

V2ip(z,y) +V (z,y) ¢(x,y) = Ed(z,y). (3.11)

Fazendo a transformacao nas variaveis espaciais na forma

x:f(u,v), y:g(u’v>’ (3'12)

temos 9 S 9 P
O, = 90— Dudn + u 0y fuOp + gu Oy, (3.13)

0 or 0 oy 0
v_%_%%—l—%a_y_fvax—i—gvay' (3.14)

Na forma matricial ficamos com

o\ 0,
(#)-u (%) oo

) ¢ a matriz jacobiana. Deste modo, podemos ver que

2\ . o
() (%) o

fu Gu

onde M =
fo 9o



gv _gu
_fv fu

determinante da matriz M, de tal forma que temos

onde a matriz inversa M1 = % ( ) e o jacobiano J = f, g, — g fo é O

d g, 0 g, 0

T Jou T o (3.17)
I LI
O = oy  J 8u+ J v (3.18)
Portanto, no laplaciano da equagao (3.11) temos
2 _ 1 _ g _Jug)_
2 = 5 (g0, guav)(Jau Jav) -
_ L o oy, L I _ o (%
= JQ( 02+ g2 07 — 29u9, 02, + 7 [gv@u<J> gu(?v(J)] Ou +
1 Gu Ju
2 _ l fv fu o
0, = J( foOu+ fu0Oy) O +J8 =

(2o 12 v—zfufvaiv)+j[fvau(f“) reo ()] 0.+

5 [-ro (L) + na (L)) . (3.20)

de tal forma que terminamos com um laplaciano nas variaveis u e v escrito como

%|H

1 9o fv Jo
1 Ju Ju fu fu
+5 {gu&, <7> — Gv Oy <J>+fu ( > Jv “<J>] Dy (3.21)

A fim de chegarmos a um sistema do tipo Schrodinger em que a massa depende da posi¢ao

e =

no caso de duas dimensoes, devemos impor inicialmente no laplaciano acima que

de forma a eliminar o termo misto e devemos impor ainda que

g0+ f1=ga+ fo, (3.23)
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para trabalhar com a mesma razao de massa. Notemos na equacao (3.22) que se

Gu Gv
fu=———, (3.24)
fo
onde f, # 0, temos uma solucao
2 2 2 2
2 2 2 2 [ v 2 I o (Jo T 9
gv+fU:gu+gu(_) =9, (1+—)=gu < ) 3.25
7. 2 72 (3:29)
Podemos ver na equacao acima que

Substituindo a equagao (3.26) na equacao (3.24), obtemos

Gu Gv
= — = Tg,. .2

Neste ponto, devemos analisar alguns exemplos de fungoes de transformacao nas vari-
aveis u e v. Contudo, os exemplos discutidos serao completos somente quando tivermos
definido o potencial sob o qual a particula com massa dependente da posicao esta se
movendo. Entretanto, este serd isoespectral para a escolha do potencial original. Por
exemplo, se escolhermos o potencial do oscilador harmonico anisotrépico como potencial

original, o espectro de energia sera o usual dado por

1 1

Deste modo, podemos escrever o potencial nas variaveis u e v na forma

V(u,v) = %mo [w? f(u,v)® +w) g(u,v)?], (3.29)

e, neste caso ficamos com as solugoes exatas escritas a partir da equagao (3.2) de modo

que

V2 f(u,v) V2g(u,v)

1

V2mtn=lg nlm! P, Py P P
T e

onde P, = \/2h/(mo w1) e Py = /2h/(my wa). Como primeiro exemplo de fun¢oes de

transformacao, na subsecao 3.3.1/ escolhemos as fungoes na forma polinomial, na subsecao

Ynm (ua U)

H,

m
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3.3.2l tratamos das funcoes na forma de coordenadas elipticas cilindricas e na subsecao
3.3.3l escolhemos as funcoes na forma de coordenadas bipolares. Assim, podemos identi-

ficar o termo de massa dependente da posi¢ao como

m0J2

— . 3.31
9%+ f2 (3.31)

M (u,v)

3.3.1 Fungoes de transformacao polinomiais

Como primeiro exemplo de fungoes de transformagao, escolhemos um caso geral de

funcoes na forma polinomial. Neste caso, vamos supor que

1 1
flu,v) = §a1u2 + 51)11)2 + cquv + dy,
S T
g(u,v) = a2 + §b2v + couv + ds. (3.32)
Derivando as func¢oes acima, temos
0
u — A = + )
f 5 a1u + v
of
v — A = b s
f ) 10 + cru
dg N
= —= =asu+ U
Gu, 8u 2 20,
)
v = a—g = bav + cou. (3.33)

Substituindo as equagoes acima na equagao (3.22), obtemos
Gu Go + fu fo = (aco+arcr) u® + (coby +c1by) v* + (agby + ¢+ arby +c1) u = 0, (3.34)
somente se

asCy + a1cp = 0,
caby + by = 0,
agby + ¢ +aby +c& = 0. (3.35)

Uma outra maneira de se obter as solugoes para as condigoes dadas nas equagoes (3.22)
e (3.23), pode ser feita associando as equagoes (3.33) com as equagoes (3.26) e (3.27) de

forma que
bihv+cu==xau x ¢, (3.36)
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onde vemos facilmente que as = + ¢y e by = + ¢, €

Gmu + cqv=TFbvF ¢ u, (3.37)

onde a1 = F ¢y e by = F ¢;. Assim, podemos ver que eliminamos quatro constantes

arbitrarias das fungoes de transformagao polinomiais de forma que ficamos com

1 1
flu,v) = :F502u2 + 5621)2 + cruv + dy,
L o1 5
g(u,v) = i§clu $§clv + couv + do, (3.38)

restando quatro constantes arbitrarias no modelo. Neste caso temos

fu = g—f = F cu+ v,
fo = 2—{ =+ v + qu,
Gy = g—j =+ cu + cov,
gy = g—f = F v + cou. (3.39)

de modo que as equagoes (3.22) e (3.23) podem ser reescritas como

fotgi=fl+g;=(F+3) (w40, (3.40)

Gu Go + fu fo = (cau+ c1v)(c1u — cov) + (cou + c1v)(—c1u + cov) = 0. (3.41)

Ainda no laplaciano dado na equagao (3.21) vemos que o jacobiano é escrito como

J = fugo— gufo = (cau+ c1v)(c1v + cou) — (—c1u + cv)(—cov + cru) =
= (& +A)(u®+%). (3.42)

J4 o termo

o )0 5)-1(5) -1 ()]
B 1 (cou + c1v) [2c1uv + co(u? — v?)]
(G +3) (w42 {_ (cf + c3)(u? + v?)?
(cru — cov) [er(u? — v?) — 2couv]  (c1u — cv) [er (u? — v?) — 2couv)|
(3 + 3)(u? +v?)? N (2 + ) (w2 + v?)2
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(cou + 1) [2c1uv + co(u? — v?)] _
DT } 9, =0, (3.43)

1 u 'LL ’lL ’lL

_ 1 {_ (cru — cov) [201uv + co(u? — v?)]
(2 + c2)(u? + v2?) (2 + 2)(u? + v?)?
(avt o) [a (v —v?) = 2cuv] | (cu+ ) [F2c0uv + e (u? — v?)]

_|_

(+ )+ @A+
_ 2 _ .2 2
(cru 0212)) [ngu V%) + 2cuv)] 9, — 0. (3.44)
(cf + 3)(u? +v?)
Portanto, ficamos com o laplaciano
1 1
Vo= (oo + 1Y) %+ (gu+ 1) O] = nr ey (Gt ), (3.45)

J (A 4+ A3)(u* +v?)

sendo entao a massa M (u,v) = mg (u* + v?) (¢} + c3). Neste caso, ficamos com o poten-

cial anisotropico na forma

1 1 1 2 1 1 2
V (u,v) = §m0 [(502u2 — 5021)2 4+ ciuv + dl) w% + (—501u2 + 5611}2 + couv + dg) cug] )
(3.46)
e as autofuncgoes sao escritas como
b (1,0) 1 V2 (Reou? — Legv® + cruv + dy) y
AT Vot Ul Py Py P
e V2 (=3eiu? + Leo? + couv + do)
con __ seu? — 10 + cruv + dy 2 y
[ 1, ,2 1,2 2
—zcu® + 2c1v° + cuv +d
xexp | — ( 2 2 1P2 2 2) ] : (3.47)

A partir das solugoes exatas mostradas acima, podemos construir os estados coerentes

SU(2), que neste caso podem ser escritos como

L 1/2
D(u,v,7) = e Z( ) 7 Y (u, ). (3.48)

(1+ |7'| K=0
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A Figura 3.3 mostra a construgao dos estados coerentes SU(2). Aqui consideramos o
seguinte conjuto de parametros: L = 20, 7 = Aexp (i ¢), onde ¢ = 7w/2, A=h=mgy =

c1 = co = di = dy = 1 e diferentes frequéncias wy e wy e ntimeros inteiros p e ¢. Fazendo os

Figura 3.3: Densidade de probabilidade para o caso de solug¢oes polinomiais. Consideramos
as sequintes frequéncias e niumeros inteiros. wy =p=1lewys=q=1emaeb,w; =p=1
cwy=q=2emced,ewi=p=2cwy=q=3emeecf

paramentros w; = ¢ = wy = p = 1 e mudando o parametro d; podemos ver a construcao
dos estados coerentes SU(2) na Figura 3.4, Notemos que o méaximo de probabilidade
divide-se em duas regioes. Neste ponto é importante ressaltar que as duas regioes de

maior probabilidade se afastam uma da outra a medida que o parametro d, aumenta.
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Figura 3.4: Densidade de probabilidade para o caso de solug¢oes polinomiais. Consideramos
0s sequintes pardmetros: do =4 em a e b, dy=5emced, eds =7 em e e f.

Neste ponto, é¢ importante salientar que se considerar na equacao acima o conjunto de
parametros dy = do = ¢ =0ecy = 1,ouainda, di = do = ¢ =0e ¢, = 1, nos

restringimos ao caso das funcoes de transformacao em coordenadas parabélicas cilindricas

[43]. No caso de escolhermos d; = dy = co =0ec; = 1, temos

flu,v) = vu,
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glu,v) = j:%(ug—vQ). (3.49)

Deste modo, terminamos com o laplaciano na forma

1
Vio= =+ 1) o+ (ga+ 1) 07 =

7 (92 + 02). (3.50)

1
(u? 4 v?)
Neste caso, ficamos com o potencial do oscilador anisotropico, escrito como

V (u,v) = %mo [(v WP W2 %(zﬁ _ )’ wg} | (3.51)

e as autofuncgoes do oscilador na forma

1
V2rtn=lg nlml P Py

vu\? u? — 2\ 2
P P,

A partir das solugoes determinadas acima, construimos os estados coerentes SU (2) escritos

77bnm (ua 'U) -

m

Xexrp (3.52)

na equacao (3.48). A Figura [3.5 mostra os estados coerentes SU(2) onde consideramos

diferentes frequéncias w; e wo e nimeros inteiros p e q.
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Figura 3.5: Densidade de probabilidade para o caso de solugoes em coordenadas parabolicas
cilindricas. Consideramos os parametros di = dy = ¢ = 0, co = 1 e as sequintes
frequéncias e numeros inteiros. wy = p =1cecwy =q=1emaeb, wy =p=1c¢e
wy=q=2emced, ewy=p=2ewy=q=3emeecf

3.3.2 Funcoes de transformacao em coordenadas elipticas cilin-

dricas

Como segundo exemplo, vamos considerar as fungoes de transformacao em coorde-

nadas elipticas cilindricas [43]. Neste caso, temos
flu,v) = a senh(u) sen(v),
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g(u,v) = a cosh(u) cos(v). (3.53)

Assim, vemos que

fu = a cosh(u) sen(v),
fo = a senh(u)cos(v),
gu = acosh(u) cos(v),
g» = — a cosh(u) sen(v). (3.54)

Substituindo as equagoes (3.53) e (3.54) no laplaciano dado na equacao (3.21), temos

Gu 9o + fu fo = a® cos(v) cosh(u) sen(v) senh(u) +
—a? cos(v) cosh(u) sen(v) senh(u) =0, (3.55)

P4 q> = f24 g% = a®cosh’(u) sen’(v) + cos?(v) senh?(u) =
1
= -3 a® [cos(2v) — cosh(2u)]. (3.56)

Ja o jacobiano sera expresso por
1
J = a* cosh®(u) sen’(v) — a* senh?®(u) cos*(v) = 5 a?[cos(2v) — cosh(2u)],  (3.57)

e 0s termos

90, (%) =00 (%) + 1.0 (%) - n.0.(5)] 0.

_ 2 { [2 + cos(2v) + cosh(2u)] sen?(v) senh(2u) N
a?[cos(2v) — cosh(2u)] [cos(2v) — cosh(2u)]?
_COS2(’U) [—2 + cos(2v) + cosh(2u)] senh(2u)
[cos(2v) — cosh(2u)]?
+COS2(?}) [—2 4+ cos(2v) + cosh(2u)] senh(2u)
[cos(2v) — cosh(2u)]?
[2 + cos(2v) + cosh(2u)] sen?(v) senh(2u)

R [cos(2v) — cosh(2u)]? } 0 =0, (3.58)

<l

% [gu 0, (%) =900, (%) + 10, (%) — /.0, (%ﬂ 9, =
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2 { 2 4 cos(2v) + cosh(2u)] sen(2v) senh?(u)
a?[cos(2v) — cosh(2u)] [cos(2v) — cosh(2u)]?
_cosh2(u) [—2 + cos(2v) + cosh(2u)] sen(?v)} N
[cos(2v) — cosh(2u)]?
_cosh2(u) [—2 + cos(2v) + cosh(2u)] sen(2v)
[cos(2v) — cosh(2u)]?
[2 + cos(2v) + cosh(2u)] sen(2v) senh?(u)
a [cos(2v) — cosh(2u)]? } % =0. (3:59)

Deste modo, o laplaciano pode ser reescrito na forma

1 2

de modo que ficamos com a massa M (u,v) = a*[cos(2v) — cosh(2u)]/2mg. Neste caso, o

potencial anisotropico sera
1
V(u,v) = 570 {la senh(u) sen(v)]’ w?+ [a cosh(u) cos(v)]? w3} . (3.61)

e as autofuncgoes sao escritas como

nm u’ v
Y (1, 0) V2mtn=lg pnlm! P, Py P

1 . [\/§ l[a senh(u) sen(v)]] "

V2 [a cosh(u) cos(v)] [a senh(u) sen(v)]]”
x H, [ 2 ] e:vp{— [ P, } +

(3.62)

_ [la_cosh(u) cos(v)]]* |
[ P } }

A partir das autofun¢oes construidas acima, podemos construir os estados coerentes SU (2)
definidos na equacao (3.48). Podemos ver os estados coerentes SU(2) na Figura 3.6.
Consideramos o seguinte conjunto de parametros: L = 20, 7 = Aexp (i ¢), onde ¢ = 7/2,
h = mg =1, a = 5 e diferentes frequéncias w; e wy e nimeros inteiros p e q. Neste
caso, notamos uma diferenca nos estados coerentes SU(2) em relagdo ao caso das fungoes
de transformacao na forma polinomial. Aqui, podemos ver uma sequéncia de regioes
iguais na direcao da variavel v e, notemos também a simetria na direcao da variavel u
que determina a maior probabilidade para cada par de frequéncias. Observamos que a
sequéncia de regioes iguais ocorrem devido as funcoes de transformacao que escolhemos
serem periddicas na variavel v. Vamos observar este fato novamente no préximo exemplo

de funcoes de transformacao.
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Figura 3.6: Densidade de probabilidade para o caso de solugoes em coordenadas cilindricas
elipticas. Consideramos as sequintes frequéncias e niumeros inteiros. w; = p = 1, e
wy=q=1lemaeb,w=p=lews=q=2emced, ewiy=p=2ewy=qgq=3eme

ef.

3.3.3 Funcoes de transformacao em coordenadas bipolares

Finalmente, como terceiro e ultimo exemplo, vamos considerar as funcoes de transfor-

magao em coordenadas bipolares |[43]. Neste caso, temos

a senh(u)

fu,0) =

cosh(u) — cos(v)’
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a sen(v)

gluv) = cosh(u) — cos(v)’ (3.63)
logo temos
. a cosh(u)  asenh?(u) _
“ cosh(u) — cos(v)  [cosh(u) — cos(v)]?
_ a—a cos(v) cosh(u)
[cos(v) — cosh(u)]?
__asen(v) senh(u)
Jo = [cos(v) — cosh(u)]?’
__ asen(v) senh(u)
Ju = [cos(v) — cosh(u)]?’
g = a cosh(v) B a sen*(v) _
! [cosh(u) — cos(v)]  [cosh(u) — cos(v)]?
_ [~a+a cos(v) cosh(u)]
B [cos(v) — cosh(u)]? (364)
Neste caso temos
~a®[=1+cos(v) cosh(u) sen(v) senh(u)]
Gu 9o T fu o = [cos(v) — cosh(u)]*
a® [—1+ cos(v) cosh(u) sen(v) senh(u)]
* [cos(v) — cosh(u)]* =0 (3.65)
2, 2 _ g2, 2 _ a®[—1+ cos(v) cosh(u)]* = a® sen?(v) senh?(u) _
futow = fota [cos(v) — cosh(u)]* N [cos(v) — cosh(u)]*
a [cos(v) — cosh(u)]? (366)
O jacobiano ¢ dado por
J o —ef acos(v) cosh(u))(a —a cos(v) cosh(u) a® sen®(v) senh?(u) _
[cos(v) — cosh(u)]* [cos(v) — cosh(u)]*
= - ¢ (3.67)

[cos(v) — cosh(u)]?’
e vemos também que
won (%) - s (%) no(f) - no (5] o

_ a’ {_COS(U) senh(u) [—1 + cos(v) cosh(u)]
[cos(v) — cosh(u)]? [cos(v) — cosh(u)]?
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cosh(u) sen?(u) senh(u) _ cosh(u) sen?(v) senh(u)
[cos(v) — cosh(u)]? [cos(v) — cosh(u)]?
cos(v) senh(u)[—1 + cos(v) cosh(u)] B
[cos(v) — cosh(u)]? } % =0,

(3.68)

o (%) - a0 (%) + non (L) - ron (L)) o
a? {_cos(v) sen(v) senh?(u)
[cos(v) — cosh(u)]? [cos(v) — cosh(u)]?
_ cosh(u) sen(v) [-1 4+ cos(v) cosh(u)] N cosh(u) sen(v) [—1 + cos(v) cosh(u)]
[cos(v) — cosh(u)]? [cos(v) — cosh(u)]?
cos(v) sen(v) senh?(u) B
[cos(v) — cosh(u)]? } % =0.

(3.69)

Deste modo, terminamos com o laplaciano na forma

Ve, = iz [(g2+f2) 2+ (2+12) ] = [cos(v) — cosh(u)]

N g > (0p +07),  (3.70)

a? meg

de modo que a massa M (u,v) = [Cos(0) —comm(a)2 Neste caso, o potencial anisotropico sera

V (u,v) = %mo { { a senh(u) (v)} 2 wy + [ a sen(v) ]2 wg} : (3.71)

cosh(u) — cos cosh(u) — cos(v)

e finalizamos com as autofuncoes

1 V2 a senh(u) "
V21 ol ml P, Py Py \ cosh(u) — cos(v)

e {‘ [ (e 3]
- L’% (coshciiff(l’is@)} } (3.72)

A partir das solu¢oes exatas obtidas acima, construimos os estados coerentes SU(2)

wnm <u7 U) =

x H,

definidos na equacao (3.48). A Figura 3.7 mostra os estados coerentes SU(2) onde con-
sideramos os paramentos L = 20, 7 = Aexp (i¢), onde ¢ = 7/2, h = mg =a =1 e
diferentes frequéncias w; e wo e nimeros inteiros p e q. Neste exemplo, podemos ver que
a construcao dos estados coerentes SU(2) mostram novamente uma sequéncia de regioes

iguais na direcao da variavel v para cada par de frequéncias e niimeros inteiros p e q. Deste
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modo, ocorreu o esperado, uma vez que as funcoes na forma de coordenadas bipolares

também sao periddicas.

Figura 3.7: Densidade de probabilidade para o caso de solugoes em coordenadas bipolares.
Consideramos as sequintes frequéncias e nimeros inteiros. wy =p=1¢ewys =q=1 em
a,wi=p=lewy=q=2emb, ew =p=2,ewy,=q=3em c.

3.4 Campo homogéneo no calibre de Coulomb simétrico

Nesta secao vamos analisar o efeito de um campo magnético uniforme sobre o compor-
tamento de uma particula com massa dependente da posi¢ao delimitada por um potencial.
Para isto vamos iniciar uma discussao sobre este problema em geral com massa constante
e em seguida considerar o caso particular de um campo magnético uniforme no calibre de

Coulomb. Nesta situagao a hamiltoniana cléassica é dada por [44]

1 2 B
H = 2m0<p—eA> +V(z,y) =
1 —2 e — —> 62 —>2
= — AD+7. A A V 3.73
2 2m0< +7 >+2m0 +V(z,y), (3.73)



. , — , .
onde e é a carga elétrica, mg é a massa constante e A (z,y) é o potencial vetor. Recorrendo
ao procedimento de quantizacao usual, sabemos que 0 operador 7 = ?V Neste caso,
vemos que o termo de energia cinética sera dado por P’ —h? V2 y ¥. Ja para o termo

linear em 7’ temos

(?-Z +ZT’> b =

v (Av) + 7 ()] -

(? A+24. ﬁ) V. (3.74)

S S| S

Escolhemos trabalhar com o calibre de Coulomb em que V - A = 0. Neste caso ficamos

com

(7.7{ 4+ A ) w=2"7 Ty (3.75)

Agora, supomos que temos um campo magnétwo uniforme na direcao de z, sendo ele
expresso na forma, B = Byz, que pode ser obtido a partir do potencial vetor no chamado

calibre simétrico na forma [45]

A Do
2

S (—yi + ), (3.76)
h .

AV = ; (—yi + x))] - ?:—tho(x Oy —y Or). (3.77)

Assim, podemos concluir que partindo da hamiltoniana cléassica definida na equagao (3.73)

e usando o processo de quantizagao usual chegamos & equacao de Schrodinger

LW ey ih DBy e?
2m0 2m0

(x 0y —y 3)¢+[ Bi (? +y)+V(m,y)}w:Ew. (3.78)

Aqui, vamos nos restringir ao caso do potencial do oscilador anisotropico a fim de deter-
minar as solucoes exatas da equacao diferencial. Neste caso a equacao diferencial acima
serd reescrita como

h2

2m0

ihBoe
2m0

VZy+ (0 >w+|: By (2 +y%) + %mo (w} 2° + wj y2)] WV = E,

" (3.79)
onde w; e wy sao as frequéncias do oscilador. A seguir vamos analisar um possivel caminho
que pode ser seguido para desacoplar a equacao diferencial acima e determinar as solugoes
exatas. Neste caso, vamos permanecer no sistema de coordenadas cartesianas e realizar
uma transformagao de variaveis via rotagao dependente do tempo [46]. Em seguida, vamos

fazer uma mudanca nas variaveis espaciais e usar as funcoes de transformacao discutidas
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na secao anterior.

3.4.1 Estados coerentes SU(2) para a particula com massa cons-
tante
Na busca pelas solugoes exatas da equagao de Schrodinger na equacao (3.79), no caso

de manter as variaveis espaciais = e y, notemos que fazendo a redefinicao das autofuncoes

na forma

0 = eXp [_(Z/h)Et] @Z)(ﬁ, y)> (380)

podemos trabalhar com a correspondente equacao de Schrédinger dependente do tempo,

h?  h B
T VOt e @0 =y 0o
B, 2 1 2 2 2 2 . Oo
+[8m0(x +y)+§m0(w1x —I—wa)]a:zhE. (3.81)

Um procedimento que pode ser usado para desacoplar a equagao (3.81) via transformagao
de variaveis [46], consiste em nos restringir ao problema do oscilador isotropico em que

w] = wy = w e, escrever a matriz de rotacao dependente do tempo na forma

X1\ cosa(t)  sena(t) x (3.82)
Vi |\ —sena(t) cosa(t) y ) '
obtendo as variaveis espaciais transformadas na forma

X = cosa(t)x + senaft)y, (3.83)

Y1 = —sena(t) z + cosa(t)y. (3.84)

Com t =T. Como consequéncia vemos que

P cosa(t)a—X1 - sena(t)a—yl, (3.85)
0 0 0
oy sena(t)a—Xl + cosa(t)a—yl. (3.86)

Portanto,
< x ) _ ( cosa(t) —sena(t) ) ( X3 ) ’ (3.87)
y sena(t)  cosa(t) Y1

60



que nos leva a variaveis espaciais na forma

x = cosa(t) X1 — sena(t) Yy, (3.88)

y = sena(t) X1 + cosa(t) Y. (3.89)
Para as equacoes (3.88) e (3.89), temos que

22 + y* = [cosa(t)X) — sena(t) Y1]2 + [sena(t) X7 + cosa(t) Y1]2 =

= X7+ Y? (3.90)
Assim, podemos ver que a equacao (3.90) é covariante sob estas rota¢oes dependentes do

tempo, ou seja, nao muda a forma da operacao mostrada acima. Ja o operador momento

linear em relagao ao eixo z, sera

__Eg h ()i_ ()i
Dy = Pl cosa(t X, sena(t ay. )’

e o operador momento linear em relagao ao eixo y

ho h 0

0
Py = _;8_3/ - <sena( >8_X1 + cosal(t )a—yl) , (3.91)

assim, obtemos o quadrado do operador momento linear como

h\? 0 0\ 0 0\
2 2 _ (N _ —
P tp, = <z) [(cosa( >8X1 sena(t >8Y1) + (sena(t) X, + cosa(t)ayl)
0? 0?
_ (9
~ —h (axf +8Y12). (3.92)

Podemos ver que para o operador momento linear também temos uma expressao covari-
ante
P4+ pt=P2+ P2 =V (3.93)

Logo, a partir das equagoes (3.85) e (3.87), temos

xﬁ = cos’a(t) X ———sen’a(t) Y] ——

9
p— - Y
Oy Y, Ty Tsena(t) 51— cosa(t) X1 —cosa(t) oo—sena(t) Y1,

0X, 0X, oYy
(3.94)
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e a partir das equagoes (3.86) e (3.88)), temos

9 = sena(t) X, cosa(t)i—senQOz(t)Xli—i-cos%z(t) Yli—cosoz(t) Y1 sena(t)

e 0X, oY, 90X, oy’
(3.95)
Assim, pode ser verificado que
0 0 0 0
— —y—=X; — - Y —. )
Yoy Yoar T Moy, lox, (3.96)

Portanto, podemos observar que o operador acima também é covariante. Como a rotacao

é dependente do tempo, ainda temos

0 _0T 9 09X, 0 9% 0
ot ot oT ot 90X, Ot 9Yy

(3.97)

Derivando as equagoes (3.83) e (3.84) e substituindo-as na equagao (3.97), obtemos

a 0 : : o) : :
% = BT + [—d sena(t)x + dcosa(t)y] X + [—d cosa(t)r — & sena(t)y] v (3.98)
ou ainda
g 0 . o) 0 a . 0 0
gi=or e (Max o) =or 4 (Y vy ) 69

Portanto, voltando a equagao de Schrodinger original (3.81) onde fizemos w1 =ws =w e
substituindo as equacoes (3.90), (3.93), (3.96) e (3.99), obtemos

h?  h B B2 1
- Vo + - Oe(X 0 —Yli>a+{<e 0+—m0w2)(X12+Y12)]0:

2 my 2 my 18Y1 00X, 8mg 2
Oo 0 0
. ik _v . 1
ihom —ihé (X1_8Y1 13y 1) o (3.100)

Agora, definindo a(t), de forma a anular o termo cruzado das coordenadas, temos

ih@Bo

= —1hoa 3.101
5t = i, (3101)
onde vemos que
(& BO
v = — , 3.102
a=—g (3.102)
integrando a equacao acima, temos
(& BO
T)=— T 3.103
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onde ¢ é uma constante arbitraria de integracao. Assim, somos levados & equagao de um

oscilador isotropico bidimensional

h? e?B2 1 do

- v? 0 4+ - 2V (XF+YR) | o=ih—. 3.104
5 e a+[<8m0+2mow (XT+Y7)| o=1i 5T ( )

Entao, o espectro de energia do modelo ¢ escrito como

e?B?
Enm=h Tm? +w?(n+m+1). (3.105)
Recorrendo a separacao de variaveis usual como

o(X1,Y1,T) = exp <—% ET> (X1, Y1), (3.106)

temos que a equacao diferencial acima reescrita na forma

_ h2 (VQ ) _Z ET + 6233+1 2 (X2+Y2) _Z ET | =
2mg VN P\ Ty 8m 20w )BT i) xerp | Ty -

— ihy (—%ET) exp (—%ET), (3.107)

de modo que a equacgao acima pode ser expressa para os estados estacionarios como

" Vix + - (2’+1 ) (X7 +YP) E (3.108)
— —moy w = .
3 ¥ X S T 2™ i +Y0)| x=Ex,

onde y = x(X1,Y7). Usando a separacao de variaveis usual, obtemos as autofuncoes

X(XLY) = $(X)U(YE) = dleos(a) z + sen(a) g] o [~sen(a) & + cos(a) y] =
1 " (ﬂ[cos(a)x—i— sen(a) y]) "

RV2m+n=17 nl m R
I, (\/5 [—sen(a)z + cos(a) y]> 9

R
e [_ <cos(o¢)x—; sen(a)y)2 N
) (—sen(a) xR+ cos<a)y>2] | (3.109)
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onde o parametro « estd definido na equacao (3.103) e R = \/2h/(mo w). Conhecidas as
autofungoes podemos construir os estados coerentes SU(2) definidos na equacao (3.48)

que neste caso sera reescrita como segue

O(x,y,7) = = ’T‘ % ( > ¢ [cos(a) x + sen(a)y| x

X w —sen a) + cos( (3.110)

A Figura 3.8 mostra a densidade de probabilidade onde consideramos L = 20 e o conjunto
de parametros: 7 = Aexp(i¢), onde p =71/2, A=h=mg=By=e=w; =wy =p =
g=c=1eT = /4. Neste caso, ressaltamos que considerando diferentes valores para o
parametro 1" a densidade de probabilidade se mantém a forma circular. Isto significa que,
apesar de termos um pacote de ondas estacionario, o comportamento da trajetoria da

particula nao depende do tempo. Podemos verificar este fato, diferenciando as equacoes

Figura 3.8: Densidade de probabilidade com wy = p = wy = q = 1. Notemos que o mdzximo
de probabilidade continua apresentando a forma de uma circunferéncia.

(3.88) e (3.89) de forma que temos
dx = cos(a) dX; — sen(a) dYi, (3.111)

dy = sen(a) dX; + cos(a) dY;. (3.112)

( da ) —J < dx1 ) , (3.113)
dy dY;
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onde a matriz jacobiana de transformagcao é

J ( cos(a) -sen(a) > (3.114)

sen(a) cos(a)

O determinante da matriz jacobiana é [J] = 1. Notemos que o determinante do jacobiano
nao dependente do tempo. Neste caso, podemos ver que a transformacgao de uma regiao
no plano zy para outra regiao no plano X;Y; pode ser representada como sendo a integral

de uma fungao f(x,y) relacionada a integral de uma fun¢ao f(X7,Y]) na seguinte forma

//f:v y) dz dy—// f(X1, Y1) dX; dY; (3.115)
//f(:c,y) dz dy:// f(X1, Y1) dX; dY;. (3.116)

Assim, concluimos que os estados coerentes SU(2) também sao independentes do tempo,

de modo que

apesar das autofungoes x(X7,Y]) serem dependentes do tempo.

3.4.2 Transformacao nas variaveis espaciais e massa dependente
da posicao

No caso de escolhermos fazer uma mudanca nas varidveis espaciais, na forma r =
f(u,v) e y = g(u,v), ja vimos na se¢ao (3.3) o efeito da mudanga sobre o operador
quantico correspondente ao termo de energia cinética da hamiltoniana. Entretanto, agora
precisamos discutir a quantizacao do termo linear em " . Fazendo a mudanca de varidveis

a equagao de Schrodinger serd escrita na forma Vetorlal como

—>22

h? . _>
_ —2M<u,1)) V?ww + —2 M( ) ﬁ W + V(u,’u) w = E’gﬁ, (3.117)

onde escolhemos o potencial original na forma de um oscilador escrito como

—2
e A

V(u,v) = %m%wg [f(u,v)* + g(u,v)?] — M (u o)

(3.118)

Neste ponto é importante ressaltar que o termo de diferenca no potencial original é dado
a fim de eliminé-lo na equacao diferencial uma vez que queremos recuperar as solucoes

exatas do problema com massa constante. Na secao anterior vimos que em coordenadas
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cartesianas o operador AV = —ihB, (x 0, —y0,). Agora temos

xay _yax = f(U,U) <_% fvau"i_bl] fuav) —g(u,v) (% gvau_ % guav> -
= {LSOn0) futalun) o) 9+
—[ f(u,v) fo + g(u,v) go ] Ou}- (3.119)

Assim a equacao de Schrodinger pode ser escrita nas variaveis espaciais u e v na forma

h2 2 ’ihBoe

2 M(u,v) Vit + 2 M (u,v) 15, 0) 8 = R, v) 8 ¥ +
+ {%m%QQ [f(u,v)* + g(u,v)?] } Y = EY, (3.120)

€2B2 . . 2 :
onde Q2 = w? + 4—mg . Aqui vemos que o potencial vetor é escrito como

q- % —R(u, v)i + S(u,v)]]. (3.121)

Neste caso, as solugoes exatas podem ser escritas a partir da equagao (3.109) nas variaveis

u e v de forma que ficamos com

1
RV2m+n—171 n! m|

I, [\/5 [—sen(a) f(u,v) + cos(a) g(u,v)]

Ynm (uv U) =

m

R

V2 [cos(a) f(u,v) + sen(a) g(u, v)]] "

X

R

xexp {— {f@;{’”)r . {g(év)r} . (3.122)

O divergente do potencial vetor é

.7 % {_agiu,v) N 65(;6),0)] _0, (3.123)

o modulo do potencial vetor é

‘ —

A‘ - %\/R(u, V)2 + S(w, )2 (3.124)
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e o campo magnético é calculado da seguinte forma

N 7 E By 0S By OR By [0S OR
R
B=Vxd=| 2 & & :‘§x7+§57+§(5—5)?
Bg R Bg S O w w u v
2

(3.125)
A seguir vamos considerar os trés exemplos de fungoes de transformacao nas varidveis
espaciais u e v que foram analisados no problema sem a presenca do campo magnético
uniforme. Assim, podemos construir os estados coerentes SU(2), analisando deste modo

o limite classico.

Funcgoes de transformacgao polinomiais

Como primeiro exemplo vamos supor as fungoes de transformacgao na forma polinomial
escritas na equacao (3.38) sendo elas definidas como: f(u,v) = :F%02u2i %02v2+cluv+d1
e g(u,v) = j:%cluz F %clvz + couv + dy. Neste caso, obtivemos o laplaciano sem a
presenga de um campo magnético uniforme escrito na equagao (3.45), sendo ele dado por

V2, = m(ﬁﬁ + 0?%). Ja o termo de campo magnético sera escrito na forma

1 oo oy s, Lo, oy o
r0,—y0, = (c%+c§)(u2—|—112){[§(Cl+62)u +§(cl+cz)uv+

1
+ <C2d1 — CldQ) U+ (Cldl + 02d2) U:| 81) - |:§ (C% + Cg) US+

1
+3 (f + 3) v’ v+ (crdy + cado) u + (crda — cody) v] 8u} =

1 1
- T [ () e

1
+ (Cldl + ngg) ?}] av — [5 (C% + Cg) (1;3 + u? U) + (Cldl + ngg) U+

v @MT—@mﬁﬂ@}. (3.126)
Deste modo, vemos que

M(u,v) = mo(cd + c3)(u? + v?),
1
R(U,, ’U) = —5 (C% + C%) (U3 + u2 ?J) — (Cldl + ngg) u — (Cldg — CZdl) v,

(C% + C%) (U3 + UU2) + (Cle — CldQ) U+ (C1d1 + 02d2> V. (3127)

| —
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Neste caso, o divergente do potencial vetor é

— B
V-A = —0[—uv(c%+c§)— (c1dy + cods)+

2
+u v (¢ +¢3) + (erdy + cado)] =0, (3.128)
o modulo do potencial vetor é
By (1
‘Z‘ = 70{1 (cf—l—cg) [(u3—|—u v2)2—|— (U +u? v 2] +

)
+ (3+38) ullcr di+ e do) (V¥ +u0) + (c2 dy — 1 do) (W +uv?)] +
+ (C% + c%) [(01 dy + co dy) (v3 + uzv) (
[(01 dy + co dl) +(cadi— d2)2} u? +

C1 dl — Co dg) (u‘5 +u 112)] +

1/2
[ C1 d2 + Co d1 (Cl d1 — Co d2)2] U2} s (3129)
e para 0 0 campo magnético temos
0S OR
) 1
ow  Ow ’ (3:130)
05 1
% = 5(0? + C%)(B U2 + ’U2) + (C2d1 — CldQ), (3131)
R 1
% = —§<C% + Cg)(g U2 + UQ) - (dZCl - Cle)a (3]‘32)

o que nos leva a

B = vxz:%[<c%+c%><3u2+v2>;<c§+c3><3v2+u2>}?:
= By (@+E) W+ & (3.133)

Neste caso, vemos ainda que o potencial é escrito como

2 2 2 2 *

62 BO F
dmo(c2 + 3)(u2 + v2)’

1 2 ]‘ 2 1 2 2 ]‘ 2 1 2 ?
V(u,v) = imow —Ccou” — =" +cpuv+dy | + | —=ciu” + =c1v* + couv + ds

(3.134)

onde

=~ =

{— cl+02 u+uv2)2+(v3+u2v2}

+ (7 +A) ul(cr di+ e do) (VP +u0) + (c2 dy — 1 do) (v +uv?)] +
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+ (C% + C%) v [(Cl d2 + Co dl) (’Ug + UQU) + (Cl d1 — C9 dg) <u3 +u 1}2)} +
+ [(01 dy + 2 dl) (ca di — 1 dz)ﬂ u? +

9 9 9 1/2
+ [ C1 dg + co dl) + (Cl dl — Cy dg) ] v } . (3135)

Escolhendo as funcoes de transformacao na forma polinomial, podemos escrever as auto-

funcoes na forma

1
nm \U, U -
Yo (v, 0) R\2mAn=11 nl ml
< H. { V2 [Cos(a) (%CQUZ - %CQUQ 4+ cuv + dl) N
R
sen(a) (—%clu2 + %cva + couv + d2)] }
+ X
R
- V2 [—sen(a) (%CQUQ — %CQUZ +cuv + dl) N
" R
1
cos() (—501u + cw + couv + dg)} }
+ X
R
[(%@ﬁ — %021)2 +ciuv + dl)
xXexrp —
R
(—lclu + clv +02uv+d2) ?
— A2 , (3.136)
R
onde o(T) = eBO T + ¢, conforme vimos na seqao anterior. A partir das solugoes exatas
mostradas acima, podemos construir os estados coerentes SU(2) definidos na equagao
1/2
L

(3.48), escritos como ®(u,v,7) = ZK 0 75 pm (u,v) . A Figura 3.9

(1+\TI K

mostra a construgao dos estados coerentes SU(2). Aqui consideramos o seguinte conjunto
de parametros: consideramos L = 20 e o conjunto de parametros: 7 = Aexp (i ¢), onde
p=m/2, A=h=myg=By=€e=w =wy=p=q=c=c =c =dy =1,
T = m/4 diferentes valores para dy. Notemos que mudando o parametro dy 0 maximo de
probabilidade divide-se em duas regioes. Salientamos que estas regioes afastam-se cada
vez mais uma da outra a medida que o parametro ds aumenta. Neste ponto é importante
ressaltar que para diferentes valores do parametro 7" a forma dos estados coerentes SU (2)
nao muda ocorrendo o esperado conforme discutimos na subsecao 3.4.1. Este fato também

ocorre nos proximos exemplos de fungoes de transformacgao que vamos considerar.
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Figura 3.9: Densidade de probabilidade para o caso de solucoes polinomiais. Consideramos
0s sequintes pardimetros: wi =p=wy=q=1,dyo=1ema, do=4embedy, =7 em c.

Usando os parametros d; = dy = ¢; = 0, ¢ = 1, nos restringimos ao caso das

coordenadas parabodlicas cilindricas. Neste caso, temos

M (u,v) = mo(u® + v?), (3.137)
R(u,v) = —%v (u? +v?), (3.138)
S(u,v) = %u (12 + v?). (3.139)

O divergente do potencial vetor é

VA= uvsun—o (3.140)

- B
‘A‘ =0 VuR(u? 4 v2)2 + v2(u2 + v2)2, (3.141)
e o campo magnético é dado por

?zﬁszg[5(3u2+v2)+§(u2+3v2)} E = (u+0v°) k. (3.142)

Aqui, determinamos o potencial do oscilador escrito como

1 1
Vi(u,v) = Mo [(U u)® + 1 (v — v2)2} +
@ Boy/ur(u? +12)? 4 02 (u? + 212)2’ (3.143)
8(u? + v?)

e vemos que as autofuncoes sao escritas como
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1 V2 [ (2 —0?) 4 sen(a) (uv)
RV2m+n=1r nl m| R

I Rl s e e A LA
n R

o [ [ea] ) 140

A partir das solugoes exatas mostradas acima, podemos construir os estados coerentes

77bnm (u7 U) -

SU(2) definidos na equagao (3.48). Neste caso, a Figura [3.10/ mostra a densidade de
probabilidade. Podemos observar a semelhanga dos estados coerentes SU(2) para o prob-
lema isotropico sem a presenca de campos magnéticos sobre o sistema com os estados
coerentes SU(2) contruidos para o problema na presenca de campos magnéticos. Nota-
mos que este fato ocorre uma vez que recuperamos as solucoes exatas para o problema
com massa constante e consideramos a rotacao nas variaveis. Esta semelhaca nos estados
coerentes SU(2) também sera observada a seguir nos proximos exemplos de fungoes de

transformacao.

Figura 3.10: Densidade de probabilidade para o caso de solugoes polinomiais. Consider-
amos 0s pardmetros dy =dy =c1 =0, co =1, vy =p=wy =q = 1.

Funcoes de transformacao em coordenadas elipticas cilindricas

Como segundo exemplo vamos supor as funcgoes de transformacao em coordenadas
elipticas cilindricas definidas na equacao (3.53), sendo elas escritas como: f(u,v) =
a senh(u) sen(v) e g(u,v) = a cosh(u) cos(v). Neste caso, obtivemos o laplaciano

para o problema sem a influéncia do campo magnético escrito na equacao (3.60) como
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2 _ 2 2 | 92\ 714 : hts ;
Vi, = ~ 2o (20 —cosh(2a)] (0; + 07). Ja o termo vindo do campo magnético sera

a? [cos(2v)2— cosh(2u)] {[a* cos*(v) cosh(u) senh(u) +

+ a”cosh(u) sen®(v) senh(u)] 8, — [— a® cos(v) cosh?(u) sen(v)+

0y —y0y =

2
2 2 _
+ a® cos(v) sen(v) senh®(u)| 0,]} - [cos(2v) —cosh(2u)] X
x {[a*® cosh(u) senh(u)] 8, — [~ a® cos(v) sen(v)] d,} . (3.145)
logo, podemos ver que
2
— cosh
M, v) = a® [cos(2v) — cos (2u)]’ (3.146)
2m0
R(v) = a® cos(v) sen(v), (3.147)
e
S(u) = a* cosh(u) senh(u). (3.148)
Neste caso, o divergente do potencial vetor é
—= By (0R(u,v) 0S(u,v)\
?~A_7( T gy ) =0 (3.149)
o modulo do potencial vetor é
— By 2
‘A‘ = 5 [at cos?(v) sen?(v) + a* cosh®(u) senh?(u)] =
B 2
= 02a /[~ cos(4v) + cosh(4u)], (3.150)
e o campo magnético é dado por
= _ Bo, s 2 2 2
B = Vx A= 7{[@ cosh”(u) + a® senh”(u)]+
2 2 2 2 —-—> BO a2 —-—>
—[a* cos*(v) — a® sen®(v)]} k = ) [cosh(2u) — cos(2v)] k .(3.151)
Neste exemplo de funcoes de transformacao o potencial sera escrito como
1
Vi(u,v) = §m0w2 {[a senh(u) sen(v)]* + [a cosh(u) cos(v)]Q} +
2Bomo\/ cos(4v) + cosh(4u)] (3.152)

2[a cos(2v) — cosh(2u)] ’

e podemos escrever as autofungoes na forma
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1

Yrnlt:0) = T
e {\/5 fcos(a) (a senh(u) sen(v);% + sen(a) (a cosh(u) cos(v))]} )
L {\/5 (—sen(a) (a senh(u) sen(z—g) + cos(a) (a cosh(u) Cos(v))]} )
« eap {_ [[a senh(@g sen(v)]r - [[a cosh(z;%) Cos(v)]r}’ 5153
onde a(T) = —§22T + ¢. Usando as autofungdes mostradas acima, podemos construir os

estados coerentes SU(2) definidos na equacao (3.48). Podemos ver os estados coerentes
SU(2) na Figura 3.11. Consideramos o seguinte conjunto de parametros: L = 20, 7 =
Aexp(i¢p),onde p =7/2, h=A=my=By=e=wij=wy=p=q=c=1,a=5e
T = mw/4. Neste caso, podemos notar uma sequéncia de regioes iguais que determinam
a maior probabilidade. Observamos que isto ocorre devido ao fato que as funcgoes de

transformacao que escolhemos sao periddicas.

10

-10

Figura 3.11: Densidade de probabilidade para o caso de fungoes de transformagao na
forma de coordenadas cilindricas elipticas. Consideramos wi =p =wy =¢q = 1.

Funcoes de transformacao na forma de coordenadas bipolares

Finalmente, como terceiro e tltimo exemplo supomos as funcoes de transformacao
na forma das coordenadas bipolares dadas na equagao (3.63), sendo elas escritas como:
f(u,v) = [a senh(u)] / [cosh(u) — cos(v)] e g(u,v) = [a sen(v)] / [cosh(u) — cos(v)]. Neste

caso, obtivemos o laplaciano escrito na equagao (3.70) na forma V2 = WIM (02+
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92). Para este caso o termo de campo magnético é escrito como

)

o — __ [cos(v) — cos h(u)]? a®[1 — cos(v) osh(u) senh(u
%=y { [[cos(v) — cosh(u)]?[— cos(v) + cosh(u)]

a?

a® sen®(v) senh(u)

" [eos(v) — cosh(u)]?2[— cos(v) + cosh ]} v

[ a®[1 — cos(v) cosh(u) senh(u

[cos(v) —Cosh( )]2[— cos(v )+Cosh( )]

B a® sen*(v) senh(u) _
[cos(v) — cosh(u)]?[— cos(v )+cosh(u)]] au}
_lcos(v) = cos h(u )2

i) [ £z

Com isso, ficamos com
2

M(u,v) = [cos(v) — cosh(u)]?’

) — a® cosh(u) sen(v)
R(u, ) [cos(v) — cosh(u)]?’
S(u,v) = — a? cos(v) senh(u)

[cos(v) — cosh(u)]?

Neste caso, o divergente do potencial vetor é

= _ By [ 2a’cos(v) sen(v) senh(u) = 2 a* sen(v) senh(u)
V-4 2 [ [cos(v) — cosh(u)]? i [cos(v) — cosh(u)]?
2 a? cosh(u) sen(v) senh(u)

[cos(v) — cosh(u)]3

=0,

com o modulo do potencial vetor

- By a* cosh®(u) sen?(v) — a*cos?(v) senh?(u)\
’A‘ 7\/{ [cos(v) — cosh(u)]* * [cos(v) — cosh(u)]4 } B

R

e 0 campo magnético escrito como

B = B[] a® cos(v) cosh(u) 2 a® cos(v) senh?(u)
B = Vxd- 2 {[ [cos(v) — cosh(u)]? [cos(v) — cosh(u)]?
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[cos(v) — Cosh(u)P] ‘9u} (3.154)

(3.155)

(3.156)

(3.157)

(3.158)

(3.159)



a® cos(v) cosh(u) 2 a® cosh(u) sen?(v) .
| )

[cos(v) — cosh(u)]? [cos(v) — cosh(u)]?
_ B {a2 cos(v)[— cos(v) cosh(u) + cosh?(u) — 2 senh2(u)]+
2 [cos(v) — cosh(u)]?
_a?cosh(u)[cos®(v) — cos(v) cosh(u) + 2 sen®(v)] } 2
2 [cos(v) — cosh(u)]?
_ Bo a 7 (3.160)

[cos(v) — cosh(u)]?

Para este terceiro e ultimo exemplo de funcgoes de transformacao, finalizamos com o

potencial

Viwv) = %mowz{[cosﬁ(sc;n—h(co)s@)] [coshcz S>67<§is<v>r}+

¢ Boleos(v) — cosh(u \/ { et e,

[cos(v) cosh(u)]3

_ 3.161
T , (3.161)

e ficamos com as autofuncoes nas variaveis espaciais u e v escritas na forma

1
Yl ) = et Tl
{2 [ () st (el ]}
. 52 [t (Y e (e )]
e {_ {R(co:hs(Z?h—(?os(v))} B {R(cosi(f)nﬁvios(v))] } (3.162)
onde a(T) = —§50T 4 ¢. Podemos construir os estados coerentes SU(2) definidos na

equagao (3.48) usando as autofungoes mostradas acima. Neste caso, a Figura 3.12l mostra
os estados coerentes SU(2). Consideramos os paramentos L = 20, 7 = Aexp (i ¢), onde
p=7/2,h=A=my=By=e=w; =wy=p=qgq=c=a=1eT = n/4. Neste
exemplo, podemos ver que a construgao dos estados coerentes SU(2) sao semelhantes
ao que mostramos no segundo exemplo de solucoes. Aqui, observamos novamente uma
sequéncia de regioes iguais ao longo da variavel espacial v. Notamos que isto ocorre por

causa das func¢oes de transfomacao também serem periddicas.
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Figura 3.12: Densidade de probabilidade para o caso de fungoes de transformac¢ao na
forma de coordenadas bipolares. Consideramos wi =p =ws = q = 1.

3.5 Comentarios

Neste Capitulo iniciamos o estudo do problema de sistemas bidimensionais em que
uma particula com massa constante esta delimitada por um potencial. Usando mudanca
nas variaveis espaciais determinamos sistemas com massa dependente da posicao. Para
isto propusemos trés exemplos de fungoes de transformacao, sendo eles: polinomiais, em
coordenadas elipticas cilindricas e em coordenadas bipolares. No caso em que escolhemos
as funcoes de transformacao na forma polinomial vimos que para a escolha de determina-
dos parametros nos restringimos ao caso das funcoes na forma de coordenadas parabodlicas
cilindricas. Para os trés exemplos construimos os estados coerente SU(2) a fim de fazer
uma possivel andlise limite classico. Para o caso em que consideramos as funcoes de trans-
formacgao na forma polinomial mostramos que mudando o coeficiente no termo de grau
zero, o maximo de probabilidade dividiu-se em duas regioes que se afastaram uma da outra
a medida que aumetamos o valor do paramentro ds. Finalmente, para os casos em que
escolhemos trabalhar com as funcoes de transformagcao na forma de coordenadas elipticas
cilindricas e na forma de coordenadas bipolares mostramos que os estados coerentes SU(2)
determinam uma sequéncia de regioes com maior probabilidade de encontrar a particula.
Observamos que este fato ocorreu por causa das funcoes serem periddicas. Estendemos
nossos estudos analisando o efeito de um campo magnético uniforme sobre o sistema em
estudo. Neste caso, nos restingimos ao problema do oscilador para determinar as solucoes
exatas da equacao de Schrédinger com massa constante. Para determinar as solugoes
exatas fizemos uma transformacao nas variaveis via rotagao dependente do tempo, e em
seguida, construimos os estados coerentes SU(2). Vimos que apesar das solugdes exatas
dependerem do tempo os estados coerentes SU(2) ndo mudam a forma para valores difer-

entes de T'. Neste caso, a trajetoria da particula apresentou o maximo de probabilidade
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na forma de um circulo. Em seguida fizemos uma mudanca nas varidveis espaciais de
modo que escrevemos e equacgao de Schrédinger com massa dependente da posicao. Neste
problema supusemos os trés exemplos de funcoes de transformacao que consideramos no
problema sem a influéncia do campo magnético uniforme. Conhecidas as solucoes exatas
da equagao de Schrodinger construimos os estados coerentes SU(2) para analisar o lim-
ite classico dos sistemas. Observamos que os estados coerentes SU(2) construidos para
os problemas na presenca de campos magnéticos sao semelhantes aos estados coerentes
SU(2) construidos para os problemas isotropicos sem a presenca de campos magnéticos.
Notamos que este fato ocorreu porque recuperamos as solucoes exatas do problema com

massa constante considerando a rotagao nas variaveis.
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Capitulo 4

Ambiguidade de ordenamento na
equacao de Schrodinger com massa
dependente da posicao no caso
bidimensional na presenca de um

campo magnético: um modelo exato

Neste Capitulo vamos estudar o problema de uma particula com massa dependente
da posicao num poco de potencial bidimensional finito, sob a influéncia de um campo
magnético uniforme. Consideramos a ambiguidade de ordenamento quantico. Obtemos as
autofuncoes e as energias para um conjunto de auto-estados e mostramos que considerando

um poco de potencial finito, o sistema possui um conjunto infinito de estados quanticos.

4.1 Introducao

Desde o inicio da fabricagao de nanodispositivos como, por exemplo, pontos quanti-
cos, fios e pocos de potencial, vem aumentando o interesse em solucoes exatas de sistemas
bidimensionais confinados [47]. Além disso, para levar em conta a variacao espacial de
um semicondutor, algumas hamiltonianas efetivas foram propostas incluindo uma massa
dependente da variavel espacial [30} 48]-[52]. Uma consequéncia importante deste tipo de
sistema ¢ que eles se tornam ambiguos no nivel quantico. Lamentavelmente a ambiguidade
de ordenamento quantico ainda é uma das questoes nao solucionadas para problemas da
mecanica quantica. Todavia, sistemas desse tipo sao importantes para modelar algumas
situagoes experimentais como impurezas em cristais [1, 2, 53], a dependéncia de forgas

nucleares na velocidade relativa de dois nucleos |54} 55|, e mais recentemente o estudo de
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hetero-estruturas de semicondutores [3, 4]. Algum tempo atrés, foram discutidas solugoes
exatas de uma classe de sistemas hamiltonianos unidimensionais com ambiguidade de or-
denamento quéantico [5] e uma dependéncia da ambiguidade de ordenamento quéantico [7].
O fato é que o estudo de sistemas com massa dependente da posicao vem despertando
um grande interesse de varios autores ao longo dos tltimos anos [5]-|41],[56]-[64]. Entre-
tanto, a maioria dos trabalhos dedicados ao estudo de sistemas com massa dependente
da posicao trata de problemas unidensionais. Embora, existam sistemas unidimensionais
na presenga de um campo magnético [65]-[67], sentimos a necessidade da andlise de tais
sistemas no caso bidimensional.

Neste Capitulo propomos iniciar o estudo do caso de um sistema com massa depen-
dente da posicao bidimensional sob a influéncia de um poco de potencial usando coorde-
nadas cartesianas. Obtemos as soluc¢oes exatas da equacao de Schrédinger correspondente
e construimos os estados coerentes SU(2). Discutimos o problema da ambiguidade de or-
denamento quantico, e como consequéncia escolhemos um ordenamento particular para
forma do potencial a fim de determinar solucoes exatas. Estendemos nossa proposta a
analise do efeito de um campo magnético uniforme sob o comportamento de uma particula
carregada com massa dependente da posicao confinada no poco de potencial. Restringi-
mos nosso estudo ao caso partitular em que consideramos o campo magnético uniforme
no calibre de Coulomb simétrico.

Este Capitulo esta organizado da seguinte forma: Na secao 4.2/ vamos fazer uma breve
revisdo do trabalho de Souza Dutra e Almeida [5] em que foi discutido o problema da
ambiguidade de ordenamento quantico para um sistema unidimensional. Estendemos
os estudos de de Souza Dutra e Almeida [5] ao sistema bidimensional em que obtemos
as solucoes exatas da correspondente equacao de Schrodinger e construimos os estados
coerentes SU(2). Na sec¢ao 4.3 iniciamos o estudo de um sistema bidimensional em que
a massa de uma particula depende da posicao sob a influéncia de um campo magnético
uniforme. Escrevemos a equacao de Schrodinger efetiva, obtemos as solugoes exatas, e
em seguida construimos os estados coerentes SU(2). Finalmente na se¢ao 4.4 fazemos os

comentarios finais.

4.2 Equacao de Schrodinger efetiva bidimensional em

coordenadas cartesianas

Para iniciar nossa proposta usamos o ordenamento definido por von Ross [64] utilizado

por de Souza Dutra e Almeida [5], para o operador hamiltoniano que no caso do problema
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unidimensional é escrito como
A 1
H =~ (MpMPHMY + MHPMPpM®™) + V (z), (4.1)

onde o operador momento na representacao diferencial é¢ descrito como p = —ih%, M =
M (x) é a massa efetiva dependente da posi¢ao e V() é o potencial. «a, 3 e 7 sdo constantes

arbitrarias de ordenamento tais que satisfazem a relacao

para garantir o limite classico.
Para escrever a hamiltoniana efetiva usamos as propriedades da relagao canonica de
comutacdo no operador de energia cinética MYpMPpMY + M 7pMPHpMe. Deste modo,

operador hamiltoniano efetivo pode ser expresso como

H = i {% — ih(B + 27) ]\]\j;ﬁ — (B + - 1)(]]\\44—22 - ﬁ27%+
+ﬁ—]\; —ih(B + 2a) ]\Aj;ﬁ —Ra(B+a—1) (1]\\4422 - h%% +V(x) =
= el -t 544 - G g+ -+ e a4
—hQM;/ (a+’y)} + V(). (4.3)
Considerando a relacao a + 3 + v = —1 vemos que podemos escrever = —(a + v + 1).

Deste modo, chegamos no operador hamiltoniano efetivo na forma [5]

1 o, ihM
2 M 2 M2

p+U(a,v,z) + V(x), (4.4)

onde U(a,,x) é o potencial efetivo expresso por

h2

4M3

2

Ula,v,x) = a;:i\j —2(a+v+ay) (%) ] : (4.5)

(o +~v)M

Neste caso, a correspondente equacao diferencial pode ser escrita como

h? d2_x h_2 dM/dzx\ diy
dx

" 2 M(x) da? T3 e ) ae T V(z)+U(a,vy,z) — Eltp = 0. (4.6)

Propomos, estender os resultados do trabalho de de Souza Dutra e Almeida [5] ao caso

bidimensional em coordenadas cartesianas, onde a massa M = M(x,y). Neste caso,
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obtemos a seguinte expressao para o operador hamiltoniano efetivo

ih (9P, + %L,
H = 5o (" iy’ o - 5 4.

onde V' (z,y) é o potencial do sistema original, U(«, v, x,y) é o potencial efetivo expresso

()G}

com M, = OM/0x e onde M, = OM/0y. Assim, a hamiltoniana efetiva na equagao (4.7)

pode ser reescrita na notagao vetorial na forma

por

h? M, + M.
Ula,v,x,y) = —m{(a+7)Tw—2(a+7+a7)

H:mﬁ2+%%<v}]\/l>~7+[U(o¢,%x,y)+‘/(x,y)], (4.9)
onde o potencial efetivo
B2 % v\’
Ula,y,2,y) = =57 [(@+7) —— —2(a+y+a7) <7> : (4.10)

Por outro lado, partindo da equacao de Schrodinger

h2
—mv2x+%ff(xvy)X:EX7 (411)
e fazendo a redefinicao
X(z,y) = 7@V p(a,y), (4.12)
temos
OX _ oy (0¥
9r = € Oz + 0y w )
0 0
a—z = ea(x,y) (8—15 + Oy ¢) 5
2 2
% = 7@y {% + 20, g_i + (U:L“x + 0920) w] )
0 0 0
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Assim, obtemos a equagao diferencial (4.11) transformada reescrita como

B2 8% 8% B2 oy B

- 2M<x,y>(ax2+ay2)‘2M<x,y> (2 “ax t oy >+
h2

_QM(:E,y)(

Oz + 0+ 0y +02) 0+ V(z,y)p = By, (4.14)

ou ainda

h2

ey

M) (Vo) - Vo] +

+ {V(az, y) — #ivy) {v%— + (?J)Q] } b = B, (4.15)

tal que o operador hamiltoniano correspondente é dado por

1 —2 0_ . hQ 20 0_2
H= i) M(xy) (Vo) - F+V —QM(%Q)[V +(V)]. (4.16)

Agora, para que a hamiltoniana acima possa ser igual & hamiltoniana da equagoes (4.9),

devemos impor a seguinte condicao

h? i - wh 1
_ LD = M - 4.1
7 Vo T =5V (4.17)
Assim, temos -
M
7 =2 Vo. (4.18)
Se a solucao para a igualdade acima é dada por
o = In(M~Y?), (4.19)

mostramos que

—Q?U_—2(aa +a—07):—2(—Mw—My):vM. (4.20)

P Ay oM 2M M

Neste caso, temos na equagao (4.16) que os termos

VM
(Vo)? 4( 7 ) , (4.21)
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2| M M

) - v 1|wven (Yum)
Vo - T.Vo--ly. YL _< ) _

A=) -5 (4.22)

_ 1(2\4)2 LV

Substituindo as equacoes (4.21) e (4.22) na equagao (4.16), finalmente terminamos com

a hamiltoniana

2
1 ih |1 (VM
H = s 2 M—> _ -
2 M(z,y) " +2M2<€ VPV S5 4(1\4) *
2
L1 vM\ 1veMm||
2\ M 2 M B

o PN T2\ M » (423)

2
1, VM _, v 3(?1\4) VM

sendo que a partir das equagoes (4.12) e (4.19), obtemos a relacdo entre fungoes de onda,

N|=

b= M3 y. (4.24)

Assim, podemos verificar que, partindo da hamiltoniana efetiva dada na equacao (4.9),

chegamos na equacao de Schrodinger efetiva escrita como

R _, 1h _
—op VU Uy e, y) + V@) = B+ 5o (VM) - o =
h? h?
=~V Ulaa) + V) d = BY + 575V M) - (V) = 0(4.25)
2M 2M
de forma que
2
R, |3 (VM V2M
—mv X+ V(x,y)+U(a,7,x,y)+4M 5( N - x = Fx. (4.26)
Com isso, concluimos que se partirmos da equagao de Schrédinger efetiva
R, h? i o

somos levados & equacdo de Schrodinger efetiva apresentada na equagao (4.11), onde o
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potencial efetivo é

2
B2 3\ (VM V2 M
Veff(x,y)—v(af,y)er 2<Oz+7+av+1) (7> —(a+~v+1) i

(4.28)
Para trabalhar com um sistema equivalente com massa constante, podemos escrever

a equacao (4.11) como
h2
— 5V2X + Ueff X = £X7 (429)

onde

2
B2 3\ (VM
Uy =& = M(xay)V(x,y)Jrz 2(a+7+a7+1) <7> +

—(a+~v+1)

] — EM(x,y), (4.30)

com & constante.
Vejamos agora a anélise de um exemplo exatamente soltivel. Tendo em mente a solugao

exata, escolhemos trabalhar com o caso em que a massa varia harmonicamente como

Mz,y) = Mo [1+ 5 (a* +17)] . (4.31)
tal que ,
(VM) =My [ (=2 +97)]. (4.32)
[§]
VZM =2 g M,. (4.33)
Assim, obtemos
Uy =€ = Mo[14+5 (@ +37)| Viwy) = EMo |1+ (a2 +97)| +

S (aiyran s 3 [ ]
« « —
4 K " 4 g 1+ 9 (224 y?)

29
—(a+~vy+1) 520+ } : (4.34)

Para garantir que este exemplo seja exatamente solavel, nos restringimos ao caso em que

escolhemos o ordenamento tal que

a+vy+1=0, (4.35)
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3
a+7+o¢7+120. (4.36)
Neste caso obtemos
a+y=—1, (4.37)
e
3 1 9 1
—1+Z+a(—1—a):—a(a+1)—zl:a —1—04—1—1:0, (4.38)

Portanto, podemos concluir que a raiz do polinémio da equagao (4.38) é

o= —— (4.39)

p— (4.40)

3=0. (4.41)
Assim, ficamos com o ordenamento
1, 1(1_>>(_>1>11_>21
- 2 R : == ) 4.42
ot ? —a\ 7 ? P ZW(p)\/M (4.42)

Neste caso, podemos reescrever o potencial efetivo na forma

EM
09 (22 + 4?). (4.43)

Uepr — & = My [1 + g(fEQ + y2)] V(z,y) — EM, —

Entretanto, o exemplo serd completo somente quando tivermos definido o potencial sob
o qual a particula com massa dependente da posicao esta se movendo. Entao, escolhemos

um potencial anisotrépico representando por

2,.2 2,2
wir” + wiy

Viz,y) = , 4.44
logo obtemos
1 EM
Uegr— & = §M0(wfx2 +w3y*) — EMy — Tog(x2 +9°) =
1
= §M0 [(w% — Eg):z:2 + (w% — Eg)yz] — EM,, (4.45)

85



entao se

§ = EM, (4.46)
logo temos a relagao do espectro de energia

EMy = hy/ (w? — Eq) M (n + %) + hy/ (w3 — Eg) M <m + %) , (4.47)
onde n,m = 0,1,2,3, ... e devemos impor que Fg < w} e Fg < w3 para garantir que o
espectro de energia seja real e as autofuncoes normalizadas. A expressao analitica para
o espectro de energia neste caso é bastante complicada. Contudo, a simulagdo numérica
pode ser feita facilmente. Podemos ver um exemplo deste caso na Figura 4.1 em que
apresentamos os niveis de energia como funcao do nimero quantico n, com m = 0, ..., 5,
para o caso onde wy, = 2 w; e w; = 10. Notemos que aumentando o valor do nimero
quantico o autovalor de energia aproxima-se de um valor limite. Além disso, existe
um limite do niimero quéantico associado ao aumento da frequéncia (ws neste exemplo).
Podemos verificar que a energia converge assintoticamente em n para w?/g. O limite do
ntiimero quantico m pode ser escrito a partir da equagao (4.47) de modo que para Fg & w?

e, vemos que F = w?/g. Assim, temos

2 M, 1
wlg 0 = By /(w2 — w?) M, (m + 5) , (4.48)
que nos leva a
1 2 M,
<m—|— —) - 0 (4.49)
2 h g/ (w3 — wi) Mo
de forma que
2 M, 1
M = It i , (4.50)
My (w3 — wy 2

onde Int[.] é a parte inteira da quantidade entre colchetes. Neste caso, podemos entender
porque a frequéncia do potencial efetivo depende da energia, e para os nimeros quanticos
depois do valor maximo a frequéncia sera imaginaria redefinindo uma funcao de onda
nao normalizavel. Além disso, quando as frequéncias sao iguais, nos restringimos ao caso
do potencial isotropico. Neste caso, os nimeros quanticos sao ilimitados e o sistema
apresenta degenerescéncia. Além disso, podemos notar que quando £ — w?/g, o termo
v/w? — Eg torna-se assintoticamente pequeno, de forma que o ntmero quantico pode
aumentar arbitrariamente, de modo que o produto y/w? — Eg(n+ %) permaneca limitado.

Este comportamento sera confirmado analiticamente abaixo quando nos restringimos ao
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caso do oscilador isotrépico.

En
100[ _sussensrsrsssssasssasasnssssssesssssssssessssesy
05! " '00,..-:::::3:::jjit?????:323:::::: ....
ool e

85* .°

go] .|

75}

701"

10 20 30 40 50 "

Figura 4.1: Comportamento da energia em que aumentamos o numero qudntico n. Aqui,
wy = 2w, wy =10,g=My=h=1em=0,1,2,3,4,5 (0s pontos ficam mais grossos a
medida que vai aumentando m.)

Neste Capitulo também analisamos os estados coerentes SU (2), inicialmente estudados
por Chen at al. [9]-[12]. Para isso, nos restringimos ao caso do potencial isotrépico em

que w1 = wy = w. Deste modo, teremos o potencial

w(z? +y°)
21+ 5@ )]

V(z,y) = (4.51)

A Figura 4.2 mostra a energia potencial do oscilador isotrépico em que consideramos os

parametros w = 1 e g = 1. Neste caso, o espectro de energia sera
E*M§ = h(n +m + 1)*(w* — Eg) M, (4.52)

ou ainda
M0E2 + Qnng - Qnmw2 = 07 (453)

onde Q,,, = h(n +m + 1)2. Assim, obtemos finalmente que

1
E

oL (—Qnmg Q2 P+ AMy? Qnm> . (4.54)
oM,

Analisando o espectro de energia acima, podemos observar que existe uma infinidade
de estados, mostrando que pelo fato da massa crescer quadraticamente, garante-se que
um poc¢o de potencial finito possua um nimero arbitrario de estados quanticos, o que
geralmente é incompativel com este tipo de potencial no caso da massa constante. Isto

pode ser verificado observando que no limite em que os niimeros quanticos tedem a infinito,
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LUQZEQ +w2y2
2[1+2 (22 +42)]

Figura 4.2: Potencial V(x,y) = comw=1eg=1.

temos

w2

limLHoo EL — —, (455)
g
onde L = n + m. Este é precisamente o limite da profundidade do poco de potencial.
Assim, concluimos que um conjunto infinito de estados quanticos sao permitidos neste
arranjo.

Finalmente, construimos os estados coerentes SU(2) [9]-[12]. Como vimos no Capi-
tulo anterior, estes estados apresentam a caracteristica interessante de possuir a mais alta
probabilidade de encontrar a particula precisamente sobre a trajetoria classica do sistema,
correspondente. Além disso, estes estados sao estacionarios, bem como as autofungoes
usuais para os osciladores hamonicos. Entao, decidimos apresentar aqui os estados co-
erentes SU(2) em vez das autofungoes usuais. Vamos ver que estes estados conduzem
a conclusao de que o comportamento deles é muito semelhante ao que acontece com o
oscilador harmonico em duas dimensoes, onde o méaximo de probabilidade tem uma forma
circular. Esta caracteristica dos estados coerentes SU(2) nao é trivial, porque construgoes
semelhantes no caso da distruibuicao de Wigner para o sistema unidimensional em que a
massa da particula depende da posicao, apresentaram um comportamento muito diferente
quando comparados com a distribuicao original do oscilador hamonico, conforme vimos

no Capitulo anterior. Os estados coerentes SU(2) podem ser escritos usando a definigao
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Figura 4.3: Densidade de probabilidade com w = 1.

191-112]

L 1/2
1 L
Oz, y,7) = —— T X (2, 1), 4.56
(,y.7) (1+|T|2)2KZ:%(K> X (2, Y) (4.56)

onde os nimeros quanticos n = pK, m = q(L — K), em que K =0,1,2,...,L e p e q sdo
numeros inteiros. Assim, as autofuncoes sao degeneradas para os L inteiros e positivos. O
parametro complexo 7 = Ae'?, onde ¢ = 7/2, expresso em termos de coordenadas polares
é usado para fazer a conexao com a trajetoria classica. Podemos observar na equacao
(4.56) que os estados coerentes SU(2) sao superposigoes de autoestados degenerados. As

autofuncoes podem ser obtidas a partir da equagao (4.24) de forma que

~1/2
Xnm (T,Yy) = M(mjy_) Hy, @ H, @ X
R 2mtn=1lgnlml R R

e[ (2)- ()] asn

onde R = \/271/(M0\/(w2 — Eg)My).

A Figura 4.3 mostra a densidade de probabilidade para o caso em que consideramos

os paramentros L = 20 e p = ¢ = 1, como foram definidos por Chen e Huang [9]. Usamos
o conjunto de parametros: h = My = A = w = g = 1 de modo que a energia na equagao
(4.54) seja menor que a frequéncia na equacao (4.47). A figura da direita é a projecao da

que aparece na esquerda.
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4.3 Particula com massa dependente da posicao em

um campo magnético

Nesta secao analizamos o efeito de um campo magnético uniforme sobre o comporta-
mento de uma particula carregada com massa dependente da posi¢ao no poco de potencial
introduzido na secao anterior. Para isso, comecamos fazendo uma discussao deste prob-
lema em geral, entao consideramos o caso do campo magnético uniforme no calibre de

Coulomb. Nesta situagao, a hamiltoniana classica ¢ dada por

1 IR
H = —— (5 _¢4 _
M (z,9) (p ¢ > +V(z,y)
. 1 _)2_i - N 6_2—>2
= P 50 (A 7+ A>+2M A+ Vi(,y), (4.58)

onde e é a carga elétrica e X(x, y) é o potencial vetor. Definindo

- A
A= U (4.59)
temos a hamiltoniana reescrita como
H—L%—E(Z> T+ Z>+6—222+V(x ) (4.60)
= oM p 9 p p 5 ' Y)- .

Para a hamiltoniana escrita na equacao (4.60) ja sabemos que o termo de energia cinética
. ’ . _>
tem o ordenamento visto no caso sem a presenga do campo magnético A (x,y). Por outro

lado, o termo linear em P é tal que
- .
A = Aip, + Aypy. (4.61)

Assim, este termo é equivalente a dois operadores unidimensionais do tipo f(z) p., que
foram analizados nos trabalhos dos autores de Souza Dutra e Almeida [5] e de Souza

Dutra |7], onde podemos ver que o ordenamento de um termo unidimensional como

O =5 [f*@)p S @)+ ()1 (2)] (162

pode ser feito usando a relacao e comutacao entre o momento e a variavel espacial e

considerando a relacao a4+ 3 = 1, obtemos o operador

ihdf(z)
2 dw

O = f(x)p (4.63)
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Portanto, podemos concluir que nas coordenadas cartesianas bidimensionais, o ordena-
mento para o termo linear em P na equagao (4.60), adquire a forma
o= (Aaprﬂ + A%p, A0 4 APp, A% + AﬂpyAa> (4.64)

de modo que

A v - h [ 0A, A —= .~ ih —
O = Axﬁxthyﬁy—z—(a +h>:A-7—%(VA):
h— -
- —,AV—%VA. (4.65)

Substituindo a equagao (4.59) na equagao (4.65), finalizamos com

o - A g ihg A 1A o in(V- A VM-A)
0 M 2 M M 2 M M?2 N
hA ih— — ik
= ;MV——MV-A QMQVM (4.66)

Escolhemos trabalhar com o calibre de Coulomb, VA =0 Portanto, ficamos simples-

mente com

v+lﬁvM

2 M?

Vamos supor agora que temos um campo magnético homogéneo na direcao z, sendo

0 campo expresso na forma B = Byz, que pode ser obtido a partir, por exemplo, do

potencial vetor no chamado calibre simétrico [45]

— B

A= 70 (—yi + 7). (4.67)
Neste caso, temos
—  OM oM oM oM
M-A=—A,+—A,= —ux . .
v R Ty (ax( y)+ay:)s) (4.68)

Considerando um caso particular para a massa apresentada com mesma dependéncia

espacial que estudamos na secao anterior, definida como

M(z,y) = My [1+ (a® + 7)) (4.60)
temos Y,
M, =——=M ) 4.
O 0g T ( 70)
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oM

M, =22 — 471
V= 3y 09 Y, (4.71)
isto implica que
VM- A = My|—y(gz) + 2(gy)] = 0. (4.72)
Neste caso, ficamos com
. hA i hh By
O=-+ V== 7 (@0, —y0.). (4.73)

Vejamos o que ocorre com esse operador quando ele é aplicado em uma funcao do tipo
M2y, Assim

x
(:cﬁy—yar)(Ml/Qx) = 2M1/2MyX 2]\41/2]\/[X—i_]wlm(g“9 — y0:) X

x M, —y M,

W X+ M1/2 (ZL' 6y — y@x) X- (4.74)

Substituindo as equagoes (4.70) e (4.71) na equagao (4.74), teremos

x M, —y M,
L o, (4.75)
e portanto
(x 0y — y0y) (Ml/Qx) = MY (2 0y — yoz) x. (4.76)

Assim, podemos concluir que partindo da hamiltoniana dada na equagao (4.58)), somos

levados a equacao de Schrodinger efetiva

h? 9 h?
M : ‘/6 ) ) )
My Y T 2y S [TMG )] T+ Vagse ) v+
ih By ¢? B (2 +y*)
+ x 0y —yox) ¥+ v =FE1, 4.77
My )V SNy )
onde
h? VM V2M
Verp = V(a, )+m 2<a+7+m+4)<M> —(a+~v+1) 7 | (4.78)
de modo a terminarmos em um modelo do tipo
h? 9 ihBye
B Y — P - =F )
oM (x,y) Vi 2M (z,y) (x 0y — yOx) X + Vers(a, v, 2,y) X X (4.79)
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ou ainda 12 B
7 o€
— V2
3V XTT

(2 0y — yOx) x + Uepp(a,v,2,y) X = £ X, (4.80)

onde o potencial efetivo é

2
Uepr =& = V(J:,y)M(x,y)—FhZQ 2(a+7+0z7+2) (@> +

—(a+v+1)

VQM} N e? B?

M 5 (@ +y7) = EM(z,y). (4.81)

Agora, a fim de trabalhar com um modelo com solucoes exatas, consideramos o caso
particular para a massa definida na equacdo (4.69) e o ordenamento usado no caso sem

interagao magnética. Assim

3
a+v+1=0, e a+7+a’y+Z—L:O. (4.82)
Deste modo . .
= —— = —— =0. 4.
a=-3, v=-3 B (4:83)
Com isso, temos
EM,
Uegs =€ = Mo [L+ 5 +92)| Viwy) - EMy - =0 (@ +y?) +
2B2
+0 (22 +y?). (4.84)

Escolhendo o potencial anisotropico como o que apresentamos na equagao (4.44), escrito
wf:c2+w§y2

na forma V(I, y) = W, obtemos
1 e? B? e? B?
; o — =M, 2 E 0 2 2 E 0 2
Uerr — € 5 OKu)l g+—4MO>x +(w2 g+4MO Yo+
—FE M. (4.85)
onde vemos que
e? B2 e? B?
— M 2 0\ .2 2 _p 0,2 _
Ueff 0 le g+ —4M0> x4 (w2 + 1, vy, (4.86)
e
§ = E M. (4.87)
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Portanto, podemos reescrever a equagao diferencial (4.80) como

FLQ 2 Z'hBoe
LY X o

1
(QZ 3y — y@x) X+ ﬁUeffX = EX (488)
0

Neste ponto, duas alternativas de caminhos de solug¢oes podem ser seguidas para obter
as solugoes exatas. Uma delas é trabalhar com coordenadas polares. O outro caminho é o
que vamos seguir aqui em que mantemos as mesmas coordenadas e usamos uma rotagao
via transformagdo dependente do tempo [46]. Assim, concluimos que usando a relagao

(i/h)Et

o =e" x(x,y), podemos trabalhar com a correspondente equagao de Schrodinger

dependente do tempo na forma

do

FL2 2 ihBQG
Voo + E,

2 M, 2 M,

(x@y—y@x)a—k%oUeffJ:ih (4.89)
onde o potencial efetivo U, s esta escrito na equacao (4.86). Um procedimento que pode
ser usado para desacoplar a equagao (4.89) via transformagao dependente do tempo foi
discutido no Capitulo anterior. Entao, considerando o caso do potencial isotropico e,
fazendo procedimento anélogo, chegamos na equagao diferencial de um oscilador isotrépico
bidimensional

_ V2o+Uffa=z'ha—U. (4.90)
2M, ¢ oT '

Agora, determinamos o espectro de energia de uma particula na presenca de um campo

magnético uniforme no calibre simétrico na forma

2B
EMy=h(n+m+1)/(w?—Eg+ =2 M, (4.91)
4 My
onde devemos impor que Fg < w? + ZQTBS para garantir que o espectro de energia seja
real. Neste caso, temos
MoE*+ Qum g E — Qnm | w* + =0, (4.92)
4 My

onde Q. = h(n +m + 1)2. Assim obtemos espectro de energia para o modelo escrito

como

1
~ 2M,

e? BQ

Enm <_Qnmg + \/ 721m 92 + 4‘]\40(*‘)2 Qnm + —F ) ) (493)

4 My

que pode ser reescrito na forma
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onde Q2 = w? + ZQ—AJZ‘;. Devemos impor que Eg < Q2 para garantir que o espectro de
energia seja real. Neste caso, podemos ver que este sistema obedece a equacao (4.54) com
w reescrito como 2. Assim, podemos verificar que o caso com massa constante é obtido
quando levamos o limite onde g = 0, recuperando o espectro de energia do oscilador
harmonico em um campo magnético homogéneo.

Recorrendo a separacao de variaveis usual como
o(X1,Y1,T) = exp <—% ET> X(X1, Y1), (4.95)
temos
i (V) "ET) 4 U "BT
exp | —=— . exp | —=— =
2M, X P 7 ff X exp 7

< (Er) (L), s

de modo que a equagao acima pode ser expressa para os estados estacionarios na forma

h?
——Vx+Uyrx=Ex, (4.97)

2M,
onde y = x(X1,Y)). Usando a separacao de variaveis usual, podemos escrever as auto-

fungoes a partir da equagao (4.24), de forma que

Xom (X1, Y1) = o(X1) ¥(V1) =

= ¢lcos(a)x+ sen(a)y] Y [—sen(a)z + cos(a)y]
_ (M [cos(a) x + sen(a) y, —sen(a)x + cos(a) y])~* "

R V2mtn—lanlm)!
" (\/ﬁ[cos(a)x—l— sen(a) y]) exp | (cos(&)x+ sen(c) y>2] )

8 R R
V2[—sen(a)x + cos(a) v
x H, ( 7 ) X
« exp |- <—sen(a):c];— cos(a) y) ] (4.98)

onde a(T') = —%Tjtc, c é constante arbitréaria de integragao e R = \/277,/(M0« /(2 — Eqg)M,).
Assim, podemos construir os estados coerentes SU(2) que para este caso que podem ser
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Figura 4.4: Densidade de probabilidade com w= 1

escritos usando a defini¢do [9]-[12] na forma

1/2

L
L
Oz,y,7) = 5 Yom (X1, Y1), 4.99
(2.9,7) = (1+|T| A (X1,71) (4.99)

Podemos ver na Figura 4.4’ a densidade de probabilidade para o caso em que consideramos
os paramentros L = 20 e p = ¢ = 1. Usamos o conjunto de parametros: h = My = A =
w=g=c=e=DBy=1 7= Ae'® onde ¢ = 7/2 e T = /4. Notemos neste caso
que o maximo de probabilidade também apresenta uma forma circular e que mesmo as
autofungoes sendo dependentes do tempo, os estados coerentes SU(2) sdo independentes
do tempo. Neste caso, vemos que considerando diferentes valores para o parametro 1T’
o maximo de probabilidade mantém a forma circular ocorrendo deste modo o esperado

conforme discutimos no Capitulo anterior.

4.4 Comentarios

Neste Capitulo apresentamos uma construcao geral de uma classe de sistemas bidi-
mensionais com massa dependente da posicao em coordenadas cartesianas, analizando um
caso exatamente soltivel e discutimos a ambiguidade de ordenamento quantico e algumas
propriedades delas. Em particular, construimos os estados coerentes SU(2) e verificamos
que eles correspondem aos estados estacionarios onde a maior probabilidade esta sobre
uma circunferéncia. Verificamos o efeito de um campo magnético sobre o comportamento
da particula no poco de potencial. Uma caracteristica interessante que observamos é que
o sistema com massa dependente da posicao possui infinitos estados quanticos no poco de
potencial, o que nao acontece no caso de sistemas com massa constante. Construimos os

estados coerentes SU(2) e mostramos que mesmo as autofungoes sendo dependentes do
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tempo, os estados coerentes SU(2) nao dependem do tempo e o maximo de probabilidade
preserva a forma circular. Observamos que os estados coerentes SU(2) construidos para
o problema sob a presenca de campos magnéticos sao semelhantes aos estados coerentes
SU(2) construidos para o problema isotropico sem a presenca de campos magnéticos.
Vimos que este fato ocorreu uma vez que procuramos recuperar as solucoes exatas do
correspondente problema com massa constante considerando a rotacao.Os resultados ap-

resentados neste Capitulo podem ser encontrados na referéncia [14].
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Capitulo 5
Comentarios Finais

Motivados por varios trabalhos presentes na literatura que discutem o problema de
sistemas quanticos em que massa da particula depende da posicao e o problema de sistemas
com limite classico, efetuamos nesta tese um estudo sistemético a respeito de geracao de
solucoes analiticas em sistemas quanticos exatamente soltiveis em que a massa da particula
depende da posicao. Por conseguinte, através das solugoes que obtivemos, construimos as
distribui¢oes para analisar o limite classico para os sistemas estudados.

Nossa ideia central no Capitulo 2, foi gerar uma classe de sistemas quanticos unimen-
sionais com massa dependente da posicao, isoespectrais ao correspondente sistema com
massa constante. Para isto, iniciamos nossos estudos fazendo uma breve revisao do tra-
balho de Chen e Chen [8]. No trabalho deles vimos que podemos fazer a correspondéncia
classico-quantica calculando analiticamente a funcao de distribuicao de Wigner para um
sistema com massa dependente da posicao isoespectral ao correspondente sistema com
massa constante. A equagao de Schrodinger considerada por eles foi escrita a partir de
um determinado ordenamento quantico. Eles construiram a distribuicao de Wigner e
mostraram que ela tem uma forma gaussiana. Foi verificado que aumentando a frequén-
cia do sistema para o caso do estado fundamental, a distribuicao de Wigner aumenta na
direcao no momento linear. No caso dos estados excitados eles mostraram que aumen-
tando os niimeros quanticos a distribuicao de Wigner diminui o tamanho, porém a regiao
central mantém a forma gaussiana.

Propusemos estender os estudo de Chen e Chen [8] pela generalizagdo de uma classe
de sistemas quanticos exatamente soltiveis unidimensionais com massa dependente da
posicao, isoespectrais ao oscilador harmonico. Escrevemos a equacgao de Schrodinger com
um ordenamento diferente do ordenamento escolhido no caso do trabalho deles. Em nossos
estudos, escolhemos alguns exemplos de massa recentemente discutidas na literatura para
determinar as solucoes exatas para os sistemas considerados. Nossos resultados mostraram

que o aumento da frequéncia no potencial efetivo faz com que o mesmo fique mais con-
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finante. Construimos analiticamente as fungoes de distribuicao de Wigner e verificamos
que para o caso do ordenamento que escolhemos, as distribuicoes de Wigner preservam
a forma gaussiana, que aumenta na direcao do momento quando aumenta a frequéncia.
Ja os estados excitados, mostraram diferencas em relagao aos resultados mostrados no
trabalho de Chen e Chen [§]. Um fato surpreendente nesta situagao foi o aparecimento
de regioes com maior concentragao da distribuicao de Wigner do que em volta delas. No-
tamos um comportamento universal da distribuicao de Wigner mesmo quando mudamos
drasticamente a massa com dependéncia na variavel espacial.

Pretendemos dar continuidade neste trabalho e o proximo passo consiste em construir
uma classe de sistemas exatamente soliveis unidimensionais com massa dependente da
posicao, isoespectrais ao atomo de hidrogéneo e ao potencial de Morse. Pretendemos
constuir analiticamente as fungoes de distribuicao de Wigner para fazer a correspondéncia
classico-quantica.

Por outro lado, no Capitulo 13/ estendemos nossa proposta ao problema de sistemas
quanticos bidimensionais em que a massa da particula depende da posicao. Neste caso,
iniciamos nossos estudos a partir de uma equacao de Schrodinger com massa constante.
Através de uma mudanca nas variaveis espaciais determinamos um sistema em que a
massa depende da posi¢ao. Consideramos alguns exemplos de funcoes de transformacgao,
sendo eles: na forma polinomial, em coordenadas elipticas cilindricas e em coordenadas
bipolares para obter as solucoes exatas para o sistema em estudo. Obtida as solugoes
exatas escolhemos construir os estados coerentes SU(2) a fim de analisar o limite classico
para o sistema. Para isto, fizemos uma breve revisao do trabalho de Chen e Huang [9]. Vi-
mos que os autores mostraram a eficacia dos estados coerentes SU(2) para fazer a conexao
classico-quantica entre as funcoes de ondas e a trajetoria classica do oscilador harmonico
bidimensional. Para a nossa proposta, mostramos que os estados coerentes SU(2) de-
terminam diferentes regioes com maior probabilidade de encontrar a particula. No caso
que escolhemos as funcoes de transformacao na forma polinomial vimos que a escolha
de alguns coeficientes nos restringiram ao caso das solug¢oes em coordenadas parabolicas
cilindricas. Ainda neste exemplo de fun¢oes de transformacao mostramos que mudando
o coeficiente do termo de grau zero (ds), o maximo de probabilidade dividiu-se em duas
regioes que se afastam uma da outra & medida que aumentamos o valor do parametro.
Vimos que escolhendo as solugoes reais na forma de coordenadas elipticas cilindricas ou
coordenadas bipolares mostramos que os estados coerentes SU(2) determinam uma se-
quéncia de regioes com maior probabilidade. Neste caso, notamos que isto ocorreu devido
ao fato de que as fungoes de transformacao eram periodicas. Procuramos estender nossos
estudos analisando o efeito de um campo magnético uniforme sob o comportamento de

uma particula com massa dependente da posicao no poco de potencial mapeavel no os-
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cilador. Neste caso, obtivemos as solugoes exatas da equacao de Schrodinger com massa
constante fazendo um transformacao nas variaveis espaciais via rotacao dependente do
tempo. A partir da solugoes exatas construimos os estados coerentes SU(2). Vimos que
a trajetoria da particula apresentou o maximo de probabilidade na forma de um circulo.
Em seguida, procuramos fazer uma mudanga nas variaveis espaciais e usamos os mesmos
exemplos de fun¢oes de transformacao escolhidas no estudo do problema sem a influéncia
de um campo magnético. Conhecidas as solugoes exatas da equacao de Schrodinger para
o problema sob a influéncia de um campo magnético, escolhemos construir os estados
coerentes SU(2). Vimos que apesar das autofuncoes serem dependentes do tempo, os
estados coerentes SU(2) nao dependem do tempo.

Finalmente no Capitulo 4 encerramos nossos estudos e propusemos a analise da am-
biguidade de ordenamento quantico para sistemas exatamente soliveis bidimensionais com
massa dependente da posi¢ao. Iniciamos este Capitulo com uma breve revisao do trabalho
de Souza Dutra e Almeida [5] em que foi discutido o problema do ordenamento quantico
para sistemas exatamente soliveis unidimensionais com massa dependente da posicao.
Estendemos os resultados obtidos pelos autores ao problema bidimensional. Verificamos
o efeito de um campo magnético sobre o sistema e construimos os estados coerentes SU(2).
Nossos resultados mostraram que os estados coerentes determinam o maximo de proba-
bilidade da forma circular e que mesmo o pacote de ondas sendo estacionario os estados
coerentes SU(2) nao dependem do tempo, ocorrendo deste modo o esperado conforme
mostramos no Capitulo anterior.

Pretendemos dar continuidade neste trabalho. O proximo passo consiste em analisar

o efeito do potencial de Morse sobre o sistema em estudo e construir os estados coerentes
SU(2).

100



Referéncias Bibliograficas

1]

2|

13l

[4]

[5]

[6]

17l

18]

19]

[10]

[11]

LUTTINGER, J. M.; KOHN, W. Motions of electrons and holes in perturbed periodic
fields. Physical Review. v.97, n. 4, p.869-883, 1955.

SLATER, J. C. Electrons in perturbed periodic lattices. Physical Review. v.76,
p.1592-1601, 1949.

BASTARD, G. Wave mechanics applied to semiconductor heterostructure.
New York: Halsted, 1988.

WEISBUCH, C.; VINTER, B. Quantum Semiconductor Heterostructures.
New York: Academic Press, 1993.

de SOUZA DUTRA, A.; ALMEIDA, C. A. S. Exact solvability of potencials with
spatially dependent effective masses. Physics Letters A. v.275, p. 25-30, 2000.

de SOUZA DUTRA, A.; HOTT, M.; ALMEIDA, A. S. Remarks on supersymmetry of
quantum systems with position-dependent effective masses. Europhysics Letters,
v.62, p. 8-13, 2003.

de SOUZA DUTRA, A. Ordering ambiguity versus representation. Journal of
Physics A: mathematical and general. v.39, p.203-208, 2006.

CHEN, Z.; CHEN, G. Wigner function on the position-dependent effective
Schroedinger equation. Physica Scripta. v.73, p.354-358, 2006.

CHEN, Y. F.; HUANG, K. F. Vortex structure of quantum eigenstates and classical
periodic orbits in two-dimensional harmonic oscillators. Journal of Physics A:
mathematical and general. v.36, p.7751-7760, 2003.

CHEN, Y. F.; HUANG, K. F. Vortex formation of coherent waves in nonseparable
mesoscopic billiards. Physical Review E. v.68, p. 066207, 2003.

CHEN, Y. F. et al. Observation of quantum-classical correspondence from high-order
transverse patterns. Physical Review A. v.68, p.043803, 2003.

101



[12] CHEN, Y. F. et al. Wave representation of geometrical laser beam trajectories in a
hemiconfocal cavity. Physical Review A, v.69, p. 053807, 2004.

[13] de SOUZA DUTRA, A.; de OLIVEIRA, J. A. Wigner distribution for a class
of isospectral position-dependent mass systems. Physica Scripta. v.78, p.035009,
2008.

[14] de SOUZA DUTRA, A.; de OLIVEIRA, J. A. Two-dimensional position-dependent
massive particles in the presence of magnetic fields. Journal of Physics A: math-
ematical and theoretical. v.42, p.025304, 2009.

[15] WIGNER, E. On the quantum correction for thermodynamic equilibrium. Physical
Review. v.40, p.749-759, 1932.

[16] HILLERY, M. et al. Distribution functions in physics: Fundamentals. Physics Re-
ports. v.106, p. 121-167, 1984.

[17] GALVAO, E. F. Discrete Wigner functions and quantum computational speedup.
Physical Review A. v.71, p.042302, 2005 .

[18] TERRANEO, M. et al. Quantum computation and analysis of Wigner and Husimi
functions: toward a quantum image treatment. Physical Review E. v.71, p. 066215,
2005.

[19] CHRUCINSKI, D.; MLODAWSKI, K. Wigner function and Schrodinger equation in
phase-space representation. Physical Review A. v.71, p.052104, 2005.

[20] JIA, C. S. et al. Position-dependent effective mass Schrodinger equations for PT-
symmetric potentials. Journal of Mathematical Chemistry . v. 43, no.2, p.
435-446, 2008.

[21] JIA, C.S.; de Souza Dutra, A. Extension of PT-symmetric quantum mechanics to the
Dirac theory with position-dependent mass. Annals of Physics. v.323, p.566-579,
2008.

[22] SCHMIDT, A. G. et al. Quantum wave packet revival in two-dimensional circular
quantum wells with position-dependent mass. Physics Letters A. v.372, p.2774-
2781, 2008.

[23] BAGCHI, B. Position-dependent mass models and their nonlinear characterization.
Journal of Physics A: mathematical and theoretical. v.40, p.F1041-F1045,
2007.

102



[24] CRUZ y CRUZ, S. C. et al. Classical and quantum position-dependent mass harmonic
oscilators. Physics Letters A. v.369, p. 400-406, 2007.

[25] SCHMIDT, A. G. Wave-packet revival for the Schrédinger equation with position-
dependent mass. Physics Letters A. v.353, p.459-462, 2006.

[26] QUESNE, C. First-order intertwining operators and position-dependent mass
Schrodinger equations in d dimensions. Annals of Physics. v.321, p.1221-1239,
2006.

[27] JIA, C. S.; de SOUZA DUTRA, A. Position-dependent effective mass Dirac equa-
tions with PT-symmetric and non-PT-symmetric potentials. Journal of Physics
A: mathematical and general. v.39, p.11877-11887, 2006.

[28] de SOUZA DUTRA, A.; JIA, C. S. Classes of exact Klein-Gordon equations with spa-
tially dependent masses: regularizing the one-dimensional inversely linear potential.
Physics Letters A. v.352, p.484-487, 2006.

[29] PLASTINO, A. R. et al. Supersymmetric approach to quantum systems with
position-dependent effective mass. Physical Review A. v.60, n.6, p. 4318-4325,
1999.

[30] CAVALCANTE, F. S. A. et al. Form of the quantum kinetic-energy operator with
spatially varying effective mass. Physical Review B. v.55, p.1326-1328, 1997.

[31] CHEN, G.; CHEN, Z. D. Exact solutions of the position-dependent mass Schrodinger
equation in D dimensions. Physics Letters A. v.331, p.312-315, 2004.

[32] STAHLHOFEN, A. A. Susy, Gauss, Heun and physics: a magic square? Journal of
Physics A: mathematical and general. v.37, p.10129-10138, 2004.

[33] BAGCHI, B. et al. A general scheme for the effective-mass Schrodinger equation and
the generation of the associated potentials. Modern Physics Letters A. v.19, no.
37, p.2765-2775, 2004.

[34] BENCHEIKH, K. et al. The extended Thomas-Fermi kinetic energy density func-
tional with position-dependent effective mass in one dimension. Journal of Physics
A: mathematical and general. v.37, p.10719-10725, 2004.

[35] YU, J. A; DONG, S. H. Exactly solvable potentials for the Schrédinger equation with
spatially dependent mass. Physics Letters A, v.325, p.194-198, 2004.

103



[36]

[37]

38

[39]

40]

|41

[42]

[43]

[44]

[45]

[46]

47]

48]

QUESNE, C.; TKACHUK, V. M. More on a SUSYQM approach to the harmonic os-
cillator with nonzero minimal uncertainties in position and/or momentum. Journal
of Physics A: mathematical and general. v.37, p.10095-10113, 2004.

OU, Y. C. at al. Energy eigenvalues for the systems with position-dependent effective
mass. Journal of Physics A: mathematical and general. v.35, p.4283-4288,
2004.

KOC, R.; TUTUNCULER, H. Exact solution of position dependent mass Schrodinger
equation by supersymmetric quantum mechanics Annalen der Physik. v.12, p.684-
691, 2003.

ALHAIDARI, A. D. Solutions of the nonrelativistic wave equation with position-
dependent effective mass. Physical Review A. v.66, p. 042116, 2002.

ROY, B.; ROY, P. A Lie algebraic approach to effective mass Schrodinger equations.
Journal of Physics A: Mathematical and General. v.35, p.3961-3969, 2002.

de SOUZA DUTRA, A. et al. Time-dependent non-Hermitian Hamiltonians with
real energies. Europhys Letters. v.71, p.166-171, 2005.

GRADSHTEYN, I. S; RYZHIK, I. M. Table of integrals: series and products.
New York: Academic, 1980.

ARFKEN, G. Mathematical methods for physicists. 2.ed. New York: Academic
press, 1970.

LANDAU, L.; LIFSCHITZ, E. Fisica teorica. vol.3, tomo 1. Moscou: Mir, 1985.

SAKURAI, J. J. Advanced quantum mechanics. Redwood: Addison-Wesley,
1967.

de SOUZA DUTRA, A.; CHEN, B. K. Feynmans propagator for a charged particle
with time-dependent mass in a crossed time-varying electromagnetic field. Physical
Review A. v.39, p.5897-5902, 1989.

ALHASSID, Y. The statistical theory of quantum dots. Reviews of Modern
Physics. v.72, n. 4, p.895-968, 2000.

BENDANIEL, D. J.; DUKE, C. B. Space-charge effects on electron tunneling. Phys-
ical Review B. v.152, p.683-692, 1966.

104



[49] ZHU, Q. G.; KROEMER, H. Interface connection rules for effective-mass wave func-
tions at an abrupt heterojunction between two different semiconductors. Physical
Review B. v.27, n.6, p.3519-3527, 1983.

[50] GORA, T.; WILLIAMS, F. Theory of electronic states and transport in graded mixed
semiconductors. Physical Review. v.177, p.1779-1182, 1969.

[51] BASTARD, G. Superlattice band structure in the envelope-function approximation.
Physical Review B. v.24, p.5693-5697, 1981.

[52] LI, T. L.; KUHN, K. J. Band-offset ratio dependence on the effective-mass Hamilto-
nian based on a modified profile of the GaAs-AlxGal-xAs quantum well. Physical
Review B. v.47. p.12760-12770, 1993.

[53] WANNIER, G. H. The structure of electronic excitation levels in insulating crystals.
Physical Review. v.52, p.191-197, 1957.

[54] ROJO, O.; LEVINGER, J. S. Integrated cross section for a velocity-dependent po-
tential. Physical Review. v.123, p.2177-2179, 1961.

[55] RAZAVY, M. et al. Analytical solutions for velocity-dependent nuclear potentials.
Physical Review. v.125, p.269-272, 1962.

[56] QUESNE, C. Oscillator-Morse-Coulomb mappings and algebras for constant or
position-dependent mass. Journal of Mathematical Physics. v.49, p.022106,
2008.

[57] QUESNE, C. Spectrum generating algebras for position-dependent mass oscillator
Schrodinger equations. Journal of Physics A: mathematical and theoretical.
v.40, p.13107-13120, 2007.

[58] CARINENA, J. F. et al. A quantum exactly solvable non-linear oscillator with quasi-
harmonic behaviour. Annals of Physics. v.322, p. 2249, 2007.

[59] GANGULY, A.; NIETO, L. M. Shape-invariant quantum Hamiltonian with position-
dependent effective mass through second-order supersymmetry. Journal of Physics
A: mathematical and theoretical. v.40, p.7265-7281, 2007.

[60] MUSTAFA, O.; MAZHARIMOUSAVI, S. H. Complexified von Roos Hamiltonians
n-weak-pseudo-Hermiticity, isospectrality and exact solvability. Journal of Physics
A: mathematical and theoretical. v.41, p.244020, 2008.

105



[61]

62]

63]

|64]

|65]

[66]

67]

TANAKA, T. N-fold supersymmetry in quantum systems with position-dependent
mass. Journal of Physics A: mathematical and general. v.39, p.219-234, 2006.

KOC, R. et al. Scattering in abrupt heterostructures using a position dependent mass
Hamiltonian. European Physical Journal B. v.48, p.583-586, 2005.

KUZEMSKY, A. L. Works by D. 1. Blokhintsev and the Development of Quantum
Physics. Physics of particles and nuclei. v.39, p.137-172, 2008.

von ROSS, O. Position-dependent effective masses in semiconductor theory. Physical
Review B. v.27, no.12, p.7547-7552,1983.

CHENG, B. K.; de SOUZA DUTRA, A. Propagator for a harmonically bound
charged particle in a constant magnetic field and with the vector potential of a
solenoid. Physics Letters A. v.123, p.105-109, 1987.

de SOUZA DUTRA, A.; de SOUZA, C. F.; de ALBUQUERQUE, L. C. The propa-
gator for a charged oscillator with a time-dependent mass in a time-varying electro-
magnetic field. Physics Letters A. v.156, p.371-376 , 1991.

ABDALLA, M. S.; CHOI, J. R. Propagator for the time-dependent charged oscillator
via linear and quadratic invariants. Annals of Physics. v.322, p.2795-2810, 2007.

106



Livros Gratis

( http://www.livrosgratis.com.br )

Milhares de Livros para Download:

Baixar livros de Administracao

Baixar livros de Agronomia

Baixar livros de Arquitetura

Baixar livros de Artes

Baixar livros de Astronomia

Baixar livros de Biologia Geral

Baixar livros de Ciéncia da Computacao
Baixar livros de Ciéncia da Informacéo
Baixar livros de Ciéncia Politica

Baixar livros de Ciéncias da Saude
Baixar livros de Comunicacao

Baixar livros do Conselho Nacional de Educacdo - CNE
Baixar livros de Defesa civil

Baixar livros de Direito

Baixar livros de Direitos humanos
Baixar livros de Economia

Baixar livros de Economia Doméstica
Baixar livros de Educacao

Baixar livros de Educacdo - Transito
Baixar livros de Educacao Fisica

Baixar livros de Engenharia Aeroespacial
Baixar livros de Farmacia

Baixar livros de Filosofia

Baixar livros de Fisica

Baixar livros de Geociéncias

Baixar livros de Geografia

Baixar livros de Histdria

Baixar livros de Linguas



http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1

Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo



http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1

