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de OLIVEIRA, J. A. Geração de soluções analíticas em sistemas quânticos com
massa dependente da posição e funções de distribuição com limite clássico. 106
f. Tese (Doutorado em Física) - Faculdade de Engenharia do Campus de Guaratinguetá,
Universidade Estadual Paulista, Guaratinguetá, 2009.

Resumo
A busca por soluções exatas para sistemas quânticos vem despertando o interesse de

muitos autores ao longo das décadas. Em particular para soluções que apresentam limite
clássico. Nesta tese buscamos fazer um estudo sistemático da geração de soluções analíti-
cas para uma classe de sistemas quânticos exatamente solúveis com massa dependente da
posição. Analisamos o efeito da presença de campos magnéticos sobre alguns sistemas,
discutimos o problema da ambiguidade de ordenamento quântico e apresentamos possíveis
limite clássico para os sistemas em estudo.

Palavras-chave: Massa dependente da posição, função de distribuição de Wigner, esta-
dos coerentes SU(2) e campo magnético uniforme.
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de OLIVEIRA, J. A. Generation of analytic solutions in quantum systems with
position-dependent masses and distribution functions with limit classical. 106
f. Tese (Doutorado em Física) - Faculdade de Engenharia do Campus de Guaratinguetá,
Universidade Estadual Paulista, Guaratinguetá, 2009.

Abstract
The search for exact solutions of quantum systems has been raising the interest of

many authors along the decades. Particularly for �nding solutions that present classical
limit. In this thesis we make a systematic study of the generation of analytic solutions for
a class of quantum exactly solvable systems with position-dependent masses. We analyze
the e�ect of the presence of magnetic �elds on some of those systems. We discuss the
problem of the ordering quantum ambiguity and present possible classical limit for the
systems considered.

Keywords: Position dependent mass, distribution of Wigner functions, coherent states
SU(2) and uniform magnetic �eld.
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Capítulo 1

Introdução

Desde o início dos estudos de sistemas quânticos, a procura por soluções exatas para
sistemas com massa dependente da posição tem despertado o interesse de muitos autores.
Uma característica importante deste tipo de sistema é que eles se tornam ambíguos no
nível quântico. Contudo, são muito importantes para descrever alguns problemas experi-
mentais como impurezas em cristais [1, 2] e o estudo de hetero-estruturas de semicondu-
tores [3, 4].

A ambiguidade de ordenamento quântico e suas propriedades de�nem um foco de
grande interesse nos sistemas em que a massa de uma partícula depende da posição, dada
sua importância na Física teórica. Há alguns anos foram discutidas soluções exatas de
uma classe de sistemas hamiltonianos unidimensionais com ambiguidade de ordenamento
quântico, conforme foi mostrado pelos autores de Souza Dutra e Almeida [5]. Naquele
trabalho os autores propuseram analisar alguns exemplos de massa em função da variável
espacial para determinar as soluções exatas para o sistema analisado. Ademais, os autores
demonstraram que os operadores com dependência linear no momento não são ambíguos.
Posteriormente, de Souza Dutra, Hott e Almeida [6] �zeram uma análise supersimétrica
e mostraram uma conexão destes sistemas com aqueles com massa constante. Depois, de
Souza Dutra [7] mostrou uma dependência da ambiguidade de ordenamento quântico com
relação à representação escolhida.

Por outro lado, um outro problema importante no ponto de vista da mecânica quântica
é aquele associado ao seu limite clássico, sobretudo para sistemas hamiltonianos tais
que a massa de uma partícula depende da posição e está con�nada em um poço de
potencial. Uma proposta interessante para realizar a correspondência clássica-quântica
foi mostrada por Chen e Chen [8]. A proposta deles consistiu em calcular a função
de distribuição de Wigner para um sistema unidimensional do tipo que obedece a uma
equação de Schrödinger com massa dependente da posição, isoespectral ao correspondente
sistema com massa constante. Naquele trabaho, a equação de Schrödinger foi escrita a
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partir de um determinado ordenamento. A função de distribuição de Wigner foi obtida
analiticamente e foi mostrado que ela apresenta a forma de uma gaussiana.

Um outro caminho bastante interessante para mostrar a correspondência clássico-
quântica foi mostrado no trabalho de Chen e Huang [9]. Os autores buscaram a conexão
entre as soluções da equação de Schrödinger no caso do oscilador harmônico bidimensional
e as órbitas clássicas do sistema correspondente, usando a representação dos estados
coerentes SU(2). A partir da construção das autofunções os resultados mostrados naquele
trabalho foram analisados associando as propriedades de densidade de probabilidade com
a correspondente órbita clássica periódica, sendo ela representada pela �gura de Lissajous.
Outros trabalhos também foram realizados usando a representação dos estados coerentes
SU(2). Por exemplo, Chen e Huang [10] usaram os estados coerentes SU(2) na análise
da formação de vórtices associados a órbitas clássicas periódicas em um bilhar quântico
equivalente a um triângulo equilátero. Outro trabalho interessante é aquele em que é
feita a observação experimental do formalismo dos padrões transversais em um laser com
um alto grau de frequências degeneradas, conforme foi mostrado por Chen et al [11].
Mais recentemente Chen et al [12] usaram os estados coerentes SU(2) para explicar as
trajetórias geométricas periódicas em uma cavidade semi-confocal de um laser.

Nesta tese apresentamos os trabalhos de Souza Dutra e de Oliveira [13, 14], que
nortearam o nosso projeto de pesquisa e que estuda a geração de soluções analíticas em
sistemas quânticos exatamente solúveis com massa dependente da posição e funções de
distribuição com limite clássico. Inicialmente atacamos estes problemas gerando soluções
analíticas. Em seguida procuramos determinar o limite clássico para os sistemas em dis-
cussão.

Este trabalho está organizado da seguinte forma: No Capítulo 2 propomos construir
uma classe de sistemas exatamente solúveis unidimensionais com massa dependente da
posição, e em particular, consideramos o caso que são isoespectrais ao oscilador harmônico.
Construímos as distribuições de Wigner para analisar o limite clássico. No Capítulo
3 estendemos nossos estudos ao caso de sistemas exatamente solúveis bidimensionais.
Fazemos uma mudança nas variáveis espaciais para obter as soluções exatas e veri�camos o
efeito de um campo magnético uniforme sobre o sistema. Construímos os estados coerentes
SU(2) para analisar o limite clássico. No Capítulo 4 fazemos o estudo da ambiguidade de
ordenamento quântico em um sistema exatamente solúvel bidimensional. Veri�camos o
efeito de um campo magnético uniforme sobre o sistema e construímos os estados coerentes
SU(2). Finalmente no Capítulo 5 fazemos os comentários �nais.
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Capítulo 2

Distribuição de Wigner para uma classe
de sistemas isoespectrais
unidimensionais com massa dependente
da posição

Neste Capítulo vamos mostrar a generalização de uma classe de sistemas quânticos
exatamente solúveis com massa dependente da posição, os quais são isoespectrais a um
dado sistema com massa constante. Construímos as distribuições de Wigner para três
exemplos de massa que são isoespectrais ao oscilador harmônico. Finalmente, discutimos
um possível comportamento geral para estes sistemas.

2.1 Introdução
Desde o início dos estudos da mecânica quântica a comparação entre predições quân-

ticas com as clássicas tem sido importante. Uma ferramenta muito interessante que tem
despertado o interesse de vários autores com a �nalidade de executar esta tarefa é chamada
função de distribuição de Wigner [15], uma vez que o valor esperado de operadores podem
ser comparados com a órbita clássica de um sistema. A investigação da função de Wigner
em equações quânticas não relativísticas usuais com massa constante tem sido feita em
um grande número de trabalhos na literatura [16]-[19]. Além disso, nos últimos anos um
grande número de trabalhos vem desenvolvendo o estudo da distribuição de Wigner em
sistemas com massa dependente da posição [6]-[8],[20]-[41]. As aplicações de sistemas com
massa dependente da posição são várias. Eles podem descrever, por exemplo, a dinâmica
quântica de elétrons em semicondutores [3]. Em particular, Chen e Chen [8] analisaram
a distribuição de Wigner para um caso especial da equação de Shroedinger com massa
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dependente da posição.
Propomos estender os estudos de Chen e Chen [8], construindo a generalização de uma

classe de sistemas com massa dependente da posição, tais que são isoespectrais a um po-
tencial exatamente solúvel com massa constante. Como exemplo, vamos aplicar o método
ao problema do oscilador harmônico, uma vez que este problema nos permite construir as
funções de Wigner para uma grande classe de sistemas. Vamos analisar nossos resultados
em relação aos obtidos no trabalho de Chen e Chen [8] e vamos comentar algumas diferen-
ças em relação ao resultado deles, relacionados a ambiguidade de ordenamento quântico
[5, 6].

Este Capítulo está organizado da seguinte forma: Na seção 2.2 vamos fazer uma breve
revisão do trabalho de Chen e Chen [8]. Na seção 2.3 propomos construir o mapeamento
para uma classe de sistemas quânticos exatamente solúveis com massa dependente da
posição isoespectrais ao oscilador harmônico. Na seção 2.4 vamos estudar alguns casos
especiais de massas dependentes da posição que foram estudadas na literatura, particular-
mente em um dos casos considerados vamos analisar a massa usada nos estudos de Chen e
Chen [8] para construir as distribuições de Wigner. Em todos os exemplos, consideramos o
caso dos potenciais isoespectrais ao oscilador harmônico. Finalmente na seção 2.5 fazemos
os comentários.

2.2 Equação de Schrödinger em que a massa depende
da posição e função de Wigner

Os estudos de Chen e Chen [8] iniciaram com uma equação de Schrödinger para o
problema de uma partícula com massa dependente da posição descrita através de uma
determinada escolha de ordenamento quântico [5, 6]. Neste caso a equação de Schrödinger
foi de�nida como

− ~2

2m(x)

[
d2ψ(x)

dx2
− m′(x)

m(x)

dψ(x)

dx

]
+ V (x) ψ(x) = E ψ(x), (2.1)

onde m(x) é a massa e V (x) é o potencial exatamente solúvel. Considerando o caso da
massa analisada nos trabalhos de Souza Dutra e colaboradores [6] e Plastino e colabo-
radores [29], escrita como

m(x) =

(
ω + x2

1 + x2

)2

, (2.2)

eles mostraram que existem soluções exatas para o potencial

V (x) =
σ2

4
[x + (ω − 1) arctan (x)]2 +

ω − 1

2(ω + x2)4

[
3x4 + (4− 2ω)x2 − ω

]
, (2.3)
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onde ω é a frequência e σ é uma constante arbitrária. Foi observado que fazendo ω = 1 o
potencial acima �ca reescrito como

V (x) =
σ2

4
x2, (2.4)

onde podemos ver que este sistema corresponde ao oscilador harmônico. A Figura 2.1
mostra o potencial em que Chen e Chen [8] escolheram o parâmetro σ = 1 e diferentes
valores para a frequência.

-4 -2 0 2 4
x

0

2

4

6

8

V

Figura 2.1: Chen e Chen (2006). Potencial com σ = 1. Em linha ω = 0.5, tracejado
ω = 1 e pontilhado ω = 1.5.

Fazendo a mudança na variável espacial na forma

u =

∫ x √
2 m(z) dz, (2.5)

e rede�nindo as autofunções
ψ(u) = m(u)1/4 ϕ(u), (2.6)

os autores [8] mostraram que a equação de Schrödinger pode ser reescrita como

− d2 ϕ(u)

d u2
+ U(u) ϕ(u) = E ϕ(u). (2.7)

onde o potencial efetivo é dado por

U(u) = V (u)− 1

8m

[
m′′

m
− 7

4

(
m′

m

)2
]

. (2.8)
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Substituindo a equação (2.2) na equação (2.5) foi mostrado que

u = x + (ω − 1) arctan(x), (2.9)

e o potencial efetivo pode reescrito como

U(u) =
σ2

4
u2. (2.10)

Para o potencial efetivo dado na equação (2.10), os autovalores são

En =
σ

2

(
n +

1

2

)
, (2.11)

e as autofunções são

ϕn(u) =

( √
σ/2√

π 2n n!

)1/2

e−σu2/4Hn

(√
σ

2
u

)
, (2.12)

onde Hn são polinômios de Hermite de ordem n. Em particular, fazendo n = 0 podemos
escrever as autofunções do estado fundamental

ϕ0(u) =
( σ

2π

)1/4

e−σu2/4. (2.13)

Assim, a função de distribuição de Wigner no espaço de fase (u, p) pode ser calculada
usando a de�nição [15]

W (u, p) =
1

π

∫ ∞

−∞
dz ϕ∗(u− z)e2 i p zϕ(u + z). (2.14)

Chen e Chen [8] usaram a função de distribuição de Wigner a �m de determinar regiões
de maior probabilidade. Neste caso, substituindo a equação (2.13) na equação acima, a
distribuição de Wigner para o estado fundamental, é escrita como

W (u, p) =
1

π
e−

σ
2 (u2+4p2/σ2), (2.15)

que pode ser reescrita na variável x substituindo a equação (2.9) na equação (2.15) de
forma que

W (x, p) =
1

π
e−

σ
2

{
[x + (ω − 1) arctan(x)]2 + 4p2/σ2

}
. (2.16)

Podemos ver a distribuição de Wigner para o estado fundamental na Figura 2.2, em
que Chen e Chen [8] escolheram diferentes valores para ω e σ = 2. As �guras da direita
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são projeções das �guras da esquerda. Foi observado que a distribuição de Wigner tem
a forma de uma Gaussiana. Os resultados deles mostraram também que aumentando a
frequência, a distribuição de Wigner se estende na direção do momento p.
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Figura 2.2: Chen e Chen (2006). Distribuição de Wigner para o estado fundamental com
σ = 2. ω = 0, 5 em a e b, ω = 1, 5 em c e d.

Para os estados excitados, a função de Wigner é escrita substituindo a equação (2.12)
na equação (2.14), de modo que �camos com

W (u, p) =
(−1)n

π
e−(α2u2+p2/α2)Ln

[
2

(
α2u2 +

p2

α2

)]
, (2.17)

onde Ln são polinômios de Laguerre. A equação (2.17) pode ser reescrita na variável x

substituindo a equação (2.9) na equação acima. Assim

W (x, p) =
(−1)n

π
e−α2{[x+(ω−1) arctan(x)]2−p2/α2} ×

×Ln

{
2α2 [x + (ω − 1) arctan(x)]2 +

2p2

α2

}
. (2.18)

A Figura 2.3 mostra os estados excitados em que Chen e Chen [8] escolheram o conjunto
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de parâmetros ω = 0, 5, σ = 2 e diferentes valores para n. Foi observado para os estados
excitados que aumentado o valor de n o pacote de ondas não modi�ca sua forma, porém
diminui seu tamanho.

a

-2

0

2
x

-2

0

2

p

-0.2

0

0.2

0.4

-2

0

2
x -1 -0.5 0 0.5 1

x

-1

-0.5

0

0.5

1

p

b

c

-2

0

2
x

-2

0

2

p

-0.2

0

0.2

0.4

-2

0

2
x -1 -0.5 0 0.5 1

x

-1

-0.5

0

0.5

1
p

d

Figura 2.3: Chen e Chen (2006). Distribuição de Wigner para os estados excitados com
σ = 2 e ω = 0, 5. n = 1 em a e b, n = 4 em c e d.

2.3 Classe de sistemas quânticos com massa depen-
dente da posição

A abordagem que usamos para introduzir a nossa proposta consiste em considerar um
sistema Schrödinger exatamente solúvel com massa constante. Neste caso temos

− ~2

2 m0

d2ψ

dx2
+ V (x) ψ = E ψ. (2.19)

Neste ponto é importante ressaltar que a equação acima é diferente da equação de Schrödinger
de�nida por Chen e Chen [8]. A equação de Schrödinger considerada por eles contém o
termo com derivada primeira. A diferença da equação em estudo com a equação consi-
derada no trabalho de Chen e Chen [8], é basicamente devido à escolha do ordenamento
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quântico. Vamos fazer uma discussão mais detalhada da ambiguidade de ordenamento
quântico nos próximos capítulos. No caso em estudo, vemos que fazendo a transformação
na variável espacial x na forma

x = f(r), (2.20)

temos
d

d x
=

1

f ′
d

d r
. (2.21)

Substituindo as equações (4.59) e (2.21) na equação de Schrödinger, vemos que

− ~2

2 m0

1

f ′
d

d r

(
1

f ′
dψ

d r

)
+ V (f) ψ =

= − ~2

2 m0

1

f ′2
d2ψ

d r2
+

~2

2 m0

f ′′

f ′3
dψ

d r
+ V (f) ψ = E ψ. (2.22)

Fazendo a rede�nição das autofunções de onda na equação (2.22), na forma

ψ(r) = eg(r)χ(r), (2.23)

obtemos

ψ′ = eg (χ′ + g′ χ) ,

ψ′′ = eg
{
χ′′ + 2 g′ χ′ + [g′′ + (g′)2] χ

}
. (2.24)

Substituindo as equações (2.23) e (2.24) na equação (2.22), temos

− ~2

2 m0

1

f ′2
d2χ

d r2
+

[
− ~

2

m0

g′

f ′2
+
~2

2m0

f ′′

f ′3

]
dχ

dr
+

+

{
− ~2

2 m0

1

f ′2

(
g′′ + (g′)2 − g′ f ′′

f ′

)
+ V (f)

}
χ = Eχ. (2.25)

Para eliminar o termo em dχ/dr na equação acima, uma vez que queremos recuperar a
equação na forma Schrödinger usual, devemos impor que

− ~2

m0

g′

f ′2
+

~2

2 m0

f ′′

f ′3
= 0, (2.26)

e assim, para a constante arbitrária de normalização na autofunção, temos

g′ =
1

2

f ′′

f ′
=

1

2

d

dr
(lnf ′), (2.27)
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g′′ =
1

2

[
f ′′′

f ′
−

(
f ′′

f ′

)2
]

, (2.28)

e portanto, integrando a equação (2.27) concluímos que

g(r) = ln
√

f ′ + c, (2.29)

onde c é uma constante arbitrária de integração. Por conseguinte, substituindo a equação
(2.29) na equação (2.23) obtemos as autofunções escritas na seguinte forma

ψ(r) = eln
√

f ′ecχ(r) = K
√

f ′(r) χ(r), (2.30)

onde K é constante. Deste modo, chegamos à equação diferencial

− ~2

2 m0

1

(f ′)2

d2χ

d r2
+

{
− ~2

2 m0

1

(f ′)2

[
g′′ + (g′)2 − g′ f ′′

f ′

]
+ V (f)

}
χ = Eχ, (2.31)

de modo que substituindo as equações (2.27) e (2.28) na equação acima, temos

− ~2

2 m0

1

f ′2
d2χ

d r2
+

{
− ~2

2 m0

1

f ′2

[
1

2

(
f ′′′

f ′

)
− 1

2

(
f ′′

f ′

)2

+
1

4

(
f ′′

f ′

)2

− 1

2

(
f ′′

f ′

)2
]

+

+V (f)}χ =

= − ~2

2 m0

1

f ′2
d2χ

d r2
+

{
~2

4 m0

1

f ′2

[
3

2

(
f ′′

f ′

)2

− f ′′′

f ′

]
+ V (f)

}
χ = Eχ. (2.32)

Aqui vemos então que se de�nirmos a seguinte relação

f ′(r) =

√
M(r)

m0

, (2.33)

onde M(r) é a massa dependente da posição e m0 é um parâmetro com dimensão de
massa e substituir na equação (2.32) temos

− ~2

2 M(r)

d2χ

d r2
+

{
~2

4 M(r)

[
3

2

(
1
2
[M(r)]−

1
2 M ′(r)√

M(r)

)
− 1√

M(r)

(
1

2

)
×

×
(
−1

2
[M(r)]−

3
2 [M ′(r)]2 + [M(r)]−

1
2 M ′′(r)

)]
+ V

(∫ r

dz
√

M(z)

)}
χ =

= Eχ, (2.34)
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de forma que terminamos com a equação de Schrödinger

− ~2

2M(r)

d2χ

d r2
+ V (r) χ = Eχ, (2.35)

onde

V (r) =
~2

4M(r)

{
3

4

[
M ′(r)
M(r)

]
+

1

4

[
M ′(r)
M(r)

]2

− 1

2

[
M ′′(r)
M(r)

]
+ V

(∫ r

dz
√

M(z)

)}
,

(2.36)
é o potencial efetivo. Assim, podemos ver que �nalizamos com uma equação de Schrödinger
de um sistema em que o potencial efetivo depende da escolha da massa dependente da
posição. Entretanto, ele será isoespectral com relação ao potencial original. Por exemplo,
no caso onde escolhemos o potencial do oscilador harmônico como o potencial original, o
espectro de energia será o usual

En =

(
n +

1

2

)
~ω, (2.37)

e as autofunções serão escritas substituindo a equação (2.33) na equação (2.30), de forma
que temos

χn(r) =
1

K
√

f ′(r)
ψ(r) = Nn

[
M(r)

m0

]−1/4

e−(m0 ω/2~) f(r)2Hn [f(r)] , (2.38)

onde Nn é a constante de normalização, n são números quânticos e Hn são polinômios de
Hermite. Em nossos estudos usamos a constante de normalização escrita como

Nn =

(√
(m0 ω/~)
n! 2n

√
π

)1/2

. (2.39)

2.4 Função de Wigner para sistemas com massa depen-
dente da posição que são isoespectrais ao oscilador
harmônico

Neste ponto, para começar discutir um exemplo particular, nos restringimos ao caso
do oscilador harmônico quântico, o qual foi motivo de interesse no cálculo da distribuição
de Wigner como foi feito no trabalho de Chen e Chen [8]. A função de Wigner pode ser
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obtida a partir de

W (r, p) =
1

π

∫ ∞

−∞
dz χ∗[f(r)− z] e2 i p z χ[f(r) + z]. (2.40)

Aqui é importante ressaltar que temos algumas diferenças em relação ao caso estudado
por Chen e Chen [8], uma vez que eles trabalharam com o ordenamento [6] diferente do
ordenamento escolhido neste Capítulo. Porém, como vamos ver a seguir, o comportamento
principal da função de Wigner é basicamente o mesmo mostrado no caso estudado por
Chen e Chen [8]. Em nosso caso, vemos que levando as autofunções da equação (2.38) na
função de distribuição de Wigner a equação (2.40) temos

W (r, p) =
N2

n

π

[
M(r)

m0

]−1/2 ∫ ∞

−∞
dz e−2(m0 ω/2~) [f(r)2+z2]e2 i p z ×

×Hn

[√
m0 ω

~
f(r)− z

]
Hn

[√
m0 ω

~
f(r) + z

]
. (2.41)

Inicialmente, vamos analisar o caso do estado fundamental. Assim, substituindo a cons-
tante de normalização dada na equação (2.39) a função de distribuição de Wigner acima
adquire a forma

W (r, p) =
(m0 ω/~)

π2

[
M(r)

m0

]−1/2 ∫ ∞

−∞
dz e−(m0 ω/~) [f(r)2+z2]e2 i p z, (2.42)

fazendo η = m0 ω/~, obtemos

W (r, p) =
η

π2

[
M(r)

m0

]−1/2

e−η f(r)2
∫ ∞

−∞
dz e−η z2

e2 i p z =

=
η

π2

[
M(r)

m0

]−1/2

e−η f(r)2−(p2/η)
∫ ∞

−∞
dz e−η[z−(ip/η)]2 , (2.43)

considerando µ = z − (ip/η), temos

W (r, p) =
η

π2

[
M(r)

m0

]−1/2

e−η f(r)2−(p2/η)
∫ ∞

−∞
dµ e−ηµ2

=

=
η

π2

[
M(r)

m0

]−1/2

e−η f(r)2−(p2/η)
√

π

η
, (2.44)

sabendo que η = m0 ω/~, a função de Wigner acima pode ser reescrita como

W (r, p) =

√
m0 ω

(~ π)3/2

[
M(r)

m0

]−1/2

e−[(m0w/~) f(r)2+(p2~/m0w)]. (2.45)
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Já para o caso da função de Wigner dos estados excitados podemos partir da equação
(2.41) em que considerando η = m0 ω/~, temos

W (r, p) =
N2

n

π

[
M(r)

m0

]−1/2

e−η f(r)2
∫ ∞

−∞
dz e−η z2

e2 i p z Hn [
√

η f(r)− z]×
×Hn [

√
η f(r) + z] =

=
N2

n

π

[
M(r)

m0

]−1/2

e−η f(r)2−p2/η

∫ ∞

−∞
dz e−η[z−(ip/η)]2 Hn [

√
η f(r)− z]×

×Hn [
√

η f(r) + z] , (2.46)

usando µ2 = η (z − ip/η)2, obtemos

µ =

(
z − ip

η

)√
η, (2.47)

de forma que
z =

µ√
η

+
ip

η
, µ > 0. (2.48)

Substituindo a equação (2.48) na equação (2.46), temos

W (r, p) =
N2

n

π

[
M(r)

m0

]−1/2

e−η f(r)2−p2/η

∫ ∞

−∞
dµ e−µ2

Hn

[
f(r)−

(
µ√
η

+
ip

η

)]
×

×Hn

(
f(r) +

µ√
η

+
ip

η

)
. (2.49)

Usando a relação Hn(−µ) = (−1)nHn(µ), obtemos

W (r, p) =
(−1)nN2

n

π

[
M(r)

m0

]−1/2

e−η f(r)2−p2/η

∫ ∞

−∞
dµ e−µ2

Hn

[
µ√
η

+
ip

η
−√η f(r)

]
×

×Hn

[
µ√
η

+
ip

η
+
√

η f(r)

]
. (2.50)

Notemos que a resolução da integral na função de Wigner acima é obtida através de uma
relação integral entre os polinômios de Hermite e os de Laguerre [42], de forma que

∫ ∞

−∞
dµ e−µ2

Hn

(
µ√
η

+
ip

η
− x

)
Hn

(
µ√
η

+
ip

η
+ x

)
=

=
√

π2nn!Ln

[
2

(
x2 +

p2

η2

)]
, (2.51)
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onde Ln são polinômios de Laguerre. Assim, chega-se a

W (r, p) =
(−1)nN2

n

π

[
M(r)

m0

]−1/2

e−η f(r)2−p2/η
√

π2nn!Ln

[
2

(
η f(r)2 +

p2

η2

)]
. (2.52)

Substituindo a constante de normalização dada na equação (2.39) e lembrando que η =

m0 ω/~, �nalizamos com a função de distribuição de Wigner para o caso em análise, a
qual é dada por

W (r, p) =
(−1)n

π

√
m0 ω

~

[
M(r)

m0

]−1/2

e−(m0ω/~) f(r)2−(p2~/m0ω) ×

×Ln

[
2

(
m0 ω

~
f(r)2 p2~2

m2
0ω

2

)]
. (2.53)

Neste ponto, podemos estudar alguns exemplos particulares �xando uma dependência
espacial na massa. Como primeiro exemplo vamos estudar o caso de massa dependente
da posição considerada por de Souza Dutra et al [6] na análise supersimétrica de sistemas
unidimensionais com ambiguidade de ordenamento quântico, Chen e Chen [8] para solu-
cionar o problema do oscilador harmônico com massa dependente da posição e também
usada por Plastino [29] na análise supersimétrica de sistemas quânticos, em que

M(r) =

(
ω + r2

1 + r2

)2

, (2.54)

onde

M ′(r) =
(ω − 1) [−4r(r2 + ω)]

(1 + r2)3
, (2.55)

M ′′(r) =
4 [(ω − 1)(5ω − 3)r2 + 3r4(ω − 1)− ω(ω − 1)]

(1 + r2)4
. (2.56)

Integrando a equação (2.33), temos

f(r) =
1√
m0

∫
ω + r2

1 + r2
dr =

1√
m0

[r + (ω − 1) arctan(r)] . (2.57)

Deste modo, levando as equações (2.54), (2.55), (2.56) e (2.57) no potencial efetivo
mostrado na equação (2.36), temos o seguinte potencial efetivo isoespectral

V (r) =
1

2
ω2

{
1

m0

[r + (ω − 1)arctan(r)]2
}

+
~2(1 + r2)2

4(ω + r2)2
(ω − 1)×

×
{−3r(ω + r2) + 4r2(ω − 1)− 2[r(5 ω − 3) + 3r4 − ω]

(1− r2)2(ω + r2)2

}
. (2.58)
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Podemos ver na Figura 2.4 a ilustração do potencial, em que consideramos m0 = 1 e
diferentes valores de ω. Observe na equação (2.58) que para o parâmetro ω = 1 temos
o potencial do oscilador hamônico. Notemos na �gura que aumentando a frequência o
potencial �ca mais con�nante. Esta característica do potencial também será observada
nos próximos potenciais em que analisamos outros exemplos de massa dependente da
posição.
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Figura 2.4: Potencial para o caso da massa M(r) =
(

ω+r2

1+r2

)2

. ω = 0.5 em linha , ω = 1

em tracejado e ω = 1.5 em pontilhado.

A função de Wigner para o estado fundamental pode ser escrita substituindo as
equações (2.54) e (2.57) na equação (2.45), de modo que

W (r, p) =

√
m0 ω

(~ π)3/2

[
(ω + r2)2

m0 (1 + r2)2

]−1/2

e
−(m0 ω/~)

{
1√
m0

[r+(ω−1) arctan(r)]2
}
−(p2~/m0ω). (2.59)

A Figura 2.5 mostra a distribuição de Wigner para diferentes valores de ω e fazendo
m0 = ~ = 1. As �guras da direita são projeções das �guras da esquerda. Notemos que
aumentando o valor da frequência ω a distribuição de Wigner aumenta na direção do
momento p. Neste caso ocorreu o mesmo comportamento apresentado no ordenamento
usado por Chen e Chen [8]. No caso dos estados excitados temos que substituindo as
equações (2.54) e (2.57) na função de distribuição de Wigner dada na equação (2.53),
obtemos

W (r, p) =
(−1)n

π

√
m0 ω

~

[
(ω + r2)2

m0 (1 + r2)2

]−1/2

e
−(m0 ω/~)

{
1√
m0

[r+(ω−1) arctan(r)]
}2−(p2~/m0ω) ×

×Ln

{
2

[
m0 ω

~

(
1√
m0

[r + (ω − 1) arctan(r)]

)2

+
p2~2

m2
0ω

2

]}
. (2.60)
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Figura 2.5: Distribuição de Wigner para o estado fundamental com massa M(r) =(
ω+r2

1+r2

)2

. Consideramos m0 = ~ = 1, ω = 0, 5 em a e b e, ω = 1, 5 em c e d.

Este caso está ilustrado na Figura 2.6 . Consideramos os seguintes parâmetros ω = 0, 5,
m0 = ~ = 1 e diferentes valores para n. Agora, porém, vemos algumas diferenças com
relação ao caso analisado por Chen e Chen [8]. No caso do ordenamento que escolhemos,
podemos ver algumas regiões onde a densidade de distribuição de Wigner é maior do que
em sua vizinhança, ao contrário do que ocorreu no caso do ordenamento usado por Chen e
Chen [8]. Este tipo de dependência de ordenamento é comum e pode ser usado em alguns
casos, apontados para a escolha de um ordenamento privilegiado [5, 22, 25, 27].

Como segundo exemplo analisamos uma massa dependente da posição considerada
no trabalho de Souza Dutra e Almeida [5]. Naquele trabalho a massa dependente da
posição foi usada para exempli�car o problema da ambiguidade de ordenamento quântico
em sistemas exatamente solúveis unidimensionais. Neste caso a massa aumenta quadrati-
camente de forma que temos

M(r) = c r2, (2.61)
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Figura 2.6: Distribuição de Wigner para os estados excitados com massa M(r) =
(

ω+r2

1+r2

)2

.
Atribuímos m0 = ~ = 1, ω = 0, 5, n = 1 em a e b e, n = 3 em c e d.

onde c é uma constante arbitrária positiva. Neste caso temos

f(r) =

∫ √
c r2

m0

dr =
r2

2

√
c

m0

. (2.62)

Assim, o potencial efetivo neste exemplo é escrito como

V (r) =
1

2
ω2

(
r2

2

√
c

m0

)2

+
~2

4 c r2

[
3

4

(
2 c r

c r2

)
+

1

4

(
2 c r

c r2

)2

− 1

2

(
2 c

c r2

)]
=

=
1

8m0

ω2cr4 +
3

8

~2

cr3
. (2.63)

A Figura 2.7 ilustra o potencial efetivo em que consideramos os parâmetros ~ = m0 = 1,
c = 8 e diferentes valores para ω. Notemos que neste caso existe uma singularidade na
origem. Como pode ser vista na equação (2.63). Neste caso a distribuição de Wigner para
o estado fundamental é obtida substituindo as equações (2.61) e (2.62) na equação (2.45).
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Figura 2.7: Potencial com massa M(r) = c r2. Consideramos c = 8 e em linha ω = 1,
tracejado ω = 4 e pontilhado ω = 10.

Deste modo temos

W (r, p) =

√
m0 ω

(~ π)3/2

(
c r2

m0

)−1/2

e
−(m0 ω/~)

[
(r2/2)

√
c/m0

]2−p2~/m0ω
, (2.64)

e podemos ver na Figura 2.8 em que consideramos os parâmetros ~ = m0 = 1 e c = 8.
Notemos na equação (2.64) que a constante c > 0. Podemos observar novamente que
o pacote de ondas de densidade aumenta na direção do momento quando a frequência
aumenta, assim repete-se o comportamento observado no caso anterior, mas agora com
uma massa dependente da posição muito diferente com respeito a variável espacial.

Podemos calcular os correspondentes estados excitados substituindo as equações (2.61)
e (2.62) na equação (2.53), de forma que obtemos a seguinte função de Wigner

W (r, p) =
(−1)n

π

√
m0 ω

~

(
c r2

m0

)− 1
2

e
−(m0 ω/~)

(
r2

2

√
c/m0

)2
−(p2~/m0ω) ×

×Ln

{
2

[
m0 ω

~

(
r2

2

√
c

m0

)2

+
p2~2

m2
0ω

2

]}
. (2.65)

A Figura 2.9 mostra a distribuição de Wigner para os estados excitados para a escolha
dos parâmentros m0 = ~ = 1, ω = 0, 5, c = 8 e diferentes valores para os números quân-
ticos n. As regiões com maior concentração de densidade também são observadas neste
caso, con�rmando um aparente comportamento semelhante da distribuição de Wigner,
indiferentemente da escolha da dependência espacial da massa.

Como terceiro e último exemplo, analisamos o caso recente considerado por Cruz y
Cruz e colaboradores [24] para exempli�car o problema clássico e quântico do oscilador
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Figura 2.8: Distribuição de Wigner para o estado fundamental com massa M(r) = c r2.
Consideramos diferentes valores para ω. ω = 0, 5 em a e b e, ω = 1, 5 em c e d.

harmônico com massa dependente da posição. Neste caso a massa é dada por

M(r) =
m0

1 + (λ r)2
, (2.66)

onde λ é uma constante real arbitrária. Repetindo o procedimento usado até agora, temos

M ′(r) = − 2 r λ2

(1 + λ r)2
, (2.67)

M ′′(r) =
8r2λ4 [1 + (λr)2]− 2λ2 [1 + (λr)2]

2

[1 + (λr)2]4
. (2.68)

Assim, obtemos

f(r) =

∫
dr

√
1

1 + (λr)2
=

1

λ
arcsenh(λr). (2.69)

34



a

-2

-1

0

1

2

r
-2

0

2

p

0

1

2

3

-2

-1

0

1r
-2 -1 0 1 2

r

-3

-2

-1

0

1

2

3

p

b

c

-4
-2

0

2

4
r -4

-2

0

2

4

p

0

5

10

15

-4
-2

0

2

4
r -2 -1 0 1 2

r

-3

-2

-1

0

1

2

3

p

d

Figura 2.9: Distribuição de Wigner para os estados excitados com massa M(r) = c r2.
Consideramos ω = 0, 5, c = 8 e diferentes valores para n. n = 1 em a e b e, n = 4 em c
e d.

Neste caso, o potencial efetivo é reescrito como

V (r) =
1

2
ω2

(
1

λ
arcsenh(λr)

)2

+
~2

4

{
−3 rλ2

2
+

r2λ4

1 + (λr)2
− 1

2

[
8r2λ4 − 2λ2 [1 + (λr)2]

1 + (λr)2

]}
,

(2.70)
que podemos ver ilustrado na Figura 2.10, onde consideramos o conjunto de parâmetros
~ = m0 = λ = 1 e diferentes valores para a frequência.

A distribuição de Wigner para o estado fundamental para este exemplo pode ser obtida
substituindo as equações (2.66) e (2.69) na equação (2.45). Assim, temos

W (r, p) =

√
m0 ω

(~ π)3/2

[
1

λ
arcsenh(λr)

]−1/2

e−
m0w
~ [ 1

λ
arcsenh(λ r)]

2−p2~/m0ω. (2.71)

A Figura 2.11 ilustra o comportamento desta distribuição. Neste último exemplo, consi-
deramos os parâmetros ~ = m0 = λ = 1 e diferentes valores para a frequência. Mais uma
vez, observamos que aumentando a frequência a distribuição de Wigner vai ampliando na
direção do momento. Neste ponto é importante ressaltarmos que a escolha do parâmetro
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Figura 2.10: Potencial com massa M(r) = m0

1+(λ r)2
. Consideramos ~ = m0 = λ = 1, em

linha ω = 0.5, tracejado ω = 3 e pontilhado ω = 6.

λ = 1 implica na concentração da distribuição de Wigner em uma única região. Entre-
tanto, para valores de λ > 1 a distribuição de Wigner concentra-se em duas regiões que
se afastam uma da outra a medida que aumenta a frequência. Finalmente, a distribuição
de Wigner para os estados excitados para este terceiro e último exemplo pode ser obtida
substituindo as equações (2.66) e (2.69) na equação (2.53), de modo que

W (r, p) =
(−1)n

π

√
m0 ω

~

(
1

1 + (λr)2

)−1/2

e−(m0 ω/~)( 1
λ

arcsenh(λr))
2−p2~/m0ω ×

×Ln

{
2

[
m0 ω

~

(
1

λ
arcsenh(λr)

)2

+
p2~2

m2
0ω

2

]}
. (2.72)

A Figura 2.12 mostra o comportamento da distribuição de Wigner para os estados exci-
tados em que consideramos ω = 0, 5, m0 = ~ = λ = 1 e diferentes valores para n. Neste
caso, duas regiões com maior concentração da distribuição de Wigner também aparecem.

2.5 Comentários
Neste Capítulo, introduzimos um método para a geração de uma classe de modelos ex-

atamente solúveis isoespectrais com massa dependente da posição. Para veri�car o poder
da técnica, decidimos estudar o caso em que nos restringimos ao oscilador harmônico, uma
vez que, o oscilador harmônico foi motivo de estudos por Chen e Chen [8] na construção da
distribuição de Wigner. O procedimento permite a construção da distribuição de Wigner.
No primeiro exemplo analisado, discutimos o caso recentemente considerado por Chen e
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Figura 2.11: Distribuição de Wigner para o estado fundamental com massa M(r) = 1
1+(λ r)2

.
Consideramos ~ = m0 = λ = 1 e diferentes frequências. ω = 0.5 em a e b e, ω = 2 em c
e d.

Chen [8] e �zemos algumas considerações relativas a diferença do ordenamento usado no
trabalho deles em relação ao nosso caso. Uma observação interessante que pode ser feita
a partir dos casos analisados neste Capítulo é que mudando drasticamente a dependência
da massa na variável espacial o comportamento da distrubuição de Wigner aparenta ser
semelhante. Em todos os casos analisados para o estado fundamental, a distribuição de
Wigner aumenta na direção do momento quando aumenta a frequência, e os correspon-
dentes estados excitados das distribuições de Wigner apresentam algumas regiões com
maior concentração. No último exemplo estudado, uma pequena diferença foi observada.
Existem duas regiões com comportamentos semelhantes. Entretanto, dependendo dos
valores dos parâmetros do potencial isto não acontece. Finalmente, analisamos ainda o
caso em que a massa

M (r) =

(
ω + r2

1 + r2

)4

, (2.73)

para a qual Jia e colaboradores [20] resolveram a equação de Schrödinger, encontrando
seus autovalores e suas autofunções. A conclusão para este caso é que a distribuição de
Wigner é semelhante ao primeiro exemplo de massa dependente da posição considerado
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Figura 2.12: Distribuição de Wigner para os estados excitados com massa M(r) = 1
1+(λr)2

.
Consideramos ω = 0, 5, m0 = ~ = λ = 1 e diferentes valores para n. n = 1 em a e b e,
n = 4 em c e d.

neste Capítulo. Portanto, decidimos não apresentá-lo aqui. Os resultados apresentados
neste Capítulo foram discutidos no trabalho [13].
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Capítulo 3

Estados coerentes SU(2) para sistemas
bidimensionais com massa dependente
da posição

Neste Capítulo buscamos estender os estudos do Capitulo 2 ao caso bidimensional.
Analisamos o efeito de um campo magnético sobre o sistema e obtemos analiticamente
as soluções exatas da equação de Schrödinger. Aqui, construímos os estados coerentes
SU(2) para analisar o limite clássico para os problemas estudados.

3.1 Introdução
A ideia neste Capítulo é estender os estudos do Capítulo 2 ao caso bidimensional.

Neste caso iniciamos o estudo da equação de Schrödinger com massa constante em que
uma partícula está delimitada por um poço de potencial. Propomos fazer uma mudança
nas variáveis espaciais a �m de determinarmos um sistema em que a massa depende
da posição. Como soluções para o problema, consideramos três exemplos de funções de
transformação, sendo eles: i) na forma polinomial, ii) em coordenadas elípticas cilíndricas
e iii) em coordenadas bipolares. No caso em que consideramos as funções de transformação
na forma polinomial veremos que para a escolha de determinados coe�cientes recaímos
no caso das coordenadas parabólicas cilíndricas. Estendemos nossos estudos ao problema
de uma partícula no poço de potencial de um oscilador sob a in�uência de um campo
magnético uniforme. Vamos construir as soluções exatas da equação de Schrödinger com
massa constante no sistema de coordenadas cartesianas fazendo uma transformação nas
variáveis via rotação dependente do tempo. Em seguida vamos fazer uma mudança nas
variáveis espaciais para escrever a equação de Schrödinger com massa dependente da
posição. No caso que fazemos uma mudança nas variáveis espaciais consideramos os três
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exemplos de funções de transformação analisados sem a presença do campo magnético
uniforme. Conhecidas as soluções exatas da equação de Schrödinger, construímos os
estados coerentes SU(2) para analisar o limite clássico para os sistemas estudados.

Este Capítulo está organizado da seguinte forma: Na seção 3.2 fazemos uma breve
revisão do trabalho de Chen e Huang [9] em que foi construído os estados coerentes SU(2)

para o problema do oscilador harmônico. Na seção 3.3 de�nimos a equação de Schrödinger
para sistemas bidimensionais, e fazemos uma mudança nas variáveis espaciais. Obtemos as
soluções exatas para a equação de Schrödinger e construímos os estados coerentes SU(2)

para analisar o limite clássico para os exemplos estudados. Na seção 3.4 analisamos
o efeito de um campo magnético sobre o comportamento de uma partícula com massa
dependente da posição submetida a um potencial. Nos restingimos ao problema de um
oscilador isotrópico e construímos os estados coerentes SU(2). Finalmente na seção 3.5
fazemos os comentários.

3.2 Estados coerentes SU(2)
A representação dos estados coerentes SU(2) foi estudada por Chen e Huang [9] com

a �nalidade de mostrar a correspondência clássico-quântica entre soluções da equação de
Schrödinger e as trajetórias clássicas do oscilador harmônico anisotrópico bidimensional.
Os autores mostraram que os estados coerentes SU(2) tem a característica interessante
de determinar o máximo de probabilidade ao longo da trajetória clássica do sistema cor-
respondente. Para mostrar a e�cácia destes estados, os autores iniciaram os estudos deles
partindo da hamiltoniana para o problema de um oscilador harmônico bidimensional com
massa constante escrita como

H =
p2

x

2 m0

+
p2

y

2 m0

+
m0 ω2

x x2

2
+

m0 ω2
y y2

2
, (3.1)

onde x e y são as variáveis espaciais, m0 é a massa constante, px e py são momentos
lineares, e ωx e ωx são as frequências.

As autofunções usuais do oscilador harmônico descrito acima podem ser escritas como

ψnm(x, y) =
1√

2m+n−1π n! m! X Y
Hm

(√
2 x

X

)
Hn

(√
2 y

Y

)
×

×exp

[
−

( x

X

)2

−
( y

Y

)2
]

, (3.2)

onde X =
√

2~/(m0 ωx) e Y =
√

2~/(m0 ωy). Os autovalores associados com as auto-
funções acima são dados por
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Em,n =

(
m +

1

2

)
~ ωx +

(
n +

1

2

)
~ ωy. (3.3)

Considerando um oscilador harmônico bidimensional com a razão das frequências ωx/ωy =

q/p, onde p e q são números inteiros, os autovalores podem ser reescritos na forma

Em,n =

[(
m +

1

2

)
q +

(
n +

1

2

)
p

]
~ ω, (3.4)

onde ω é um fator comum das frequências ωx e ωy. Assim, como na representação
Schwinger da algebra SU(2), podemos expressar os estados coerentes SU(2) para a razão
q/p usando a de�nição mostrada por Chen e Huang [9] na forma

Φ(x, y, τ) =
1

(1 + |τ |2)L
2

L∑
K=0

(
L

K

)1/2

τK ψnm(x, y), (3.5)

onde os números quânticos n = pK, m = q(L−K), K = 0, 1, 2, ..., L e p e q são números in-
teiros. Aqui vemos que L = n+m. O parâmetro complexo τ = A exp (i φ), onde φ = π/2,
escrito em termos de coordenadas polares é usado para fazer a conexão com a trajetória
clássica e as autofunções usuais do oscilador harmônico que estão escritas na equação (3.2).
Podemos observar na equação (3.5) que os estados coerentes SU(2) são superposições de
autoestados degenerados, dados no binômio de Newton. Para fazer a conexão com as
órbitas clássicas periódicas o pacote de ondas |Φ(x, y, τ)|2 = Φ(x, y, τ)∗Φ(x, y, τ) foi em-
pregado com a �nalidade de obter as órbitas clássicas na forma das �guras de Lissajous.
Neste caso Chen e Huang [9] mostraram que

x(t) =
√

2 〈x2〉 cos

(
q ω t − φ

p

)
, (3.6)

e
y(t) =

√
2 〈y2〉 cos (p ω t) , (3.7)

onde os valores esperados quadráticos são dados por

〈
x2

〉
=

(
A2

1 + A2
p L +

1

2

)
X2

2
, (3.8)

e 〈
y2

〉
=

(
1

1 + A2
q L +

1

2

)
Y 2

2
. (3.9)

A Figura 3.1 mostra os resultados dos estados coerentes SU(2) com os parâmetros A =

1, φ = π/2 e L = 20 e diferentes razões de frequências relacionadas aos números inteiros p e
q. Para comparação, as correspondentes �guras de Lissajous são mostradas na Figura 3.2.
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Figura 3.1: Densidade de probabilidade com os parâmetros A = 1, φ = π/2, L = 20 e
diferentes frequências. ω1 = p = ω2 = q = 1 em a , ω1 = p = 1 e ω2 = q = 2 em b,
ω1 = p = 2 e ω2 = q = 3 em c e, �nalmente ω1 = p = 4 e ω2 = q = 3 em d.

Podemos ver a semelhança entre as densidades de probabilidade construídas na Figura
3.1 em relação as órbitas clássicas construídas na Figura 3.2 com as mesmas razões de
frequências respectivamente. Deste modo, Chen e Huang [9] analisaram o limite clássico
para o problema do oscilador harmônico.

3.3 Mudança de variáveis e sistemas com massa de-
pendente da posição

Nesta seção iniciamos a nossa proposta com a discussão de sistemas exatamente
solúveis bidimensionais com massa constante. Veremos que fazendo uma mudança nas
variáveis espaciais chegamos em um sistema com massa dependente da posição. A hamil-
toniana que descreve a dinâmica deste sistema é de�nida como

H =
1

2m0

(
p2

x + p2
y

)
+ V (x, y) , (3.10)
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Figura 3.2: Figuras clássicas na forma Lissajous com diferentes frequências. ω1 = ω2 =
p = q = 1 em a, ω1 = p = 1 e ω2 = q = 2 em b, ω1 = p = 2 e ω2 = q = 3 em c e,
�nalmente ω1 = p = 4 e, ω2 = q = 3 em d.

onde a constante m0 é a massa da partícula, x e y são as variáveis espaciais, px e py são
os momentos lineares. Neste caso a equação de Schrödinger é

− ~2

2 m0

∇2 ψ(x, y) + V (x, y) ψ(x, y) = E ψ(x, y). (3.11)

Fazendo a transformação nas variáveis espaciais na forma

x = f(u, v), y = g(u, v), (3.12)

temos
∂u =

∂

∂u
=

∂x

∂u

∂

∂x
+

∂y

∂u

∂

∂y
= fu ∂x + gu ∂y, (3.13)

∂v =
∂

∂v
=

∂x

∂v

∂

∂x
+

∂y

∂v

∂

∂y
= fv ∂x + gv ∂y. (3.14)

Na forma matricial �camos com
(

∂u

∂v

)
= M

(
∂x

∂y

)
, (3.15)

onde M =

(
fu gu

fv gv

)
é a matriz jacobiana. Deste modo, podemos ver que

(
∂x

∂y

)
= M−1

(
∂u

∂v

)
, (3.16)
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onde a matriz inversa M−1 = 1
J

(
gv −gu

−fv fu

)
e o jacobiano J = fu gv − gu fv é o

determinante da matriz M , de tal forma que temos

∂x =
∂

∂x
=

gv

J

∂

∂u
− gu

J

∂

∂v
, (3.17)

∂y =
∂

∂y
= −fv

J

∂

∂u
+

fu

J

∂

∂v
. (3.18)

Portanto, no laplaciano da equação (3.11) temos

∂2
x =

1

J
(gv ∂u − gu ∂v)

(gv

J
∂u − gu

J
∂v

)
=

=
1

J2

(
g2

v ∂2
u + g2

u ∂2
v − 2gugv ∂2

uv

)
+

1

J

[
gv ∂u

(gv

J

)
− gu ∂v

(gv

J

)]
∂u +

+
1

J

[
gu ∂v

(gu

J

)
− gv ∂u

(gu

J

)]
∂v, (3.19)

∂2
y =

1

J
(−fv ∂u + fu ∂v)

(−fv

J
∂u +

fu

J
∂v

)
=

=
1

J2

(
f 2

v ∂2
u + f 2

u ∂2
v − 2fufv ∂2

uv

)
+

1

J

[
fv ∂u

(
fv

J

)
− fu ∂v

(
fv

J

)]
∂u +

+
1

J

[
−fv ∂u

(
fu

J

)
+ fu ∂v

(
fu

J

)]
∂v, (3.20)

de tal forma que terminamos com um laplaciano nas variáveis u e v escrito como

∇2
uv = ∂2

x + ∂2
y =

1

J2

[(
g2

v + f 2
v

)
∂2

u +
(
g2

u + f 2
u

)
∂2

v − 2 (gugv + fufv) ∂2
uv

]
+

+
1

J

[
gv ∂u

(gv

J

)
− gu ∂v

(gv

J

)
+ fv ∂u

(
fv

J

)
− fu ∂v

(
fv

J

)]
∂u +

+
1

J

[
gu ∂v

(gu

J

)
− gv ∂u

(gu

J

)
+ fu ∂v

(
fu

J

)
− fv ∂u

(
fu

J

)]
∂v. (3.21)

A �m de chegarmos a um sistema do tipo Schrödinger em que a massa depende da posição
no caso de duas dimensões, devemos impor inicialmente no laplaciano acima que

gu gv + fu fv = 0, (3.22)

de forma a eliminar o termo misto e devemos impor ainda que

g2
v + f 2

v = g2
u + f 2

u , (3.23)
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para trabalhar com a mesma razão de massa. Notemos na equação (3.22) que se

fu = −gu gv

fv

, (3.24)

onde fv 6= 0, temos uma solução

g2
v + f 2

v = g2
u + g2

u

(
gv

fv

)2

= g2
u

(
1 +

g2
v

f 2
v

)
= g2

u

(
f 2

v + g2
v

f 2
v

)
. (3.25)

Podemos ver na equação acima que

fv = ±gu. (3.26)

Substituindo a equação (3.26) na equação (3.24), obtemos

fu = −gu gv

±gu

= ∓gv. (3.27)

Neste ponto, devemos analisar alguns exemplos de funções de transformação nas vari-
áveis u e v. Contudo, os exemplos discutidos serão completos somente quando tivermos
de�nido o potencial sob o qual a partícula com massa dependente da posição está se
movendo. Entretanto, este será isoespectral para a escolha do potencial original. Por
exemplo, se escolhermos o potencial do oscilador harmônico anisotrópico como potencial
original, o espectro de energia será o usual dado por

Enm =

(
m +

1

2

)
~ω1 +

(
n +

1

2

)
~ω2. (3.28)

Deste modo, podemos escrever o potencial nas variáveis u e v na forma

V (u, v) =
1

2
m0

[
ω2

1 f(u, v)2 + ω2
2 g(u, v)2

]
, (3.29)

e, neste caso �camos com as soluções exatas escritas a partir da equação (3.2) de modo
que

ψnm (u, v) =
1√

2m+n−1π n! m! P1 P2

Hm

[√
2 f(u, v)

P1

]
Hn

[√
2 g(u, v)

P2

]
×

× exp

{
−

[
f(u, v)

P1

]2

−
[
g(u, v)

P2

]2
}

, (3.30)

onde P1 =
√

2~/(m0 ω1) e P2 =
√

2~/(m0 ω2). Como primeiro exemplo de funções de
transformação, na subseção 3.3.1 escolhemos as funções na forma polinomial, na subseção
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3.3.2 tratamos das funções na forma de coordenadas elípticas cilíndricas e na subseção
3.3.3 escolhemos as funções na forma de coordenadas bipolares. Assim, podemos identi-
�car o termo de massa dependente da posição como

M(u, v) =
m0 J2

g2
v + f 2

v

. (3.31)

3.3.1 Funções de transformação polinomiais
Como primeiro exemplo de funções de transformação, escolhemos um caso geral de

funções na forma polinomial. Neste caso, vamos supor que

f(u, v) =
1

2
a1u

2 +
1

2
b1v

2 + c1u v + d1,

g(u, v) =
1

2
a2u

2 +
1

2
b2v

2 + c2u v + d2. (3.32)

Derivando as funções acima, temos

fu =
∂f

∂u

= a1u + c1v,

fv =
∂f

∂v

= b1v + c1u,

gu =
∂g

∂u

= a2u + c2v,

gv =
∂g

∂v

= b2v + c2u. (3.33)

Substituindo as equações acima na equação (3.22), obtemos

gu gv + fu fv = (a2c2 + a1c1) u2 +(c2b2 + c1b1) v2 +(a2b2 + c2
2 + a1b1 + c2

1) u = 0, (3.34)

somente se

a2c2 + a1c1 = 0,

c2b2 + c1b1 = 0,

a2b2 + c2
2 + a1b1 + c2

1 = 0. (3.35)

Uma outra maneira de se obter as soluções para as condições dadas nas equações (3.22)
e (3.23), pode ser feita associando as equações (3.33) com as equações (3.26) e (3.27) de
forma que

b1 v + c1 u = ± a2 u ± c2 v, (3.36)
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onde vemos facilmente que a2 = ± c1 e b1 = ± c2, e

a1 u + c1 v = ∓ b2 v ∓ c2 u, (3.37)

onde a1 = ∓ c2 e b2 = ∓ c1. Assim, podemos ver que eliminamos quatro constantes
arbitrárias das funções de transformação polinomiais de forma que �camos com

f(u, v) = ∓1

2
c2u

2 ± 1

2
c2v

2 + c1u v + d1,

g(u, v) = ±1

2
c1u

2 ∓ 1

2
c1v

2 + c2u v + d2, (3.38)

restando quatro constantes arbitrárias no modelo. Neste caso temos

fu =
∂f

∂u

= ∓ c2u + c1v,

fv =
∂f

∂v

= ± c2v + c1u,

gu =
∂g

∂u

= ± c1u + c2v,

gv =
∂g

∂v

= ∓ c1v + c2u. (3.39)

de modo que as equações (3.22) e (3.23) podem ser reescritas como

f 2
u + g2

u = f 2
v + g2

v = (c2
1 + c2

2)(u
2 + v2), (3.40)

e
gu gv + fu fv = (c2u + c1v)(c1u− c2v) + (c2u + c1v)(−c1u + c2v) = 0. (3.41)

Ainda no laplaciano dado na equação (3.21) vemos que o jacobiano é escrito como

J = fu gv − gu fv = (c2u + c1v)(c1v + c2u)− (−c1u + c2v)(−c2v + c1u) =

= (c2
1 + c2

2)(u
2 + v2). (3.42)

Já o termo

1

J

[
gv ∂u

(gv

J

)
− gu ∂v

(gv

J

)
+ fv ∂u

(
fv

J

)
− fu ∂v

(
fv

J

)]
∂u =

=
1

(c2
1 + c2

2)(u
2 + v2)

{
−(c2u + c1v) [2c1uv + c2(u

2 − v2)]

(c2
1 + c2

2)(u
2 + v2)2

+

+
(c1u− c2v) [c1(u

2 − v2)− 2c2uv]

(c2
1 + c2

2)(u
2 + v2)2

− (c1u− c2v) [c1(u
2 − v2)− 2c2uv]

(c2
1 + c2

2)(u
2 + v2)2
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+
(c2u + c1v) [2c1uv + c2(u

2 − v2)]

(c2
1 + c2

2)(u
2 + v2)

}
∂u = 0, (3.43)

e

1

J

[
gu ∂v

(gu

J

)
− gv ∂u

(gu

J

)
+ fu ∂v

(
fu

J

)
− fv ∂u

(
fu

J

)]
∂v =

=
1

(c2
1 + c2

2)(u
2 + v2)

{
−(c1u− c2v) [2c1uv + c2(u

2 − v2)]

(c2
1 + c2

2)(u
2 + v2)2

+

−(c1v + c2u) [c1(u
2 − v2)− 2c2uv]

(c2
1 + c2

2)(u
2 + v2)2

+
(c2u + c1v) [−2c2uv + c1(u

2 − v2)]

(c2
1 + c2

2)(u
2 + v2)2

+

+
(c1u− c2v) [c2(u

2 − v2) + 2c1uv]

(c2
1 + c2

2)(u
2 + v2)

}
∂v = 0. (3.44)

Portanto, �camos com o laplaciano

∇2
uv =

1

J2

[(
g2

v + f 2
v

)
∂2

u +
(
g2

u + f 2
u

)
∂2

v

]
=

1

(c2
1 + c2

2)(u
2 + v2)

(∂2
u + ∂2

v), (3.45)

sendo então a massa M(u, v) = m0 (u2 + v2) (c2
1 + c2

2). Neste caso, �camos com o poten-
cial anisotrópico na forma

V (u, v) =
1

2
m0

[(
1

2
c2u

2 − 1

2
c2v

2 + c1u v + d1

)2

ω2
1 +

(
−1

2
c1u

2 +
1

2
c1v

2 + c2u v + d2

)2

ω2
2

]
.

(3.46)
e as autofunções são escritas como

ψnm (u, v) =
1√

2m+n−1π n! m! P1 P2

Hm

[√
2

(
1
2
c2u

2 − 1
2
c2v

2 + c1u v + d1

)

P1

]
×

×Hn

[√
2

(−1
2
c1u

2 + 1
2
c1v

2 + c2u v + d2

)

P2

]
×

×exp

[
−

( 1
2
c2u

2 − 1
2
c2v

2 + c1u v + d1

P1

)2
]
×

×exp

[
−

(−1
2
c1u

2 + 1
2
c1v

2 + c2u v + d2

P2

)2
]

. (3.47)

A partir das soluções exatas mostradas acima, podemos construir os estados coerentes
SU(2), que neste caso podem ser escritos como

Φ(u, v, τ) =
1

(1 + |τ |2)L
2

L∑
K=0

(
L

K

)1/2

τK ψnm (u, v) . (3.48)
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A Figura 3.3 mostra a construção dos estados coerentes SU(2). Aqui consideramos o
seguinte conjuto de parâmetros: L = 20, τ = A exp (i φ), onde φ = π/2, A = ~ = m0 =

c1 = c2 = d1 = d2 = 1 e diferentes frequências ω1 e ω2 e números inteiros p e q. Fazendo os
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Figura 3.3: Densidade de probabilidade para o caso de soluções polinomiais.Consideramos
as seguintes frequências e números inteiros. ω1 = p = 1 e ω2 = q = 1 em a e b, ω1 = p = 1
e ω2 = q = 2 em c e d, e ω1 = p = 2 e ω2 = q = 3 em e e f.

parâmentros ω1 = q = ω2 = p = 1 e mudando o parâmetro d2 podemos ver a construção
dos estados coerentes SU(2) na Figura 3.4. Notemos que o máximo de probabilidade
divide-se em duas regiões. Neste ponto é importante ressaltar que as duas regiões de
maior probabilidade se afastam uma da outra à medida que o parâmetro d2 aumenta.
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Figura 3.4: Densidade de probabilidade para o caso de soluções polinomiais.Consideramos
os seguintes parâmetros: d2 = 4 em a e b, d2 = 5 em c e d, e d2 = 7 em e e f.

Neste ponto, é importante salientar que se considerar na equação acima o conjunto de
parâmetros d1 = d2 = c1 = 0 e c2 = 1, ou ainda, d1 = d2 = c2 = 0 e c1 = 1, nos
restringimos ao caso das funções de transformação em coordenadas parabólicas cilíndricas
[43]. No caso de escolhermos d1 = d2 = c2 = 0 e c1 = 1, temos

f(u, v) = v u,
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g(u, v) = ±1

2
(u2 − v2). (3.49)

Deste modo, terminamos com o laplaciano na forma

∇2
uv =

1

J2

[(
g2

v + f 2
v

)
∂2

u +
(
g2

u + f 2
u

)
∂2

v

]
=

1

(u2 + v2)
(∂2

u + ∂2
v). (3.50)

Neste caso, �camos com o potencial do oscilador anisotrópico, escrito como

V (u, v) =
1

2
m0

[
(v u)2 ω2

1 +
1

4

(
u2 − v2

)2
ω2

2

]
. (3.51)

e as autofunções do oscilador na forma

ψnm (u, v) =
1√

2m+n−1π n! m! P1 P2

Hm

[√
2 v u

P1

]
Hn

[√
2 (u2 − v2)

4P2

]
×

×exp

[
−

(
v u

P1

)2

−
(

u2 − v2

P2

)2
]

. (3.52)

A partir das soluções determinadas acima, construímos os estados coerentes SU(2) escritos
na equação (3.48). A Figura 3.5 mostra os estados coerentes SU(2) onde consideramos
diferentes frequências ω1 e ω2 e números inteiros p e q.
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Figura 3.5: Densidade de probabilidade para o caso de soluções em coordenadas parabólicas
cilíndricas. Consideramos os parâmetros d1 = d2 = c1 = 0, c2 = 1 e as seguintes
frequências e números inteiros. ω1 = p = 1 e ω2 = q = 1 em a e b, ω1 = p = 1 e
ω2 = q = 2 em c e d, e ω1 = p = 2 e ω2 = q = 3 em e e f.

3.3.2 Funções de transformação em coordenadas elípticas cilín-
dricas

Como segundo exemplo, vamos considerar as funções de transformação em coorde-
nadas elípticas cilíndricas [43]. Neste caso, temos

f(u, v) = a senh(u) sen(v),
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g(u, v) = a cosh(u) cos(v). (3.53)

Assim, vemos que

fu = a cosh(u) sen(v),

fv = a senh(u) cos(v),

gu = a cosh(u) cos(v),

gv = − a cosh(u) sen(v). (3.54)

Substituindo as equações (3.53) e (3.54) no laplaciano dado na equação (3.21), temos

gu gv + fu fv = a2 cos(v) cosh(u) sen(v) senh(u) +

−a2 cos(v) cosh(u) sen(v) senh(u) = 0 , (3.55)

e

f 2
u + g2

u = f 2
v + g2

v = a2 cosh2(u) sen2(v) + cos2(v) senh2(u) =

= −1

2
a2 [cos(2v)− cosh(2u)] . (3.56)

Já o jacobiano será expresso por

J = a2 cosh2(u) sen2(v)− a2 senh2(u) cos2(v) =
1

2
a2 [cos(2v)− cosh(2u)] , (3.57)

e os termos

1

J

[
gv ∂u

(gv

J

)
− gu ∂v

(gv

J

)
+ fv ∂u

(
fv

J

)
− fu ∂v

(
fv

J

)]
∂u =

=
2

a2[cos(2v)− cosh(2u)]

{
[2 + cos(2v) + cosh(2u)] sen2(v) senh(2u)

[cos(2v)− cosh(2u)]2
+

−cos2(v) [−2 + cos(2v) + cosh(2u)] senh(2u)

[cos(2v)− cosh(2u)]2
+

+
cos2(v) [−2 + cos(2v) + cosh(2u)] senh(2u)

[cos(2v)− cosh(2u)]2
+

− [2 + cos(2v) + cosh(2u)] sen2(v) senh(2u)

[cos(2v)− cosh(2u)]2

}
∂u = 0 , (3.58)

e

1

J

[
gu ∂v

(gu

J

)
− gv ∂u

(gu

J

)
+ fu ∂v

(
fu

J

)
− fv ∂u

(
fu

J

)]
∂v =
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=
2

a2[cos(2v)− cosh(2u)]

{
[2 + cos(2v) + cosh(2u)] sen(2v) senh2(u)

[cos(2v)− cosh(2u)]2
+

−
[
−cosh2(u) [−2 + cos(2v) + cosh(2u)] sen(2v)

[cos(2v)− cosh(2u)]2

]
+

−cosh2(u) [−2 + cos(2v) + cosh(2u)] sen(2v)

[cos(2v)− cosh(2u)]2
+

− [2 + cos(2v) + cosh(2u)] sen(2v) senh2(u)

[cos(2v)− cosh(2u)]2

}
∂v = 0 . (3.59)

Deste modo, o laplaciano pode ser reescrito na forma

∇2
uv =

1

J2

[(
g2

v + f 2
v

)
∂2

u +
(
g2

u + f 2
u

)
∂2

v

]
= − 2

a2[cos(2v)− cosh(2u)]
(∂2

u + ∂2
v), (3.60)

de modo que �camos com a massa M(u, v) = a2[cos(2v) − cosh(2u)]/2m0. Neste caso, o
potencial anisotrópico será

V (u, v) =
1

2
m0

{
[a senh(u) sen(v)]2 ω2

1 + [a cosh(u) cos(v)]2 ω2
2

}
. (3.61)

e as autofunções são escritas como

ψnm (u, v) =
1√

2m+n−1π n! m! P1 P2

Hm

[√
2 [a senh(u) sen(v)]

P1

]
×

×Hn

[√
2 [a cosh(u) cos(v)]

P2

]
exp

{
−

[
[a senh(u) sen(v)]

P1

]2

+

−
[
[a cosh(u) cos(v)]

P2

]2
}

. (3.62)

A partir das autofunções construídas acima, podemos construir os estados coerentes SU(2)

de�nidos na equação (3.48). Podemos ver os estados coerentes SU(2) na Figura 3.6.
Consideramos o seguinte conjunto de parâmetros: L = 20, τ = A exp (i φ), onde φ = π/2,
~ = m0 = 1, a = 5 e diferentes frequências ω1 e ω2 e números inteiros p e q. Neste
caso, notamos uma diferença nos estados coerentes SU(2) em relação ao caso das funções
de transformação na forma polinomial. Aqui, podemos ver uma sequência de regiões
iguais na direção da variável v e, notemos também a simetria na direção da variável u

que determina a maior probabilidade para cada par de frequências. Observamos que a
sequência de regiões iguais ocorrem devido as funções de transformação que escolhemos
serem periódicas na variável v. Vamos observar este fato novamente no próximo exemplo
de funções de transformação.
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Figura 3.6: Densidade de probabilidade para o caso de soluções em coordenadas cilíndricas
elípticas. Consideramos as seguintes frequências e números inteiros. ω1 = p = 1, e
ω2 = q = 1 em a e b, ω1 = p = 1 e ω2 = q = 2 em c e d, e ω1 = p = 2 e ω2 = q = 3 em e
e f.

3.3.3 Funções de transformação em coordenadas bipolares
Finalmente, como terceiro e último exemplo, vamos considerar as funções de transfor-

mação em coordenadas bipolares [43]. Neste caso, temos

f(u, v) =
a senh(u)

cosh(u)− cos(v)
,
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g(u, v) =
a sen(v)

cosh(u)− cos(v)
, (3.63)

logo temos

fu =
a cosh(u)

cosh(u)− cos(v)
− a senh2(u)

[cosh(u)− cos(v)]2
=

=
a− a cos(v) cosh(u)

[cos(v)− cosh(u)]2
,

fv = − a sen(v) senh(u)

[cos(v)− cosh(u)]2
,

gu = − a sen(v) senh(u)

[cos(v)− cosh(u)]2
,

gv =
a cosh(v)

[cosh(u)− cos(v)]
− a sen2(v)

[cosh(u)− cos(v)]2
=

=
[−a + a cos(v) cosh(u)]

[cos(v)− cosh(u)]2
. (3.64)

Neste caso temos

gu gv + fu fv = −a2 [−1 + cos(v) cosh(u) sen(v) senh(u)]

[cos(v)− cosh(u)]4
+

+
a2 [−1 + cos(v) cosh(u) sen(v) senh(u)]

[cos(v)− cosh(u)]4
= 0, (3.65)

e

f 2
u + g2

u = f 2
v + g2

v =
a2[−1 + cos(v) cosh(u)]2

[cos(v)− cosh(u)]4
+

a2 sen2(v) senh2(u)

[cos(v)− cosh(u)]4
=

=
a2

[cos(v)− cosh(u)]2
. (3.66)

O jacobiano é dado por

J =
−a + a cos(v) cosh(u))(a− a cos(v) cosh(u)

[cos(v)− cosh(u)]4
− a2 sen2(v) senh2(u)

[cos(v)− cosh(u)]4
=

= − a2

[cos(v)− cosh(u)]2
, (3.67)

e vemos também que

1

J

[
gv ∂u

(gv

J

)
− gu ∂v

(gv

J

)
+ fv ∂u

(
fv

J

)
− fu ∂v

(
fv

J

)]
∂u =

= − a2

[cos(v)− cosh(u)]2

{
−cos(v) senh(u) [−1 + cos(v) cosh(u)]

[cos(v)− cosh(u)]2
+
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+
cosh(u) sen2(u) senh(u)

[cos(v)− cosh(u)]2
− cosh(u) sen2(v) senh(u)

[cos(v)− cosh(u)]2
+

+
cos(v) senh(u)[−1 + cos(v) cosh(u)]

[cos(v)− cosh(u)]2

}
∂u = 0, (3.68)

e

1

J

[
gu ∂v

(gu

J

)
− gv ∂u

(gu

J

)
+ fu ∂v

(
fu

J

)
− fv ∂u

(
fu

J

)]
∂v =

= − a2

[cos(v)− cosh(u)]2

{
−cos(v) sen(v) senh2(u)

[cos(v)− cosh(u)]2
+

−cosh(u) sen(v) [−1 + cos(v) cosh(u)]

[cos(v)− cosh(u)]2
+

cosh(u) sen(v) [−1 + cos(v) cosh(u)]

[cos(v)− cosh(u)]2
+

+
cos(v) sen(v) senh2(u)

[cos(v)− cosh(u)]2

}
∂v = 0. (3.69)

Deste modo, terminamos com o laplaciano na forma

∇2
uv =

1

J2

[(
g2

v + f 2
v

)
∂2

u +
(
g2

u + f 2
u

)
∂2

v

]
=

[cos(v)− cosh(u)]2

a2
(∂2

u + ∂2
v), (3.70)

de modo que a massa M(u, v) = a2 mo

[cos(v)−cosh(u)]2
. Neste caso, o potencial anisotrópico será

V (u, v) =
1

2
m0

{[
a senh(u)

cosh(u)− cos(v)

]2

ω2
1 +

[
a sen(v)

cosh(u)− cos(v)

]2

ω2
2

}
, (3.71)

e �nalizamos com as autofunções

ψnm (u, v) =
1√

2m+n−1π n! m! P1 P2

Hm

[√
2

P1

(
a senh(u)

cosh(u)− cos(v)

)]
×

×Hn

[√
2

P2

(
a sen(v)

cosh(u)− cos(v)

) ]
exp

{
−

[
1

P1

(
a senh(u)

cosh(u)− cos(v)

)]2

+

−
[

1

P2

(
a sen(v)

cosh(u)− cos(v)

)]2
}

. (3.72)

A partir das soluções exatas obtidas acima, construímos os estados coerentes SU(2)

de�nidos na equação (3.48). A Figura 3.7 mostra os estados coerentes SU(2) onde con-
sideramos os parâmentos L = 20, τ = A exp (i φ), onde φ = π/2, ~ = m0 = a = 1 e
diferentes frequências ω1 e ω2 e números inteiros p e q. Neste exemplo, podemos ver que
a construção dos estados coerentes SU(2) mostram novamente uma sequência de regiões
iguais na direção da variável v para cada par de frequências e números inteiros p e q. Deste
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modo, ocorreu o esperado, uma vez que as funções na forma de coordenadas bipolares
também são periódicas.

-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5
u

-7.5

-5

-2.5

0

2.5

5

7.5

v
a

-4 -2 0 2 4
u

-7.5

-5

-2.5

0

2.5

5

7.5

v

b

-4 -2 0 2 4
u

-7.5

-5

-2.5

0

2.5

5

7.5

v

c

Figura 3.7: Densidade de probabilidade para o caso de soluções em coordenadas bipolares.
Consideramos as seguintes frequências e números inteiros. ω1 = p = 1 e ω2 = q = 1 em
a, ω1 = p = 1 e ω2 = q = 2 em b, e ω1 = p = 2, e ω2 = q = 3 em c.

3.4 Campo homogêneo no calibre de Coulomb simétrico
Nesta seção vamos analisar o efeito de um campo magnético uniforme sobre o compor-

tamento de uma partícula com massa dependente da posição delimitada por um potencial.
Para isto vamos iniciar uma discussão sobre este problema em geral com massa constante
e em seguida considerar o caso particular de um campo magnético uniforme no calibre de
Coulomb. Nesta situação a hamiltoniana clássica é dada por [44]

H =
1

2 m0

(−→p − e
−→
A

)2

+ V (x, y) =

=
1

2 m0

−→p 2 − e

2 m0

(−→
A.−→p +−→p .

−→
A

)
+

e2

2 m0

−→
A

2
+ V (x, y) , (3.73)
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onde e é a carga elétrica, m0 é a massa constante e −→A (x, y) é o potencial vetor. Recorrendo
ao procedimento de quantização usual, sabemos que o operador −→p = ~

i

−→∇ . Neste caso,
vemos que o termo de energia cinética será dado por −→p 2 = −~2 ∇2

x y ψ. Já para o termo
linear em −→p temos

(−→p · −→A +
−→
A · −→p

)
ψ =

~
i

[−→∇ ·
(−→

Aψ
)

+
−→
A ·

(−→∇ψ
)]

=

=
~
i

(−→∇ · −→A + 2
−→
A · −→∇

)
ψ. (3.74)

Escolhemos trabalhar com o calibre de Coulomb em que −→∇ · −→A = 0. Neste caso �camos
com (−→p · −→A +

−→
A · −→p

)
ψ =

2 ~
i

−→
A · −→∇ψ. (3.75)

Agora, supomos que temos um campo magnético uniforme na direção de z, sendo ele
expresso na forma, −→B = B0ẑ, que pode ser obtido a partir do potencial vetor no chamado
calibre simétrico na forma [45]

−→
A =

B0

2
(−yı̂ + x̂) , (3.76)

e
−→
A · −→∇ =

~
i

[B0 (−yı̂ + x̂)] · −→∇ = −i ~ B0 (x ∂y − y ∂x) . (3.77)

Assim, podemos concluir que partindo da hamiltoniana clássica de�nida na equação (3.73)
e usando o processo de quantização usual chegamos à equação de Schrödinger

− ~2

2 m0

∇2 ψ +
i ~ B0 e

2 m0

(x ∂y − y ∂x) ψ +

[
e2B2

0

8 m0

(
x2 + y2

)
+ V (x, y)

]
ψ = Eψ. (3.78)

Aqui, vamos nos restringir ao caso do potencial do oscilador anisotrópico a �m de deter-
minar as soluções exatas da equação diferencial. Neste caso a equação diferencial acima
será reescrita como

− ~2

2 m0

∇2 ψ+
i ~ B0 e

2 m0

(x∂y − y∂x) ψ+

[
e2B2

0

8 m0

(
x2 + y2

)
+

1

2
m0

(
ω2

1 x2 + ω2
2 y2

)]
ψ = Eψ,

(3.79)
onde ω1 e ω2 são as frequências do oscilador. A seguir vamos analisar um possível caminho
que pode ser seguido para desacoplar a equação diferencial acima e determinar as soluções
exatas. Neste caso, vamos permanecer no sistema de coordenadas cartesianas e realizar
uma transformação de variáveis via rotação dependente do tempo [46]. Em seguida, vamos
fazer uma mudança nas variáveis espaciais e usar as funções de transformação discutidas
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na seção anterior.

3.4.1 Estados coerentes SU(2) para a partícula com massa cons-
tante

Na busca pelas soluções exatas da equação de Schrödinger na equação (3.79), no caso
de manter as variáveis espaciais x e y, notemos que fazendo a rede�nição das autofunções
na forma

σ = exp [−(i/~)Et] ψ(x, y), (3.80)

podemos trabalhar com a correspondente equação de Schrödinger dependente do tempo,

− ~2

2 m0

∇2σ +
i ~ B0 e

2 m0

(x ∂y − y ∂x) σ +

+

[
e2B2

0

8 m0

(
x2 + y2

)
+

1

2
m0

(
ω2

1 x2 + ω2
2 y2

)]
σ = i ~

∂σ

∂t
. (3.81)

Um procedimento que pode ser usado para desacoplar a equação (3.81) via transformação
de variáveis [46], consiste em nos restringir ao problema do oscilador isotrópico em que
ω1 = ω2 = ω e, escrever a matriz de rotação dependente do tempo na forma

(
X1

Y1

)
=

(
cosα(t) senα(t)

− senα(t) cosα(t)

)(
x

y

)
, (3.82)

obtendo as variáveis espaciais transformadas na forma

X1 = cosα(t) x + senα(t) y, (3.83)

e
Y1 = −senα(t) x + cosα(t) y. (3.84)

Com t = T . Como consequência vemos que

∂

∂x
= cosα(t)

∂

∂X1

− senα(t)
∂

∂Y1

, (3.85)

∂

∂y
= senα(t)

∂

∂X1

+ cosα(t)
∂

∂Y1

. (3.86)

Portanto, (
x

y

)
=

(
cosα(t) −senα(t)

senα(t) cosα(t)

)(
X1

Y1

)
, (3.87)
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que nos leva a variáveis espaciais na forma

x = cosα(t) X1 − senα(t) Y1, (3.88)

e
y = senα(t) X1 + cosα(t) Y1. (3.89)

Para as equações (3.88) e (3.89), temos que

x2 + y2 = [cos α(t)X1 − senα(t) Y1]
2 + [senα(t) X1 + cos α(t) Y1]

2 =

= X2
1 + Y 2

1 . (3.90)

Assim, podemos ver que a equação (3.90) é covariante sob estas rotações dependentes do
tempo, ou seja, não muda a forma da operação mostrada acima. Já o operador momento
linear em relação ao eixo x, será

px = −~
i

∂

∂x
=
~
i

(
cosα(t)

∂

∂X1

− senα(t)
∂

∂Y1

)
,

e o operador momento linear em relação ao eixo y

py = −~
i

∂

∂y
=
~
i

(
senα(t)

∂

∂X1

+ cosα(t)
∂

∂Y1

)
, (3.91)

assim, obtemos o quadrado do operador momento linear como

p2
x + p2

y =

(
~
i

)2
[(

cosα(t)
∂

∂X1

− senα(t)
∂

∂Y1

)2

+

(
senα(t)

∂

∂X1

+ cosα(t)
∂

∂Y1

)2
]

=

= −~2

(
∂2

∂ X2
1

+
∂2

∂ Y 2
1

)
. (3.92)

Podemos ver que para o operador momento linear também temos uma expressão covari-
ante

p2
x + p2

y = P 2
x + P 2

y = ∇2. (3.93)

Logo, a partir das equações (3.85) e (3.87), temos

x
∂

∂y
= cos2α(t) X1

∂

∂Y1

−sen2α(t) Y1
∂

∂X1

+senα(t)
∂

∂X1

cosα(t)X1−cosα(t)
∂

∂Y1

senα(t) Y1,

(3.94)
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e a partir das equações (3.86) e (3.88), temos

y
∂

∂x
= senα(t) X1 cosα(t)

∂

∂X1

−sen2α(t)X1
∂

∂Y1

+cos2α(t) Y1
∂

∂X1

−cosα(t) Y1 senα(t)
∂

∂Y1

,

(3.95)
Assim, pode ser veri�cado que

x
∂

∂y
− y

∂

∂x
= X1

∂

∂Y1

− Y1
∂

∂X1

. (3.96)

Portanto, podemos observar que o operador acima também é covariante. Como a rotação
é dependente do tempo, ainda temos

∂

∂t
=

∂T

∂t

∂

∂T
+

∂X1

∂t

∂

∂X1

+
∂Y1

∂t

∂

∂Y1

. (3.97)

Derivando as equações (3.83) e (3.84) e substituindo-as na equação (3.97), obtemos

∂

∂t
=

∂

∂T
+ [−α̇ senα(t)x + α̇ cosα(t)y]

∂

∂X1

+ [−α̇ cosα(t)x− α̇ senα(t)y]
∂

∂Y1

, (3.98)

ou ainda

∂

∂t
=

∂

∂T
+ α̇

(
Y1

∂

∂X1

−X1
∂

∂Y1

)
=

∂

∂T
− α̇

(
X1

∂

∂Y1

− Y1
∂

∂X1

)
, (3.99)

Portanto, voltando à equação de Schrödinger original (3.81) onde �zemos ω1 = ω2 = ω e
substituindo as equações (3.90), (3.93), (3.96) e (3.99), obtemos

− ~2

2 m0

∇2σ +
i ~B0 e

2 m0

(
X1

∂

∂Y1

− Y1
∂

∂X1

)
σ +

[(
e2B2

0

8 m0

+
1

2
m0 ω2

) (
X2

1 + Y 2
1

)]
σ =

= i ~
∂σ

∂T
− i ~ α̇

(
X1

∂

∂Y1

− Y1
∂

∂X1

)
σ. (3.100)

Agora, de�nindo α(t), de forma a anular o termo cruzado das coordenadas, temos

i ~ eB0

2 m0

= −i ~ α̇, (3.101)

onde vemos que
α̇ = − eB0

2 m0

, (3.102)

integrando a equação acima, temos

α(T ) = − eB0

2 m0

T + c, (3.103)
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onde c é uma constante arbitrária de integração. Assim, somos levados à equação de um
oscilador isotrópico bidimensional

− ~2

2 m0

∇2σ +

[(
e2B2

0

8 m0

+
1

2
m0 ω2

) (
X2

1 + Y 2
1

)]
σ = i ~

∂σ

∂T
. (3.104)

Então, o espectro de energia do modelo é escrito como

En,m = ~

√
e2B2

0

4 m2
0

+ ω2 (n + m + 1). (3.105)

Recorrendo a separação de variáveis usual como

σ(X1, Y1, T ) = exp

(
− i

~
E T

)
χ(X1, Y1), (3.106)

temos que a equação diferencial acima reescrita na forma

− ~2

2 m0

(∇2χ
)

exp

(
− i

~
E T

)
+

[(
e2B2

0

8 m0

+
1

2
m0 ω2

)(
X2

1 + Y 2
1

)]
χ exp

(
− i

~
E T

)
=

= i ~χ

(
− i

~
E T

)
exp

(
− i

~
E T

)
, (3.107)

de modo que a equação acima pode ser expressa para os estados estacionários como

− ~2

2 m0

∇2χ +

[(
e2B2

0

8 m0

+
1

2
m0 ω2

) (
X2

1 + Y 2
1

)]
χ = E χ, (3.108)

onde χ = χ(X1, Y1). Usando a separação de variáveis usual, obtemos as autofunções

χ(X1, Y1) = φ(X1)ψ(Y1) = φ [cos(α) x + sen(α) y] ψ [−sen(α) x + cos(α) y] =

=
1

R
√

2m+n−1π n! m!
Hm

(√
2 [cos(α) x + sen(α) y]

R

)
×

×Hn

(√
2 [−sen(α) x + cos(α) y]

R

)
×

×exp

[
−

(
cos(α) x + sen(α) y

R

)2

+

−
(−sen(α) x + cos(α) y

R

)2
]

, (3.109)
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onde o parâmetro α está de�nido na equação (3.103) e R =
√

2~/(m0 ω). Conhecidas as
autofunções podemos construir os estados coerentes SU(2) de�nidos na equação (3.48)
que neste caso será reescrita como segue

Φ(x, y, τ) =
1

(1 + |τ |2)L
2

L∑
K=0

(
L

K

)1/2

τK φ [cos(α) x + sen(α) y]×

×ψ [−sen(α) x + cos(α) y] . (3.110)

A Figura 3.8 mostra a densidade de probabilidade onde consideramos L = 20 e o conjunto
de parâmetros: τ = A exp (i φ), onde φ = π/2, A = ~ = m0 = B0 = e = ω1 = ω2 = p =

q = c = 1 e T = π/4. Neste caso, ressaltamos que considerando diferentes valores para o
parâmetro T a densidade de probabilidade se mantém a forma circular. Isto signi�ca que,
apesar de termos um pacote de ondas estacionário, o comportamento da trajetória da
partícula não depende do tempo. Podemos veri�car este fato, diferenciando as equações
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Figura 3.8: Densidade de probabilidade com ω1 = p = ω2 = q = 1. Notemos que o máximo
de probabilidade continua apresentando a forma de uma circunferência.

(3.88) e (3.89) de forma que temos

dx = cos(α) dX1 − sen(α) dY1, (3.111)

dy = sen(α) dX1 + cos(α) dY1. (3.112)

Na notação matricial temos
(

dx

dy

)
= J

(
dX1

dY1

)
, (3.113)
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onde a matriz jacobiana de transformação é

J =

(
cos(α) -sen(α)

sen(α) cos(α)

)
. (3.114)

O determinante da matriz jacobiana é [J ] = 1. Notemos que o determinante do jacobiano
não dependente do tempo. Neste caso, podemos ver que a transformação de uma região
no plano xy para outra região no plano X1Y1 pode ser representada como sendo a integral
de uma função f(x, y) relacionada a integral de uma função f(X1, Y1) na seguinte forma

∫ ∫
f(x, y) dx dy =

∫ ∫
[J ] f(X1, Y1) dX1 dY1 (3.115)

de modo que
∫ ∫

f(x, y) dx dy =

∫ ∫
f(X1, Y1) dX1 dY1. (3.116)

Assim, concluimos que os estados coerentes SU(2) também são independentes do tempo,
apesar das autofunções χ(X1, Y1) serem dependentes do tempo.

3.4.2 Transformação nas variáveis espaciais e massa dependente
da posição

No caso de escolhermos fazer uma mudança nas variáveis espaciais, na forma x =

f(u, v) e y = g(u, v), já vimos na seção (3.3) o efeito da mudança sobre o operador
quântico correspondente ao termo de energia cinética da hamiltoniana. Entretanto, agora
precisamos discutir a quantização do termo linear em −→p . Fazendo a mudança de variáveis
a equação de Schrödinger será escrita na forma vetorial como

− ~2

2 M(u, v)
∇2

uvψ +

[
i~e

2 M(u, v)

−→
A · −→∇ +

−→
A

2
e2

2 M(u, v)
+ V (u, v)

]
ψ = Eψ, (3.117)

onde escolhemos o potencial original na forma de um oscilador escrito como

V (u, v) =
1

2
m2

0ω
2
[
f(u, v)2 + g(u, v)2

]− e2−→A 2

2 M(u, v)
. (3.118)

Neste ponto é importante ressaltar que o termo de diferença no potencial original é dado
a �m de eliminá-lo na equação diferencial uma vez que queremos recuperar as soluções
exatas do problema com massa constante. Na seção anterior vimos que em coordenadas
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cartesianas o operador −→A · −→∇ = −i~B0 (x ∂y − y ∂x). Agora temos

x ∂y − y ∂x = f(u, v)

(
− 1

J
fv ∂u +

1

J
fu ∂v

)
− g(u, v)

(
1

J
gv ∂u − 1

J
gu ∂v

)
=

=
1

J
{[ f(u, v) fu + g(u, v) gu ] ∂v +

−[ f(u, v) fv + g(u, v) gv ] ∂u} . (3.119)

Assim a equação de Schrödinger pode ser escrita nas variáveis espaciais u e v na forma

− ~2

2 M(u, v)
∇2

uvψ +
i~B0e

2 M(u, v)
[S(u, v) ∂v −R(u, v) ∂u] ψ +

+

{
1

2
m2

0Ω
2
[
f(u, v)2 + g(u, v)2

]}
ψ = Eψ, (3.120)

onde Ω2 = ω2 +
e2B2

0

4 m0
. Aqui vemos que o potencial vetor é escrito como

−→̄
A =

B0

2
[−R(u, v)̂ı + S(u, v)̂] . (3.121)

Neste caso, as soluções exatas podem ser escritas a partir da equação (3.109) nas variáveis
u e v de forma que �camos com

ψnm (u, v) =
1

R
√

2m+n−1π n! m!
Hm

[√
2 [cos(α) f(u, v) + sen(α) g(u, v)]

R

]
×

×Hn

[√
2 [−sen(α) f(u, v) + cos(α) g(u, v)]

R

]
×

×exp

{
−

[
f(u, v)

R

]2

−
[
g(u, v)

R

]2
}

. (3.122)

O divergente do potencial vetor é

−→∇ · −→̄A =
B0

2

[−∂R(u, v)

∂u
+

∂S(u, v)

∂v

]
= 0 , (3.123)

o módulo do potencial vetor é
∣∣∣−→̄A

∣∣∣ =
B0

2

√
R(u, v)2 + S(u, v)2 , (3.124)
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e o campo magnético é calculado da seguinte forma

−→
B =

−→∇ ×−→̄A =




−→
i

−→
j

−→
k

∂
∂u

∂
∂v

∂
∂w

B0 R
2

B0 S
2

0


 = −B0

2

∂S

∂w

−→
i +

B0

2

∂R

∂w

−→
j +

B0

2

(
∂S

∂u
− ∂R

∂v

)−→
k .

(3.125)
A seguir vamos considerar os três exemplos de funções de transformação nas variáveis
espaciais u e v que foram analisados no problema sem a presença do campo magnético
uniforme. Assim, podemos construir os estados coerentes SU(2), analisando deste modo
o limite clássico.

Funções de transformação polinomiais

Como primeiro exemplo vamos supor as funções de transformação na forma polinomial
escritas na equação (3.38) sendo elas de�nidas como: f(u, v) = ∓1

2
c2u

2± 1
2
c2v

2+c1u v+d1

e g(u, v) = ±1
2
c1u

2 ∓ 1
2
c1v

2 + c2u v + d2. Neste caso, obtivemos o laplaciano sem a
presença de um campo magnético uniforme escrito na equação (3.45), sendo ele dado por
∇2

uv = 1

(c21+c22)(u
2
+v2)

(∂2
u + ∂2

v). Já o termo de campo magnético será escrito na forma

x ∂y − y ∂x =
1

(c2
1 + c2

2)(u
2 + v2)

{[
1

2

(
c2
1 + c2

2

)
u3 +

1

2

(
c2
1 + c2

2

)
u v2+

+ (c2d1 − c1d2) u + (c1d1 + c2d2) v
]
∂v −

[
1

2

(
c2
1 + c2

2

)
v3+

+
1

2

(
c2
1 + c2

2

)
u2 v + (c1d1 + c2d2) u + (c1d2 − c2d1) v

]
∂u

}
=

=
1

(c2
1 + c2

2)(u
2 + v2)

{[
1

2

(
c2
1 + c2

2

) (
u3 + u v2

)
+ (c2d1 − c1d2) u+

+ (c1d1 + c2d2) v
]
∂v −

[
1

2

(
c2
1 + c2

2

) (
v3 + u2 v

)
+ (c1d1 + c2d2) u+

+ (c1d2 − c2d1) v
]
∂u

}
. (3.126)

Deste modo, vemos que

M(u, v) = m0(c
2
1 + c2

2)(u
2 + v2),

R(u, v) = −1

2

(
c2
1 + c2

2

) (
v3 + u2 v

)− (c1d1 + c2d2) u− (c1d2 − c2d1) v,

S(u, v) =
1

2

(
c2
1 + c2

2

) (
u3 + u v2

)
+ (c2d1 − c1d2) u + (c1d1 + c2d2) v. (3.127)
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Neste caso, o divergente do potencial vetor é

−→∇ · −→̄A =
B0

2

[− u v (c2
1 + c2

2)− (c1d1 + c2d2)+

+u v (c2
1 + c2

2) + (c1d1 + c2d2)
]

= 0 , (3.128)

o módulo do potencial vetor é
∣∣∣−→̄A

∣∣∣ =
B0

2

{
1

4

(
c2
1 + c2

2

) [(
u3 + u v2

)2
+

(
v3 + u2 v

)2
]

+

+
(
c2
1 + c2

2

)
u

[
(c1 d1 + c2 d2)

(
v3 + u2v

)
+ (c2 d1 − c1 d2)

(
u3 + u v2

)]
+

+
(
c2
1 + c2

2

)
v

[
(c1 d2 + c2 d1)

(
v3 + u2v

)
+ (c1 d1 − c2 d2)

(
u3 + u v2

)]
+

+
[
(c1 d2 + c2 d1)

2 + (c2 d1 − c1 d2)
2] u2 +

+
[
(c1 d2 + c2 d1)

2 + (c1 d1 − c2 d2)
2] v2

}1/2

, (3.129)

e para o o campo magnético temos

∂S

∂w
=

∂R

∂w
= 0, (3.130)

∂S

∂u
=

1

2
(c2

1 + c2
2)(3 u2 + v2) + (c2d1 − c1d2), (3.131)

∂R

∂v
= −1

2
(c2

1 + c2
2)(3 v2 + u2)− (d2c1 − c2d1), (3.132)

o que nos leva a

−→
B =

−→∇ ×−→̄A =
B0

2

[
(c2

1 + c2
2)(3 u2 + v2) + (c2

1 + c2
2)(3 v2 + u2)

2

]−→
k =

= B0 (c2
1 + c2

2)(u
2 + v2)

−→
k . (3.133)

Neste caso, vemos ainda que o potencial é escrito como

V (u, v) =
1

2
m0ω

2

[(
1

2
c2u

2 − 1

2
c2v

2 + c1u v + d1

)2

+

(
−1

2
c1u

2 +
1

2
c1v

2 + c2u v + d2

)2
]

+

− e2 B0 F

4m0(c2
1 + c2

2)(u
2 + v2)

, (3.134)

onde

F =

{
1

4

(
c2
1 + c2

2

) [(
u3 + u v2

)2
+

(
v3 + u2 v

)2
]

+

+
(
c2
1 + c2

2

)
u

[
(c1 d1 + c2 d2)

(
v3 + u2v

)
+ (c2 d1 − c1 d2)

(
u3 + u v2

)]
+
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+
(
c2
1 + c2

2

)
v

[
(c1 d2 + c2 d1)

(
v3 + u2v

)
+ (c1 d1 − c2 d2)

(
u3 + u v2

)]
+

+
[
(c1 d2 + c2 d1)

2 + (c2 d1 − c1 d2)
2] u2 +

+
[
(c1 d2 + c2 d1)

2 + (c1 d1 − c2 d2)
2] v2

}1/2

. (3.135)

Escolhendo as funções de transformação na forma polinomial, podemos escrever as auto-
funções na forma

ψnm (u, v) =
1

R
√

2m+n−1π n! m!
×

× Hm

{√
2
[
cos(α)

(
1
2
c2u

2 − 1
2
c2v

2 + c1u v + d1

)

R
+

+
sen(α)

(−1
2
c1u

2 + 1
2
c1v

2 + c2u v + d2

)]

R

}
×

× Hm

{√
2
[−sen(α)

(
1
2
c2u

2 − 1
2
c2v

2 + c1u v + d1

)

R
+

+
cos(α)

(−1
2
c1u

2 + 1
2
c1v

2 + c2u v + d2

)]

R

}
×

×exp



−

[(
1
2
c2u

2 − 1
2
c2v

2 + c1u v + d1

)

R

]2

+

−
[(−1

2
c1u

2 + 1
2
c1v

2 + c2u v + d2

)

R

]2


 , (3.136)

onde α(T ) = − e B0

2 m0
T + c, conforme vimos na seção anterior. A partir das soluções exatas

mostradas acima, podemos construir os estados coerentes SU(2) de�nidos na equação

(3.48), escritos como Φ(u, v, τ) = 1

(1+|τ |2)
L
2

∑L
K=0

(
L

K

)1/2

τK ψnm (u, v) . A Figura 3.9

mostra a construção dos estados coerentes SU(2). Aqui consideramos o seguinte conjunto
de parâmetros: consideramos L = 20 e o conjunto de parâmetros: τ = A exp (i φ), onde
φ = π/2, A = ~ = m0 = B0 = e = ω1 = ω2 = p = q = c = c1 = c2 = d1 = 1,
T = π/4 diferentes valores para d2. Notemos que mudando o parâmetro d2 o máximo de
probabilidade divide-se em duas regiões. Salientamos que estas regiões afastam-se cada
vez mais uma da outra a medida que o parâmetro d2 aumenta. Neste ponto é importante
ressaltar que para diferentes valores do parâmetro T a forma dos estados coerentes SU(2)

não muda ocorrendo o esperado conforme discutimos na subseção 3.4.1. Este fato também
ocorre nos próximos exemplos de funções de transformação que vamos considerar.
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Figura 3.9: Densidade de probabilidade para o caso de soluções polinomiais. Consideramos
os seguintes parâmetros: ω1 = p = ω2 = q = 1, d2 = 1 em a, d2 = 4 em b e d2 = 7 em c.

Usando os parâmetros d1 = d2 = c1 = 0, c2 = 1, nos restringimos ao caso das
coordenadas parabólicas cilíndricas. Neste caso, temos

M(u, v) = m0(u
2 + v2) , (3.137)

R(u, v) = −1

2
v (u2 + v2), (3.138)

e
S(u, v) =

1

2
u (u2 + v2). (3.139)

O divergente do potencial vetor é

−→∇ · −→̄A =
B0

2
(− u v + u v) = 0, (3.140)

o módulo do potencial vetor é
∣∣∣−→̄A

∣∣∣ =
B0

4

√
u2(u2 + v2)2 + v2(u2 + v2)2, (3.141)

e o campo magnético é dado por

−→
B =

−→∇ ×−→̄A =
B0

2

[
1

2
(3 u2 + v2) +

1

2
( u2 + 3 v2)

] −→
k = (u2 + v2)

−→
k . (3.142)

Aqui, determinamos o potencial do oscilador escrito como

V (u, v) =
1

2
m0ω

[
(v u)2 +

1

4

(
u2 − v2

)2
]

+

−e2B0

√
u2(u2 + v2)2 + v2(u2 + v2)2

8(u2 + v2)
, (3.143)

e vemos que as autofunções são escritas como
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ψnm (u, v) =
1

R
√

2m+n−1π n! m!
Hm





√
2
[

cos(α)
2

(u2 − v2) + sen(α) (u v)
]

R



×

×Hn





√
2

[
− sen(α)

2
(u2 − v2) + cos(α) (u v)

]

R



×

×exp

{
−

[ 1
2
(u2 − v2)

R

]2

−
[
(u v)

R

]2
}

. (3.144)

A partir das soluções exatas mostradas acima, podemos construir os estados coerentes
SU(2) de�nidos na equação (3.48). Neste caso, a Figura 3.10 mostra a densidade de
probabilidade. Podemos observar a semelhança dos estados coerentes SU(2) para o prob-
lema isotrópico sem a presença de campos magnéticos sobre o sistema com os estados
coerentes SU(2) contruídos para o problema na presença de campos magnéticos. Nota-
mos que este fato ocorre uma vez que recuperamos as soluções exatas para o problema
com massa constante e consideramos a rotação nas variáveis. Esta semelhaça nos estados
coerentes SU(2) também será observada a seguir nos próximos exemplos de funções de
transformação.

-4 -2 0 2 4
u

-4

-2

0

2

4

v

Figura 3.10: Densidade de probabilidade para o caso de soluções polinomiais. Consider-
amos os parâmetros d1 = d2 = c1 = 0, c2 = 1, ω1 = p = ω2 = q = 1.

Funções de transformação em coordenadas elípticas cilíndricas

Como segundo exemplo vamos supor as funções de transformação em coordenadas
elípticas cilíndricas de�nidas na equação (3.53), sendo elas escritas como: f(u, v) =

a senh(u) sen(v) e g(u, v) = a cosh(u) cos(v). Neste caso, obtivemos o laplaciano
para o problema sem a in�uência do campo magnético escrito na equação (3.60) como
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∇2
uv = − 2

a2[cos(2v)−cosh(2u)]
(∂2

u + ∂2
v). Já o termo vindo do campo magnético será

x ∂y − y ∂x =
2

a2 [cos(2v)− cosh(2u)]

{[
a2 cos2(v) cosh(u) senh(u) +

+ a2 cosh(u) sen2(v) senh(u)
]

∂v −
[− a2 cos(v) cosh2(u) sen(v)+

+ a2 cos(v) sen(v) senh2(u)
]

∂u]
}

=
2

a2 [cos(2v)− cosh(2u)]
×

× {[
a2 cosh(u) senh(u)

]
∂v −

[− a2 cos(v) sen(v)
]
∂u

}
. (3.145)

logo, podemos ver que
M(u, v) =

a2 [cos(2v)− cosh(2u)]

2 m0

, (3.146)

R(v) = a2 cos(v) sen(v), (3.147)

e
S(u) = a2 cosh(u) senh(u). (3.148)

Neste caso, o divergente do potencial vetor é

−→∇ · −→̄A =
B0

2

(
∂R(u, v)

∂u
+

∂S(u, v)

∂v

)
= 0, (3.149)

o módulo do potencial vetor é
∣∣∣−→̄A

∣∣∣ =
B0

2

√[
a4 cos2(v) sen2(v) + a4 cosh2(u) senh2(u)

]
=

=
B0 a2

2

√
[− cos(4v) + cosh(4u)], (3.150)

e o campo magnético é dado por

−→
B =

−→∇ ×−→̄A =
B0

2

{
[a2 cosh2(u) + a2 senh2(u)]+

−[a2 cos2(v)− a2 sen2(v)]
} −→

k =
B0 a2

2
[cosh(2u)− cos(2v)]

−→
k .(3.151)

Neste exemplo de funções de transformação o potencial será escrito como

V (u, v) =
1

2
m0ω

2
{
[a senh(u) sen(v)]2 + [a cosh(u) cos(v)]2

}
+

−e2B0m0

√
[− cos(4v) + cosh(4u)]

2 [a cos(2v)− cosh(2u)]
, (3.152)

e podemos escrever as autofunções na forma
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ψnm(u, v) =
1

R
√

2m+n−1π n! m!
×

×Hm

{√
2 [cos(α) (a senh(u) sen(v)) + sen(α) (a cosh(u) cos(v))]

R

}
×

×Hn

{√
2 [−sen(α) (a senh(u) sen(v)) + cos(α) (a cosh(u) cos(v))]

R

}
×

× exp

{
−

[
[a senh(u) sen(v)]

R

]2

−
[
[a cosh(u) cos(v)]

R

]2
}

, (3.153)

onde α(T ) = − e B0

2 m0
T + c. Usando as autofunções mostradas acima, podemos construir os

estados coerentes SU(2) de�nidos na equação (3.48). Podemos ver os estados coerentes
SU(2) na Figura 3.11. Consideramos o seguinte conjunto de parâmetros: L = 20, τ =

A exp (i φ), onde φ = π/2, ~ = A = m0 = B0 = e = ω1 = ω2 = p = q = c = 1, a = 5 e
T = π/4. Neste caso, podemos notar uma sequência de regiões iguais que determinam
a maior probabilidade. Observamos que isto ocorre devido ao fato que as funções de
transformação que escolhemos são periódicas.
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Figura 3.11: Densidade de probabilidade para o caso de funções de transformação na
forma de coordenadas cilíndricas elípticas. Consideramos ω1 = p = ω2 = q = 1.

Funções de transformação na forma de coordenadas bipolares

Finalmente, como terceiro e último exemplo supomos as funções de transformação
na forma das coordenadas bipolares dadas na equação (3.63), sendo elas escritas como:
f(u, v) = [a senh(u)] / [cosh(u)− cos(v)] e g(u, v) = [a sen(v)] / [cosh(u)− cos(v)]. Neste
caso, obtivemos o laplaciano escrito na equação (3.70) na forma∇2

uv = [cos(v)−cosh(u)]2

a2 (∂2
u+
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∂2
v). Para este caso o termo de campo magnético é escrito como

x ∂y − y ∂x = − [cos(v)− cos h(u)]2

a2

{[
a2[1− cos(v) cosh(u) senh(u)]

[cos(v)− cosh(u)]2[− cos(v) + cosh(u)]
+

− a2 sen2(v) senh(u)

[cos(v)− cosh(u)]2[− cos(v) + cosh(u)]

]
∂v +

−
[

a2[1− cos(v) cosh(u) senh(u)]

[cos(v)− cosh(u)]2[− cos(v) + cosh(u)]
+

− a2 sen2(v) senh(u)

[cos(v)− cosh(u)]2[− cos(v) + cosh(u)]

]
∂u

}
=

= − [cos(v)− cos h(u)]2

a2
×

×
{[
− a2 cos(v) senh(u)

[cos(v)− cosh(u)]2

]
∂v −

[
− a2 cosh(u) sen(v)

[cos(v)− cosh(u)]2

]
∂u

}
.(3.154)

Com isso, �camos com
M(u, v) =

a2 m0

[cos(v)− cosh(u)]2
, (3.155)

R(u, v) =
a2 cosh(u) sen(v)

[cos(v)− cosh(u)]2
, (3.156)

e
S(u, v) = − a2 cos(v) senh(u)

[cos(v)− cosh(u)]2
. (3.157)

Neste caso, o divergente do potencial vetor é

−→∇ · −→̄A =
B0

2

[
−2 a2 cos(v) sen(v) senh(u)

[cos(v)− cosh(u)]3
+

2 a2 sen(v) senh(u)

[cos(v)− cosh(u)]2
+

+
2 a2 cosh(u) sen(v) senh(u)

[cos(v)− cosh(u)]3

]
= 0, (3.158)

com o módulo do potencial vetor

∣∣∣−→̄A
∣∣∣ =

B0

2

√{
a4 cosh2(u) sen2(v)

[cos(v)− cosh(u)]4
+

a4 cos2(v) senh2(u)

[cos(v)− cosh(u)]4

}
=

=
B0

2

√
−

{
a4[cos(v) + cosh(u)]

[cos(v)− cosh(u)]3

}
, (3.159)

e o campo magnético escrito como

−→
B =

−→∇ ×−→̄A =
B0

2

{[
− a2 cos(v) cosh(u)

[cos(v)− cosh(u)]2
− 2 a2 cos(v) senh2(u)

[cos(v)− cosh(u)]3

]
+
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−
[

a2 cos(v) cosh(u)

[cos(v)− cosh(u)]2
+

2 a2 cosh(u) sen2(v)

[cos(v)− cosh(u)]3

]}−→
k =

=
B0

2

{
a2 cos(v)[− cos(v) cosh(u) + cosh2(u) − 2 senh2(u)]

[cos(v)− cosh(u)]3
+

−a2 cosh(u)[cos2(v)− cos(v) cosh(u) + 2 sen2(v)]

[cos(v)− cosh(u)]3

}−→
k =

=
B0 a2

[cos(v)− cosh(u)]2
−→
k . (3.160)

Para este terceiro e último exemplo de funções de transformação, �nalizamos com o
potencial

V (u, v) =
1

2
m0ω

2

{[
a senh(u)

cosh(u)− cos(v)

]2

+

[
a sen(v)

cosh(u)− cos(v)

]2
}

+

−
e2B0[cos(v)− cosh(u)]2

√
−

{
a4[cos(v) +cosh(u)]
[cos(v)−cosh(u)]3

}

4m0a2
, (3.161)

e �camos com as autofunções nas variáveis espaciais u e v escritas na forma

ψnm(u, v) =
1

R
√

2m+n−1π n! m!
×

×Hm

{√
2

R

[
cos(α)

(
a senh(u)

cosh(u)− cos(v)

)
+ sen(α)

(
a sen(v)

cosh(u)− cos(v)

)]}
×

×Hn

{√
2

R

[
−sen(α)

(
a senh(u)

cosh(u)− cos(v)

)
+ cos(α)

(
a sen(v)

cosh(u)− cos(v)

)]}
×

× exp

{
−

[
a senh(u)

R (cosh(u)− cos(v))

]2

−
[

a sen(v)

R (cosh(u)− cos(v))

]2
}

, (3.162)

onde α(T ) = − e B0

2 m0
T + c. Podemos construir os estados coerentes SU(2) de�nidos na

equação (3.48) usando as autofunções mostradas acima. Neste caso, a Figura 3.12 mostra
os estados coerentes SU(2). Consideramos os parâmentos L = 20, τ = A exp (i φ), onde
φ = π/2, ~ = A = m0 = B0 = e = ω1 = ω2 = p = q = c = a = 1 e T = π/4. Neste
exemplo, podemos ver que a construção dos estados coerentes SU(2) são semelhantes
ao que mostramos no segundo exemplo de soluções. Aqui, observamos novamente uma
sequência de regiões iguais ao longo da variável espacial v. Notamos que isto ocorre por
causa das funções de transfomação também serem periódicas.
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Figura 3.12: Densidade de probabilidade para o caso de funções de transformação na
forma de coordenadas bipolares. Consideramos ω1 = p = ω2 = q = 1.

3.5 Comentários
Neste Capítulo iniciamos o estudo do problema de sistemas bidimensionais em que

uma partícula com massa constante está delimitada por um potencial. Usando mudança
nas variáveis espaciais determinamos sistemas com massa dependente da posição. Para
isto propusemos três exemplos de funções de transformação, sendo eles: polinomiais, em
coordenadas elípticas cilíndricas e em coordenadas bipolares. No caso em que escolhemos
as funções de transformação na forma polinomial vimos que para a escolha de determina-
dos parâmetros nos restringimos ao caso das funções na forma de coordenadas parabólicas
cilíndricas. Para os três exemplos construímos os estados coerente SU(2) a �m de fazer
uma possível análise limite clássico. Para o caso em que consideramos as funções de trans-
formação na forma polinomial mostramos que mudando o coe�ciente no termo de grau
zero, o máximo de probabilidade dividiu-se em duas regiões que se afastaram uma da outra
à medida que aumetamos o valor do parâmentro d2. Finalmente, para os casos em que
escolhemos trabalhar com as funções de transformação na forma de coordenadas elípticas
cilíndricas e na forma de coordenadas bipolares mostramos que os estados coerentes SU(2)

determinam uma sequência de regiões com maior probabilidade de encontrar a partícula.
Observamos que este fato ocorreu por causa das funções serem periódicas. Estendemos
nossos estudos analisando o efeito de um campo magnético uniforme sobre o sistema em
estudo. Neste caso, nos restingimos ao problema do oscilador para determinar as soluções
exatas da equação de Schrödinger com massa constante. Para determinar as soluções
exatas �zemos uma transformação nas variáveis via rotação dependente do tempo, e em
seguida, construímos os estados coerentes SU(2). Vimos que apesar das soluções exatas
dependerem do tempo os estados coerentes SU(2) não mudam a forma para valores difer-
entes de T . Neste caso, a trajetória da partícula apresentou o máximo de probabilidade
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na forma de um círculo. Em seguida �zemos uma mudança nas variáveis espaciais de
modo que escrevemos e equação de Schrödinger com massa dependente da posição. Neste
problema supusemos os três exemplos de funções de transformação que consideramos no
problema sem a in�uência do campo magnético uniforme. Conhecidas as soluções exatas
da equação de Schrödinger construímos os estados coerentes SU(2) para analisar o lim-
ite clássico dos sistemas. Observamos que os estados coerentes SU(2) construídos para
os problemas na presença de campos magnéticos são semelhantes aos estados coerentes
SU(2) construídos para os problemas isotrópicos sem a presença de campos magnéticos.
Notamos que este fato ocorreu porque recuperamos as soluções exatas do problema com
massa constante considerando a rotação nas variáveis.
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Capítulo 4

Ambiguidade de ordenamento na
equação de Schrödinger com massa
dependente da posição no caso
bidimensional na presença de um
campo magnético: um modelo exato

Neste Capítulo vamos estudar o problema de uma partícula com massa dependente
da posição num poço de potencial bidimensional �nito, sob a in�uência de um campo
magnético uniforme. Consideramos a ambiguidade de ordenamento quântico. Obtemos as
autofunções e as energias para um conjunto de auto-estados e mostramos que considerando
um poço de potencial �nito, o sistema possui um conjunto in�nito de estados quânticos.

4.1 Introdução
Desde o início da fabricação de nanodispositivos como, por exemplo, pontos quânti-

cos, �os e poços de potencial, vem aumentando o interesse em soluções exatas de sistemas
bidimensionais con�nados [47]. Além disso, para levar em conta a variação espacial de
um semicondutor, algumas hamiltonianas efetivas foram propostas incluindo uma massa
dependente da variável espacial [30, 48]-[52]. Uma consequência importante deste tipo de
sistema é que eles se tornam ambíguos no nível quântico. Lamentavelmente a ambiguidade
de ordenamento quântico ainda é uma das questões não solucionadas para problemas da
mecânica quântica. Todavia, sistemas desse tipo são importantes para modelar algumas
situações experimentais como impurezas em cristais [1, 2, 53], a dependência de forças
nucleares na velocidade relativa de dois núcleos [54, 55], e mais recentemente o estudo de
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hetero-estruturas de semicondutores [3, 4]. Algum tempo atrás, foram discutidas soluções
exatas de uma classe de sistemas hamiltonianos unidimensionais com ambiguidade de or-
denamento quântico [5] e uma dependência da ambiguidade de ordenamento quântico [7].
O fato é que o estudo de sistemas com massa dependente da posição vem despertando
um grande interesse de vários autores ao longo dos últimos anos [5]-[41],[56]-[64]. Entre-
tanto, a maioria dos trabalhos dedicados ao estudo de sistemas com massa dependente
da posição trata de problemas unidensionais. Embora, existam sistemas unidimensionais
na presença de um campo magnético [65]-[67], sentimos a necessidade da análise de tais
sistemas no caso bidimensional.

Neste Capítulo propomos iniciar o estudo do caso de um sistema com massa depen-
dente da posição bidimensional sob a in�uência de um poço de potencial usando coorde-
nadas cartesianas. Obtemos as soluções exatas da equação de Schrödinger correspondente
e construímos os estados coerentes SU(2). Discutimos o problema da ambiguidade de or-
denamento quântico, e como consequência escolhemos um ordenamento particular para
forma do potencial a �m de determinar soluções exatas. Estendemos nossa proposta a
análise do efeito de um campo magnético uniforme sob o comportamento de uma partícula
carregada com massa dependente da posição con�nada no poço de potencial. Restringi-
mos nosso estudo ao caso partitular em que consideramos o campo magnético uniforme
no calibre de Coulomb simétrico.

Este Capítulo está organizado da seguinte forma: Na seção 4.2 vamos fazer uma breve
revisão do trabalho de Souza Dutra e Almeida [5] em que foi discutido o problema da
ambiguidade de ordenamento quântico para um sistema unidimensional. Estendemos
os estudos de de Souza Dutra e Almeida [5] ao sistema bidimensional em que obtemos
as soluções exatas da correspondente equação de Schrödinger e construímos os estados
coerentes SU(2). Na seção 4.3 iniciamos o estudo de um sistema bidimensional em que
a massa de uma partícula depende da posição sob a in�uência de um campo magnético
uniforme. Escrevemos a equação de Schrödinger efetiva, obtemos as soluções exatas, e
em seguida construímos os estados coerentes SU(2). Finalmente na seção 4.4 fazemos os
comentários �nais.

4.2 Equação de Schrödinger efetiva bidimensional em
coordenadas cartesianas

Para iniciar nossa proposta usamos o ordenamento de�nido por von Ross [64] utilizado
por de Souza Dutra e Almeida [5], para o operador hamiltoniano que no caso do problema
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unidimensional é escrito como

Ĥ =
1

4

(
Mαp̂Mβ p̂Mγ + Mγ p̂Mβ p̂Mα

)
+ V (x), (4.1)

onde o operador momento na representação diferencial é descrito como p̂ = −i~ d
dx
, M =

M(x) é a massa efetiva dependente da posição e V (x) é o potencial. α, β e γ são constantes
arbitrárias de ordenamento tais que satisfazem a relação

α + β + γ = −1, (4.2)

para garantir o limite clássico.
Para escrever a hamiltoniana efetiva usamos as propriedades da relação canônica de

comutação no operador de energia cinética Mαp̂Mβ p̂Mγ + Mγ p̂Mβ p̂Mα. Deste modo,
operador hamiltoniano efetivo pode ser expresso como

Ĥ =
1

4

[
p̂2

M
− i~(β + 2γ)

M ′

M2
p̂− ~2γ(β + γ − 1)

(M ′)2

M3
− ~2γ

M ′′

M2
+

+
p̂2

M
− i~(β + 2α)

M ′

M2
p̂− ~2α(β + α− 1)

(M ′)2

M3
− ~2α

M ′′

M2

]
+ V (x) =

=
1

4

{
2

p2

M
− 2i~(α + β + γ)

M ′

M2
p̂− ~2 (M ′)2

M3
[γ(β + γ − 1) + α(β + α− 1)] +

−~2M ′′

M2
(α + γ)

}
+ V (x). (4.3)

Considerando a relação α + β + γ = −1 vemos que podemos escrever β = −(α + γ + 1).
Deste modo, chegamos no operador hamiltoniano efetivo na forma [5]

H =
1

2 M
p̂2 +

i ~
2

M ′

M2
p̂ + U(α, γ, x) + V (x), (4.4)

onde U(α, γ, x) é o potencial efetivo expresso por

U(α, γ, x) = − ~2

4M3

[
(α + γ)M

d2M

dx2
− 2(α + γ + αγ)

(
dM

dx

)2
]

. (4.5)

Neste caso, a correspondente equação diferencial pode ser escrita como

− ~2

2 M(x)

d2x

dx2
+
~2

2

(
dM/dx

M2

)
dψ

dx
+ [V (x) + U(α, γ, x)− E]ψ = 0. (4.6)

Propomos, estender os resultados do trabalho de de Souza Dutra e Almeida [5] ao caso
bidimensional em coordenadas cartesianas, onde a massa M = M(x, y). Neste caso,
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obtemos a seguinte expressão para o operador hamiltoniano efetivo

H =
1

2 M(x, y)
(p̂x

2 + p̂y
2) +

i ~
2

(
∂M
∂x

p̂x + ∂M
∂y

p̂y

M2

)
+ [U(α, γ, x, y) + V (x, y)] , (4.7)

onde V (x, y) é o potencial do sistema original, U(α, γ, x, y) é o potencial efetivo expresso
por

U(α, γ, x, y) = − ~2

4M

{
(α + γ)

Mxx + Myy

M
− 2(α + γ + αγ)

[(
Mx

M

)2

+

(
My

M

)2
]}

,

(4.8)
com Mx = ∂M/∂x e onde My = ∂M/∂y. Assim, a hamiltoniana efetiva na equação (4.7)
pode ser reescrita na notação vetorial na forma

H =
1

2 M(x, y)
−→p 2 +

i~
2

1

M2

(−→∇M
)
· −→p + [U(α, γ, x, y) + V (x, y)] , (4.9)

onde o potencial efetivo

U(α, γ, x, y) = − ~2

4 M


(α + γ)

∇2M

M
− 2(α + γ + αγ)

(−→∇M

M

)2

 . (4.10)

Por outro lado, partindo da equação de Schrödinger

− ~2

2 M(x, y)
∇2 χ + Veff (x, y) χ = E χ, (4.11)

e fazendo a rede�nição
χ(x, y) = eσ(x,y) ψ(x, y), (4.12)

temos

∂ χ

∂ x
= eσ(x,y)

(
∂ ψ

∂ x
+ σx ψ

)
,

∂ χ

∂ y
= eσ(x,y)

(
∂ ψ

∂ y
+ σy ψ

)
,

∂2 χ

∂ x2
= eσ(x,y)

[
∂2 ψ

∂ x2
+ 2 σx

∂ ψ

∂ x
+

(
σxx + σ2

x

)
ψ

]
,

∂2 χ

∂ y2
= eσ(x,y)

[
∂2 ψ

∂ x2
+ 2 σy

∂ ψ

∂ y
+

(
σyy + σ2

y

)
ψ

]
. (4.13)
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Assim, obtemos a equação diferencial (4.11) transformada reescrita como

− ~2

2 M(x, y)

(
∂2ψ

∂x2
+

∂2ψ

∂y2

)
− ~2

2 M(x, y)

(
2σx

∂ψ

∂x
+ 2σy

∂ψ

∂y

)
+

− ~2

2 M(x, y)

(
σxx + σ2

x + σyy + σ2
y

)
ψ + V (x, y)ψ = Eψ, (4.14)

ou ainda

− ~2

2 M(x, y)
∇2ψ − ~2

M(x, y)

[(−→∇σ
)
· −→∇ψ

]
+

+

{
V (x, y)− ~2

2 M(x, y)

[
∇2σ +

(−→∇σ
)2

]}
ψ = Eψ, (4.15)

tal que o operador hamiltoniano correspondente é dado por

H =
1

2 M(x, y)
−→p 2 − ~2 i

M(x, y) ~
(
−→∇σ) · −→p + V − ~2

2 M(x, y)

[
∇2σ + (

−→∇σ)2
]
. (4.16)

Agora, para que a hamiltoniana acima possa ser igual à hamiltoniana da equações (4.9),
devemos impor a seguinte condição

− ~2 i

M ~
−→∇σ · −→p =

i~
2

1

M2

−→∇M · −→p . (4.17)

Assim, temos −→∇M

M
= −2

−→∇σ. (4.18)

Se a solução para a igualdade acima é dada por

σ = ln(M−1/2), (4.19)

mostramos que

− 2
−→∇σ = −2

(
∂σ

∂x
−→x +

∂σ

∂y
−→y

)
= −2

(
− Mx

2 M
− My

2 M

)
=

−→∇M

M
. (4.20)

Neste caso, temos na equação (4.16) que os termos

(
−→∇σ)2 =

1

4

(−→∇M

M

)2

, (4.21)
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e

∇2σ =
−→∇ · −→∇σ = −1

2

−→∇ ·
−→∇M

M
= −1

2


∇2M

M
−

(−→∇M

M

)2

 =

=
1

2

(−→∇M

M

)2

− 1

2

∇2M

M
. (4.22)

Substituindo as equações (4.21) e (4.22) na equação (4.16), �nalmente terminamos com
a hamiltoniana

H =
1

2 M(x, y)
−→p 2 +

i~
2 M2

(
−→∇M) · −→p +



V − ~2

2 M


1

4

(−→∇M

M

)2

+

+
1

2

(−→∇M

M

)2

− 1

2

∇2M

M






 =

=
1

2 M
−→p 2 +

i~
2 M

−→∇M

M
· −→p +



V − ~2

4 M


3

2

(−→∇M

M

)2

− ∇2M

M






 , (4.23)

sendo que a partir das equações (4.12) e (4.19), obtemos a relação entre funções de onda,

ψ = M
1
2 χ. (4.24)

Assim, podemos veri�car que, partindo da hamiltoniana efetiva dada na equação (4.9),
chegamos na equação de Schrödinger efetiva escrita como

− ~2

2 M
∇2ψ + [U(α, γ, x, y) + V (x, y)] ψ − Eψ +

i ~
2M2

(
−→∇M) · −→p ψ =

= − ~2

2 M
∇2ψ + [U(α, γ, x, y) + V (x, y)] ψ − Eψ +

~2

2M2
(
−→∇M) · (−→∇ ψ) = 0,(4.25)

de forma que

− ~2

2 M
∇2 χ+



V (x, y) + U(α, γ, x, y) +

~2

4 M


3

2

(−→∇M

M

)2

− ∇2M

M






 χ = E χ. (4.26)

Com isso, concluímos que se partirmos da equação de Schrödinger efetiva

− ~2

2M
∇2ψ +

~2

2M2

−→∇M · −→∇ψ + [U(α, γ, x, y) + V (x, y)] ψ = Eψ, (4.27)

somos levados à equação de Schrödinger efetiva apresentada na equação (4.11), onde o
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potencial efetivo é

Veff (x, y) = V (x, y) +
~2

4M


2

(
α + γ + αγ +

3

4

) (−→∇M

M

)2

− (α + γ + 1)
∇2M

M


 .

(4.28)
Para trabalhar com um sistema equivalente com massa constante, podemos escrever

a equação (4.11) como
− ~

2

2
∇2χ + Ueff χ = ξχ, (4.29)

onde

Ueff − ξ = M(x, y) V (x, y) +
~2

4


2

(
α + γ + αγ +

3

4

) (−→∇M

M

)2

+

− (α + γ + 1)
∇2M

M

]
− E M(x, y), (4.30)

com ξ constante.
Vejamos agora a análise de um exemplo exatamente solúvel. Tendo em mente a solução

exata, escolhemos trabalhar com o caso em que a massa varia harmonicamente como

M(x, y) = M0

[
1 +

g

2

(
x2 + y2

)]
, (4.31)

tal que (−→∇M
)2

= M0

[
g2

(
x2 + y2

)]
, (4.32)

e
∇2M = 2 g M0. (4.33)

Assim, obtemos

Ueff − ξ = M0

[
1 +

g

2

(
x2 + y2

)]
V (x, y)− E M0

[
1 +

g

2

(
x2 + y2

)]
+

+
~2

4

{
2

(
α + γ + αγ +

3

4

)
g2

[
x2 + y2

1 + g
2
(x2 + y2)

]
+

−(α + γ + 1)
2g[

1 + g
2
(x2 + y2)

]
}

. (4.34)

Para garantir que este exemplo seja exatamente solúvel, nos restringimos ao caso em que
escolhemos o ordenamento tal que

α + γ + 1 = 0, (4.35)
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e
α + γ + αγ +

3

4
= 0. (4.36)

Neste caso obtemos
α + γ = −1, (4.37)

e
− 1 +

3

4
+ α(−1− α) = −α(α + 1)− 1

4
= α2 + α +

1

4
= 0, (4.38)

Portanto, podemos concluir que a raiz do polinômio da equação (4.38) é

α = −1

2
. (4.39)

Substituindo a equação (4.39) nas equações (4.36) e (4.37), obtemos

γ = −1

2
, (4.40)

e
β = 0. (4.41)

Assim, �camos com o ordenamento

1

2 M
−→p 2 =

1

2

(
1√
M
−→p

)
·
(
−→p 1√

M

)
=

1

2

1√
M

(−→p )2 1√
M

. (4.42)

Neste caso, podemos reescrever o potencial efetivo na forma

Ueff − ξ = M0

[
1 +

g

2
(x2 + y2)

]
V (x, y)− EM0 − EM0g

2
(x2 + y2). (4.43)

Entretanto, o exemplo será completo somente quando tivermos de�nido o potencial sob
o qual a partícula com massa dependente da posição está se movendo. Então, escolhemos
um potencial anisotrópico representando por

V (x, y) =
ω2

1x
2 + ω2

2y
2

2
[
1 + g

2
(x2 + y2)

] , (4.44)

logo obtemos

Ueff − ξ =
1

2
M0(ω

2
1x

2 + ω2
2y

2)− EM0 − EM0

2
g(x2 + y2) =

=
1

2
M0

[
(ω2

1 − Eg)x2 + (ω2
2 − Eg)y2

]− EM0, (4.45)
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então se
ξ = EM0, (4.46)

logo temos a relação do espectro de energia

EM0 = ~
√

(ω2
1 − Eg)M0

(
n +

1

2

)
+ ~

√
(ω2

2 − Eg)M0

(
m +

1

2

)
, (4.47)

onde n,m = 0, 1, 2, 3, ... e devemos impor que Eg < ω2
1 e Eg < ω2

2 para garantir que o
espectro de energia seja real e as autofunções normalizadas. A expressão analítica para
o espectro de energia neste caso é bastante complicada. Contudo, a simulação numérica
pode ser feita facilmente. Podemos ver um exemplo deste caso na Figura 4.1 em que
apresentamos os níveis de energia como função do número quântico n, com m = 0, ..., 5,
para o caso onde ω2 = 2 ω1 e ω1 = 10. Notemos que aumentando o valor do número
quântico o autovalor de energia aproxima-se de um valor limite. Além disso, existe
um limite do número quântico associado ao aumento da frequência (ω2 neste exemplo).
Podemos veri�car que a energia converge assintoticamente em n para ω2

1/g. O limite do
número quântico m pode ser escrito a partir da equação (4.47) de modo que para Eg ∼= ω2

1

e, vemos que E ∼= ω2
1/g. Assim, temos

ω2
1M0

g
= ~

√
(ω2

2 − ω2
1)M0

(
m +

1

2

)
, (4.48)

que nos leva a
(

m +
1

2

)
=

ω2
1M0

~ g
√

(ω2
2 − ω2

1)M0

, (4.49)

de forma que

mmax = Int

[
ω2

1 M0

~g
√

M0 (ω2
2 − ω2

1)
− 1

2

]
, (4.50)

onde Int [.] é a parte inteira da quantidade entre colchetes. Neste caso, podemos entender
porque a frequência do potencial efetivo depende da energia, e para os números quânticos
depois do valor máximo a frequência será imaginária rede�nindo uma função de onda
não normalizável. Além disso, quando as frequências são iguais, nos restringimos ao caso
do potencial isotrópico. Neste caso, os números quânticos são ilimitados e o sistema
apresenta degenerescência. Além disso, podemos notar que quando E → ω2/g, o termo√

ω2 − Eg torna-se assintoticamente pequeno, de forma que o número quântico pode
aumentar arbitrariamente, de modo que o produto

√
ω2 − Eg(n+ 1

2
) permaneça limitado.

Este comportamento será con�rmado analiticamente abaixo quando nos restringimos ao
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caso do oscilador isotrópico.

10 20 30 40 50
n
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Figura 4.1: Comportamento da energia em que aumentamos o número quântico n. Aqui,
ω2 = 2ω1, ω1 = 10, g = M0 = ~ = 1 e m = 0, 1, 2, 3, 4, 5 (os pontos �cam mais grossos à
medida que vai aumentando m.)

Neste Capítulo também analisamos os estados coerentes SU(2), inicialmente estudados
por Chen at al. [9]-[12]. Para isso, nos restringimos ao caso do potencial isotrópico em
que ω1 = ω2 = ω. Deste modo, teremos o potencial

V (x, y) =
ω2(x2 + y2)

2
[
1 + g

2
(x2 + y2)

] , (4.51)

A Figura 4.2 mostra a energia potencial do oscilador isotrópico em que consideramos os
parâmetros ω = 1 e g = 1. Neste caso, o espectro de energia será

E2M2
0 = ~(n + m + 1)2(ω2 − Eg)M0, (4.52)

ou ainda
M0E

2 + Qn mgE −Qn mω2 = 0, (4.53)

onde Qn m = ~(n + m + 1)2. Assim, obtemos �nalmente que

En m =
1

2M0

(
−Qn m g +

√
Q2

n m g2 + 4M0ω2 Qn m

)
. (4.54)

Analisando o espectro de energia acima, podemos observar que existe uma in�nidade
de estados, mostrando que pelo fato da massa crescer quadraticamente, garante-se que
um poço de potencial �nito possua um número arbitrário de estados quânticos, o que
geralmente é incompatível com este tipo de potencial no caso da massa constante. Isto
pode ser veri�cado observando que no limite em que os números quânticos tedem a in�nito,
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Figura 4.2: Potencial V (x, y) = ω2x2+ω2y2

2[1+ g
2
(x2+y2)]

com ω = 1 e g = 1.

temos

limL→∞ EL → ω2

g
, (4.55)

onde L = n + m. Este é precisamente o limite da profundidade do poço de potencial.
Assim, concluímos que um conjunto in�nito de estados quânticos são permitidos neste
arranjo.

Finalmente, construímos os estados coerentes SU(2) [9]-[12]. Como vimos no Capí-
tulo anterior, estes estados apresentam a característica interessante de possuir a mais alta
probabilidade de encontrar a partícula precisamente sobre a trajetória clássica do sistema
correspondente. Além disso, estes estados são estacionários, bem como as autofunções
usuais para os osciladores hamônicos. Então, decidimos apresentar aqui os estados co-
erentes SU(2) em vez das autofunções usuais. Vamos ver que estes estados conduzem
à conclusão de que o comportamento deles é muito semelhante ao que acontece com o
oscilador harmônico em duas dimensões, onde o máximo de probabilidade tem uma forma
circular. Esta característica dos estados coerentes SU(2) não é trivial, porque construções
semelhantes no caso da distruibuição de Wigner para o sistema unidimensional em que a
massa da partícula depende da posição, apresentaram um comportamento muito diferente
quando comparados com a distribuição original do oscilador hamônico, conforme vimos
no Capítulo anterior. Os estados coerentes SU(2) podem ser escritos usando a de�nição
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Figura 4.3: Densidade de probabilidade com ω = 1.

[9]-[12]

Φ(x, y, τ) =
1

(1 + |τ |2)L
2

L∑
K=0

(
L

K

)1/2

τK χnm(x, y), (4.56)

onde os números quânticos n = pK, m = q(L−K), em que K = 0, 1, 2, ..., L e p e q são
números inteiros. Assim, as autofunções são degeneradas para os L inteiros e positivos. O
parâmetro complexo τ = Aei φ, onde φ = π/2, expresso em termos de coordenadas polares
é usado para fazer a conexão com a trajetória clássica. Podemos observar na equação
(4.56) que os estados coerentes SU(2) são superposições de autoestados degenerados. As
autofunções podem ser obtidas a partir da equação (4.24) de forma que

χnm(x, y) =
M(x, y)−1/2

R
√

2m+n−1πn!m!
Hm

(√
2 x

R

)
Hn

(√
2 y

R

)
×

×exp

[
−

( x

R

)2

−
( y

R

)2
]

, (4.57)

onde R =
√

2~/(M0

√
(ω2 − Eg)M0).

A Figura 4.3 mostra a densidade de probabilidade para o caso em que consideramos
os parâmentros L = 20 e p = q = 1, como foram de�nidos por Chen e Huang [9]. Usamos
o conjunto de parâmetros: ~ = M0 = A = ω = g = 1 de modo que a energia na equação
(4.54) seja menor que a frequência na equação (4.47). A �gura da direita é a projeção da
que aparece na esquerda.
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4.3 Partícula com massa dependente da posição em
um campo magnético

Nesta seção analizamos o efeito de um campo magnético uniforme sobre o comporta-
mento de uma partícula carregada com massa dependente da posição no poço de potencial
introduzido na seção anterior. Para isso, começamos fazendo uma discussão deste prob-
lema em geral, então consideramos o caso do campo magnético uniforme no calibre de
Coulomb. Nesta situação, a hamiltoniana clássica é dada por

H =
1

2M(x, y)

(−→p − e
−→
A

)2

+ V (x, y) =

=
1

2M
−→p 2 − e

2M

(−→
A · −→p +−→p · −→A

)
+

e2

2M

−→
A

2
+ V (x, y), (4.58)

onde e é a carga elétrica e −→A (x, y) é o potencial vetor. De�nindo

−→̃
A =

−→
A

M
, (4.59)

temos a hamiltoniana reescrita como

H =
1

2M
−→p 2 − e

2

(−→̃
A · −→p +−→p · −→̃A

)
+

e2

2

−→̃
A

2

+ V (x, y). (4.60)

Para a hamiltoniana escrita na equação (4.60) já sabemos que o termo de energia cinética
tem o ordenamento visto no caso sem a presença do campo magnético −→A (x, y). Por outro
lado, o termo linear em −→p é tal que

−→̃
A · −→p = Ãxpx + Ãypy. (4.61)

Assim, este termo é equivalente a dois operadores unidimensionais do tipo f(x) px, que
foram analizados nos trabalhos dos autores de Souza Dutra e Almeida [5] e de Souza
Dutra [7], onde podemos ver que o ordenamento de um termo unidimensional como

Ô =
1

2

[
fα(x) p̂ fβ(x) + fβ(x) p̂ fα(x)

]
, (4.62)

pode ser feito usando a relação e comutação entre o momento e a variável espacial e
considerando a relação α + β = 1, obtemos o operador

Ô = f(x)p̂− i ~
2

d f(x)

dx
(4.63)
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Portanto, podemos concluir que nas coordenadas cartesianas bidimensionais, o ordena-
mento para o termo linear em −→p na equação (4.60), adquire a forma

Ô =
1

2

(
Ãα

x p̂xÃ
β
x + Ãα

y p̂yÃ
β
y + Ãβ

x p̂xÃ
α
x + Ãβ

y p̂yÃ
α
y

)
, (4.64)

de modo que

Ô = Ãxp̂x + Ãyp̂y − i ~
2

(
∂Ãx

dx
+

∂Ãy

dy

)
=
−→̃
A · −̂→p − i ~

2

(−→∇ · −→̃A
)

=

=
~
i

−→̃
A · −→∇ − i ~

2

−→∇ · −→̃A. (4.65)

Substituindo a equação (4.59) na equação (4.65), �nalizamos com

Ô =
~
i

−→
A

M
· −→∇ − i ~

2

−→∇ ·
−→
A

M
=
~
i

−→
A

M
· −→∇ − i ~

2

(−→∇ · −→A
M

−
−→∇M · −→A

M2

)
=

=
~
i

−→
A

M
· −→∇ − i ~

2 M

−→∇ · −→A +
i ~

2 M2

−→∇M · −→A. (4.66)

Escolhemos trabalhar com o calibre de Coulomb, −→∇ .
−→
A = 0. Portanto, �camos simples-

mente com
Ô =

~
i

−→
A

M
· −→∇ +

i ~
2 M2

−→∇M · −→A.

Vamos supor agora que temos um campo magnético homogêneo na direção z, sendo
o campo expresso na forma −→B = B0ẑ, que pode ser obtido a partir, por exemplo, do
potencial vetor no chamado calibre simétrico [45]

−→
A =

B0

2
(−yı̂ + x̂) . (4.67)

Neste caso, temos

−→∇M · −→A =
∂M

∂x
Ax +

∂M

∂y
Ay =

B0

2

(
∂M

∂x
(−y) +

∂M

∂y
x

)
. (4.68)

Considerando um caso particular para a massa apresentada com mesma dependência
espacial que estudamos na seção anterior, de�nida como

M(x, y) = M0

[
1 +

g

2
(x2 + y2)

]
, (4.69)

temos
Mx =

∂M

∂x
= M0g x, (4.70)
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My =
∂M

∂y
= M0g y, (4.71)

isto implica que
−→∇M · −→A = M0[−y(g x) + x(g y)] = 0. (4.72)

Neste caso, �camos com

Ô =
~
i

−→
A

M
· −→∇ = −i ~B0

M
(x ∂y − y∂x) . (4.73)

Vejamos o que ocorre com esse operador quando ele é aplicado em uma função do tipo
M1/2χ. Assim

(x ∂y − y∂x)
(
M1/2χ

)
=

x

2 M1/2
My χ− y

2 M1/2
Mx χ + M1/2 (x ∂y − y∂x) χ =

=
xMy − y Mx

2 M1/2
χ + M1/2 (x ∂y − y∂x) χ. (4.74)

Substituindo as equações (4.70) e (4.71) na equação (4.74), teremos

xMy − y Mx

2 M1/2
= 0, (4.75)

e portanto
(x ∂y − y∂x)

(
M1/2χ

)
= M1/2 (x ∂y − y∂x) χ. (4.76)

Assim, podemos concluir que partindo da hamiltoniana dada na equação (4.58), somos
levados à equação de Schrödinger efetiva

− ~2

2M(x, y)
∇2ψ +

~2

2M(x, y)2

[−→∇M(x, y)
]
· −→∇ψ + Veff (α, γ, x, y) ψ +

+
i ~B0

M(x, y)
(x ∂y − y∂x) ψ +

e2 B2
0 (x2 + y2)

8M(x, y)
ψ = E ψ, (4.77)

onde

Veff = V (x, y) +
~2

4M


2

(
α + γ + αγ +

3

4

) (−→∇M

M

)2

− (α + γ + 1)
∇2M

M


 , (4.78)

de modo a terminarmos em um modelo do tipo

− ~2

2M(x, y)
∇2χ +

i ~B0 e

2M(x, y)
(x ∂y − y∂x) χ + Veff (α, γ, x, y) χ = E χ, (4.79)
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ou ainda
− ~

2

2
∇2χ +

i ~B0 e

2
(x ∂y − y∂x) χ + Ueff (α, γ, x, y) χ = ξ χ, (4.80)

onde o potencial efetivo é

Ueff − ξ = V (x, y) M(x, y) +
~2

4


2

(
α + γ + αγ +

3

4

) (−→∇M

M

)2

+

− (α + γ + 1)
∇2M

M

]
+

e2 B2
0

8

(
x2 + y2

)− E M(x, y). (4.81)

Agora, a �m de trabalhar com um modelo com soluções exatas, consideramos o caso
particular para a massa de�nida na equação (4.69) e o ordenamento usado no caso sem
interação magnética. Assim

α + γ + 1 = 0, e α + γ + αγ +
3

4
= 0. (4.82)

Deste modo
α = −1

2
, γ = −1

2
, β = 0. (4.83)

Com isso, temos

Ueff − ξ = M0

[
1 +

g

2
(x2 + y2)

]
V (x, y)− EM0 − EM0g

2
(x2 + y2) +

+
e2 B2

0

8

(
x2 + y2

)
. (4.84)

Escolhendo o potencial anisotrópico como o que apresentamos na equação (4.44), escrito
na forma V (x, y) =

ω2
1x2+ω2

2y2

2[1+ g
2
(x2+y2)]

, obtemos

Ueff − ξ =
1

2
M0

[(
ω2

1 − Eg +
e2 B2

0

4 M0

)
x2 +

(
ω2

2 − Eg +
e2 B2

0

4 M0

)
y2

]
+

−EM0. (4.85)

onde vemos que

Ueff =
1

2
M0

[(
ω2

1 − Eg +
e2 B2

0

4 M0

)
x2 +

(
ω2

2 − Eg +
e2 B2

0

4 M0

)
y2

]
, (4.86)

e
ξ = E M0. (4.87)
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Portanto, podemos reescrever a equação diferencial (4.80) como

− ~2

2 M0

∇2χ +
i ~B0 e

2 M0

(x ∂y − y∂x) χ +
1

M0

Ueff χ = E χ. (4.88)

Neste ponto, duas alternativas de caminhos de soluções podem ser seguidas para obter
as soluções exatas. Uma delas é trabalhar com coordenadas polares. O outro caminho é o
que vamos seguir aqui em que mantemos as mesmas coordenadas e usamos uma rotação
via transformação dependente do tempo [46]. Assim, concluímos que usando a relação
σ = e−(i/~)Etχ(x, y), podemos trabalhar com a correspondente equação de Schrödinger
dependente do tempo na forma

− ~2

2 M0

∇2σ +
i ~B0 e

2 M0

(x ∂y − y∂x) σ +
1

M0

Ueff σ = i ~
∂σ

∂t
, (4.89)

onde o potencial efetivo Ueff está escrito na equação (4.86). Um procedimento que pode
ser usado para desacoplar a equação (4.89) via transformação dependente do tempo foi
discutido no Capítulo anterior. Então, considerando o caso do potencial isotrópico e,
fazendo procedimento análogo, chegamos na equação diferencial de um oscilador isotrópico
bidimensional

− ~2

2M0

∇2σ + Ueff σ = i ~
∂σ

∂T
. (4.90)

Agora, determinamos o espectro de energia de uma partícula na presença de um campo
magnético uniforme no calibre simétrico na forma

EM0 = ~ (n + m + 1)

√(
ω2 − Eg +

e2 B0

4 M0

)
M0, (4.91)

onde devemos impor que Eg < ω2 + e2 B0

4 M0
para garantir que o espectro de energia seja

real. Neste caso, temos

M0E
2 + Qn m g E −Qn m

(
ω2 +

e2 B0

4 M0

)
= 0, (4.92)

onde Qn m = ~(n + m + 1)2. Assim obtemos espectro de energia para o modelo escrito
como

En m =
1

2M0

(
−Qn m g +

√
Q2

n m g2 + 4M0ω2 Qn m +
e2 B0

4 M0

)
, (4.93)

que pode ser reescrito na forma

EM0 = ~(n + m + 1)
√

(Ω2 − E g)M0 , (4.94)
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onde Ω2 = ω2 + e2 B0

4 M0
. Devemos impor que Eg < Ω2 para garantir que o espectro de

energia seja real. Neste caso, podemos ver que este sistema obedece a equação (4.54) com
ω reescrito como Ω. Assim, podemos veri�car que o caso com massa constante é obtido
quando levamos o limite onde g = 0, recuperando o espectro de energia do oscilador
harmônico em um campo magnético homogêneo.

Recorrendo a separação de variáveis usual como

σ(X1, Y1, T ) = exp

(
− i

~
E T

)
χ(X1, Y1), (4.95)

temos

− ~2

2M0

(∇2χ
)

exp

(
− i

~
E T

)
+ Ueff χ exp

(
− i

~
E T

)
=

= i ~χ

(
− i

~
E T

)
exp

(
− i

~
E T

)
. (4.96)

de modo que a equação acima pode ser expressa para os estados estacionários na forma

− ~2

2M0

∇2χ + Ueff χ = E χ, (4.97)

onde χ = χ(X1, Y1). Usando a separação de variáveis usual, podemos escrever as auto-
funções a partir da equação (4.24), de forma que

χnm(X1, Y1) = φ(X1) ψ(Y1) =

= φ [cos(α) x + sen(α) y] ψ [−sen(α) x + cos(α) y] =

=
(M [cos(α) x + sen(α) y,−sen(α) x + cos(α) y])−1

R
√

2m+n−1πn!m!
×

× Hm

(√
2[cos(α) x + sen(α) y]

R

)
exp

[
−

(
cos(α) x + sen(α) y

R

)2
]
×

× Hn

(√
2[−sen(α) x + cos(α) y]

R

)
×

× exp

[
−

(−sen(α) x + cos(α) y

R

)2
]

(4.98)

onde α(T ) = − e B0

2 M0
T+c, c é constante arbitrária de integração e R =

√
2~/(M0

√
(Ω2 − Eg)M0).

Assim, podemos construir os estados coerentes SU(2) que para este caso que podem ser
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Figura 4.4: Densidade de probabilidade com ω= 1

escritos usando a de�nição [9]-[12] na forma

Θ(x, y, τ) =
1

(1 + |τ |2)L
2

L∑
K=0

(
L

K

)1/2

τK χnm(X1, Y1). (4.99)

Podemos ver na Figura 4.4 a densidade de probabilidade para o caso em que consideramos
os parâmentros L = 20 e p = q = 1. Usamos o conjunto de parâmetros: ~ = M0 = A =

ω = g = c = e = B0 = 1, τ = Aei φ, onde φ = π/2 e T = π/4. Notemos neste caso
que o máximo de probabilidade também apresenta uma forma circular e que mesmo as
autofunções sendo dependentes do tempo, os estados coerentes SU(2) são independentes
do tempo. Neste caso, vemos que considerando diferentes valores para o parâmetro T

o máximo de probabilidade mantém a forma circular ocorrendo deste modo o esperado
conforme discutimos no Capítulo anterior.

4.4 Comentários
Neste Capítulo apresentamos uma construção geral de uma classe de sistemas bidi-

mensionais com massa dependente da posição em coordenadas cartesianas, analizando um
caso exatamente solúvel e discutimos a ambiguidade de ordenamento quântico e algumas
propriedades delas. Em particular, construímos os estados coerentes SU(2) e veri�camos
que eles correspondem aos estados estacionários onde a maior probabilidade está sobre
uma circunferência. Veri�camos o efeito de um campo magnético sobre o comportamento
da partícula no poço de potencial. Uma característica interessante que observamos é que
o sistema com massa dependente da posição possui in�nitos estados quânticos no poço de
potencial, o que não acontece no caso de sistemas com massa constante. Construímos os
estados coerentes SU(2) e mostramos que mesmo as autofunções sendo dependentes do
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tempo, os estados coerentes SU(2) não dependem do tempo e o máximo de probabilidade
preserva a forma circular. Observamos que os estados coerentes SU(2) construídos para
o problema sob a presença de campos magnéticos são semelhantes aos estados coerentes
SU(2) construídos para o problema isotrópico sem a presença de campos magnéticos.
Vimos que este fato ocorreu uma vez que procuramos recuperar as soluções exatas do
correspondente problema com massa constante considerando a rotação.Os resultados ap-
resentados neste Capítulo podem ser encontrados na referência [14].
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Capítulo 5

Comentários Finais

Motivados por vários trabalhos presentes na literatura que discutem o problema de
sistemas quânticos em que massa da partícula depende da posição e o problema de sistemas
com limite clássico, efetuamos nesta tese um estudo sistemático a respeito de geração de
soluções analíticas em sistemas quânticos exatamente solúveis em que a massa da partícula
depende da posição. Por conseguinte, através das soluções que obtivemos, construímos as
distribuições para analisar o limite clássico para os sistemas estudados.

Nossa ideia central no Capítulo 2, foi gerar uma classe de sistemas quânticos unimen-
sionais com massa dependente da posição, isoespectrais ao correspondente sistema com
massa constante. Para isto, iniciamos nossos estudos fazendo uma breve revisão do tra-
balho de Chen e Chen [8]. No trabalho deles vimos que podemos fazer a correspondência
clássico-quântica calculando analiticamente a função de distribuição de Wigner para um
sistema com massa dependente da posição isoespectral ao correspondente sistema com
massa constante. A equação de Schrödinger considerada por eles foi escrita a partir de
um determinado ordenamento quântico. Eles construíram a distribuição de Wigner e
mostraram que ela tem uma forma gaussiana. Foi veri�cado que aumentando a frequên-
cia do sistema para o caso do estado fundamental, a distribuição de Wigner aumenta na
direção no momento linear. No caso dos estados excitados eles mostraram que aumen-
tando os números quânticos a distribuição de Wigner diminui o tamanho, porém a região
central mantém a forma gaussiana.

Propusemos estender os estudo de Chen e Chen [8] pela generalização de uma classe
de sistemas quânticos exatamente solúveis unidimensionais com massa dependente da
posição, isoespectrais ao oscilador harmônico. Escrevemos a equação de Schrödinger com
um ordenamento diferente do ordenamento escolhido no caso do trabalho deles. Em nossos
estudos, escolhemos alguns exemplos de massa recentemente discutidas na literatura para
determinar as soluções exatas para os sistemas considerados. Nossos resultados mostraram
que o aumento da frequência no potencial efetivo faz com que o mesmo �que mais con-
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�nante. Construímos analiticamente as funções de distribuição de Wigner e veri�camos
que para o caso do ordenamento que escolhemos, as distribuições de Wigner preservam
a forma gaussiana, que aumenta na direção do momento quando aumenta a frequência.
Já os estados excitados, mostraram diferenças em relação aos resultados mostrados no
trabalho de Chen e Chen [8]. Um fato surpreendente nesta situação foi o aparecimento
de regiões com maior concentração da distribuição de Wigner do que em volta delas. No-
tamos um comportamento universal da distribuição de Wigner mesmo quando mudamos
drasticamente a massa com dependência na variável espacial.

Pretendemos dar continuidade neste trabalho e o próximo passo consiste em construir
uma classe de sistemas exatamente solúveis unidimensionais com massa dependente da
posição, isoespectrais ao átomo de hidrogêneo e ao potencial de Morse. Pretendemos
constuir analiticamente as funções de distribuição de Wigner para fazer a correspondência
clássico-quântica.

Por outro lado, no Capítulo 3 estendemos nossa proposta ao problema de sistemas
quânticos bidimensionais em que a massa da partícula depende da posição. Neste caso,
iniciamos nossos estudos a partir de uma equação de Schrödinger com massa constante.
Através de uma mudança nas variáveis espaciais determinamos um sistema em que a
massa depende da posição. Consideramos alguns exemplos de funções de transformação,
sendo eles: na forma polinomial, em coordenadas elípticas cilíndricas e em coordenadas
bipolares para obter as soluções exatas para o sistema em estudo. Obtida as soluções
exatas escolhemos construir os estados coerentes SU(2) a �m de analisar o limite clássico
para o sistema. Para isto, �zemos uma breve revisão do trabalho de Chen e Huang [9]. Vi-
mos que os autores mostraram a e�cácia dos estados coerentes SU(2) para fazer a conexão
clássico-quântica entre as funções de ondas e a trajetória clássica do oscilador harmônico
bidimensional. Para a nossa proposta, mostramos que os estados coerentes SU(2) de-
terminam diferentes regiões com maior probabilidade de encontrar a partícula. No caso
que escolhemos as funções de transformação na forma polinomial vimos que a escolha
de alguns coe�cientes nos restringiram ao caso das soluções em coordenadas parabólicas
cilíndricas. Ainda neste exemplo de funções de transformação mostramos que mudando
o coe�ciente do termo de grau zero (d2), o máximo de probabilidade dividiu-se em duas
regiões que se afastam uma da outra à medida que aumentamos o valor do parâmetro.
Vimos que escolhendo as soluções reais na forma de coordenadas elípticas cilíndricas ou
coordenadas bipolares mostramos que os estados coerentes SU(2) determinam uma se-
quência de regiões com maior probabilidade. Neste caso, notamos que isto ocorreu devido
ao fato de que as funções de transformação eram periódicas. Procuramos estender nossos
estudos analisando o efeito de um campo magnético uniforme sob o comportamento de
uma partícula com massa dependente da posição no poço de potencial mapeável no os-
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cilador. Neste caso, obtivemos as soluções exatas da equação de Schrödinger com massa
constante fazendo um transformação nas variáveis espaciais via rotação dependente do
tempo. A partir da soluções exatas construímos os estados coerentes SU(2). Vimos que
a trajetória da partícula apresentou o máximo de probabilidade na forma de um círculo.
Em seguida, procuramos fazer uma mudança nas variáveis espaciais e usamos os mesmos
exemplos de funções de transformação escolhidas no estudo do problema sem a in�uência
de um campo magnético. Conhecidas as soluções exatas da equação de Schrödinger para
o problema sob a in�uência de um campo magnético, escolhemos construir os estados
coerentes SU(2). Vimos que apesar das autofunções serem dependentes do tempo, os
estados coerentes SU(2) não dependem do tempo.

Finalmente no Capítulo 4 encerramos nossos estudos e propusemos a análise da am-
biguidade de ordenamento quântico para sistemas exatamente solúveis bidimensionais com
massa dependente da posição. Iniciamos este Capítulo com uma breve revisão do trabalho
de Souza Dutra e Almeida [5] em que foi discutido o problema do ordenamento quântico
para sistemas exatamente solúveis unidimensionais com massa dependente da posição.
Estendemos os resultados obtidos pelos autores ao problema bidimensional. Veri�camos
o efeito de um campo magnético sobre o sistema e construímos os estados coerentes SU(2).
Nossos resultados mostraram que os estados coerentes determinam o máximo de proba-
bilidade da forma circular e que mesmo o pacote de ondas sendo estacionário os estados
coerentes SU(2) não dependem do tempo, ocorrendo deste modo o esperado conforme
mostramos no Capítulo anterior.

Pretendemos dar continuidade neste trabalho. O próximo passo consiste em analisar
o efeito do potencial de Morse sobre o sistema em estudo e construir os estados coerentes
SU(2).
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