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Resumo

Diferentemente do acontecido com céus estatisticamente isotrépicos, o estudo dos
céus estatisticamente anisotropicos nao tém concentrado muitos esforgos no passado.
Este fato levou a que os calculos de observaveis, testes e medidas de parametros de
modelos cosmoldgicos estatisticamente anisotrépicos usando a Radiagao Cdosmica de
Fundo (RCF), nao atingiram o nivel de sofisticacdo dos modelos de Universo que
incluem a hipétese de isotropia estatistica. Motivada pelas chamadas anomalias que
a RCF apresenta em grandes escalas angulares, esta tese estuda o comportamento
das flutuagoes da RCF em Universos onde a hipdtese de isotropia estatistica nao é
mais valida. Ap0s a realizacao de testes estatisticos onde dados medidos pelo WMAP
questionam, em certo grau, a isotropia estatistica, desenvolvemos um método que
permitira no futuro fazer célculos rapidos de quantidades associadas as flutuacoes
de temperatura no cenario de topologias nao triviais. Estes calculos permitirao que
modelos com este tipo de anisotropia estatistica sejam estudados sistematicamente

do mesmo modo que ¢ feito no caso de Universos estatisticamente isotropicos.

Palavras Chaves: Cosmologia; Radiacao Césmica de Fundo; Anisotropia Es-

tatistica; Confronto com dados.

Areas do conhecimento: Cosmologia
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Abstract

Differently from statistically isotropic skies, in the past, there have not been
many efforts for understanding statistically anisotropic skies. This is the reason
why the computations of observables, tests and parameters measurements of statis-
tically anisotropic cosmological models using Cosmic Microwave Background Radi-
ation (CMB), are not as sophisticated as models of the Universe which include the
statistical isotropic hypothesis. Motivated by the so-called anomalies observed at
large angular scales in CMB, this thesis studies the behavior of the CMB fluctua-
tions in Universes where the statistical isotropic hypothesis has been dropped. After
performing statistical tests where WMAP data do not support, up to a certain level,
statistical isotropy hypothesis, we develop a method which should allow in the future
to perform fast calculations of quantities associated to temperature fluctuations in
non-trivial topology scenarios. This calculations will allow that models with this
kind of statistical anisotropy to be studied sistematically as statistically isotropic

Universes are done.
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Capitulo 1

Introducao

A Radiagao Césmica de Fundo (RCF) é formada por fétons que viajam desde a era
da recombinagao*. No seu percurso até sua detecgao, essa radiacao sofreu diferen-
tes processos que deixaram marcas, em forma de flutuacoes’, em duas das suas
propriedades: a temperatura e a polarizacao. Tais processos estao relacionados a
existéncia de perturbacoes gravitacionais no Universo e a existéncia de espalhamento
Compton no Universo primordial.

Enquanto que as flutuagoes de temperatura sao geradas por (i) perturbagoes pre-
sentes na SUE (efeito Sachs-Wolfe [1]), (ii) diferenga de densidade entre as diferentes
regioes da SUE [2], (iii) existéncia de velocidades peculiares nos barions na SUE [3],
e (iv) interacdo com perturbagbes gravitacionais dependentes do tempo presentes
no percurso da RCF desde a SUE até sua detecgao (efeito Sachs-Wolfe integrado
[1]), as flutuagoes de polarizagao sao geradas por espalhamento Compton apenas se
a radiagao de fétons possue momento quadrupolar nao nulo [4]-[6]. Como os dois
tipos de flutuacoes sao gerados de formas diferentes, elas tornam-se complementares
no estudo do Universo.

Nos tultimos 40 anos, medidas cada vez mais precisas das flutuacoes da RCF
vem sendo feitas nas frequéncias das microondas. No caso da temperatura, varios
baloes estratosféricos e experimentos situados em terra foram usados para medir
flutuagdes em pequenas escalas angulares [7]-[13]. Em 1992, o satélite COBE obteve
medidas de temperatura da RCF em grandes escalas angulares confirmando a ex-

isténcia de anisotropias em escalas cosmolégicas [14]-[17]. No caso da polarizagao,

*A era da recombinag¢ao do Universo é aquela onde elétrons e protons se combinaram para formar
atomos de hidrogéneo neutro. Ao final da recombinagédo, a quantidade de elétrons livres era tao
pequena que o caminho livre médio para os fétons sofrerem espalhamento Compton tornou-se
grande, e como resultado, comegaram a viajar quase livremente. A regiao na qual a RCF comegou

viajar livremente é chamada de superficie de iltimo espalhamento (SUE).
tAo longo desta tese, usaremos o termo flutuacées da RCF quando nos referirmos as suas

flutuagoes de temperatura e polarizagao.



observacoes foram feitas também em pequenas escalas angulares usando baloes e ex-
perimentos situados em terra [18]-[20]. Mais recentemente, de 2003 a 2006, medidas
de temperatura e polarizagao com precisao nunca antes vista em grandes, médias e
pequenas escalas angulares foram feitas pelo satélite WMAP possibilitando nao sé
a confirmacao de varias predicoes tedricas sobre o Universo, senao também, o teste
dos véarios modelos cosmolégicos e a medigao de seus parametros [21]-[28].

Com tudo isso, os dados do WMAP deixam ainda varias questoes em aberto.
Nos proximos anos, uma grande quantidade de experimentos usando baloes e instru-
mentos situados em terra, terao como objetivo fazer medidas mais precisas de po-
larizagao [29]. Além deles, o satélite PLANCK que estd na fase final de construcao
e que tem previsao de ser lancado no préximo ano, fara medidas de temperatura e
polarizagao com maior precisao do que o WMAP [30]. Finalmente, existem outros
projetos para que nas proximas décadas se realizem estudos mais precisos sobre a
RCF (um exemplo disto é a proposta do satélite CMBPOL que tem previsao de
langamento para 2018 [31]).

Para confrontar as predigoes tedricas com as observagoes é preciso algum ob-
servavel (ou observaveis) e seu estimador associado. Testes estatisticos entre o esti-
mador, extraido dos dados, e a observavel, calculada teoricamente, levam a aceitar
ou rejeitar uma familia de modelos cosmoldgicos. Outros processos, também es-
tatisticos, sao necessarios para medir os parametros e decidirmos por um modelo
especifico da familia.

A observavel escolhida desde o inicio dos experimentos das flutuagoes de tem-

peratura é o espectro angular de poténcia, o qual é definido como*:

(€)= 577 S amP). (1.1

m

onde os ay,,’s sao os coeficientes multipolares da expansao
(1) =D a1 Yim (1), (1.2)

sendo %T(ﬁ) a flutuacdo de temperatura na direcao n do céu, Yy, (1) os harmonicos
esféricos avaliados na mesma diregao, e onde o simbolo ( ) indica um média sobre o
ensemble de Universos.

Na suposicao de que as perturbacoes gravitacionais sao totalmente adiabaticas,
um modelo com seis parametros: (i) a densidade de matéria €2,,h%, (ii) a densidade
baridnica Q,h%, (iii) a constante de Hubble H,, (iv) a amplitude das pertubacoes

INesta tese usamos (C) para denotar o espectro angular de poténcia teérico (que é uma média

no ensemble) e C; para denotar o espectro angular de poténcia de cada realizagao.



Parametro Valor medido
Qo 0.127770:0079
O h? 0.02229 £+ 0.00073
h 0.73210 0%
o3 0.958 +0.016
N 0.089 £ 0.030
T 0.76170018

Tabela 1.1: Valores dos parametros do ACDM obtidos no melhor ajuste dos dados dos
trés anos do WMAP [25].

0s, (v) o indice espectral das perturbagoes escalares n, e (vi) a profundidade ética
T, ajusta o espectro angular de poténcia derivado das medidas do WMAP com um
alto grau de confiabilidade [25]. Este modelo é chamado power-law flat ACDM e
é atualmente considerado como sendo o modelo padrao da Cosmologia. A partir
daqui nos referiremos a ele apenas como ACDM.

Segundo o ACDM, nosso Universo é homogéneo e isotropico em grandes escalas,
possui curvatura espacial nula e é composto de matéria (barionica, e matéria escura
em quantidades predominantes quando comparada & matéria barionica), e em maior
quantidade, de energia escura, a qual estaria acelerando a expansao do Universo. De
acordo com o ACDM, no passado o Universo teria sofrido uma outra fase de expansao
violenta chamada fase inflacionaria, onde perturbacgoes adiabaticas e invariantes em
escala se amplificaram e, por evolugao gravitacional, geraram as diferentes estruturas
hoje observadas. Na Tabela 1.1 mostram-se os valores dos parametros cosmoldgicos
obtidos usando os trés anos de dados do WMAP e, na Fig. 1.1, mostra-se o espectro
angular de poténcia obtido usando os mesmos dados comparado ao espectro angular
de poténcia esperado do ACDM.

Apesar de que o grau de concordancia entre os dados do WMAP e o ACDM é
alto, estes mesmos dados apresentam comportamentos que caem fora das predigoes

do modelo. Por exemplo:

e Abrem a possibilidade da existéncia de um certo grau de perturbacoes de

isocurvatura além das adiabéticas (ver por exemplo [32]-[34] e suas referéncias).

e Aceitam um certo grau de desvio da invariancia de escala (ver por exemplo

25, 35]-[37] e suas referéncias).

e Aceitam a possivel existéncia de nao gaussianidade em escalas grandes e pe-
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Figura 1.1: Espectro angular de poténcia do ACDM (linha continua), comparada com os
trés anos de medidas do WMAP (figura tomada de [25]).

quenas (ver por exemplo [38]-[40, 54] e suas referéncias).

e Apresentam comportamentos curiosos nas flutuacoes de temperatura da RCF
em grandes escalas angulares (anomalias) [24, 41]-[77]

Embora estes comportamentos possam ser interpretados como sendo efeitos de
aplicagoes inadequadas de tratamento de dados, de fontes de contaminagao e/ou
foregrounds residuais pouco ou nada conhecidas, também é possivel que alguns deles
se devam a causas cosmoldgicas. Um exemplo disto é a inclusao de modelos infla-
ciondrios que produzem desvios da invariancia de escala (ver por ex. [78]-[80] e suas
referéncias) e pequenas nao gaussianidades (ver por ex. [80]-[82] e suas referéncias).

Particularmente, se as anomalias das flutuacoes de temperatura da RCF em
grandes escalas angulares tém uma origem cosmolégica, poderiamos estar presen-
ciando um sinal de violacao do Principio Cosmoldgico. O Principio Cosmologico
postula que em grandes escalas o Universo é homogéneo e isotrépico. Ou seja, a dis-
tribuicao de matéria e energia no Universo é, estatisticamente, a mesma em todos
os pontos e em todas as diregoes. Uma aplicacao deste principio ao campo da RCF,

implica que suas anisotropias sejam flutuagoes aleatérias extraidas de um ensemble



estatistico isotréopico. Simplificando, pelo Principio Cosmoldgico, o Universo se-
ria estatisticamente homogéneo e isotropico, as fungoes de correlagao medidas nele
seriam invariantes por translacoes e rotacoes, e nao deveriamos observar direcoes
preferenciais nas flutuagoes da RCF.

Assim, de acordo com o Principio Cosmolégico, o campo da RCF deve ser estatis-
ticamente isotrépico. Este corolario é chamado de Principio de Isotropia Estatistica
(IE) e, se diz que existe anisotropia estatistica (AE) se a IE é violada. Tem-se
varios possiveis cendrios para violagao da IE: topologia nao trivial do Universo [84]-
[87], campos magnéticos primordiais [88]-[91], anisotropia estatistica intrinseca as
perturbacoes primordiais [92], Universos localmente anisotrépicos [93]-[96], entre
outros (ver por ex. [97]-[100]).

A presente tese é desenvolvida dentro deste contexto com o objetivo de abrirmos
caminho no estudo de Universos estatisticamente anisotrépicos como cenario natural
para a existéncia das anomalias da RCF. Ela é organizada da seguinte maneira: no
capitulo 2 apresenta-se uma discussao sobre as anomalias conhecidas até hoje e
como elas entram em conflito com a familia ACDM. No capitulo 3, estuda-se a
estatistica do campo da RCF em Universos estatisticamente anisotrépicos e suas
caracteristicas, assim como discute-se sua diferenca com Universos estatisticamente
isotréopicos. No capitulo 4, realizam-se testes para ver se os dados do WMAP aceitam
ou nao o Principio de IE. No capitulo 5 é feito o calculo das equagoes das flutuacoes
de temperatura e, baseando-nos no método da linha de visao apresentamos uma
solucao para os coeficientes multipolares e sua matriz de correlacao. No capitulo
6, introduz-se a topologia nao trivial como fonte de AE na RCF e apresenta-se
um método para calcular a matriz de correlacao dos coeficientes multipolares neste
cenario. No capitulo 7, escolhemos um toy model (um Universo cilindrico) para
reproduzir as anomalias nele usando o método do capitulo 6. Também é sugerido o

uso das medidas de AE na RCF como método para detectar a topologia do Universo.



Capitulo 2

Anomalias nas flutuacoes de temperatura da

Radiacao Césmica de Fundo

Desde a liberacao dos dados do primeiro ano do WMAP em 2003 [21]-[24] até o pre-
sente, véem aparecendo reportes de comportamentos anomalos dos dados em grandes
escalas angulares, isto é, comportamentos que nao sao compativeis com o ACDM
24, 41]-[77]. Historicamente a primeira destas anomalias, a falta de poténcia nos
baixos multipolos (ver Figura 1.1), ja era conhecida desde os tempos do COBE e
foi confirmada pelo grupo do WMAP [24]. Justamente estudando esta anomalia,
o grupo de Tegmark et. al. [41] achou uma curiosa concentragao de poténcia ao
redor de um certo eixo no quadrupolo (I = 2) e, similarmente, ao redor deum eixo
préximo do anterior, para o octupolo (I = 3) (ver Figura 2.1). Posteriormente difer-
entes grupos reanalisaram os dados do COBE e do WMAP, resultando nao apenas
na confirmacao dos reportes anteriores senao também na descoberta de outros tipos
de comportamentos anomalos.

As anilises dos mapas de CMB tém-se concentrado tradicionalmente no seu es-
pectro angular de poténcia, no entanto varias das anomalias nao se manifestam
nesta observavel. Por este motivo, vem sendo feito um esfor¢o para procurar novas
estatisticas, estimadores e observaveis, e assim extrair informagoes adicionais as con-
tidas no espectro de poténcia ([41]-[77],[118]-[121]). Porém, o resultado esta sendo
uma enorme quantidade de estatisticas que trazem como consequéncia diferentes
graus de significancia para as anomalias como é mostrado no capitulo 4.

No presente capitulo discute-se sobre os diferentes comportamentos anomalos

conhecidos até hoje e de como eles entram em conflito com o ACDM.
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Figura 2.1: Mapas dos multipolos individuais para | = 2,3,4 até [ = 10 e da soma de
todos eles (parte superior). O alinhamento entre os maximos e minimos do quadrupolo
e octupolo pode ser ver por simples inspeccao. Os dados usados para fazer esta figura

pertencem ao mapa ILC dos 3 anos do WMAP e foram tomados de [101].



2.1 Caracterizacao da isotropia estatistica

A observavel fundamental no estudo das anisotropias de temperatura da RCF é a

funcao de correlagao de dois pontos

or , 0T

Cli, i) = (- ()

(7)), (2.1)

onde n e 7/ sdo pontos na esféra unitdria. Substituindo (1.2) em (2.1) obtemos

O, ) = 37 ) Vi ()Y (). (2.2

im U'm/

onde usamos o fato de que 5—T(n) é uma funcao real e portanto igual a sua conju-

gada complexa. Desta expressao vemos que uma observavel equivalente a fungao de
correlagao de dois pontos é a matriz de correlagao (a;,aj,,). A condi¢ao de IE se

expressa dizendo que para qualquer rotac¢ao de eixos R € SO(3) vale
C(Rn, Ri') = C(n,n'). (2.3)

isto é, a funcao de correlacao de dois pontos é invariante por rotacoes.

O nome de IE vem do fato de que C'(n,7n’) é um valor médio sobre um ensemble
de universos e portanto a condigao de isotropia (2.3) é uma exigéncia estatistica.
Cada realizagao do ensemble, em geral nao vai satisfazer (2.3), mas as propriedades
estatisticas de todo o ensemble sao isotropicas.

Como C(n,n) é invariante por rotagoes, temos que esta fun¢ao s6 pode depender
do angulo entre n e 7/, ou seja, do produto escalar n-7/. De esta maneira, podemos

expandir C'(n,7') em termos de polinémios de Legendre na forma
C(n, i) ZBlPl = 47TZ —B, i ()Y () | (2.4)

onde usamos a férmula (B.13).
Comparando (2.2) e (2.4), e utilizando a independéncia linear dos harménicos
esféricos obtemos que a condigao de IE em termos da matriz de correlacao dos ay,, s

é
(Um @) = (C1) 0w S (2.5)

onde (Cy) = 5%
caso de IE temos que para quaisquer — < m,m’' <[ vale

=B, é o espectro angular de poténcia tedrico (1.1). Observe que no

{aum®) = (lawm[*) , (2.6)



e portanto neste caso podemos escrever
(C) = (lam]?),  —1<m <L (2.7)

A funcao de correlacao de dois pontos toma entao a forma

1
AN
Cliil) = o~ Zl:(% + 1)(C}) P(cosb) (2.8)
onde § = n-n'. A condigao (2.3) pode ser verificada directamente usando as matrizes
de Wigner para transformar os harmonicos esféricos segundo (B.24).
A funcao

C(0) = % S+ 1)(C) Picost) (2.9)

é chamada de funcao de correlacao angular. Esta funcao é equivalente a funcao de
correlacao de dois pontos apenas no caso de IE, da mesma forma que o espectro
angular de poténcia (C;) é equivalente a matriz de correlagao (aj,aj,,) apenas
nesse tipo de modelos. Temos entao que num Universo com IE toda a informagao
relevante sobre as anisotropias de temperatura da RCF se encontra no seu espectro
angular de poténcia, ou equivalentemente, na sua funcao de correlagao angular. Uma

generalizagao deste fato incluindo polarizacao sera feito no capitulo seguinte.

2.2 Falta de poténcia nos baixos multipolos

No contexto de Universos com IE existém duas formas de ver esta anomalia. Uma,
usando o espectro angular de poténcia e a outra, a funcao de correlacao angular.
No espectro de poténcia, a falta de poténcia é vista quando seu valor no multi-
polo em questao é menor que o previsto pelo modelo levando em conta a variancia
césmica. Comparando os dados com o ACDM, achou-se que existe um valor baixo
para o quadrupolo (I = 2), octupolo (I = 3) [24], [41]-[43], e em menor grau para o
hexadecupolo | = 4 [42].

O desencontro entre as observagoes e o ACDM para esta anomalia parece ser
mais critico na funcao de correlacao angular. Existe uma relagao entre as escalas
angulares de C'(6) e as escalas multipolares {’s do C; (ver por ex. [134])

180°
~

Por exemplo, | = 2, | = 3 e | = 4 correspondem a escalas angulares de 6 = 90,

7

(2.10)

0 = 60° e § = 45° respectivamente. Da figura 2.2 ve-se que para estes angulos existe

maior correlagao que a esperada, sugirindo assim, que uma perda de poténcia nos
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Figura 2.2: Fungao de correlagao angular extraida dos dados do WMAP. A linha continua
(negra) corresponde ao mapa TOH [102], a linha pontilhada (azul) corresponde ao ACDM
e a linha tracejada (verde) corresponde ao mesmo mapa [102] mas com cortes galacticos
(figura tomada de [41]).

baixos multipolos implicaria uma maior correlacao entre flutuacoes de temperaturas

em sua escala angular respectiva.

Quando os baixos valores do espectro angular de poténcia foram observados na
década passada pelo COBE, foram atribuidos a possiveis erros sistematicos no ex-
perimento. Porém, a confirmagao feita pelo WMAP nestes trés ltimos anos descar-
tou essa possibilidade. Outra associacao que se faz é que contaminacgoes no plano
galactico estariam causando esta falta de poténcia, mas diversos estudos usando o
espectro angular de poténcia [24, 41, 43] e a fungao de correlacao angular [42] con-
cluem que embora os valores dos multipolos baixos dependem destas contaminagoes,
ainda continuam por de baixo das esperadas.

Simulagoes mostram que a probabilidade disto acontecer é de 0.0015, ou seja
apenas 0.15% de realizacoes de Universos ACDM teriam um valor tao baixo para
quadrupolo e octupolo [24]. Esta probabilidade, assim como os valores dos Cj’s
medidos, variam dependendo do tipo de método e estimador usado. Na tabela 2.1

apresentam-se os valores maximos e minimos reportados até agora para o caso do
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Valor maximo Fonte Valor minimo Fonte

Cy (uK?) 211.12 grupo TOH [41] 129.22 grupo WMAP [22]
Cs (uK?) 551.56 grupo WMAP [22] 320.34 grupo WMAP [22]

Tabela 2.1: Valores maximos e minimos do espectro de poténcia para o quadrupolo e
octupolo reportados até agora. O valor dos mesmos no ACDM sdo Cy = 1278.94 uK? e
C3 = 590.91 p 2.

quadrupolo (Cy) e octupolo (Cs).

2.3 Eixos preferenciais e alinhamentos

Sendo que no ACDM as flutuagoes da RCF sao realizacoes de um campo aleatorio
isotrépico e gaussiano, os coeficientes multipolares a;,,,’s sao variaveis aleatorias esta-
tisticamente independentes entre si. Ou seja, para uma escala [, dada, as realizacoes
nao dependem nem das outras escalas (I’s) e nem das dire¢oes (m’s). Esta carac-
teristica de Universos com IE é vista na forma diagonal da matriz de correlagao dos
a;,,s dada pela expressao (2.5), e tém como consequéncia que os maximos e minimos
de cada multipolo estejam distribuidos isotropicamente em todo o céu.

No entanto, os dados do WMAP nao mostram este comportamento e, de fato,
tem-se observado uma supressao de certos coeficientes multipolares aj,, s (ver Tabela
2.2). Esta supressao leva a um alinhamento dos maximos e minimos em torno de
eixos preferenciais e, o que é mais intrigante ainda, no caso do quadrupolo e octupolo,
estes dois eixos estao quase na mesma direcao apresentando um alinhamento entre
eles (ver por ex. [41, 43, 73] e suas referéncias). Marginalmente, alinhamentos entre
outros multipolos também foram reportados, por exemplo entre [ = 3 e | = 4 [73]
ouentre [ =3 el =5 [64].

A diferenca da falta de poténcia no Cj, os alinhamentos nao tém uma observavel
definida para quantifica-los. Até o presente tém sido estudados usando duas aborda-
gens: multipolos vetoriais (veja por exemplo [44, 65, 73], entre outros) e coeficientes
multipolares (veja por exemplo [41, 43, 72|, entre outros). Os resultados dos estu-
dos utilizando as duas abordagens confirmam a existéncia de dire¢oes prefereciais
e alinhamentos. Como acontece com todas as anomalias, os valores associados aos
alinhamentos dependem do método, do estimador e da observavel usada, mas o val-

ores aproximados indicam que o quadrupolo tem um eixo preferencial na direcao
~ (—0.1113, —0.5055, 0.8556) e o octupolo na dire¢ao ~ (—0.2459, —0.3992, 0.8833).
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Multipolo m  Re(ay,) (pK)  Im(ap,) (uK)

[=2 0 11.48 0

1 -0.53 4.86

2 -14.41 -18,80
[=3 0 -5.99 0

1 -13.05 2.45

2 22.03 0.7

3 -11.24 33.46

Tabela 2.2: Valores dos coeficientes multipolares para o quadrupolo e octupolo extraidos
do mapa ILC dos tés anos de dados do WMAP [101].

O angulo de alinhamento entre eles é de ~ 10° e a probabilidade disto acontecer se
o Universo for ACDM ¢ de ~ 0.015 (ver por ex. [41, 43, 57, 72]).

2.4 Simetrias nos multipolos baixos

As simetrias nos multipolos observam-se quando para um dado multipolo [, os coefi-
cientes a, tém certas caracteristicas. Por exemplo, a planaridade acontece quando
os coeficientes tipo a;; sao dominantes e a simetria cilindrica aparece quando a
poténcia esta concentrada no multipolo a;9. Foi reportado a existéncia de planari-
dade no octupolo com probabilidade associada de 0.07 no ACDM [43, 64, 72|. Porém,
andlises usando multipolos vetoriais nao confirmam esta anomalias para [ = 3, mas
acham planaridade em [ = 4 e [ = 5 [73]. Marginalmente, planaridade em [ = 6

também tem sido reportada [49].

2.5 Assimetrias entre hemisférios

Assim como estuda-se o céu inteiro, pode-se também estudar apenas regices limi-
tadas do céu. Quantidades como o espectro angular de poténcia e a funcao de
correlacao angular podem ser calculadas nestas regioes. Estudando o céu desta
forma, encontrou-se que a poténcia no hemisfério galactico sul é maior do que a do
norte (ver por ex. [48, 50, 74, 70]). Esta assimetria parece ser maxima num sistema
de coordenadas com o polo norte em (6, ¢) = (80°, 57°) em coordenadas galdcticas e
apenas ~ 0.5% das realizacoes de um Universo tipo ACDM teriam esta caracteristica

[48, 50, 52, 66, 63]. Também existém reportes de existéncia de diferenca de medidas
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de nao gaussianidade entre hemisférios norte e sul (Ver por ex. [40, 50, 55, 63]).

2.6 Comentarios

Os primeiros estudos que levaram a reportar as anomalias [24, 41]-[74] foram feitos
usando os dados do primeiro ano do WMAP [21]-[24]. As andlises dos dados dos
trés anos [25]-[28] obtiveram basicamente os mesmos resultados [75]-[77].

Os dados analisados foram extraidos de mapas de temperatura que passaram por
um processo de limpeza para tirar o ruido dos foregrounds. Na atualidade existem
quatro grupos que disponibilizam seus mapas do céu inteiro (limpados por métodos
diferentes): a equipe do WMAP (ILC) [21, 101], o grupo de Tegmark et. al. (TOH)
[41, 102], o de Eriksen et.al. (QILC)[49, 103] e o de Park et. al. [67]. Todos
eles, exceto o terceiro, tém versoes para os trés anos de medidas do WMAP. Apesar
de que estes dados foram tratados, podem ainda ter contaminacoes residuais no
plano galactico, para evitar estas contaminagoes residuais sao aplicadas mascaras
que tiram parte do céu nessas regioes.

Estudos da sensibilidade aos diferentes mapas, mascaras e possiveis fontes resi-
duais de contaminacao, concluem que embora exista uma dependéncia no aspecto
quantitativo, esta é subdominante, e que a morfologia e as caracteristicas dos mul-
tipolos baixos sdo quase inalteradas [41]-[43],[57, 72, 104]. Além disto, as anomalias
foram observadas também nos dados do COBE [57], o que sugiere fortemente que
elas nao se devem a erros sistematicos dos experimentos.

Considerando cada anomalia estatisticamente independente entre si, acha-se que
a probabilidade de todas elas acontecerem no ACDM é da ordem de ~ 1078, Porém,
existe a possibilidade que elas estejam correlacionadas, ou que, sejam assinaturas
diferentes de uma mesma causa. As pesquisas para entender melhor estas anomalias,
suas causas e a existéncia de correlagoes entre elas sao, e devem ser, de natureza
estatistica. O fato de vivermos apenas numa tunica realizagao de um ensemble de
universos faz que precisemos de simulagoes para estudar as propriedades estatisticas
da RCF.

Para fazer simulacoes de Universos que apresentem comportamentos anomalos é
necessario supor a priori uma causa (ou causas). Existem varias hipéteses para as
causas: tratamentos inadequados dos dados [45, 51, 60, 142], fontes de contaminacao
pouco ou nada conhecidas (ex. emissao Sunyaev-Zel’dovich do halo galdtico ou do
supercluster local [43], ou fontes extragaldcticas [60]), causas astrofisicas [98]-[100] e
causas cosmolégicas [78]-[97].

As causas cosmoldgicas levam a existéncia de direcoes preferencias e com elas

a existéncia de AE. No seguinte capitulo estudaremos comportamentos genéricos

13



das flutuagoes da RCF em Universos com violacao da IE, sua diferenca com o caso
estatisticamente isotropico e as assinaturas que a AE deixaria na RCF. O objetivo
desse estudo é situar qualitativamente os Universos estatisticamente anisotropicos

como cendrios para a existéncia das anomalias discutidas neste capitulo.
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Capitulo 3

Estatistica da Radiacao Césmica de Fundo

As flutuagoes da RCF sao descritas por campos aleatérios na superficie de uma
esfera (SUE). Vérios modelos inflaciondrios predizem que sua distribuigao é gau-
ssiana (ver por ex. [105]-[107] e suas referéncias). Porém, algumas evidéncias de
pequenos desvios de gaussianidade tém sido reportadas ([38]-[40],[54] entre outros).
Como nesta tese estamos interessados apenas na violacao de IE da RCF, vamos
considerar que suas flutuacoes sao completamente gaussianas.

Utilizando a conhecida expansao em modos E e B da polarizagao, as quantidades
estatisticas mais comuns nas analises dos mapas de RCF sao revisadas para o caso de
modelos estatisticamente anisotrépicos. Desta maneira, chega-se a alguns compor-
tamentos genéricos das flutuacoes do campo da RCF que sao caracteristicos apenas
deste tipo de modelos e nao estao presentes em Universos com IE. Por exemplo, a
variancia césmica cresce quanto maior o grau de AE e é sempre maior ou igual que
nos modelos estatisticamente isotrépicos. Eventualmente, aparecem também com-
portamentos padroes similares em diferentes escalas e dire¢des no espago harmonico,
assim como direcoes preferenciais. Finalmente, correlagoes entre o modo de temper-
atura 17" e o modo de polarizacSo B, e entre os modos de polarizacao E e B podem
existir em modelos com AE.

Uma questao importante a notar é que todos os resultados deste capitulo sao

obtidos de forma genérica, apenas diferenciando modelos com e sem IE.

3.1 Expansao harmonica da polarizagao

Para estudar as propriedades das flutuacoes de campo da RCF é usado o formalismo
dos parametros de Stokes*. Neste formalismo um feixe de radiagao é caracterizado

completamente por quatro parametros I, @, U e V. O parametro [ indica a inten-

*Uma revisao do formalismo de Stokes para estudar radiacao polarizada é apresentada no

apéndice A, assim como também, as propriedades dos parametros de Stokes usadas neste capitulo.
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sidade total da radiagao, enquanto que os outros parametros indicam a intensidade
da radiacao polarizada de cada tipo. Se a radiacao for linearmente polarizada, o
parametro V' é nulo, mas se for circularmente polarizada, os paramétros () e U sao
nulos. Em qualquer outro caso de polarizagao, os trés parametros sao nao nulos.
No contexto da RCF os parametros de Stokes denotam flutuacgoes e assim pode-se
falar de intensidade ou temperatura indistintamentef. As anisotropias de temper-
atura presentes na era de recombinacao fazem que a RCF sofra polarizacao por
espalhamento Compton e, como resultado deste processo aparece uma polarizacao
que é apenas linear (V' = 0) [4]-[6]. Como é mostrado em (A.12) do apéndice A, a
intensidade [ ¢é invariante por rotacoes, nao depende do sistema de coordenadas e
a expansao em harmonicos esféricos (1.2) pode ser feita. Também de (A.12) ve-se
que no caso dos parametros () e U nao acontece a mesma coisa, pois eles nao sao
invariantes por rotacoes. De fato, dada uma rotacao R de um angulo a em torno

do eixo de propagacao do feixe temos

QF = Qcos2a+ U sen2a,
UR = —Qsen2a+ U cos2a, (3.1)

e portanto os parametros ) e U dependem do sistema de coordenadas escolhido.
Esta dependéncia faz com que um estudo do céu completo envolvendo @) e U seja
complicado. Porém, existem dois formalismos, que sao equivalentes, para evitar este
problema: o formalismo dos modos E e B (ver por ex. [108, 109]) e o formalismo
dos modos Curl e Grad (ver por ex. [110]). Nesta tese, usaremos o primeiro.

O sistema de coordenadas escolhido para medir Q e U é (n,éy,é,), onde n é
uma diregao do céu e €y e é4 sao vetores ortogonais a n na SUE. A partir deles se

costroem as quantidades ) =1 U que, por rotacoes, se transformam como
(Q+iU)? =e™(Q+4U). (3.2)

Estas quantidades tém a forma de fungoes de peso de spin +2. Diz-se que uma func¢ao
f(n) definida sobre uma esfera tem peso de spin s se sua lei de transformagao por
uma rotagdo R de um angulo o em torno de n é ff(n) = e7***f(n). Note que
apenas as funcoes de spin s = 0 sao invariantes por rotagoes.

Como toda funcao de spin s pode ser expandida em termos de harmonicos

esféricos de spin s da mesma forma que em (B.5)* [111, 112], temos expansoes para

"Numa radiacdo, a intensidade e a temperatura estao relacionados por I o« T*, enquanto que

suas flutuagoes estao relacionadas por 61 oc §7'.
¥No apéndice B apresentam-se as propriedades das funcoes e harmonicos esféricos de peso de

spin s usadas nesta tese.
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@+ 11U, a saber
Q) +iU(R) = Y ap, oYim(R),
m
Q) —iU(h) = Y ap? _Yim(n). (3.3)
lm

+9Y}, (1) sdo os harmonicos esféricos de spin +2. Os indices superiores nos a;,
indicam que sao coeficientes de expansoes multipolares em harmonicos esféricos de
spin 2 e —2. Observe que de (3.3) e (B.7) mostra-se que a>* = (—1)"a;? .

No contexto das fungoes de peso de spin s, existem operadores que aumentam
(0) e diminuem (0*) o spin de fungoes numa esfera. Estes operadores estao definidos
em (B.2) e sdo usados em (3.3) para construir quantidades de spin 0. As fungoes
de spin 0 resultantes podem ser expandidas nos conhecidos harmonicos esféricos de

spin 0,
@)PQ+iU) = D azimYim(R),
©)*(Q—iU) = Y a_simYim(n). (3.4)
Im

Note que agora os coeficientes multipolares correspondem a uma expansao em har-
monicos esféricos de spin 0, o indice inferior apenas indica que foram construidos a
partir de funcoes de spin +2.

Usando (B.6) em (3.3) e (3.4), acha-se uma relagao entre os coeficientes a;,, de
(3.3) e (3.4)

EENE
= [m} 42 Im - (3.5)

Por outro lado, usando (B.7) e (3.4) mostra-se que [(0*)*(Q +iU)]* = (0)*(Q —i U),
o que permite combinar estas duas quantidades para separar sua parte real (que é

chamado de modo E) e sua parte imaginaria (que é chamado de modo B)

B(#) = S[(0)2(Q +i0) + @XQ ~ i) = 3 ab¥iu(),

B(#) = o (0)(Q+i0) ~ (0P@—iU)] = S abVinld), (30
ay, = %(@ Im a2 1m)
Ay = —%(@ Im = -2 Im) - (3.7)
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Como os modos E(n) e B(n) sao combinagoes das quantidades de spin 0, as quan-
tidades (0%)%(Q +iU) e (0)*(Q — iU) nao dependem do sistema de coordenadas
escolhido. Como consequéncia, uma expansao do mesmo tipo que (1.2) pode ser
feita para cada modo.

Por outro lado, como pode ser visto em (A.13), U nao é invariante por trans-
formagoes de paridade. Com ajuda deste resultado e com (3.6) encontra-se a lei de

transformacao dos modos elétrico e magnético da polarizacao,
E(n) = E(n),
B(n) = —B(n). (3.8)

>

Com isto, a partir de agora usaremos os modos 7', E' e B para caracterizar

completamente a RCF em todo o céu.

3.2 Gaussianidade, funcao de correlacao de dois pontos e

matriz de correlacao

Segundo varios modelos inflacionérios as flutuagoes primordiais sdo gaussianas (ver
por ex. ([105]-[107] e suas referéncias). Porém, algumas evidéncias de ndo gaussiani-
dade tém sido reportadas ([38]-[40],[54] entre outros). Nesta tese, estamos intere-
ssados nas assinaturas que a AE deixaria na RCF e por esta razao, vamos supor que
as flutuagoes da RCF sao completamente gaussianas.

Escrevemos as flutuacgoes do campo da RCF em notagao matricial como

T
I=| F |, (3.9)
B

onde I é uma matriz com trés elementos X no espago das flutuagoes (X =T, FE, B), e
cada elemento X é um vetor de, em principio infinitos elementos, mas que na pratica
tem N,;, elementos, sendo N,;, o nimero de pixels na qual a SUE ¢ dividida. Assim,

I é uma matriz de 3/N,;; X 1 que tem uma distribuicao multinormal do tipo

1 —irtmMm-'1
P = J2n )P det(M) ’ 10

onde M = (IT') é a matriz de correlacio entre os elementos da matriz T [113].

Como ja tinhamos visto, ( ) significa uma média de todas as possiveis realizagoes do

campo aleatorio, isto é, do ensemble. A forma explicita desta matriz de correlagao é
(T(r)T(a)) (TR)EMR)) (T(n)B(7))

(LT = | (BE@)T{@) (BEME®)) (E(R)B@)) | . (3.11)
(B()T(7')) (B(R)E(R)) (B(r)B(7))
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Cada elemento
CXX (h, ') = (X (R) X (7)) (3.12)

de (3.11) é uma matriz Ny, X Ny, que no contexto da RCF é chamada de funcao
de correlacao de dois pontos dos modos X X' (X, X' =T, E, B). Note que a matriz
de (3.11) leva informagao sobre dois tipos de correlagoes, as correlagoes entre os
diferentes modos da RCF e as correlagoes entre as diferentes dire¢oes no céu.
Como o campo I é suposto gaussiano, suas propriedades estatisticas sao dadas
apenas pela funcao de correlacao de dois pontos. Suas funcoes de correlagao de
2N + 1 pontos sao nulas e, suas fungoes de correlacao de 2N pontos sao expressas
como combinagoes de fungoes de dois pontos (teorema de Wick). Em geral, num

campo gaussiano y

(Y1 YnoYng---Ynon ) = Z (YprUpe) WpsYpa) -+ (Upon 1 Ypon) - (3.13)

P1,p2,.--P2N=N1,12,...N2N
Por exemplo, a funcao de correlacao de quatro pontos expressa como combinacao

das funcgoes de correlacao de dois pontos é

Y UnoYnsYna) = YUniYno) UnsUna) T YnyYns) UnoYna) + YniUna) Ynotns) - (3.14)

O estudo da RCF geralmente é feito no espaco harmonico, o qual é relacionado

ao espaco das posicoes pela expansao

X (1) =) aiyYim (i), (3.15)
o = / dOY; ()X (7). (3.16)

Com isto, as propriedades estatisticas de X (n) sao herdadas pelos coeficientes mul-

tipolares a;\ . Da mesma forma que no caso de I, escrevemos em notagao matricial
T
A
_ E

a=| a;, |- (3.17)

B
A,

X
m

que na pratica tem (I,,q. + 1)%% elementos, sendo I,,q, a escala minima que quer se

onde cada elemento a;. de a, é um vetor de, em principio infinitos elementos, mas

estudar. Assim, a também obedece uma distribuicao gaussiana
1

Pla) — —za'M™'a 3.18
&) = e denD ¢ ’ (3.18)

$Para cada escala | tem-se 2 + 1 elementos. Até uma escala ., tem-se 25281(21 +1) =

(Imaz + 1)? elementos.

19



com matriz de correlacio M = (a a') cuja forma explicita é

A O (AR M (et
(aal) = | (af,ain) (afuain) (ah.aim) | - (3.19)

N G T M (et

Cada elemento (a;\,a5X,) da matriz da eq. (3.19) é uma matriz (Lyae+1)2X (Lnae+1)?
que no contexto da RCF é chamada de matriz de correlacao dos modos X X'. A
matriz de correlagao (a a') indica as correlagoes entre diferentes escalas [ e direcoes
m do espago harmonico, além das correlagoes entre os modos da RCF.

Por definicao, a matriz M é simétrica no espago das posicoes e hermitiana no
espac¢o harmonico, e também é positiva definida em ambos espacos. Desta forma no
espaco harmonico temos a'Ma > 0 para todo a # 0 e assim, é sempre possivel fazer

uma decomposi¢ao de Cholesky de M, tal que
M=L'L, (3.20)

onde L é uma matriz triangular superior nao singular e L sua matriz adjunta [113].
Se usamos (3.20) em (3.18) e o fato de que det(M) = |det(L)|* temos que

P(z) e 277 (3.21)

1
 V/(2m)3nast 12| det (L) |

com
a=Lz, (3.22)

sendo z uma matriz do mesmo tipo que a

T
Zlim

z=| £ |. (3.23)

B

“lm
Comparando (3.21) com (3.18) observamos que as variaveis z obedecem uma lei de
distribuicdo normal com matriz de correlacio (z z') = 1, e isto implica em que
os elementos de z nao estao correlacionados entre si. Isto pode ser visto na forma

explicita do produto z' z

2z = |20 + |2 P+ 2P+ 0P e e Pl Pt
zg0l” + 1280 P + |20 P + |20 Pz o P4 ler P
200)* + 2002+ 120 + 0 P2l Pz P, (3.24)
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pois, dado um [,, m,, cada elemento szmo ¢ um numero complexo com distribuicao
normal e que nao estd correlacionado com os outros elementos de z. Isto é, intro-
duzindo (3.24) em (3.21) encontra-se que cada elemento de z tem uma distribuicao

normal da forma

P(z,,) o e~ 2lgmo

Zlomo

(3.25)

A nao correlagio dos zj\ ’s, nos permitird reconhecer algumas propriedades genéricas

em Universos com e sem IE e serd explorada nas secoes 3.6 e 3.7.

3.3 Isotropia e anisotropia estatistica

A hipétese de IE postula que a funcao de correlacao de N pontos é invariante por
rotacoes. Para campos aleatérios gaussianos, correlagoes de N pontos sao expressas
como combinagoes da fungao de correlagao de dois pontos como em (3.13). Portanto,

no caso gaussiano a hipétese de IE implica em que
C*X'(Rn, Ri') = C*X' (0, 7)), (3.26)
onde R € SO(3) é uma rotacao na esfera. Reciprocamente, a condigao de AE é
C*X'(Rn, Ri') # CXX' (n, 7)) . (3.27)

As condigoes (3.26) e (3.27) tém seus equivalentes no espago harmoénico. Rotagoes
tridimensionais neste espaco sdo representadas pelas fungoes D de Wigner (ver
apéndice B). Uma rotagdo em torno de n deixa os harmonicos esféricos trans-

formados como [114]

ZDmml Yim, (1) - (3.28)

Usando (3.15) e (3.28), mostra-se que os coeficientes multipolares no sistema de

coordenadas rotacionado sao
ap Z D (R)ap,. . (3.29)

Introduzindo (3.28), (3.29) e (3.15) em (3.26), chega-se a seguinte condigao de IE

no espago harmonico

(apaim) = > Dit o (R)D, . (R){a, aih )DL (R)D;Y. . (R), (3.30)

maomy alml l’mg msm mam’
m3mamimsa
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a qual, usando (B.25) do apéndice B, também pode ser escrito como

> (i) Dy (R) Dy (R) = D Dy (R) D3, (R) @i, ii) - (3.31)

mm/

Como esta tltima expressao vale para todo D(R), segue-se que as matrizes de corre-
~ / . ~ . . A . ~
lagao (a;\ a;.,) num Universo com IE, sdo diagonais no espago harmonico e nao

dependem de m, isto é, tém a forma¥
(apm i) = (C7 VG O (3.32)

com X, X' =T, E, B. Reciprocamente, em Universos estatisticamente anisotrépicos
. ~ ! ~ ~ . . A .
as matrizes de correlagao (ajy,aj,,,) sa0 nao diagonais no espago harmonico e depen-

dem de m.

3.4 Espectro angular de poténcia e varidncia césmica

Dado um conjunto finito de realizacoes de um ensemble, a matriz de correlagao M
¢é estimada tomando a média de todas essas realizacoes. Porém, quando estudamos
o Universo temos apenas uma unica realizagao para tirar informagao e estimar as
propriedades estatisticas de M. No caso de IE, de acordo com a condigao (3.32),
apenas existem elementos na diagonal de M e assim, um estimador CZXX' definido
como

/ ]. /

contem toda a informagao relevante desta matriz de correlacgao.
, . . r,
Como é bem conhecido, o estimador C*" é chamado de espectro angular de
poténcia dos modos XX’ e, nao é nada mais do que a média nos indices m da

dispersao dos coeficientes multipolares. Sua média no ensemble, dado por

1

(C) = g D faimaia) (3.34)

m

estima o espectro angular de poténcia do modelo. No caso de modelos com AE o
estimador Cj*~ " pode continuar sendo usado, porém, ao nao incluir os elementos fora
da diagonal da matriz de correlagao, nao brinda uma informacao completa da AE.
Uma caracteristica do espectro angular de poténcia que serd usada posteriormente

é sua invariancia por rotagoes. Esta propriedade é mostrada usando (B.25) e (3.33).

YSejam as matrizes A e B, se AB = BA para qualquer B, entdo A é diagonal [115]
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Por outro lado, quando fazemos estimativas de quantidades estatisticas existe
sempre uma margem de erro, uma limitacao por estimar as quantidades a partir de
um numero finito de realizagoes. Este erro é quantificado pela variancia, a qual é
definida como a raiz quadrada da dispersao (Ax)? = ((z — (x))?). No contexto da
RCF, a variancia é chamada de variancia cosmica, que nao é nada mais do que a
raiz quadrada da dispersao média em torno da média da quantidade estimada. No

caso do espectro angular de poténcia a variancia césmica é a raiz quadrada de

(AGH)? = (G = (G))%). (3.35)
Esta variancia césmica escrita em funcio da matriz de correlacao (ai¥ a) tem a

formall

AGHY = %+¢,J§: aginainy Mo agf) + ad,ai ) (i adyy)) . (3.36)

A proporcionalidade inversa em [ implica que o erro de estimativa do C;¥X’

é maior
para baixos multipolos e limita fortemente a quantidade de informacao que podemos
extrair dos dados em grandes escalas angulares. Introduzindo (3.32) em (3.36), se
reproduzem as formas conhecidas para a variancia césmica do C’lXX/ em Universos

com IE [108]-[110]

2

AGT = @ 'a

ACTE = (5 (TP + (CPPICTT))

ACT® = [ termicp?),

ACED 21—1“ (CEBY(CBBY. (3.37)

Para chegar a estas expressoes, foi usado antecipadamente, o fato de que quando
existe IE os C'® e CFP sdo nulos. Uma demostragao deste fato sera encontrada na

proxima secao.

3.5 Simetria de paridade na matriz de correlacao

As leis de transformacao de coordenadas dos modos T, E e B e a nao invariancia
por estas transformacoes dos harmonicos esféricos, levam a que os coeficientes mul-
tipolares também mudem ao sofrer tais transformagoes. Um exemplo disto é (3.29)

que mostra seu comportamento quando o sistema de coordenadas é rotacionado.

I'Ver apéndice C, em particular o célculo da expressao (C.7)
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Considera-se agora, as consequéncias que uma transformacao de paridade P :
n — —n traz para os coeficientes multipolares e para a matriz de correlacao. Pela

transformacao P, os harmonicos esféricos se trasformam como
Y () = (=1)'Yi (7). (3.38)

Por outro lado, as expressoes (3.8) e (A.13) mostram que uma transformacao P
deixa invariante os modos 17" e E mas nao o modo B. Portanto, os coeficientes da

expansao (3.15) também tém regras de transformagao diferentes para este modo

ap = (=Dlap", apt = (=1 (3.39)

onde X =T, FE. A matriz de correlacao X X’ entao é transformada como

(apPaiiPy = (=)™ (0t apk,)
(@ PaBhy = (1) ey (3.40)

com X =T, E,Be X'=T FE.

Nos modelos cosmolégicos que tém simetria de paridade, a eq. (3.40) leva a

condicao
(apmaing) = (=1 (ap,ain),
(apntime) = (=D N agaim,) . (3.41)

Se consideramos agora o espectro angular de poténcias, que toma apenas os elemen-

tos diagonais da matriz de correlacao, tem-se

(Ci*) = (C),
(CX'F) = —(CF), (3.42)

esta tltima igualdade sé é valido quando (C;X'B) = 0.

A simetria de paridade é sempre respeitada em Universos com IE. Porém, em
modelos com AE que respeitem simetria de paridade, a existéncia de elementos fora
da diagonal na matriz de correlacdo e a condigao (3.41) abrem a possibilidade de

X/

X arB). Assim em tais modelos

correlagoes do tipo 0y, com [, = [ +2n+ 1 em (a
com AE, existe ainda um grau de correlacao entre os modos T e B e, E e B.

Por outro lado, existem alguns cenarios de AE onde tem-se violacao de paridade
e portanto a condi¢ao (3.41) nao é mais vélida, fazendo que correlagoes de tipo T'B
e EB sejam possiveis. Exemplos destes cendrios se encontram em certos modelos

com topologia nao trivial ou modelos anisotrépicos estudados em [140, 141].
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3.6 Céus estatisticamente isotrépicos

Como vimos na secao 3.3 no caso de Universos com IE, a matriz de correlagao e o
espectro angular de poténcia sao equivalentes. Segue-se que, em modelos estatisti-
camente isotrépicos, o espectro angular de poténcia carrega toda a informagao das
flutuacoes de campo da RCF. Portanto, os quatro CZXX/ 's nao nulos sao suficientes
para comparar os dados observacionais com os diversos modelos cosmologicos e seus
parametros.

A matriz M no espag¢o harmonico neste tipo de céus, toma a forma particular

() ¢y o
M = (aa') = [ (CTF) (CFF)y 0 O O’ - (3.43)
0 0 (CFP)

Sua decomposi¢cao de Cholesky resulta em

(")
() ) 0
L= 0 \/ (CFEy — L 81t O - (3.44)
1
0 0 (@P?)

Com ajuda de (3.44), o produto (3.22)

ap, = Z L% (3.45)
X/U'm!
toma a forma
TE
T T\ T (Cr7) g
alm - <Cl > Zlm + <ClTT> Zlm )

CTE>2
af = CFE G 22,
l \/< l > <CJTT> 1

ap, = \J(CPB) ] . (3.46)

X

ir, sao independentes entre si

Como nos diz (3.25), os coeficientes multipolares z

no espago harmonico e no espago das flutuagoes. No espago harmonico, de (3.46)

X

X ’s com X =T, E, B nao misturam 2 ’s de difer-

Im
X
lm

pode-se ver que os coeficientes a
entes escalas [’s e nem de diferentes diregoes m’s. Ou seja, em céus com IE, os a;; s
nao estao correlacionados ente si harmonicamente.

No espago das flutuagoes, também de (3.46) pode-se ver que al, e af’ misturam

dois modos diferentes (z, e zf)). Isto faz que os coeficientes multipolares de T e F
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estejam correlacionados entre si. Esta correlacao no espaco das flutuacoes é modu-

: T E
lada pelos coeficientes que acompanham a z;,, e a z,,.

Por outro lado voltando a
(3.46), pode-se ver que neste mesmo espaco, os coeficientes aﬁn nao estao correla-
cionados com os outros modos.

A correlacao entre os modos T' e E, tem como consequéncia que nao pode-se fazer
um estudo completo das flutuagoes de temperatura sem incluir estudos das flutuagoes
dos modos E da polarizagao e vice-versa. No entanto numa primeira aproximacao,

a correlacao T'E pode nao ser levada em conta por ter uma contribuicao de ~ 10%

T >

im S sao variaveis independentes entre

nos coeficientes alz;n’s. Nesta aproximacao, os a
si moduladas pela raiz quadrada do espectro angular de poténcia TT

al = (CTTY 2 (3.47)

lm *

X

im S nao estarem correlacionados no espago

O fato dos coeficientes multipolares a
harmonico permite aliviar o problema de termos apenas uma unica realizacao de
nosso Universo. Nesta tnica realizacao, dados dois modos X, X’ e para cada escala [,
existem 21+ 1 coeficientes a;-, que por nao estarem correlacionados sdo considerados

. . . . ~ . I, .
estatisticamente independentes . Assim, o espectro de poténcias Ci¥X" ¢ estimado

X X'
1m%m

X e portanto a variancia césmica

como se tivessemos 2! + 1 medidas da poténcia a em [. Naturalmente, quanto
menor o valor de [, existém menos coeficientes a
(3.37) ¢é maior nos baixos multipolos.

Para comparar modelos tedricos com as observagoes, é necessario realizar uma
grande quantidade de simulagoes de céus de RCF. Nos modelos com IE, um mapa
até um I, pode ser simulado como segue: (i) calcular os (CXX") do modelo, para
este passo geralmente sao usados programas como o CMBFAST [116] e o CMBEASY

[117], (ii) gerar 3(lnqee+1)? niimeros complexos aleatérios distribuidos normalmente,

X X

estes sao os zj,, im

's e (iii) e usar (3.46) para calcular os aj, ’s.

3.7 Céus estatisticamente anisotropicos

A diferenca dos cendrios estatisticamente isotrépicos, as matrizes de correlacao
! ~ ~ . . A .
(ai¥ a3,y em modelos com AE nio sdo diagonais, podem ter dependéncias de [

e m e a expressao (3.22) para cada elemento de a é a mais geral possivel

X _ § XX’ X’
A1y, = lel/mlzl/m/ . (348)
X'lU'm/

Desta forma para cada par (I,m), os coeficientes a;\ sao combinagoes de todos os

/ . ~ A . ~
z ., aparecendo assim correlagoes no espago harmonico e no espago das flutuagoes.
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Estas correlacoes sio moduladas pelos coeficientes L%, que por sua vez misturam
os diferentes I's, m’s, I"’s e m’s e os diferentes modos de polarizagao e temperatura.
Correlagoes em [’s indicam que os comportamentos nas diferentes escalas estao
relacionados, correlagoes em m’s indicam que os comportamentos nas diferentes
direcoes do espaco harmonico estao relacionados e correlagoes em X'’s indicam que
os comportamentos nos diferentes modos da RCF estao relacionados. O grau da
correlagio entre estes comportamentos é dado pelos coeficientes L;*%, , e assim, a
deteccao de correlagoes nas diferentes escalas, m’s e modos de polarizacao e tem-
peratura constituiria um sinal de que o Universo é estatisticamente anisotrépico.

Outra consequéncia da nao diagonalidade da matriz de correlacao é que o es-
pectro angular de poténcia (C;**") ja ndo contém toda a informacdo estatistica das
flutuagoes e, para obter mais informagao da AE, é necessario capturar aquela que
estaria contida nos elementos fora da diagonal da matriz de correlacao. Estimadores
e observaveis que incluam estas informagoes nao presentes no espectro de poténcia,
sao necessarios para a realizacao de testes de concordancia com modelos estatisti-
camente anisotropicos. Porém, atualmente nao contamos com tais quantificadores e
apenas tem-se alguns candidatos (um exemplo é o espectro de poténcia bipolar-Bips
[118]-[121]).

Outra caracteristica de modelos estatisticamente anisotrépicos vem do fato de
que para cada escala [, alguns dos 2/+1 coeficientes ;X podem estar correlacionados.
Como consequéncia, existéem menos coeficientes estatisticamente independientes e
assim, o valor da variancia cosmica aumenta em relagao ao caso de IE. Este efeito
pode ser visto separando o lado direito de (3.36) na parte diagonal e na parte nao

diagonal da matriz de correlacdo, por exemplo para o caso X = X’

2 1
ACKY = QZ—H<CzXX>2 + Q1) Z [(agmaim)]? (3.49)
m#m/
que com ajuda da eq. (3.37) leva a
(ACFKX)E < (ACKHAF (3.50)

Ou seja os elementos fora da diagonal que levam as correlagoes entre diferentes m’s
fazem que a variancia césmica aumente. Finalmente outra eventual assinatura de
alguns modelos com AE e da nao diagonalidade da sua matriz de correlacao é a
existéncia de correlagoes entre os modos T'B e F B (secao 3.5).

A intensidade de todas estas assinaturas de AE depende da matriz de correlacao
via sua decomposigao de Cholesky como pode ser visto em (3.48). Assim, é necesséria
calcula-la para depois usa-la nas simulacoes para os estudos estatisticos. Nos mo-

delos com AE, um mapa até um [,,,, pode ser simulado como segue: (i) calcular as
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matrizes (a;\,a;¥ ) do modelo (ii) realizar sua decomposicao de Cholesky (iii) gerar
3(lmae + 1)? ntimeros complexos aleatérios distribuidos normalmente, estes sao os

X X

zjy’s e (iv) realizar a multiplicagao (3.46) para obter os aj,,’s correspondentes.

3.8 Anisotropia ou isotropia?

Abandonar a hipotese de IE do Universo, traz consequéncias que em principio podem
ser observadas e medidas. No contexto de modelos com IE e mais especificamente
do ACDM, os comportamentos anomalos nos mapas de temperatura medidos pelo
WMAP e COBE [24], [41]-[77] pertencem a uma porcentagem pequena de realizagoes
do céu de um ensemble estatisticamente isotrépico. Grosseiramente, combinando
todas as anomalias e supondo que sao independentes entre si apenas ~ 0.000001%
apresentam estas caracteristicas [122].

Porém no contexto de Universos estatisticamente anisotrépicos, as anomalias
podem ser comportamentos mais naturais. Por exemplo, o problema da falta de
poténcia nos baixos multipolos pode nao existir ja que os valores medidos tém uma

variancia césmica maior

(ACITYE < (ACTT)AE (3.51)

XX’
Iml'm

Por outro lado, a dependéncia de m nos coeficientes L , pode ser tal que, dada
uma escala [, favoreca alguns m’s mais do que outros, aparecendo assim supressoes
dos a;¥ ’s menos favorecidos e diregoes preferenciais. Da mesma forma, correlagoes
entre [ e I, e entre m e m’ podem existir dando origem a comportamentos padroes
similares em escalas e direcoes diferentes.

Todas estas caracteristicas fazem que Universos com AE estejam bem situados
como cendrios para a existéncia das anomalias de temperatura da RCF. No entanto,
¢ importante resaltar que estas sao caracteristicas muito genéricas e que, para obter
resultados conclusivos é necessario um estudo mais detalhado incluindo analises
estatisticas. Conscientes de que para fazer estas andlises é preciso contar com indices
estatisticos sensiveis as diregoes do céu que possam ser usados no teste de modelos
com AE, no capitulo 4 propomos duas formas de procurar sinais de AE nos mapas
de flutuagoes do campo da RCF. Uma aplicacao ao teste da hipdtese de IE usando

estes indices e considerando apenas as flutuagoes de temperatura, também é feito.
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Capitulo 4

Testando isotropia estatistica

O modelo ACDM tem como uma de suas hipoteses que o Universo € estatisticamente
isotropico. Porém, a existéncia das anomalias nas flutuacoes de temperatura da RCF
em grandes escalas angulares, motiva a que Universos estatisticamente anisotrépicos
sejam considerados como cendrios onde estas anomalias sao mais provaveis. Desta
maneira, estudos mais detalhados e testes estatisticos de modelos com e sem IE sao
necessarios.

Para a realizagao de testes de concordancia entre os modelos e dados observa-
cionais, medigoes de parametros e testes de hipdteses estatisticas é preciso contar
com indices que capturem as caracteristicas a serem testadas. Neste capitulo, intro-
duzimos dois indices estatisticos novos que carregam informacao sobre as flutuacoes
da RCF. Por um lado, a m-dispersao que leva informagao do espaco harmonico e
por outro, os mapas de m-dispersao que levam informacao do espaco real.

Aproveitando as medidas do WMAP e como em geral, estas duas estatisticas tém
informacao sobre a IE e a AE, as usamos junto com o espectro angular de poténcia
para testar a hipétese de IE do ACDM. A complicacao de que existe apenas uma
unica realizacao a qual corresponde ao nosso Universo, é parcialmente resolvida
realizando simulagoes de céus com IE (ver segao 3.6). Para testar a hipétese de IE,
estudamos o comportamento estatistico das flutuagoes de temperatura simuladas e
o comparamos com o dos dados do WMAP.

Embora os resultados e o grau de significancia dos nossos testes dependam da
estatistica usada ao igual que nos diferentes reportes das anomalias [24, 41]-[77], os

testes mostram sinais de que os dados do WMAP nao suportam a hipétese de IE.

4.1 Teste de hipdteses estatisticas

No espago harmonico, a natureza aleatoria das flutuagoes da RCF esta contida no

vetor a dado por (3.17). Este vetor é uma realizagdo duma variavel aleatéria que
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chamaremos de A.

Quando falamos que tem-se apenas uma unica realizacao do Universo, nos refer-
imos a que existe um unico conjunto de valores a para os elementos de A que pode
ser medido e usado para tirar informacoes sobre a RCF. Dado um modelo com um
conjunto de parametros P, os valores medidos de A e uma funcdo de inferéncia
7 (A, P) sao usados para realizar testes de concordancia, medi¢oes de parametros e
testes de hipdteses relativas aos dados e modelos. Se 7 depende apenas de A, ela é
chamada de funcao nao paramétrica mas se além, tem dependéncia de P é chamada
de fungao paramétrica. Por exemplo, a média (A) é uma fungao de inferéncia nao
paramétrica tipica enquanto que a funcao de distribuicao de A é uma funcao de
inferéncia paramétrica tipica.

No contexto das fungoes de inferéncia nao paramétricas, o valor 7' = 7 (a) re-
sultante da amostra é uma estimativa de 7 e, neste sentido, 7 é chamado de esti-
mador. Quando o estimador é calculado para vérias amostras a, origina diferentes
valores de T' e gera-se uma distribuicao estatistica. Neste outro sentido, 7 é também
uma variavel aleatoria e carrega as propriedades estatisticas de a, e assim é chamado
de estatistica. Algumas vezes, propriedades de a podem ser melhor vistas em seus
estimadores e estatisticas do que nelas mesmas. Sendo assim, a escolha de um esti-
mador é de crucial importancia para a correta realizacao e interpretacao dos testes
estatisticos [123]. Uma vez escolhido o estimador, o teste da hipdtese estatistica
pode ser realizado. A hipdtese estatistica, que é mais restringida que uma hipdtese
cientifica geral, envolve postulados acerca do comportamento da variavel aleatéria
que podem ser capturados por estimadores. Este tipo de hipdteses sao testadas
fazendo medidas das realizacoes e estudando o comportamento dos postulados nes-
tas medidas (ver por ex. [113, 123, 124]).

4.2 Estatisticas para os testes

A partir de agora vamos considerar a matriz a de (3.17) para estudar as propriedades
das flutuacoes da RCF. Desta forma, as estatisticas definidas para realizar os testes
tém de ser fungoes desta matriz, ou mais especificamente, de suas componentes a;\’s.
As estatisticas usadas para os testes foram trés: o espectro angular de poténcia, a m-
dispersao e os mapas de m-dispersao, todas elas acompanhadas de suas respectivas
variancias cosmicas.

Informacoes sobre AE podem ser tiradas no espaco harmonico ou no espaco das
posigoes. Para extrair informagao no espago harmonico, a estatistica deve incluir
todos os elementos da matriz de correlagao incluindo os elementos fora da diagonal.

Para extrair a informacao no espaco de posigoes, a estatistica deve ser sensivel a
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rotacgoes e assim capturar informacao sobre direcoes preferenciais. A continuagao,

descrevemos cada uma das trés estatisticas usadas para os nossos testes.

4.2.1 Espectro angular de poténcia

Como foi dito nos capitulos anteriores, o espectro angular de poténcia tem con-
tribui¢ao apenas da diagonal da matriz de correlagao. No caso de Universos estatis-
ticamente isotropicos, esta estatistica é suficiente e pode ser usada para testar IE. No
entanto no caso de Universos com AE, o espectro angular de poténcia nao carrega
a informacao completa sobre as flutuacoes, pois pode ainda existir informagao adi-
cional nos elementos fora da diagonal da matriz de correlacao. A variancia césmica
do espectro de poténcia (3.36) se possui contribuigao dos elementos nao diagonais e
assim tem mais informagao de AE no espaco harmonico.

Por outro lado no espago das posigoes, a invariancia por rotagoes do espectro
de poténcia e de sua variancia césmica faz que nao possam ser usadas para extrair
informacoes sobre direcoes preferenciais. Assim, esta estatistica é adequada para
testar IE mas nao muito adequada para testar modelos com AE. Como nesta tese

testamos apenas IE, o espectro angular de poténcias é usado.

4.2.2 m-Dispersao

XX/ : Ancia oX X!
Dado um C}**', pode-se medir quanta poténcia aj,,a;;, perde-se ou ganha-se ao

levar em conta apenas a média delas no CZXX'. Um quantificador desta perda ou

ganho para cada escala [, é a m-dispersao definida por

/ 1 * ! !
(07 )? = DT > (apyain’ = XY (4.1)

m

Este é o estimador para cada realizacdo do valor esperado pela teoria ((o7**")?).
Usando (3.13) acha-se que para um emsemble, este valor esperado da m-dispersao é
(ver apéndice C)
(7)) . > (Kaimain VP + Namai ) P + (anain Y ain agy,))
l Im™m Im“l—m Im™lm Im “lm

T o+1

m

—(G? = (AGKY) . (42)

O segundo termo e o termo (AC¥*")? (eq. (3.36)) indicam que a m-dispersio
média recebe contribuicoes dos elementos fora da diagonal da matriz de correlagao,
carregando assim informagao sobre AE no espago hamonico. Usando a propriedade
(B.25) em (4.1), mostra-se que a m-dispersao nao é invariante por rotacoes e pode

portanto capturar informagao sobre AE no espaco real.
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Por outro lado, a variancia césmica da m-dispersao é dada por
(A0 )2 = (o) = (7)) . (4.3)

Um calculo desta quantidade é tedioso e leva a uma expresao que nao tem informagao
adicional ao que pode-se extrair de (4.2), de onde ve-se que a variancia césmica
recebe contribuigoes dos elementos nao diagonais da matriz de correlagao e nao é
invariante por rotacoes.

No caso particular de IE, a m-dispersao esperada se reduz a forma (ver apéndice

C)

(6F) = HACKY )R = 2L (oxny2

o
(TP = 5o (CFTHCPP)
(TP = S {CTHeE)
(F) = 5 (CFPNCE™). (4.4

Com variancia césmica que no caso de correlagoes TT* é

vy 8 5 3 \
=g g Y a9

T
(Ao (4.5)
Assim em modelos com IE, a m-dispersao e sua variancia césmica sao invariantes por
rotacoes e, sua dependéncia do espectro angular de poténcia faz que carregue toda a
informacao sobre as flutuacoes da RCF. Desta maneira, pode-se usar a m-dispersao

e sua variancia cosmica para realizar testes de IE.

4.2.3 Mapas de m-dispersao

Como a m-dispersao nao ¢é invariante por rotacoes, resulta interessante considerar
seu comportamento com respecto as diferentes direcoes no céu. Se expressamos a
rotagao R em termos dos angulos de Euler «, 3,7, as fungoes D de Wigner tomam
a forma mostrada em (B.17). Usando esta expressao e (3.29) em (4.1), encontra-se
que a m-dispersao rotacionada tem dependéncia explicita dos angulos de Euler v e
B. A dependéncia em « é eliminada porque (07**)? inclue produtos de coeficientes
mutlipolares e seus conjugados complexos e aparecem produtos do tipo D* ) Dinmz,

de esta maneira os exponenciais em « se cancelam mutuamente.

*Qutra vez, o calculo desta variancia cosmica incluindo polarizacao é tediosa e nao é feito porque

nossos testes apenas levam em consideracao a temperatura.

32



A dependéncia de apenas dois angulos indica que (07¥')%(3,v) é uma funcao

na esfera e possibilita que fazendo rotagoes da esfera celeste, a m-dispersao seja
mapeada nas diferentes dire¢oes do céu e ajude a procurar por diregoes preferenciais
e possivel AE. Estas direcoes preferenciais se manifestariam nos extremos da fungao
(o75X")2. Rotacdes em (6, ¢) da esfera celeste estao relacionados aos angulos de Euler
por 3 = —0 e v = —¢. Assim dado um mapa de flutuacoes da RCF, para cada
rotacio R(0, —0, —¢) terd-se um valor de (0°*)2(0,¢) . O mapa de m-dispersio é

definido como o conjunto de valores (X" )?(6, #) para toda a esfera celeste.

Para caracterizar cada mapa de m-dispersdo aproveitamos o fato de que (o7*X")?

é uma funcao na esfera e a expandimos em harmonicos esféricos

CORBN Z bl XXy, (0, 9), (4.6)
com

b = [ @ 6.007;, 0,010 (@7)

Relembre que a m-dispersao é definida para cada escala e que o indice inferior de
(05X")? indica a escala da flutuacio da RCF estudada. Para nio confundir este
indice com as escalas [’s relativas a expansao da m-dispersao introduzimos o indice

l,. Desta maneira, os coeficientes blo XX

, Ou quaisquer estatistica extraida dos mapas
de dispersao tem informacao sobre direcoes preferenciais e AE na escala [,. Para

realizar o teste com os mapas de m-dispersao utilizamos seu espectro de poténcias
lo, XX .
D/ definido como

Dlo XX _ 2[ " Z‘ lo,XX . (4.8)

A variancia césmica associada aos mapas de dispersao se manifestara na estatistica
escolhida para sua caracterizacao. Neste caso, a manifestacao sera na variancia
cHésmica do espectro angular de poténcias DIIO’XX/.

No caso particular de IE, é importante notar que embora cada realizagao indivi-
dual de um céu com IE tem flutuagoes de m-dispersao para as diferentes direcoes
((07**")? nao é constante), estas flutuagoes estao limitadas pela variancia césmica e
portanto, todos os espectros DIZO’XX/do ensemble estatisticamente isotrépico estao
no intervalo [z, — nd, , + nd], onde ¢ é a variancia césmica, x, = (DIIO’XXI> o valor

lo, X X'
D,

médio do espectro angular de poténcia no caso com [E, en = 1,2, 3... indica

o grau de confidénca desejado para o teste.
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4.3 Testando isotropia estatistica

A hipdtese estatistica a testar neste capitulo é que as flutuagoes da RCF sao rea-
lizagoes de uma variavel aleatoria estatisticamente isotropica. Com isto pretendemos
saber se os dados existentes da RCF suportam ou nao a hipotése de IE e com que
grau de confiabilidade isto acontece. Para realizar os testes, usamos as estatisticas
definidas na secao anterior aplicadas ao caso de existéncia de IE. Os testes sao
realizados por comparacao das estatisticas extraidas de um conjunto de dados que
satisfazem a hipotese de IE e os estimadores extraidos dos dados medidos pelo
WMAP. Note que os nossos testes apenas consideram as flutuacoes de temperatura
da RCF.

Para obter o conjunto de dados que satisfazem a hipotese de IE, simulamos 5000
mapas usando o espectro angular de poténcias do ACDM. As simulagoes foram feitas
como descritas na secao 3.6 e o espectro de poténcias do ACDM foi previamente
caculado com o CMBEASY [117] usando os valores da tabela 1.1. Seguidamente
calculamos as trés estatisticas descritas no capitulo anterior para este conjunto dos
dados simulados.

Os dados usados para nossos testes correspondem aos trés anos de medidas do
WMAP e pertencem aos mapas de temperatura do céu inteiro tratados pelo mesmo
time do WMAP (ILC-3anos). A partir destes mapas tomados do Legacy Archive for
Microwave Background Data Analysis (LAMBDA) [101], a matriz a foi extraida e
os estimadores para fazer o teste foram calculados e comparados com as estatisticas
das simulacoes. Nas simulagoes e nos dados observacionais, o monopolo e o dipolo
foram retirados e as andlises sao apenas para escalas 2 < [ < 10, a excegao do teste

usando mapas de m-dispersao que apenas foi realizado para 2 <[ < 5.

4.4 Resultados do teste usando o espectro de poténcia

Os histogramas de distribuicao normalizados dos espectros de poténcia para cada
escala [ = 2,3...10 sd@o mostrados nas figuras 4.1 e 4.2. As &reas limitadas por
linhas indicam a regiao de confiabilidade a 1o e as linhas tracejadas correspondem
aos dados do mapa ILC-3 anos. Nossos resultados indicam que com excecao das
escalas [ = 3,1 =5 el =7, as medidas dos trés anos do WMAP nao se encontram
nestas regioes. Ou seja, a um nivel de confiabilidade de ~ 68% os dados usados nao
aceitam a IE. Um fato curioso é que, na maioria dos casos, apenas os multipolos
impares estao dentro destas regioes a 1o. No entanto, se consideramos um grau de
confiabilidade de 20 (~ 95.4%) os dados do WMAP usados aceitam perfeitamente
a hipotese de IE. Falando em probabilidades, isto significa que a probabilidade de
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ter estes valores tao baixos a 1o para os espectros de poténcia é aproximadamente
0.32.

Os resultados de que o0 32% de realizacoes estatisticamente isotrépicas tém valores
do espectro de poténcia tao baixos como os dos dados do WMAP e de que o grau
de confiabilidade do teste seja apenas 1o, nao sao o suficientemente criticos como

para abandonar a IE. No entanto, abre a possibilidade de estudar outros modelos

cosmolégicos que concordem em maior grau com as observagoes.
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Figura 4.1: Histogramas normalizados dos espectros angulares de poténcia para as escalas
[ = 2,3,4e5 comparados com os espectros angulares de poténcia dos dados do terceiro
ano do WMAP. Em [ = 3 e [ = 5 os dados caem dentro dos valores a 1o, nos outros dois
casos, os valores observacionais caem fora desta regiao. Os indices X X’ foram retirados

! .
de C’lX X" porque estamos considerando apenas temperatura.
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Figura 4.2: Histogramas normalizados dos espectros angulares de poténcia para as escalas
[l =6,8,9¢10 comparados com os espectros angulares de poténcia dos dados do terceiro
ano do WMAP. Em todas estas escalas os dados caem fora do intervalo a 1lo. Apenas o
caso do multipolo [ = 7 (que nao é mostrado aqui) cai dentro do intervalo. Os indices

. / .
X X' foram retirados de ClX X" porque estamos considerando apenas temperatura.

4.5 Resultados do teste usando a m-dispersao

O resultado é apresentado na figura 4.3 em forma de histogramas normalizados
para cada escala que sao comparados com os valores da m-dispersao dos dados
do WMAP. As éreas limitadas por linhas indicam a regiao de confiabilidade a 1o
e as linhas tracejadas correspondem aos dados do mapa ILC-3 anos. Na figura
sao apresentados apenas os casos para [ = 2,8,9¢10, os resultados para os outros
multipolos sao similares. Pode ser visto nas figuras que os valores da m-dispersao
dos dados sempre caem dentro da regiao de lo. A conclusao usando esta estatistica
é que os dados sao compativeis com a hipétese de que as flutuacgoes de temperatura
da RCF sao estatisticamente isotrépicas.
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Figura 4.3: Histogramas normalizados da m-dispersao dos multipolos [ = 2,8,9¢ 10 com-
paradas com as m-dispersoes dos dados do terceiro ano do WMAP. Os resultados nas
outras escalas sao similares e por isso nao sao mostrados. Pode-se ver que em todos os
casos, os dados caem dentro do intervalo a 1o e concordam com a hipotése de isotropia
estatistica. Note que a linha que indica o menor valor do intervalo a 1o paral =2el =8
é o, = 0. Os fndices X X’ foram retirados de (07X )2 porque estamos considerando apenas

temperatura.

4.6 Resultados do teste usando mapas de m-dispersao

Neste ponto foi necessario implementar um programa que calcule as fungoes D de
Wigner e rote a esfera celeste. Usando este programa, os mapas de m-dispersao
foram calculados para as quatro escalas de temperatura consideradas nos testes
(2 <, <5). Desta forma, cada mapa de temperatura estatisticamente isotrépico
simulado originou 4 mapas de m-dispersao, sendo analisados em total 20000 mapas
deste tipo, 5000 para cada escala.
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Para o calculo dos mapas de m-dispersao tivemos que fazer uma pixelizacao
da esfera celeste. A pixelizacao consiste em dividir a superficie duma esfera em
pequenas éreas, o centro de cada drea é o ponto onde o (7~~")%(6, ¢) é calculado.
Existéem varias formas de pixelizar uma esfera, a mais conhecida é o método de
Gorski et. al. [126] que pode ser feito usando o pacote HEALPix [127]. Este é o
tipo de pixelizacao adotado pelo equipe do WMAP.

Outra forma de pixelizacao é a chamada de tipo igloo, criada por Turok et. al.
[128] e adotada pela equipe do PLANCK [30]. Nesta tese usamos a pixelizagao igloo
e nos ajudando de um programa desenvolvido em [129], dividimos a esfera celeste
em 12288 pixels. Depois de calcular os mapas de m-dispersao, usamos a rotina
ANAFAST do HEALPix [127] para extrair seus espectros angulares de poténcia.
Finalmente, calculamos o espectro angular de poténcia esperado junto com o desvio
padrao da amostra para fazer a comparacao com os estimadores extraidos dos mapas
de m-dispersao dos dados.

Os mapas de m-dispersao resultantes dos dados sao mostrados na figura 4.4 e o
resultado do teste é apresentando nas figuras 4.5 e 4.6. Nestas duas ultimas figu-
ras, as linhas indicam as regides a 30 do ACDM para cada [, os quadrados escuros

13

indicam os valores do espectro de poténcia esperado e os simbolos “x” indicam o
espectro de poténcia do mapa de m-dispersao dos dados.

Como ¢ visto nas figuras 4.5 e 4.6 dois comportamentos interessantes sao ob-
servados, o primeiro é que para [’s impares os valores extraidos dos dados estao
totalmente fora da regiao a 30 e o segundo, é que este mesmo comportamento se
repete para todos os multipolos [, associados a temperatura. Assim segundo este
teste, os dados do WMAP nao aceitam a IE com um grau de confiabilidade de 3o.
Equivalentemente, no caso de que o nosso Universo for ACDM, estes comportamen-
tos exéticos que os dados apresentam pertenceriam apenas ao ~ 0.5% das realizacoes

da variavel aleatoria estatisticamente isotrdpica.

4.7 Comentarios

Das trés estatisticas usadas, uma delas aceitou a hipétese de IE, as outras duas que
nao a aceitaram, o fizeram com diferentes graus de confiabilidade. Este resultado
verifica o ja reportado até agora, que a confiabilidade e os resultados dos testes de
IE dependem da estatistica usada [24, 41]-[77].

E importante enfatizar que nenhum teste estabelece uma verdade absoluta, cada
um deles apenas nos diz se a amostra considerada aceita ou nao uma hipdtese dada.
Porém, o fato de chegarmos a resultados diferentes nos nosssos trés testes, leva a

considerar a necessidade de pesquisas mais profundas em dois sentidos:
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Figura 4.4: Mapas de m-dispersao dos dados do WMAP (ILC-3 anos) para cada multipolo

individual 2 <[, < 5. Note que existem regides onde a m-dispersao é maior do que outras.

Assim, mapas deste tipo podem ser caracterizados por seu espectro angular de poténcias
lo

Dy.
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Figura 4.5: Espectros angulares de poténcia dos mapas de m-dispersao para o quadrupolo
l, = 2 (parte superior) e para o octupolo [, = 3 (parte inferior) comparado com os espectros
de poténcia resultantes dos dados. Note como os valores medidos do mapa ILC dos 3 anos
do WMAP tém comportamentos que nao sao esperados num Universo ACDM. Esta néao
concordancia é a um nivel de 30 e curiosamente acontece apenas nos valores impares de [.
Leve em conta que [ (coordenada horizontal) indica as escalas da expansao harménica da
m-dispersao e nao da temperatura. Para uma melhor visualizacao, a coordenada vertical

é mostrada em escala logaritmica.

(i) procura de melhores estatisticas para termos testes coerentes e (ii) estudo da
possibilidade de que as flutuagoes da RCF nao sejam estatisticamente isotropicas e
(iii) testes de robusteca.

Este segundo item, abre a possibilidade de considerar Universos com AE, mas
para chegar a conclusoes sobre este tipo de modelos usando as ferramentas da in-
feréncia estatistica, é necessario realizar simulagoes. Para podermos simular Uni-
versos com AE (ver se¢ao 3.7), o primeiro passo é calcular de forma rapida, efetiva

e com alto grau de aproximacao a principal quantidade estatistica desse tipo de
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Figura 4.6: Espectros angulares de poténcia para [y = 4 (parte superior) e [y = 5 (parte
inferior) comparados com seus equivalentes extraidos dos dados. Os dados se comportam

similarmente que no caso octupolo da figura 4.5.

modelos: a matriz de correlagio dos a;,. Neste sentido, para que a m-dispersao e
os mapas de dispersao sejam testados como indicadores de AE, precisam aguardar

que simulacoes de céus estatisticamente anisotropicos sejam possiveis.

Por outro lado, quando o grau de desenvolvimento no calculo da matriz de corre-
lagao em Universos com AE tenha atingido o nivel de seu equivalente no caso de
IE, testar modelos e calcular parametros dos modelos com AE serao possiveis e ter-
emos um melhor conhecimento deste tipo de Universos. Este conhecimento ajudara
também a entender melhor os Universos com IE e suas diferengas com o caso de
AE. Assim, uma discriminacao entre estas duas familias de modelos estara melhor

situada e sustentada do que é possivel no presente.

No seguir desta tese, o esforco é concentrado em achar formas eficientes de cal-

cular a matriz de correlacao dos a;,,,’s no cendrio particular onde a AE é induzida
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pela topologia do Universo.
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Capitulo 5

Evolucao da Radiacao Césmica de Fundo

O papel central do Principio Cosmolégico, embora muitas vezes implicito no pensa-
mento da comunidade cientifica, faz que modelos cosmolégicos com AE nao sejam
objeto de estudo sistematico. Por esta razao, o grau de desenvolvimento no calculo
de observaveis e estatisticas neste tipo de modelos ainda nao chegou ao nivel do caso
de IE. Como acontece no contexto de Universos estatisticamente isotrépicos, uma
ferramenta indispensavel para o estudo de AE, suas assinaturas, testes de modelos,
medigoes de parametros e assuntos relacionados, é um algoritmo (ou um cédigo com-
putacional) que permita calcular as previsoes tedricas sobre as flutuagoes da RCF e

transformé-las em informacao estatistica.

O enorme esforco coletivo dirigido a compreender as flutuacoes da RCF em mode-
los com IE e que originou o método da linha de visao e o conhecido codigo CMBFAST
[116, 130, 131], pode ser aproveitado até certo ponto quando consideramos Univer-
sos com AE. Assim sendo, o objetivo deste capitulo é adaptar o ja conhecido em
Universos com IE para o caso de modelos com AE. Embora parte do conteudo seja
conhecido, a forma como é desenvolvido nesta tese permite: (i) ver como os difer-
entes cendrios de AE influenciariam nos célculos e, (ii) explorar até que ponto os
algoritmos e codigos ntimericos existentes para o caso de IE, podem ser aproveita-
dos no caso estatisticamente anisotropico, pois nesta tltima década, estes codigos

mostraram ser altamente eficientes e potentes.

Como foi discutido nos capitulos anteriores, a quantidade mais importante do
ponto de vista tedrico para o estudo das flutuagoes da RCF ¢ a funcao de correlagao
de dois pontos ou equivalentemente, a matriz de correlacao dos a;,,’s. A parte central
deste capitulo é escrever as equagoes Boltzmann-Einstein que governam a evolucao
dos fétons da RCF, e resolve-las até chegar ao calculo dos coeficientes multipolares
e sua matriz de correlacao. A partir deste ponto, consideraremos apenas flutuacoes

de temperatura.
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5.1 Equacoes de evolucao da Radiacao Coésmica de Fundo

No Universo primordial, aconteceram interacoes entre fétons, elétrons e protons.
Os f6tons interagiram com os elétrons (espalhamento Compton) e com os prétons,
os elétrons e prétons sofreram interacao Coulombiana e por sua vez, todos estes
processos foram afetados pela gravidade. A métrica que determinou a interacao
gravitacional, também esta ligada a matéria escura e aos neutrinos e esta evoluindo
com o tempo. O resultado deste sistema complexo é um conjunto de equagoes
acopladas que determinam a evolucao da métrica e de cada uma das componentes
do Universo. Estas equagoes sao derivadas da equacao de Boltzmann e das equagoes
de Einstein e para um estudo completo todo o sistema deve ser considerado. Porém,
num primeiro momento, apenas sao necessarias a equagao de Boltzmann para os

fétons e a equacgao de evolucao da métrica.

5.1.1 Equacao de Bolztmann para fétons

A equagao de Boltzmann governa a evolucao da fungao de distribuigao f(z,p) no

espacgo de fase (z,p), de um sistema de particulas de uma espécie dada,

d

S (@.p) = Clf . p). (51)

O termo da direita C[f(x,p)] indica o chamado termo de colisoes e nele estao in-
cluidos todos os processos sofridos pelas particulas do sistema. A eq. (5.1) nos diz
que o numero de particulas num elemento de fase dado muda com as interagoes nesse
elemento. Vamos agora escrever separadamente as duas partes de (5.1) e junté-las
no final.

O lado esquerdo € escrito em funcao das derivadas parciais em relacao as variaveis

x = (n,2%) e ao seu momento conjugado p = (w, p)

df 9of  da' Of dwg+dni0f

= -+ — . .2
dn  On dndxt  dndw  dn ont’ (52)

onde 1 é o tempo conforme definido como a(n)dn = dt, a(n) é o fator de escala
do Universo e como para o féton p? = 0, fizemos p' = wn’, sendo n’ a direcao de
propagacao do féton.
Por outro lado, a evolucao do momento p num espaco-tempo qualquer é dado
pela equacgao da geodésica
dp”

v ey’ =0, (5.3)

onde o espago-tempo em questao ¢ caracterizado por I', ;.
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No caso do nosso Universo, os fotons sao afetados por uma métrica de tipo
Friedmann-Robertson-Walker com uma pequena perturbacao h,,,, tal que pode ser

desprezada para ordens maiores que um,

v = —a? () = hyas] (5.4)
com
Yoo = —1,
Yoi = %Yo =0, (5.5)
Vi = (1 - g(:ﬁ +y7 + 22)) - 8ij »

e sendo K = 0,£1 a curvatura espacial do Universo. Assim, usando (5.4) em (5.3)

tem-se que o modulo do momento do féton evolui segundo a equagao (Ver apéndice
?7)

1 dw a 1 : 1 o
= —— — —hgon' + hyn' — =hl.n'n’ 5.6
W d’f] a 2 00,2 07 9" ( )
onde ’ indica derivada total com respeito ao tempo conforme.
No caso do Universo nao perturbado, todas as quantidades sao homogéneas e

isotropicas. Portanto, a fungao de distribuicao pode se escrever como

f(x7p):f0(nvw)+f1(x7p)v (57>

onde fo(n,w) é a solucao de (5.1) a ordem zero. Assim, o quarto termo do lado
direito de (5.2) é de segunda ordem e pode ser desprezado a primeira ordem, pois
(5.3) para a componente espacial de p mostra que o termo dn'/dn é também de
primeira ordem (Ver apéndice 77).

Finalmente, introduzindo (5.6) e (5.7) em (5.2), o lado esquerdo da equagao de

Boltzmann (5.1) na aproximagao de ordem zero toma a forma

Of @90 _

a—n—wa R = a Co[f(x,p)], (5.8)
e para a primeira ordem tem-se
0fi ,ﬁfl 1 i A L, i g 8f0_
an +n o (2h00,m hon' + 2hijnn W = aCyf(z,p)], (5.9)

sendo Cy[f(x,p)] e Ci[f(z,p)], os termos de colissoes de ordem zero e um respecti-
vamente.
Como foi dito, o termo de colisdes inclue todas as interagoes sofridas, isto é,

C[f(z,p)] para o caso dos fétons deveria incluir a interagao féton-elétron e a do
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féton com os outros barions. Porém, a probabilidade de espalhamento é proporcional
a inversa do quadrado da massa e assim, o processo dominante é o espalhamento

Compton [5]

e (¢) +v() — e (q) +7(p). (5.10)

/

Sep=(w,p),qg=(E; 7,0 =(Ww,p')eqd = (E;,q"), o termo de colissdes para

este processo bindrio é dado por [132]

1 d?’ﬁ, d3q—» d3q—»/ A
Clftpl =3 / (27m)320 / (2n)32E, / omiE, 2

Sp+a—1p —d) Y IMPlg(d)f () = 9(a) f(p)]. (5.11)

spins

A média nos momentos incidente e espalhado do elétron (¢” e ¢), e no momento
incidente do féton p”’, indica que a informagcao obtida corresponde ao féton espa-
Ihado. O delta indica conservagao de energia, > . |M]* é a média nos spins da
amplitude de espalhamento Compton e g é a funcao de distribuicao do elétron.

A energia dos fétons na era da recombinacao foi de ~ 0.4¢eV, valorl pequeno
comparado a massa do eletron (0,5MeV), portanto a aproximacao do espalhamento
Compton a baixas energias ¢ valida . Desta forma, a média nos spins da amplitude

de espalhamento Compton nesta aproximagcao é [133]

> IMP =44 &), (5.12)

spins

sendo € a polarizacao do féton, A = (4%)27?;—22, onde « é a constante de estructura fina
e m a massa do elétron. Se considerarmos apenas temperatura, uma boa aproxi-
magao é €- €’ ~ 1 (espalhamento Thomson) [134].

Usando (5.12), fazendo expansoes de Taylor de E, e g(q), considerando termos

até primeira ordem e integrando, tem-se que o termo de colissoes toma a forma*

Olf ()] = e / P55 — ) (. 2. 5) — Fuln, B, )) +

m2miw w’
o o L 0
(07" g—0(w =) (foo) = fo(@))], (5:13)
onde 03, indica a velocidade dos barions. Note que (5.13) é de primeira ordem pois

f1 e v, s@o de primeira ordem e assim Cy[f(x,p)] = 0. As egs. (5.8), (5.9) e (5.13)

formam o conjunto das equacoes de Bolztmann para os fotons da RCF.

*No apéndice D sao apresentados os passos para chegar a (5.13).
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5.1.2 Equacgao das flutuacgoes de temperatura da RCF

A partir de (5.8), (5.9) e (5.13), chega-se as equagoes que governam as flutuagdes de
temperatura da RCF. Para isto nos apoiamos na solugao de (5.8) [132]

1

Fazendo a expansao de Taylor de f em T, e usando nela a solugao (5.14), encontra-se
que fi tem a forma [135]
dfo

filz,p) = —w%T(f,n,ni). (5.15)

A funcao T indica as flutuagoes de temperatura da RCF em torno de T,. Intro-
duzindo (5.15) em (5.9) e (5.13) e integrando tem-se (ver apéndice D)
orT ;0T

1 . o1 o 1 .
n +n ot = —ihown’ + ho;n' — ih;jn’n] + aneor (1(565 -T+ n’vf) , (5.16)

or é a secao de choque do espalhamento Thomson, n, a densidade de elétrons e de,
a densidade dos barions. Note que (5.16) é a equacao das flutuacoes de temperatura

considerando apenas os efeitos a primer ordem.

5.2 Equacoes de evolucao das perturbacoes

Segundo (5.16) as flutuagoes de temperatura estao acopladas as perturbagoes métricas
e a velocidade e densidade de barions. Agora temos que considerar as equagoes que
governam estas quantidades para continuar o estudo das anisotropias de tempera-
tura. Consideremos primeiro a equacao de Einstein G*, = Rt — g/ R = 81T}, onde
G" é o tensor de Einstein, R¥ o tensor de Ricci, R o escalar de Ricci e T o tensor
energia-momento total do Universo. O tensor de Einstein tem que ser calculado para
a métrica (5.4), porém existem duas questoes a discutir antes de realizar o célculo:
a classificagao das perturbacoes e a liberdade de gauge no contexto da relatividade

geral.

5.2.1 Classificagao das perturbagoes cosmoldgicas

A perturbacao hy,, ¢ definida numa variedade tetradimensional de curvatura espacial
constante, onde a componente h,, da métrica (5.4) ndo recebe contribuigao vetorial
nem tensorial e a componente h,; nao recebe contribuicao tensorial. Assim sendo,

usamos o chamado teorema da decomposigao para escrever [137]

hoi =Vip+F, V'F,=0, (5.17)
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1 .
hij = %jtb + (VZV] - g’}/ijvz)x + VZE] + VJEZ + Wiy , V2 = VZVZ s (518)
com
VZEZ = 0, %-jwij = V, wij = 0, (519)

onde V; é a derivada covariante na i-ésima coordenada numa hipersuperficie tridi-
mensional a um tempo constante e ¥¥ é a métrica desta hipersuperficie. As quan-
tidades ¢, ¢, ¥ e x sao chamadas de perturbagoes escalares, F; e F; sao chamadas
de perturbacoes vetoriais e w” de perturbacoes tensoriais. Cada um destes tipos
de perturbacgoes evolui independentemente, ou seja que qualquer efeito causado por
um tipo perturbacao nao influencia nos outros tipos. Por simplicidade nos céalculos,

nesta tese apenas consideraremos as perturbagoes escalares. Assim sendo, h,, toma

a forma
hoo = ¢,
hoi = ViSO )
1
hij = i+ (ViVi— 275 V2)x (5.20)

3
5.2.2 Liberdade de gauge

Enquanto que a Relatividade Geral é uma teoria covariante por transformacoes de
coordenadas, as perturbacoes cosmoldgicas nao sao invariantes. Uma quantidade

perturbada ¢é definida como

Q(T) = Qo(z) +Q(2) . (5.21)

onde as quantidades com (—) pertencem a variedade perturbada M e as sem este
simbolo as sem perturbar M. A quantidade Q) é chamada de perturbacdo e nao é

invariante por transformagoes de coordenadas de tipo T — = + £(x), pois [137]

ASQ = 6Q — 6Q = L:Q,, (5.22)

onde L é a derivada de Lie e @), é a quantidade sem perturbar (quantidade de fundo).

De (5.22) oberserva-se que d(Q) é invariante (AJQ) = 0), apenas se @), é zero,
constante ou uma combinagao de produtos e somas de 0% com coeficientes constantes.
No entanto, 6¢) sempre depende de x e portanto em geral nao é invariante. Se
escrevemos ¢(z) = (1, V;L + L;), sendo que usamos o teorema da decomposi¢ao

para a parte espacial de £(x), e usando a métrica (5.5) como fundo, a decomposi¢ao
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(5.20) e (5.22) nos levam as seguintes leis de transformacoes para as perturbagoes

escalares

b—¢ = HT+T

p—¢p = T-L

-1 = %V2L+HT

Y-x = L. (5.23)

o simbolo ~ indica que as quantidades estao no sistema z. Como pode ser visto, a
transformacao das perturbacoes depende de &, o qual pode ser escolhido livremente,
ou seja, existe uma liberdade de gauge.

Uma escolha particular de ¢ é chamada de escolha de gauge. Existem dois gauges
onde as flutuagcoes da RCF sdo estudadas: o gauge sincrono ([2, 138, 144] e suas
referéncias) e o gauge longitudinal ([137, 145, 146] e suas referéncias). Neste trabalho
usaremos o segundo, onde se faz a escolha de T'= L' — ¢ e L = —x. Assim, neste

gauge, (5.23) toma a forma

¢ = o+H(L —p)+ L' —¢’)

7 =0
~ 1

b= v HL ) - 5V

X = 0. (5.24)

Pode ser mostrado que as quantidades (5.24) sao invariantes de gauge, e assim qual-
quer quantidade expressa em funcao delas sera também invariante. A quantidade
gg comumente é denotado por P, e @Z é denotado por V. ® e ¥ sao chamados de
potencias de Bardeen e no seu limite classico, representam campos gravitacionais
newtonianos [145]. Devido a invariancia de ® e ¥ o gauge longitudinal é chamado
também de gauge invariante. A forma particular que toma a métrica (5.4) para

perturbacoes escalares neste gauge é
ds* = a*(n) (14 2®)d*n — (1 — 2V)y;;da’da’) (5.25)

Os fatores 2 que multiplicam os potenciais ® e U sao adicionados apenas por con-
veniéncia nos calculos. A mesma andlise pode ser feita para as perturbagoes vetori-
ais, encontrando uma forma particular de (5.4) que depende apenas de quantidades
invariantes (ver por exemplo [137, 145, 147] e suas referéncias). As perturbagoes

tensoriais sao sempre invariantes de gauge.

49



5.2.3 Perturbacao do tensor energia-momento

Seja o tensor de energia-momento perturbado

T =08+t (5.26)
com

0y = e,

00 = 60,=0, (5.27)

0 = —p, (5.28)

onde t# é uma perturbacao e onde € ¢ a densidade de energia total e p a sua pressao.
De acordo com o teorema da decomposicao ¥ também pode ser escrito em termos de
perturbagoes escalares, vetoriais e tensoriais. Levando em conta apenas perturbacoes
escalares e usando (5.22) acha-se que no gauge longitudinal (T'=L — ¢ L = —Y)

o tensor energia momento perturbado é

1) = €+ de,
,‘rio = _(E + p)avlu )
i = —(p+dp)o}. (529

onde de é a perturbacao da densidade de energia, dp é a pertubacao da pressao e
V,u é a velocidade peculiar que as componentes do Universo ganham na presenca
de perturbacoes.

5.2.4 Equacoes de Einstein

O tensor de Einstein foi calculado usando as férmulas [136]

1
F/Au/ = ig)\a(gdu,l/ + Yov,u — g/u/,a) s (530)
Ry =T, =Ty, + 10,05, =TI, (5.31)

e R = ¢g"R,, eamétrica (5.25) no gauge longitudinal. Logo, junto com o tensor de
energia-momento perturbado (5.29) no mesmo gauge, foram usados para calcular as

equagoes de Einstein. O resultado em ordem 0 é

3(H? + K) = 8nGe,
H? 4+ 2H' + K = —87Gp (5.32)
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com H = %/, e o resultado a primeira ordem é: para a componente 0 — 0
—3H(H® + V') + VU + 3KV = 471G, (5.33)
para a componente 0 — ¢
Vi(H® + V') = 47Ga(e + p)V;u, (5.34)

e para a componente i — j
1 )
((2%’ +H)D + HP + U+ 2HY — KV + §v2(<1> — \If)) 5!

1, .
+§7Z’kavj(q>—\p) = 4nGopd!. (5.35)

A solugao de (5.35) no caso que i # j é nula ou aceita forma linear para (¢ — V).
Mas a solucao linear é descartada ja que cresceria infinitamente com a posicao e
tomaria a amplitudes perturbacao ® e V¥ infinitas. Assim a tnica solugao que fica é

a nula e com isso ® = W. Desta forma o conjunto (5.33)-(5.35) toma a forma

—3H(H® + ') + (V* + 3K)® = 47Gde , (5.36)
Vi(H® + ®') = 4nGale + p)v; , (5.37)
(2H' +H? — K)® + 3HP' + &" = 47 Gdp (5.38)

onde fizemos v; = V,u.

5.3 Solucao das equacoes de evolugao das perturbacoes

O conjunto de equagoes (5.36)-(5.38) governam a evolucao das perturbagoes cos-
mologicas escalares no tempo e no espago. A solucao destas equagodes na sua de-
pendéncia espacial nao é complicada e nos permitird simplicar a andlise das flu-
tuagoes da RCF. Continuando com o tratamento, consideremos que as flutuacoes de

densidade de energia e pressao num fluido estao relacionados pela equacao [146]

_ dp dp _ 2
5p = (a) o6 + (%) 105 = e + 06, (5.39)

onde |g significa que na variacdo mantem-se a entropia S constante e |. significa

2

- é a velocidade do som no fluido e o

que na variacao mantem-se € constante, c
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um parametro termodindmico [146]. Assim, manipulando (5.39), (5.36) e (5.38)

obtem-se a equacao
" + (2H + (1+3¢2)(H* — K) — 2V?) @ 4+ 3H(1 + ¢2)®' = 4xG76S.  (5.40)

Para o caso que as perturbacoes sejam adiabaticas 05 = 0, podemos fazer uma

separacao de varidveis da parte temporal e espacial. Assim (5.40), tem como solucao
D(n, ) = / F(n, k)é(k, 2)dk (5.41)
onde a parte temporal de (5.41) é solu¢ao da equagao
F'(n, k) + (2H +3H(1 + ) F'(n, k) + (14 3c¢})(H> = K + 2k*)) F =0, (5.42)
e a parte espacial é solucao da equagao de Helmholtz
(V2 + k)E(k, @) =0, (5.43)
As solugoes de (5.43) formam uma base ortonormal, isto é [115]
/ (B DR, H)dPF = (k' — F), (5.44)
e por outro lado introduzindo (5.41) em (5.37), tem-se a solugao formal para v;
vi(n, %) = / v(n, k)Vié(k, 7)d°k, (5.45)

co1m

HE(n, k) + F'(n, k)
vl k) = drGa(e+p)

(5.46)

Mas v;(n, ¥) é a soma das velocidades peculiares de todos os componentes do Uni-
verso, isto ¢ v; = ) _vf, onde x = b para barions, x = ¢ para matéria escura e x = n
para neutrinos. Assim de acordo com a indepéndencia linear das solugoes de (5.43),

a velocidade de cada componente é

v, 7) = / o (0, W)VLER, DR (5.47)

v (n, k) + v°(n, k) + 0" (n, k) = v(n, k). (5.48)

De forma parecida, introduzindo (5.41) em (5.36), tem-se a solugao formal para de

de(k, @) = / 5(n, k)E(k, T)dPk (5.49)
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co1m

5(n, k) —3H(HF (n, k) + F'(n, k) + F(n, k)(k* + 3K)) . (5.50)

= mc

Do mesmo modo que a velocidade, a densidade de energia de é a total do Universo,
ou seja 0e =y 0e”. Também por independéncia linear das soludes de (5.43) tem-se

que para cada componente

8¢ (n, ) = / 5% (n, k)& (k, 7)dk (5.51)
com

8, k) 4+ 6°(n, k) 4+ 6"(n, k) = 5(n, k) . (5.52)

5.4 Solugao da equacao das flutuagoes de temperatura da
RCF

Existem duas formas de calcular as flutuagoes da RCF, uma delas é baseado na
expressao de formas integrais como (5.41), (5.47) e (5.51) (ver por exemplo [131]-
[148] e suas referéncias) e a outra, usando as chamadas equacoes de hierarquia (ver
por exemplo [152]-[138] e suas referéncias). Para a construgao de cédigos numéricos
¢é usada uma mistura das duas, mas no nosso caso onde ainda estamos na parte
tedrica do tratamento, serao mais tteis as formas integrais.

A equacao que governa as flutuagoes considerando todos os efeitos a primeira

ordem (5.16) com métrica no gauge longitudinal (5.25) é escrita como

T 0T d . 1 .
g—n +n'’ gxl — 7T = gxin’ - -7 (1561) - n’vf) : (5.53)
com
Mo
T(n) = / dnn.ora, (5.54)
n

sendo a profundidade 6ptica. Note que no tempo atual 7,, a densidade de elétrons n.

é pequena e T < 1, e para tempos primordiais n, é muito grande e 7 > 1. Portanto
7= —n.ora. (5.55)

Introduzindo (5.41), (5.47) e (5.51) em (5.53) tem-se

8_T +n' or
an ox?

_gT:/fmhmg@@fR (5.56)
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onde
f(nv ka nl) = F(nv k)nlvl - F/(nv k) - T/(Zéb(nu k) + Ub(nv k)nlvz) (557)

Para obedecer a independéncia liear das solugoes (5.43), T' tem de ser da forma
70.8) = [ Tk (E T, (5.59)

onde T é solucao da equacao operacional

T'+ (n'V; — )T = F(n, k,n') . (5.59)

que pode ser formalmente escrita da forma

d ~ i . i
d_n[T em Vi_T)] = F(n,k, nl)e("" Vi=T) (5.60)

A solugao desta equagao para o tempo atual 7, é
~ . "o . i
T b = [ (el 00522, (5.61)
0

onde se usaram as aproximacgoes e 7 > 1 e 7 < 1 para tempos primordiais e tempos
atuais respectivamente. Para continuar, apenas por simplicidade nos calculos desta
tese, vamos incluir somente o caso de Universos com geometria plana K = 0. Desta

forma, as solugoes de (5.43) sao da forma
§(F, 7) = E(R)e. (5.62)

Substituindo (5.62) em (5.59) e avaliando os operadores V; obtemos que

~ o o - ) P

T i) = [ dng(n, B, (5.6

0
com
. 1 .

onde trocamos n’ por 7 apenas para escrever os produtos escalares.

5.5 Flutuacoes na linha de visao

A funcao (5.64) tem uma dependencia do produto k.f que complicariam os calculos
no capiulo seguinte. Porém esta dependencia pode ser eliminada e para isso usamos
o método de sinal de visdo proposto por Seljak e Zaldarriaga [130, 131].
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oy

Se chamarmos p a variavel associada a direcao n do féton tal que ky =

temos que (5.64) reescreve-se como

5(777 ka M) = Zk:u F(nv k) o F,(nv k) o T/(i5b(777 k) + ik:uvb(nv k)) : (565)

A integracao por partes de (5.63) permite separar a dependencia de £(n, k, u) em
4 num termo conhecido. Esta integral tem quatro termos, o primeiro termo é por
exemplo

ik / " dppuetuarm~r — / " dppe L (ehun-my
0 0 dn
"o )
— / dn(e”"F' — 1'e""F)etkrin=m) (5.66)
0

onde para o termo de superficie adotamos as aproximacoes conechidas para 7 nos

tempos primordiais e atuais. Realizando a integragao completa chega-se a

- "o .
oy b, 1) = / dnS(n, k)ekre) (5.67)
0

Ccom
1
5(777 k) = _Q[F(Wa k) - Z(Sb(nv k) + U/b(nu k)] - 2€_TF/ + Q/Ub(na k) ) (568)

sendo g(n) = —7e~ 7 a chamada funcao de visibilidade que esté associada a duragao
da era de recombinacao, por exemplo, para recombinacao instantanea g é uma
delta. Alguns térmos de (5.68) sao reconheciveis, as duas primeiras contribuigoes no
primeiro termo sao as anisotropias intrinsecas devido as flutuacoes de densidade de
fétons e a existéncia de perturbagdes gravitacionais na SUE (efeito Sachs-Wolfe), en-
quanto que a terceira contribuicao deste termo junto com o 1ltimo termo, formam a
contribuicao por efeito Doppler. O quarto termo é o chamado efeito Sachs-Wolfe In-
tegrado. Finalmente, de (5.58), (5.62) e (5.67), as flutuagoes de temperatura podem

ser escritas como
70.) = [ T b €(R*PE. (5.69)

e usando a expansao multipolar (1.2) tem se que os coeficientes multipolares tomam

a forma
_ / / (1o, ks p)ER)EF20E ) YV () AU (5.70)

Todas as contribuicoes as anisotropias estao na funcao T (Mo, k, 1t) € a natureza
aleatéria das flutuagoes de temperatura estao no coeficiente £ (/Z) Finalmente usando
(1.2) e

T = (4m) 3 ilju(ka) Vi, () Vi () (5.71)
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onde 7, representa as coordenadas angulares de k e j;(x) sdo as fungoes esféricas de

Bessel, temos que a matriz de correlagao é:

o~ o~
*

(a1mafy) = (4m)%0 " / R K G110, b, 1) G (1o, K1) (E(R)E () )
Vi () Yirwy () . (5.72)

co1m

Gi(No, by i) = T(n, k, ) ji(kRsuE) (5.73)

onde Rgyg € o raio da esféra de tltimo espalhamento. No seguinte capitulo, usaremos
esta aproximacao para implementar o calculo da matriz de correlagao no cenério de

topologias nao trivias.
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Capitulo 6

Cenario de topologias nao triviais

Nosso Universo é modelado matematicamente por uma variedade tetradimensional
M difeomorfa a R x M, onde R é topologicamente uma reta e corresponde a coor-
denada temporal, e M é uma variedade tridimensional que corresponde as coor-
denadas espaciais. No contexto da Cosmologia Relativista, as propriedades locais
do Universo sao caracterizadas pela métrica e mais precisamente por solucoes das
equacoes de Einstein. Por outro lado, as propriedades globais sao ditadas por sua
topologia.

As equacoes de Einstein nada dizem a respeito da topologia ou das propriedades
globais do Universo e dada uma solugao, existe um ntmero grande de variedades com
diferentes topologias que tém as mesmas propriedades locais. Assim a métrica (5.4)
usada no capitulo anterior para estudar a evolugao dos fétons da RCF suporta vérias
topologias distintas [83]. Destas topologias, em apenas trés, nas chamadas simples-
mente conexas ou triviais, as flutuagoes da RCF sao estatisticamente isotrépicas®.
No restante das possibilidades, nas chamadas variedades multiplamente conezxas ou
nao triviais, estas flutuacoes sao estatisticamente anisotrépicas. Surge entao, o
cenario de Universos com topologia nao trivial para introduzir AE na RCF.

No presente capitulo estudam-se as flutuagoes de temperatura da RCF neste
cenario e é mostrado explicitamente que a topologia do Universo imprime sua assi-
natura na RCF em forma de AE. A AE produto de topologias nao triviais é quan-
tificavel e pode, potencialmente, ser procurada nos dados observacionais. Exemplos
desta procura sao: a distor¢ao do espectro angular de poténcias com respeito ao
do caso simplesmente conexo [84], [159]-[169], a existéncia dos chamados “circulos
no céu” [85, 170]-[177], existéncia de Biespectro de poténcias nao nulo [118]-[121],
e alinhamentos dos multipolos baixos [41, 43, 44, 46, 63]-[64, 7, 84, 87, 178|. Estas

duas tltimas assinaturas forma ainda pouco exploradas.

*A tnica excegao é o espago projetivo, que tem curvatura positiva e topologia nao trivial, mas

apresenta um campo de RCF estatisticamente isotropico.
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Como resultado dos estudos nesta parte da tese, desenvolvemos um formalismo
eficiente para calcular matrizes de correlacao e assim, simular mapas de anisotropias
de temperatura que ajudarao a realizar estudos e testes em areas como RCF e
Topologia Césmical. Usando estas simulacdes, problemas como a existéncia de
AE e diregoes preferénciais na RCF, assim como também problemas como a de-

tectabilidade da topologia do Universo poderao ser estudados de forma sistematica.

6.1 Topologia

Nesta se¢ao apresentaremos alguns conceitos basicos de topologia que serao necessarios
para a leitura dos proximos dois capitulos. Estes conceitos dao lugar aos termos
técnicos usados no contexto da Topologia Cdsmica e serao apresentados aqui de
uma forma mais intuitiva. Formas mais rigorosas sao apresentados em textos sobre

topologia (ver por exemplo [153, 154, 155]).

6.1.1 Homeomorfismos e isometrias
Homeomorfismos

Se diz que dois objetos geométricos sao homeomorfos, se é possivel deformar um
no outro de maneira continua. Dados dois espacos topologicos X;, X5 e um mapa
f Xy — Xy, se diz que f é um homeomorfismo se ele é continuo e tem inversa
=t Xy — X que também é continua. Entdo, dizemos que X; é homeomdrfico
a Xy. Se f for um homeomorfismo entre X; e X5, e além disso f e sua inversa
forem funcoes diferenciaveis, chamamos f de difeomorfismo e se diz que X; e Xs

sao difeomorfas.

Isometrias

Dada uma variedade M e sua métrica, um difeomorfismo f : M — M é uma
isometria, se preserva a métrica. O difeomorfismo identidade, a inversa de uma
isometria e a composicao de isometrias, sao também isometrias. Todas elas formam

um grupo que é chamado de grupo de isometrias G.

6.1.2 Variedade quociente

Muitas vezes pode-se encontrar uma relacao entre os elementos de um conjunto
ou de um espaco M. Se esta relacao é refletiva, simétrica e transitiva, chama-se

relagdo de equivaléncia ~ entre dois elementos do conjunto e escrevemos p ~ ¢ (p

tArea cujo objeto de estudo sdo as propriedades globais do Universo.
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é equivalente a ¢). Mediante essa relacdo, podemos dividir M em subconjuntos
mutuamente disjuntos chamados classes de equivaléncia [p]. O conjunto de todas as
classes de equivaléncia chama-se espaco quociente M / ~.

Para visualizar melhor o espago quociente vejamos o exemplo da Fig. 6.1. Nela
sexey € R,y~uxsey =x+2mn, comn € Z. Na Fig. 6.1(a), a classe de
equivaléncia é [z]| = {...,z — 27, z,x 4+ 27,....}. Na Fig. 6.1(b), vemos que a classe de
equivaléncia [z| pode ser representada pelo intervalo [0, 27), o qual é homeomorfico
a um circulo S'(notemos que 0 ~ 27). Portanto, o espaco quociente R/ ~ de R é
um circulo S*.

No caso das variedades, a relacao de equivaléncia pode ser dada por um grupo GG
com elementos g, tais que ¢ ~ p se e somente ¢ = gp, para algum g € GG. Podemos

entao escrever que a classe de equivaléncia é:

] ={q € M;q=gp.g € G}, (6.1)

e 0 espaco quociente sera:
M/G ={[plip € M}. (6.2)

O espaco quociente nao é necessariamente uma variedade. Existe um teorema, cuja
prova encontra-se em [154], que diz que a condi¢ao para que o espaco quociente seja
uma variedade, é que G atue de maneira livre (sem pontos fixos) e propriamente

discontinua em M.

6.1.3 Homotopia, grupo fundamental: espacos multiplamente e simples-

mente conexos

Existe um conjunto de invariantes topoldgicos, que podem ser usados para reco-
nhecer certas classes de equivaléncia dos espagos. Alguns deles sao os grupos de
homotopia, e em particular o grupo fundamental. Imaginemos um ponto p na var-
iedade M (p € M), e uma curva -y que comega e termina no ponto p, que é chamada
de loop. Existem alguns loops que podem ser deformados continuamente em outros,
formando assim classes de loops. Imaginemos dois loops no ponto p: v : [ — M
e v : I — M * Dizemos que eles sao homotdpicos se existe um mapa continuo
F:Ix1I— M, tal que:

F(s,0) =v(s),F(s,1) =(s), sel, (6.3)

FO,t)=F(1,t)=p, tel. (6.4)

[ é o intervalo [0, 1]
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Figura 6.1: Variedades quociente

O mapa F' é chamado de homotopia entre v; e 7. Temos entao, que 7; pode ser
continuamente deformada até v mediante F'. Estas homotopias servem para juntar
os loops em certas classes que sao chamadas de classes de homotopia. Ao conjunto de
classes de homotopias num ponto p € M chama-se grupo fundamental ou primeiro
grupo de homotopia de M em p. O grupo fundamental tem varias propriedades que
podem ser encontradas em [153] e [156]. Destas, duas sdo as mais importantes para
nds: (i) ele é invariante por homeomorfismos, ou seja, ele é um invariante topolégico
e pode ser usado para diferenciar duas variedades topologicamente nao equivaléntes
¢ (ii) ele 6 isomorfo® ao grupo de holonomia G de um espago quociente M /G. Usando
as homotopias ou o grupo fundamental, podemos classificar as variedades em duas

classes:

e Variedades Simplesmente Conexas ou com Topologia Trivial: Aquelas

onde para todo ponto p € M, cada loop é homotdpico a um ponto. Ou

$Sejam dois conjuntos X e Y com estruturas algébricas. Se existe um mapa f : X — Y que
preserva a estrutura algébrica, f é chamado de homomorfismo. Se f é bijetivo, entao é chamado

de isomorfismo.
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equivalentemente, aquelas cujo grupo fundamental é o grupo trivial.

e Variedades Multiplamente Conexas ou com topologia nao trivial: Quando

nao sao simplesmente conexas.

6.1.4 Espacgo de recobrimento e grupo de holonomia

Espaco de Recobrimento: Dizemos que M é um espaco de recobrimento da va-
riedade M se existe um mapa continuo f : M— M , tal que: (i)f seja sobrejetor e
(i) para cada p € M exista uma vizinhanga U C M que contém p, tal que f~(U)
seja uma uniao disjunta de vizinhancas em M , as quais sao mapeadas homeomor-
ficamente em M por f. Por construcao M ¢é localmente indistinguivel de M mas
globalmente nao [157]. Se M ¢é simplesmente conexo é chamado de Espago de
Recobrimento Universal.

Grupo de Holonomia: Seja um ponto x na variedade M. No espaco de
recobrimento universal, x gera um ponto T, € M. Se existem pontos adicionais
Z1, To, T3... dizemos que estes sao homdlogos a Ty e que as transformagoes que levam
To — T; sao isometrias que formam o grupo de holonomia I" em M. Se este grupo
¢é discontinuo e os geradores do grupo nao tém ponto fixo, dizemos que o grupo de
holonomia atua livre e discontinuamente em M. Pode ser mostrado que o grupo
de holonomia ¢ isomorfo ao grupo fundamental da variedade quociente M /T [153].
Para ilustrar os conceitos de grupo de holonomia e espago de recobrimento, na
Fig. 6.2 apresentamos como se constréi o espago de recobrimento M = E? do toro
T? = E?/T', com grupo de holonomia I' = {g"g5'}, onde m e n € Z e os geradores

do grupo sao:

g1(z1,22) = (x1 + L, z2) go(w1,22) = (v1, 02+ L). (6.5)

6.1.5 DPoliedro fundamental

Nas subsecoes anteriores vimos que o conceito do grupo de holonomia I'" é usado
para, a partir de uma variedade quociente M, reproduzir o espacgo de recobrimento
M. Na pratica, M é descrita pelo maior dominio simplesmente conexo em M que
contenha os pontos que pertencem a M. Este dominio é chamado de Poliedro Fun-
damental (PF) da variedade M. Um tipo particular de PF' é denominado poliedro

fundamental de Dirichlet, que é definido para um ponto base x € M como:

PF = {y e M,d(z,y) <d(y, g(x)),¥g € T’} , (6.6)
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Figura 6.2: A agao do grupo de holonomia do toro.

onde d(a,b) é a distancia entre dois pontos a e b. Se a variedade é compacta, o
PF de Dirichlet é um poliedro convexo e compacto que tem um nimero finito de
faces devido a que I' é discreto [158]. As faces do PF sdo andlogas por pares isto
é, a cada face F corresponde uma outra face F’ tal que, para cada ponto = € F
existe outro ponto 2’ € F' homdlogo a x. Os deslocamentos que levam de F a F’
sao os geradores do grupo de holonomia I". Assim, podemos considerar as faces do
PF identificadas. Na Fig. 6.3 é apresentado um caso ilustrativo, o toro em duas
dimensoes T? = R?/T, onde as faces AD e BC estao identificadas por g; e as faces
AB e DC estao identificadas por go. Os dominios de Dirichlet dependem do ponto

que é escolhido como ponto base.

6.2 RCF em Universos com topologia nao trivial

O sistema de equacgoes Einstein-Boltzmann apresentado no capitulo anterior foi
derivado usando as propriedades locais do Universo, isto é usando a métrica (5.4)
que no gauge longitudinal tomou a forma (5.25) com ® = W. Por outro lado, dois re-
sultados importantes do capitulo anterior foram: (i) a introducao de todos os efeitos
que contribuem em primer ordem as flutuagoes de temperatura da RCF dentro dos
coeficientes multipolares a, e (ii) a determinagao formal da matriz de correlacao
num formato adequado para a implementacao dos diferentes cenarios de AE. Nesta

se¢ao, mostramos como implementar a AE no calculo da matriz de correlagao usando
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Figura 6.3: O poliedro fundamental do toro, com as identificagbes AB — DC e
AD — BC.

o cenario de topologia nao trivial.
Dada uma variedade quociente M = M /T, toda fungao escalar ®(n, Z) pode ser

escrita em termos das autofuncoes do laplaciano em M na forma

-

D(n, ) = / F(n, k)é(k, 2)dk (6.7)

onde as funcoes & (E, ¥) sao solugoes da equagao de Helmholtz (5.43) em M, e por-
tanto sao aquelas solugoes em M invariantes sob o grupo de holonomia I', isto é,

aquelas que satisfazem a condicao de invariancia

&(k, g7) = £(k, 7) (6.8)

para todo g € I'. A condicao (6.8) implica em que nem toda autofuncdo do Lapla-
ciano no espaco de recobrimento universal M é também uma autofunc¢ao no espaco
quociente M. As solugoes de (5.41) na variedade M sao apenas um subconjunto das
solugoes de M. Este subconjunto esta formado pelas solugoes que satisfazem (6.8).

Se o campo escalar ®(n, Z) tem natureza aleatoria, (6.7) faz que sua funcao de

correlacao para n fixo seja

- —

(®(n,T) D(n, 7)) = / EkdPk'F(n, k) F(n, k") (€(k, ) & (', 7)),  (6.9)

onde a natureza aleatéria de ®(Z) foi herdada por &(k, Z).
Do mesmo modo que no capitulo anterior, por simplicidade nos calculos, vamos
nos restringir apenas as topologias planas. Nestes espacos euclidianos, a solugao

mais geral da eq. (5.43) é escrita como

(g, 7) = / 0k (g — K)ER) 7 (6.10)
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o termo d(q — k) é para indicar que, em geral apenas alguns k da varidvel continua

q sao considerados. Assim introduzindo (6.10) em (6.7) obtemos

~ g

o(1.7) = [ PRFRED (6.11)
e introduzindo esta equacao em (6.9) se tem

(D(n, 7) D(n, 7)) = / &Pk K F(n, k) F(n, ) (E(F) € (1)) ETF) (6.12)

De esta forma, para um espaco quociente com grupo de holonomia I' dado, pre-
cisamos conhecer as correlagoes (£(k) £*(K')) neste espaco. Estas correlacdes geral-
mente sao calculadas resolvendo numéricamente (5.43) modo a modo. Porém, con-
tinuando com o tratamento tedrico consideramos que a funcao de correlacao de 2
pontos de ®(n,Z) na variedade quociente, estd relacionada a func¢ao de correlagao

de 2 pontos de ®(n,Z) no recombirmento universal por [180]

(®(n, B)2(n, 7)) =D |gl (B(n, )®(n, gZ'))"* (6.13)

gerl’

onde |g| = 1 se preserva a orientagdo, e —1 se nao preserva a orientagdo. Na
expressao (6.13), I' indica o grupo de holonomia que caracteriza o espaco quociente
M e o indice superior s.c indica que a funcao de correlagao é no recombrimento
universal que é sempre simplesmente conexo.

Usando (6.13) em (6.12) e considerando que qualquer simetria e euclidiana pode
sempre ser escrita como combinagoes de rotagoes e translagoes, ou seja g = (R, T),
onde R é uma transformacao ortogonal e 77 é um vetor euclidiano e desta maneira g

atua sobre um vetor ¥ como g¥ = RZ + r, tem-se que

(E(R)E ()" = (E(R) & (RE)) e e (6.14)

gel
Para continuar o tratamento, precisamos fazer a hipétese de que as solugoes de
(5.43) sao homogeéneas e isotrépicas. Esta hipotese concorda com as predigoes da
inflagdo (ver por ex. [105]-[107] e suas referéncias). Esta suposigao faz com que a

funcao de correlacao das funcoes aleatorias §A (E) no espaco de recombrimento seja

@R ey =Wy, (6.15)

onde Pg é o espectro de poténcia inicial das solugoes de (5.43).

Introduzindo (6.15) em (6.14) obtemos a relagao

(E(R)E (k)" (K — RK'y e FF'T (6.16)

gel
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para a matriz de correlacao dos modos k no espaco quaciente M = M /. Substi-

tuindo esta eq. na (5.72) obtemos a forma final

() = (2 [ W R Vi) 617)
onde a fisica e a geometria estao contidas em
Vo (k) = Po(k) Go(k) Go (k) , (6.18)
e a informagao topoldgica em

Y0 (0) =Y e Vi (i) - (6.19)

gel

Notemos que a integragao em (6.17) é sobre todo o espago k. A informacao
topoldgica encontra-se em (6.19), a qual automaticamente seleciona os autovalores
do Laplaciano em M. Isto pode ser visto no capitulo seguinte, onde Tlrm(E) é
expressa em termos de fungoes deltas de Dirac centradas nos autovalores do operador

Laplaciano no correspondente espago quociente.

6.3 Decomposicao de I' em subgrupos ciclicos

Nesta se¢ao vamos usar uma decomposicao de I' em subgrupos ciclicos para tornar
mais rapidos os calculos em topologias complexas. Usando esta decomposicao,
definiremos a assinatura topologica de qualquer quantidade associada a funcao de
correlagao de dois pontos de fungoes escalares com natureza aleatéria. Para simpli-
ficar a notacao usaremos a variavel X, a qual pode representar por exemplo funcoes
de correlacao de dois pontos, matrizes de correlagao, fungoes de correlacao angular

ou espectros angulares de poténcia.

6.3.1 Assinatura topoldgica

Como mostra (6.13), dados os elementos g que pertencem ao grupo de holonomia I'

tem-se que

xl=3 "0 (6.20)

gel

Uma decomposicao apropriada do grupo I' em dois subconjuntos, onde um ¢é a

identidade id e o outro é T = I — id divide a quantidade X', em duas partes

e (6.21)
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O primeiro termo corresponde a contribuicao simplesmente conexa e o segundo
termo contém a informagao da topologia, e introduzimos o termo assinatura topoldgica
para nos referirmos a esta contribuicao. A assinatura topoldgica da quantidade X' é
nula no caso do Universo for simplesmente conexo. Desta forma, como sera mostrado
posteriormente, o segundo termo de (6.21) é a que introduz a AE na RCF. O fato
de definirmos a assinatura topoldgica ajudara a que usando as simetrias do espaco
quociente se observem suas manifestagoes nos mapas de temperatura da RCF.

Se agora em vez de pegarmos apenas a identidade como no caso anterior, pegar-
mos um subconjunto de isometrias S do espaco de recobrimento M , a quantidade

X associada a este subconjunto serd

X5 =3 "9, (6.22)
ges
Por outro lado, se G; C I' é algum subconjunto do grupo de recobrimento, pode-se

escrever
AT = X% e (6.23)

No caso de termos dois subconjuntos GG e G5, ambos no grupo de recobrimento I,

nao disjuntos e tais que G; N Gy = G5, temos
X' = X6 x o yOs g yT\GUG) (6.24)

Considerando os subconjuntos Gy, ...,G, C I tais que para qualquer ¢ # j, G; N

G, = H, generaliza-se (6.24) e por indugao tem-se
XN =3 "x% — (n—nat 4 ane, (6.25)
i=1
com G = UG,.

6.3.2 Subgrupos ciclicos

Se agora Gy = (¢1) and G5 = (g,) sao dois subgrupos ciclicos de I' e 0 € M um
deslocamento para M da posicao do observador em M, diremos que g; € g sao
conjugados por uma isometria que nao move o observador se existe uma isometria
¢ fixando 0, tal que g, = ¢"'g¢. Como consequéncia disto tem-se que d(0, g;0) =
d(5, 925), onde d(Z,7) é a distancia entre dois pontos e 3 em M. Por extensao,
diremos também que os grupos GG e GG sao conjugados por uma isometria que nao
move observador. Também diremos que g; é um gerador de distancia minima de
G4 (com respeito ao observador) se d(0, g,0) < d(0,~0) para algum outro gerador

’YEGI-
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Agora consideremos as isometrias ¢i,...,¢9, € I' que geram os grupos ciclicos
Gi = (gi), tais que se i # j entdao G; NG, = {id}. Usando a eq. (6.25) obtem-se que

a assinatura topoldgica da quantidade X' é descomposta como [87].

n
AT =3 x% 4 xT\G (6.26)
i=1

Particularmente, estamos interessados no caso onde os ¢;’s sao os geradores de
distancia minima dos G;’s, onde estes formam um conjunto completo de grupos
mutuamente conjugados por isometrias que nao movem o observador. O simbolo™
sobre as letras que denotam os subconjuntos indicam que a identidade foi extraida

dos mesmos.
Se agora g1, ..., Gn, h1, ..., h, € ' sao geradores de distancia minima dos grupos
Gi = (¢9;) e Hj = (h;), dado G = UG, e H = UH; e além disso, supomos que os
Gi’s e os H;’s formam dois conjuntos completos de grupos mutuamente conjugados
por isometrias que nao movem o observador, tais que G N H = {id} e d(0, g,0) <

d(5, hlﬁ). Entao a assinatura topoldgica é decomposta como
i=1 i=1

Continuando este processo varias vezes, obtem-se a decomposicao em subgrupos
ciclicos do grupo de recombrimento I" [87]

oo k;
r=JUyry. (6.28)
i=1j=1

onde g;; € I' é um gerador de distancia minima do grupo ciclico I';;, tal que

1. Para cada i € N, o conjunto {I';1,..., ;s } é um conjunto completo de grupos

mutuamente conjugados por isometrias que nao movem o observador.

Sy . ki ks R . . , .
2. Se i # 7', os conjuntos U;L,I';; e U;Z I'yv; tém apenas a identidade como tnico
elemento comum.

3. Se i < 4, entdo d(0, g;;0) < d(0, g#10)

Portanto, a assinatura topologica da quantidade X é escrita como

AT=3"%"at (6.29)

e assim para calcular a assinatura topoldgica da quantidade X para uma variedade

com grupo de holonomia I'; é suficiente conhecer como calculd-la para variedades
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cujos grupos de recobrimento sao os grupos ciclicos fw Esta decomposicao é ttil
para calcular X para qualquer variedade com topologia nao trivial a partir das
variedades mais simples. No caso de variedades euclidianas as mais simples sao os
cilindros torcidos, no caso de variedades esféricas sao os espaces lente, e variedades

simples hiperbdlicas no caso hiperbdlico.

6.3.3 Simetrias do espago quociente

Agora veremos como a decomposicao (6.28) descreve as simetrias do espago quo-
ciente M. Esta decomposicao contém as simetrias do poliedro fundamental de
Dirichlet de M centrado na posm;ao do observador 0 € M. O poliedro fundamental
de Dirichlet centrado em 0 € M ¢ o conjunto Dy C M definido por [189]

Ds = {Z € M :d(0,%) < d(¢g0,7) para quaisquer g € '} . (6.30)

A primeira coisa a notar é que apesar de todo o grupo de recobrimento entrar
nesta definicao sao necessérios apenas os geradores de distancia minima (e talvez as
primeiras poténcias positivas) de alguns grupos ciclicos I';; e suas inversas. Para ver

isto, para cada g € I' consideremos o semi—espago
H,={zeM : d0,7) < d(¢0,7)} . (6.31)

De (6.30) se observa que o poliedro fundamental é a intersecao de todos os semi—
espagos de tipo (6.31). No entanto, existe um alto grau de redundancia, ja que para

uma poténcia positiva n suficientemente grande, temos

n—1
Hgicj C ng , (632)
k=1

e portanto poténcias grandes de g;; nao contribuem efetivamente ao poliedro Dy.
Além disso, se algum H, contribui efetivamente ao poliedro, H,-1 também contribui,
assim o mesmo argumento vale para as inversas dos geradores de distancia minima.
Finalmente da condigao 3 no item anterior e para algum i suficientemente grande,
pode ser que o semi-spago H,, nao contribua efetivamente ao poliedro.

As faces do poliedro de Dirichlet sao subconjuntos dos planos de fronteira dos
semi-espacos (6.31) que contribuem efetivamente a ele. Portanto, para cada H, que
contribua efetivamente, a correspondente face é ortogonal a geodésica que une 0e g5
e assim a corta no ponto medio. E por esta razao que a decomposicao (6.28) descreve

as simetrias do poliedro fundamental de Dirichlet M centrado no observador.
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6.4 Consideracoes de simetria

Algumas consequéncias das simetrias da variedade quociente sobre a estrutura da
matriz de correlagao dos a;,,’s podem ser deduzidas diretamente das leis de trans-
formacao dos harmonicos esféricos sobre transformacoes de coordenadas, isto é, sem
necessidade da decomposicao (6.28). As caracteristicas consideradas desta forma

nao dependem da geometria do espaco de recobrimento universal.

6.4.1 Simetrias de rotacgao

Consideremos como se comporta (a;, a;k,m,>F por rotagoes em torno do eixo z. Por

uma rotagao R,(«) : ¢ — ¢ + a, a func¢ao Y,,(n) transforma-se como
Yim(R.(Q)7) = €M, (7) . (6.33)

Como consequéncia destas leis de transformacao os coeficiente multipolares do mapa

de temperatura da RCF tomam a forma @, = e "%a;,, e a matriz de correlacao

{ap, aj, ' se transforma com a seguinte lei

(im a?’m’)%z(a) = elm'=me (im a}k/m/>r . (6.34)

Duas consequéncias podem se observar de (6.34), primeiro que se o espago quo-
ciente M é invariante por uma rotagdo de a = 2w /s em torno do eixo z, os coefi-
cientes a,, € ay,y nao sao correlaciondos a menos que m = m’ mod s. Segundo,
que se 0 espaco quociente ¢ invariante para um « abritrario, nao existe correlagao
entre ap, € ar, a menos que m = m'. Na prética, se tomarmos um sistema de
coordenadas tal que o poliedro fundamental da variedade quociente esteja orientada
de forma que seja invariante por rotagoes 27/s em torno do eixo polar, a matriz de
correlagdo apresentara um fator 6720 e a AE induzida pela topologia se manisfes-
tara como correlacgoes entre os diferentes m’s. Correspondentemente, se a orientacao
é tal que o poliedro é invariante por rotagoes arbitrarias em torno do eixo z, a matriz
de correlagao apresentara um fator d,,,, e neste caso nao existirao correlagoes entre

m’s.

6.4.2 Simetrias de paridade

Vejamos o que acontece quando existe invariancia por transformacoes de paridade

P :n — —n. Por estas transformacoes os harmonicos esféricos se transformam como

Yim(Pit) = (=1)Yim (), (6.35)



e assim os coeficientes multipolares a;,, se transformam como ay,, = (—1)lalm. Como

consequéncia disto a lei de transformacao da matriz de correlacao é
(am al, V5 = (=) (apm al, T (6.36)

Portanto, se o poliedro fundamental esta orientado de modo que exista uma in-
variancia por transformacoes de paridade, os coeficientes multipolares nao estarao
correlacionados a menos que [ = [’ mod 2, isto é, a matriz de correlacao apresen-
tard um fator §;;,"'® e a AE induzida pela topologia nao manifestara correlagoes
entre [’s com diferente paridade. Se o poliedro fundamental nao  invariante por

transformaccoes de paridade existirao correlagoes entre [’s de diferente paridade.

6.4.3 Simetrias de reflexao

Consideremos agora uma transformacao de reflexao no plano y = 0. Esta trans-
formagao muda o angulo azimutal como P, : ¢ — —¢ e isto faz que os harmonicos
esféricos se transformem como

- “lm

e os coeficientes multipolares a;,, mudem como a;, = aj,. Estas leis de trans-

formacao levam que a matriz de correlacao se transforme da seguinte forma:
<alm al/m/>Py - <alm al/m/> . (638)

De onde segue que se o poliedro fundamental é orientado tal que seja invariante por

reflexoes no plano y = 0 , a matriz de correlagao é sempre real.

6.5 Comentarios

Embora alguns procedimentos para calculos das matrizes de correlagao no contexto
das topologias nao triviais ja existam [166]-[169], [179]-[181], [182]-[184], quase todos
eles precisam resolver (5.43) explicitamente. O tnico método que néo faz isto, tem
problemas de regularizacao [179]-[181].

Para finalizar este capitulo citaremos algumas das vantagens do nosso formalismo
[87]:

e A diferenca da maioria dos métodos conhecidos para o cdlculo da matriz de
correlagao em topologias nao triviais, nosso método nao precisa de solucoes
explicitas de (5.43) pois a integral (6.17) seleciona automaticamente os modos

que sobrevivem na variedade quociente em questao.
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o A diferenca do tinico método que nao resolve explicitamente (5.43), no nosso
formalismo nao sao necessarias regularizacoes. O problema da regularizacao
aparece porque as integrais (6.17) contém deltas pois como se observa em (6.8)
um espaco com topologia nao trivial discretiza os modos k. Um correto trata-
mento destas integrais de deltas, originado pela forma em que eles dependem
do grupo de recobrimento I' faz que esta regularizacao nao seja necessaria pois

as quantidades que obtemos sao todas finitas.

e A separagao mostrada em (6.21) permite observar uma relagao direta entre a
topologia Teo grau de AE no cenario de topologias nao triviais e, permite
explorar formalmente as simetrias do espago quociente e como elas se manifes-
tariam nos mapas de temperatura da RCF. De esta forma, no caso de que a
AFE seja devida a topologia do Universo, medidas de AE permitiriam conhecer

mais acerca da forma global do nosso Universo.

e Num sentido mais pratico, como mostra (6.17), conseguimos separar as con-
tribuicoes da topologia na funcao (6.19) e as contribuigoes da fisica e da geo-
metria na funcao (6.18). Esta separagao é importante pois fixada a fisica e
a geometria de um modelo, a fungao (6.18) é calculada uma tnica vez para
diferentes topologias e fixada uma topologia, a fun¢ao (6.19) é calculada uma
unica vez para diferentes modelos, com isto o gasto computacional é diminuido.
Adicionalmente o método de linha de visao misturada com nosso formalismo,
permite por primeira vez, introduzir todas as contribuicoes as anisotropias de

temperatura no célculo da matriz de correlagao.

e Também num sentido mais pratico, a decomposicao em subgrupos ciclicos
permite que qualquer quantidade associada a funcao de correlacao de 2 pontos
das flutuacoes de temperatura da RCF em topologias complexas pode ser
expressa, e portanto calculada, em termos de quantidades correspondentes em

topologias mais simples.

Para ilustrar o método apresentado nesta parte da tese, no seguinte capitulo faremos

uma aplicacao para o caso da topologia nao trivial mais simples, o cilindro.

71



Capitulo 7

Universo cilindrico

No capitulo anterior vimos que para calcular a assinatura topoldgica das anisotropias
de temperatura da RCF numa variedade dada, é necessario apenas conhecer como
calcular esta assinatura em variedades ciclicas que a recobrem maximalmente. No
caso das variedades orientaveis planas as variedades ciclicas sao os cilindros torcidos,
isto é, aqueles gerados por uma translacao e uma rotagao.

Para o caso das chamadas variedades homogéneas planas, que sao os conhecidos
3-torus ou variedades tipo T (geradas por trés translacoes linearmente indepen-
dentes), as chimenés ou variedades tipo T? (geradas por duas translagoes linear-
mente independentes), e os cilindros ou variedades tipo 7" (geradas por uma tnica
translagao), apenas é necessdrio conhecer a matriz de correlacdo do cilindro. A
partir dela podem-se construir as matrizes de correlacao de todas estas variedades
homogeéneas planas. Por esta razao, neste capitulo final da tese, faremos um estudo
exaustivo das flutuagoes de temperatura da RCF em Universos cilindricos e, a modo
de ilustracao, apresentamos as idéias basicas de como a matriz de correlacao neste
tipo de Universos, seria usada para calcular as matrizes de correlacao em variedades
mais complexas.

As caracteristicas do método apresentado no capitulo anterior sao mostradas
explicitamente neste capitulo. Como estamos interessados na AE gerada pela topolo-
gia do Universo, para que os calculos niimericos sejam mais rapidos, o modelo usado
foi o de Einstein-de Sitter. Embora esta suposicao nao seja real, ela é tutil para
ilustrar nosso formalismo e conhecer mais acerca das caracteristicas de flutuagoes

estatisticamente anisotrdpicas.

7.1 RCF em Universos cilindricos

Consideremos o cilindro como espaco quociente do recobrimento universal simples-

mente conexo K = 0. Vamos impor que seu poliedro fundamental esteja orientado
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de tal forma que seja ortogonal ao eixo z. Desta maneira, seu grupo de recobrimento
terd um gerador g que incluird apenas uma translagao g = (I, @), com a@ = Lé,, onde
a distancia de compactificacao L estd medida em unidades de Rsyg. Esta escolha
de sistemas de coordenadas é conveniente porque nela o cilindro é invariante por (i)
transformagoes arbitrarias em torno do eixo z, (ii) transformacoes de paridade, e (iii)
transformacoes de reflexao no plano y = 0. Assim, com as consideracgoes de simetria
descritas no capitulo anterior, a matriz de correlacao num Universo cilindrico com
esta orientagao serd real, nao existirao correlagoes entre os m’s, mas sim entre duas
escalas [ e I, no caso de que as duas sejam pares ou impares.

O grupo de recobrimento do cilindro é parametrizado por inteiros n € 7Z tais que
cada elementro de I' seja ¢" = (I,nd). Introduzindo esta forma de I" em (6.19), a

funcao que leva a informacao topoldgica toma a forma
Tha(R) = Y e ™= ¥y i) | (7.1)
nez

e assim, a matriz de correlacao dos a;,,’s num Universo cilidrico é

* =1 d*k —in — * (=
(i )" = (4[5 Wt (Ze ) Vime i) Vi) . (72)

nez
Para calcular esta integral pode-se usar a identidade

Z e~ k=L — or Z 0(k,L —2mp) , (7.3)

nez PEZL

ou a identidade .
Z ekl — 1 49 Z cos(nk,L) . (7.4)
nez n=1
A primeira identidade leva a que a matriz de correlagao seja expressa em termos
dos autovalores do operador laplaciano no cilindro. A segunda identidade, ainda
usa a parametrizacao em termos do grupo de recobrimento, e assim, pode ser usada
para isolar a assinatura topoldgica. Usando (7.4) para avaliar (7.2), e integrando

em coordenadas esféricas, tem-se

(@t Q)" = (um Q) + (@ @) (7.5)
onde a parte simplesmente conexa tem a forma usual
(U o) = CF OB (7.6)

com o espectro de poténcias simplesmente conexo dado por

* dx

Cls.c. = (477')2/0 ? \If”(l’) , (77)
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e a assinatura topolégica da matriz de correlacao dada por

* T J—1 ¢mod(2 > dI € m
<alm al/m/>r = (477')2 Zl ! 611/ ( )5mm’ /0 ? \Illl’ (z) El’ (LL’) ) (78>
Ccom . L
Fp() =23 [ dy costuay) PP )P () (7.9
n=1 -1

onde P/"(y) sado as fungoes associadas de Legendre normalizadas (ver apéndice B).
Note que, como esperado das consideracoes de simetria, a matriz de correlagao dos
coeficientes multipolares possui os fatores &), e &, e é sempre real.

Apés avaliar as series em (7.9) (ver apéndice E), chega-se a

Fii(x) = ) Fitle,q) O — 2mq)0(2r(g+ 1) — ), (7.10)

qEZ

onde O(z) é a fungao de Heaviside. Desta equacao, pode se ver que F}J/(z) é uma
fungao continua por partes. De fato, em cada intervalo [2mq, 27(q + 1)], é um poli-
nomio de grau (I + ' 4+ 1) em 7/x. A forma do polinémio F}j}(x,q) no g—ésimo

intervalo de comprimento 27 é

[y
2 7\ 2k+1

Fit@a) = 4 (VP Ogenla) (5) —dw.  (T1D)
k=0

Aqui gx(q) s@o polinomios de grau k em ¢, e Pl(l]on(O) é a k—ésima derivada do

polinémio
Pum(x) = P/"(x)Py(x), (7.12)
avaliada no origem. No apéndice E sao apresentadas expressoes explicitas para os
polinomios gx(q), assim como também os pasos técnicos que levam de (7.9) a (7.10).
A integral que aparece na assinatura topolégica (7.8), agora pode ser calculada
numericamente de uma forma simples ja que os integrandos decaem rapidamente.
Esta caracteristica pode ser vista nas figs. 7.1 e 7.2, onde mostra-se os integrandos
paral =1 =2el =1 = 5. Nesta figuras, por simplicidade nos célculos numéricos,

adotamos o modelo Einstein—de Sitter com espectro de escala invariante, assim
\I]”/ (LU) X jl(.il])jl/ (SL’) . (713)

O bom comportamente dos integrandos em (7.8) nao é uma consequéncia de uma
escolha particular do modelo cosmoldgico (W (z)). O integrando em (7.8) sempre
decae rapido porque Wy (z) e Fjj'(x) sdo fungoes que decaem rapidamente, assim a

avaliagao da assinatura topoldgica é sempre eficiente.
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Figura 7.1: Forma dos integrandos dentro das integrais do tipo em (7.8) para l =1' = 2,

e com escalas de compactificacado L =1 e L = 2 em unidades de Rgyg.

No caso da assinatura topoldgica do espectro de poténcia, a integral reduz-se a

Cf = (ar)? /000 dgx Uy (%) filz) (7.14)
fi) = 5 3 Fe) (7.15)
m=—1

Usando (7.9) e o Teorema da Adigao dos harmoénicos esféricos (ver apéndice B), a

soma (7.15) é calculada e toma a forma

CF = 2(4m)? / 2w (D) ) (7.16)
onde ¢1(x) sao as fungoes de Clausen de primeira classe dadas no apéndice E.

Na fig.7.3 (a) mostra-se a assinatura topoldgica do espectro de poténcia num
Universo cilindrico para baixos [’s, normalizado com respecto a C}*“, como funcao do
tamanho de compactificagdo L. A matriz de correla¢ao dada por (7.5)—(7.11) corres-
ponde a um cilindro para o qual a direcao de compactificacao é paralela ao eixo z.
A matriz de correlagao correspondente a um cilindro com uma orientacao diferente,
pode ser obtido do caso anterior , rotacionando a esféra celeste. Assim, usando
as funcoes de Wigner parametrizadas com os angulos de Euler para uma rotagao
R(a, 3,7) € SO(3), a matriz de correlacdo para um cilindro pode ser calculado
usando (3.29) e (B.17) (ver apéndice B)

<alm a;m’>2 = ei(m/_m)a Z dinml (6> diln’ml (6> <alm1 azk’ml >F ) (717>
mi
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Figura 7.2: Formas dos integrandos dentro das integrais do tipo em (7.8) paral =1 =5,

e escalas de compactificacao L = 1 and L = 2 em unidades de Rsyp.

o angulo v nao é relevante porque a rota¢ao R,(y) em (B.16) ndo move o eixo z, e
{(aym aji, )" € invariante por rotagoes em torno deste eixo. Além, como (ay, aj, ,)*<
é rotacionalmente invariante, (a;,, a}, )% pode ser decomposta como em (7.5), com

a assinatura topoldgica satisfazendo uma relagao idéntica a (7.17).

Uma coisa a ser notada é que, sem importar a orientacao, o cilindro sempre é
invariante por transformacoes de paridade, assim sua matriz de correlacao sempre
conservard o fator 51’}’,0‘1(2). Por outro lado, a matriz de correlagao continuard sendo
real ja que fazemos rotagoes com a = 0, pois neste caso nao rotacionemos o cilindro
em torno do eixo z, e assim permanece invariante por reflexdes no plano y = 0.
No entanto, qualquer rotacao com execcao de § = m, fard que o cilindro nao seja
mais invariante por rotagoes azimutais, assim a matriz de correlacao de um cilin-
dro arbitrariamente orientado tem correlacoes que dependem de m. Todas estas

caracteristicas podem ser vistas explicitamente em (7.17).
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Figura 7.3: Assinatura topoldgica do espectro de poténcias de (a) um Universo cilindrico,
e (b) uma chimené com base quadrada, para multipolos [ < 5, normalizados com respeito a
C}“, e como funcao da escala de compactificacao L. Note que para cada multipolo pode-se
ter supressao ou excesso de poténcia dependendo do valor de L. Por razoes tipograficas,

aqui escrevemos I'* ao invés de I'.

7.2 RCF em Universos homogéneos planos

As variedades homogéneas planas sio 3—torus ou variedades tipo T (geradas por trés
translacoes linearmente independentes), chimenes ou variedades tipo T2 (geradas
por duas translagoes linearmente independentes), e cilindros ou variedades tipo T
(geradas por uma unica transalagao). Assim, é necessario calcular primeiro a matriz
de correlagao (ay, aj, )" para cilindros, e depois mostrar como a decomposi¢ao
(6.29) é usada para calcular a assinatura topologica nesta matriz para os toros bi e
tri-dimensionais. Veremos também como o calculo do espectro de poténcias no toro

¢é enormemente simplificado por esta decomposicao.

7.2.1 Toros

Para calcular a matriz de correlagao dos a;,,,’s para bi e tri-toros usamos a decom-
posicao (6.28) de seu grupo de recobrimento em subgrupos ciclicos, como indicado
no capitulo anterior. Se I';; = (g;;) ¢ o grupo de recobrimento do cilindro gerado
pelo elemento g;; € I', denotamos L; = d(0, gijﬁ), g = (I,L;é,),el’; = (g;). No caso
euclideano , as isometrias que nao movem o observador sao rotacoes , assim dado
um R;; € SO(3) ela serda uma rotacao tomando €, como um vetor unitdrio ao longo

de 9ij 6
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Usando a decomposigao (6.29), escrevemos a assinatura topoldgica para o toro

como uma superposicao de assinaturas topoldgicas de cilindros rotacionados

ki

@m@WFZE:E:mm% Vi (7.18)

i=1 j=1

S8

onde as matrizes de correlacao dos cilindros rotacionados sao escritos em termos das

fungdes de Wigner e angulos de Euler da mesma forma que (7.17), como

<a'lm a}*/m/>1—‘i” - el(m e Z dmml /61] di;v, 'my (ﬁ”) <a’lm1 a’?’m1>Fi ) (719)

(Bij, avij) sdo as coordenadas angulares do vetor gijﬁ, e k; ¢ o numero de cilindros de
tamanho L;. Como qualquer grupo de translacoes é invariante por transformacoes de
paridade, dos resultados do capitulo anterior, enxerga-se a que a matriz de correlacao
de variedades planas homogéneas também terd o fator d,"®. Esta afirmagao é
evidente da forma explicita da matriz de correlagao do cilindro e da soma (7.18) de
matrizes de correlagao de cilindros. Correlagoes entre m’s também aparecem e sao
complicadas na medida da orientacao de cada cilindro da soma.

A invariancia rotacional do espectro de poténcias, faz com que as expressoes
neste caso sejam simplificadas. De (7.18) acha-se a forma da assinatura topolégica
do espectro de poténcias do toro como superposicao de assinaturas topoldgicas dos

espectros de poténcia de cilindros

cf =Y kel (7.20)

7.2.2 Bi-toros

Para uma melhor ilustracao, consideremos uma chimené com base quadrada com
tamanho de compactificacao L. E conveniente orientar a chimené tal que seu grupo
de recobrimento consista em translagoes no plano horizontal. Desta maneira, os
geradores do grupo de recobrimento sao as translagoes g1 = (I,@) e g2 = (I, l;), com
i=Lé,eb=Lé,

O grupo ciclico serd parametrizado por um par de nimeros inteiros (p, ¢) tal que

Gpy = (g3g7). Se o menor divisor comum de (p, q) é r, entao

Gpg < Grg | (7.21)

3

onde ‘<’ significa subgrupo de. Assim, vamos restringir os labels para pares (p,q)

que sejam numeros co-primos.
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As tnicas execgoes sao quando (i) p = £1 e ¢ = 0 e vice-versa, e (ii) quando
p = *+1eqg= +1. Desta forma, os primeiros dois conjuntos completos de subgrupos
ciclicos conjugados por uma rotagao sao {G10,Go1} e {G11,G_11}. Nos dois casos,
a conjugagao é feita por uma rotacao de /2 em torno do eixo 2. As longitudes
de compactificacao dos cilindros correspondentes sao Lo = Loy = L e L1; =
Ly, = V2L respectivamente. Os angulos de Euler (3, ) para rotar estes cilindros
correspondentes desde o eixo z até sua orientacdo na chimené, de acordo a (7.19),
sao 3 = m/2 em todos os casos, e a9 = 0, apy = 7/2, 011 = 7/4 e a_y1 = 3w/4,
respectivamente.

Para escrever os conjuntos completos faltantes de subrgrupos ciclicos conjugados
por uma rotacao, definimos, para um para de ntimeros naturais coprimos (p, ¢), com

p>q > 1, os grupos

G = Gpg = (9397) G =G gp= (591",
G = Ggp = (9591) - G =G pqg=1(939.") -

As longitudes de compactificacao sao todas iguais a L,, = \/p? + ¢>L, e os angulos
de Euler (3, «) para rotar os cilindros do eixo z até sua orientacdo na chimené, de

acordo com (7.19), sdo 3 = 7/2 em todos os casos, e

1(711) = arctan% , al(,?(’l) 2 —I— aéq) ,
2) 1 4) 1
O‘:gq) - 2 I(?q) ) az(Jq) =T O‘:gq) J

respectivamente.

Se denotamos como I'p, o grupo de recobrimento de um cilindro com escala
de compactificacao L,, e orientagao ao longo do eixo z. Entao, colocando tudo
isto junto, usando (7.18) e (7.19), e levando em conta as propriedades de invariancia
derivadas no capitulo anterior, a assinatura topolégica da chimené com base quadrada

é
(agm al, N = 5‘“"“‘(4)deml (m/2)d! s, () 2) Wi ™ (7.22)
com

Wﬁ}ml =2 (<a'lm1 a'Zk’m1>FLO + (_1)m/4<a'lm1 azk’m1>F171> +4 Z COS ma;()? <alm1 azk’m1>rpq 5
(p.9)

(7.23)
onde a soma (p, q) é avaliada apenas para pares de niimeros naturais co-primos (p, q)

tais que p > q > 1.
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De (7.22) acha-se que o sinal topoldgico do espectro de poténcia da chimené com
base quadrada é
cf =2(cl+ ) +ad (7.24)
(r.q)
Como a assinatura topoldgica do espectro de poténcia de um cilindro converge rapi-
damente a zero com a escala de compactificagao (ver fig.7.3 a), segue-se que a soma
em (7.24) também converge rapidamente.

Ainda mais, a assinatura topoldgica do espectro de poténcias da chimené é maior
que a de uma cilindro. Isto é porque o modo [-ésimo da assinatura topoldgica do
espectro angular do cilidro oscila lentamente. Assim, de (7.24) esta assinatura é
um pouco maior na chimené, como pode ser visto na fig.7.3 (b). onde calculamos
a assinatura topoldgica do espectro de poténcias para a chimené como func¢ao da
distancia de compactificagao L, a partir dos valores do espectro de poténcia da fig.7.3
(a), usando a eq. (7.24).

7.3 Sinais de anisotropia estatistica

Das egs. (6.17) e (6.19) pode ser visto como a topologia introduz anisotropia es-
tatistica nas flutuagoes de temperatura da RCF. O carater nao diagonal da assi-
natura topolégica da matriz de correlacdo e sua dependéncia em [, m ,I' e m’ sao
manifestacoes da natureza estatisticamente anisotréopica de Universos multiplamente
conexos. Uma forma explicita das correlagoes e dependéncias de [ e m, pode ser visto
nas eqs (7.5)—(7.8), de onde ¢é claro ver que a distribui¢ao das flutuagoes aleatérias

de temperatura depende de m e que existem correlagoes entre diferentes escalas [ .

7.3.1 Simulando mapas de temperatura de RCF com AE induzida pela
topologia nao-trivial do Universo

Agora que foi desenvolvido o contexto tedrico para calcular assinatura de anisotropia
estatistica no cendario de topologias nao triviais. Simulagoes de céus estatisticamente
anisotropicos neste cenario podem ser analisados e testados. Os passos seguidos sao

os seguintes

1. Dado um modelo cosmoldgico, usando o sistema de equacgoes Boltzmann-
Einstein, apresentado no cap. 5, obtem-se as fun¢oes Wy (z). Com esta funcao
calcula-se a parte estatisticamente isotrépica da matriz de correlagao. Neste

cendrio ela é a parte simplesmente conexa.
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2. Calcula-se a parte que introduz a AE na matriz de correlagao para a variedade
base. Neste cendrio ela é a assinatura topoldgica. No caso das variedades
homogeénas planas, a variedade base é o cilindro e a partir dai se constroem as
matrizes de correlacao para as outras variedades mais complexas. Nesta parte
calcula-se a funcdo FJJ/(x) para depois calcular a integral (7.8). Somando
este resultado a quantidade do item anterior, tem-se a matriz de correlacao

estatisticamente anisotropica para a variedade base.

3. Usando a decomposicao ciclica e o resultado do item 2., calcula-se a matriz de

correlacao da variedade que pretende ser estudada.
4. Faz-se a decomposigao de Cholesky, eq. (3.20), da matriz de correlacao.

5. Gera-se numeros complexos aleatorios complexos de media 0 e variancia 1.
Estes serao os z,,, do produto (3.22). Finalmente se realiza o produto (3.22)

para obter os coeficientes multipolares do mapa (a,’s).

7.3.2 Analisando mapas de temperatura de RCF com AE induzida pela
topologia nao-trivial do Universo

Para estudar a possibilidade de implementacao computacional do método que ¢é ap-
resentado aqui, assim como a forma de simular céus estatisticamente anisotrépicos,
fizemos uma aplicacao para o caso do cilindro. Os resultados sao mapas como
as da figura fig. 7.4. Por simplicidade consideramos o modelo Einstein—de Sit-

ter, assim em toda esta subse¢@o tomaremos (7.13) para fazer os nossos calculos.

A caracteristica que queremos chamar a atencao é a AE, e que ela estaria pro-
duzindo alinhamentos existentes nos mapas dos multipolos individuais da anisotropia
de temperatura, neste caso, a AE é induzida pela topologia nao trivial do Universo.
Na fig.7.4 apresentam-se uma realizacao a baixa resolugao dos mapas de temper-
atura para um cilindro com L = 2 (em unidades de Rpgg), junto com os mapas
correspondentes para os primeiros [-modos. Pode se ver que estes [-mapas apre-
sentam alinhamentos entorno do eixo z, o qual, neste caso é a unica direcao de

compactificacao do espaco.
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Figura 7.4: Mapa simulado de anisotropias de temperatura de RCF estatisticamente
anisotrépico no cendrio de topologia nao trivial. A topologia considerada é a do cilin-
dro com escala de compactificaggo L = 2. O mapa apresentado é a baixa resolucao
(2 <1< 10), também sao mostrados os mapa para multipolod individuais para o svalores

mais baixo de [.
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Capitulo 8

Conclusoes e perspectivas futuras

A motivagao principal para estudar as flutuagoes da RCF em modelos cosmolégicos
com AE, foi o desejo de explorar a idéia de que as anomalias reportadas em intimeros
trabalhos e por parte de diversos grupos [24, 41]-[77], sdo de origem cosmolégico.
Muitos destes reportes sugerem que tais anomalias sao manifestagoes de AE, e por-
tanto de uma violagao do Principio Cosmolégico. No entanto, para chegar a re-
sultados conclusivos em relacao a esta hipétese sao necessarios estudos sisteméaticos
das propriedades da RCF nesta classe de universos, de modo que seja possivel a
determinacao dos tipos de anomalias presentes em cada cendrio de AE, assim como

de uma caracterizacao robusta das anomalias presentes nos dados observacionais.

O que podemos afirmar no presente, com algum grau de certeza, é que as anoma-
lias nos mapas de temperatura do WMAP e COBE sao pouco provdveis de aconte-
cerem num Universo estatisticamente isotropico. Grosso modo, combinando todas
as anomalias e supondo que sao mutuamente independentes, as chances de que
flutuagoes de temperatura da RCF num Universo com IE apresentem estes com-
portamentos anomalos é de aproximadamente 0.000001%. De fato, eis o motivo
de usarmos o termo anomalias para nos referirmos a caracteristicas como a falta
de poteéncia nos multipolos baixos nos mapas de temperatura, os alinhamentos do
quadrupolo e octopolo, as assimetrias no espectro angular de poténcia entre os
hemisférios norte e sul galacticos e supressoes de certos coeficientes multipolares

(simetrias nos baixos multipolos).

A construcao de mapas de flutuagoes de temperatura apresenta diversas com-
plicacoes de ordem pratica. Algumas delas sao (i) a baixa rela¢ao sinal/ruido em
experimentos deste tipo, e por conseguinte a necessidade de eliminar o ruido instru-
mental, (ii) a determinacdo e tratamento de diversos erros sistematicos nos expe-
rimentos, assim como de (iii) ruidos de fundo conhecidos como foregrounds, e que
podem ter sua origem no sistema solar, em outras partes na nossa galaxia, ou fora

dela. Estas fontes de sinais nao desejadas comprometem a qualidade dos dados, e
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portanto comprometem também as conclusoes a que cheguemos usando—os.

A eliminacao do ruido instrumental é um complicado problema de engenharia
que sai do escopo desta tese, e por esta razao nao é discutida aqui. O tratamento
dos erros sisteméaticos dependem de cada experimento e é em principio impossivel
determinar e eliminar todos eles. No entanto, tem se encontrado as mesmas anoma-
lias tanto nos dados do COBE como nos do WMAP, sendo que pela sua prépria
concepcao estes dois experimentos possuem erros sistematicos completamente di-
ferentes. Podemos portanto confiar que os erros sistematicos nao representam um
problema grave no estudo das anomalias da RCF. Esta hipotese de trabalho poderd
ser reforzada ou eliminada no futuro pelas observacoes do satélite PLANCK.

Os foregrounds sao eliminados seguindo geralmente um dos dois procedimentos
seguintes. O primeiro método é o mais elaborado, produz mapas do céu inteiro, e é
baseado no fato que as observacoes das flutuacoes de temperatura sao realizadas em
vérias frequéncias diferentes (3 no caso do COBE e 5 no WMAP). Se conhecemos
o comportamento espectral de cada componente de foreground, estes mapas podem
ser combinados para construir filtros que resultem em mapas de temperatura limpos.
No entanto, nada garante que tenham sido levadas em conta todas as componentes
de foreground, e portanto pode existir ainda uma componente apreciavel de ruido
residual. Este é o motivo pelo qual muitos pesquisadores preferem utilizar o segundo
método que consiste simplesmente em usar mascaras para eliminar as partes do
céu que apresentam foregrounds muito altos. KEstas mascaras geralmente corres-
pondem a regioces perto do equador galactico. De qualquer modo, diversos estudos
sugerem que a existéncia das anomalias da RCF é em grande medida independente
dos procedimentos usados para limpar os diferentes tipos de foreground conhecidos
[41]-[43],[57, 72, 104].

Em conclusao, podemos afirmar com certo grau de confianca que a existéncia das
anomalias da RCF esta bem estabelecida observacionalmente, e é incompativel com
o Principio Cosmologico via a manifestacao de uma AE nos mapas de tempertura
da RCF. A presente tese surgiu de uma tentativa de encontrar uma explicacao
cosmoldgica para estas anomalias. Na primeira parte (caps. 2, 3 e 4) discutimos
como detectar e avaliar uma possivel violacao a IE em mapas de temperatura da
RCF, e encontramos que um dos testes propostos nesta tese nao aceita IE com um
nivel de confiabilidade de 30. Na segunda parte (caps. 5, 6 e 7) desenvolvemos a
teoria necessaria para descrever as flutuacoes de temperatura da RCF em universos
com AE, implementamos este formalismo para cendrios com topologia nao trivial, e
mostramos que mesmo topologias muito simples apresentam anomalias similares as
observadas no COBE e WMAP.

Devemos observar que os testes de AE realizados até o presente sao quase na
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totalidade empiricos, no sentido de que carecem de uma adequada fundamentagao

tedrica que permita uma comparacgao quantitativa entre dados e modelos cosmolégicos
estatisticamente anisotropicos. Numa tentativa de resolver esta deficiéncia, os testes

realizados nesta tese correspondem as primeiras etapas no processo de desenvolvi-

mento de uma bateria de testes de AE fundamentada teoricamente. A conexao

entre a teoria e os testes estatisticos se realiza a través da matriz de correlacao dos

coeficientes multipolares ag,,.

Por um lado definimos testes estatisticos cuja formulagao é baseada exclussiva-
mente na matriz de correlacao e na hipotese que as flutuagoes respondem a uma
distribuicao gaussiana, e pelo outro lado, determinamos teoricamente a forma desta
matriz de correlacao para modelos localmente isotropicos mas que apresentam AE.
Uma importante limitagao deste trabalho é que nos restringimos apenas ao trata-
mento das flutuacoes de temperatura da RCF. No entanto, como foi mostrado no
capitulo 3, um estudo completo das propriedades da RCF requer a inclusao das flu-
tuacoes de polarizacao. A este respeito devemos esclarecer que, embora tenhamos
realizado o tratamento tedrico das flutuagoes de polarizacao em Universos com AE,
nao chegamos a implementar a parte numérica e nem realizar nenhum teste de IE
usando esta propriedade da RCF e portanto, decidimos nao incluir este tépico por
uma questao de completitude e para nao deixar a tese ainda mais dispersa. Neste
sentido, estudos complementares usando os mapas de m-dispersao para testar IE
com os dados de polarizacao e estudos de robusteca dos testes do capitulo 4 estao
sendo desenvolvidos atualmente [190].

Entre os resultados obtidos nesta tese podemos citar os seguintes:

1. Uma prova direta de que em Universos com AE a variancia césmica é maior do
que em Universos com IE. Das distribuicoes do espectro angular de poténcia
obtidas nas simulagoes realizadas sobre Universos com IE (figs. 4.1 e 4.2)
podemos observar que existe uma preferéncia nos dados de universos com
valores baixos de C}. De ser verificada a AE em nosso Universo, a pouca
poténcia nos multipolos baixos seria explicada de modo muito natural usando
este resultado.

2. Uma prova de que a isotropia estatistica é equivalente a uma matriz de cor-
relagao diagonal e independente do parametro m. Isto implica no seguinte
resultado fundamental: qualquer correlacao entre as componentes harmonicas
das flutuacoes do campo da RCF origina AE nos mapas de temperatura e

polarizacao e vice-versa.

3. A apresentacao do método dos mapas de m-dispersao. As andlises preliminares
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realizadas com este método e apresentadas nesta tese, sugerem que esses mapas
podem ser usados na deteccao de AE. Quando usados para o caso do ACDM,
os dados das flutuagoes de temperatura nao aceitam a hipotese de IE a um

nivel de 3o.

4. Uma extensao do método da linha de wvisao para calcular a matriz de cor-
relacao dos a;,, em universos com AE. A extensao deste método foi realizada
para universos com isotropia local, e portanto precisa da solucao das mesmas
equacgoes que no caso usual de IE. Deste modo, grande parte do software exis-
tente para realizar simulacoes das flutuacoes da temperatura da RCF pode ser

aproveitado também para o caso de AE.

5. Uma implementacao do método mencionado acima para o cenario de AE de-
vido a uma topologia nao trivial do Universo. A matriz de correlagdo dos
ap, neste cenario é decomposta em duas partes, uma contém a informacao
topoldgica e a outra é idéntica ao caso de IE. O termo que contém toda a
informacao topoldgica é chamado de assinatura topoldgica da matriz de corre-
lacao e é escrito em termos do grupo de holonomia da variedade de modela
nosso Universo, evitando assim a tediosa tarefa de calcular as solucoes da
equacao de Helmholtz nestes espacos. Por outro lado, conseguimos realizar
uma decomposicao da assinatura topologica de Universos com topologia com-
plicada em termos de assinaturas topoldgicas correspondentes a topologias

simples, acelerando deste modo o processo de calculo da matriz de correlagao.

6. A apresentacao, pela primeira vez, de simulagdes que mostram explicitamente
que certas anomalias observadas nos dados do COBE e do WMAP podem ser

reproduzidas neste cenario.

Para finalizar, mencionemos alguns pontos que nao foram desenvolvidos nem
apresentados nesta tese, mas que consideramos interessantes como temas de pesquisa
futura.

1. Uma assimetria entre hemisférios antipodas pode ser interpretada como uma
violagao da paridade em escalas cosmoldgicas. A violacao da paridade em
escalas cosmoldgicas se manifesta como correlagoes entre os multipolos com
ntmero [ de diferente paridade (entre I’s pares e impares). Uma andlise da
matriz de correlacao dos a;, para universos com topologia nao trivial evi-
dencia que este tipo de correlagoes nao acontece em variedades globalmente
homogéneas, portanto uma confirmacao da hipétese de violagao da paridade

em escalas cosmoldgicas descartaria de maneira decisiva a posibilidade que a
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topologia do Universo seja, por exemplo, um toro. Um problema interessante
entao é o desenvolvimento de indicadores estatisticos que determinem se um

dado mapa de flutuagoes com AE apresenta ou nao violacao da paridade.

2. A violagao da paridade também se manifesta como uma correlagdo entre os
modos T e B, e ' e B nas flutuacoes do campo da RCF. Deste modo, a de-
teccao de uma correlagao nos espectros de poténcia entre estes modos também
indicaria uma violagao da paridade a nivel cosmoldgico. Surge entao a necessi-
dade de descrever teoricamente estas correlagoes em diferentes cenarios de AE,
como topologia nao trivial ou a presenca de campos magnéticos em escala cos-

moldgica.

Durante o desenvolvimento desta tese rotinas e programas foram implementados.
Um exemplo disto é o programa que calcula os mapas de m-dispersao e que inclue
a rotina das fungoes de Wigner. Porém, nenhum deles esta ainda disponivel pois

consideramos que ainda podem ser melhor optimizados.
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Apéndice A

Parametros de Stokes

Neste apéndice, apresenta-se o formalismo dos parametros de Stokes para estudar
radiacao polarizada, assim como o comportamento sobre tranformacgoes de rotacao

e paridade destes parametros.

A.1 Ondas eletromagnéticas planas e polarizagao

O conjunto de equagoes de Maxwell para o campo electromagnético no vacuo, tem

solugoes de tipo ondulatério que se propagam a velocidade da luz c¢*

B(t) = S(EFTen g g eiiren), (A1)
sendo E o campo elétrico, & um vetor constante e complexo, k um vetor real con-
stante na direcao de propagacao n (E =kn)ew=c |lg| = ck, a frequéncia angular
da onda.

As equagoes de Maxwell restringem ainda mais os campos E, B e o vetor n,
fazendo que as condicoes 7 - E, A-B=0eB =nx E devam ser satisfeitas.
Em outras palavras, ambos campos propagam-se ortogonalmente a direcao n e sao
sempre ortogonais entre si. Portanto, pode-se definir um sistema de coordenadas
(n, €1, €), sendo que €, €y estejam no plano que formam os campos EeB (plano
ortogonal a n).

No sistema de coordenadas escolhido, a eq. (A.1) escreve-se como E(F,t) =

El(’F, t) él + EQ(’F, t) €2, onde
By (7o) = |Glcos(k - F—wt +8y)  Eo(7,t) = |&lcos(k - 7 — wt+6,) . (A.2)
Para isso, fizemos

£=ale™ & + |&le® & . (A.3)

*Consideraremos apenas o campo eléctrico, a analise do campo magnético é exatamente igual
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Para cada k - 7 constante, as componentes do campo elétrico respeitam a curva

El(’F, t) EQ(’F, t) 2 El(F, t)EQ(’f_", t)COS(S .
ISY &2l [€1l1€2] N

com § =0 — by B daqui que se definem os tipo de polrizacao.

( )2+ ( en?s, (A.4)

)

e Se d =0oud = =4m (A4) é a equagdo de uma reta. Se diz que a onda estd

polarizada linearmente, com imclinacao % respeito ao eixo €;.
e Sed = £7 e |&| = [&f, (A4) é a equacdo de um circulo. Se diz entdo que

a onda estd polarizada circularmente & direita (+7) ou a esquerda (—7). Se
o , - . :

§ = x5 e & # |, (A4) é a equagao de uma elipse com os eixos menor e

maior nas diregoes (€1, é2) respectivamente. Se diz que a onda esta polarizada

elipticamente a direita (+7) ou a esquerda (—73).

e Em qualquer outro caso, (A.4) é a equacao de uma elipse. Se diz que a onda
estd polarizada elipticamente a direita (6 > 0) ou a esquerda (6 > 0). Nestes

casos, nenhum dos eixos esta nas direcoes €; ou €;.

Uma outra forma de caracterizar ondas electromagnéticas é usando a intensidade
E2, a exentricidade y da elipse e a inclinacao 21 que tem o eixo maior com ¢;. Estes

dois conjuntos de parametros estao relacionados pelas equagoes

|62+ &> = EY, |&][&]send = E2 sin2x, tgd = sen2i. (A.5)

A.2 Parametros de Stokes

O formalismo dos parametros de Stokes é usado para descrever as propriedades
da radiacao electromagnética polarizada. Os parametros de Stokes consistem num
conjunto de quatro quantidades que dependem das amplitudes dos componentes
nos eixos do sistema de coordenadas escolhido, e da diferenga de fase entre estas
amplitudes [143]

I=1GP+[&l, Q=& &P
U = 2|&|[&|cosd, V= 2|&||&send . (A.6)

Q,U e V levam a informacao sobre tipos de polarizacao da onda. Por exemplo, no
caso da polarizacao linear, § = 0 ou § = £7. Portanto, V =0e Q # U # 0 diz
que os parametros () e U medem polarizacao linear. No caso da polarizacao circular
Q=U=0eV #0, assim o parametros V' mede polarizacao circular. No caso de

polarizacao eliptica, todo os parametros sao nao nulos.
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De (A.5) tem-se que a forma dos parametros de Stokes em fungao de (Ep, x, 1)

I = E;

Q = Icos2ycos2y

U = 1cos2ysen2y

V = Tcos2y. (A.7)

Porém, na pratica nao se tem apenas uma unica onda plana, mas sim, um feixe de
radiacao incoerente formada por um conjunto de ondas eletromagnéticas planas com
diferentes amplitudes e fases entre elas. Como as intenstidades associadas as ondas

sao aditivas, temos que os parametros de Stokes para um feixe de n ondas é T

I =) |E}S

n

Q = Z|E§|200826n0032xn
U = Z|E§|200826n8m2xn

Vo= Y |E}Psin2,, (A.8)

o que leva a que os quatro parametros estao relacionados pela desigualdade
PP>Q*+U*+ V2, (A.9)

A desigualdade (A.9), indica a existéncia de uma parte ndo polarizada e de outra
parte polarizada no feixe. Para medir a parte com polarizagao resultante, define-se

uma quantidade P tal que, para a porcentagem polarizada
(IP?=Q*+U?+ V2. (A.10)

P é chamado de grau de polarizagdo e 0 < P < 1. Assim, (A.10) é a equacao de

uma esféra com

= I Pcos23 cos2y
= I Pcos2 sen2y

1P sin23'
y

VeI

, sen2(3 = (A.11)

tg2x' =

Q=< o O
I

fConsiderando un feixe quase monocromatico
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A similitude entre as eqs. (A.11) e (A.7), faz que que os angulos 3’ e ' sejam
interpretados como parametros de uma polarizacao resultante no feixe. Polarizagao
resultante que também pode ser estudada usando os parametros de Stokes. Neste
caso, () e U medem o grau de polarizacao linear resultante e V' a polarizacao circular
resultante, sendo que a intensidade da parte polarizada do feixe é I P. Se o feixe
nao tiver nenhuma polarizacao resultante se diz que ele é totalmente nao polarizado
e@=U=V =P =0 (luz natural). No caso de que P =1 se diz que a radiagao é

totalmente polarizada.

A.3 Transformacgoes de coordenadas e os parametros de Stokes

A nao invariancia por certo de tipo de transformacoes de coordenadas de alguns
parametros de Stokes, leva a consequéncias importantes para a RCF e por este
motivo, iremos apresentd-las aqui. Por exemplo, uma rotagao dos eixos €; e € de
um angulo « entorno de n leva a que é{z = coSa €1+senaéy e €§ = —sena €1 +cosa és.

Usando estas equagoes e a eq. (A.3) acha-se que

" =1

QF = Qcos2a+ U sen2a

UR = —Qsen2a+ U cos2a

vVE =V, (A.12)

assim, fica claro que ) e U dependem do sistema de coordenadas escolhido. Se

agora considerarmos uma transformacao de paridade os vetores unitarios do sistema

se transformam como €I’ = —¢; e €} = &, que junto com a eq. (A.3) nos levam a
r =1
Q" = Q
v = —U
VP = V. (A.13)

Note que as leis de transformagcao (A.12) e (A.13) sao intrinsecas ao formalismo de

Stokes e nao tém nada a ver com a natureza e nem caracteristicas da radiagao.
1
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Apéndice B

Funcoes na esfera

Este apéndice apresenta varias defini¢coes e formulas sobre funcoes de peso spin s,
harmonicos esféricos de peso de spin 0 [111], [112] e matrizes de rotacao de Wigner

[114], usadas nesta tese.

B.1 Funcgoes com peso de spin sobre uma esfera

Dada uma direcao n = (0, ¢) numa esféra, pode-se definir trés vetores ortogonais
sendo um deles 7 e os outros dois tangenciais a esféra (€, é).
Uma funcao 4f(n) definida sobre numa esféra é dita que tem peso de spin s, se

sua lei de transformacao por uma rotagao 1 entorno de n do sistema de coordenas é
fi(n) = eV f(n), (B.1)

Uma caracteristica interesante das fungoes de peso de spin s é que existem op-

eradores que aumentam (0) ou diminuem (0*) o s operador J

0.() = —sent 0 (4 Lo sen 0).£(3)

90 ' senfdg
3 f(A) = L] AL P B.2
) = —send (- o s 0. (B2)

Aplicando os operadores (B.2) na funcéo ,f(n) ve-se que como eles aumentam ou

diminuem o s.

(@:.f () = eV, f(n)
(@ f ()" = e CTYOf(R) (B.3)

e assim como existem harmonicos esféricos Yj,,(72) que servem como base para a
expansao de fungoes na esféra, existem também os chamados harmonicos esféricos

de peso de spin s (;Y,,(7)), que sirvem como base para a expansao de fungoes de
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peso de spin s. Os ;Y),,(7) sdo auntofungdes do operador 0% [111] e formam uma

base ortonormal
/dQsY}m(ﬁ)sY}Tm, (1) = S Ommy (B.4)
que pode ser usada para expandir fungoes tipo ,f(n) numa esfera

) = g Vi) (B.5)

Usando os operadores (B.2), os ,Y;,,(7) sao expressados em fungao dos Y, (n)

|
() = H 3' 3*Yim() (0<s<1)
A (l+8 sy (n
$Yim(n) = (=) 3 Yim(n) (0<s<1). (B.6)

De onde tem-se que

Y () = (1) _Yim() (B.7)

B.2 Harmonicos esféricos

Os harmonicos esféricos de peso de spin 0 sao definidos como

Yim(n) = \/214—; ! 8 _T_ Z%: P™(cos ) ™ (B.8)
oym/2 d™
Br(e) = (-1 (1= 2)" T R, (®.9)

onde P"(x) sao as fungoes asocciados de Legendre com indice possitivo 0 < m <,
e com

P(z) = 51 dal (z

— 1)’ (B.10)

sendo os polinomios de Legendre. As fungoes associadas de Legendre com indice

negativo m estao definidas por

(I —m)!

B () = (1)

Pr(z) . (B.11)
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Para o capitulo 6 , é conveniente introduzir as funccoes associadas de Legendre

Py (x) = \/ AL o). (B.12)

normalizadas

(I +m)!

Uma formula muito 1til é o chamado teorema da adigao para

AA/
By(n-n') = 21+1 §31@n , (B.13)

e que se n =1 tem-se
!
S [P =21+1. (B.14)
m=—1
De (B.13) mostra-se que dado dois vetores unitarios k e 7 tem-se
AT

/B@WM%@W%—QHJEMU (B.15)

B.3 Rotagoes no espagco harmonico: matrizes de Wigner

Uma rotacao R em SO(3) pode ser feito usando as matrizes de Wigner, estas ma-
trizes tem formas simples quando a R é expressada em termos de seus angulos de
Euler

R(a, B,7) = R.(a) - Ry(B) - R.(7) - (B.16)
Assim, as fungoes D de Wigner tomam a forma explicita
D (R, B,7)) = " Fm 0 (5) (B.17)

onde d', () é uma matriz real

8 ) 20—2k+m—m’ (Sin ,3) 2k—m+m/

e 9) = Nt 3 (1 2

B.1
d Um0 = =B —mi i (218

N =/ (L+m) (1 —m)! (1 +m) (1 —m/)!. (B.19)

com a soma em k é avaliada até ter argumentos negativos nos factoriais. d.  (53)

tem as seguintes propriedades

) = (1), (8)
Qo (B) = Ay _(B)
e (1 = B) = (1) "™ dL,, 0 (8)
) = (=17, (8) -
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Usando as matrizes de Wigner, os hamonicos esféricos se transformam como [114]
Yin (RA) = 3 Dy (R) Y, (7). (B24)
my

Uma propriedade bastante usada no desenvolvimento desta tese foi

Z D;knlml (R)Dfnmg(R) = 5M1M2 . (B25)

m

l

mmj

Mais propriedades dos D podem ser achados em [114]. As formulas recursivas

que foram usadas para as rotinas desenvolvidas para esta tese foram tomadas de
[125].
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Apéndice C

Calculo da variancia

E apresentado o calculo da variancia césmica e da m-dispersao média e sua variancia.

C.1 Variancia césmica

A variancia é mede até quanto como maximo, o valor estimado x é igual que o

tedrico (x)
Iy,
Para cada C;¥X" é

Mas

XX _ 1 aX a*X’
l — Im“Im >
20+ 1
+ m

<CIXX > 2l + 1 791 1 1\2 Z almalm alm’azkrif> :

Por outro lado

A 1 * ! / *
<(CXX) )= m Z<al)§1aln)f azﬁr%ﬁf)

Usando as propriedades das varidveis gaussianas (Eq. (3.13))

! 1 * * ! * *
(G = [CESE Z(@f;azn)@( Y (@i @) + (@i O ) s )

’ /
{0l ) (@ Cir)) -
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e (C.4) e (C.6), usando a;r, = (—1)™a;*, e renomeando indices da soma em m/,

escrevemos a variancia em funcao das matrizes de correlagao

ACXX’_ ars W arX al V) + (g, arX ) (ap ai)) - (C.7)

e para o caso particular em que X = X’

ACHY = X ars)?. (C.8)

Usando (?7), achamos as variancias césmicas no caso 1E

AGKY =[G,

ACTE = |5 (CF™)1 + (CPPICTT)),

ACT® = [ tarmicr®),

ACEP =[5 (CER)Cp?) (C.9)

C.2 C(Calculo da m-dispersao e sua variancia césmica

A m-dispersao é definida como

! 1 * ! ! 1 * ! !
(0P = gy Lamai’ = O = gy Mahail? - (G (Cao)

Usando (C.3)

/ 1 * /
(07 = o= (apmaiy )* — (CFY)2. (C.11)
com valor esperado

((0])?) = ;Z«azﬁaiﬁ(') ) = (G (C.12)

m
O primeiro termo usando o fato que s@ao os coeficientes sdo gaussianos (eq. 3.13) é

! !
> ((ainain )Py = > {aimain ainain) =

m m

> (aimain Mainain) + (ainai,) @i aiy) + {aain Mapy a,))  (C.13)

m
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Usando usando a;\, = (—1)™a;*,,, e renomeando indices da soma em m’, escrevemos

a variancia em funcao das matrizes de correlacao

> aimain )Py = D (Kagmain ) + Naimai )+ (aiain ) (ain i) (C.14)

Usando esta eq e (C.2)
! 1 * * ! !
(o )?) = 11 D Uaimain 1P + [ainai ) P + (aiain) (0 aiy,)

—(CXXN2 _ (ACKYY? (C.15)

e para o caso de X = X’

(o)) = 5 S CHa i)+ (e, )P) — (G = (ACKY P(C.16)

De (?77) e C.9 para o caso da IE

(0¥ = 1ACKN 2 = 2oy

20+1
(") = s (CTTHCER)
(TP = S {CTTICP?)
(o™ = 5o (PP CP?) (©17)

s6 que desta vez teremos 7 termos na soma (C.6). O resultado deste calculo tedioso é
uma expresao que nao leva informagao adicional ao que se tem na eq. (4.3), de onde
ve-se que a variancia cosmica carrega informagao sobre anisotropia estatistica ja que
recebe contribuicoes dos elementos fora da diagonal e nao é invariante por rotacoes.

No caso de isotropia estatistica, da eq. (??), encontra-se que a m-dispersao é

() = HACKY R = 2L oy

20+1
(o7 = S (CTTHCER)
(o) = 5o CFTHCP?)
(0F") = 5 g (CERNCPP) (©18)
cujo resultado final no caso de correlagoes TT é
(Ao ")) = 2lil(4+ 2 i 1@ i 1)2><Cl>4' (C.19)
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Apéndice D

Termo de colisoes para o espalhamento Compton

A iteracao dominante durante a recombinacao foi o espalhamento Compton

e (¢)+v() — e (q) +(p)- (D.1)

Sep=(w,p), q=(E;.Q, P = W' p") e q=(E;.q"), o termo de colisao para este
processo bindrio é dado por [132]

1 d3ﬁ/ d3q—’ d3q—»/ A
Clf(.p)] :E/(Qw)?awf/(27r)32Eq/(27r)32Eq,(27r) .

Sp+a—1 —d) Y IMPlgld)f @) = 9(a) f(p)].- (D.2)

spins

O promedio nos momentos incidente e espalhado do electron (¢’ e p’), e no mo-
mento incidente do foton p”, indica que a informacao que quere-se obter é apenas

do foton espalhado. O delta indica conservacao de energia, |IM|? é a ampli-

spins
tude de espalhamento Compton promediado nos spins dos electrons, g é a funcao de
distribuicao do electron e I; é a fungao de distribuicao do foton polarizado. A am-
plitude de espalhamento Compton no sistema do centro de masas [133] promediado

nos spins dos electrons é

2 WSE | Wsg / 2

w w
spins SE SE

sendo esp = (0,€) a polarizagdo no gauge especial. Para obter a amplitude no
sistema onde o electron estd se movendo, fazemos uma tranformacao de Lorentz a
eq (D.3) (plsp = Alp” e égp = Ate”). Além, 4 epoca de recombinagao é valida
a aproximacao ¢ << m e p << m (7‘)’1—22 << 1), sendo m a massa do electron.

Finalmente no sistema desejando (D.3) toma a forma

D IMPP =dA(E- ), (D.4)

spins
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onde A = (4%)21‘;—22, sendo « a constante de estructura fina. Usando o fato de que
Sp+q—p —¢)=0(w+E,—w' —Ey)o(p+7d—p" —q’) eaeq. (D.4), integramos
(D.2) em ¢’

Clf(z,p)] = Qﬁw/@i)lz;//@w)igE Sw+ E,—w' — Ey) X (D.5)

(€&l +q+2) @) — 9@ (D).

Como a estas energias e por E, = 1/¢> +m? e

9(@) = 27 *wen.(2mm,T,) e Gment’ (D.6)

fazemos as expansoes seguintes

1 1 Lp—p')? q-(F—p")
—=—1-= — D.7
E,E;, m? ( 2 m? m? * (D7)
ooy L a=%) F-p") - 5
o5+~ ) = 900 -4 it it D8
0 :
Sw+ E,—w' — E, )—5(w—w)+(Eq—Eq/)8w,5(w—w)+... (D.9)
com
= >y > (5

Eq_Eq,:(p ) q-F-p) (D.10)

2m m

ecom f = fo(n,w)+ fi(n,Z,p) Com as (D.7)-(D.10) em (D.6) obtemos que a primer

ordem

Clf(z,p)] = o /dﬁ/(g-5')2[5@1—uf’)(fl(n,f,ﬁ’)—f1(77,f,157)ﬂL

(5= 5) - bl — ) (o) — )] - (D11)

onde se usou também n, = [ -2 ) 3g((j) emas f = f, + f1, onde

- dfo Lo
fl(%fﬂ,p) = _apa—‘;;T(na"%n ) (D12)

Portanto

o 9fo of

et + 92T (0,7 ) +
ggaw—wﬂnw»—ﬂw»/fkpzn~mnw>
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7 Q, =

Finalmente, integrando em w’

Ane afo — afo — 3 a ) —
= 2l pTe Yo B p iG], (DA
Clf @)l = — 5l "o To(n, 7) 1y, T(n,%n") = pg-folw)n' - ] . (D.15)
ou
afo — = 4 T
Clf(z,p)] = ey, neor(To(n, @) — T(n, Z,n') +n' - vp] . (D.16)
A eq. de Bolztmann é:
or . OT od oA . .
il Lt A Th(n. D) = T(n. Z.n' L) D.1
5 1t =~~~ 1T, D) = Tl )+ ] (DD
Chamamos 7(n) = —n.ora(n) com
T(@n) = o= [ AT’ ). (D.18)
T

Também pode-se mostrar que [134]

%51) = /dQT(ni,:Z"', n) (D.19)
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Apéndice E

Funcoes de Clausen e o termo topolégico do

cilindro

E.1 Funcoes de Clausen

Neste apéndice, apresentamos alguns aspectos necessarios da teoria das fungoes de
Clausen, que foram necessarios para nossos calculos. As fungoes de Clausen sao
funcoes periodicas cujo periodo é 27. Existem duas classes deste tipo de funcoes
especiais, as assim chamadas, de tipo ¢ as de tipo 1. As fun¢oes de Clausen de tipo
@, podem ser expressadas em termos de polinomios, no entanto que as fungoes de
Clausen de tipo 1, envolvem fungoes transcendentais, as assim chamadas integrais
de Clausen. No nosso caso, estamos interessados exclussivamente nas fungoes de
Clausen de tipo ¢, por isto apresentaremos os detalhes de teoria, somente deles. As

fungoes de Clausen de tipo ¢ estao definidas como

o0 .
. S1n T
praa(z) = Do

n=1
(E.1)
=, COSNT
(’028(1') - Z 2s
n=1 n
para s = 1,2,..., e podem ser calculadas recursivamente com as formulas,
pas(r) = ((2s) — / Pas-1(y) dy
0
(E.2)
prnle) = [ ey,
0
onde
=1
(=3 — (E3)
n=1 n



¢é a funcao Zeta de Riemann. Estas relagoes de recorréncia estao complementadas

pelas condicoes iniciais

sin nx

ora) =3 T = 23 (2g + L — a]O(r — 2m) (g +1) ), (EA)

onde O(z) é a funcao de Heaviside. A férmula (E.4) pode ser verificada calculando
as series de Fourier do segundo termo do lado direito.
Como as fungoes de Clausen son funcoes periddicas de periodo 27, podemos

escrever

— Z fs(x —27q)O(z — 27q) O(27(q + 1) — z) ,

qEZ

com fi(x) = 1(m—x). Asformulas de recorréncia (E.2) levam as seguintes expressoes

para as fungoes de Clausen no periodo de [0, 27],

s—1 r

. 2r+1 (_1)8
2 2r+1 (s—7))x + 5

f2s+l

(E;f)' a (235-8: 11)!)(}3'5)

para s =0,1,2,..., e

a = Ll ce-me+ S (G- ) ®9

para s =1,2,3,....
Das defini¢oes (E.1) acha-se que fo,1(m) = 0, 0 qual pode ser usado para obter

a formula de recorréncia para a funcao Zeta de Riemann de argumento par

s—1
(=) o (Z1)°s o
2s) = - ((2(s — Tt E.
(05) = 3 oy 20 =) 7 (B7)
Escrevendo ((2s) = g24(0)7%%, e substituindo isto em (E.7) temos
s—1 r—l—l (O) (_1)5 s (E 8)
928 - 27’ ‘l‘ |g2 s—T) (28 T 1)' . .

A conveniencia de introduzir esta notacao serda aparente depois.

Agora generalizaremos as formulas (E.5) e (E.6), é dizer, procuraremos por ex-
pressoes explicitas para as fungoes de Clausen no ¢g—ésimo intervalo [2mq,27(q +
1)]. Como estas fungc oes de Clausen satifazem as condigoes de periodicidade

was—1(2mq) = 0 e pas(2mq) = ((2s), as relagdes de recorréncia (E.2) podem ser
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escritas como

pas(x) = ((25) _/22 ©as—1(y) dy

™q

(E.9)
Posy1(r) = /2 Pas(y) dy

mq
Definindo os polinomios f?(x) = fs(x — 2mq), notamos que ¢4(x) coincide com
f4(x) no intervalo [2mq,2m(q + 1)]. Este fato, e as expressoes (E.9), nos levam a

escrever formulas de recorréncia analogas a (E.2) para os polinomios fI(z)

@) = gas(q)m™ — /0 ' fas 1 (y) dy
(E.10)

F(@) = gaeni(a)n® 4 / fi(y) dy
0

onde

wle) = w0+ = [ Ho)d,
(E.11)

1 2mq .
g2s+1(q) = _W/o fas(y) dy

com condigoes iniciais, dadas pela primeira funcao de Clausen, f{(z) = gi(q¢)7 — §
e qi(q) =q+ % Note que as expressoes (E.10) podem ser escritas unificadamente

F1(2) = gula)e® — (~1)° / S () dy (E.12)

Usando esta expressao, obtem-se uma forma explicita que serd a generalizacao de
(E.5) e de (E.6)

s—1
(—1)nrs) B (=1 gs
q — s—r, r v
fs (SL’) - — 7”! gs—r(‘])ﬂ- € 2 — 8! y (Elg)
com
r 14 (-1)°
pu(r,s) = b + #J : (E.14)

e |z] é a fun¢do maximo inteiro de x, é dizer, o maior inteiro menor que z.

As expressoes (E.11) podem também ser escritas deuma forma unificada como

(-1 [

S
™ 0

9s(q) = gs(0) + Ca(y)dy, (E.15)
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onde

36 if s is even
S0)=49 ™ E.16
9:(0) {0 if s > 11is odd. ( )
Desta eq. escrevemos uma expressao analoga to (E.13)
s—1 or 25—1
9s(q) = 9s(0) + (1) [Z(—l)“(’"‘l’s‘” = Gsrla) ¢ — (1) g
r=1 r s

(E.17)

Assim, os polinomias gs(¢q) podem ser escritos também como

S

g:(0) = > And", (E.18)

k=0
onde seus coeficientes estao dados por A = ¢5(0),

n

or
A3 = (=1)*) (—1)Hr—hsmDZ gsr E.19
D S E P (8.19)
para 0 <n < s, e
s—1 or 9s—1
s (_1)\s 1 \u(r=1,s—=1)<  ps—r _ (__1\m(s—1,1)
As - ( 1) ;( 1) rl As—r ( 1) s! )

com condigdes iniciais Aj = 1 e A} = 1. Estes coeficientes sdo obtidos introducindo
(E.18) em (E.17) e fatorando termos.

E.2 Termo topolégico Fjj(x)

Nesta parte do apéndice, avaliamos a fungao F}j}(z) dada por (7.9). Primeiro ob-
sevemos que a fungao Py, (z), dadapor (7.12), é um polinomio par de grau (I 4 1).

Assim, comecamos considerando a integral

f(a)Z/_lp(y)cosaydy,

onde P(y) é uma fun¢do par e analitica. Integrando succesivamente por partes

tem-se
I — 9 sin «v - (_1)SP(23)1 cos o - (_1)SP(23+1)1 E.20
(@) = 2| T P + RS PO (B20)
s=0 s=0

onde P%¥)(z) é a k-éssima derivada de P(x).
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Fazendo a = nx e P(z) = Piym(z) em (E.20), substituindo (E.20) em (7.9), em

somando em n temos

1+’

L P a P
(1) ZTJF(l) P2s+1(2) + lf):T”() Pas+2(2) | (E.21)

[+

Fip(z) =4
s=0
onde pg(x) é o k—éssimo fungao de Clausen de tipo ¢ defina na subsegao anterior.
Como as fungoes de Clausen sao fungoes de periodo 27, analiticas em cada pe-
riodo, se segue que Fjj(x) é uma funcdo continua por partes, também analitica
em cada periodo. Assim agora mostrara-se como aparece a expressao explicita de
F}ji(z), no g—éssimo intervalo [2mq, 27(q + 1)], dado em (7.11).
Introduzindo a forma explicita da funcao de Clausen de tipo ¢ (E.13), na soma
de (E.21) leva a uma expressao que revela ser um polinomio em 7/x. O termo

independente é simplesmente

1+’

2 (_1)3 (5) B 1 /1 B 1
— (S n 1)' P”/m(l) = 4 B ,Pll’m(l') dZL' = 1 5@@/ s

N | —

onde a primeira igualdade foi deduzida usando a expansao de Taylor do integrando
do lado direito, e integrando. Por outro lado, somando todos os coeficientes de
(r 4+ 1)—éssimo termo impar, e fazendo o mesmo que antes, temos que este termo é

igual a

. - T 2r+1
(1 PO gariala) (5)

No entanto que o (r 4+ 1)—éssimo termo par é igual a
71-) 2r+2

(_1)T 1(12,7;:1)(0) 92r+2(Q) (;

o qual por paridade de Py, (x) é zero. Somando todos os termos, finalmente cheg-
amos a (7.10) e (7.11).
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