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Resumo

Esta tese trata dos aspectos dinamicos da transicao de fase de segunda ordem
nos modelos de Ising bi e tridimensionais. Investigamos numericamente, via
simulagdes de Monte Carlo, 0 comportamento em tempos curtos dos parametros
de ordem magnético e de percolacdo. Nossos resultados indicam que estes
dois parametros de ordem, equivalentes no regime de equilibrio, apresentam
comportamentos distintos em tempos curtos. Nosso estudo podera melhorar a
compreensao da transicao de fase que ocorre na cromodinamica quantica (QCD)

a temperatura finita com dois sabores de quarks.
Palavras Chaves : Transicdes de fase; Modelo de Ising; Teoria da percolacao;
Método de Monte Carlo; Dinamica de tempos curtos.

Areas do conhecimento : Fendmenos criticos; Mecanica estatitica; Simulacdes

numeéricas.



Abstract

This thesis addresses the dynamical aspects of the second-order phase
transitions in two- and three-dimensional Ising spin models. We investigate
numerically, by Monte Carlo simulations, the short-time behavior of the magnetic
and of the percolation order parameters. Our results show that these two order
parameters, which are equivalent in the equilibrium regime, display different
behaviors at short times. Our study may improve the understanding of the
phase transition that takes place in quantum chromodynamics (QCD) at finite

temperature with two quark flavors.
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Capitulo 1

Introdu¢c &o e motivag ao

m dos maiores desafios da fisica atual € entender a complexidade existente
Unos instantes iniciais da criagdo do Universo. Acredita-se que em um
intervalo de tempo microscopico apos o big bang — a grande explosao que deu
origem ao Universo que temos hoje — a densidade de energia fosse tal que as
particulas nao pudessem existir da forma que temos hoje em dia. Presume-
se que, 20 ou 30 microssegundos ap6s o big bang, o Universo contivesse
matéria hadronica na forma de quarks e glaons livres, além de Iéptons e radiagao
(fotons). Esta forma de matéria hadrénica € denominada plasma de quarks
e glions (QGP). Com a evolucao do Universo, este resfriou-se e os quarks e
glions confinaram-se, dando origem aos mésons e barions. Estes Gltimos, por
sua vez, formaram os primeiros ndcleos atémicos no periodo da nucleossintese,
aproximadamente 100 segundos apo6s o big bang. Alguns dos experimentos
realizados no RHIC* (BNL') e futuramente no LHC* (CERNS?) investigam (ou
investigarao) a formacado de um little bang (big bang no laboratorio) para o
estudo do QGP, através da colisdo de ions pesados relativisticos e da formacao
momentanea de uma denominada “bola de fogo” contendo o plasma. Um
fato interessante [1] &€ que os dados coletados no RHIC mostraram que, ao
invés de um plasma usual, temos as caracteristicas de um liquido perfeito.

Estes experimentos foram iniciados recentemente (em breve teremos dados

*Relativistic Heavy lon Collider

fBrookhaven National Laboratory

fLarge Hadron Collider

$Organisation Européenne pour la Recherche Nucléaire
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provenientes do LHC) e ha grande interesse na obtencao de previsdes tedricas
para seus resultados. Note que a formag¢ao do QGP no little bang € um processo
fora do equilibrio, ocorrido em uma escala de tempo muito pequena (da ordem
de 10~%* segundos). Portanto, faz-se necessario um tratamento dinamico para o
estudo da transicao de fase de formacdo do QGP a partir dos hadrons, para que
as previsdes sejam Uteis na comparacao com os dados experimentais. O estudo
teorico das interacdes fortes entre quarks (transmitidas pelos glions) é realizado

a partir da cromodinamica quantica, ou QCD [2].

A QCD é uma teoria quantica de campos com simetria de gauge nao
abeliana e descreve as interacdes fortes por meio das chamadas cargas de cor,
presentes nos seis tipos (ou sabores) diferentes de quarks: up, down, charm,
strange, bottom e top. Esta teoria apresenta problemas em aberto no que diz
respeito a transicdo de fase de desconfinamento a temperatura finita. Mais
especificamente, ndo ha um parametro de ordem bem definido para a transicao e
nao se conhece completamente a relacéo entre a transicao de desconfinamento
e a transicao de restauracdo da simetria quiral. Esta Gltima esta ligada ao
fato de a matéria hadrénica em condi¢des usuais (i.e. a baixas temperaturas e
densidades) apresentar-se em um estado com quebra espontéanea da chamada
simetria quiral, que &€ uma simetria exata da teoria apenas no limite de massa
nula para os quarks [2]. Este estudo representa um dos desafios da area de
simulagdes de QCD na rede, como pode ser visto e.g. nos anais das conferéncias
anuais da area [3]. Felizmente, existe a possibilidade de estudarmos aspectos
gualitativos da transicao de desconfinamento através de modelos mais simples,
como os modelos de spins. Tais aspectos incluem o comportamento fora do
equilibrio [4] e a possibilidade de descrever uma transicao fisica por meio de
observaveis de percolacao [5]. De fato, muitos estudos relacionados a QCD
sao primeiramente aplicados a modelos mais simples, especialmente buscando
modelos com as mesmas simetrias que a QCD. Nesta tese apresentaremos um
estudo de observaveis de percolacao fora do equilibrio para modelos de spins

em tempos curtos na dinamica de Monte Carlo, comparando os resultados com
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observaveis magnéticos [6].

De modo geral, o mapeamento de uma transicao de fase fisica em um
problema geométrico de percolacado é til para uma melhor compreensao de
como a transicdo ocorre no sistema [7]. Este mapeamento é feito através de
uma definicdo apropriada de aglomerado, ou clusterY, em termos das variaveis
e parametros do sistema. No caso do chamado modelo de Ising, 0 mapeamento
€ bem entendido [8]. Os clusters fisicos relevantes neste caso, conhecidos
como “gotas”, foram introduzidos por Coniglio e Klein [9], a partir da prescricao
de Kasteleyn e Fortuin [10]. A definicdo correta de cluster &€ de interesse
especial na descricao de transicoes de fase mais complexas, tais como a
transicdo de desconfinamento de quarks e glions na QCD a temperatura finita
(descrita acima), na qual o parametro de ordem fisico nao & bem definido. Mais
precisamente, a transicao de desconfinamento s6 possui um parametro de ordem
propriamente dito quando tratada na chamada aproximacao quenched, em que
sao desprezados efeitos de pares quark-antiquark. Este parametro de ordem
nao é valido para a QCD completa, isto €, levando-se em conta todos os efeitos

da criacao/aniquilacéo de pares quark-antiquark.

Na investigacdo de propriedades de equilibrio, a descricdo da transicao de
fase de modelos de spins em termos dos parametros de ordem magnético e de
percolacao € equivalente e encontram-se 0s mesmos expoentes criticos [11, 12].
O mesmo pode nao ser verdade para a evolucao dinamica de diferentes tipos de
parametros de ordem, embora, em principio, espere-se encontrar a equivaléncia
também para estas quantidades dinamicas. Isto vale em particular para o
comportamento em tempos curtos. E esperado que o estudo do comportamento
critico dindmico do parametro de ordem com respeito a uma evolucao de Monte
Carlo com dinamica de Glauber [13] possa ser relevante para o entendimento
de aspectos da QCD fora do equilibrio a altas temperaturas, tais como efeitos

devidos ao aquecimento e resfriamento da matéria produzida em colisdes de

TNesta tese, escolheu-se a palavra cluster em inglés para designar um conjunto ou
aglomerado de objetos em contato.
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ions pesados. No entanto, como dito acima, o parametro de ordem para a
transicdo de desconfinamento da QCD completa ndo é conhecido. Por esta
razao, tem recebido atencao nos ultimos anos [5, 14, 15] a possivel conexao
entre a transicao de desconfinamento na QCD e o fenébmeno de percolacao. De
gualguer modo, € preciso primeiramente buscarmos uma melhor compreensao
da relacao entre parametros de ordem fisicos e geométricos (de percolagao) em

situacOes fora do equilibrio.

Apresentamos aqui primeiramente a dinamica fora do equilibrio para
observaveis magnéticos e de percolacdo no modelo de Ising, através do estudo
da chamada dinamica de tempos curtos. Além do estudo da evolucao dinamica
de observaveis nos instantes iniciais da relaxacao do sistema, a dinamica de
tempos curtos [16] permite que sejam determinadas caracteristicas universais
de uma transicao de fase de segunda ordem, que s6 seriam acessiveis em um
estudo convencional ap6s a relaxagao (muito longa) do sistema para o estado
de equilibrio. Em geral estamos interessados em sistemas que sofrem uma
transicdo de fase de segunda ordem (ou fenémeno critico) em um determinado
valor de temperatura, proprio para cada modelo. A Fisica que esta por tras destes
fendbmenos é bem conhecida desde meados do século passado, principalmente
em relacdo as propriedades de equilibrio. Boa parte destes avangos sao
apresentados na série de livros editada por C. Domb, M. S. Green e J. L.
Lebowitz [17]. Nas décadas de 80 e 90, muitos esforcos foram direcionados
para uma melhor compreensao dos fendmenos criticos fora do equilibrio [16, 18,
19, 20, 21, 22]. Um passo fundamental para o estudo da dinamica de tempos
curtos foi dado por H. K. Janssen, B. Schaub e B. Schmittmann [18]. Utilizando
técnicas de grupo de renormalizagdo, em conjunto com simulagdes numéricas,
possibilitou-se a medida de diversos expoentes criticos dinamicos para diversos
modelos fisicos, assim como uma melhor compreensao do que possa ocorrer

com os observaveis fisicos nesta situacao.

Claramente, o modelo de spins de Ising pode nao ser apropriado para o

estudo da transicao de fase de desconfinamento na QCD, devido a sua simetria
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ser discreta. Como dito acima, a transicdo na QCD nao possui um parametro
de ordem bem definido. Porém, ha evidéncias de que esta transicdo coincida
com a transicao quiral [23] e se desejamos estudar esta quebra de maneira
mais apropriada, devemos adotar um modelo com simetria continua. Um passo
natural &€ a utilizacdo dos modelos O(N), ou N-vetoriais. Estes correspondem
a uma generalizacdo do modelo de Ising para o caso da simetria continua de
rotacdo. A principal diferenca em relacdo ao modelo de Ising € a possibilidade
de configuracGes em que 0s spins se encontram aproximadamente alinhados
localmente mas para grandes distancias o alinhamento é perdido, resultando em
uma meédia nula para a magnetizacao. Tais configuracdes, chamadas ondas
de spins, possuem energia arbitrariamente pequena, e tenderao a destruir a
ordem do sistema mesmo a baixas temperaturas. Em conseqiiéncia disto, ao
contrario do modelo de Ising, estes modelos ndo apresentam transicao de fase
com magnetizacdo espontanea em duas dimensoées!l[24]. Em trés dimensdes
ocorre transicao de fase, com a presenca de magnetizacdo espontanea abaixo
de uma temperatura critica. Neste caso a quebra da simetria continua de rotacéao
a baixas temperaturas (dada pela magnetizacdo espontanea) esta associada
a modos de Goldstone [25], as ondas de spin, que causam divergéncia da
suscetibilidade a campo zero ndo s6 ao redor da temperatura critica, mas
também para toda a fase de baixas temperaturas. O estudo de modos
de Goldstone é de grande importancia para a compreensao de fenédmenos
de quebra espontanea de simetria em teorias quanticas de campos, onde
o fenbmeno também & observado, por exemplo, na teoria das interacoes
eletrofracas [26].

O caso N = 4 é de particular interesse, pois sua simetria € a mesma que
a simetria quiral da QCD com dois sabores de quarks. De fato, € previsto que
a transicao quiral da QCD com dois sabores seja de segunda ordem e ocorra

na classe de universalidade do modelo O(4). Este caso € de grande interesse

IPara 0o caso N = 2 hé transicdo de fase do tipo Kosterlitz-Thouless, sem magnetizacdo
espontanea. Esta transicdo difere das transicdes usuais por considerar defeitos topologicos, tais
como vortices no Hélio superfluido, vortices no modelo XY, entre outros.
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fisico, pois os dois sabores correspondem aos quarks leves, up e down [27].

Nosso estudo do caso O(4) encontra-se ainda em andamento.

Além desta Introducdo, a tese contém mais seis capitulos. No Cap. 2
apresentamos uma breve revisao teorica sobre fendmenos criticos, com énfase
no escopo teodrico relevante para esta tese. No Cap. 3 apresentamos alguns
exemplos de fendmenos criticos relacionados a nosso estudo. A seguir, no
Cap. 4, descrevemos a dinamica de tempos curtos e seus expoentes criticos
dinamicos. Apresentamos também uma pequena revisao sobre dinamica de
Langevin e como tratar a dinamica de tempos curtos via simulagdes numeéricas
com diversos tipos de condi¢des iniciais. Explicamos ainda brevemente o
método de Monte Carlo. No Cap. 5, apresentamos 0s resultados principais de
nossas simulacdes em tempos curtos com diversas condicdes iniciais e algumas
conclusdes. No Cap. 6 detalhamos o modelo de spins continuos O(4), discutindo
o problema da quebra espontanea de simetria, de modo a complementar o
mostrado no Cap. 2. Também apresentamos um estudo da dinamica de
tempos curtos para o parametro de ordem magnético desse modelo. No
Cap. 7 apresentamos nossas conclusdes. Além destes capitulos, temos quatro
apéndices. No Ap. A exemplificamos o método de grupo de renormalizacao
para o modelo de Ising uni e bidimensional. No Ap. B descrevemos o algoritmo
de Hoshen-Kopelman para identificacdo de clusters. No Ap. C detalhamos as
técnicas numéricas adotadas para a implementacao de um codigo numérico
do modelo O(4). No Ultimo apéndice, mostramos alguns detalhes algébricos

referentes ao Cap. 6.



Capitulo 2

Breve introdu¢ ao aos fen 6menos criticos

este capitulo faremos uma breve revisdao de fenébmenos criticos, tendo
N como base diversos livros-texto e artigos cientificos nesta area. Algumas
partes foram extraidas da literatura existente e, quando necessario, faremos
referéncia ao texto original. Os conceitos envolvidos na teoria de fendmenos
criticos apresentados aqui sdo apenas a parte essencial desta teoria que sera
empregada nos demais capitulos desta tese. Note que nao consideraremos aqui
0s aspectos dinamicos de um fendomeno critico, ou seja, todos os fendmenos
tratados serao independentes do tempo. O estudo da dinamica de um sistema
proximo a transicao de fase revela uma grande riqueza sobre seu comportamento

critico [28]. No Cap. 4 apresentamos um estudo sobre este tema.

2.1 Introducg ao

A agua, quando aquecida a pressado constante, entra em ebulicdo a uma
temperatura bem definida, transformando-se em vapor [29, Cap. 8]. Para cada
valor da pressao a qual esta submetida a agua corresponde uma temperatura de
transicdo. Em um diagrama temperatura-pressao, a transicao € representada por
uma linha que possui uma inclinacao positiva, pois a temperatura de transicao
cresce com 0 aumento da pressdo. Sobre a linha de transicéo, o liquido e o
vapor podem coexistir em quaisquer propor¢des. Entretanto, o liquido e o vapor
apresentam densidades bem definidas, que dependem apenas da temperatura e

da pressdo de transicdo. A medida que aumentamos a temperatura ao longo da
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Fig. 2.1: Esquema da transicao de fase sofrida por um fluido. Em (a) o plano
PxT,em(b)oplano P x p eem (c) o plano 7" x p.

linha de coexisténcia, as diferencas entre as densidades do liquido e do vapor
sao cada vez menores e acabam se anulando em um certo ponto, caracterizado
por uma temperatura e uma pressao bem definidas. Neste ponto, denominado
ponto critico, o liquido e o vapor tornam-se indistintos e a linha de transicao
tem seu término. A temperaturas mais altas, ndo ha mais distincao entre a
fase liquida e a fase gasosa. O ponto final da linha, o ponto critico, &€ também
chamado de ponto de transicéo de fase de segunda ordem. Este tipo de transicao

sera estudada para varios sistemas nesta tese.

Um conceito importante para a discussao de sistemas de fluidos é a equacao
de estado, um funcional da forma f(P,p,T) = 0, que relaciona os parametros

termodinamicos pressao, densidade e temperatura. A equacao de estado define
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uma superficie tridimensional [30]. Cada um dos pontos desta superficie
corresponde a um estado de equilibrio do sistema. Para uma melhor visualizagao
da superficie PpT € conveniente considerar suas projecdes nos planos P x T,
PxpeTxp. Noplano PxT, Fig. 2.1 (a), notamos trés regioes de fases distintas,
correspondentes as trés fases usuais da matéria: solida, liquida e gasosa. As
fases solida e gasosa estao em equilibrio ao longo de uma curva de sublimacao,
as fases solida e liquida estdao em equilibrio ao longo de uma curva de fusao,
enquanto as fases liquida e gasosa estao em equilibrio ao longo de uma curva
de vaporizacdo. Cada ponto nestas trés curvas corresponde a um estado de
equilibrio no qual duas ou mais fases coexistem (0 ponto triplo &€ onde as trés
fases coexistem).

Como dito acima, nota-se que a curva vapor-pressao nao se estende
indefinidamente, mas sim até um determinado ponto. Este &€ o chamado ponto
critico, e suas coordenadas séao (P, p., T.). Este fato significa que podemos
converter um liquido em gas continuamente sem cruzar uma curva de transicao
de fase. Neste sentido, nao existe diferenca fundamental entre as fases liquida e
gasosa. No plano P x p, Fig. 2.1 (b), observa-se que para baixas temperaturas
existe uma diferenca significativa entre as densidades quando o fluido esta na
fase liquida (p;) e na fase gasosa (p,). Mas quando T — T, esta diferenca
tende a zero. A existéncia de um parametro nao nulo abaixo de 7, e nulo acima
define uma quantidade importante em nosso estudo. Dizemos que p, — p, € 0
parametro de ordem da transi¢ao para a fase simétrica, na qual p;, — p, = 0.

Para uma temperatura muito alta, a lei dos gases ideais € obedecida e as

isotermas no plano P x p sao linhas retas dadas pela equacao de estado
Pm = pkT', (2.2)

onde k é a constante de Boltzmann e m a massa de uma molécula do fluido.
Desta forma, podemos analisar o que ocorre no ponto critico através de uma
analogia com um sistema magnético. Para tanto, imaginemos que o volume
macroscopico V' que contém o fluido seja particionado em células microscopicas

cujo o volume v possua rigorosamente uma molécula constituinte do fluido.
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Construimos um sistema magnético analogo considerando cada célula como o
sitio de uma rede, no qual um momento magnético esta presente. Este momento
magnético, ou spin, estara apontando para cima (respectivamente para baixo) se
a célula correspondente do fluido for ocupada (respectivamente nao ocupada)
por uma molécula. Entdo, para uma temperatura muito maior que a critica, o
movimento livre das moléculas do gas correspondera a uma inversao rapida e
aleatoria dos spins. No entanto, com a diminuicao da temperatura em direcao a
temperatura critica, pequenas “gotas” de spins (fluido) correlacionados surgem.
Aproximando-se do ponto critico, o tamanho das gotas cresce. Estando proximo
o suficiente de 7., as gotas adquirem um “raio” da ordem do comprimento de
onda da luz visivel. Logo, a luz é fortemente espalhada, dando origem ao
fendmeno de opalescéncia critica [31].

Uma analise mais cuidadosa das isortermas da Fig. 2.1 (b) mostra que estas
curvas adquirem um plato para T’ < T. e, nas vizinhangas do ponto critico, 9P/dp
vai a zero para 7' — T.'. Portanto, a compressibilidade isotérmica, definida como

_ 1 (0p
k= () e

diverge para T' ~ T.. Uma analogia mais precisa entre as transicdes ocorridas
em sistemas de fluidos e sistemas magnéticos se da quando vinculamos os
parametros P, p, T do sistema de fluidos aos parametros magnéticos H, M, T.
Por exemplo, aplicando pressédo ao fluido sua densidade aumenta, enquanto
gue aplicando um campo magnético externo H ao sistema magnético a
magnetizacao M aumenta. Entdo, H é analogo a P e M é analogo* a p. A fungao
resposta K+ € analoga a suscetibilidade isotérmica

oM
v = (8—H)T 2.3)

Como no caso anterior, esta quantidade diverge para T ~ T,. Esta divergéncia é

uma caracteristica fundamental de um fendmeno critico.

*Para uma analogia mais exata, o parametro de ordem magnético M deve ser relacionado ao
parametro de ordem do fluido Ap (= p; — py).
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Na Fig. 2.1 (c) é esquematizado o diagrama de fase no plano 7' x p. Abaixo
da temperatura critica, as duas fases coexistem [32, Cap. 1]. Ou seja, se
aumentarmos a densidade para uma dada temperatura fixa, ndo € possivel
passar da fase gasosa para a liquida sem passar através de um regime onde
o fluido contenha uma mistura gas-liquido. Acima de 7., &€ possivel passar
continuamente de gas para liquido com o aumento da densidade para uma
temperatura constante. Neste caso, ndo existe uma regiao com mistura gas-
liquido. Isto sugere que nesta situacdo nao temos uma forma real de distinguir
entre um liquido e um gas. A forma da curva de coexisténcia proximo (e abaixo)
do ponto critico € medida experimentalmente. Por exemplo, para o hexafluoreto

de enxofre & encontrado
oy — ol ~ |T — T|%3O (2.4)

O nimero 0.327(6) € um exemplo de expoente critico, e ndo depende em
particular do sistema de fluido estudado. Seria razoavel esperar que este
expoente mudasse conforme trocamos o fluido, pois teriamos diferentes curvas
de coexisténcia. No entanto, encontra-se que para o *He 0 expoente critico vale
0.321(6), ou seja, 0 mesmo valor considerando os erros. Este & um exemplo de
classe de universalidade.

De fato, valores numéricos medidos para os expoentes criticos de muitos
sistemas diferentes revelam uma semelhanca surpreendente. Isto mostra um
comportamento universal da natureza na regiao critica. Um expoente critico
qualquer v medido, por exemplo, para O, € 0 mesmo para o N,. Ou seja,
diversos fluidos pertencentes a uma classe de universalidade terdo o mesmo
comportamento na regiao critica. No entanto, fatores de escala podem influenciar
na medida de um observavel. Para identificarmos varios sistemas dentro de
uma mesma classe de universalidade, precisamos fazer um re-escalonamento
de suas dimensdes. Este comportamento também é evidenciado em materiais
magnéticos, tais como o ferro, o niquel, e outros (veja [31, Cap. 1, Tab. 1.2]).
Desta forma concluimos que o comportamento termodinamico na regiao critica

pode ser também universal para sistemas de natureza muito diversa. Um
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Fig. 2.2: Medida da curva de coexisténcia para oito fluidos. A curva solida
corresponde ao ajuste de uma func¢édo cubica. Figura extraida de [33].

grafico da curva de coexisténcia para oito fluidos pode ser visto na Fig. 2.2.
A universalidade depende basicamente de trés fatores: (i) das dimensodes do
sistema, (ii) do alcance das interacdes entre as componentes que formam o
sistema e (iii) das simetrias existentes.

A divergéncia da primeira derivada do parametro de ordem [Egs. (2.2) e
(2.3)] (ou equivalentemente a divergéncia da segunda derivada da energia
livre) e a presenca de uma universalidade entre diversos tipos de fluidos, sao
caracteristicas fundamentais de um fenémeno critico ou transicdo de fase de
segunda ordem. No decorrer deste capitulo, discutiremos com mais detalhes os
conceitos fisicos envolvidos em um fendmeno critico em sistemas magnéticos.

Para tanto, utilizaremos o modelo de Ising, introduzido para a descricao da
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transicao de fase de um material ferromagnético para paramagnético.

2.2 Fendmenos criticos em modelos de spins

O modelo de Ising sera um tema recorrente em varios capitulos desta tese,
sendo apropriado introduzirmos 0s expoentes criticos e o conceito de transicao
de fase através dele. O modelo mencionado constitui uma poderosa ferramenta
utilizada para descrever diversos sistemas fisicos, tais como spins em uma rede,
fluidos, fendmenos de transporte, e outros. Aqui, vamos tratar o modelo da forma
usual, ou seja, supondo que um conjunto de spins de um dado material possa ser
descrito sobre uma rede e cada um destes sb possa interagir com seus vizinhos
proximos, além de possuirem apenas dois graus de liberdade: spins apontando
para cima ou para baixo em relacdo a uma direcéo pré definida. Este modelo é

regido pelo hamiltoniano
H=-TY SiS—-HY S, (2.5)
(ij) i

onde () representa a interacdo entre primeiros vizinhos, J uma constante de
acoplamento e H € um campo magnético externo. Uma analise do modelo
de Ising via grupo de renormalizacdo pode ser vista no Ap. A. Este modelo
apresenta uma transicao de fase de segunda ordem em duas dimensoes, que
pode ser calculada analiticamente [34]. O parametro de ordem do modelo de

Ising € a magnetizacdo, que em uma rede com N spins é

M= =3"5. (2.6)

Para uma temperatura proxima a zero, os spins da rede tendem a alinhar-
se perfeitamente, formando um ferromagneto, mesmo para H tendendo a
zero. No entanto, ap6s um certo valor de temperatura, os spins perdem este
auto-alinhamento. Desta forma, temos uma transicdo (de segunda ordem) de
uma fase ferromagnética para uma fase paramagnética na temperatura critica

T. — historicamente conhecida com temperatura de Curie. Na Fig. 2.3 é
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(a) (b)

H M
°
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(c) Hitr>1, oo T=0
M
T<T
T:O T =TC

Fig. 2.3: Esquema da transicao de fase e do parametro de ordem do modelo
de Ising. Em (@), mostra-se a existéncia de duas fases a campo nulo. Em (b),
tem-se um esbogco do comportamento do parametro de ordem a campo nulo, e
em (c) temos as curvas de histerese (plano H x M).

esquematizado este comportamento. A solucdo exata (a campo nulo) para o
parametro de ordem do modelo de Ising em duas dimensdes é dada por [35]
0 T>T1T,
M = : (2.7)
{1 — (sinh(28J))"*}/® T <T.
sendo 5 = 1/k T, onde k é a constante de Boltzmann. Um esquema desta curva
pode ser visto na Fig. 2.3 (b).

Podemos definir a fun¢ao de particdo como

z =) e, (2.8)
(s}
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onde {S} indica soma sobre todas as configuracdes de spins. Assim, definimos

Magnetizacdo: M = 0®/0H,
Suscetibilidade : y = 9M/0H , (2.9)

Calor especifico: C = T? 9*®/9T?,
sendo

1
® = ——log(2) (2.10)

B
a energia livre de Helmholtz. Outra grandeza Gtil € a funcdo de correlacao
G(r; — 7;). Esta nos informa, do ponto de vista de modelos de spins, o quanto

um spin na posicao i “sente” um outro que esta na posic¢ao j da rede. Para tanto,

definimos
G —75) = (Si5;) — (5:)(S)) (2.11)

sendo
> (S = ﬁiz g_z > (S S) = 6212 g;i, (2.12)

7 1]

onde Z é a funcao de particdo [Eq. (2.8)]. Para T' # T, a funcao de correlagao

decai exponencialmente

G(r) ~ e ¢, (2.13)

definindo o comprimento de correlacao &.

As quantidades acima apresentam comportamentos singulares na regiao
critica. Por exemplo, para T' ~ T., a magnetizacao vai a zero e a suscetibilidade
e o calor especifico divergem, como mencionado na pag. 12. A partir destas

singularidades, observamos que as quantidades assumem um comportamento
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como lei de poténcia e sao dadas por

M ~ |7]?, H =10 paraT <T,
M ~ H'Y, T = T.
X ~ |77, H =0
(2.14)
C~ 7™, H =0
1
G<T> ~ rd—2-n’ T = Tc
&~ T, H =0
sendo
-1,
= 2.15
r=—p (2.15)

denominada temperatura reduzida e £ o comprimento de correlacao, que
sera discutido a seguir. A partir da divergéncia de algumas quantidades
(suscetibilidade, calor especifico e outros), podemos supor que 0s expoentes
criticos vinculados a estas sejam diferentes quando 7' — T, e T — T, . Por
exemplo, a suscetibilidade apresentaria um v e um ~’. No entanto, &€ mostrado
em geral que isto ndo ocorre, como sera Vvisto abaixo na aproximag¢ao de campo
médio. As quantidades «, 3, v, 0, n € v SA0 0S expoentes criticos estaticos (ou de
equilibrio). Seus valores para 0 modelo de Ising e para aproximacao de campo

médio estao listados na Tab. 2.1.

As quantidades fisicas na regiao critica apresentam um comportamento
simples (lei de poténcia) em funcdo dos parametros externos, tais como a
temperatura e o0 campo magnético externo, como pode ser visto no conjunto
de equacbes acima [Eqg. (2.14)]. A partir de uma analise empregando leis
de hipotese de escala, mostra-se que 0s expoentes criticos estaticos nao sao

independentes, satisfazendo algumas relagcdes. Um tratamento desse tipo nos
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expoentes criticos
grandezas campo médio 2d 3d (valores aprox.)

T. 1 2/In(v/2 +1) 45115

£ magnetizacao 1/2 1/8 0.31

0 magnetizacao 3 15 5

a calor especifico  descontinuo 0 0.12

~ suscetibilidade 1 714 1.25

v compr. de corr. 1/2 1 0.64

n  funcéo de corr. 0 1/4 0.05

Tab. 2.1: Expoentes criticos estaticos para o modelo de Ising.

permite obter as seguintes relacdes [30, Cap. 11]:

lei de Rushbrooke: o + 23 + v = 2

lei de Griffiths: a+ [0 +1) =2

lei de Fisher: 2—-—nv=rn (2.16)
lei de Josephson: 2 — a = vd

lei de Widom: Bo—1) = ~.

Além do modelo de Ising, existe uma infinidade de modelos que apresentam
transicao de fase de segunda ordem. Dentre eles temos os modelos O(N), ou
N-vetoriais, que correspondem ao modelo de Ising para spins continuos. Nestes
modelos, que serao tratados com mais detalhes no Cap. 6, 0s spins sao vetores

N-dimensionais, logo uma pequena modificacao deve ser feita no hamiltoniano

e temos
H=-J> S S-H> 5. (2.17)
(i) i

A simetria discreta do modelo de Ising é substituida por uma simetria de rotacao

(continua). O caso N = 2 (modelo XY) descreve a transicao do hélio liquido
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para superfluido e o caso N = 3 representa a versao classica do modelo de
Heisenberg para ferromagnetos. Os graficos de fases (veja a Fig. 2.3) continuam
validos para os modelos em trés dimensdes, apenas os valores dos expoentes
criticos e da temperatura critica sao diferentes [Egs. (6.10) e (6.11)]. Acredita-se
que o caso N = 4 descreva a transicao de fase quiral na QCD com dois sabores
de quarks. Neste caso a magnetizacdo e 0 campo magnético corresponderiam
respectivamente ao chamado condensado quiral e a massa dos quarks [36],

como sera visto na Secao 3.1.

2.3 Aproximag¢ ao de campo m édio

Sabemos que o modelo de Ising € exatamente solivel em uma e em duas
dimensodes. A solucao exata no caso bidimensional — feita pela primeira vez
por L. Onsager em 1944 [34] — € bastante intrincada. Fazemos uma analise
aproximada deste caso no Ap. A, utilizando a técnica de grupo de renormalizacao
em espaco real. E também possivel aplicar outros tratamentos aproximados
a este modelo. Um deles foi introduzido por P. Weiss [37] em 1907, antes
dos calculos do proprio E. Ising. A aproximacdo de campo médio consiste em
supor que cada spin pode ser visto como o seu valor médio mais uma pequena

flutuacdo em torno desta média, ou seja,

Logo, o hamiltoniano do modelo de Ising sem campo externo pode ser escrito

como

H = =T S,
(i7)

Q

—T Y ((S)(S)) +8S:(S;) + 88;(S0)), (2.19)
(ij)

desprezando termos da ordem de §2. Sendo M = (S;), concluimos que

NzJ

Hw = 5

M —hw Y S, (2.20)
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pois temos N spins na rede e hy = zJ M /2 funciona como um campo efetivo,
devido a magnetizacdo média dos z (= 2d) spins primeiros vizinhos. Esta €, em
esséncia, a aproximacao de campo médio. Este “campo” &€ chamado de campo
efetivo de Weiss.

A seguir, consideraremos o hamiltoniano do modelo de Ising com um campo

externo [veja a Eq. (2.5)]. Podemos calcular (S;) de maneira explicita

ZSkexp{ Bl jZSS sti]}

{S}

= —ZSkeXp{ BI=Si(T Y "Si+H) — (T 'S8, +HZ’S N}, (2.21)
{s} (i) (ig)

sendo )’ a soma sobre todos 0s spins menos o spin k£ e > * a soma sobre 0s

primeiros vizinhos de k. Definindo

6=JY "Si+H
@ (2.22)
v=T) 'S+ HY 'S
(i) i
podemos escrever a fungéo de particdo como
= > o (2.23)
{5}
Temos assim
1 B6 _ B\ B
(S = Z (e M)e
{5}
B _ =B e
_ ) Xis) (2.24)

(66¢ _|_ e 5¢) Z{S} eﬁw ’

onde usamos o fato de que S, = +1 e definimos Z” como sendo a soma de
{s}
todas as configuragdes menos a configuracao de S;. Entdo temos
Bo _ o—B¢
€ €
Sk = e me
e’? +e

= tanh[3(J > S+ H)].
(i)
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Solucao fisica ——m—=
B(zdM + H)
Solucao nao fisica,

S| instavel ou metaestavel ‘

i —My / :

o _

el N tanh * (M) 0

B

BzJIM
-1 M 1

Fig. 2.4: Solugao grafica da Eq. (2.26), onde usamos 5 = 1.01 em ambas as
retas.

Utilizando a Eq. (2.6) temos
(Sy) = tanh[B(JzM + H)], (2.25)
ou
tanh ™ (M) = B(zJM + H). (2.26)

Esta equacao é transcendental e sua solucao é dada pelos pontos de interseccao
da fungdo tanh™'(M) e da reta 3(JzM + H), como é esquematizado na
Fig. 2.4. Temos trés valores como solugdo para H > 0, mas € natural aceitarmos
neste caso a solucdo com M > 0, pois a fisica do problema nos indica que,
se temos um campo magnético aplicado, os spins devem se orientar com

ele. Como a magnetizacdo € a soma desses objetos, esperamos um valor
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positivo. Este raciocinio continua valido mesmo para H — 0. No entanto,
se 0 campo tende a zero pela esquerda (respectivamente direita) a solugcao
tendera a uma valor finito M, (respectivamente —M/,) diferente de zero se 37z
for maior do que um [38, Cap. 1]. Neste ponto, temos uma quebra espontanea de
simetria, pois as duas orientacdes de spins sdo equivalentes em principio, mas
para baixas temperaturas a magnetizacdo espontanea +M, escolhe uma das
orientacdes. Na aproximacado de campo médio, portanto, teremos para H = 0
uma magnetizacao espontanea quando a temperatura for menor que a critica,
que éigual a T, = =27 /k . Este valor corresponde a temperatura para a qual
a inclinacdo da curva tanh'(3zJM) € 3zJ. O mesmo ndo ocorrera se a
temperatura for maior que a critica, pois desta forma a Unica interseccao das
duas curvas € na origem.

Proximo da temperatura critica para campo magnético externo fraco, pode-se

expandir o lado direito da Eq. (2.26) supondo M e H pequenos. Lembrando que

tanh™'(z) = 1ln (1 —|—x) : (2.27)
2 1—=x
teremos
1
—-1 _ -1
tanh™ (M +a) = tanh (a)+ (M +a) (1 — M2)
N (M +a)? 2M
2! (1 — M?)?
(M + a)? 2 8M*?
- .. (22
LT ¥ Ve R s ve el I (2.28)
Fazendo a — 0 temos
M3
tanh ™' (M) = M + =+ O(M?). (2.29)
Entao, reescrevemos a Eq. (2.26) como
M3 T, H
M+— = =M+ —, (2.30)

3 T kT
onde usou-se T, = zJ/k (como definido acima). Entéo, para H = 0,
M3

M= (1+71) <M+ 7) : (2.31)
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sendo 7 (= T/T.— 1) atemperatura reduzida definida na Eg. (2.15). A solucédo

desta equacdo mostra que, para T < T,

M? = —13+TT — M ~+=37. (2.32)

Usando a definicdo do expoente critico 3, isto €, M ~ 77 [veja a Eq. (2.14)],
concluimos que = 1/2. Da mesma forma, quando 7' = 7. e H for fraco,

podemos reescrever a Eq. (2.26) como

M = tanh(8.H + M) . (2.33)
Expandindo
tanh(8,.H + M) ~ [.H-+ M — w : (2.34)
chegamos a
M ~ B.H+M— w
M ~ (36.H)3—-pH — M~HY?, (2.35)

ou seja, 6 = 3.
Como definido na Eq. (2.9), a suscetibilidade x € a derivada da magnetizacao

em relacdo ao campo externo. Entao, derivando a Eq. (2.26), temos

oM B Be

— = . 2.36
OH H=0 Be COShz(ﬁM/ﬁc) - p ( )

X:

No caso 7" > T, a magnetizacdo é nulae 5. — 3 = 7. NocasoT < T. a

magnetizacao é pequena, o que possibilita expandir

M2ﬁ2
232

2
cosh?(BM/f.) ~ (1 + ) ~ 1+ M. (2.37)
Nessas condicbes: M? = —37 e 8 ~ (.. Logo, o denominador da Eqg. (2.36)
pode ser reescrito como f(.(1 —37) — . = —30. 7, levando a
Ber ™t , T'>T1T,

X = , (2.38)
B (=37t , T<T,
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de onde concluimos que o expoente critico vinculado a suscetibilidade em campo
médio & v = 7/ = 1[31, Cap. 7].

Usando a funcao de correlacao [Eq. (2.11)] as Egs. (2.12) e a Eq. (2.36),
podemos calcular

oM l@zlogZ
X T 9H T B om?

LI12z 1 (92)
g |ZoH? 22 \0H

- 5 [D&- 5) - ((8) >2] — 5 Y G- 7))

1] 7

= B) G(&) :% PrG(7), (2.39)

sendo «* um fator de volume que surge na passagem da soma para a integral.

Analises dimensionais mostram que [28]

GG =+ S(7E). (240)

Logo,
« = 5[ Lo
~ & /xf(x)dx (2.41)

Lembrando que x ~ |7|7!, vemos que o comprimento de correlagdo se comporta

como
&~ |77, (2.42)

sendo v = 1/2. Assim, calculamos varios expoentes criticos na aproximacao
de campo médio. Na Tab. 2.1 listamos todos eles, inclusive os que nao sao
calculados neste capitulo. Aproveitamos para também listar os valores dos
expoentes criticos nos casos bi (calculados analiticamente) e tridimensional

(estimados numericamente).
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Como apresentamos acima, com a aproximacao de campo médio é possivel
calcular diversos expoentes criticos estaticos. Entretanto, se compararmos estes
valores com os conhecidos analiticamente para o modelo de Ising bidimensional
a campo nulo (veja Tab. 2.1), notaremos que esta aproximacao falha tanto na
determinacao destes expoentes criticos quanto na determinacao da temperatura

critica.

2.4 Teoria de Landau

A teoria de Landau, de que trataremos nesta secao, representa uma
aproximacao de campo médio mais geral que a desenvolvida por Weiss. Para

tanto, define-se a energia livre de Landau como
2 1 4
L =aT¢ +§b¢ —H ¢, (2.43)

onde 7 é temperatura reduzida definida na Eq. (2.15), a« e b sao parametros
fenomenolbégicos e o campo externo H surge como um acoplamento externo
com o parametro de ordem ¢.

E possivel calcular de maneira simples alguns expoentes criticos para a
teoria de Landau. Partindo do minimo do funcional de Landau [Eq. (2.43)] e

considerando o parametro de ordem ¢ constante, temos (para H = 0)

% =279 +2b¢* = 0
0 = ¢lat+be?), (2.44)

de onde obtemos ¢ = 0 ou ¢ = y/—at/b. Desta forma, medimos o expoente
critico 5 =1/2. Se H # 0 temos

oL 3 B
H —=2aré+2b6°. (2.45)

1/3
H =2b¢> — ¢ = <_) , (2.46)
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Fig. 2.5: Grafico das diversas possibilidades da Eq. (2.43). Esta figura € analoga
a vista em [32].

ou seja, 6 = 3. Usando a Eq. (2.45), calculamos a suscetibilidade

D¢ OH\ ! 1
- 27 _ [ Z= = ) 2.47
X7 om (a¢> 2(at+3b¢?) (2:47)
Parat > 0, ¢ = 0 epara 7 <0, ¢* = —a7/b. Entdo temos

(2a7)™Y,  T>0
X = : (2.48)
(=4aT1)™t, 7<0
Logo v = 4 = 1, ou seja, temos expoentes de campo médio. Na Fig. 2.5

mostramos as diversas possibilidades da Eq. (2.43). Para H = 0e T < T,
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notamos que existe uma simetria no funcional. O estado fundamental pode estar

em
¢ = £\/—at/b, (2.49)

0 que demonstra uma simetria no sistema. Porém, quando temos um campo
aplicado, o sistema converge para uma direcao, quebrando assim explicitamente
esta simetria.

Na maioria dos casos, o parametro de ordem nao € homogéneo, como por
exemplo quando temos um campo magnético externo nao uniforme. Neste caso,
devemos considerar as flutuagcdes do parametro de ordem no espac¢o. Sabemos
que, em um sistema com comprimento de correlacédo £(7), existem blocos de
spins em uma regiao de dimensao linear da ordem de £ onde a magnetizacao
€ aproximadamente constante. Entdo, podemos dividir o sistema em blocos de
tamanho A~! [~ £(T')], sendo que em cada bloco o sistema é aproximadamente

uniforme. Assim, definimos uma magnetizacao local

My = o D008, (250

dentro de cada bloco A centrado em 7, sendo N,(#) = 1 /(aA)? o nUmero de
spins no bloco A, d a dimensao da rede e a 0 espacamento da rede. Note que,

proximoaT,, £ > ae, se escolhermos A~! < &, ou seja

a < AT <€, (2.51)

—

teriamos um grande numero de spins dentro de um determinado bloco 7,
especialmente quando 7 tende a 7... Portanto, ndo devemos escolher A=! > ¢,
sendo a magnetizacao nao sera aproximadamente uniforme dentro do bloco.
Dividir o sistema em blocos € o que chamamos de coarse-graining e a
magnetizacdo € conhecida como magnetizacao coarse-grained. Porém, M, (7)
nao € unicamente definida, ela varia para cada bloco A. A idéia basica para a
construcao destas variaveis é que M, () néo flutue dentro da escala da rede mas

varie suavemente no espaco. Para escrever o funcional de Landau, nao basta
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escrever
L= LM), (2.52)

pois existe uma grande flutuacdo entre blocos vizinhos, e minimizar este
funcional resultaria no valor de equilibrio de M,(7) em cada bloco e ndo em
todo o sistema. Entdo, para escrevermos o funcional temos que considerar
estas flutuacdes entre blocos adjacentes, colocando um termo extra de modo

a penalizar estas flutuacoes

- 2

7 MA(T) = Ma(T + 0)

P v 3ed LG ES GRSl 259
7o

onde § é um vetor (de magnitude A~') que aponta para os blocos primeiros
vizinhos de 7, e o valor do custo energético € independente do sinal da
diferenca da magnetizacdo. A constante positiva 1 € em principio dependente
da temperatura. Usando o fato de que M,(7) varia suavemente no espaco

(comparado com a) podemos escrever
tee = [ a{con@) + 3aIvan@P) . (2.59)
Agora usando a Eg. (2.43) temos
Loo = /Qddf{%[VMA(F)]z +oar My(®? + %b MR — HMA(F)}, (2.55)

onde o funcional Lc¢ € a energia livre coarse-grained ou hamiltoniano efetivo.
Para dividir o sistema em blocos, com descrito acima, empregamos 0 grupo de
renormalizacdo em espaco real. No Ap. A demonstramos esta técnica para o
modelo de Ising em uma e duas dimensoes. Como se trata basicamente de uma
aproximacao, existe um limite de validade implicito para a teoria de Landau. Este

limite, explorado por Ginzburg, € tratado a seguir.

2.4.1 Critério de Ginzburg

Descrevemos acima a teoria de Landau. Trata-se de uma teoria fenomenologica,

e como tal, tém seus limites de validade. O parametro de ordem e a propria
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teoria sdo definidos com respeito a uma escala de comprimento A~!, que é da
ordem do comprimento de correlacdo £. Entdo a validade da teoria de Landau

pode ser estimada calculando

JREGEG
Erg = ¥ , (2.56)

| o

onde as quantidades no numerador e denominador representam médias sobre
uma regiao de dimensao linear da ordem de £. A regiao nao deve ser maior do
que &, pois neste caso as flutuagdes sédo descorrelacionadas. Na Eq. (2.56), a
regido de integragcdo é o volume de correlagéo V = ¢¢ e G(7) é a fungdo de
correlacao de dois pontos, definida na secao anterior [Eg. (2.11) no contexto de
modelos de spins]. O critério de Ginzburg diz que E; deve ser pequeno para a
aplicacao da teoria de Landau. Abaixo, investigaremos mais a fundo este critério.

O denominador da Eq. (2.56), que basicamente se trata de um termo de

normalizacao, é
[ d@ewr = Sinl [ @@ = $iren @.57)
v by b
onde usamos a Eq. (2.49). Podemos escrever
%Mé‘d = %53 7|2 (2.58)

com o auxilio da Eq. (2.42).

Por sua vez, o numerador (transformada de Fourier da funcéo de correlagao)

kT.

_— 2.59
da ||’ ( )

~ |k T.xr| =~

| e

onde usamos as Egs. (2.39) e (2.48), sendo k a constante de Boltzmann e, em

ambos os casos, T' < T,.. Assim temos

k 1
IAC € [r

Eic = (2.60)
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onde AC (= a?/bT.) € o termo que considera a descontinuidade do calor
especifico. A condicdo para que a teoria de Landau seja auto-consistente,
Ere < 1, requer que

_ k 4—d)/2
r|@=D2 s 2 = g (2.61)
4AC & Le

onde 7. € o valor da temperatura reduzida que marca o inicio da regiao critica.
Dentro da regiéo critica, |7| < 7.4, flutuacdes dominam a termodinamica, e as
previsdes da teoria de Landau nao sao validas.

Como consequéncia, a Eq. (2.61) estabelece condicdes dimensionais para a

teoria de Landau. Existem trés casos a considerar

caso 1: d > 4: para T — 0, o critério de Ginzburg é sempre valido. Neste caso,

a teoria de Landau apresenta expoentes criticos corretos.

caso 2: d < 4: paraT — 0, o critério de Ginzburg nao é valido. Logo, a teoria de

Landau nao é auto-consistente.

caso 3: d = 4: a teoria de Landau nao é totalmete incorreta, mas apresenta
correcOes logaritmicas para a flutuacdo. Por exemplo, a suscetibilidade

isotérmica comporta-se como

1
xr ~ —|log 7|3 (2.62)
.
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Cromodin amica qu antica e percola¢ ao

foco desta tese € o estudo da dinamica critica dos parametros de ordem
Omagnético e de percolacdo de modelo de Ising em duas e trés dimensoes.
Como ja mencionado anteriormente, no equilibrio estes dois parametros de
ordem sao idénticos, isto €, sdo caracterizados pelos mesmos expoentes criticos
e pela mesma temperatura critica. Uma das motivacées para estudos desta
natureza, como também ja mencionado, & a possibilidade [5] de entender a
transicdo de desconfinamento na cromodindmica quantica (QCD) como um
fendmeno de percolacao.

A QCD é a teoria fundamental das interagdes fortes. Ela &€ uma teoria
guantica de campos relativistica, cujos graus de liberdade fundamentais sao
campos fermidnicos de spin 1/2, que representam o0s quarks, e campos
bosonicos de spin 1, que representam os glions. A lagrangiana que define a
teoria € invariante sob uma transformacado de gauge local, ndo-abeliana, cujo
grupo de simetria € o grupo SU(3) relacionado a carga de “cor”. Os quarks
aparecem na representacao fundamental do grupo, de dimensao trés, e 0s
gllons aparecem na representacdo adjunta, de dimensao oito. Apesar dos
graus de liberdade fundamentais serem quarks e glions, o que se observa
experimentalmente sao os hadrons, que sao estados singleto de cor (sao estados
neutros ou “incolores”). Os hadrons conhecidos sdo estados ligados de trés
guarks (os barions) e de um quark e um antiquark (os mésons). O fato de nao
se observarem quarks e gllons livres é explicado como sendo devido a uma das

mais marcantes propriedades da teoria, 0 confinamento da cor.

30
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Esta propriedade da QCD, ainda nado completamente entendida, &€ de
natureza tal que somente estados singletos de cor existem no espectro, isto
€, estados coloridos parecem nao ter energia finita. Uma outra propriedade
marcante da QCD é a liberdade assintotica, esta sim bem entendida. Esta
propriedade prevé que a interacdo entre quarks e glions se torne mais fraca
a distancias curtas (ou a grandes momentos transferidos). Com base nesta
propriedade, € de se esperar que em sistemas a altas densidades baridnicas,
guando estes podem se sobrepor consideravelmente, os hadrons percam sua
individualidade e os quarks e glions se “desconfinem”, dando origem a um
sistema de quarks e glions livres. Da mesma forma, a altas temperaturas,
guando ha a possibilidade de producao copiosa de pares de particulas e
antiparticulas, sdo produzidos estados com grandes energias de excitacao,
que também levam a estados com grandes densidades. Portanto, na situacao
de altas temperaturas também pode-se esperar que quarks e glions sejam
liberados do interior dos hadrons. Um estado desta natureza se convencionou
chamar de plasma de quarks e glions (QGP).

A seguir, vamos fazer uma pequena revisao sobre a QCD, com énfase no
chamado loop de Polyakov, o parametro de ordem para a teoria na chamada
aproximacao quenched, a qual consiste em ndo considerar efeitos de criacao e
aniquilacdo de pares quark-antiquark. Este caso da teoria € também conhecido
como QCD pura. Logo apbs isso, vamos discutir a teoria da percolacao.
Vamos concluir este capitulo com a discussao da transicdo magnética como um

fendmeno de percolacéo.

3.1 Atransi¢c ao de desconfinamento na QCD

Aqui vamos revisar brevemente os argumentos que levam a interpretacao do
loop de Polyakov como parametro de ordem relacionado ao desconfinamento
da cor numa teoria de gauge pura. Para tal, vamos seguir de perto a linha de
argumentacao das Refs. [39, 40].

A QCD é definida pela sua densidade lagrangiana. Antes de entrarmos
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na discussao desta teoria vamos comecar com a densidade lagrangiana da
eletrodinamica quantica (QED), cujo grupo de simetria € mais simples. De fato,
as duas teorias podem ser descritas por densidades lagrangianas semelhantes
na forma; enquanto que o grupo de simetria para a QED é o grupo abeliano U(1),
para a QCD o grupo de simetria € o grupo ndo-abeliano SU(3). A QED é a teoria
mais bem sucedida da Fisica. Ela é a teoria quantica de campos dos elétrons,
positrons (o campo elétron-positron) e fétons (i.e., o campo eletromagnético
ou de radiacdo). A teoria também se aplica a léptons pesados (u e 7), € em
geral pode ser aplicada para descrever a interacao eletromagnética de outras
particulas elementares carregadas [41]. A QED é uma teoria de gauge abeliana
com simetria U(1) e seu boson de interacdo & o foton. Ela é regida pela

densidade lagrangiana [38, Cap. 11]

1 - .
Logp = —ZFWFW + Y (i, D" — M), (3.1)

onde i, v =0, 1, 2, 3 séo indices de Lorentz e F'*¥ & o tensor eletromagnético,

dado em termos das derivadas do campo vetorial A, como
0 —FEy —Ly —FEj3
E1 0 —Bg BQ

Frv = grAY — gV AP — . (3.2)
E, By 0 —-B

Es —By, B 0

As v, sdo as matrizes de Dirac, ¢ e seu adjunto de Dirac ¢ = ¢™y° sdo
campos espinoriais representando os férmions carregados de massa M, e D,, &

a derivada covariante
D, = 0, —ieA,, (3.3)

onde ¢ € a carga elétrica.

Por outro lado, a lagrangiana da QCD é dada por

1 el cc’ /¢
Loop = ~2 FuFot + 0 (iy" Dy — M)“ 9, (3.4)
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onde F;;, & o equivalente de [** na QED, dado na QCD por

Fo, = @LAZ—&,AZngfabcAZAf, (a,b,c, = 1,...,8) (3.5)

(D) = 6“0, —ig %(AG)CC’A; (c,d = 1,2,3), (3.6)
onde agora os °'s representam os campos de quarks, com ¢, ¢’ sendo indices
de cor, e os campos Af, representam os campos de glions, sendo « o indice de
cor na representacao adjunta. Chamamos de M a matriz de massa no espacgo
de sabor (independente da cor) e de \* as matrizes (hermitianas de traco nulo)
de Gell-Mann, que satisfazem a relacéo de comutacao

57| - iy @)
sendo f,.. um tensor totalmente anti-simétrico. Para o grupo SU(2), as matrizes
A\* sao as trés matrizes de Pauli e as constantes de estrutura (f.,,.) Sao as
componentes do tensor anti-simétrico ¢,,.. Note que a diferenca basica entre
as duas teorias € a auto-interacao entre os campos de glions. Quando f,,. =0,
obtemos para a Eqg. (3.4) uma lagrangiana como a da QED, Eq. (3.1).

O termo de massa na lagrangiana da QCD desempenha um papel importante
no estudo de propriedades da QCD a temperatura finita. Este termo pode ser

escrito como

3
Loassa = —MiZiﬂ = _Z Z mf&;wj‘ (38)

c=1 f=u,d,s,c,tb

Dois limites (tedricos) de valores de m s&o particularmente importantes: m; — 0
e m; — oo. NO primeiro caso, temos que a lagrangiana apresenta uma simetria
quiral, i.e. ela é invariante sob troca de férmions de helicidade positiva (de mao
direita) por férmions de helicidade negativa (de mao esquerda). Tecnicamente,
para N férmions, a lagrangiana nesse limite & invariante sob transformacdes
axiais e vetoriais, ou quirais (que envolvem a matriz de Dirac 5 = y9717273; para
mais detalhes veja a Secado 6.3). Este limite de massa nula € particularmente

relevante para o setor dos quarks leves u e d, cujas massas sao muito menores
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gue as massas dos outros quarks. Este € o setor da teoria em que se realiza uma
quebra dinamica da simetria quiral (no limite m, = my = 0), com a formacao de
um condensado de quarks e a existéncia de bosons de Goldstone. No Cap. 6
sera feita uma discussdo mais detalhada sobre este setor da teoria, em conexao
com uma teoria efetiva descrita em termos de um modelo de spins O(4). O outro
limite, m; — oo, corresponde a ignorar efeitos de criagdo/aniquilacdo de pares
de quark-antiquark, ja que as massas de quarks sao infinitas. Neste limite —
chamado de aproximacao quenched ou teoria de gauge pura — a QCD pode ser
estudada mais facilmente e pode ser definido neste caso um parametro de ordem
para a transicao de desconfinamento a temperatura finita. Para a definicao deste
parametro de ordem vamos utilizar argumentos de QCD na rede, como segue.
A QCD na rede [42] baseia-se na quantizacado da Eq. (3.4) por integrais de
trajetoria, pela continuacdo analitica da variavel temporal a tempos imaginarios
— ou euclidianos — e pela discretizacao do espaco-tempo em uma rede. Desta
forma, os campos de quarks sao representados nos sitios da rede, enquanto os
campos de gauge correspondem aos elos entre sitios. Para temperatura nula,
o potencial de um par quark-antiquark estatico (ou seja, de massa infinita) pode
ser determinado através do estudo do valor esperado do estado fundamental
do chamado loop de Wilson [43] para grandes tempos euclidianos. Para uma
temperatura finita, a rede tem uma direcdo temporal finita. A pergunta neste
caso é qual o objeto que corresponde ao loop de Wilson no estudo da QCD
a temperatura finita. Para responder a esta questao observamos que, devido
a estrutura periodica da rede, & possivel construir quantidades invariantes de
gauge examinando o traco do produto de variaveis de elos ao longo da direcao
temporal. Em uma rede de tamanho finito temos o volume N, x N, x N, x N,.

Desta forma podemos construir a expressao

N
L(it) = Tr [] Ui, na), (3.9)

ng=1

onde

(M,ng) = (g, ny,nzng) = 0, (3.10)
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Us(n) = expligaAys(n)]. (3.11)

Note que g é a constante de acoplamento, a € o espacamento da rede e A,(n) é
quarta componente do campo de gauge na posicao n.

A quantidade L na Eqg. (3.9) € o loop de Polyakov, o qual possui a seguinte
média espacial

L = W Z SN L). (3.12)

ni=1ngs=1n3=1

Sendo F; a energia livre do par quark-antiquark separados por uma distancia

r = |10 — m|, vale a relacdo [42]

exp(—fFg) = (L(7) L'(m)), (3.13)

onde 3 = 2N,./¢g?> e N, € a dimensdo do grupo de gauge. Entdo a energia
livre de um par ¢q pode ser calculada a partir da funcéo de correlagdo espacial
do loop de Polyakov. Além disto, a média do loop de Polyakov, definida na
Eq. (3.12), pode ser um parametro de ordem para a transicao de fase de
confinamento/desconfinamento. De fato, usando a invariancia translacional na
Eq. (3.13) e somando sobre 7i e m separados por r, a expressao do lado direito

torna-se igual a [(L)|? no limite »r — co. Portanto, se
(L) = 0, (3.14)

a Eq. (3.13) implica que F,; — oo. Logo, o sistema esta confinado. Um esbog¢o
do loop de Polyakov pode ser visto na Fig, 3.1. Estudos de QCD na rede a
temperatura finita para o caso quenched permitem uma descricdo precisa da
transicdo de fase de desconfinamento, tendo o loop de Polyakov como seu
parametro de ordem [42]. Como explicado anteriormente, 0 mesmo nao ocorre

na caso da QCD com quarks dinamicos, ou QCD completa.

3.2 Teoria da percola¢ ao

Esta teoria surgiu com o estudo de Flory e Stockmayer [44] durante a segunda

guerra mundial. Esses autores estudaram processos de polimerizacdo de
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(L(m )

-
T -

Tc T
Fig. 3.1: Esboco do loop de Polyakov, o parametro de ordem da QCD pura (ou
guenched) na transicdo de confinamento/desconfinamento.

macromoléculas, interessados em entender os processos de formacao das
mesmas a partir de moléculas menores, com o aumento do niamero de ligacdes

quimicas entre as moléculas. Para mais detalhes veja [11, 12].

A Percolacao pode ser vista como um fluxo de uma substancia em um meio
aleatorio. Os termos fluxo, substancia e meio sao abstratos e tém interpretacoes
variadas de acordo com o contexto adotado, como por exemplo: fogo em
florestas, derramamento de 6leo, formacao de moléculas, etc. [8, Cap. 1], [45].
Outra particularidade desta teoria € que seus elementos (tubos por onde fluira
a substancia, arvores, spins, etc) podem ser dispostos em uma rede, onde em
cada sitio colocamos o objeto desejado. Em principio, a substancia percolara no
meio se determinadas condicdes puramente geométricas forem favoraveis. Veja
por exemplo a Fig. 3.2 (a). Nesta, temos um conjunto de esferas condutoras de
eletricidade alinhadas, representadas por e, e esferas isolantes, representadas
por o (tal como o conjunto de sitios de uma rede unidimensional). Na presente
configuracao, fica claro que a corrente elétrica nao percolara pelo circuito, a
menos que todas as esferas sejam condutoras. No entanto, se colocarmos
mais conjuntos de esferas alinhadas, formando assim uma rede bidimensional,
a eletricidade podera fluir pelo circuito por outro caminho, veja a Fig. 3.2 (b).
Neste exemplo, a grandeza importante para a ocorréncia de percolacdo sera a

concentracao de esferas condutoras. A um conjunto de esferas condutoras em
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() (b)

&

Fig. 3.2: Exemplos de percolacao, no caso (a) unidimensional e no caso (b)
bidimensional.

contato damos o nome de cluster* e a um conjunto destas que se estenda de um
lado a outro do aparato chamamos de cluster percolante.

Se em cada local (sitio) colocarmos uma esfera condutora com probabilidade
p ou uma esfera isolante com probabilidade 1 — p , deve existir um valor critico p,
a partir do qual sempre ocorrera a passagem da corrente. E demonstrado que
para p > p. sempre havera percolagdo [46]. No entanto, o valor de p. depende
da geometria da rede, pois se mudarmos esta geometria o nmero de vizinhos
de uma esfera condutora € modificado. Por exemplo, em uma rede quadrada
cada sitio possui quatro primeiros vizinhos, e em uma rede triangular tera seis
primeiros vizinhos. Para medirmos p., € conveniente definirmos a probabilidade

de percolacdo. Considerando a quantidade

1, se ocorreu percolacao
P = , (3.15)
0. se nao ocorreu percolacao
temos que a probabilidade de percolacdo (P) € a média de P sobre um
nimero grande de relizagcdes do sistema estudado. Em um gréafico de (P)
em funcao de p deveriamos observar o comportamento de uma funcéo degrau
no ponto critico, correspondendo a probabilidade 0 abaixo de p. e 1 acima de

p.. NO entanto, devido ao tamanho finito das redes tratadas numericamente,

*Como dito anteriormente, nesta tese escolheu-se a palavra cluster em inglés para designar
um conjunto ou aglomerado de objetos em contato.
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<pP>

P

oo

Fig. 3.3: Funcao degrau, a curva suave corresponde a L < oo; temos o degrau
quando L = co. Com (P) sendo a probabilidade de percolacéo.

isto €, em simulacdes computacionais, este comportamento nao pode ser
observado. Um exemplo do comportamento observado para (P) pode ser visto
pictoricamente na Fig. 3.3. Nesta figura, a curva suave seria obtida com uma
rede bidimensional finita de comprimento L. Para uma rede infinita (L — o),
teremos exatamente o degrau, determinando assim o valor para o qual p seja
igual a p.. Com um tratamento numeérico de percolagao de sitios € possivel medir
p. = 0.59274675(88) [47]. A transi¢cao de percolacdo € um exemplo de fenébmeno
critico, onde p. € o ponto critico. Também podemos definir alguns expoentes
criticos, mas para tanto € necessario introduzir outras grandezas.

Digamos que, ao invés de esferas, tenhamos nos sitios da rede nimeros 1
(esfera condutora) ou zero (esfera isolante). Podemos medir, por exemplo, a

densidade de sitios ocupados (sendo N o namero total de sitios na rede)

DS
= = - . l
Ps i (3.16)
onde
1, sitio ocupado
0, sitio vazio

Chamando de s-cluster um cluster que contenha uma quantidade s de sitios,
temos uma probabilidade proporcional a sn, de que um sitio ocupado da rede

pertenca a algum s-cluster, onde n, € o nUmero de s-clusters. Por outro lado, a
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probabilidade de que um sitio pertenca a algum cluster é igual a probabilidade de
o sitio estar ocupado (ou seja, desde que o sitio esteja ocupado, ele pertencera

a um cluster). Entao,
Zns s = pN. (3.18)

Para um determinado sitio ocupado da rede, a probabilidade de que ele pertenca

a um s-cluster é

Ng S

E Ng S
S

Com estas equacdes podemos definir o tamanho médio dos clusters da rede [8],

1 2
Zwss = Z Z " ZW gnss ) (3.20)

Se a soma na Eq. (3.20) incluir o cluster percolante, S sera infinito. Ou seja,

(3.19)

Wg —

S diverge em p., demonstrando um comportamento critico da forma (no limite

termodinamico)

S~ p—pd7, (3.21)

onde v € o expoente critico. Outra grandeza Util € a pressao do cluster percolante,
que é definida como':

0, P < De
Op = (3.22)

Ap/V', p=>pe,
onde Ap € o volume do cluster percolante e V = L? o volume da rede. Esta
guantidade mede o peso que o cluster percolante exerce na rede, considerando
a fracdo da rede que faz parte deste cluster. No caso de um sistema finito
(usado para simulacbes numeéricas), € conveniente utilizar a modificacdo do
parametro de ordem de percolacao descrita a seguir. Em cada configuragao,

teremos um nmero finito de clusters de varios tamanhos. Dependendo do valor

*Note que em nossos trabalhos iniciais [6, 11, 12] esta quantidade era chamada de €.
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da temperatura, pode nao ocorrer um cluster percolante, resultando em uma
contribuicdo nula para a quantidade acima. No entanto, existem diversos clusters
de tamanhos variados e, dentre estes objetos, pode ocorrer um em especial com
tamanho significativo. Logo, podemos definir um novo parametro de ordem de

percolacao ¥ [8, Cap. 3], dado por
Q=A/V, (3.23)

onde A é o volume do maior cluster, seja ele percolante ou ndo. No limite de

volume infinito as duas definicdes acima coincidem.

3.2.1 Percola¢ ao e o modelo de Ising

Como dito acima, do ponto de vista da teoria de percolacao, cada sitio da rede
pode estar em dois estados possiveis (graus de liberdade), 1 ou 0. No modelo
de Ising cada spin também possui apenas dois graus de liberdade entdo, em
principio, seria interessante descrever a transicao de fase no modelo de Ising
através da teoria da percolacdo. As tentativas iniciais de tratar a transicao de fase
magnética no modelo de Ising com teoria de percolacao falhavam em reproduzir
a temperatura de Curie (em geral a temperatura critica de percolacao obtida era
menor que a temperaturade Curie). Um passo decisivo no esclarecimento da
situacao foi o trabalho de Fortuin e Kasteleyn [10] que — a partir do hamiltoniano
do modelo de Potts, do qual o modelo de Ising € um caso particular — mostrou
gue a funcao de particéo deste modelo pode ser reescrita como uma soma sobre
configuracdes de clusters de spins, ao invés de uma soma sobre configuracoes
de spins. A conexao teorica definitiva entre a transicdo magnética no modelo de
Ising com o fendmeno da percolacao veio com o trabalho de Coniglio e Klein [9].
Esta conexao é valida também para modelos de spins continuos [48]. Usando a
representacao de clusters de Fortuin e Kasteleyn para o modelo de Ising em duas
dimensdes, Coniglio e Klein mostraram analiticamente, empregando técnicas de

grupo de renormalizacdo, que a temperatura critica magnética do modelo de

'Em [6, 11, 12] esta quantidade & chamada de €’
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Ising determina o ponto critico da percolacao p., onde p. depende de T, através
da formula p. = 1 — exp(—2J/kT,) e k € a constante de Boltzmann. Note que
p € a probabilidade de se colocar elos? entre spins primeiros vizinhos iguais.
Ao contrario dos trabalhos anteriores, onde os elos eram colocados puramente
por caracteristicas geométricas (sempre que 0s spins primeiros vizinhos fossem
iguais, o elo era posto), agora estes elos levavam a informacéo da temperatura
a qual o sistema estava sujeito. Dessa forma, passou-se de clusters geométricos
para clusters fisicos. Deste momento em diante, ficou claro que realmente
se poderia tratar o modelo de Ising via teoria da percolagdo. O trabalho de
Swendsen e Wang [49] estabeleceu através de um algoritmo como usar em
simulagcdes numéricas de Monte Carlo a teoria mencionada acima para obter
uma atualizacdo mais eficiente das configuragdes de spins. Foi assim elaborado
o chamado algoritmo de clusters, descrito a seguir.

Para definirmos a forma desta probabilidade de ligacéo de elos e sua relacao
com a funcao de particdo, vamos explorar as propriedades do modelo de Ising. O
hamiltoniano para o modelo de Ising [Eg. (2.5)] pode ser escrito de uma maneira
um pouco diferente, sem modificar o seu contetdo fisico. Para isto evocamos
os modelos de spins discretos de Potts [50], onde o hamiltoniano sem campo

magnético é descrito como
H = Z Jij(1 = ds,s,) - (3.24)
(ij)

Aqui S, representa os spins, que tomam valores discretos de 1 a ¢ e a soma é
feita sobre os primeiros vizinhos (ij). A equivaléncia do modelo de Potts com
0 modelo de Ising da-se quando ¢ = 2 e J;; = 2J. A partir da manipulagéo da
funcdo de particdo, podemos escrever

Z — Z 6—52(2' 7) Jij(l_(ssi Sj)
{5}

- Z H€_6Jij6,3=]ij5si s;

{5} (i)

$Nesta tese escolnemos denominar de elos os objetos colocados entre spins iguais primeiros
visinhos. Na literetura estes objetos também sao chamados de ligacdes ou links.
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= ZH ”55563”4‘1—(555)

{S} (i5)

= ZH (05,5, (1 — e Pli) 4 e=Alu] | (3.25)

{S} (i7)

definindo
pij =1— e Pli = 1 -7 (3.26)
e através da identidade

at+b = > (adyy+bd0),

n=0.1

sendo a = py;ds,s; € b= (1— py;), encontrando,

zZ = Z H Pijls;s; + (1= pij)]

{S} (i4)

- Z Z H [(pijésisjénijl + (1 - pij>5nij0} > (327)

{St An} GJ)

ou ainda,

= > > | 1T pusdses | | TT 0 =pii)| - (3.28)

{8y {n} | @9 (i)
A nova variavel n;; = 1 (ou 0) especifica quando dois sitios estdo ligados (ou
n&o), isto é, representa os elos, sendo que p;; € a probabilidade de se formar um
elo entre dois sitios vizinhos ij. Como indicamos anteriormente, o elo depende
da temperatura.

Em simulagcdes numéricas, em especial no algoritmo de Swendsen e Wang,
um conjunto de sitios interligados por elos forma um cluster. Observamos
gue, mesmo se 0s vizinhos de um determinado sitio forem ocupados com
objetos do mesmo tipo, isto ndo implica que estes sitios fardo parte do mesmo
cluster. Também, nao teremos elos formados entre sitios de spins diferentes.
No algoritmo de Swendsen e Wang construimos elos entre sitios de mesma
espécie de acordo como a Eq. (3.26). Quanto menor a temperatura, maiores

serdo os clusters. Em uma situacao limite, quando 7" — 0, o algoritmo de
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Fig. 3.4: Configuracdo de sitios para uma dada temperatura. Em (a) temos
apenas os sitios com seus respectivos spins; em (b) temos uma rede de clusters
com os respectivos elos formados com probabilidade p;; [veja a Eq. (3.26)]; em(c)
a rede final apos invertermos os clusters com probabilidade 1/2.

Swendsen e Wang comporta-se tal como um algoritmo de percolacédo de sitios, a
diferenca € que sitios isolados também sao considerados como clusters. Ao nos
aproximarmos de 7,, o cluster quebra-se em varios clusters menores. Quando
T > T., atendéncia & serem formados varios clusters cada vez menores a ponto
de, quando T >> T, visualizarmos apenas spins (clusters) isolados.

Para implementarmos o algoritmo de Swendsen e Wang, procedemos da

seguinte forma:

passo 1: Para um determinado valor de temperatura, geramos uma rede de

spins de Ising.

passo 2: Para encontrar os clusters, é usado o algoritmo de Hoshen e Kopelman
[51], para reparar as eventuais ambiguidades como exemplificado no
Ap. B. Neste passo definimos os elos, formando assim uma rede de
elos. Lembrando que cada elo sera estabelecido com probalilidade p;; [Eq.
(3.26)].

passo 3: Na rede de elos, invertemos cada cluster (conjunto de sitios

conectados) com probabilidade 1/2. Retornamos a rede de spins levando
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a informacao da inversao para implementa-la na rede de sitios. Apos a
inversao da rede de spins, calculamos o parametro de ordem magnético

simplesmente contando os sitios da rede.

passo 4. Apagamos a informacéo dos elos e retornamos ao passo 2. Fazemos
isto tantas vezes quanto for o nosso numero de iteracdes para cada valor

de temperatura.

Este algoritmo € ergodico, pois existe a probabilidade de ir de uma
configuracdo para qualquer outra em uma varredura na rede, e satisfaz a
condicdo de balanco detalhado’ [52, Cap. 4]. Na Fig. 3.4 temos a sequéncia
a ser obedecida: em (a) a rede de spins (passo 1) é formada aleatoriamente,
em (b) temos a rede de elos (passo 2) estipulados com probabilidade dada pela
Eqg. (3.26) e em (c) temos a inversao da rede de elos que é passada para a
rede de spins (passo 2). Apesar desse algoritmo nao ter sido usado para a

atualizacao dos spins aqui, foi utilizada a identificacao dos clusters (passo 2).

3.2.2 Percola¢ ao direcionada

Até 0 momento tratamos da chamada percolacao isotropica. Nela os clusters
podem propagar-se em todas as a direcbes do espaco, assim como ha
percolacao de sitios e elos em uma rede quadrada. No entanto, & possivel
analisar efeitos de percolacdo em uma determinada direcao privilegiada do
espaco. A esta abordagem é dado o nome de percolacdo direcionada. Para
discutirmos este assunto, seguiremos de perto a Ref. [53].

A percolacao direcionada foi introduzida por Broadbent e Hammersley [54],
trata-se de uma variacdo anisotropica da percolacdo isotrépica. Com ela é
possivel estudar, por exemplo, a proliferacdo de epidemias. Do ponto de vista
de um processo epidémico (que tem como agentes bactérias, virus e outros)
o individuo infectado podera transmitir essa doenca e propaga-la para a sua

comunidade. Através de acbes de salde puUblica, esta doenca podera ser

YAmbas as provas destas propriedades ndo serdo abordadas aqui.
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isotropic bond percolation directed bond percolation

Fig. 3.5: Percolacao isotropica (esquerda) e direcionada (direita). A seta indica
a direcao de percolacao. Figura extraida de [53].

controlada ou extinta. Dependendo da razao relativa de individuos infectados
e curados, duas situacdes podem surgir. Se 0 processo epidémico domina, a
epidemia se espalhara por todos os individuos, aproximando-se de um estado
estacionario no qual a doenca e a cura equilibram um ao outro. Mas, a soma total

de individuos infectados diminuira a ponto de desaparecer se a cura domina.

Do ponto de vista isotropico — como tratado até o0 momento — o fendmeno
de percolacao ocorre isotropicamente em todas as direcdes do espaco, sendo
a percolacédo de sitios e elos 0 seu exemplo mais simples, principalmente se
analisarmos uma rede quadrada bidimensional como mostrada na Fig. 3.5 a
esquerda. No limite de redes infinitas, seja p a probabilidade de que um
determinado sitio esteja ocupado. Para p > p. o fendmeno de percolagcao
ocorrera. Por outro lado, se p < p. este fendbmeno nao ocorrera, conforme
mencionado na pag. 37. Na percolacdo direcionada canais ou poros sao
representados por elos entre sitios primeiros vizinhos ativos, estando abertos
com probabilidade p e fechados com 1 — p. O lado direito da Fig. 3.5 mostra
uma tipica configuracao de percolacao direcionada em uma rede bidimensional.

Por exemplo, se analisarmos o fenébmeno de percolacao a partir do sitio central
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Fig. 3.6: Esquema da implementacao da percolacao direcionada.

em destaque nesta figura, um cluster de canais conectados sera formado. Este
cluster podera estender-se de um lado a outro da rede, dependendo do valor
de p, formando assim um cluster percolante. Logo, a percolacao direcionada

também apresenta uma transicao de fase de segunda ordem.

As transicoes de fase da percolacéo isotropica e direcionada sao similares em
muitos aspectos. Ambas podem ser caracterizadas pelo parametro de ordem (P)
[veja a Eq. (3.15) e discussOes abaixo desta]. Embora a percolagao isotropica e
a direcionada tenham diversas caracteristicas em comum, seus comportamentos
criticos perto da transicado de fase tendem a ser diferentes. No caso isotropico,
as propriedades criticas sdo as mesmas em todas as dire¢des, pois, € possivel
encontrar um cluster percolante que se estenda tanto de cima para baixo quanto
da direta para a esquerda na rede. Ja na percolacao direcionada este objeto so
ocorre de cima para baixo. O ponto critico da percolacao isotropica de elos é
p. = 1/2[8], enquanto que, para a percolagdo direcionada é p? ~ 0.6425 [53].
Além disto, dependendo do valor de p um cluster pode estender-se por toda
a rede ou acabar subitamente apos algumas iteracbes!!. Neste Gltimo caso, o
sistema fica preso em um estado denominado de absorvente, isto €, ndo podera

ser abandonado. Portanto, a percolacéo direcionada nao respeita a condicao de

INa percolacéo isotropica uma iteragéo significa varrermos toda a rede. Mas, na percolacdo
direcionada uma iterag@o corresponde a analisarmos a linha inferior ¢ + 1 comparando-a com a
linha superior ¢t da rede estabelecendo elos — com uma certa probabilidade — entre sitios ativos
(veja a Fig. 3.6).
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balanco detalhado.

A interpretacdo dinamica da percolacdo direcionada é ilustrada na Fig. 3.6,
onde a rede de sitios de percolacéao direcionada (1+1)-dimensional € enumerada
horizontalmente por uma coordenada espacial i e verticalmente por uma
coordenada temporal ¢. Cada um dos sitios, s;(t = 0) &€ ocupado aleatoriamente.
Se o sitio € ocupado recebe o valor 1, do contrario, recebe o valor 0. O
conjunto s = {s;} em um dado tempo ¢ especifica a configuracdo do sistema.
A configuracdo temporal ¢t + 1 € determinada de acordo com a configuracao t

respeitando a seguinte regra:

1 ses;_i(t) = lez <p,
sit+1) = < 1 sesy(t) = lez <p, (3.29)
0 demais casos .

sendo 2 dois nimeros aleatorios no intervalo [0,1]. Na Fig. 3.6 um elo ativo
(respectivamente aberto) é representado por uma linha soélida (respectivamente
tracejada).

Empregando a regra acima [EQ. (3.29)] desenvolvemos um algoritmo

numeérico partindo de duas condi¢des iniciais:

(i) Determinamos que 85 % dos sitios da primeira linha da rede (¢ = 0) fossem

ocupados aleatoriamente.

(i) Colocamos apenas um sitio ocupado (Gnica semente) na primeira linha
rede (¢t = 0) na posicao L/2, sendo L (= 100) a dimenséo espacial da rede.

Este valor de L também foi o adotado na condicao inicial acima.

Em ambas as condig¢des iniciais usamos p = 0.2, p? e 0.8, ressaltando que p? ~
0.6425.

As histbrias espago-temporais para condicao inicial aleatoria que obtivemos
sao mostradas na parte superior da Fig. 3.7 para os trés valores de p estudados.
Na parte inferior desta figura temos as historias espaco-temporais para condicao

inicial com apenas um sitio ativo. Nas duas condic¢des iniciais adotadas notamos
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P<ps b=t : P>

Fig. 3.7: Percolacao dirigida de elos em 1+1 dimensdes que partem da condi¢cao
inicial aleatorias (acima) e de uma Unica semente ativa (abaixo). Resultados
foram obtidos empregando as regras apresentadas na Eq. (3.29).

que, para p < p? o sistema evolui para um estado absorvente. Para p = p¢
temos a existéncia de clusters percolantes. Para p > p? ocorre o fendmeno da
percolacao em ambas as condicdes iniciais, entretanto, para a segunda condicao
inicial € formado o chamado cone de disseminacao.

Existem diversas regras, tais como a Eq. (3.29), para o estudo da percolacao
direcionada. Pode-se obter mais detalhes sobre estas regras e o tema
consultando as Referéncias [53, secao 3] e [54]. A discussao deste assunto
nesta tese tem o intuito de mostrar as diversas possibilidades e aplicacdes da
teoria da percolacdo. Uma outra aplicacao da teoria da percolacao € no estudo
da transicao de fase de confinamento/desconfinamento na QCD, como veremos

a sequir.

3.2.3 Percola¢ a0 na teoria de gauge SU(2)

O mapeamento do fendbmeno de percolacdo no modelo de Ising ja foi

apresentado nesta tese (veja Sec. 3.2.1). Como o modelo de Ising apresenta
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a simetria Z(2) — centro de SU(2)** — pesquisadores levantaram a hipotese
da possivel extensao deste mapeamento para o estudo da transicdo de fase
de confinamento/desconfinamento na QCD [5, 15, 40]. Apresentaremos nesta
secao 0s argumentos que justificam esta conjectura tendo como material de
apoio as Refs. [5, 40].

No modelo de Ising os clusters sao formados por spins paralelos conectados

com probabilidade [veja a Eq. (3.26)]

pij = 1 — exp(=287),

onde 3 = 1/kT, sendo k a constante de Boltzmann, 7" a temperatura do sistema
e J uma constante de acoplamento. Do ponto de vista da QCD na rede, como
discutido na pag. 34, € conveniente construir quantidades invariantes de gauge.
Tomando como exemplo o caso bidimensional da teoria SU(2), o sistema é
dividido em uma rede N, x N, x N,, sendo N, uma dire¢do reservada para a
temperatura do sistema. Seguindo a analogia com o modelo de Ising, 0s spins
de Ising em uma derterminada posicao ¢ da rede sao substituidos por loops de
Polyakov [ver Eq. (3.9) acima] L;
1

L; = 5 TTTUI U(z'; 7, T+1) s (3-30)
sendo Uy -, ~+1) matrizes SU(2). O produto matricial da equagéo acima torna-
se um loop fechado na direcao da temperatura. Entdo, nesta analogia os valores
discretos dos spins de Ising sao substituidos pelos valores dos loops de Polyakov,
que podem variar continuamente no intervalo [-1,1] em cada sitio .. Desta
forma definimos clusters como regioes de “mesmo sinal” de loops de Polyakov
conectados. Cada sitio da rede SU(2) apresentara um valor para o loop de

Polyakov. Desta forma, sitios vizinhos serdao conectados com probabilidade

sendo 3 = 4(5/4)"" e B = 4/¢?, onde g é constante de acoplamento da teoria.

**Z(N) é o centro do grupo SU(N), ou seja, o subconjunto dos elementos que comutam com
cada elemento de SU(N).
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A definicdo de 3’ acima € obtida com a denominada expansado de
acoplamento forte, desenvolvida por Green e Karsch [55]. Em [40, Cap. 4] é

apresentado um amplo estudo sobre este tema.

3.3 Comportamento pseudocritico

Até o momento ndo consideramos a acao de um campo magnético externo sobre
0 sistema e a razdo é simples. Introduzindo um campo externo quebramos
explicitamente a simetria do hamiltoniano do sistema, pois 0s spins tenderéao
a se alinhar com o campo, determinando uma direcdo privilegiada para a
magnetizacao — isto €, a direcdo paralela ao campo — que sera diferente de
zero para qualquer valor de temperatura. O mapeamento do modelo de Ising
a teoria da percolacédo foi estabelecido por Coniglio e Klein (veja pag. 40). Ha
também uma maneira simples de implementarmos um campo magnético externo,
construindo assim clusters para H # 0. A técnica para implementacdo de um
campo magnético externo no algoritmo de Swendsen e Wang é discutida no
Ap. C no contexto do modelo O(4).

De modo geral, se a temperatura for igual a zero a magnetizacao por spin
sera unitaria, mas se a temperatura tende a infinito (com campo externo finito)
a magnetizacdo tendera a zero. O campo conecta clusters distantes dentro da
rede através de um spin fantasma, que é paralelo a este. Desta forma, elos
entre os sitios e o spin fantasma sao distribuidos aleatoriamente na rede com
probabilidade [8, Cap. 7]

pg = 1 —exp(—=2H/KT), (3.32)

formando um cluster que percola para H # 0 (qualquer que seja a temperatura),
através do campo. Por outro lado, se fizermos uma analise de percolacdo nesta
rede, levando em conta apenas os clusters conexos (isto &€, sem considerar o spin
fantasma), veremos que, para um determinado valor de campo, a percolacao
ocorrera até uma respectiva temperatura 7,,(H). A colecdo destes valores de

temperatura no plano 7' x H define a chamada de linha de Kertész [56]. Um
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0

Fig. 3.8: Esquema da linha de Kertész para a teoria da percolacdo. Figura
extraida de [5].

esquema desta & mostrado na Fig. 3.8. Note que a campo nulo 7,,(0) = 7. e a
Eq. (3.26) garante que o sistema tenha o comportamento critico do modelo de
Ising.

Para um campo magneético infinito, todos os spins da rede se alinhardo com
este para qualquer valor finito de temperatura. Entretanto, os elos entre os spins
da rede e o spin fantasma serédo colocados com probabilidade p;;, transformado
o problema de percolacdo de sitios e elos em um problema puramente de
percolacao de elos. A transicao de percolacdo ocorrera para aqueles valores
de T, para os quais a probabilidade p;; seja igual a densidade critica de elos

(para mais detalhes sobre percolacao de elos, veja pag. 38)

Dij = Db, (3.33)

de onde calculamos

2J
T, = _klog[l @] (3.34)

onde d é a dimensao do sistema. Vejamos agora a linha pseudo-critica.

Como mencionado acima, a presenca de um campo magnético quebra a
simetria do sistema, o0 que elimina o comportamento térmico critico do modelo.
Nenhum dos potenciais termodinamicos (tal como a suscetibilidade e o calor

especifico) exibe descontinuidades, pois a funcao de particao é analitica a campo
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nao-nulo. A divergéncia da suscetibilidade x (7', H) & substituida por um ponto de
maximo em uma dada temperatura para um determinado campo H. Ao variar
o valor de H, teremos um conjunto de temperaturas que definirdo a chamada
linha pseudo-critica. Em geral, as duas linhas descritas acima nao podem
coincidir, pois para H — oo a linha de Kertész leva a uma valor finito de
temperatura, enquanto que para a linha pseudo-critica temos uma temperatura
infinita. Utilizando o grupo de renormalizacao, encontra-se que a magnetizacao

guando H é pequeno tem a seguinte lei de escala
M = HY N(r H Y5 (3.35)

sendo T a temperatura reduzida [Eqg. (2.15)] e N' uma fungdo universal, a qual

esta de acordo com a segunda equacéo de (2.14) para 7 = 0. Fazendo
M = 7% (7 H-YB) =B N (v H~1/P9) (3.36)
podemos escrever
M = 7% M(r H~Y/%) (3.37)

Desta forma, toda a dependéncia do campo esta na fungdo M (rH~/5%). Como
definido na Eg. (2.9), a suscetibilidade magnética &€ dada pela derivada da

magnetizacao com respeito a0 campo magnético externo

oM

YT om

M
= Pt g (/hy) L 3.38

com M(z) = OM(x)/0x. Concluimos que
x ~ P H g M (T H_I/M)
~ H™'[r B-YP) HY 3(7 BV,
ou seja, a suscetibilidade magnética tem a seguinte lei de escala

o~ H/O F(r H—l/ﬁé). (3.39)
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Para determinarmos os valores de temperatura da linha pseudo-critica, que

chamaremos de T,, derivamos a Eq. (3.39) com respeito 7 e igualamos a zero

dx _ 1/6 =1 d T
orl,_, e E(Hl/ﬁé)
0 = HPVRAF (r H P, (3.40)

Claramente, o Unico modo de a Eq. (3.40) ser igual a zero € se 7' = 0. Isto
ocorre para um certo valor (fixo) de sua variavel, implicando portanto que para

um dado H a temperatura no pico obedece a relagao
Ty R HYP (3.41)

Para valores pequenos de campo magnético temos uma lei de poténcia. Se
0 campo magnético tende a infinito, 7, também tendera, mas linha de Kertész
tem um valor finito de temperatura, 7, [veja Eq. (3.34)] . Entao, as duas linhas
tem comportamentos distintos para H > 1. Logo, se quisermos compara-las, o

campo magnético dever ser pequeno [57].



Capitulo 4

Comportamento din amico

sta tese trata da dinamica da transicdo de fase magnética no modelo de
Elsing. Até o momento, somente discutimos fendmenos criticos estaticos.
Neste capitulo vamos fazer uma breve revisao sobre a dindmica de transicoes de
fase. Inicialmente, vamos discutir a evolucao temporal de parametros de ordem
em termos de equacdes estocasticas, do tipo de equacdes de Ginzburg-Landau
dependentes do tempo. Como veremos, estas equacdes levam a distribuicao
de probabilidade de equilibrio para o parametro de ordem. Logo apos isso,
vamos colocar neste contexto modelos de spins discretos, onde definimos as
correspondentes equacdes mestras, e discutimos as dinamicas de Glauber e de

Kawasaki no contexto de simulagdes de Monte Carlo.

Para a descricdo da dependéncia temporal de um parametro de ordem e seu
relaxamento ao equilibrio, &€ necessario definir uma dinamica para o sistema.
Para exemplificar um estudo desta natureza, vamos fazer uso da teoria de
Ginzburg-Landau, apresentada na secao 2.4. Geralmente, ndo € possivel derivar
esta dinamica a partir de variaveis dinamicas microscopicas do sistema. No
entanto, no ambito da teoria de Ginzburg-Landau, podemos supor a forma
do resultado que obteriamos se derivassemos a dinamica a partir da fisica

microscopica [32].

Em equilibrio, a configuragcao espacial do parametro de ordem ¢ & dada por

L
0¢(7)

=0, (4.1)

54
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sendo

L= [ar{3wem? + aro + o)t - Ho@}. @)

Esta expressdo pode ser comparada a Eq. (2.55). Se o sistema é levado
ligeiramente para fora do equilibrio, & natural supor que a razao pela qual
o sistema relaxa de volta para o equilibrio & proporcional ao seu desvio do
equilibrio. Esta suposicao de resposta linear € puramente fenomenologica, e

leva a seguinte equacao para a razao de mudanca do parametro de ordem

90 _ _p oL (4.3)

ot 0p(r) °

onde I' & um parametro fenomenologico que supomos ser independente do

parametro de ordem e fracamente dependente da temperatura. Esta equacao
(conhecida como a equacdo de Ginzburg-Landau dependente do tempo)
possivelmente ndo € uma descricao correta quando o estado aproxima-se do
equilibrio, pois este estado € um minimo global de L. A Eq. (4.3) leva o parametro
de ordem para um minimo, nao necessariamente global. Se desejamos alcancar
o minimo global, devemos considerar um termo referente as flutuacdes térmicas

na Eq. (4.3)

oo oL

onde supomos que o ruido ((r,¢) seja uma fungcdo gaussiana aleatoria. Uma

variavel aleatéria dependente do tempo € conhecida como variavel estocastica
[29]. Isto significa que o ruido € escolhido a partir de um conjunto de funcdes

aleatorias com uma distribuicdo de probabilidade

PULEOD ~ 0 |- [atrarce?) @5

com a constante de proporcionalidade sendo formalmente igual a inversa da

integral funcional

/Dgexp {—%/ddfdt (7, t)ﬂ , (4.6)
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e a variancia da distribuicao sendo D. Ou seja, temos

CF e = 0 (4.7)
(CFH ) = Do(F—r)o(t—1), (4.8)

onde (- --). representa médias com respeito a distribuicdo de probabilidade P
[veja a Eq. (4.5)]. As equacoes acima definem as propriedades de um ruido
branco. Utiliza-se este nome porque a intensidade espectral deste processo
estocastico — dada pela transformada de Fourier de sua funcdo de auto-
correlacdo temporal — contém todas as freqiiéncias igualmente (como a luz
branca), ja que a transformada de Fourier da funcéo delta € uma constante [58].
A Eq. (4.4) é conhecida como equacdo de Langevin. Para que esta equacao
conduza a correta distribuicdo de probabilidades de equilibrio P para ¢, a
amplitude do ruido deve ser relacionada com a temperatura do sistema. A
probabilidade de encontrarmos o parametro de ordem na configuracdo ¢(r) é

uma funcéo do tempo

Py({o(M},t) = (o[ o(F) — o(F t.{CH ] )c. (4.9)

onde ¢(7,t,{¢}) € a solucdo da equacdo de Langevin para um ruido em
particular, ou seja, a fungcao delta & zero em média, a menos que a configuragao
¢(r) seja encontrada na solucdo da equacédo de Langevin. Dentro de uma
pequena regidao do espaco, a probabilidade de encontrar a funcao desejada é
a integral da funcéo delta sobre toda a regido do espaco.

A evolucéo temporal de P, pode ser encontrada diferenciando a Eq. (4.9).

Utilizando a equacao de Langevin, encontra-se a equacao de Fokker-Planck

0 L0 oL D P,
FrtoTh = [ et g v - )

(4.10)

Para mais detalhes sobre a deducdo desta equacao veja [32, Ap. 8]. Quando ¢
tende a infinito, a solucdo da equacao de Fokker-Planck aproxima-se da solucao
de equilibrio

PAo() ~ e (-2 @.11)
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a qual &€ uma distribuicao de Boltzmann se impusermos a relacao
D = 2TkT, (4.12)

sendo k é a constante de Boltzmann. Este resultado € um exemplo do teorema
da flutuacao-dissipacao. A seguir, apresentamos os conceitos de dinamica critica

para modelos de spins discretos.

4.1 Comportamento din amico para modelos de spins
discretos

Vamos considerar agora o0 modelo de Ising sem campo externo (e com
acoplamentos que podem depender do par de primeiros vizinhos considerados)
[28]

BH = ZjijsiSj, (4.13)
(ig)

sendo J;; uma constante de acoplamento que depende dos pares de spins
primeiros vizinhos S; e S;. Seja {S} = (51, S2, Ss, - - -) um determinado estado do
sistema e P({S};t) a probabilidade de o sistema estar em um particular estado
{S} no tempo ¢. A evolucdo temporal pode ser discreta ou continua. O caso
discreto corresponde ao empregado em uma simulacdo de Monte Carlo. Em
cada instante de tempo escolhemos aleatoriamente um spin da rede. Decidimos
se ele sera invertido (ou ndo) baseado em um numero aleatorio, cuja distribuicao
é determinada pelo hamiltoniano. O caso de tempo continuo pode ser estudado
analiticamente. E natural esperar que as propriedades criticas universais para
cada modelo dinamico sejam as mesmas neste caso, e que concordem com as
obtidas na teoria de Ginzburg-Landau dependente do tempo.

Supdbe-se que, no caso continuo e em um intervalo de tempo ¢, processos
em que mais de um spin seja invertido possam ser ignorados. Sendo w;({S})ot

a probabilidade de que o spin S; seja invertido durante o intervalo, a equagao



Capitulo 4. Comportamento dinamico 58

mestra — que governa a evolucao dos processos estocasticos* — tem a forma
d
S PASht) = = wi(Sj, - )P(S;, 5 1)

+ > wi(=S, . )P(=Sj, 5 t). (4.14)

Os dois termos do lado direito representam, respectivamente, a razao de
despopulagéo e de populagdo de um dado estado pela inverséo do spin S;.
Exige-se que w; dependa apenas do estado do spin adjacente ao sitio j, e
também que a solucdo da equacao mestra para o estado de equilibrio [para
tanto, o lado esquerdo da Eq. (4.14) deve ser nulo] seja dado pela distribuicao de

Boltzmann
P o exp[—FH({S})], (4.15)
ou seja,

Z[wj(sj, L )e RSy i(= S, L )e PRS- T = 0, (4.16)
J

Para satisfazer a equacao acima determina-se que
1
wi(15}) = g T'[l = 5;tanh(hy)], (4.17)

sendo h; = ZJZ-J»S,- e I uma constante com dimenséo t~!. Isto define o

modelo de Glafuber. Observe que neste caso o parametro de ordem nao €&
conservado. Logo, espera-se que 0 comportamento critico esteja na classe de
universalidade do modelo A, definido em [59]. No entanto, é possivel definir um
modelo microscopico onde o parametro de ordem seja localmente conservado,
por exemplo, pela escolha de um processo que inverta dois spins adjacentes
opostamente orientados. Esta escolha resulta na denominada dinamica de
Kawasaki, a qual presume-se estar na classe de universalidade do modelo B,

definido em [59], o qual conserva o parametro de ordem.

*Um processo estocastico é definido como uma colecdo de variaveis estocasticas. Como
mencionado acima, uma variavel estocastica & uma variavel aleatoria que depende do tempo
[58].
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4.2 Dinamica de tempos curtos

Do ponto de vista termodinamico, o tempo necessario para que um determinado
observavel alcance a sua configuracdo de equilibrio — que respeita uma
distribuicdo de Boltzmann — € irrelevante. Desta forma € possivel determinar
expoentes criticos através de simulacdes numéricas no equilibrio. Mas, alcancar
as configuracdes de equilibrio nas vizinhancas da regiao critica torna-se, do
ponto de vista computacional, muito “pesado”, devido a forte correlagdo entre
as configuragdes. Por outro lado, o trabalho de H. K. Janssen, B. Schaub e
B. Schmittmann [18] mostrou a relevancia da evolucao temporal das grandezas
termodinamicas, possibilitando medidas de expoentes criticos de equilibrio ja
nos primeiros instantes da evolucao do sistema. Mais precisamente, considera-
se como uma iteracao o ato de analisar todos os entes de um sistema através
de um dado algoritmo’. Desta forma define-se uma dinamica para a evolugéo,
sendo cada unidade de tempo definida como uma iteracdo. O comportamento
do sistema na temperatura critica 7, para os instantes iniciais desta evolucao
constitui o que chamamos de dinamica de tempos curtos. Além de expoentes
criticos estaticos (ou de equilibrio) tornou-se possivel o estudo de propriedades
dinamicas, tais como 0s expoentes criticos dinamicos que introduziremos a
seguir, através do comportamento anémalo do parametro de ordem. Por outro
lado, discussdes criticas do método foram recentemente apresentadas em [60].

Toda a simulacdo numérica de observaveis termodinamicos para modelos
de spins envolve uma dindmica, mesmo em simulacdes de equilibrio. Em
simulacdes de tempos curtos, geralmente adota-se uma dinamica de Monte
Carlo. Nesta, cada spin da rede é direcionado para cima ou para baixo com
uma certa probabilidade, gerada a partir de uma variavel aleatoria uniformemente
distribuida entre [0, 1]. Esse mesmo tipo de variavel aleatoria € utilizado para o
estabelecimento (ou nao) do elo entre spins de mesmo tipo [veja Eg. (3.26)] no

algoritmo de Hoshen-Kopelman.

fEm sistemas de spins dispostos em uma rede, isto significa varrer toda a rede adotando um
algoritmo numeérico.
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Como mencionamos anteriormente, as primeiras iteracdes numéricas estao
fortemente correlacionadas a distribuicdo inicial dos spins, e este problema é
sentido mais significativamente quando a temperatura € proxima de 7.. As
discussdes do Cap. 2 (pag. 23) mostraram que o comprimento de correlacao
espacial diverge na regido critica. Da mesma forma, a correlagcédo temporal entre
as configuracdes estudadas diverge na regiao critica. A este fato damos o nome
de critical slowing down. Entdo, os comportamentos iniciais dos observaveis
termodinamicos sao, em principio, diferentes de seus comportamentos de
equilibrio. Apesar desta diferenca, € possivel observar uma fisica universal para
o regime de tempos curtos e expoentes criticos proprios desse tempo inicial.
Nesta tese, o termo “dinamica” € usado para designar o comportamento do
observavel em sua evolucao para o equilibrio.

Em modelos de spins, tais como o modelo de Ising, a dinamica de tempos
curtos foi estudada por diversos pesquisadores [16, 18, 19, 20, 21, 22]. Estes
por sua vez, apoiaram-se no grupo de renormalizacdao para determinar uma
forma viavel do comportamento dos observaveis fisicos em tempos curtos e, com
isto, tornaram possivel a determinacao dos expoentes criticos dinamicos. Nas
décadas de 80 e 90 varios esfor¢os foram feitos nesta direcdo, principalmente
apo6s a introducao da formula do k-ésimo momento da magnetizacao por H. K.

Janssen, B. Schaub e B. Schmittmann [18]
M® (¢ 1, Limg) = b MB (=%t bYvr b7 L, b5*0my) , (4.18)

gue combina expoentes criticos de equilibrio, 7 e v, e 0s expoentes criticos
dindmicos = e z,'. Nesta formula, b &€ um fator de escala, ¢ &€ a variavel dinamica
temporal, m, € a magnetizacao inicial, L € o tamanho linear da rede e 7 € a
temperatura reduzida [veja a Eq. (2.15)]. O papel de m, ficara mais claro a
sequir.

Os k-ésimos momentos da magnetizacao sao definidos, para um sistema com

N spins, para uma magnetizacao inicial m, e independentemente do valor da

'O expoente critico dinamico z, € também conhecido como a dimensdo andmala da
magnetizacao inicial my.
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y® = 1<<i5>k> (4.19)
= w8 ) .

sendo a média (---) feita sobre diversas amostras, ou historias, como sera

temperatura, por

detalhado no Cap. 5 (pag. 71).

421 Leideescaladin amica

A Eg. (4.18) foi derivada utilizando-se técnicas perturbativas do ponto de vista
de teoria de campos. No entanto € possivel sua deducdo, como mostrado em
[61], utilizando apenas leis de escala e argumentos de grupo de renormalizacao.
Para tanto, parte-se da expressao da energia livre de Helmholtz de um sistema
magnético

B(H, 7. L) = ———log(Z), (4.20)

BN

onde H é o campo magnético, L o tamanho linear da rede, r a temperatura
reduzida, N = L¢ e Z a funcdo de particdo [veja Eqg. (2.8)]. O grupo
de renormalizacdo garante que as quantidades fisicas do sistema possam
ser reescaladas de modo a manter a funcdo de particdo intacta ap6s o

reescalonamento. Para tanto consideremos

L —I1 = \L (4.21)
H— H = \H (4.22)
T — 7 = XY, (4.23)

sendo x = d + #/v. Ou seja, temos
Z(H,7,L) = Z(\"H, \™Y"7, \L), (4.24)

onde os spins foram reescalonados. Desta forma, a Eq.(4.20) é reescrita como

1 1
B (AL)

O(H, L) = - log[Z(X*H, A7, AL). (4.25)
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Temos entao
O(H,7,L) = AN TOONH, X7, A\L). (4.26)

A magnetizacao espontanea é calculada como [veja Eq. (2.9)]

o
OH
= NTUMOH, AVrr, AL). (4.27)

M =

Escolhendo A = L~! e utilizando x—d = 3/v, encontra-se a lei de escala estatica

para a magnetizacao a campo nulo
M(r,L) = L™°" M(LY"7). (4.28)

Para considerar efeitos dinamicos, mantém-se o reescalonamento das

variaveis L, H e 7, acrescentando
t — =Nt (4.29)
me — my = AN my. (4.30)
Desta forma, com um procedimento analogo ao exposto acima, encontra-se
O(H, t,7,L,mg) = NP ONH, XNt, X7, AL, X "my) , (4.31)
e através da Eq. (2.9) temos (para campo nulo)
M(t,7,L,ymg) = N MOt XY AL, A\™"my) . (4.32)

Fazendo \ = b~! encontramos a lei de escala dinamica, Eq. (4.18), para o caso
k=1.

4.2.2 Expoentes criticos din  amicos

A aplicacao da Eq. (4.18) no modelo de Ising possibilita o calculo dos expoentes
criticos dinamicos. Visto que o sistema parte de uma magnetizacdo nao

nula, utiliza-se o observavel M sem tomarmos o moédulo. Note que em
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simulagdes numeéricas de equilibrio a campo zero toma-se geralmente o modulo
da magnetizacdo como estimador do parametro de ordem, para evitar 0s
chamados efeitos de tunelamento entre estados de magnetizacao positiva e
negativa. Entdo, podemos forcar o sistema a ter uma pequena magnetizacao
inicial my e acompanhar como € a evolugéo temporal do parametro de ordem,
medindo assim um determinado expoente critico dinamico. Ou seja, fazendo

7=0 (istoé, T=1.), k=1 e b=t"%temos (para volume infinito)
M(t,mg) = t /" M(1,t*my) (4.33)

Se my é pequena e M(t,my) € uma funcdo analitica de m,, podemos expandir
a Eqg. (4.33) em termos de my.

our

_ t—ﬁ/yz txo/z M/m _ _ t(xo—ﬁ/y)/zM/ 1.0
0m0 | 0=20 ( ) )7

ou
M(t,mg) = M(t,0) + mot'@=PM/= MI(1,0) + - .
Jaque M(t,0) =0em T = T, para volume infinito, temos
M(t) ~mot?, 0= (xq— B/v)/z, (4.34)

sendo # um expoente critico dinamico. Entdo esperamos um comportamento
de lei de poténcia no inicio da evolucdo temporal do primeiro momento
da magnetizacdo. Pode-se também preparar o sistema inicial com uma
magnetizacao inicial igual a 1. Desta forma teremos a dinamica a partir de um
estado ordenado (rede fria). A lei de escala para a magnetizagdo com 7 = 0,
k=mo=1e b=t"Y?naEq. (4.18) & dada por [20, 62]

M(t) ~ t= 8= (4.35)

Visto que no caso do modelo de Ising sabemos os valores dos expoentes criticos
estaticos da equacédo acima, pode-se medir o expoente critico dinamico z.
E possivel também medir outros expoentes criticos dinAmicos com m, = 0.

Se analisarmos o segundo momento da magnetizacdo em my = 0 e T = T,
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teremos

M3 (t, L) = 78/ MO ==L (4.36)
ou

MOt ~tY, y=(d—28/v)/z, (4.37)

definindo assim o expoente critico y. Seguindo esta mesma condicao inicial

podemos considerar a auto-correlacao

A(t) = %< Zsi(o)si(t)] >> (4.38)

que obedece a uma lei de poténcia do tipo [19]

d
At = 0)~t, A= ;—9, (4.39)

definindo o expoente critico . E possivel calcular A e z, em my = 0. Logo,
podemos inferir o valor de 6 também usando as definicdes acima. O {nico
contraponto a esta idéia € que erros nas medidas destes dois expoentes
colaborarao para um erro grande em 6.

Pode-se medir o expoente critico dinamico ¢ realizando diversas simulactes
numeéricas para mgs diferentes. Para cada valor de m, temos um 6, entao
extrapolamos seu valor para m; — 0. Entretanto, cada uma destas medidas
de # € acompanhada de um erro, o que deve ser considerado na extrapolacao,
ocasionando um erro grande na medida final de . Para evitar este problema
podemos medir este expoente critico diretamente empregando a funcao de

correlacao temporal [63]
Qt) = §<Z >_5it) Sj<0>> ~ 1, (4.40)

sendo Sy, spins de Ising e S;(0) um estado inicial com comprimento de correlagéo
nulo. De fato, a aplicacdo deste método possibilita o calculo deste expoente

critico dinamico para diversos modelos, conforme realizado em [63]. Em
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particular, sua aplicacao para o modelo de Ising bidimensional & apresentada em
[64], onde mediu-se o0 expoente critico dinamico 6. A vantagem deste método
€ evitar a realizacao de diversas simulagcdes numéricas com mgys diferentes e
extrapolar my, — 0, resultando assim em um valor para 6. Logo, a utilizacao da
Eqg. (4.40) mostra-se vantajosa.

Para uma medida de z independente, usamos o cumulante de Binder

dependente do tempo

1 M(4) (tv T, L7 mO)

t, 7, L =1- = 4.41
U( , T, 7m0) 3 [M(z)(t,T,L,mo)]Q ) ( )
onde, usando a Eq. (4.18) para 7 = 0 e my = 0, temos
—48/v 4) (1,—= -1
UtL) - 1b MB(b=* 07 L)
3 b4/ M@ (b== ¢, b= L)|?
= UL~ t,b'L). (4.42)
Se b= Ll/LQ
U(t,L;) = U *t, L Ly)
Ly
Ult,Ly) = UMbt Ly). (4.43)

Entdo, o expoente z pode ser facilmente obtido procurando um fator de escala
temporal 6~* tal que as duas curvas provenientes da equacao acima para dois
volumes de redes diferentes (L¢ e L) colapsem [21].

Outra possibilidade para uma medida independente para o expoente critico
dinamico z é através das Eqs. (4.35) e (4.37), definindo a quantidade [65]

M@ (t) |y =g @28z
(M ())2|mg =1 +—20/zv

Fy(t) = = 1= (4.44)

Também é possivel medir alguns expoentes criticos estaticos. Por exemplo, com

0 segundo momento da magnetizacdo com my = 0, medimos 25 /v

M (t 7, L) = b= MO (b=t 07,6711 . (4.45)
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Ising 2d [Ref.] Ising 3d [Ref.]

6  0.191(2) [19] 0.104(3) [66]

A 0.745(12) [16] 1.36(1) [67]

z  2.155(3)  [16] 2.032(4) [66]

y  0.825(14) [16] 0.970(11) [67]

28/v 0.2504(29) [21] 1.02(3)  [67]
1/v  0.955(40) [21] 1.594(4)  [68]

Tab. 4.1: Valores numéricos de alguns expoentes criticos estaticos e dinamicos.
Valores dos expoentes criticos estaticos do modelo de Ising bidimensional
(exatos) e tridimensional constam na Tab. 2.1.

Com a derivada do logaritmo do segundo momento com respeito a 7 dada por

8 2 1/v a 2 —z -1
ElogM()(t,T,L)‘TZO = b/ %log/\/l()(b t, 7 b71L)

(4.46)

T'=0"

temos 1/v independentemente. Na Tab. 4.1, listamos alguns expoentes criticos

estaticos e dinamicos dados pela literatura.

4.2.3 Comportamento an 6malo da magnetiza¢ ao

No inicio da evolugcao temporal a magnetizacao critica apresenta um crescimento
[16] — conforme mostrado na Fig. 4.1 — evidenciando o efeito da magnetizagcao
inicial my a qual o sistema esta sujeito [de acordo com a Eq. (4.34)],
possibilitando assim a medida do expoente critico . Apos alcangar seu maximo,
ela decai gradualmente, levando o sistema a um regime de tempo intermediario

dado por
M(t) ~ t=P/v= (4.47)

ApOs um longo tempo, o sistema alcanca seu comportamento de equilibrio.

Neste momento a correlacao torna-se relevante e a magnetizacao evolui como

M(t) ~ exp(—t/&), (4.48)
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M(t) N

Fig. 4.1: Comportamento ilustrativo da magnetizacdo em tempos curtos. Figura
extraida de [16].

para um sistema finito na temperatura critica, sendo & 0 comprimento de

correlacao temporal, dado por

onde L é a dimensao lateral do sistema.

O aumento inicial da magnetizacédo pode ser atribuido ao curto comprimento
de correlacdo. ApoOs t,;., grosseiramente falando, existem dois fenémenos
competindo em um sistema dinamico: o crescimento de dominios® e a flutuagéo.
O tamanho médio do dominio representa o comportamento de correlagao
espacial e reflete quao forte € a flutuacdo. No estagio inicial da evolucao
temporal, o tamanho do dominio & pequeno e a flutuacdo fraca. O crescimento
do dominio prevalece. Uma pequena magnetizacao inicial induz mais dominios

de spins positivos. Como resultado, o dominio de spins positivos cresce

§Conjunto de spins primeiros vizinhos de mesmo tipo.
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rapidamente. Isto seria a origem para o crescimento inicial da magnetizacao.
ApOs algum tempo, os dominios de spins positivos saturam e a flutuacdo comeca

a atuar. Finalmente a magnetizacao alcanca seu maximo e comeca a decrescer.

4.3 Método de Monte Carlo

Todas as simulagdes numéricas desta tese foram feitas utilizando o método
de Monte Carlo. Em geral, a aplicacdo deste método se da sempre que
empregamos um algoritmo que utilize variaveis aleatérias. Estas aplicacdes
abrangem calculos em teoria de campo [69], integracdo numérica [70], mecanica
estatistica [71, 72] entre outras. No entanto existem vantagens e desvantagens
no emprego deste método.

Em calculos de integrais multidimensionais, o método de Monte Carlo é (til
apenas a partir de uma determinada dimensao. Isto se deve ao comportamento
do seu erro estatistico (variancia). De fato, para o calculo numérico de
integrais multidimensionais em dimensao baixa, sdo geralmente empregadas
as chamadas férmulas de Newton-Cotes. Sua aplicacao consiste em dividir
o intervalo de integracdo em partes iguais. Sao exemplos destas formulas os
métodos do trapézio, de Simpson e Simpson 3/8. Para mais detalhes veja [73].

O calculo numérico de uma integral unidimensional com a regra de Simpson
nos fornece

n 5

/ n fz)dz = T ; o ijf(xj) - 11%%_74%)]‘7(4) ) (4.50)

j=1
onde n (0 nUmero de intervalos iguais em que a funcao é dividida) € um nimero
par, wp = w, = 1/3eparal <j <n—1temos w; = 4/3 (respectivamente
2/3) para j impar (respectivamente par). A formula apresenta um erro da ordem
de 1/n*. Para tratar o problema através do método de Monte Carlo, fazemos a

aproximacao

[ e = 23" pa. (4.51)
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sendo o erro da ordem de 1/,/n, onde n &€ a quantidade de sorteios aleatorios
utilizados para preencher a area de integracao.
Para integrais multidimensionais utilizando a regra do trapézio temos
J 1 & u i iq 1
i1=0 iq=0
No total, temos que calcular a fungdo N = (n + 1)? ~ n? vezes e isto nos leva

a um erro da ordem de N~%¢, Com o aumento da dimensao d o erro O(N~%4)

aumenta drasticamente. Do ponto de vista do método de Monte Carlo

/dduf(ul,...,ud) = %Z---Zf(ul,...,ud), (4.53)

i1=0  ig=0

o erro continuara da ordem de 1/v/N, ou seja, se d > 4 0 método de Monte
Carlo apresenta um erro menor do que as formulas de Newton-Cotes, como a
Eq. (4.52).

A utilizacdo do método de Monte Carlo em mecanica estatistica pode ser
exemplificada com o préprio modelo de Ising. Em uma simulacdo numérica
podemos por exemplo definir se os spins de Ising sdao 1 ou —1 com uma
probabilidade p. Para tanto sorteamos um numero aleatoério r e definimos a regra:

r<p —S=+1
se - (4.54)
r>p — 95 =—1
Como foi dito na pag. 43, de acordo com o algoritmo de Hoshen e Kopelman, elos
sao colocados entre spins iguais com uma probabilidade dada pela Eq. (3.26).
Para tanto sorteamos um nUmero aleatério » e 0 comparamos com esta
probabilidade, e assim, estabelecemos (ou nao) os elos.

Do ponto de vista computacional estes nUmeros nao sao aleatorios no sentido
amplo da palavra. Como sua geracao respeita um algoritmo, eles sao pseudo-
aleatorios. Logo existem seqliéncias pré-definidas. Em geral, os numeros
pseudo-aleatorios sao uniformemente distribuidos no intervalo [0,1], mas é

possivel modificar esta distribuicao (para alguns exemplos veja o Ap. C).
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Simulag o6es

omo foi descrito na Secao 3.2.1, € possivel encontrar uma definicao de
Cpercolagéo que coincida com a transicdo magnética do modelo de Ising
[11, 12]. Logo, em principio, existem expoentes criticos dinamicos associados
aos observaveis de percolacdo. Como o analogo da magnetizacao € a pressao
do cluster percolante, [veja a Eqg. (5.1)], esperamos que esta também exiba
um comportamento de lei de poténcia neste regime, possivelmente com um
expoente critico dinamico ¢ igual ao dado pela magnetizacdo do modelo de Ising.
O primeiro procedimento & impor que o sistema tenha uma magnetizacao inicial
mg. Entdo realizamos varias varreduras na rede fixando a temperatura em 7T..
Em cada varredura a rede € levada a um banho térmico através de um algoritmo
homénimo. No proximo passo, identificamos clusters nesta rede utilizando o
algoritmo de Hoshen e Kopelman*, calculando a pressao do cluster percolante
0, se nao houver percolagao
Qp = , (5.2)

Ap/V . se houver percolacéo

ou a pressao do maior cluster
Q= AV, (5.2)

sendo A o volume do maior cluster da rede (veja a discussao sobre o parametro

de ordem de percolacao no final da Secao 3.2).

*Para mais detalhes sobre este algoritmo veja o Ap. B.

70
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Para formar a estatistica dos dados, realizamos diversas histérias temporais,
sendo que em cada historia a rede inicial € gerada a partir de uma semente
aleatoria diferente. Assim, ao final teremos uma média nas historias. Quanto
mais historias, menor sera o erro estatistico. Observe que os erros devido a
correlagdo entre o tempo (varredura) ¢t e o tempo ¢t + 1 nao sao relevantes neste
passo da analise. Em cada instante de tempo teremos um dado namero n;,;, de
histérias. Como cada histéria &€ independente das demais (ou seja, as historias
nao sao correlacionadas), basta calcular a variancia ou desvio padréo para cada

instante de tempo.

5.1 Condi¢ Ges iniciais

A maneira usual de preparar a rede inicial contendo uma magnetizacao m, €
distribuir em uma rede “quente” (i.e. com magnetizacdo nula) uma quantidade
de spins +1 de modo que a magnetizacdo total da rede seja mg. Isto &
feito invertendo alguns spins aleatoriamente na rede. Este procedimento,
denominado nesta tese de magnetizacao dispersa, foi o primeiro adotado nas
simulacdes, mas também foi possivel modificar esta condicao inicial. Na segunda
forma escolhida, chamada de magnetizacao concentrada, determina-se uma
regido compacta, circular em duas dimensdes e esférica em trés dimensodes,
contendo a quantidade exata de spins para que se tenha a magnetizacao m,,
sendo o restante da rede com magnetizacao nula. (Como foi mostrado em
[19], a geometria da rede é irrelevante para a avaliacdo dos expoentes criticos
dinamicos magnéticos. Logo, nas simula¢gdes usaram-se redes quadradas,
estabelecendo que em uma determinada regiao todos os spins fossem +1.) Na
terceira forma, denominada de magnetizacdo unidimensional, estipulou-se que
as linhas superiores da rede inicial fossem compostas apenas de spins +1, com
a quantidade exata para que a magnetizacao m, fosse formada, e o restante da
rede quente. Na quarta e Ultima abordagem, utilizou-se o fato de a percolacao de

sitios ocorrer no mesmo ponto critico que o modelo de Ising em duas dimensoes
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(I2P = T2?P) [8, Cap. 7]. Desta forma, através da condig&o inicial dispersa,
evolui-se o sistema colocando-o em um banho térmico com a devida temperatura
de percolagao 7). A seguir, elos foram formados com probabilidade p = 1 entre
spins do mesmo tipo. Desta forma a analise de percolacao foi feita do ponto de
vista de percolacéo de sitios. Esta abordagem foi denominada de percolacao de

clusters geométricos.

Em simulacbes numéricas de equilibrio o parametro de ordem magnético
adotado para o modelo de Ising sem campo magnético externo € o modulo da
magnetizacao. A razao disto é o fato de que a magnetizacao pode passar de
um valor positivo para um negativo entre duas iteracées subsequentes (ja que
a rede é finita). A esta alternancia no sinal da magnetizacdo damos o nome
de tunelamento. Se nao tomassemos este cuidado no calculo do parametro de
ordem magnético em equilibrio, encontrariamos um valor aproximadamente nulo
(no caso de muitos tunelamentos) ou arbitrario (para poucos tunelamentos) para
este observavel. Em simulagdes numéricas em tempos curtos, partindo de uma
magnetizacao positiva mg, a solucao positiva para a magnetizacao é favorecida
e nao utilizamos o0 médulo para a magnetizacdo. Mesmo assim, como veremos
mais abaixo, teremos tunelamentos em maior ou menor grau dependendo da
configuracao inicial dos spins. Claramente, como demonstramos na Se¢éao 4.2.1,
a lei de escala dinamica para o parametro de ordem magnético nao considera
o valor absoluto desta quantidade. Da mesma forma, esses efeitos estardo
presentes para o parametro de ordem de percolacdo, que sera definido (na
Secédo 5.2 abaixo) de maneira analoga a magnetizacao, i.e. com contribuicao
positiva dos clusters formados por spins positivos e negativa dos clusters de

spins negativos.

Embora as redes iniciais tenham particularidades distintas, os valores de
equilibrio dos observaveis ndao devem ser diferentes, pois devido a termalizacao
eles ndo dependerdao das condi¢cdes iniciais. No entanto, os efeitos de
tunelamento (descritos acima) para a magnetizacdo poderdao ser diferentes,

implicando em um deslocamento do valor de equilibrio do parametro de ordem,
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sem contudo modificar o comportamento dinamico qualitativo do mesmo. De
acordo com a condi¢do inicial adotada, a concentracdo de spins iguais em
uma dada regidao da rede podera favorecer o tunelamento. A magnetizacao
devera porém continuar equivalente a pressao do cluster percolante (tanto Q2p
guanto ) para tempos longos. Apenas o comportamento dinamico podera ser
diferente em tempos curtos. Neste capitulo, analisaremos os detalhes de cada
uma destas condicdes iniciais e apresentaremos nossos resultados numeéricos
para os modelos de Ising bi e tridimensional. Assim como o primeiro estudo
do expoente critico dinamico 6 para o modelo de spins continuos O(4) em trés

dimensoes.

5.1.1 Algoritmo de banhot érmico

No modelo de Ising os spins possuem duas possiveis orientacdes. Logo,
o algoritmo de banho térmico deve considerar estes graus de liberdade
na distribuicdo de probabilidade dos spins na rede. Vamos definir p;
(respectivamente p;’) como a probabilidade do spin no sitio i estar para cima
(respectivamente para baixo), considerando fixos os demais spins da rede.
Como desejamos que ao final do procedimento todos os spins da rede estejam
em uma distribuicdo de Boltzmann, escolhemos a distribuicdo de probabilidades

para um spin (condicionada ao valor dos demais) como
p~ e (5.3)

sendo H o hamiltoniano do modelo de Ising sem campo magnético externo
[Eg. (2.5)] e 5 = 1/kT, onde k & a constante de Boltzmann. Neste algoritmo
cada spin da rede é posto para cima ou para baixo mediante a configuracao dos
seus primeiros vizinhos (ja que os outros spins da rede sao cancelados), devido

a probabilidade condicionada. Desta forma temos

pi = N exp(+3h) (5.4)

pi = N exp(—ph), (5.5)
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onde

h=JY5 (5.6)
()

€ um campo efetivo gerado pelos primeiros vizinhos do spin i, sendo Z asoma

)
sobre seus primeiros vizinhos. A constante de normalizacao N é dada por

1
N = Sl T ee—mm) &0

Temos portanto

L exp(5h)
be = exp(Bh) + exp(—p(h) (5.8)
_ exp(—ph)
b = exp(Bh) + exp(—ph)’ (5.9)

ApOs um certo nuamero de iteracdes teremos todos os spins da rede
respeitando uma distribuicdo de Boltzmann, formando assim o que chamamos
de banho térmico [71, Cap. 5]. Neste processo, uma determinada configuracao
nunca sera rejeitada, a sua escolha depende apenas das direcbes impostas
aos spins pela distribuicdo de Boltzmann. O algoritmo de banho térmico € um
algoritmo local, atualizando cada spin com valores fixos para 0s seus primeiros

vizinhos.

5.2 Resultados

Nas simulacdes realizadas, temos para cada unidade de tempo (varredura),
50000 configuracdes, correspondendo as diferentes histérias consideradas.
Utilizamos magnetizacao inicial my = 0.02, para quatro volumes de redes bi
e tridimensionais, com condi¢6es de contorno periddicas. Na condicao inicial
com magnetizacdo dispersa adotamos também m, = 0.03 e 0.04. Mesmo
analisando uma historia temporal dos observaveis (dinamica), € conveniente

desconsiderarmos nos ajustes as primeiras unidades de tempo, pois o
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comportamento tal como lei de poténcia — prevista na Eq. (4.34) — sb ocorre
apos este tempo microscopico t,,;. [74]. Para o algoritmo de Metropolis, t,,;. €
da ordem de 30, mas para o algoritmo de banho térmico o tempo microscopico é
geralmente muito pequeno.

Embora a magnetizacdo inicial seja positiva, podem ocorrer clusters
percolantes formados por spins negativos. Isto nos leva a redefinir a pressao

do cluster percolante [veja a Eq. (5.1)] como
Qp = Qpy — Qp_, (5.10)

onde Qp(_y € a presséo do cluster percolante quando este & formado por spins
positivos (respectivamente negativos) e Q0p € a média feita sobre n,;, historias.
O observavel assim definido coincide com a magnetizacao no equilibrio, como
mostrado em [11, 12, e em suas referéncias]. Durante a evolucao temporal do
sistema pode ocorrer que para uma dada configuracdo nao tenhamos um cluster
percolante. Assim, zeros contribuem na média final. Como dito anteriormente,
devido a esta dificuldade, & conveniente utilizar o parametro de ordem dado nas
Egs. (3.23) e (5.2), reescrito (levando-se em conta as contribuicdes de clusters

de sentidos opostos e a média nas historias) como

Q=0 —Q_. (5.11)
Em nossas simulacbes, além das quantidades acima, calculamos também a
magnetizacao

1 N
M = <N;S> , (5.12)

his

onde (---)n:s representa uma média sobre as ny,;, historias e N € o nUmero de
spins da rede. As diversas condicOes iniciais (listadas na Secao 5.1) foram
preparadas com magnetizacao exata (ou “sharp”) igual a m,, diferindo apenas
na distribuicdo espacial da mesma. Para tanto, utilizou-se o algoritmo de banho
térmico com condicdes de contorno perioddicas juntamente com o algoritmo de
Hoshen e Kopelman para a identificacao dos clusters de Fortuin e Kasteleyn
[11].
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Fig. 5.1: Valores calculados para M, Qp [EQ. (5.10)] e Q [Eq. (5.11)] em uma
rede quadrada com V = 2002 e m, = 0.02.

5.2.1 Magnetiza¢ ao inicial dispersa

Nossos resultados para os varios parametros de ordem (M, Qp e Q) com
magnetizac¢ao inicial dispersa podem ser vistos para os casos bi e tridimensional
respectivamente nas Figs. 5.1 e 5.2. Mais precisamente, 0 comportamento de
Qp € mostrado, em conjunto com a magnetizacao e com 2 na Fig. 5.1, para
mo = 0.02 e V = 2002%. No caso tridimensional também realizamos simulagdes
em diversos volumes de redes, com uma magnetizacao inicial mq, = 0.02. Na Fig.
5.2 sdo mostrados M, Qp e € para o volume 643. Para auxiliar a visualizagéo dos
dados, nao apresentamos as barras de erro.

Nas Figs. 5.1 e 5.2 é evidenciada a convergéncia dos trés observaveis
para valores muito proximos em tempos longos. Entretanto, para o caso
bidimensional isto s6 ocorre apds 2000 iteragdes, enquanto que, para 0 caso
tridimensional esta convergéncia ja pode ser notada a partir de 250 iteragées.
Este comportamento é caracteristico, ou seja, simulacdes numéricas realizadas
com redes tridimensionais geralmente convergem ao equilibrio mais rapidamente
em comparagdo com as bidimensionais. Além disto, observa-se outro fato
caracteristico em dados coletados em simulacbes bidimensionais. Estes

apresentam mais ruido (como pode ser visto na Fig. 5.1), exigindo assim mais
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Fig. 5.2: Valores calculados para M, Qp [EQ. (5.10)] e Q [Eq. (5.11)] em uma
rede cUbica com V = 642 e my = 0.02

estatistica (no caso, um niamero maior de historias) para uma melhor medida dos

observaveis.

L mo = 004 mg = 0.03 mg = 0.02
100 0.1820(5) 0.1897(7)  0.1850(9)
125 0.1831(4) 0.1843(5) 0.1859(7)
200 0.1836(3) 0.1831(3) 0.1842(7)
250 0.1863(6) 0.186(1)  0.186(2)

Tab. 5.1: O expoente critico dinamico # obtido a partir do ajuste de uma lei de
poténcia para a magnetizacdo M no caso bidimensional. Os intervalos de ajuste
S80 [tmic, 100], com t,,;. entre 5 e 10. Os valores de x?/d.o.f. séo da ordem de 1.

Com esta condicao inicial foi calculado o expoente critico dinamico 6 [ver
Eq. (4.34)], através de um ajuste nos dados da magnetizacdo. Demonstra-se
assim o comportamento de lei de poténcia para este observavel, como visto
na Tab. 5.1, para o caso bidimensional. Por outro lado, os resultados para

os parametros de ordem de percolacdo 2p e 2 evidenciam comportamentos
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Fig. 5.3: Ajustes dos parametros de ordem Qp e €, correspondentes aos dados
respectivamente das Tabs. 5.2 e 5.3. Caso bidimensional com magnetizacao

dispersa para V = 200? e my = 0.02. Na curva superior temos a magnetizagéo,
enquanto que na inferior temos 2p e ao centro temos (2.

diferentes entre si e ambos diferem da magnetizacao.
No ajuste do observavel 2y utilizamos uma funcédo semelhante a solugao da

equacao de difusédo

ft)ap = A exp(—7/t). (5.13)

A difusdo & um fendmeno de transporte de matéria causado pela variacao em
seu potencial quimico. Este fendbmeno pode ser descrito inteiramente em termos
macroscopicos [75], 0 que em nosso ponto de vista consiste em clusters que sao

guantidades macroscopicas. A equacao da difusao tem como solucao

f(t) = % exp(—a?/4ADt) (5.14)

onde D é o coeficiente de difusdo. A difusdo ocorre na mudanc¢a do potencial
guimico na direcéo = a partir da posicao x, em um tempo ¢t. Se dividirmos a
funcdo de ajuste do parametro de ordem da percolacgio [Eq. (5.13)] por V¢, que
corresponde ao comprimento de difusdo em um caminho aleat6rio no tempo ¢,
podemos identificar 7 com z?/4D. Os ajustes da Eg. (5.13) aos dados de Qp
— que podem ser vistos para 0s casos bi e tridimensional respectivamente nas

Figs. 5.3 e 5.4 — sao mostrados na Tab. 5.2 para mg = 0.02.
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Fig. 5.4: Ajuste dos parametros de ordem 2y e (), correspondentes aos dados
respectivamente das Tabs. 5.2 e 5.3. Caso tridimensional para V = 64° e
mo = 0.02, condi¢ao inicial dispersa. Na curva superior temos a magnetizacao,
enquanto que na inferior temos 2 e ao centro temos ().

O comportamento de 2 é dado por
g(t)o = B {1l — exp[—(t/7")"]}. (5.15)

Uma funcao deste tipo corresponde a fracdo do volume de particulas em um
processo de nucleacao e crescimento. Este comportamento € observado na
dinamica de transi¢cdes de fase de primeira ordem. O ajuste desta funcéo (veja
as Figs. 5.3 e 5.4) pode ser visto na Tab. 5.3. Portanto, verificamos que os dois
observaveis de percolacao respeitam leis difusao (no caso de §2p) e de nucleacao
(para ?), tanto para o caso bidimensional quanto para o tridimensional.

Desta forma, obtemos que, ao contrario da magnetizacao os parametros de
ordem de percolacao (seja €2p ou (2) nao sao livres de escala em tempos curtos.
Esta escala € dada no caso de Qp pelo fator (L)' e no caso de Q2 pelo fator

7'(L)*. Logo, é possivel ajustar uma lei de poténcia para 7(L) e 7/(L), obtendo

*Veja os dados na Tab. 5.2.
Veja os dados na Tab. 5.3.
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Volume At A T xX%/d.o.f.
1002 18-83 0.061(1)  85.5(9) 0.97
1252 28-110 0.062(1)  134(1) 0.98
1502  30-150 0.063(1)  192(2) 0.91
2002  41-240 0.061(1)  334(3) 0.69
243>  3-100 0.0366(3)  5.9(3) 0.57
328 10-120 0.0397(5) 11.7(6) 0.42
483 15-120 0.0446(4)  28.4(4) 0.58
64°  20-130 0.0467(3) 51.6(3) 0.68

Tab. 5.2: Ajustes para 2p com a Eq. (5.14). Dados para o caso my = 0.02. Os
intervalos de ajuste escolhidos sdo mostrados na segunda coluna.

assim o expoente critico dinamico z, sugerindo que a escala temporal relevante
em tempos curtos € dada pelo tempo de relaxagcéo para o equilibrio de ambos

0s observaveis de percolacao.

Um ajuste de 7 ~ L? para o caso bidimensional, utilizando os dados das
guatro primeiras linhas da Tab. 5.2, pode ser visto na Fig. 5.5 a esquerda,
resultando em z ~ 2.12(4). Para o caso tridimensional, ajustes feitos com os
dados das quatro utimas linhas da Tab. 5.2 demonstram um z ~ 2.06(2) (Fig. 5.5
a direita), evidenciando a escala de Q2. O mesmo pode ser feito para a escala
de tempo 7'(L), com dados da Tab. 5.3. Para o caso bidimensional calculamos
z ~ 2.14(7) (Fig. 5.6 a esquerda) e para o caso tridimensional z ~ 2.04(3)
(Fig. 5.6 a direita). Vemos que — tanto para o caso bidimensional quanto para o
tridimensional e considerando seja = que 7 — 0s resultados concordam dentro
dos erros com os valores encontrados na literatura para o expoente critico z usual
(veja a Tab. 4.1).

Portanto, os comportamentos dos parametros de ordem de percolagdo e

magnético parecem ser qualitativamente diferentes. Em particular, ndo ha lei de

poténcia para Qp e (2, enquanto que a magnetizacao exibe um comportamento
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Volume At B 7 n xX%/d.o.f.
1002  7-100 0.104(5) 82(1) 0.71(1) 0.35
1252 8-100 0.126(5) 168(14) 0.70(1) 0.23
1502 7-100 0.115(4) 179(13) 0.72(1) 0.17
200> 10-100 0.20(1) 380(32) 0.73(1) 0.17
243 3-100 0.0349(1) 8.0(1) 0.82(1) 0.42
323 5-120 0.0372(2) 15.4(3) 0.83(2) 0.50
483 10-130 0.0394(3) 34.4(4) 0.90(1) 0.48
643 15-150 0.0402(5) 60.5(4) 0.93(1) 0.56

Tab. 5.3: Ajustes para €2 com a Eg. (5.15). Dados para o caso m, = 0.02.
Os intervalos de ajuste escolhidos sao mostrados na segunda coluna.

de lei a poténcia, com um ¢ compativel com o encontrado na literatura (veja a
Tab. 4.1). Além do mais, os parametros de ordem de percolagdo apresentam
uma escala temporal com z ~ 2, sendo este expoente critico dinamico vinculado

ao relaxamento do sistema para o equilibrio.

Antes de tentarmos interpretar este resultado surpreendente, podemos nos
perguntar se a condicdo inicial escolhida (impondo um inicio ndo-nulo para M,
0 parametro de ordem magnético) ndo € “injusta” para com os parametros de
ordem de percolacao. De fato, deveriamos tentar iniciar tais parametros também
com valores diferentes de zero, de forma que um pequeno cluster concentrado
seja ja favorecido nas primeiras iteracdes de nossa dinamica. Isso é feito a partir
da Sec. 5.2.2. Por simplicidade, a partir desta secao consideraremos apenas
0 caso bidimensional (com my = 0.02) e apenas ) como parametro de ordem
de percolagdo. Por outro lado, na sec¢édo 5.2.1.1 consideramos alguns aspectos
relacionados a nossa escolha para a implementacdo e para a dinamica dos

clusters.
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Fig. 5.5: Ajuste de 7(L) ~ L*, z ~ 2.12 no caso bidimensional e z ~ 2.06 no caso
tridimensional (dados da Tab. 5.2).

5.2.1.1 Considera¢ 6es adicionais

Além do método descrito acima, podemos calcular um (2) tomando n realizacoes
das variaveis de elos, formando para cada instante de tempo a quantidade Q) e
depois tomando a média nas sementes. De fato, em cada instante de tempo
a rede é levada a um banho térmico e imediatamente identificamos clusters,
mediante a uma distribuicdo aleatoria dos elos com o algoritmo de Hoshen e
Kopelman calculando €2. Entretanto, se calcularmos n vezes () para cada rede
em banho térmico — formando assim um (2) — onde em cada uma destas
teremos distribuicGes diferentes para os elos, talvez a média nas sementes em
um dado instante de tempo, 2, aproxime-se da magnetizacao.

Para verificarmos esta possibilidade realizamos 100 medidas de 2 (tendo
assim (Q),—100) €m cada instante de tempo, sendo o tempo total igual a 100,
para uma rede com V' = 1002, my = 0.02 e 10000 amostras independentes. Os
resultados exibidos na Fig. 5.7 deixam claro que ndo ha uma mudanca qualitativa
entre Q em comparagcdo com os dados de € calculados com 50000 amostras

independentes para o mesmo volume de rede e magnetizacao inicial.
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Fig. 5.6: Ajuste de 7/(L) ~ L?, z ~ 2.14 no caso bidimensional e z ~ 2.04 no caso
tridimensional (dados da Tab. 5.3).

Note que a dinamica usual consiste em evoluir as configuracdes de
spins segundo o algoritmo escolhido (por exemplo, a dinamica de banho
térmico) e sortear os possiveis elos ocupados de maneira independente, nao
existindo portanto uma verdadeira correlacdo temporal para as variaveis de
elos. Fundamentalmente, portanto, o parametro de ordem de percolacdao nao
apresenta uma dinamica propria. Seria interessante estudar os efeitos de uma
dinamica real para os elos, definida de forma a preservar a probabilidade de

ocupacao dos elos entre spins primeiros vizinhos de mesmo valor.

5.2.2 Magnetiza¢ ao inicial concentrada

Como o numero necessario de spins para formar uma magnetizacao inicial
mo € disperso aleatoriamente na rede, nao ocorre um cluster de volume
significativo nos instantes iniciais, muito menos um percolante. Uma possivel
solucdo para este problema é definir uma regido com spins iguais, para que
a partir deste possa se formar um cluster com um volume significativo. Desta

forma, o comportamento de Q2 € modificado. Como o elo entre os spins é
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Fig. 5.7: Comparacdo qualitativa entre Q e Q para V = 100> e my, = 0.02.
Ressaltando que nos dados para €2 foram utilizados 50000 amostras, enquanto
que para ) foram usadas apenas 10000 amostras e a média foi feita sobre 100
configuracoes de elos.

posto aleatoriamente, respeitando a probabilidade (veja Secao 3.2.1 para mais

detalhes)
p=1-—¢e?P, (5.16)

(ressaltando que a simulagao numeérica é realizada em T' = T,) o cluster formado
nao contera a totalidade dos spins da regiao.

No entanto, a sua existéncia pode modificar a dinamica inicial do sistema.
Para tanto, vamos realizar um pequeno estudo sobre o comportamento dos
parametros de ordem magnético e de percolagao (f2) variando o raio da regiao.
Esta condicao inicial consiste em estabelecer uma regiao circular da rede

(estamos tratando aqui o caso bidimensional) com raio

r =V mg. (5.17)
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Fig. 5.8: Comportamento da magnetizacao de acordo com o tamanho da regiao.
Com V = 1002, my = 0.02 e r = 14.

O efeito da regido de magnetizacao inicial concentrada sobre o comportamento
de M pode ser compreendido através da Fig. 5.8. Modificando o tamanho da
regiao, podemos observar que quanto menor o0 seu raio, 0 que nos leva proximo
a condicao inicial dispersa, mais proximos estamos do comportamento obtido
com a condic¢ao inicial anterior. Nossas simulagdes numeéricas foram realizadas
para uma rede com volume V = 100%, magnetizacao inicial mq, = 0.02, gerando
30000 realizagcbes para cada valor considerado para o raio da regiao circular,
sendo o maior deles dado pela expressado acima. Note que a presenca da regiao
causa um aumento significativo no valor do tempo microsopico, “atrasando”
o comportamento de lei de poténcia para a magnetizacdao. Entretanto, ainda
observamos o comportamento tipico de lei de poténcia para todos os raios, a

partir deste “tempo microscopico estendido”.

Para o parametro de ordem de percolacao €2, a modificacdo no tamanho
da regido evidenciou a acao desta no valor do observavel, principalmente nas
primeiras iteracdes, como pode ser visto na Fig. 5.9. Como na analise para a

magnetiza¢cao, quanto menor o raio mais nos aproximamos do resultado obtido
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Fig. 5.9: Comportamento de 2 de acordo com o tamanho da regiao. Com
V =100% my=0.02er = 14.

para a condicao inicial dispersa. Por outro lado, quanto maior o raio, maior é
o valor inicial de €2, o que demonstra claramente a presenca de um cluster de
volume significativo ja nas primeiras iteragcdes, como proposto. Ja que as curvas
tornam-se paralelas (na escala log—log) ap6s o tempo microscopico, seu ajuste
sera equivalente, a menos de uma constante multiplicativa. Concluimos portanto
gue, para todos os valores estudados de raios, 0 comportamento de (2 segue
uma fung¢do de tipo nucleacao [veja a Eq. (5.15)]. Note que, como na analise
para a magnetizacdo, ocorre um aumento significativo no tempo microscopico,

principalmente para o maior raio (magnetizacao totalmente concentrada).

A seguir, apresentamos simulagdes numéricas com raio fixo no modelo de
Ising bidimensional. Para este caso, realizamos simulacdes numéricas em uma
rede com volume V = 100%, magnetizacéo inicial mo = 0.02 e 50000 historias
diferentes com tempo total igual a 2000. Os dados para M e () sao apresentados
juntos, na Fig. 5.10 (o comportamento € o mesmo que o mostrado anteriormente,
mas com melhor estatistica). Como dito antes, o efeito da presenca da regiao

de spins concentrada aumentou o valor inicial de €2, como esperado. Entretanto,
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Fig. 5.10: Valores calculados para magnetizacao e 2 em uma rede bidimensional
com V = 100% e my = 0.02. Magnetizacao inicial concentrada.

este cluster inicial desmembrou-se com a evolu¢do do sistema, acarretando um
comportamento singular para o observavel. Assim, a formacao de um cluster
de tamanho significativo nas primeiras iteracdes € perdida, 0 que causa uma
gueda do valor de €2. Mesmo com o desmembramento do cluster inicial, os dados
de Q ajustam-se a uma funcao de tipo nucleacdo para tempos intermediarios e
coincidem com a magnetizagcédo M para tempos longos. Note que, neste caso, 0
tempo microscopico para a magnetizacao (ver ajustes na Tab. 5.4) é da ordem
de 30 iteragdes. Ou seja, esta condicao inicial retarda de modo mais significativo

o0 inicio dos comportamentos de lei de poténcia para M e de nucleacédo para 2.

5.2.3 Magnetiza¢ do “unidimensional”

Para que a rede inicial tenha a magnetizacao mg, sabemos exatamente quantos
spins devem ser positivos com o restante da rede quente. Estes spins podem
ser espalhados pela rede ou concentrados em uma certa regidao, mas também
pode-se estabelecer que as primeiras linhas da rede contenham apenas spins

positivos. Assim, definimos a quantidade

I = Vg, (5.18)
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At A (x1072%) 0 x%/d.o.f.

8-100 1.547(8) 0.159(1) 0.53
10-100 1.549(8) 0.164(1) 0.34
15-120 1.484(5) 0.175(8) 0.11
20-120 1.458(4) 0.1792(7) 0.06
25150 1.441(4) 0.1822(6)  0.05
30-150 1.442(5) 0.1821(8) 0.05
35-150 1.437(5) 0.1829(9) 0.05
40-150 1.425(6) 0.1847(9)  0.04

Tab. 5.4: Ajustes para a magnetizacgao (A t?). Condigao inicial concentrada.

como o numero de spins a serem postos nas primeiras linhas da rede, sendo
imposto como “quente” o restante desta. Espera-se com isto, como no caso
anterior, a formacdo de um cluster de volume significativo ja nas primeiras

iteracoes.

At B 7! n x%/d.o.f.
2-100 0.101(3) 153(12) 0.621(4) 0.74
4-100 0.091(2) 118(8) 0.641(5) 0.57
6-100 0.090(3) 115(9) 0.643(6) 0.58

Tab. 5.5: Ajustes de €2 com a Eq. (5.15) para a condicao inicial unidimensional.
Dados para o caso mg = 0.02, V = 1002

Nesta condicao inicial simulamos uma rede de Ising bidimensional com
volume V' = 100%, magnetizacao inicial my = 0.02 e 50000 historias diferentes,
por um tempo total igual a 1000. Os dados demonstram (veja a Fig. 5.11) que a
presenca da magnetizacao unidimensional acarretou em um valor inferior para o

parametro de ordem de percolacao )2 quando comparada com a magnetizacao
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Fig. 5.11: Valores calculados para magnetizacao e €2 em uma rede bidimensional

com L =100 e mgy = 0.02. Magnetizacao inicial unidimensional.

nos primeiros instantes de tempo. Ao contrario do ocorrido na condicao inicial
concentrada, a magnetizacao e {2 nao iniciam suas evolucdes temporais a partir
de valores proximos. E possivel ajustar a magnetizacdo através de lei de
poténcia, e o valor do expoente critico dinamico 6 € comparavel com a condicao
inicial dispersa neste volume de rede e magnetizacao inicial, como pode ser
visto na Tab. 5.6, com o tempo microscopico da ordem de 6. Como nos casos
anteriores, nos ajustes de 2 utilizamos uma funcao de nucleacdo [Eq. (5.15)]
como pode ser visto na Tab. 5.5. Embora o tempo microscépico tenha aumentado
significativamente para a condicao inicial concentrada, nesta condicao inicial isto

nao ocorre. O tempo microscopico € comparavel ao da condigao inicial dispersa.

5.2.4 Condi¢ &o inicial mista

Aplicamos a técnica descrita na pag. 65 a fim de medir o expoente critico
dinamico z para o modelo de Ising bidimensional através da Eq. (4.44)

O ()| g—g _ 142812

= i/,
[ )12 |mo t=20/=v
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At A(x107%) 0 x%/d.o.f.
3-100 2.103(4) 0.1796(5) 0.27
5-100 2.082(6) 0.1823(4) 0.11
7-100 2.671(3) 0.1836(4) 0.08
8-100 2.063(3) 0.1846(4) 0.06

Tab. 5.6: Ajustes para M com uma lei de poténcia (A tY). Dados para o caso
mg = 0.02, V = 1002. Condigao inicial unidimensional.

Os dados tracados na Fig. 5.12 resultaram em um valor para este expoente
critico compativel com os encontrados na literatura {veja Tab. 4.1 e [65, Tab. 1]}.
Calculamos no caso m, = 0 0 expoente critico dindmico y = 0.829(4), utilizando
a Eq. (4.37)

M (1) =0 ~ 1V
Para o caso m = 1, através da Eq. (4.35)
M(t>|mo =17 t_ﬁ/yz )

encontramos o expoente critico dindmico z = 2.138(4). Os valores medidos para
z e y concordam, dentro dos erros, com os listados na Tab. 4.1. Desta forma,
verificamos diversos expoentes criticos dinamicos encontrados na literatura para
o parametro de ordem magnético.
Para a medida de 2 utilizando o parametro de ordem de percolacéo, definimos
a quantidade
QD) e =0 y
Go(t) = —Mt;]g}mz — 4= (5.19)
em analogia com a Eq. (4.44). Nossos resultados demonstram, novamente, que
o0 parametro de ordem de percolacdo nao € livre de escala, como pode ser
visto na Fig. 5.12. De fato, a funcdo G.(t) acima ajusta-se a uma funcéo tipo

nucleacdo [Eq. (5.15)] sendo B = 0.120(1), 7/ = 124(1) e n = 1.310(3) no
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Fig. 5.12: Medida do expoente critico dinamico z através da Eq. (4.44) para o
parametro de ordem magnético e de percolagdo. Simulagao feita com VV = 1002
e 50000 historias.

interlavo At = 7 — 100 com x?/d.o.f = 0.88. Isto significa que esta técnica de
medida independente do expoente critico dinamico z para o parametro de ordem
de percolacdo nao é aplicavel, pois G,(t) ndo se comporta como lei de poténcia

em tempos curtos.

5.2.5 Percolag &o de clusters geom étricos

Como mencionamos na Secao 5.1, a temperatura critica de percolacao para
o modelo de Ising bidimensional € a mesma que a temperatura critica de
percolacao de sitios, apesar de os expoentes criticos serem diferentes. Desta
forma, podemos determinar que no algoritmo de Hoshen e Kopelman elos entre
spins iguais sejam colocados com probabilidade 1 e estudar os chamados
clusters geométricos, a fim de verificar qual a sua dinamica. Note que os
elos entre spins iguais para clusters de Coniglio e Klein sdo distribuidos
aleatoriamente, com a probabilidade dada pela Eq. (3.26). Assim, podemos

estudar a dinamica de percolacao de clusters geométricos para o modelo de Ising
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Fig. 5.13: Valores calculados para magnetizacdo e 2, em uma rede
bidimensional com V' = 100? e my = 0.02. Percolagcéo de clusters geométricos.

bidimensional. Com esta abordagem em simulagdes numéricas do parametro de
ordem €, (geométrico) para percolagdo de clusters, procuramos por ajustes para
o0 caso bidimensional com V = 100? e mg = 0.02 (dispersa), em 50000 historias
(veja Fig. 5.13). Claramente, a magnetizacdo nao muda em relacdo ao caso

anterior de condicao inicial dispersa.

Os dados para o parametro de ordem magnético resultam em um 6 =
0.1842(1) no intervalo At = 4 — 100 com x?/d.o.f. ~ 0.20, que é compativel
ao resultado obtido anteriormente, e.g. com a condicao inicial dispersa (veja a
Tab. 5.1). Neste caso, o parametro de ordem de percolacédo (£2,) ndo foi bem
ajustado nem por um comportamento de nucleacdo nem por lei de poténcia,
estando mais proximo a este (ltimo, com expoente muito proximo de zero.
Portanto, o tratamento numérico com esta definicdo para os clusters modifica o
comportamento de §2. De qualquer forma, este caso claramente nao corresponde

a transicao fisica do modelo.
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Fig. 5.14: Curvas de Q para uma distribuicao unidimensional, concentrada e

dispersa. Rede quadrada com V = 1002 para mg = 0.02 e 50000 historias.

5.3 Conclus ao

A analise dos resultados demonstrou que, independentemente da condicdo
inicial adotada, a pressdo do maior cluster 2 tem comportamento distinto da
magnetizacdo em tempos curtos. Em todas as condi¢Oes iniciais estudadas
a magnetizacao ajustou-se a uma lei de poténcia, enquanto € evoluiu como
uma funcéao de tipo nucleacao (caracteristica de transicoes de fase de primeira
ordem). Claramente, para tempos longos foi comprovada a equivaléncia de (2
com a magnetizacdao. Do ponto de vista pratico, a definicdo do observavel de
percolacdo como (2 € mais conveniente que como 2 p, pois considera a existéncia
de um cluster grande, ndo necessariamente percolante [veja a Eq. (5.11)]. De
fato, como mg < 1, a ocorréncia de um cluster percolante nos instantes iniciais
(primeiras iteracdes) nao € favorecida, embora possa ocorrer um cluster grande
gue nao era contabilizado no calculo de Qp.

Indiferentemente da condicdo inicial adotada, o comportamento de Q é
0 mesmo para tempos maiores que o tempo microscopico, como mostra a

Fig. 5.14. Isto garante que a modificacao na condicao inicial interfere apenas
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Fig. 5.15: Estatistica da magnetizacdo para diferentes condi¢cdes iniciais para
V =100% e my = 0.02.

nos primeiros instantes de tempo. De fato, o parametro de ordem de percolagcéao
€ ajustado utilizando uma funcéo de tipo nucleagao, ao contrario do parametro

de ordem magnético, que respeita uma lei de poténcia.

A modificacdo imposta na distribuicao de spins inicial evidenciou a robustez
do comportamento encontrado para o sistema. A partir de uma distribuicao inicial
concentrada, foi possivel a formagao de um cluster ja nos primeiros instantes de
tempo, e efeitos de tunelamento tornaram-se mais significativos em comparacao
com a distribuicdo inicial dispersa. Note que, na distribuicdo concentrada, s6 é
possivel a formacao de um cluster de volume significativo em uma dada regiao
da rede e portanto a probabilidade de tunelamento & maior. Isto ndo ocorre
na distribuicao dispersa, devido a possibilidade menor de formacao de clusters

grandes em todas as regides da rede. Esta analise pode ser vista na Fig. 5.15
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Fig. 5.16: Estatistica da magnetizacao para diferentes condi¢des iniciais para
V = 60° e my = 0.02.

para o caso bidimensional e Fig. 5.16 para o caso tridimensional. Nestas figuras
temos as estatisticas dos valores da magnetizacao para as condi¢oes iniciais
dispersa e concentrada. Note que 0 espago entre as curvas que designam a
magnetizacao positiva e negativa € menor para a condicao inicial concentrada,
demonstrando assim a ocorréncia de mais tunelamentos nesta condicao inicial.
Em nossas simulacdes numéricas para o modelo de lIsing utilizamos nas
diversas condig¢des iniciais 50000 amostras independentes. A necessidade desta
guantidade elevada de historias temporais pode ser visualizada na Fig. 5.17.
De fato, 0 uso de 10000 amostras resulta em um comportamento ruidoso para a
magnetizacao em todo o intervalo temporal. Nesta mesma figura, a direita, temos
0 comportamento inicial da magnetizacdo. Como € visivel, o sistema apresenta
um comportamento suave em tempos curtos (e longos) se empregarmos um
namero grande de amostras. Além disto, se usarmos uma quantidade pequena

de amostras o erro estatistico sera maior, ou seja, teremos uma curva ruidosa
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Fig. 5.17: Comparacao do comportamento da magnetizacao de acordo com
0 numero de amostras utilizadas no modelo de lIsing bidimensional, sendo
V = 100% e my = 0.02 com condicdo inicial dispersa. Na linha tracejada temos os
valores para 50000 amostras enquanto que na linha sélida temos 10000 amostras.

com barras de erros grandes. Para facilitar a visualizacdo dos dados nao
apresentamos as barras de erros em ambas as curvas da referida figura. Como
pode ser visto na fig. 5.2, os dados para o caso tridimensional do modelo de Ising

apresentam menos ruido.
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Modelo O(4)

odelos de spins sdo amplamente empregados no estudo de transi¢coes de
I\/I fase de segunda ordem. Existe uma variedade de modelos, sendo o mais
popular deles o0 modelo de Ising, que ja foi utilizado nas mais diversas situacoes,
tanto em estudos estaticos [11] quanto dinamicos (como visto no capitulo 4).
Outro modelo que oferece um bom campo de estudo &€ o modelo O(4). Neste
modelo, a transicdo de fase de segunda ordem ocorre acima de duas dimensdes
(0o modelo de Ising apresenta transicao a partir de duas dimensoes). Outra
particularidade do modelo é que, utilizando argumentos de teoria de grupos [76],
pode-se mostrar que o grupo SU(2) divide-se em dois grupos O(4). A simetria
SU(2) é importante para a descricdo da transicdo de fase quiral na QCD com
dois sabores [5]. A verificacao desta previsao € um dos problemas em aberto na

QCD a altas temperaturas.

6.1 Introducg ao
O Modelo O(4) é regido por um hamiltoniano semelhante ao do modelo de Ising

H=-JY 88 -HY S, (6.1)
(i.4) i

mas aqui cada spin S. & um vetor em quatro dimensdes. A diferenca crucial
€ que agora cada spin possui um namero infinito de graus de liberdade, pois
pode “girar” dentro de uma esfera de raio unitario de quatro dimensdes. Note

gue a rede de spins pode ter d dimensdes, mas em cada nd, ou sitio, da rede

97
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colocamos um spin de D (= 4) dimensbées. Como foi dito acima (Cap. 2), a
transicao de fase de segunda ordem ocorre em d > 3. Aqui, ndo analisaremos
outros valores de D.

O campo magnético desempenha um papel fundamental para a “observacao”
dos bbosons de Goldstone, como sera detalhado a seguir. No entanto, torna-se
necessario definirmos algumas quantidades. Tal como no modelo de Ising, o
parametro de ordem usado em simula¢cdes a campo zero do modelo O(4) é o

valor absoluto da magnetizacao

2
— ¢ a
M = Vm? = (NZS> , (6.2)

onde S & o spin O(4) em uma rede com N sitios. No caso de termos um campo
magnético aplicado, &€ conveniente escrevermos 0 spins decompostos em uma

parte paralela e outra ortogonal
Sy = SlH + St (6.3)
O parametro de ordem entdo € a magnetizacao paralela ao campo magnético
1 S
M = N<;Si~H> . (6.4)

Utilizando o tensor suscetibilidade

_ 9 f
Xo# = ~5H. o, (6.5)
encontra-se a susceptibilidade paralela
oM
- = 2y _ /glly2
XiI =5 = VST (507, (6.6)
e a suscetibilidade ortogonal
M
XL = ﬁ? (67)

para mais detalhes, consultar o Ap. D. Também é possivel obter estas duas

guantidades através da funcao de correlacao de spins [32, Cap. 11].
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Uma rapida analise da Eq. (6.7) evidencia a divergéncia da susceptibilidade
ortogonal quando H — 0 para todos os valores de temperatura menores que
T.. Nao apenas a susceptibilidade ortogonal, mas também a paralela apresenta
uma diveréncia para 2 < d < 4 na curva de coexisténcia. Calculos perturbativos

mostram que M ~ H%?2 para 2 < d < 4. Parad = 3[77],
(T <T,H) ~ H'? (6.8)
M(T <T,H) = M(T,0) + cH?. (6.9)

Se o modelo O(4) apresenta uma transicdo de fase de segunda ordem, é
possivel determinar uma temperatura critica e expoentes criticos. Isto foi feito
em grande parte por Kanaya e Kaya [78]. Estes autores mediram, através da
interseccao do cumulante de Binder calculado para varios volumes de rede, a

temperatura critica
T. = 1.06835(13), (6.10)

€ com outras analises 0s expoentes criticos estaticos

v o= 0.7479(90),
B = 05129(11), (6.11)
v = 1.9746(38).

Esta transicao de fase de segunda ordem sugere que alguma simetria do modelo
foi quebrada. Abaixo, exploraremos os conceitos basicos envolvidos em uma

guebra de simetria.

6.2 Quebra espont anea de simetria

Dentro de uma teoria fisica, muitas vezes mais importante que determinarmos
equacdes de movimento, autovalores, etc, € analisarmos as simetrias envolvidas.
Aqui, introduziremos argumentos necessarios para o entendimento minimo de

como e onde ocorre esta simetria, e se ela &€ (e como) quebrada. Para tanto,
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usaremos uma linguagem de teoria quantica de campos. Olhando para a

equacao de Schrodinger

sabemos que, para cada estado n, temos uma determinada energia c,,. Podemos
definir o vacuo como o estado de minima energia, ¢)y. No entanto, pode ocorrer
gue o vacuo seja degenerado, para isto basta que a ele seja associado mais de
um valor de energia. Para definirmos o que &€ uma quebra de simetria, é preciso
anunciar o teorema de Coleman: Seja G um grupo de transformac¢ao que, ao
agir no vacuo transforma-o nele mesmo. Neste caso 0 vacuo é dito invariante,
do contrario ndo-invariante. Além disto, uma mudanca do vacuo podera acarretar
em uma mudanca na lagrangiana, se o vacuo é invariante, a lagrangiana também
sera, mas se 0 vacuo € nao-invariante a lagrangiana também sera nao-invariante;
dizemos que ocorreu uma quebra explicita de simetria. Ao contrario, ou seja, se
0 vacuo é nao-invariante mas a lagrangiana é invariante, diz-se que ocorreu uma
guebra espontanea da simetria [79, Cap. 3]. Pode ser mostrado, aplicando o
teorema de Goldstone, que a quebra espontanea da simetria da origem a uma

particula de massa nula, que chamamos de boson de Goldstone.

6.2.1 Quebra espont anea de simetria global

Para exemplificar o que foi dito acima, vamos considerar a lagrangiana abeliana
L(x) = (0,0")(0"¢) — 1* ¢"0 — X (¢79)?, (6.13)

a qual é invariante sob transformacdes global no grupo U(1)

ox) — ox) = e ()
¢*(x) = ¢¥'(2) = €¢"(a).

(6.14)

onde

1

¢ = (¢1(2) +ida(z)). (6.15)

S

2
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O hamiltoniano pode ser calculado a partir de

H(z) = w(x)p(z) — L(z), sendo =w(z) = ———, (6.16)
ou seja

H(z) = E = (009")(0"9) + (V") - (VO) + 1*¢"d + A\(679)”. (6.17)

Como H = 7 + V, tiramos que o potencial &

V(z) = p*¢ o + AN¢*0)?. (6.18)

Para termos um potencial atrativo, exigimos que A > 0, e dependendo dos
possiveis valores de ;?, a simetria sera ou ndo quebrada. Para ;2 > 0 os dois
termos da Eq. (6.18) serdo positivos definidos, e o potencial tera apenas um
minimo, ou um vacuo nao degenerado, nao ocorrendo a quebra espontanea da

simetria, veja Fig. 6.1(a). O estado fundamental & Unico e ndao degenerado
(0]¢(x)[0) = 0. (6.19)

No entanto, para p?> < 0 ocorre a quebra espontanea da simetria, pois agora
o estado de vacuo (minimo do potencial), & infinitamente degenerado [veja a
Fig. 6.1(b)]. O minimo do potencial € calculado igualando a sua derivada em

relacao a ¢ (ou ¢*) a zero, resultando em

o(x) = 1/ _2—’;2 e’ (6.20)

Neste momento, a arbitrariedade na escolha da direcéo de 6 evidencia a quebra

espontanea de simetria. Fazendo 6 = 0, o que significa

¢y — ¢ =dta (6.21)
¢y — Oy = ¢, (6.22)

sendo a = \/—u?/), acarreta em uma redefinicdo da Eqg. (6.15) como

o(z) = %(¢1+a+i¢2)7 (6.23)
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V@, ¢ Ve, ®)

)

/ T minimo de V(¢ @

@ (@) 4 (b)

Fig. 6.1: Potencial (Eg. (6.18): em (a) temos o caso u? > 0 e em (b) 12 < 0.

que, ao ser substituida na Eq. (6.13) resulta em

L) = S@0)@6) +5(0,62)(065)

4 2
(0% + ¢3)* — ard1(dF + ¢3) — CLZ B 2a2 A

=] > N

b7 . (6.24)
Note que, na lagrangiana acima, temos termos cinéticos dos campos ¢, € ¢,

Lio) = S{@0)@6) 22061+ @)@} . (629)

termos de interacao entre eles

Lla) = 5646 aran(6+63), (6.26)

e uma constante a*/4. Este processo de quebra espontanea de simetria levou a
uma lagrangiana para dois campos reais de spin zero [veja a Eq. (6.25)], do tipo
Klein-Gordon, sendo um com massa m,, = Vv2a?)\ e outro sem massa, m,, = 0,

o qual chamamos de boson de Goldstone {[80, Cap. 13] e [25]}.

6.3 Simetria quiral

Nesta secao, faremos uma breve revisao sobre simetria quiral e sua quebra. O

objetivo é apresentar a teoria que esta por tras desta simetria. Nosso objetivo nao
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€ abranger todos os topicos relevantes, mas sim fazer uma rapida revisao sobre

este assunto. Para mais detalhes, veja [81, 2]. Consideramos a lagrangiana

L(x) = VPV + igl7y¥ + gUVo +
b 5l0.0) + Q0] - V(o + ) 6.27)
sendo
M2 )\2
V(o®+¢%) = T(0*+ %) + (0" + %) (6.28)

onde ¥ €& um spinor sem massa, ¢ € um campo pseudoescalar € ¢ um campo
escalar, sendo que o e ¢ possuem massa m. A quantidade +° & o produto das

matrizes de Dirac e 7 = (71, 72, 73) onde 7; S&o matrizes de Pauli.

Y o= iy (6.29)
I 0 0 al 0 T2 0 T3

= Y = = A= (6.30)
0 —I -1 0 7, 0 73 0
0 1 0 i 1 0

1 = , T = , T3 = (631)
10 —i 0 0 —1

g = 0. (6.32)

Podemos fazer transformagcdes nos campos deixando a lagrangiana invariante.

Uma possivel transformacao é

U0 = U — e )
$—d =+ (Fx ) (6.33)
o —od =0

e é possivel medir uma corrente, utilizando o teorema de Noether, se ¢; < 1
1-
T = (px0"¢) + 5\1/7”7“\11 sendo a = 1,2,3. (6.34)
Desta forma, definimos uma carga

Q" = / Pag’e. (6.35)
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A transformacé&o acima (Eg. (6.33)), é dita uma transformacéo de SU(2), sendo
que a transformacéao para ¥ e ¢ corresponde a uma rotacao no espaco de isospin
sob um vetor isotropico €. Isto € necessario para a conservacao do isospin da
lagrangiana. No entanto, podemos definir outra transformacéo de SU(2), tal que
V-0 =W+ L(7-7)y T
6—d =¢—ijo : (6.36)
o'~ =0~ (i[-0)
Desta forma, também podemos definir uma corrente axial

1_-
Ave = 5\117”757'“\11 + (009" — ¢*0"0), (6.37)

e uma carga

Q" = / dPr A" (6.38)
No entanto o teorema de Goldstone exige que a massa do pion, m,, seja nula
apos a transformacao, e isto so € possivel se

A =0, (6.39)

que é conhecido como Hipbtese da conservacao parcial da corrente axial
(PCAC).

Com estes dois tipos de cargas, podemos definir uma algebra

[Qa) Qb] - ieabc Qc s (640)
[Qav -Ab] = Z.Eabc-AC ) (641)
[Aav Ab] = 1€aphe QC ) (642)

onde a Eq. (6.40) demonstra que Q" sdo geradores de SU(2); a Eq. (6.41)
informa que A“ transforma-se como um isovetor sob esta algebra. Podemos

simplificar esta algebra introduzindo duas novas cargas
1
Qr = E{Qa + A%} (6.43)

0 = (@ - A, (6.44)
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gue respeitam as seguintes regras de comutacao

[QaRv Ql}z] = 1€ahe flz s (645)
[ %7 le,] = 1€aphe %7 (646)
[Q%, Q7] = 0. (6.47)

A relagdo de comutagdo (6.47) deixa claro que Q% e Q% comutam e as
regras (6.45 e 6.46) demonstram que cada uma delas gera uma algebra de
SU(2) separada. Entdo, temos uma algebra SU(2), ® SU(2)g. Os indices R
e L, representam a helicidade, respectivamente direita e esquerda, devido aos
férmions. Uma simetria que possui cargas denominadas de direita e esquerda é

chamada e uma simetria quiral.

6.3.1 Quebra da simetria quiral

Como visto na Secdo 6.2.1, temos certos problemas quando estipulamos 2 <
0 na lagrangiana. Aqui, se determinarmos p?> < 0 na Eg. (6.27), o termo de
potencial produzira uma figura analoga a Fig 6.1 em quatro dimensdes com um

minimo bem determinado

9
po =<0’ 4+ ¢ > = T‘; (6.48)

Neste numero de dimensdes nao teremos um circulo, mas sim a superficie de
uma esfera. Podemos proceder como feito na secao (6.2.1) e escolher uma dada

direcéao
<¢po> = 0 (6.49)
<oyg> = — =v. (6.50)
Substituindo ¢ — ¢ 4+ v na Eq. (6.27) temos

L(x) = V(i @+ gv)¥ +ig¥(7- 5)75\11 +igUWo + %[(311@2 + (0,0)?]

N (a? + ¢%)2. (6.51)

1
+  plo? — Nov(o? + ¢?) — 1
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Na lagrangiana acima, os spinores adquirem uma massa de my = —gv, 0 campo
pseudoescalar ¢ € sem massa, o que da origem a trés bosons de Goldstone
correspondentes as trés direcdes perpendiculares a modificacdo em o imposta
para quebrar a simetria, sendo que o campo ¢ € massivo com m, = \/Tu? e

se acopla com ¢.

6.4 Boson de Goldstone no modelo  O(4)

Como dito acima, os spins do modelo O(4) s&o continuos, portanto temos
uma simetria de rotacao envolvida. Como estamos lidando com produtos
escalares de vetores quadridimensionais, as configuracées possiveis sugerem
gue spins primeiros vizinhos se encontrem localmente alinhados, mas, a grandes
distancias este alinhamento é perdido, ou seja, a magnetizacao em média é
nula. Estas configuracdes sdo chamadas de onda de spins (Fig. 6.4), que tém
como particularidade uma energia muito baixa e tenderao a destruir a ordem do
sistema, mesmo para temperaturas baixas. Como consequéncia, 0 modelo O(4)
nao apresenta transicao de fase usual em duas dimensoes (teorema de Mermim-
Wagner), apenas transicao do tipo Kosterlitz-Thouless, no caso O(2) que nao
sera abordado aqui. Assim, a quebra de simetria continua de rotacdo esta
associada a modos de Goldstone que causam divergéncias na suscetibilidade
guando o campo magnético externo € nulo, ndo s6 na regiao critica como
também em toda a fase de baixas temperaturas. Lembrando que, a campo
zero, no modelo de Ising a suscetibilidade era nula tanto para baixas quanto para
altas temperaturaras, tinhamos apenas uma divergéncia em 7, (comportamento
critico definido por um expoente critico), portanto a suscetibilidade exibe um
comportamento anémalo no modelo O(4). Se aplicarmos um campo magnético
externo ao modelo, determinaremos uma direcao privilegiada no espaco de
spins. Assim, a magnetizacdo sera o valor esperado das componentes dos
spins na direcdo do campo [Eg. (6.4)]. Teremos entdo 3 modos de Goldstone,
correspondentes as componentes transversas dos spins [82].

Note que o estado fundamental de qualquer teoria € aquele de minima
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Fig. 6.2: Esquema de uma onda de spins.

energia. Para o modelo de Ising, isto ocorre quando todos 0s spins estao
alinhados para cima ou para baixo. Para o modelo O(4), o estado para
temperaturas nao nulas, € dado por uma onda de spin infinitamente degenerado,
pois 0s spins possuem graus de liberdade continuos. Em uma rede infinita,
o comprimento de onda da onda de spin tende a infinito. De acordo com os
modos de vibracdo desta onda, teremos bosons diferentes. A garantia que
sejam bosons de Goldstone, pode ser dada se explorarmos a relagéo de Louis

de Broglie
h
= — .52
P= (6.52)

gue no limite de A — oo implica em m — 0.

6.5 O modelo O(4) e a QCD com dois sabores

Espera-se que a transicao de fase em altas temperaturas para a QCD com dois
sabores de quarks ndo massivos seja guiada pela restauracao da simetria quiral,
através de um parametro de ordem com simetria O(4) no limite do continuo.
Entdo, proximo a transicao, teriamos propriedades de escala de um modelo
de spins O(4). Para quarks massivos ou temperatura ndo muito perto da
temperatura de transicao, ha conjecturas de que o sistema se comporte como
uma teoria de campo médio.

Supondo que a transicao de fase da QCD seja de segunda ordem, isto sugere
um comportamento universal para os observaveis termodinamicos proximo a

regiao de transicao, significando que o grupo de simetria do parametro de ordem
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e a dimensao do sistema determinam 0s expoentes criticos e a forma da parte
singular da energia livre a partir da normalizacdo das variaveis de escala. Os
expoentes criticos do modelo O(4) sé&o conhecidos, Eq. (6.11), e ja temos uma
expressao definitiva para a energia, ou funcao de escala. A analogia entre a QCD
e o modelo O(4) fica mais clara se analisarmos os observaveis. Por exemplo, a

energia e a magnetizacao do modelo O(4) sao

1 0ln(Z
€ = v aé ) (6.53)
1 0ln(Z
M) = al(q ), (6.54)
respectivamente, sendo Z a funcao de particao
z - /[dg]exp 5388+ A58 (6.55)

(i) i
Na QCD, como foi dito na Secao (2.2), usando resultados de QCD na rede

encontra-se que a média sobre a plaqueta, analoga a energia, e o condensado

quiral, analogo a magnetizacao, sao respectivamente [83]

1 0ln(Z2)
(0) VN, g2 (6.56)
(qq) = 2V1N 8(3,12557), (6.57)

sendo a 0 espagcamento da rede. Note que no caso da QCD com férmions
dinamicos discutido acima o loop de Polyakov — o parametro de ordem da
transicao de confinamento/desconfinamento para a QCD pura (veja Sec. 3.2.3)
— nao € mais o parametro de ordem da transicao, ja que o centro do grupo
SU(N) ndo é mais uma simetria da lagrangiana. De fato, observa-se um
pico na suscetibilidade do loop de Polyakov com a temperatura, mas esse
pico ndo corresponde a uma divergéncia no limite de volume de rede infinito,
OU seja 0 pico “satura” a uma altura finita. Desta forma, considera-se a
transicao de fase quiral, tomando-se o condensado quiral como parametro de

ordem. Acredita-se que a transicao quiral na QCD coincida com a transicao
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L mo = 0.03 mg = 0.02 my = 0.0l mg = 0.00
30 0.147(1)  0.149(1)  0.150(1)  0.151(6)
60 0.148(4)  0.149(3)  0.151(1)  0.152(3)

Tab. 6.1: Expoente critico dinamico ¢ para o modelo O(4). O valor de # para
mo = 0 € calculado por extrapolacao.

de confinamento/desconfinamento. Como dito anteriormente, & previsto que a
transicao quiral da QCD com dois sabores seja de segunda ordem e ocorra
na classe de universalidade do modelo O(4). Este caso é de grande interesse
fisico, pois os dois sabores correspondem aos quarks leves, up e down [27].
Apesar de ter sido investigada em diversos estudos numeéricos por varios grupos
de pesquisa, esta questao encontra-se ainda em aberto [84], existindo inclusive

evidéncias para uma transicao de fase de primeira ordem [85].

6.6 Simulac 6es em tempos curtos para o modelo  O(4)

Empregando o algoritmo de banho térmico para o modelo de spins continuos
O(4) (ou 4-vetorial) tridimensional introduzido no final da Secé&o 2.2, é possivel
calcularmos o expoente critico dinamico 6. Este modelo & definido pelo

hamiltoniano [Eq. (2.17)]
H=-7Y 55
(i)

guando nao temos um campo magnético externo aplicado ao sistema, sendo 0s
spins de Ising discretos substituidos por vetores unitarios em quatro dimensoes.
Neste modelo a interacdo entre 0s spins continua sendo apenas entre primeiros
vizinhos e 7 € uma constante de acoplamento positiva.

Calculamos — pela primeira vez para um modelo de spins continuos — o
expoente critico dindmico #. Para tanto, utilizamos redes de volumes 30° e

603 com trés diferentes magnetiza¢des iniciais m, (0.01, 0.02 e 0.03) para 5000
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Fig. 6.3: Comportamento da magnetizacao para o modelo O(4) em tempos
curtos para V = 603, my = 0.01, 0.02 e 0.03 com 5000 historias.

histérias em um tempo total da evolugcdo do sistema igual a 100. Os dados
ajustaram-se muito bem a uma lei de poténcia, possibilitando assim a medida do
expoente critico dinamico # para cada m, adotada, como mostrado na Tab. 6.1.
Conforme mencionado na pag. 65, devemos extrapolar o valor deste expoente

critico dinamico para m, — 0. Com este procedimento concluimos que
0 = 0.152(3). (6.58)

Na Fig. 6.3 temos o comportamento para a magnetizacdo em V. = 603
e os valores de mgs utilizados. Como pode ser visto, o comportamento da
magnetizacao para tempos curtos € uma lei de poténcia. Note que, em nossos
ajustes, nao foi possivel utilizar valores de magnetizacao para ¢t > 72 no caso
mo = 0.01, £ > 51 no caso my = 0.02 e para t > 42 no caso mg = 0.03,
em ambos os volumes. De fato, como ilustrado na Fig. 4.1, o crescimento
anémalo da magnetizacdo € inicialmente uma lei de poténcia com expoente
critico dinamico positivo (#), mas logo ap6s decai como uma lei de poténcia com

expoente negativo (—3/vz). Nos dois volumes estudados, os valores dos tempos



Capitulo 6. Modelo O(4) 111

Q(®)

—— Ajuste

1 10
t

Fig. 6.4: Funcao de correlacao temporal [EqQ. (4.40)] o modelo de spins continuos
O(4) em uma rede V' = 30 com 5000 historias. Obtemos ¢ = 0.153(2) com
x%/d.o.f = 0.16, no intervalo At = 3 — 70 (0 ajuste é dado pela linha sélida na
figura).

microscopicos sao da ordem de 3 iteracdes para as trés magnetizacdes iniciais

estudadas.

Para evitar a extrapolacao mencionada na pag. 65 para o calculo do expoente
critico dindmico 6 para o modelo de spins continuos O(4), empregamos a técnica

descrita em [63] medindo funcao de correlacao temporal

Qt) = §<Z Z$<t>-§j<0>> ~ 1 (6.59)

Desta forma, calculamos para uma rede cibica com V = 30° e utilizando 5000

amostras e my = 0,
0 =0.153(2). (6.60)

Os dados e o ajuste sao mostrados na Fig. 6.4.
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6.6.1 Conclus ao

Investigamos o comportamento em tempos curtos do parametro de ordem
magnético no modelo de spins continuos O(4) em redes clbicas. Nossos
resultados demonstram que este observavel exibe um comportamento de lei
de poténcia nestas condicbes. De fato, como mencionado na Secédo 4.2.2, o

comportamento do parametro de ordem magnético é descrito por [Eq. (4.34)]
M(t) ~mot”, 0= (zg—5/v)/z,

lembrando que 6, xz, e z sao expoentes criticos dinamicos, sendo § e v
expoentes criticos estaticos (ou de equilibrio). Em nossas simulagdes numéricas
— empregando a condicao inicial dispersa — calculamos o expoente critico
dinamico [Eq. (6.60)]

6 =0.153(2) (6.61)

para o0 modelo de spins continuos O(4). Trata-se do primeiro calculo desta
guantidade para modelos de spins continuos.

Note que, até o momento, ndo estamos considerando o parametro de ordem
de percolacao para este caso. Desta forma, ndo & necessario utilizarmos uma
guantidade elevada de historias temporais, pois como mencionado acima, 0s
dados neste caso apresentam menos ruido. Além disto, ha um nimero maior de
graus de liberdade (devido as varias componentes e ao fato de utilizarmos rede
clbicas). Para as simulacdes numéricas do modelo de spins continuos O(4)
utilizamos 5000 amostras para os dois volumes de redes estudados (V = 30° e
60%) nas trés magnetizagdes iniciais diferentes (m, = 0.01, 0.02 e 0.03). Desta
forma, foi possivel calcular com boa precisao o expoente critico dinamico 6 [Eq.
(6.58)]. Entetanto, este valor foi extrapolado, se desejamos uma medida direta
deste expoente critico dinamico devemos empregar a Eq. (6.59), o que nos leva
af = 0.153(2) [Eq. (6.60)].

Como ilustracédo, vejamos qual o efeito do uso de uma estatistica pobre

(poucas amostras) no calculo do parametro de ordem magnético. Utilizando



Capitulo 6. Modelo O(4) 113

0,04
= 0,03} - .
/ 0,03
----- 5000 amostras
—— 1000 amostras 0,02 ——
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Fig. 6.5: Comparacdo do comportamento da magnetizacdo de acordo com o
nimero de amostras utilizadas no modelo de spins continuos O(4) tridimensional,
sendo V = 60° e my = 0.02 com condigdo inicial dispersa. Na linha
tracejada temos os valores para 5000 amostras enquanto que na linha solida
1000 amostras.

1000 amostras temos uma evolucao temporal do parametro de ordem magnético
excessivamente crescente, 0 que nos leva a super-estimar o valor do expoente
critico dinamico #, como mostra a Fig. 6.5. Em simulacdes tridimensionais é
esperado que a curva do pardmetro de ordem decresca como M(t) ~ t=9/#,
como previsto na Fig. 4.1 e demonstrado na Fig. 6.5. Observamos este
decréscimo para o modelo de spins continuos O(4) em nossas simulacdes
numeéricas com 5000 historias (note que para o modelo de Ising tridimensional
este comportamento nao foi observado para os valores de mgys considerados).
Embora parat < 20 o comportamento do parametro de ordem nao apresente
uma diferenca significativa — como pode ser visto no grafico menor a direita na
Fig. 6.5 — devemos salientar que as barras de erros sao maiores (estatistica
mais pobre) e o nimero de pontos para ajuste do expoente critico dinamico 6 é

pequeno.
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Conclus ao

presentamos nesta tese um estudo detalhado sobre fenémenos criticos
Aem tempos curtos, através de uma dinamica de banho térmico para
observaveis magnéticos e de percolacdo (adotando o algoritmo de Hoshen-
Kopelman para identificar os clusters da rede*). Partindo do fato de estes
observaveis serem analogos em equilibrio, testamos suas semelhancas fora do
equilibrio. Neste estudo adotamos o parametro de ordem magnético [Eqg. (2.6)]
e de percolacado [Egs. (5.10) e (5.11)] do modelo de Ising em duas e trés
dimensoes, com diversas condi¢oes iniciais. Tais condi¢cdes iniciais foram
escolhidas de maneira a favorecer a formagcdo de um conjunto de spins de Ising
conectados (cluster) a partir das primeiras iteragdes, ou unidades de tempo de
Monte Carlo, buscando para o parametro de ordem de percolacdo uma condicao
equivalente a de magnetizacao inicial my. Também apresentamos a primeira
medida do expoente critico dinamico # para o modelo de spins continuos O(4),
utilizando o algoritmo local de banho térmico.

Ressaltamos que, em estudos anteriores do comportamento dinamico dos
observaveis de percolacao, foram investigados apenas clusters de tamanhos
fixos — 0 que nado representa um parametro de ordem para a teoria da
percolacdo — os chamados n,-clusters (descritos na pag. 38), os quais
denotam o numero médio de clusters (por sitio da rede) contendo s sitios
cada. Tal abordagem nao levou a ajustes temporais satisfatorios para esses

observaveis [86]. Nesta tese realizamos o estudo dinamico do parametro de

*Para mais detalhes sobre este algoritmo, veja o Ap. B.
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ordem de percolacdo, que € um cluster de tamanho variavel, dado pelo volume
relativo do maior cluster da rede (parametro €2) ou pelo volume relativo do
cluster percolante (parametro ). Tipicamente, o valor destes observaveis
aumenta com o0 tempo na temperatura critica, para um sistema finito e a
partir de uma magnetizacdo inicial pequena. Desta forma, obtemos bons
ajustes para a descricao temporal de observaveis de percolagdo. No entanto,
verificamos que os comportamentos destes observaveis diferem entre si e
diferem qualitativamente do comportamento dinamico da magnetizacao, apesar
de serem equivalentes a ela em equilibrio.

Os resultados listados no Cap. 5 mostram uma grande diferenca no
comportamento dos dois tipos de parametros de ordem em tempos curtos.
A magnetizacdo — como esperado — ajusta-se a uma lei de poténcia, com
expoente critico dinamico 6, sendo portanto “livre de escala” (veja a Tab. 5.1).
Entretanto, o parametro de ordem de percolacdo mostrou um comportamento
bem diferente (em suas duas possiveis definicoes, 2p e ), para todas as
condi¢des iniciais testadas. Em patrticular, Q2p e §2 apresentam uma escala de
tempo, dada respectivamente por = [Eq. (5.13) e Tab. 5.2] e 7 [Eq. (5.15) e
Tab. 5.3] como mostrado na Secao 5.2.1 (pag. 76). Estas duas escalas de tempo
podem ser associadas com o tempo de relaxacéo para o equilibrio.

Observe que o comportamento do parametro de ordem 2p € um fator /¢
vezes a solucao da equacao da difusao unidimensional em um ponto fixo do
espaco [75]. De fato, a expressao para a concentracao de um material difusivo
devido a mudanga de seu potencial quimico ao longo da direcdo z até uma
posicao z, € dada por

C )
flz) = 7i exp(—a”/4Dt) (7.1)
onde D é o coeficiente de difusdo. Comparando com a forma usada para ajustar
Qp [Eq. (5.13)]

ft)ap = A exp(—7/t), (7.2)

vemos que se multiplicarmos o parametro de ordem de percolagdo por /¢
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obtemos a solugdo da equacéo da difusdo, identificando z?/4D com 7. O fator
v/t corresponde ao comprimento de difusdo em um caminho aleatorio no tempo
t. Além disto, a posicéo fixa x, € proporcional a v/, isto &, aproximadamente o
comprimento da rede (desde que ™ ~ L?, como ja mencionado). Isto relaciona
a ocorréncia e a intensidade da percolacdo no tempo ¢t com a probabilidade da
existéncia de um caminho aleatério de tamanho L apos t passos de Monte Carlo.
Este parametro de ordem de percolacao foi estudado somente na condicao inicial
dispersa no modelo de Ising bi e tridimensional.

O comportamento do parametro de ordem (2 € similar a uma fracao de volume
de um sistema de particulas em um processo de nucleacao e crescimento [75]
em todas as condi¢des iniciais utilizadas. Notamos que tais processos sao tipicos
de transicoes de fase de primeira ordem, enquanto que a transicao fisica para o
modelo de Ising bi e tridimensional é continua (segunda ordem). Em particular,
o comportamento da funcao de ajuste do parametro de ordem de percolacao 2
[Eq. (5.15)]

9(t)e = BA{1 — exp[—(¢/7)"]}, (7.3)

€ observado em transi¢coes dinamicas de fase de primeira ordem fracas, como
discutido em [87]. Nesta referéncia, a dinamica critica de um estado mesta-
estavel de um campo escalar foi investigada com uma equacdo de Langevin
(modelo A) [59]. Neste contexto nossos resultados para o parametro de ordem
Q ilustrariam que, para a mesma dinamica’ fundamental, o comportamento em
tempos curtos depende especificamente do observavel.

Utilizando a técnica descrita em [63], calculamos através da funcao de
correlacdo temporal para o modelo de Ising bidimensional o expoente critico
dinamico 6 = 0.186(4) em uma rede V = 100> com 30000 historias, verificando
assim o previsto na literatura considerando os erros (veja a Fig. 7.1). Note que
este valor para o expoente critico dinamico ¢ esta de acordo com o calculado na

Tab. 5.1 para o maior volume de rede (V = 250%) e menor m, (0.02) estudados.

tA dindmica do algoritmo de banho térmico é englobada no modelo A
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QWM

— Ajuste

11 | | 1‘0 | | “““100
t

Fig. 7.1. Funcao de correlacao temporal [Eq. (4.40)] para o modelo de Ising
bidimensional, em uma rede V' = 100% com 30000 historias. Resultando em
6 = 0.186(4) com x?/d.o.f = 0.11 (o ajuste é dado pela linha solida na figura).

Demonstra-se assim a eficacia do método desenvolvido em [63], pois para uma
rede menor que a utilizada na Tab. 5.1 (e menos historias) encontramos um
valor proximo a ¢ = 0.188(1), o qual é apresentado na literatura para o modelo
de Ising bidimensional em redes menores (com mais historias) com o emprego
deste método [64]. Por outro lado, nao foi possivel empregar o método para o
parametro de ordem (2, ja que 0 mesmo nao apresenta comportamento dado por

lei de poténcia.

Na tentativa de encontrar um comportamento como lei de poténcia para o
parametro de ordem de percolacdo, consideramos o comportamento de 2 com
varias condicdes iniciais diferentes. Na condicao inicial concentrada, secao 5.2.2
(pag. 83), mostramos o comportamento de 2 (Fig. 5.10) para redes de Ising
bidimensionais. Mesmo favorecendo a existéncia de um cluster de tamanho
significativo nos instantes iniciais, o parametro de ordem €2 ndo evolui como uma
lei de poténcia e sim como um fenémeno de nucleacao, que € tipico de uma

transicao de primeira ordem. Seu expoente critico dinamico mostra uma escala
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tal qual na condicao inicial dispersa. No entanto, ha um aumento significativo
no tempo microscopico. Outra condicdo inicial testada foi a unidimensional,
secao 5.2.3 (pag. 87). Nesta o efeito da regido com magnetizacao inicial mg
€ mais ténue, mas contribui também para o aumento do tempo microscopico.
Na condicédo inicial concentrada, a regiao reservada com magnetiza¢ao inicial
mg causou um aumento no valor de 2 de tal modo que Q2 ~ M nos instantes
iniciais (veja a Fig. 5.10). Agora, para a condi¢cao inicial unidimensional a
presenca da regiao (linhas) aumentou o valor de €2, mas nao o suficiente para
comparar-se com a magnetizacdo. Como nas condi¢des iniciais anteriores 2
(Fig. 5.11) também exibe uma evolugao tipica de um fenémeno de nucleacao
para a condicao inicial unidimensional. Fica evidenciada portanto a robustez do
comportamento dindmico (tipo nucleacado) encontrado.

Ao tratar o problema como uma simples percolacao de sitios, como detalhado
na Sec. 5.2.5, parece ser possivel o ajuste de leis de poténcia para o parametro
de ordem de percolacdo em duas dimensdes. Embora o expoente critico
dindmico 6 do parametro de ordem magnético seja 0.190(2) [64], o valor do
expoente critico para o parametro de ordem de percolacdo, com as mesmas
condic¢des iniciais, € de aproximadamente zero (~ 0.05). Claramente, ndao &
esperado que o parametro de ordem para a percolacao de clusters geométricos
seja equivalente a magnetizacdo. Neste caso, 0s tempos microscopicos para
ambas as quantidades sao compativeis [veja a Fig. (5.13)].

Como mencionamos acima, estamos acompanhando uma evolugcéo dinamica
de banho térmico. Nesta dinamica procuramos os observaveis de percolacao
com o algoritmo de Hoshen-Kopelman. Outra possibilidade €& evoluirmos o
sistema com uma dinamica de clusters. Para tanto devemos utilizar, por exemplo,
o algoritmo de Swendsen e Wang* (para mais detalhes veja pag. 44). A
caracteristica basica deste algoritmo € a eliminacdo do critical slowing down
em simulacbes numeéricas realizadas na temperatura critica. De fato, nossos

testes mostram que os observaveis do sistema vao rapidamente para seu valor

tOutra possibilidade é empregar o algoritmo de Wolff.
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de equilibrio, impossibilitando uma analise de tempos curtos.

Em nossas simulagdes numéricas para spins continuos empregando o
algoritmo de banho térmico para o modelo O(4) tridimensional, calculamos o
expoente critico dinamico ¢ = 0.153(2) [Eq. (6.60)]. Lembramos que para este
modelo estudamos apenas o parametro de ordem magnético. Isto demonstra
gue o parametro de ordem deste modelo também apresenta uma lei de poténcia
em tempos curtos. Esta informacao é relevante para o entendimento da transicao
de fase da QCD a temperatura finita com dois sabores de quarks leves, como
mencionamos no Cap. 3.

Em um futuro préximo aplicaremos uma analise de tempos curtos para
0 modelo de spins continuos O(4), a fim de explorar o comportamento do
parametro de ordem de percolacdo 2. Além de refinarmos a medida do
expoente critico dindmico 6 para o parametro de ordem magnético. Como
também, calcularmos os demais expoentes criticos dinamicos deste modelo.
Até o0 momento nao existem informacdes sobre a equivaléncia dos parametros
de ordem magnéticos e de percolacdo neste modelo e nem se esta possivel
desigualdade influenciaria os modos de Goldstone. Como dito anteriormente,
este estudo € de interesse para a compreensao da transicao de fase sofrida pela

QCD a temperatura finita com dois sabores de quarks leves.
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Grupo de renormaliza¢c ao

proposito deste apéndice €& apresentar a teoria do grupo de
Orenormalizagéo de uma maneira bem simples. Aqui faremos uma aplicacao
das idéias do grupo de renormalizacdo utilizando o modelo de Ising em
uma e duas dimensobes. A principal aplicacdo do grupo de renormalizacao é
a medida dos pontos e expoentes criticos vinculados a certos observaveis
termodinamicos na regiao critica. A teoria desenvolvida por Wilson [88] aplica-se
a compreensao das transicoes de fase. No entanto, sua generalidade permite
a sua utilizagdo em situagdes que vao além disto. Neste ponto de vista, grupo
de renormalizacdo pode ser visto como uma extensao, e implementacéo, das
idéias de Kadanoff e da chamada transformacao de Kadanoff [89]. Uma parte

consideravel deste apéndice inspirou-se na Ref [90].

A.1 Modelo de Ising unidimensional

A aplicacéo do grupo de renormalizacao consiste em diminuir o nUmero de graus
de liberdade na rede, ou seja, realizar a soma de alguns spins. Para ficar mais

claro, vamos escrever a funcao particao para o modelo de Ising com N spins,

Z(NK)=> exp{K Y S:S;}, (A.1)
{s} (ij)
sendo K = Jg3. Esta expressao também pode ser escrita como

Z(N,K) _ ZeK(S152+5253+5354+"'+SN,15N) (AZ)
{S}
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_ ZeK(S1SQ+5253) oK (S351+5155) | K (Sn-25N—1+SN-145y) (A.3)
{5}

lembrando que cada spin de Ising pode ter apenas valores +1. Se somarmos

todos os valores possiveis de todos 0s spins pares, teremos
Z(NE)= > {[KET5)] x [e K& TS (A.4)

51,53,

Esta nova fun¢do de particdo € para um modelo de Ising com N/2 spins e uma
possivel constante de acoplamento K. Se este reescalonamento & possivel,
podemos obter, em principio, uma relacdo de recorréncia na qual calculamos
Z(N, K) a partir de um sistema com outra constante de acoplamento. Entdo

procuramos uma funcao de K, f(K) e uma nova constante K’ tais que:
6K(Si+5j) _|_ 6—K(Si+5j) —_ f(K) 6K/Si5j , (AS)
para todo S;, S; = 1. Desta forma teriamos

Z(NK) = ) [f(K)eNS%]. ..
{s)

= [f(N)M22(N/2,K'), (A.6)

gue seria a desejada relacao de recorréncia. Esta transformacao é conhecida
como transformacdo de Kadanoff. Precisamos determinar agora K’ e f(K).

Utilizando a condigéo S;, S; = £1 na Eq. (A.5), temos

e?K + e 2 = f(K) €K/ , SZ = Sj

; (A.7)
2= f(K) e K . S; # Sj
este sistema é sollvel correspondendo a
K = %ln{cosh(2K)} : (A.8)

f(K) = 24/cosh(2K), (A.9)

ou

K = %Cosh_l(ey{,), (A.10)

fK) = 2eX. (A.11)
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A energia livre de Helmholtz pode ser escrita como

F = ———In(2), (A.12)

In(Z) = Ng(K). (A.13)
Usando a Eq. (A.6), temos

n(2) = S n(f(K) +m(Z(N/2, K) = Ng(K)

oK) = JI(f(K)+ Jg(K'), sendo g(K') = ~In(Z(N/2, K))
g(K') = 2¢(K)—1In{2y/cosh(2K)}, (A.14)
onde usamos f(K) = 2y/cosh(2K), ou
oK) = 5o(K') + 5ln(2)+ K. (A.15)

As Egs. (A.8) e (A.14) sao resultados diretos do grupo de renormalizacédo em
espaco real [17].

A aplicacao sucessiva das equacdes do grupo de renormalizacao pode ser
representada por um diagrama de fluxo. Cada iteracao feita com a Eg. (A.10), a
partir de um K < 1, leva a valores maiores de K, ou seja: com um determinado
K’ (0.01, por exemplo) calculamos K (= 0.1003). Este novo valor de K passa a
ser K’, que sera usado para calcular K e assim podemos construir a Tab. A.1,
extraida de [90] e [92]. Desta forma, o diagrama de fluxo leva a um valor infinito
de K. Mas se usarmos a Eq. (A.8) partindo de um K ~ oo, 0 processo de
iteracdo nos guiara a K ~ 0. Isto indica que ndo temos um valor critico de K
no modelo de Ising unidimensional. Estes dois valores finais de K (0 e co) séo
os camados pontos fixos. Para K igual a zero (respectivamente oc) a rede é
desordenada (ordenada). Quando a rede é ordenada cada regido dela é igual
as demais, independentemente do tamanho da escala escolhida. Para a rede

desordenada este argumento também € valido. Esta invariancia de escala € uma
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K grupo de renormalizacéo, g(K) valor exato

0.01 In(2) 0.693197
0.100334 0.698147 0.698172
0.327447 0.745814 0.745827
0.636247 0.883204 0.883210
0.972709 1.106299 1.106302
1.316710 1.386078 1.386080
1.662637 1.697968 1.697968
2.009049 2.026876 2.026877
2.355582 2.363536 2.364537
2.702146 2.706633 2.706634

Tab. A.1: Valores de g(K) para o modelo de Ising unidimensional. O valor exato
é calculado com Z = (2cosh(J3))", veja [90] e [92].

constatacao direta dos pontos fixos do grupo de renormalizacdo. Em um sistema
que exibe uma transicao de fase de segunda ordem, estes pontos fixos ndo serao
tdo simples, pois deve haver uma convergéncia a um dado ponto critico (K).

Para exemplificar, vamos utilizar o modelo de Ising bidimensional.

A.2 Modelo de Ising bidimensional

A partir da rede bidimensional, definimos duas novas redes, uma com 0s spins
gue serao contados (bolinhas cinzas na Fig. A.1), e outra com 0S que nao serao
contados (bolinhas pretas na Fig. A.1). Assim, esta nova rede pode ser vista
como uma rotacdo de 45° da rede original. A funcdo de particdo pode ser

reescrita como

z = Z L [eKss(Sl +52+53+54)] [6K56(52+S7+58+53)] . (A16)
{S}
_ Z . [6K(Sl + Sa+4 S3+ S4) + o~ K(S1+ S+ Sa+ 54)]

restantes
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Fig. A.1: Novas redes de Ising bidimensional. Em vermelho(preto) os spins que
seramento contados(nao contados).

> [eK(SQ+S7+ Sg+ S3) + e*K(SQ+S7+ Sg+ Sg)] e (Al?)

Intuitivamente, escrevemos a transformacao de Kadanoff

- < pa— - b / - - < <
e (S1+ 824 50t 50) | o= K(S1+ 824 8554 50) — () K/ (51845154528 +5384) (7 18)

mas temos quatro possibilidades
S1=8,=8;=5,=+=l1

S1=8y=83=-5,=%41
(A.19)
S1 =8y =—-853=-5,=+1
S1=—=5,=53=-5,=41,
0 que deixa claro que precisamos de mais fatores K, na transformacao de
Kadanoff. Uma possibilidade é definir

PK(Sl+SQ+SB+S4) + —K(S1+ S2+4 S3+ S4)

e
K
= f(K) exp[T (5152 + 5253 + 5354 + S4Sl>.

+ KQ (5153 + 5254) + Kg (51525354)] . (AZO)
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Usando as Egs. (A.19 e A.20), chegamos ao sistema de equacoes
e p et = f(R)eH et (A.21)
e p e = f(K)e s (A.22)
2 = f(K)e 2K2tKs (A.23)
2 = f(K)e 2fat2kathis (A.24)
gue tem como solugéo
K, = iln{cosh(élK)} (A.25)
Ky, = %ln{cosh(élK)} (A.26)
K; = %ln{cosh(élK)} + %hl{COSh(QK)} (A.27)
F(K) = 2cosh?(2K) cosh® (4K) . (A.28)
Podemos agora generalizar a funcao de particao e obter
Z(KN) = [fE) Y eplr:Ys:S,
N/2 ij
+ KoY "SiSm+ K> "8,8,8,:8.} ], (A.29)
im pqrs

onde >  é a soma dos pares de primeiros vizinhos, »_ significa a soma sobre

todos os primeiros vizinhos proximos na rede com N/2 spins e > €& a soma

sobre todo o conjunto dos quatro vizinhos em torno do spin.

A nova funcao de particdo, devido a sua complexidade, ndo pode ser usada

em calculos de grupo de renormalizacdo. Entdao precisamos eliminar de alguma

forma K, e K3. Para tanto, lancamos mao de aproximagdes. A aproximacao

mais simples é definir K, = K3 = 0, o que implica em
K, = i In{cosh(4K)}
Z(K,N) = (f(K)M?Z(K., N/2)

g(K") = 2¢(K) —1n{2cosh'/?(2K) cosh/®(4K)} ,

(A.30)
(A.31)

(A.32)
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Fig. A.2: Grafico das Egs. (A.32) e (A.34), K. € a interseccao das duas curvas,
que ocorre em K = 0.50698.

ou seja, 0 mesmo resultado que para o modelo de Ising unidimensional, que nao
apresenta transicdo de fase. Outra possibilidade € aproximar o termo de K.
Como K e K, sao positivos, ambos favorecem o alinhamento dos spins, entao
pode-se retirar K, aumentando K, de modo que a tendéncia ao alinhamento
seja mantida. Para fazer isto, consideremos a energia da rede com todos os
spins alinhados

N

E:_E(Kl + Kg), K3:0, (A33)

pois, em uma rede com N/2 spins, temos N primeiros vizinhos e N segundos

vizinhos proximos. Definimos
K =K, + Ky = gln{cosh(élK)}. (A.34)

As Egs. (A.32) e (A.34) sao equagdes do grupo de renormalizagdo. Um grafico
da Eq. (A.34) mostra que existe um valor critico K., que pode ser calculado
pela interseccao (para K nao nulo) das duas curvas (como é visto na Fig. A.2)

resultando em K. = 0.50698. Este valor pode ser comparadoo ao obtido pela
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Fig. A.3: Grafico da Eq. (A.34), onde as evolucbes da relacdo de recorréncia
partiram de K = 0.50697 (linha tracejada) e K = 0.50699 (linha continua).
Demonstrando assim o valor critico X..

solucdo exata K. = 0.44069 [35]. O diagrama de fluxo para o modelo de Ising
bidimensional mostra que realmente existe um valor critico de K. Se aplicarmos
a relacdo de recorréncia [Egs. (A.34)] para K menor mas muito proximo a K.,
K convergira a zero. No entanto, se K for maior mas muito probxmo a K., a
convergéncia leva a K infinito. Isto pode ser visto na Fig. A.3, onde usamos
K = 0.50698(1).
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Algoritmo de Hoshen-Kopelman

Como mencionamos no Cap. 3, quando estamos idendificando os clusters
em uma rede, podemos nos deparar com situagcbes nas quais temos que
escolher qual o valor (ou rotulo) deve ser colocado em um determinado sitio. O
algoritmo de Hoshen-Kopelman é a melhor forma de identificarmos os clusters.
Aqui descrevemos o seu funcionamento através de um exemplo adotando a
percolacao de sitios. Lembrando que, neste ponto de vista sempre que dois
sitios primeiros vizinhos forem do mesmo tipo, um elo é colocado entre eles com
probabilidade 1.

Suponhamos que temos a seguinte rede de sitios nao periddica:

o = O
_ =
= o O O
— = O

Para implentar a rotina descrita no Cap. 3 (pag. 43), varremos a rede da esquerda
para a direita comparando os vizinhos superior e anterior. Vamos guardar a rede
de cluster em outra rede. Precisamos também de um vetor auxiliar, 0 seu uso
ficara claro a sequir.

O primeiro sitio da rede inicial, denotada por ri(i,j) tem o valor 1 e nao
possui vizinhos. Ele é 0 nosso primeiro candidato a cluster — a rede de cluster
serd denotada por cl(i,j) — assim, cl(1,1) = 1. Vamos fazer n(1) = 1,

onde n(i x j) & o vetor auxiliar. O proximo sitio a ser analisado & o ri(1,2), 0

128
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seu vizinho esquerdo é ocupado. Entdo, ele deve receber o mesmo rotulo, ou
seja, cl(1,2) = 1. Nao implementamos mudanca alguma no vetor auxiliar, este
sera (til apenas quando encontrarmos um novo cluster ou uma ambigtidade,
como veremos a seguir. Agora, o sitio ri(1,4) esta isolado, entdo temos um
novo cluster: ci(1,4) = 2 e n(2) = 2. Seguindo na segunda linha
da rede temos ri(2,2) ocupado com o vizinho superior também ocupado, logo
cl(2,2) = 1. Na terceira linha da rede, ri(3,1) esta isolado, assim sendo,
c(3,1) = 3en(3) = 3. No proximo sitio temos a primeira ambiglidade,
devemos fazer cl(3,2) igual ao menor valor entre os valores dos seus vizinhos,
assim cl(3,2) = min[cl(3,1),cl(2,2)] = 1. Neste momento atualizamos o
valor do vetor auxiliar n(3), que € igual a 3 passa a ser n(3) = 1. Note que
o valor do vetor foi atualizado permanecendo com o menor valor comparando
n(1) e n(3), ou seja n(3) = min[n(1),n(3)] = 1. Seguindo na linha, fazemos
cl(3,4) = 4comn(4) = 4, pois ri(3,4) estaisolado. Na tltima linha, cl(4,2) = 1
e cl(4,3) = 1. Em ri(4,4) temos mais uma ambiguidade, fazemos entdo
cl(4,4) = min[cl(4,3),cl(3,4)] = 1 e n(4) = 1. Com isto terminamos a

varredura da rede e podemos escrever a rede de cluster e o vetor auxilar:

oS w o =
e e e
- o O O
S =R )

Em percolacdo de sitios ndo podemos ter sitios vizinhos com rotulos
diferentes. Para corrigir a rede de clusters usamos o vetor auxiliar que é
conhecido como o vetor que contém o rotulos dos rotulos. Agora varremos a rede
atribuindo o valor do vetor ao respectivo cluster, ou seja, o cluster identificado

pelo nimero 2 recebera o valor de n(2) e assim por diante, ao final teremos a
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rede de clusters

S = O =
— =
= o O O
= = O N

1

agui, temos um cluster percolante que se estende da primeira a Gltima linha
identificado com o rétulo 1 e um cluster isolado com o rotulo 2.

Em rede maiores a utilidade do vetor auxiliar € mais significativa. Podemos
ao final da formacdo de uma determinada rede de clusters ter as seguintes

compomentes para vetor auxiliar:

n(3)=2 e n(2) =2 n(3)=2

n(4)=3 e n@3)=2 e n(2) =2 n(d) =2 |

n(G)=4 e n(4)=3 e n(3)=2 e n(2) =2 n() =2 |
n6)=6 .. n(6) =3

Por definicdo, os rotulos dos clusters devem ser estabelecido de uma maneira
crescente, por isto, n(6) = 3. No exemplo acima nado precisamos fazer uma

atualizacao deste tipo. Geralmente isto s6 ocorre em grandes redes.



Apéndice C

Algoritmo para o modelo  O(4)

a simulacdo do modelo O(4), devemos ter cuidados especiais na
N elaboracdo do codigo numeérico, principalmente se desejamos empregar
o algoritmo de clusters. As idéias fundamentais desta elaboracdo podem sere
vistas em [93]. Certos detalhes, que serdo descritos abaixo, devem sere
respeitados. Um deles diz respeito ao nimero de dimensdes da rede, pois este
modelo apresenta transicao de fase apenas quando tratado em dimensao maior
ou igual a trés (e sem a presenca de um campo magnético externo).

O primeiro passo & gerar um vetor em quatro dimensfes com suas
coordenadas uniformemente distribuidas dentro de uma hiperesfera de raio
unitario.  Existem algumas formas distintas para fazermos isto. Abaixo
descreveremos as testadas e a empregada nesta tese. Podemos definir um vetor

tridimensional (modelo de Heisenberg) unitario definindo dois angulos.
x1 = cos(0)sin(p)
xo = sin(f) sin(p) (C.1)

x3 = cos(0),

sendo que 6 varia entre [0, 7) e ¢ entre [0, 27). Uma extensao desta idéia para o

modelo O(4) seria

x1 = cos(f) sin(p) sin(¢) (C.2)

xo = sin(f) sin(ep) sin(¢) (C.3)

131
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Fig. C.1: Histograma das componentes do vetor ¥ usando as Eg. (C.2 - C.5).

x3 = cos(0)sin(¢) (C.4)
xy = cos(9), (C.5)

com ¢ variando entre [0, 27). Mas, se olharmos a distribuicdo das componentes
deste vetor, notamos que nao ha uma uniformidade nos valores sorteados para
x1,21,21 € x4 (veja Fig. C.1). Entdo, 0 que nos pareceu mais simples, foi sortear

vetores aleatorios dentro de um hipercubo

21 = 2 xrand() — 1 (C.6)
2y = 2 xrand() — 1 (C.7)
zy = 2 xrand() — 1 (C.8)
vy = 2 xrand() — 1, (C.9)

guardar aqueles que caissem dentro de uma hiperesfera inscrita dentro do
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Fig. C.2: Histograma das componentes do vetor # usando as Eq. (C.6 - C.9).

hipercubo, ou seja, aqueles com

R:\/x§+x§+x§+xi,

e depois normaliza-los para raio uintario. No entanto, mesmo este método
apresentando uma distribuicao uniforme (veja a Fig. C.2), ele mostrou-se lento,
pois usava quatro nUmeros aleatorios na geracao de um vetor O(4).

O método que melhor se adequou € conhecido como método de Marsaglia
[73]. Neste método, escolhemos dois numeros aleatorios uniformemente
distribuidos entre [-1,1]

r1 = 2 xrand() — 1

xo = 2 xrand() — 1.

(C.10)

Se r; = 2% + 23 < 1, eles sdo guardados. Logo apos isso sorteamos mais dois
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nameros

x3 = 2 xrand() — 1

xy = 2 xrand() — 1.

(C.11)

Repetimos o teste de aceitagdo para r, = z2 + 2 < 1. Tendo estes quatro

nameros em maos, determinamos as compomentes do vetor O(4).

Ty — X7 (C12)

Ty — T2 (C.13)

T3 — T3 L= (C.14)
T2

Ty — T4 L= n . (C15)
T2

Pelo histograma das componentes vemos que elas estao bem distribuidas, (veja
a Fig. C.3). O método € consideravelmente mais rapido que a rejeicao a partir do
hipercubo.

Sabendo como gerar a rede inicial de spins O(4), podemos dar o proximo
passo: mapear o modelo O(4) no algoritmo de clusters, que é bem estabelecido
para o modelo de Ising. Para tanto, procedemos da seguinte forma: para
um dado valor de temperatura, realizamos N varreduras na rede. Em cada
varredura, utilizamos o método de Marsaglia para gerar um vetor O(4), 7; 0
produto escalar deste vetor com cada vetor da rede servira como peso para
estabelecer a rede de spins de Ising e os elos entre estes. Se o produto escalar
for positivo, o spin de Ising sera definido como up ou 1, se for negativo sera down
ou -1, a probabilidade de se colocar um elo entre spins de Ising do mesmo tipo,

agora sera
pij =1 —exp{—26|S; - 7||S; - 7|} . (C.16)

No algoritmo de clusters, € necessario refletir cada cluster, e conseqiientemente

cada spin de Ising que pertence a este cluster, com probabilidade 1/2. Aqui, em
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Fig. C.3: Histograma das componentes do vetor i usando as Eq. (C.12 - C.15).

cada varredura temos uma rede de spins de Ising diferente, logo o procedimento
adequado sera refler os spins de O(4) (em relacdo ao plano definido pelas
direcdes ortononais a 77), para que a informacao se propague de uma varredura a
outra. Isto é feito usando um projetor. Se o cluster é refletido, cada componente
paralela do spin O(4) com o vetor 7 sera refletida. Para isto fazemos

— — —

Como foi dito no Cap. 6, a acdo de um campo externo no modelo O(4) é de
grande importancia para a deteccao dos bosons de Goldstone. A implementacao
numeérica se da de uma maneira diferente da utilizada em algoritmos locais,
onde o campo externo entra como mais um termo na funcdo que minimiza a
energia. Da mesma forma que em cada varredura determinamos um vetor 77 que
é utilizado pra determinar a rede de spins de Ising, também é feito o produto

escalar 77 - h, onde h € um vetor unitario. Se este produto for maior que zero,
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Fig. C.4: Esquema de elos entre os spins da rede e o spin fantasma.

dizemos que um spin fantasma S, (spin de Ising) & up, ou 1; ao contrario sera
down, ou -1. Apos ja termos formado todos os clusters, varremos a rede mais
um vez e tentamos ligar cada spin da rede de Ising com o spin fantasma. Este

elo é posto com probabilidade [10, 49]
pi = 1—exp{—28|H (h-)[|S; -7} . (C.18)

sendo H a intensidade do campo externo. Um esquema deste procedimento
para uma rede bidimensional € mostrado na Fig. C.4. Desta forma construimos
um cluster fantasma. Este deve ser refletido com probabilidade 1/2. Se isto

ocorrer, 0 campo magnético também é refletido através de um projetor
h—h—2(h-7)f. (C.19)

Resumindo, apo6s definirmos a rede inicial de spins O(4), usando o método
de Marsaglia, realizamos N varreduras para uma dada temperatura. Em cada
uma destas escolhemos um vetor aleatério de quatro dimensoes, 7. Realizamos
o produto escalar deste vetor com o spin de O(4) em cada sitio da rede. Assim,
montamos a rede de Ising que sera tratada pelo algoritmo de cluster com a
probabilidade de se colocar elos modificada pela Eq. (C.16). Apo6s rotularmos
todos os clusters, devemos colocar elos [usando a Eqg. (C.19)] entre os spins

da rede e o spin fantasma para formarmos um cluster fantasma. Para que o
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embebimento seja ergodigo, devemos refletir cada cluster, inclusive o fantasma,
e seus respectivos spins de O(4) e campo externo. Para fazer isto, usamos os
projetores acima [Egs. (C.17) e (C.19)].

Como para o caso do modelo de Ising, os clusters podem ser usados para a
analise de percolagao. Para a evolucdo de tempos curtos das variaveis de spins,

por outro lado, usamos o algoritmo de banho térmico descrito em [15].



Apéndice D

Detalhes de contas do capitulo 6

D.1 Tensor suscetibilidade

Definindo o tensor suscetibilidade [32].

.oy
Xed = T HH.0H, (B.1)
oM,
~  0Hy4 (b-2)

onde f €& a energia livre por unidade de volume, M, a componente da
magnetizacdo na direcdo « e Mz a componente do campo na dire¢cdo 5. O
tensor suscetibilidade descreve com a «a-ésima componente da magnetizacdo
muda devida a (3-ésima componente do campo magnético. Como o hamiltoniano
do modelo O(4) carrega a simetria do modelo, a energia livre por unidade de

volume nao pode depender da dire¢cdo do campo magnético. Entao

f=f(H), (D.3)

sendo

4 2
H=|H|= (ZH§> . (D.4)

Entao, diferenciando a Eq. (D.1), utilizando a propriedade
0 OH 0 H, 0

oH,  0H, OH H O0H

(D.5)

temos

X = T5H
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moH  TPoHOH,H H 0H,0H
10f  HeHo Of  HyHo O°f

HoH H3 9H = H? OH?

_HﬁHa 82f 1 8f HaHﬁ

_ , lof L 0f 91 Hy 9 9f

- -5

Xeg = T aHfﬁ&_H{“ﬁ_ g ] (D6)
De onde tira-se
_of oM
NS e T o (B.7)
19f M
YOS THom W (B8)

D.2 Meétodo de Gell-Mann-Levy para ¢ alculos de correntes

Gell-Mann e Levy encontraram um método rapido e eficiente para determinarmos
as correntes conservadas para uma lagrangiana, quando nesta efetuamos um
transformacao local nos campos contidos na lagrangiana do sistema. A partir de

uma lagrangiana £(¢,, d,¢,), podemos transformar os campos como
¢ — ¢ = ¢r —ie, (2) FY (9), (D.9)

sendo que desta forma a transformacao sera local, pois ¢ depende da posicao «z,
em uma transformacao global, ¢ € uma constante. Desta forma, a lagrangiana é

modificada como

6L = L(¢L,0.0L) — L(br, 0utdy)

oL oL
= — FV . FI/
5. (Cie@F (9)) + 5Ol (@) FY(6)
. Y oL
= 0, |—ie,(x)F’(¢) 00| (D.10)
onde usamos a equacao de Euler-Lagrange, e que pode ser reescrita como
0L = T"M(x)0,e,(2) + €,(2)0, T (x), (D.11)
sendo
oL

(D.12)
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a corrente. Se esta € conservada, ou seja,
0, T " (x) =0, (D.13)

dizemos que a transformacdo ndo quebrou a simetria da lagrangiana. No
entanto, uma transformacéo local como a feita acima quebra a simetria de
gualquer lagrangiana, como veremos a seguir.

D.2.1 Aplica¢ ao

Lagrangianas escalares

Sejam ¢; e ¢, dois campos escalares de massas iguais.

(0,60)(91) + (B,0)(@"62)] — 3?63 + 63, (0.14)

1
L==
2
podemos tratar estes campos como coordenadas e a lagrangiana como uma
funcao no plano 1 — 2. Desta forma, podemos girar este sistema de coordenadas

na direcdo 3, para tanto usamos uma matriz de rotacao SO(2)

¢3) colp) —n®) | ¢1>
¢ sin(f)  cos(f) 03

(D.15)

Se escolhermos uma rotacéo infinitesimal (3 < 1), os campos se transformam

como

¢1—>¢/1:¢1—€¢2

, (D.16)
G — ¢y = ¢y + €
de onde definimos
001 = —€py
(D.17)
5¢2 = ey

Se L(¢1, ¢2) € invariante sob a transformacéo acima (Eq. (D.16))

0L = L(64,8) — L{n, 62) =0, (D.18)
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entao
oL oL oL
0L =——-=6(0 + —5 D.19
a(a‘uél) ( ﬂ¢1> 8(8u¢2> ( H¢2> 8¢1 ¢ 8¢2 ¢1 ( )
e usando a equacao de Euler-Lagrange
oL oL
— 9, ——) =0, D.20
gy " (8(@@)) (D.20)
reescrevemos a Eq. (D.19) como
oL oL
0 = o4 0,6
56,00 ") 5800 M0
oL
+ 01+ [0, | =——— )| 002,
o (gt )] o+ 2 (51509 2
oL oL

0(0,¢1) (0,2

onde também usamos §(9¢;) = (0d¢;) e, com a definicdo (D.17) chegamos a:

oL oL
“[‘m&@n¢”*<;@a¢4€ 0
Mas
oL 1
a(auﬁbl) = §(au¢1)
oL _ 1
a(augbz) - 2(8 ¢2)7
ou seja,

0 =€0,[(0"p2))p1 — (0" 1)) 2] .

Neste momento, verificamos que existe um vetor (corrente)

TH? = (0"pa)) 1 — (0" 1)) 2
gue é conservado

0,T"*=0.

(D.22)

(D.23)

(D.24)

(D.25)

(D.26)

(D.27)

Note que a transformacdo (D.16) é local, o que nado quebra a simetria da

lagrangiana.
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Se estendermos estes calculos para rotacdes nos demais planos, obteremos

gue a corrente conservada para a lagrangiana

£ = 5 [@u6)(09) + @.0)(00)] — Jmle* + o7 029

N —

sob uma rotacéo (veja Eq. (6.33))

-

¢ —d=¢+Exa, (D.29)

T = (¢ x 9"¢)". (D.30)
No entanto, na lagrangiana acima, podemos transformar os campos como

¢ — ¢ = +ifo
: (D.31)

e, usando 0 mesmo critério para a sua invariancia, temos

oL - oL .o oL
0=0L = 266+ —2=_9.(60) + =60 + —=—9.(d0
96 ¢ 8(0,9) K(00) + 55 (Do) u(00)

I
O —= D= N N
—

EQJ

—

~—~

(o))

1 =
-y 1

. =

1 1 .

—~

3

Q

~—

—

|

tQD

—_

—~

o))

=

S

—

~—~

=\

=

-

——

mas

-

08,(0")) = 0,(00")) — (0"9) - (8,0) (D.33)

—

$0u(0"0) = 0u(¢-0"0) — (9ud) - (9"0), (D.34)
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gue, substituindo acima, resulta em
1. w2 o
O:§n~8“(08¢—¢8 o), (D.35)
desta forma, concluimos que a corrente é

T =aoole® — 90" o, sendo a=1,2,3. (D.36)

Lagrangianas vetoriais

Seja u e d campos fermidnicos de massas m, € m,. A lagrangiana para este

modelo é

L=u(i —my)u+d(i@—mg)d, (D.37)
gue pode ser reescrita como
L3=V(—i J—m)¥ (D.38)

se definirmos

U ! Uz 0 o
W—(d), m—2(m0]+5m73)( ), \I/:<u d)(D.39)

= e I= . (D.40)

Para calcularmos a corrente conservada da lagrangiana acima (Eq. (D.38)),

vamos impor uma mudanca local no campo ¥
7 7

V=T (7o)l — §U= (7 )V (D.41)

Para que a Eqg. (D.38) seja invariante sob a transformacao acima, € preciso que
oL =0, entdo

oL oL - oc
= 6L = 2§50 4+ =50 + — = §(9, D.42
0=0L= 7000+ 520 +8@\P)5(au ) (D.42)
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e usando as equacdes de Euler-Lagrange para a lagrangiana de Dirac
(Eqg. (D.38))

(oL i
— iPAH
or or a0
% {3(@\1’)] 0. 0 = (D.43)
oL
a—‘;[, = _7'8#\1]7 +mW¥
o
(oc
pu— —. /'L
oL oL 9(0, V) e
% {0@\1’)} a0 ) 7 ; (D.44)
8“—@ - ’W“Q}I/ —mW
temos
oc oL )
_OL o o )
On [a(au\p)} Wt F,0) OV + [0, = m] oY =0. (D.45)

No entanto, o Ultimo termo a esquerda da equacao acima &€ a equacao de
movimento para a lagrangiana de Dirac que € nula, logo podemos agrupar os
termos restantes
oL
0, | =———0¥| =0 D.46
Aol (D49

e usanda a Eq. (D.41)
(O, U)VT - &) + AT - (0,6(x))V + U7 - &(z)(0,V), (D.47)

substituindo os resultados das equacdes de movimento no primeiro(Eq. (D.44))

e no terceiro (Eq. (D.43)) termo chegamos a

1. . ) . )

SO (9,ea)) W + %m@qf% élz) — %wﬁxp% &lx) =0. (D.48)
Desta forma

—UTHM - 9,é(z) =0, (D.49)
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e consequentemente, podemos definir uma corrente

1
JHe = 5\1/7“7'“\11 (D.50)

cuja divergéncia é

a 1 T, a T, a
0, T = 5(0,)1’7“7‘ U+ Wak 10, ¥)
7

= —(Um7"V — Ur'mW)

DO |

T[m, 7|0, (D.51)

onde usaram-se as equacdes de movimento. Note que, pela definicdo de m, este
comutator s sera zero (corrente conservada) para a = 3, as outras componentes
resultam em correntes proporcionais a ém. Entao, a corrente s6 sera conservada
se dm (= m, —my) = 0, ouU seja, se os dois férmions tiverem a mesma massa.

Outra transformacao posivel &

- =

V=0 z% o (D.52)

gue substituindo na Eq. (D.42) resulta em

0=06L = au[ixifw(—ﬂ%%qf)]
Lo
= 0T )7 Y]

oo = o o = - o
= 0T T) + UY(O,7) - T+ (7T 7)750, 9} .(D.53)
Usando as equacdes de movimento (Egs. (D.43) e (D.44)), temos
o . ,
0=0L= 5\117“7'75\11 - 0,17) (D.54)
de onde tiramos a corrente

1
J" = Uy, sendo a=1,2.3. (D.55)
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