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Resumo

Esta tese tem como foco central o estudo da dinamica populacional de um ou
mais fragmentos, regioes favoraveis a vida, imersas em uma regiao desfavoravel, mais
especificamente estamos interessados nas condi¢oes minimas para existéncia de vida
no(s) mesmo(s). Inicialmente reproduzimos um resultado conhecido na literatura, o
tamanho minimo para existéncia de vida em um fragmento isolado. Posteriormente
extendemos nosso modelo para um fragmento nao isolado, dois e infinitos frag-
mentos; isolados, nao isolados, de mesmo tamanho, de tamanhos diferentes, com
condigoes a vida iguais ou diferentes dentro deles. Um aspecto que valida nosso
modelo é que sempre podemos reduzir suas extensoes ao caso mais simples e eles o
reproduzem fielmente. Aplicamos nosso estudo na predicao do menor tamanho que
precisa ser plantado no reflorestamento de uma regiao desmatada de modo que uma

dada espécie possa se restabelecer.

Palavras Chaves: Fragmentos populacionais; equagao de Fisher; modelo difusivo.

Areas do conhecimento: Fenomenos nao lineares; Fisica-matematica; dinamica

de populagoes.
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Abstract

The main subject of this thesis is the study of population dynamics in one or
more fragments. Fragments are favorable regions to life immersed in an unfavo-
rable region. Our problem is found the minimum life conditions. The first step
is reproduce a known result at the literature; the minimum life existence size in
an isolated fragment. After we extend our model to one no isolate fragment. The
second extension is explore two fragments; isolated and not isolated, with same size
and different sizes, with equals or differents life conditions inside them. The last
extension consist in resolve the problem to infinite fragments, with same size and
diferent sizes. One point that validate our extensions is the reproduce of single case
when the life difficult between the fragments go to infinite. We apply our results to
preview the necessary planted size to reforest a deforested region, that possibility

the life restoration of one specie at this region.
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Introducao

O estudo de fragmentos populacionais tem despertado interesse na area de dinamica
de populagoes [6, 41], tanto em biologia [13, 22, 33| observacional como em modelos
tedricos [27], os quais podem utilizar ferramentas matemadticas em sua descrigao.
Chamamos de fragmento, ilha populacional ou mancha, uma regiao propicia a vida
imersa em uma regiao nao propicia. Sao exemplos de populacoes vivendo em um
fragmento: pessoas em um odsis no meio do deserto, uma ilha oceanica, peixes
dentro de uma lagoa ou de um aquario, dentre outros.

Muitas sao as diferencas entre os poucos exemplos que citamos, dentre elas uma
que nos chama a atencao é quanto o tipo de fronteira, pois pessoas podem andar
pelo deserto, ou nadar nas proximidades de uma ilha, ou seja, nao ha um isolamento
total, uma vez que os individuos embora nao possam viver indefinidamente na regiao
fora do fragmento podem ficar 14 por algum tempo, havendo eventualmente a pos-
sibilidade de migrar para outro fragmento que esteja a uma distancia aceitavel. J&
no caso da lagoa ou do aqudrio, os peixes nao podem avancar além da fronteira
do fragmento, pois nao tém como transpor a barreira fisica e caso o fagam podem
morrer em um tempo muito curto®.

Especificamente estamos interessados em encontrar uma condi¢cao para que possa
haver vida em um dado fragmento em termos de parametros que caracterizam a
populacao. De forma geral essas condigoes sao muitas, tais como quantidade de
alimento disponivel, as condi¢oes ambientais a que essa populagao esta submetida e
relagao de cada espécie com essas condicoes, a quantidade de membros da populagao
que competem por alimento e espaco, o tamanho do fragmento em estudo. Em par-
ticular nesse trabalho estaremos interessados no tamanho minimo de um fragmento
ou de um conjunto deles, tal que seja viavel a existéncia de vida. Biologicamente
estaremos assumindo que o espago disponivel pode ser um fator limitante para a
dada populacao.

Em 1951 Skellam [38] propos a existéncia de um tamanho minimo para uma ilha
populacional que proporcionasse viabilidade a vida, tamanho esse abaixo do qual

uma dada populacao inicial nao pode prosperar, tendendo a zero no tempo. Em

*Muito curto se comparado ao tempo de vida médio da espécie.



outras palavras a populagao de equilibrio estavel é zero. Vide fig.(1)

Ac

Figura 1: Esquema de um fragmento e seu tamanho minimo para que haja vida.

Nosso intuito foi inicialmente mostrar que dado um fragmento de area v, menor
que a limite A. (vide fig.(2)), a populacdo nao é viavel neste fragmento, tal como
proposto por Skellam, sem que para isso precisemos resolver a equacao nao linear
completa, bastando-nos investigar a parte linear da mesma, como discutiremos a

Seguir.

Figura 2: Esquema de uma regiao onde é impossivel a vida.

Uma vez reproduzido o resultado de Skellam, introduzimos préximo ao fragmento
de drea «y, um fragmento de area ~y;, também menor que L. (vide fig.(3)), mas de
modo que possa haver migragao (difusao) entre os dois fragmentos. Pode existir

vida no sistema vy + 17 Se sim, em que condigoes?

’7<Ac 71<Ac

Figura 3: Esquema de duas regioes suficientemente proximas, em cada uma das

quais, isoladamente nao existiria vida.



Ao obter uma solucao para o problema de dois fragmentos passamos a investigar
como se comportam, trés, quatro, ..., infinitos fragmentos. Havera alguma diferenca
qualitativa entre o caso de n e o de n+ 1 fragmentos para n >> 17 Ou hd um limite
acima do qual o nimero de fragmentos nao é mais importante?

As perguntas acima e suas respectivas respostas podem ser uma contribuicao para
o debate’[20] conhecido por SLOSS, pois esse debate foi muito intenso nos anos 80
e versava sobre qual era a escolha mais viavel visando a biodiversidade: um tinico
fragmento grande ou um sistema formado por varios pequenos que representassem a
mesma area. Essa discussao inspirou muitos trabalhos sobre tamanhos de fragmentos
ou ilhas populacionais, ndo necessariamente ligados apenas a biodiversidade [11] dos
mesmos. Nosso trabalho, embora trate de uma tinica espécie e nao possua a condi¢ao
de mesma area, também se preocupa com qual a melhor solucao; um fragmento
grande ou varios pequenos. Nos preocupamos ainda se é melhor varios pequenos
de mesmo tamanho ou de tamanhos diferentes e quao grandes e/ou quao pequenos
estes devem ser. Grandes ou pequenos em relacao a que? Serd que a populacao do
sistema possui um estado de equilibrio estavel? Este estado seria um atrator global?
Haveria mais de um estado estavel? Este dependeria da condicao inicial? Estas sao
mais algumas das muitas questoes que motivam o nosso trabalho.

De maneira bastante objetiva, podemos dizer que nosso problema se resume a
encontrar uma condicao para que a vida seja possivel, sem necessariamente encontrar
a solucao analitica do problema. Matematicamente isto se reduz a calcular o menor
autovalor da equacao de Fisher linearizada. Isto pode e vai nos introduzir algumas
simplificacoes, dando nos a possibilidade de estudar casos para os quais talvez nao
seja possivel encontrar a solugao analitica da equacao nao linear, tal como os sistemas
de dois ou mais fragmentos. Para tanto iniciaremos pela descricao da Equacao de
Fisher e procuraremos justificar porque ela é um bom modelo para descrever nosso
sistema.

E importante ressaltar que nosso modelo nao apresenta efeito Allee [39], efeito
no qual a populagao precisa ser maior que um certo valor critico para que possa
prosperar, de modo que se introduzissemos inicialmente uma populagao muito pe-
quena em nosso fragmento essa diminuiria até sua total extincao independente das
condicoes do meio. O que nao acontece, em nosso modelo, no qual qualquer densi-
dade populacional nao nula pode evoluir para um estado estavel com a populagao
vivendo em equilibrio com o meio.

Este trabalho este organizado como se segue.

No capitulo 1 apresentamos a equacao de Fisher, assim como algumas solucoes

TSLOSS é uma sigla: Single Large Or Several Small (um tinico grande ou vérios pequenos).



conhecidas na literatura para coeficientes constantes e sua adequabilidade para nosso
modelo. Tragamos os graficos de dois casos particulares ilustrando frentes de invasao
que se difundem pelo espaco ao longo do tempo. Para o caso de coeficientes variaveis
identificamos seus parametros com as respectivas grandezas bioldgicas que descrevem
o fragmento e suas vizinhangas e apresentamos argumentos que viabilizam o estudo
da equacao linearizada.

O caso mais simples conhecido na literatura, o de um tunico fragmento isolado,
foi reproduzido no capitulo 2. O resultado obtido é exatamente igual ao existente
na literatura.

O capitulo 3 conta com a introducao de mais um fragmento préximo ao primeiro.
De maneira geral, ele ndo precisa ser de mesmo tamanho nem proporcionar as mes-
mas condigoes a vida, embora esses dois casos sejam de fundamental importancia,
pois reduzem o numero de varidveis em nosso problema, o que permite uma abor-
dagem mais ampla dos demais parametros.

Ainda tratando de dois fragmentos isolados do meio externo a eles, no capitulo
4, fazemos uma breve discussao sobre o problema conhecido por sistema de “fonte
sorvedouro”. Uma fonte é um fragmento no qual isoladamente, ou seja, sem a
presenca do segundo fragmento, é vidvel a existéncia de vida em seu interior. J& o
sorvedouro, contrariamente a isto, sem a presenca do segundo fragmento, ou seja,
isoladamente, nao seria capaz de proporcionar condigoes a vida. Um resultado
interessante que surge nessa andlise ¢ a viabilidade a vida num sistema composto
por dois fragmentos que isoladamente seriam dois sorvedouros, desde que a conexao
entre ambos seja suficientemente forte.

No capitulo 5 voltamos ao problema de um fragmento, considerando agora suas
vizinhangas como um lugar hostil a vida porém nao totalmente, em outras palavras
o fragmento nao esta isolado, de modo que ha vida nas regioes hostis vizinhas a ele,
ainda que por uma distancia limitada do mesmo. O novo tamanho critico para o
fragmento depende de quao hostil sao suas vizinhancas.

Uma generalizacao ¢ introduzida no capitulo 6, a qual retine o sistema de dois
fragmentos do capitulo 3 e a interacdo com o meio externo (capitulo 5). A regiao
entre os fragmentos e o ambiente externo ao sistema nao precisam ter as mesmas
condigoes a vida, porém a igualdade delas é uma particularidade bastante interes-
sante a medida que representa dois fragmentos inseridos numa regiao homogénea.

Infinitos fragmentos idénticos sao tratados no capitulo 7. A periodicidade deste
perfil introduz simplificagoes tedricas e numéricas. Uma aplicacao deste modelo
poderia ser a predicao do tamanho minimo de cada fragmento de floresta em um
reflorestamento que proporcionasse a existéncia de vida. O fato de ser um reflo-

restamento possibilita a introducao da vegetagao de uma espécie desejada.



Um caso ainda mais geral é apresentado no capitulo 8 no qual se estudam in-
finitos fragmentos de tamanhos diferentes seguindo uma distribui¢ao estocastica.
Aproximacoes e inferéncias sao utilizadas para tratamento dos resultados obtidos.
A comparacao com o capitulo 7 é inevitavel e as diferencas sao notavelmente inter-
essantes, tal como apresentado no capitulo 9.

Por fim no capitulo 9 utilizamos os resultados obtidos nos capitulos 7 e 8 para
construirmos um modelo hipotético de um reflorestamento, modelo este segundo o
qual é melhor termos fragmentos de tamanhos diferentes, uma vez que este per-
fil exige uma &area plantada menor que o perfil em que todos possuem o mesmo

tamanho.



Capitulo 1

Equacao de Fisher - 1 dimensao

O estudo de modelos dinamicos compostos por muitos elementos, pode ser interpre-
tado tanto do ponto de vista de cada elemento, como do efeito coletivo destes. Uma
caracteristica bastante notéria é que muitas vezes o efeito coletivo de movimentos
individuais totalmente aleatorios pode ser bem comportado. Um exemplo disto é o
movimento browniano que resulta coletivamente na difusao gaussiana ou fickiana.

Em nosso modelo utilizaremos este pressuposto de que cada elemento de nossa
populagao se move aleatoriamente com distribuicao de probabilidade isotrépica,
gerando um efeito coletivo de difusao.

Um bom exemplo de difusao é a propagacao do calor através de uma chapa (2
dimensoes) ou um fio (1 dimensao!) metélico. Assim sendo seria plausivel iniciarmos

a descricao de nosso modelo a partir da equacao do calor

gu _ DV*u. (1.1)
or

onde D é o coeficiente de difusao e u a densidade populacional, ¢ a variavel tempo e V
é o operador laplaciano convencional que representa as derivadas segundas (difusao)
no espaco.

Porém a eq.(1.1) nao descreve o aumento nem a diminui¢do da quantidade de
elementos de nosso modelo, mas apenas a difusao destes. Como o escopo deste
trabalho ¢é o estudo de populacoes bioldgicas, onde cada elemento é um individuo e
o conjunto deles forma uma populagao, a eq.(1.1) ndo descreveria o nascimento nem
a morte de individuos. Podemos contornar este problema somando ao lado direito

da equacgao um termo de fonte, o que nos fornece

0
a%b = DV2u + f(u) (1.2)

Esta é conhecida na literatura por Equacao de Fisher*, como o préprio nome diz,

*De forma mais geral esta equacao é conhecida como equacao de Fisher-Kolmogorov-Petrovskii-



foi proposta por R. A. Fisher no ano de 1937 em um artigo intitulado “The wave of
advance of advantageous genes” [7].

Logo para cada fungao f(u), temos uma equagao diferente, das quais encontramos
alguns casos particulares discutidos em livros e artigos [2, 5, 16], sempre associados
a problemas envolvendo algum tipo de difusao.

O problema mais simples que poderiamos tratar seria com uma funcao linear, ou
seja, introduzir f(u) proporcional a u, porém essa nao resultaria uma boa equagao
para descrever uma populacao em equilibrio uma vez que, ou a densidade popula-
cional cresceria indefinidamente, ou diminuiria até a extingao. Em nossa modelagem
utilizaremos a equagao de Fisher com uma fungao f(u) nao linear no intuito de des-
crever a dinamica de uma densidade populacional [32] estavel, evitando esse cresci-
mento ilimitado com a introdugao de um termo de saturagao (—u?), pois para baixas
populacoes u > u? e para altos valores de densidade populacional v < u?. Logo,
havendo condigoes para o desenvolvimento de populacao ela cresce ou decresce até
um ponto e estabiliza. Por simplicidade trabalharemos apenas em uma dimenséo!

espacial, escolhido como y, de modo que nossa equacao possui a forma
U, = Duy, + cu — bu® (1.3)

onde D é o coeficiente de difusao, b é um parametro de competicao intra-especifica
e ¢ ¢ um parametro de crescimento.

Assumir que cada coeficiente (¢,b ou D) da eq.(1.3) é uma funcao de y e/ou 7
pode gerar problemas interessantes. E comum encontrarmos na literatura modelos
com b = b(y) [27] ou ainda D = D(y) [18].

Em nosso trabalho assumimos b e D constantes e ¢ = ¢(y), para representar as
heterogeneidades espaciais.

Podemos introduzir mudangas de variaveis na eq.(1.3) de modo a eliminar algu-
mas constantes, simplificando assim a manipulacao algébrica, sem perder a genera-

lidade. Iniciemos dividindo toda a equacao por b, o que nos fornece

Lou_ Do ),

bor b oy: b
onde introduzindo ¢t = b1, x = y,/b/D e a(x) = c¢(xy/D/b)/b temos

Uy = Uyy + a(T)u — u? (1.4)

Piskunov (FKPP), a qual é corriqueiramente chamada na literatura de Fisher-Kolmogorov, ou

simplesmente equacao de Fisher, como faremos nesta tese.
"Em duas dimensoes espaciais terfamos uma populacio que se difunde sobre uma &rea, porém

de forma andloga ao caso unidimensional, o que nao introduziria nenhum fenémeno fisico novo,
exceto se as taxas de difusao fossem diferentes nas duas direges ou fungoes das varidveis espaciais,

0 que é uma boa sugestao para expansao deste trabalho.



1.1 a(x) constante

Mesmo para o caso a(r) constante, ou seja, todos coeficientes constantes nao se
conhece uma solucao geral para a eq.(1.4). O que se tem na literatura [25, 26, 40]
sao solugoes para valores especificos que permitem alguns métodos que a simplifique.

Um exemplo é o caso a(x) = 1, para o qual a eq.(1.4) assume a forma
Up = Ugy + U — U (1.5)

Esta possui uma solugao do tipo onda viajante, dada pela expressio abaixo [1], vide

apéndice A.

1
(1 + ele=5t/V6)/V/6)2

u(z,t) = (1.6)

A solugao acima pode ser generalizada para qualquer nao linearidade do tipo u”
com p € N tal como descrito no apéndice B.
Como dito, a fungao da eq.(1.6) representa uma onda viajante. Veja no grafico

da fig.(1.1) as solugdes para varios valores do tempo t.

u(z,t) 1F

[
SN
. .

ok ok R

0.8

|

0.6

0.4

0.2

Figura 1.1: Solucao da equacao de Fisher com coeficientes constantes, do tipo onda

viajante com velocidade v = 5/+/6.

Podemos obter também uma solucao muito similar para uma onda viajante com
velocidade v = =5/ V6. Portanto a evolucao temporal vai depender da condicao ini-
cial dada. Se dermos uma condi¢ao inicial com u(—o00,t) = 1 e u(oco,t) = 0, teremos

uma solucao do tipo onda viajante com velocidade positiva. Se introduzirmos uma



condicao inicial com u(—o00,t) = 0 e u(oco,t) = 1, teremos uma frente de invasao
com velocidade negativa. Porém se introduzirmos uma condigao inicial simétrica,
podemos ter um pacote que se abre nas duas direcoes. Um exemplo biolégico disso
pode ser uma populacao inicialmente localizada que se difunde pelo espaco caso nao
haja nada que a impeca. A fig.(1.2) apresenta solu¢oes numéricas da eq.(1.5) dadas

condigoes iniciais simétricas para alguns valores do tempo e da amplitude inicial A.

N
N
N
—_

oUW =

N
\%
—

Figura 1.2: Solucao da equacao de Fisher com coeficientes constantes, do tipo onda

viajante com |v| = 5/1/6 e condicdo inicial simétrica.

Na fig(1.2) observamos que a aplitude final independe da condigao inicial. Ou
seja, qualquer condigao inicial nao nula evolui para a mesma amplitude final, passado

um periodo transiente.

1.2 Coeficientes Variaveis

Em uma rapida andlise da dinamica do problema, o qual é modelado pela eq.(1.4),
constatamost que o termo linear em u(x,t) representa o crescimento populacional
e o termo quadratico em u(x,t) a competicao intra-especifica (satura¢ao), o qual
favorece a diminuicao do aumento populacional & medida que a populagao cresce.
Nosso interesse é encontrar uma condi¢do para que uma populacdo pequena

prospere. Isto nos permite negligenciar a parte nao linear da eq.(1.4). Se a equagao

10 termo difusivo (derivada segunda no espaco) é responsével pela “invasao” populacional, ndo
9

contribuindo no crescimento ou diminuicao da populacao.



linear associada a ela descrever uma populacao que se extingue, certamente esta
também se extinguira para a equagao completa. Caso contrério, a populagao crescerd
ilimitadamente, mas com isso nao precisamos nos preocupar, pois esse crescimento
serd freado pelo termo nao linear da equacao completa, a medida que a populacao
crescer e se aproximar do ponto de saturacao. Logo, concluimos ser esta uma boa
tatica para encontrarmos uma condicao de viabilidade a vida. Tomemos entao a
equacao

Up = Ugy + a(T)u (1.7)
a qual pode ser classificada como uma equacao diferencial parcial linear de segunda
ordem parabdlica [29]. O principio da superposicao [28] e 0o método de separagao de

variaveis [3] nos garante sempre existir uma solugao na forma

u(z,t) =Y cy®n(x)et! (1.8)
onde ®(x) satisfaz
o2
LD, =\, sendo L = pye + a(z). (1.9)

Por simplicidade tomaremos somente fungoes a(z) constantes por partes, essa
simplificacao nos diz que uma regiao ou é propicia a vida ou nao propicia a vida, o
que ainda nos deixa a liberdade de fixarmos os graus de favorabilidade e desfavora-
bilidade a vida dentro e fora dos fragmentos respectivamente.

Se a(x) for constante por partes sempre serd possivel resolver analiticamente o
problema, por mais trabalhoso que possa ser encontrar os autovalores \,,.

Uma outra consideracao importante é a impossibilidade da densidade popula-
cional u(x,t) ser negativa. Isto introduzira algumas escolhas a serem feitas ao longo
das manipulacoes algébricas. A esta propriedade de nosso modelo damos o nome de
“positividade”.

Assim, o que nos interessa é resolver a equacao de Fisher linearizada em diversos
casos importantes para aplica¢oes biologicas tendo em mente que u(z,t) > 0.

Em suma, neste capitulo introduzimos a equagao de Fisher, exploramos algumas
de suas solugoes conhecidas na literatura para coeficientes constantes e sua via-
bilidade para nosso modelo. Construimos dois casos particulares que representam
frentes de invasao que se difundem pelo espago no decorrer do tempo, uma analitica
e uma numérica. Para o caso de coeficientes variaveis identificamos seus parametros
com as respectivas grandezas biolégicas do fragmento e de suas vizinhangas. Apre-
sentamos argumentos que viabilizam o estudo da equacao linear associada a equacao

de Fisher, bem como a forma de sua solucao.

10



Capitulo 2

Um Fragmento Isolado

Iniciamos nossa abordagem linear pelo caso mais simples que conhecemos, o qual
constitui-se de um tnico fragmento isolado, sem interacao com o meio externo. Este
problema foi resolvido por Kenkre [17] de maneira completa, ou seja, utilizando a
equacao de Fisher com nao linearidade quadratica. Em seu trabalho ele encontrou
a solucao analitica do problema e a partir desta obteve um tamanho minimo para o
fragmento abaixo do qual é impossivel a existéncia de vida. O resultado encontrado
por Kenkre é compativel com o de Skellam [38].

Nosso intuito é reproduzir a condi¢ao encontrada por Skellam, sem procurar a
solucao da Equacao de Fisher (eq.(1.4)), ou seja, usando a propriedade da parte
linear anteriormente apresentada encontrarmos uma condicao minima para a ex-
isténcia de vida. O motivo que nos leva a estudar esse problema ja bastante con-
hecido na literatura é validar nosso modelo para posteriormente estendé-lo a casos
que os métodos ja conhecidos nao podem prever.

Como dito anteriormente, o meio (fragmento e suas vizinhangas) é descrito pela
funcdo a(x) e uma fungdo que apresenta um ambiente com um tnico fragmento,

dentro do qual a vida é viavel e fora do qual ela é totalmente impossivel, pode ser

dada por
Aa@)
0 —00, se x<—L/2 I
—L/2 0 L/2 CL(Z’) = g, Se —L/2<J]<L/2 11 (2.1)
—o0, se L/2<zx 117

Levando a(z) na eq.(1.9) temos nas regides I e I1] a condicao ®(z) = 0. Logo

somente ha vida na regiao I1, onde a eq.(1.9) assume a forma

by +agP =\, P
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na qual introduzindo o? = ag — \,, temos

O (z) = Asenax + B cos ax (2.2)

Ao admitirmos uma solugao dentro do fragmento com a forma dada pela eq.(2.2),

2 > 0, ou seja, impomos a condicdo ag > A,. A veracidade dessa

assumimos «
relacao poderia ser matéria de discussao, porém estamos interessados apenas em
An = Ao = 0, como discutiremos a seguir. Logo para todo ay > 0 teremos nossa
relacao satisfeita. Essa consideracao sera utilizada varias vezes ao longo dessa tese.

Utilizando as condicoes de contorno temos

®(—-L/2) =0
(=L/2) + positividade + simetria = A = 0
®(L/2) =0
e
L L 1
cosj:oz§:0:>oz§: (n+§)7r, com n=0,1,2,...

Aqui a positividade limita nosso interesse ao estado fundamental (n = 0), pois

para n > 0 sempre havera valores negativos de ®(z) entre —L/2 e L/2, logo

al=mn= L=

e1=

Para u(z,t) ndo ir a zero quando t — oo, é necessério Ay > 0, vide eq.(1.8), isto

nos fornece
T
v @o

no limite \g = 0, temos um valor critico para L, ao qual chamaremos® de L, dado

)\020:>OZ:\/CLQ—)\Q§\/6L_0:>LZ

por

™
Ly = ﬁ. (2.3)

Portanto para L < Ly nao é vidvel a vida no fragmento (regiao II), resultado
este que reproduz o obtido por Skellam. Um valor util em futuras comparacoes é
obtido fixando ag = 1, pois em fragmentos nao isolados, sera 1util apenas a razao
entre a favorabilidade dentro dos fragmentos e a desfavorabilidade fora destes, o que

nos permite fixar uma destas grandezas, portanto

*Os sub indices st significam simples e infinito, simples por se tratar de um tnico fragmento e
infinito se refere a dificuldade a vida fora do sistema. O intuito de introduzir essa notagao é evitar

a confusao entre os véarios valores criticos para L que ainda aparecerao nesta tese.
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L= (2.4)

Observe como o trabalho para encontrar o resultado acima foi infimo, principal-
mente se compararmos com as manipulagoes algébricas necesséarias para obtermos
os mesmo resultado a partir da solugao da equagao completa [17].

Na fig.(2.1) apresentamos um perfil da densidade populacional inicial u(z,0) e
assintdtica u(z,00) em um fragmento bem maior que o fragmento critico. Este
perfil foi obtido a partir da simulacao da equagao completa, a qual inclui o termo
nao linear. A solucao assintética é tnica, ou seja, passado um periodo transiente,
todas as condigoes iniciais evoluem para o mesmo perfil final.

As referidas simulagoes foram realizadas no software Matlab utilizando o método
de diferencas finitas no tempo e FFT (Fast Fourier Transform) para a derivada
segunda no espago. Para as condi¢oes duras (—oc) nas bordas do fragmento foi

introduzido o valor —10°, cuja justificativa serd apresentada na secio 3.1.

u(zx,t), a(zx)

|
&~
~
\)
sol
h
~
[\)

Figura 2.1: Perfil da densidade populacional de um fragmento isolado com L > Lg;,
obtido através da simulacao da equacao de Fisher nao linear, para uma condicao

inicial localizada e menor que o fator de crescimento.

Nota se que u(z,t) = 0 nas bordas, onde sua derivada é descontinua como era de

se esperar para um fragmento com condigoes duras (—oo) nas bordas. Se tomarmos
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um fragmento com tamanho pouco maior que o critico, teremos uma densidade
populagao estavel cujo maior valor ainda serd menor que a unidade, porém nao ha
casos de densidades estaveis que nao ocupem todo o espaco do fragmento.
Portanto podemos concluir a partir dos resultados acima que a aproximacao
linear e nosso programa numérico sao compativeis com o resultado da literatura pois
o reproduz com a maxima fidelidade exigindo uma manipulagao algébrica bastante
simples, uma vez que para obtermos a condigao critica, podemos trabalhar apenas
com a equacao linearizada sem a necessidade de procurar a solugao da equacao

completa.
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Capitulo 3

Dois fragmentos - Sistema Isolado

No capitulo anterior notamos que nosso modelo reproduz o resultado da literatu-
ra e isto nos motiva a expandi-lo para sistemas com mais estrutura. Um exemplo
ainda simples é introduzir mais um fragmento que interaja com o primeiro. Este
nos fornecerd uma primeira impressao da relagao existente entre dois fragmentos
interagentes. Particularmente se os fragmentos forem nao interagentes, isto é, sep-
arados por uma regiao onde a vida seja impossivel, o problema se reduz ao mesmo
do capitulo anterior e tratamos cada fragmento isoladamente. Pelo mesmo motivo,
a regiao entre os fragmentos sera tomada como desfavoravel ao crescimento popula-
cional, pois em caso contrario teremos um tunico fragmento com diferentes graus de
propiciedade a vida e nao dois fragmentos como é o nosso proposito.

Veja abaixo uma fungao a(z) que descreve um meio com dois fragmentos tal

como apresentado acima

4a(2)

a+

.
I 0 s |Lots —00, se z < Iy 1
I a,, se —Li<x<0 I

=p

a(z) =9 —p, se O0<z<s 111 (3.1)

o) -0 a, se s<x<s+Ly IV
—00, se ILs+s<uw V.

onde L; e Ly sao os tamanhos de cada um dos fragmentos, p é o grau de dificuldade
a vida na regiao inéspita entre eles, s é o tamanho da regiao inéspita e ay e @ sao
os graus de favorabilidade a vida dentro dos fragmentos, aos quais daremos o nome
de fator de crescimento.

Substituindo a funcéo da eq.(3.1) acima na eq.(1.9), podemos resolvé-la em cada
uma das regioes separadamente, utilizando as condigoes de contorno e continuidade
para “colarmos” as fungoes nos pontos de descontinuidade de a(x) e estas nos darao
as condicgoes de viabilidade da populacao que estamos interessados, tal como veremos

a seguir.
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Regioes I e V

As condigdes duras (—oo) nas bordas do sistema nos garante que a solugao é
nula nas regioes além fronteiras, inclusive nos pontos de descontinuidade (z = —L;

e r = Ly + s); nos fornece, ainda, que a derivada é descontinua nesses pontos.

Portanto
(I)[(],') = (Dv(l') =0
Regiao 11
(Pr)ee = —pfl(I)[, onde — ui =\, —ay
O, (x) = Acos p,x + Bsenp,x
Regiao I11
(®r11)ew = V2P, onde 12 = A\, +p
O;r(z) = Ce"® 4+ De "
Regiao IV

((I)][[)m; = —kiq)[[[, onde — ki = )\n —a

®yr7(x) = E coskp,x + Fsenk,z

Utilizando agora as condicoes de contorno e continuidade podemos “colar” as

funcoes, tal como previsto anteriormente.
Da continuidade de ®(x)

e em x = — Ly, temos

&;(—Ly) =P (—Ly) =0= Acos u,Ly — Bsenp, L1 = 0= A= Btanpu,L,

= ®;(x) = Bltan p,, Ly cos i, + senp, x|
e cem x = Ly + s temos

Dyr7(Lot+s) = 0= FEcosk,(Ly+ s)+Fsenk,(Ly +s) =0= E = —Ftan u,(Ls + s)

= ®(x) = Flsenk,x — tan k,,(Ls + s) cos k,x]
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ecmx=0

Btanpu,L; = (C + D) (3.2)

® cM T — S

—F'sink, Ly = (Ce"® 4+ De %) cos ky(Ly + ) (3.3)
Analogamente da continuidade da derivada de ®(z)

ecmz=0

Bu, =v(C — D) (3.4)

® cM T — S

Fkcosk,Ly = (Ce"* — De "*)v cos ky(Ly + ) (3.5)

Substituindo a eq.(3.2) na eq.(3.4) e a eq.(3.3) na eq.(3.5), podemos eliminar B

e F' e escrever um sistema para C' e D, o qual na forma matricial é dado por

D _y o Hn
" tan p, Ly " tan pu, Ly C 0
= (3.6)
k k
n Un$ . n —Uns D 0
(V" * tan k’nL2> c (Vn tan knL2> c

Com o objetivo de obtermos uma solugao nao trivial para o sistema da eq.(3.6),
impomos que o determinante da matriz seja nulo, isto nos gera a equacao secular a

seguir

:un kn L
-y ——r | |y — ————— e
tan ,unLl tan knLQ

Hn kn UnS
wt ) [t ) e =0
+<V +tan,unL1> (V +tanknL2>e

efetuando todas as multiplicacoes, e agrupando os coeficientes das exponenciais con-

(3.7)

venientemente temos

<1/2+ a )(e ””s—e""s):< b - )(e vns ey (3.8)

" tan u,L; tan k, Lo tan u, Ly tan p, Lo

dividindo a equac@o acima por (e""* + e"»*), reconhecendo a fungao tan(v,s) =
(en® —e7¥n®) Je’n® + e~¥"%) e reagrupando os termos de forma conveniente obtemos

a expressao

vp tan pu, Ly [v, tanh v, s tan k, Ly + k] + pn [k, tanh v, s + v, tan k, Lo] = 0 (3.9)
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Esta expressao depende dos parametros Lq, Lo, p, s e ag. No momento estamos
interessados em calcular o valor minimo para os tamanhos dos fragmentos Ly e Lo
e em estudar como o grau de resisténcia a vida, p, na regiao entre os fragmentos,
influencia esses parametros. Fixaremos, portanto, os valores de s (separacao entre os
fragmentos) e a, (favorabilidade & vida dentro do fragmento 1), a saber fixaremos
s = 0.8 e ay = 1, por serem valores da ordem do tamanho critico do fragmento
isolado.

Assim como no caso de um unico fragmento, estamos interessados apenas no
menor autovalor A, nao negativo, o qual chamaremos de \y. Logo no caso critico
Ao = 0, teremos valores criticos para L; e Ls, aos quais daremos os rétulos® Ly e

Log; estes satisfazem a equacao, retornando aos parametros originais, dada por:
VD tan Lyg;[y/ptan Layg; tanh 0.8,/p+a ++/atanh 0.8/p++/ptan VaLyg =0 (3.10)

Como dito anteriormente, podemos a partir da equacao acima, encontrar os va-
lores minimos Lig4 € Log;, porém isso nao pode ser feito de maneira analitica visto
que nao ¢é possivel isolar L4 como fungao de Loy ou vice versa. Logo utilizamos
um método numérico para encontrar as raizes da mesma. Por se tratar de uma
equagao simples, com fungdes bem comportadas, nao precisamos nos preocupar com
o método numérico. Utilizamos entao o método da bissecgao por sua simplicidade,

uma vez que o tempo computacional para o mesmo ¢é infimo.

3.1 Mesmo fator de crescimento

Comecemos com o caso mais simples de dois fragmentos com mesma , o que consiste
em introduzir ay = @ = 1 na eq.(3.10). Inicialmente analisemos como L4 se
comporta com relagao a Loy para um dado valor de p tal como apresentado no
grafico da fig.(3.1), o qual é formado por linhas que dividem a regidao viavel a vida
(acima das curva) da regiao invidavel a vida (abaixo das curva) para cada caso.
Nele podemos constatar uma menor dependéncia entre L4 e Log; a medida que p
aumenta, ou seja, quanto mais indspita se torna a regiao entre os dois fragmentos,
menor a relagao entre os tamanhos destes. Este resultado esta em pleno acordo com
o previsto, pois se p — oo teremos dois fragmentos independentes onde pelo menos
um deles necessita ser maior que Lg; (vide eq.(2.4)) para que haja vida no sistema.
Nesse caso limite reduzimos nosso problema ao caso anterior e ele o reproduz, como

era de se esperar.

*Aqui os sub indices di significam duplo e infinito, duplo por se tratar de um sistema de dois

fragmentos e infinito se refere a dificuldade a vida fora do sistema.
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x p=1-simulado \ S
0 1 1 1 1 1 _
0 0.5 1 15 2 2.5 3

Log;

Figura 3.1: Relagao entre os tamanhos limites de cada refugio (L; e Ls) e a dificul-

dade a vida entre eles.

Como verificacao dos resultados obtidos fizemos algumas simulacoes da equacao
completa, incluindo o termo nao linear, tal como podemos observar nos graficos das
figs.(3.1 e 3.3) e notamos uma boa concordancia entre a simulagdo numérica e a
previsao analitica. Para as condi¢oes duras (—oo) nas bordas dos fragmentos foi
introduzido o valor —10°. Como as varidveis e os parametros de nosso problema
sao da ordem de 10°, o valor assumido é 5 ordens de grandeza maior que as mes-
mas, sendo que para um valor 3 ordens de grandeza maior haviamos obtido uma
discrepancia notavel entre a simulacao e a previsao analitica. Estas simulagoes nao
somente validam nossa previsao analitica como também nos fornecem um bom valor
numérico para —oo em futuras simulagoes onde as ordens de grandezas do problema
sejam as mesmas aqui apresentadas. Obviamente que os valores de a, e s, sao 0s

mesmos que os utilizados para a previsao analitica, a saber a; =1 e s =0.8.

Outra andlise que se apresenta bastante motivadora é a de como variam os ta-
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manhos criticos dos fragmentos (Lig € Log;) com o grau de desfavorabilidade a
vida entre os fragmentos (p). Porém nao faz mais sentido tratarmos o tamanho
critico de um ou de outro fragmento, mas sim na soma deles. Essa andlise pode
se tornar bastante dificil se tivermos dois fragmentos variando de tamanho, logo
fixamos o valor de um deles Ly, e encontramos o valor Lag; que satisfaca a eq.(3.9).
Repetimos entao esse processo para varios valores de Li4 com o intuito de obter
maior completude em nossa anélise. Vide no gréfico a fig.(3.2) as curvas com estes

resultados.

L1g; + Log;

Figura 3.2: Previsao do tamanho total correspondente a soma dos refugios

(L1g; + Log;) em fungao da dificuldade a vida entre eles (p).

A fig.(3.2) nos fornece a soma Lig + Log; méxima quando Lig = Log;, inde-
pendentemente do valor de p. Em termos bioldgicos, um fragmento suficientemente
grande permite que o outro seja substancialmente pequeno, perfazendo uma soma
inferior a de dois fragmentos iguais. Isto é validado pela predicao do problema de
um udnico fragmento, pois se tivermos um dos fragmentos maior que Lg; (eq.2.4),
havera vida no sistema, independente do tamanho do outro. Isto justifica também

que a partir de um certo valor de p, Loy nao varia quando L4 aumenta.
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Nota-se que para p pequeno Lig4; + Log; < Lg;, pois neste caso a regiao entre os
dois fragmentos ¢ fracamente desfavoravel a vida de modo que ela se soma a regiao
dos fragmentos e propicia a vida no sistema, ou seja, para valores pequenos de p
existe Lig + Logi < Lg < Lig; + Log; + s, onde s é o tamanho da separacao entre
os fragmentos. Pode parecer anti intuitivo, mas neste caso a regiao desfavoravel a
vida é o que propicia a vida no sistema.

Uma particularidade interessante, a qual podemos destacar é a de dois fragmen-
tos idénticos (L1g; = Log; = La;), pois esta além de introduzir uma simplificagao
na forma analitica, vide apéndice C, torna a simulacao numérica mais simples,
poupando tempo computacional. Logo é um bom exemplo para se avaliar a quali-

dade da predicao analitica através da simulagao numeérica.

n
(o]
T

N
(o]
T

1.8

L analitico |
16 X simulado
1 1 1 1 1 1

0 10 20 30 40 50

Figura 3.3: Comparacao entre os resultados numéricos e a predi¢ao analitica do
tamanho critico de dois fragmentos idénticos em funcao da dificuldade a vida entre

eles.

Além da boa concordancia entre a predicao analitica e a simulacao numérica,
o grafico da fig.(3.3) ainda nos mostra que para altos valores de p o valor de Lg;

converge assintoticamente para o valor de Ly; = 7/,/ag dado pela eq.(2.4), tal como
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era de se esperar pois no limite de p indo para infinito precisamos reproduzir o
caso de dois fragmentos totalmente isolados. Extraimos ainda desta figura que para
baixos valores de p a divergéncia entre a simulacao numérica e a predicao analitica
¢ minima, e a medida que p aumenta essa divergéncia também aumenta, pois os
maiores valores de p apresentados sdao da ordem de 10% e isto vai piorando nossa
aproximacao de infinito nas bordas do sistema, pois reduz a razao do nosso infinito
numérico de 10° para 10% e como dissemos anteriormente essa nao ¢ mais uma

aproximacao suficientemente boa.

3.2 Fatores de crescimento diferentes

Passemos agora ao estudo do caso mais genérico em que temos dois fragmentos com
fatores de crescimento diferentes. Comecemos observando o comportamento Ly
em funcao de Loy para varios valores de @. Para isto facamos um grafico com os

resultados extraidos da eq.(3.10), o qual apresentamos na fig.(3.4).

Figura 3.4: Relagao entre os tamanhos criticos de dois fragmentos com fatores de

crescimento diferentes.
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Neste grafico podemos notar que para pequenos valores de @, necessitamos de um
tamanho muito grande’ no fragmento L, para que haja vida no sistema, a menos
que L; seja grande o suficiente para que sozinho proporcione a vida. Em outras
palavras para valores pequenos de L, e @, necessitamos de valores muito grandes de
L, para que a vida se estabelega.

Outra andlise que pode ser bastante interessante é como varia o tamanho do
segundo fragmento Loy com o fator de crescimento @, dado que ha difusao entre
este e um outro fragmento de tamanho Liy proximo a ele. Veja na fig.(3.5) um

grafico desta variacao para varios valores de Lqg;.

l — — — L =01
L R Lygi =2
12'| p:l ‘_'_lei:2~3 T
il Ly =2.55
-\
10+ 0 i
\
8 '-_‘\ i
Log; ‘\
6F L\ -
RN
N
4t S 4
A ~
2t e Tt ---_____ -
O_ -
0 0.5 1 1.5 2 2.5

f

Figura 3.5: Relacao entre o tamanho critico de um fragmento o seu fator de cresci-

mento dada a presenca de um outro fragmento préximo a ele.

A fig.(3.5) confirma o que ji evidenciamos na fig.(3.4); para o fragmento 1 pe-
queno, se o fator de crescimento do fragmento 2 também o for, seu tamanho necessita
ser grande para proporcionar a vida no conjunto, assim como para o fragmento 1

grande, ha vida independente do fator de crescimento e do tamanho do fragmento

fmuito grande se comparado com Ly;, vide eq.(2.4).
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Este caso ¢ interessante pois confirma que dois sao os motivos que podem levar
um fragmento a se tornar um ambiente inviavel a vida; o tamanho insuficiente e
a baixa favorabilidade a vida dentro do mesmo ou ainda uma conjuncao dos dois
fatores.

Por dltimo analisemos como varia o tamanho dos refigios com a dificuldade a
vida entre eles. Criamos um vinculo entre os tamanhos dos fragmentos, a saber
L1g; = Logi = Lg;, pois em caso contrario teriamos quatro parametros, o que com-

plicaria o tragado de um gréfico. Veja fig.(3.6).

32 T T T T T T

2.8

= Log;
N
N

Lig;
N

1.6

14r

1.2

Figura 3.6: Tamanho critico para dois refigios de mesmo tamanho em funcgao da

resisténcia a vida entre eles para fatores de crescimento diferentes.

Como podemos notar, o comportamento de Ly para fatores de crescimento
iguais, fig.(3.3), é bastante parecido com o seu comportamento para fatores de cresci-
mento diferentes, fig.(3.6), salvo que no segundo caso, o limite assintético de Lg; nao
é necessariamente o mesmo valor que no primeiro, pois o fato de introduzirmos um
fator de crescimento maior que a unidade no fragmento 2, torna seu tamanho limite

menor que 7w, e conseqiientemente esse sera o valor para que haja vida no sistema

24



quando p — oo.

Logo concluimos que a difusao entre dois fragmentos vizinhos cria uma de-
pendéncia entre eles, e esta é mais acentuada para pequenos valores da dificuldade
a vida p, principalmente quando os dois fragmentos, ou pelo menos um deles nao é
capaz de isoladamente propiciar a vida em seu interior. Em outras palavras quanto
mais préoximo do limite para existéncia de vida esteja o conjunto, maior a vulnera-

bilidade da populagao a variacoes dos parametros do problema.
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Capitulo 4

Fontes e Sorvedouros

Um dos problemas centrais na biologia de populagoes é a descricao da dinamica no
espaco e no tempo de uma populacdo teorica, consistindo de apenas uma espécie. Em
situagoes como as que estudamos nesta tese, estamos interessados nesta dinamica
num espago heterogéneo.

Dois tipos de modelos principais existem no que respeita a questao acima. De um
lado, modelos espacialmente explicitos, como os que temos estudado. Por outro lado
ha os modelos inspirados na teoria da metapopulagoes [12], que se valem do fato de
muitos ambientes terem caracteristicas fragmentarias, tomando em conta o espaco
de forma resumida, como uma varidvel indexadora de fragmentos [14]. A populacao
passa a ser descrita pelo nimero de individuos habitando um dado fragmento.

No caso de modelos explicitos, a evolugao espacial se da por difusao, cujo balancgo
com a evolucao temporal pode levar o sistema a uma situacao de equilibrio. Ja em
modelos baseados em metapopulagoes a evolucao temporal é induzida pela dinamica
de emigragao/imigracao, fazendo-nos encarar o sistema como uma rede.

Apesar das diferencas, as duas abordagens devem estar conectadas. De fato, o
trabalho desenvolvido nesta tese pode ser encarado neste contexto: os fragmentos
sao vistos como regioes onde o fator de crescimento tem um certo valor constante,
diferente do valor fora dos fragmentos, as regioes de migracao.

Um dos sistemas classicos estudado no espirito da teoria das metapopulagoes é o
sistema chamado de fonte-sorvedouro. Antes de iniciarmos uma analise quantitativa
deste problema, vamos definir o que passaremos a chamar de fonte e o que passare-
mos a chamar de sorvedouro. Fonte é um fragmento que, isolado, (vide cap.(2))
permite a populacao subsistir, enquanto sorvedouro é um fragmento que, isolado é
inviavel a subsisténcia da populacgao, seja por falta condi¢oes dentro do mesmo, por
tamanho insuficiente ou por qualquer outro motivo. Nas condi¢oes do capitulo 2,
podemos dizer que para ag = 1 todo fragmento menor que 7 é um sorvedouro e todo

fragmento maior que este valor é uma fonte. Ou ainda, podemos dizer, que para
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L = m, todo fragmento com fator de crescimento maior que 1 é uma fonte e todo
fragmento com fator de crescimento menor que este valor é um sorvedouro.

O que nos interessa neste ponto é acoplar sistemas. Uma fonte com um sorve-
douro, ou dois sorvedouros. Dentro do contexto que nos colocamos, foi exatamente
isto que fizemos no ultimo capitulo. Em particular, encontramos uma explicacao de
um fato conhecido observacionalmente: uma fonte acoplada a diferentes sorvedouros
faz com que possamos ter a populagao estabelecida também nos sorvedouros. Mais,

vamos mostrar que dois sorvedouros acoplados podem ser um sistema vidvel [15, 34].

4.1 Perfis populacionais

Facamos agora algumas analises de caso com o perfil da densidade populacional em
funcao do espaco, ja na solugao estacionaria, a qual é tinica, como ja apresentado
no cap.(2) e serd elucidado a seguir.

Iniciemos com o caso de uma fonte-sorvedouro (fig(4.1)), onde L; é uma fonte
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Figura 4.1: Fonte-sorvedouro, para4d=L; > Ly =1,a=05<lep=2

com fator de crescimento igual a um e largura maior que o tamanho critico (vide

27



eq.(2.4)), enquanto Ly é um sorvedouro, o qual possui tanto largura, quanto fator
de crescimento insuficientes®.

Note ainda que a condigao inicial foi uma pequena populacao colocada dentro
do sorvedouro e isto nao interfere no perfil final de wu(z,t), pois como dissemos
anteriormente a solu¢ao nao nula ¢é Unica e estavel.

Algo interessante a ser notado na fig.(4.1) é que a vida no sorvedouro é mantida
pela fonte, ou seja, um fragmento onde a vida antes nao era possivel, agora pode
ser um ambiente vidvel a esta devido a proximidade de um fragmento com boas
condicoes a vida.

Outro exemplo de fonte-sorvedouro, que possui uma aplicacao biolégica interes-
sante é o caso no qual o sorvedouro possui condi¢oes muito pouco favoravel a vida,
em nossa terminologia matematica equivale a ter um baixo valor para seu fator de

crescimento, tal como apresentado na fig.(4.2).
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Figura 4.2: Fonte-sorvedouro, para Ly =Ly =4ea=01<<lep=5

Neste exemplo temos uma densidade populacional pequena dentro do sorvedouro,

*Se comparado com o caso estudado no capitulo 2, o qual temos utilizado como referéncia ao

longo de todo nosso trabalho.
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pois embora a fonte possa manter a vida no sorvedouro nao é capaz de manteé-la
com alta densidade, a menos que a regiao entre elas tenha uma desfavorabilidade
pequena ao ponto de ser pouco notada como uma regiao desfavoravel a vida.

Note que muitos podem ser os casos de fonte-sorvedouro, que podem ser ge-
rados colocando os parametros adequados na eq.(3.10), encontrando suas raizes,
plotando o perfil e extraindo informacoes tteis entre outros. E importante notar
que as condigoes encontradas pela predicao analitica feita com a equacao linear
é sempre confirmada pela simulacao da equacao completa. Um bom exercicio é
encontrar o perfil da densidade populacional para dois fragmentos idénticos, o qual
sera simétrico, independentemente da condigao inicial.

A seguir passaremos ao estudo de um caso que diferentemente dos acima, nao
possui uma fonte e um sorvedouro, mas sim dois sorvedouros, ou seja dois fragmentos
nos quais nao haveria vida isoladamente, porém devido a interagao entre eles pode

existir, vide fig.(4.3). Interacao esta que é feita através da difusao de um para outro.
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Figura 4.3: Sorvedouro-sorvedouro, 4 =2, Ly =27ea=05ep=1.

Exploramos o perfil de dois sorvedouros de tamanhos e fatores de crescimento

diferentes, tal como apresentado na fig.(4.3). Neste exemplo podemos ver clara-
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mente que ambos os fragmentos isoladamente seriam sorvedouros, o fragmento 2 em
particular tem tamanho e fator de crescimento insuficientes!, porém a vida pode ser
mantida no sistema devido a difusao entre eles.

Na fig.(4.3) notamos que a densidade populacional no sistema é pequena, pois
estamos proximos do caso limite do sistema, ou seja, se diminuirmos um pouco o
fator de crescimento ou o tamanho de um dos fragmentos, ou ainda aumentarmos
um pouco dificuldade a vida entre eles, teremos a extinc¢ao total da vida no conjunto.
Nesse limite o maximo da densidade populacional possui alta dependéncia com os

parametros do sistema.

tSe comparado com o do capitulo 2
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Capitulo 5

Um Fragmento Nao Isolado

Uma vez estudados os casos de um e dois fragmentos isolados, a tendéncia natural
é procurarmos entender os mesmos problemas, se esse(s) fragmento(s) nao fosse(m)
isolado(s) do meio externo, isto é, se pudesse existir vida fora do(s) fragmento(s),
ainda que de forma limitada.

Comegamos entao pelo caso mais simples, o de um tnico fragmento [24]. Para
estudarmos esse problema, precisamos introduzir uma fungao a(z) que o descreva.
Nesse intuito basta tomarmos a funcao descrita pela eq.(2.1), substituindo o —oo

fora do fragmento por um parametro —h finito.

Aa@)

a0 —h, se x<-—L/2 I
ol o e al@) =1 ay, se —L/2<xz<L/2 17 (5.1)
—h, se L/2<ux 111
_=h| —h

Podemos novamente resolver a eq.(1.9) em cada regiao separadamente e utilizar
as condigoes de contorno e continuidade nas fronteiras do fragmento, tal como fize-
mos para os outros casos. Porém aqui a fungao densidade populacional ®(z) nao é
nula nas fronteiras, ademais a fungao é continua, bem como a sua derivada em +1 /2,
sendo a condi¢do de contorno colocada no infinito ®(£o0) = 0. Matematicamente

o problema a se colocar sera definido abaixo.
Regioes I e III

Py = (M + h)P = *P onde a=\/A\,+h

donde temos

Q/(z) = Ae*™ + Be ™ e  Oy(x) = Ce™™ + De™ "
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Regiao II

I onde [ =\/ag— \,

®(x) = Esenfiz + F cos fx

donde resulta

Utilizando as condicoes de contorno e continuidade podemos determinar relacoes
sobre os parametros de modo que estes as satisfacam.

Das condigoes de contorno ®(—o0) = ®(c0) = 0, temos

O;(x) = Ae®® e Oyrr(z) = De™*

A continuidade de ® em z = —L/2 e x = L/2 nos gera as seguintes relagoes
Ae L2 = _FEsenB L)2 + F cos 3L/2 (1)
De L2 — Esen3 L/2 + F cos BL/2 (IT)

A continuidade de ®, em x = +1/2 nos fornece as duas relagoes abaixo

aAe L2 = BE cos BL/2 + BFsenf L/2 (I11)

—aDe t? = BE cos BL/2 — Fsenf L/2 (IV)

Somando [ com [1, subtraindo I'V de /1] e comparando as equagoes resultantes
obtemos que, se A # —D e F' # 0, entao

Btan fL/2 = « condicao 1

Analogamente somando I/I com IV, subtraindo I de II e comparando as

equagoes resultantes obtemos, desde que A # D e E # 0, a relagao

Beot BL/2 = —« condicao 2

As duas condig¢oes nao podem ser satisfeitas simultaneamente, pois, se dividirmos
a condigao 1 pela condicao 2, teremos tan? 3L/2 = —1, o que implicaria em tan 3L /2

imaginaria.
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Se aceitarmos que A = —D e F' = 0, estaremos ferindo a condigao de positivi-
dade, logo nos sobra somente assumir que A = D, E =0 e F # 0 e por conseguinte
Btan GL/2 = «, donde extraimos

2 «
L = — arctan — (5.2)
g B
Novamente estamos interessados somente no menor autovalor \g, o qual deve ser
h

nao negativo, o que fornece § < /ag e o > \/_ :> —, ou seja,

5=

2 h
L > —— arctany/ —. 5.3
2 o= \/ o (5.3)

No limite A\ = 0, temos o valor critico* (Lsys), o qual para ay = 1 é dado por

L = 2arctan Vh (5.4)

Este resultado gera o gréfico da fig.(5.1).
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Figura 5.1: Tamanho critico de um fragmento nao isolado em funcao da resisténcia

a vida fora do mesmo.

*Os sub indices sf significam simples e finito, simples por um unico fragmento e finito se refere

as condigOes nas regioes além fragmento.
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Analisando a fig.(5.1), evidenciamos quando h — oo a reproducao de um frag-
mento isolado (vide eq.(2.4)), pois nesse limite Ly — L. Notamos ainda que
temos uma regiao de transicao bem acentuada, pois para valores de h maiores que
10? temos Ly grande com pequena variagao, aproximando-se assintoticamente de
.

Assim sendo, este capitulo nos leva a concluir que para um fragmento nao isolado,
seu tamanho minimo para existéncia de vida é sempre menor que para o caso isolado.
A seqiiéncia natural deste trabalho é o estudo de dois fragmentos, com condigoes
permissivas nas bordas, em outras palavras, um sistema de dois fragmentos nao

isolados de sua vizinhanca, tal como discutiremos no capitulo seguinte.
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Capitulo 6

Dois Fragmentos - Sistema nao isolado

Solucionado o problema de um fragmento nao isolado, temos como a continuacao
natural do trabalho, o estudo de dois fragmentos, separados por uma regiao nao
propicia a vida e imerso também em uma regiao nao propicia, porém nao totalmente
impropria. A priori assumiremos que os graus de dificuldade a vida na regiao fora do
sistema e entre os fragmentos nao é o mesmo, deste modo uma func¢ao para descrever
esse sistema pode ser obtida a partir da eq.(3.1), introduzindo um parametro —h na
regiao fora do sistema. Desta maneira, para valores finitos de h, pode haver vida ao

longo de uma distancia fora do fragmento. Logo nossa fungao a(z) pode ser dada

por
as aa(z)
¢ —h, se x<—1L, 1
-1 0 |s L2+8‘ z
] . ay, se —IL1<x<0 11
- a(x)=<¢ —p, se O0<z<s IIT  (6.1)
o o a, se s<x<s+ Ly A%
- o —h, se Lo+s<ux V

Utilizamos aqui o mesmo método dos capitulos anteriores, ou seja, resolvemos a
eq.(1.9) regiao por regiao, aplicando posteriormente as devidas condiges de contorno
e continuidade para determinar os parametros que tornam nossa func¢ao continua e

diferenciavel em todos os pontos. Assim sendo*
Regioces I e V
(@) 4o = K%, onde k2= Xo+ h

cujas solugoes sao respectivamente

*Neste capitulo utilizamos apenas A\g, pois assim como nos casos anteriores, estamos interessados

apenas no menor autovalor.
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Regiao II
(@) = —*0, onde o = a; — Ao
Assumindo a? > 0, temos as solucoes
®rr(x) = Csenax + D cosax
Regiao III
(®)ae =7°¢,  onde v =Xg+p
a qual resulta
Oirr(z) =Ge + He *
Regiao IV
(@) = — %0, onde % =a— )\
tomando (3* > 0, podemos escrever
&y (x) = Esenfz + F cos Sz

Podemos ter entao relagoes entre os parametros da solucao a partir

da continuidade de

ecmz=—1,

Ae *1 = _Csenal, + Dcosal (6.2)

ecmzxr=0

D= (G+H) (6.3)
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e da

emx =S

Ge’ + He 7® = Esen s + F cos 3s

emxr = Ly+s

Esen(3(Ly+ s) + FcosB(Ly + s) = Be k(L2+s)

continuidade de ¢’

emx = —1,
kAe "1 = oC cosal, + aDsena L,
emz =20
aC =~v(G—H)
emT=-s

vGe" —~yHe 7 = fFE cos s — fF sen 3s

emx=1Ly+s

BE cos 3(Ly + s) — fFsen f(Ly + s) = —k Be k(L2+s)

Multiplicando a eq.(6.2) por k e comparando com a eq.(6.6), temos

C(acosaly + ksenaly) = D(kcosal, — asenal)

Introduzindo

_ kcosfy — Osenby

R(9,y) = 0 cos Oy + ksen Oy

podemos escrever a eq.(6.10) na forma compacta

C = R(Oé, Ll)D
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Multiplicando a eq.(6.3) por v e posteriormente somando e subtraindo a eq.(6.7)

resulta
2vG = aC +~vD e 2vH =~D — aC

substituindo a eq.(6.11) nas duas tultimas equagoes temos:

279G = (y+ aR(o, L)) D (6.12)

2vH = (v — aR(a, L1))D (6.13)

Multiplicando a eq.(6.5) por k e substituindo a equagao resultante na eq.(6.9),

nos gera apos algumas manipulagoes

E=—R(B,Ly+s)F (6.14)

Multiplicando a eq.(6.4) por 7, temos uma equacao, a qual somando e subtraindo

a eq.(6.8) fornece

279G = [E(ysen s + B cos fs) + F(vycos s — Bsen 3s)]e”* (6.15)

2vH = [E(vysen 3s — fcos 3s) + F(vycos 3s + (sen fBs)]e” " (6.16)

substituindo a eq.(6.14) nas eqs.(6.15 ¢ 6.16) e

—my = [Fcos s + ysen s
mo = 7y cos s + (Fsen 3s

introduzindo (6.17)
mg = (3 cos 3s — ysen f3s
my = 7y cos 3s + B sen f3s
nas equagoes resultantes temos
279G = (M R(B, Ly + 8) + my)e °F (6.18)
2vH = (m3R(B, Ly + 5) + ma)e™ F (6.19)

Utilizando as eqs.(6.12), (6.13), (6.18) e (6.19), podemos eliminar G e H e es-

crever um sistema para F' e D, apresentado abaixo na forma matricial
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(miR(B, Ly + s) + ma)e™ " —(aR(a, L) +7) F 0
— (6.20)
(msR(B, Ly + s) +my)e”® aR(a, L) — D 0

cuja condicao para a existéncia de uma solugao nao trivial gera a equacao secular

[m1R(B, La+s)+mg][aR(c, L) —7]e " +[msR(B, La+s)+my)[aR(c, Li)+7]e” =0
(6.21)

Assim como no caso de um sistema isolado de dois fragmentos, temos aqui uma
equagao em termos dos parametros Li, Lo, p, s, ay, @ e h, a qual nao pode ser
escrita na forma explicita, uma vez que, é impossivel isolar L; como funcao de Ly ou
vice versa. Porém, assim como a eq.(3.10), a eq.(6.21) também pode ser resolvida
utilizando um método numérico simples para encontrar raizes de funcoes. Utilizamos
o método da bissec¢ao, pois devido a sua facilidade de programagao e a simplicidade
da equacao, este demanda um tempo computacional infimo.

Com o objetivo de comparar os resultados aqui obtidos com os do problema
isolado (cap.3), fixamos os mesmos parametros, com os mesmos valores do referido
caso, a saber, a; = 1 e s = 0.8, de modo que matematicamente falando, a dnica
diferenca entre os dois casos ¢ a existéncia do parametro A finito. Também aqui esta-
mos interessados apenas no caso \g > 0, cujo caso critico A\g = 0, fornece’ L4 € Logy
os tamanhos minimos dos fragmentos para os quais existe vida. Por conveniéncia

nao apresentaremos a versao da eq.(6.21) nas varidveis iniciais do problema.

6.1 Mesmo fator de crescimento

A priori introduziremos a condigao h = p e a; = @, nao por simplificacao, mas sim
por estarmos interessados em descrever o caso em que tanto na regiao além fronteiras
como na regiao entre fragmentos a condigao seja a mesma, o que descreve o caso de
dois fragmentos similares inseridos no meio de uma regiao nao propicia a vida, tal
como dois oasis ou duas ilhas oceanicas, entre outros exemplos.

Feitas as consideragoes acima e levando-as na eq.(6.21), podemos tragar um
grafico de Lygr X Logr, apresentado na fig.(6.1) a seguir.

Se compararmos as figs.(3.1) e (6.1), as quais representam a mesma analise,
porém respectivamente para o caso de h = oo e h = p, veremos que as curvas para

os mesmos valores de p possuem comportamentos similares, sendo possivel ressaltar

TUtilizando a mesma légica dos capitulos anteriores, os sub indices df significam duplo e finito.

39



] e —~. 4

15F
Logs

— - —p=0.1
ir p=1.0 1
p=3.0
~ — —-p=10
0.5 N b
N x p=1-s
\
N
\
\
07\ L N L L L L ]
0 0.5 1 15 2 2.5

Lygy

Figura 6.1: Relacao entre os tamanhos criticos de dois fragmentos nao isolados para

varios valores da dificuldade vida entre eles.

algumas diferencas. Dentre essas, a necessidade de fragmentos maiores para caso
h = oo que para o caso h = p, diferencga esta que se torna maior a medida em que
tomamos valores menores de p, vide por exemplo o valor p = 0.1 nos dois graficos.
A proporcao que p cresce esta diferenga se torna menos acentuada, como era de se
esperar, pois quando p — oo, ambos se reduzem a fragmentos isolados, nos quais
a condigdo para a viabilidade da vida é a mesma do caso mais simples (eq.(2.4)).
Isto é bastante intuitivo, pois se colocarmos condi¢oes mais amenas de resisténcia a
vida nas bordas dos fragmentos, a populacao podera adentrar a “regiao proibida” e
conseqiientemente precisara de um fragmento menor para sobreviver.

Seguindo o mesmo raciocinio comparativo com o problema de dois fragmentos
isolados, passemos agora a explorar o que acontece quando mantemos um fragmento
L4 fixo e observamos como se comporta o outro Leg como funcao de p. Porém
aqui nao faz muito sentido falarmos em tamanho de L4 ou de Loy isoladamente,
visto que o tamanho de um sempre depende do tamanho do outro. Logo a grandeza
fisica relevante nessa andlise é o tamanho total do dois fragmentos Lyg 4+ Logr. Veja
no grafico da fig.(6.2) como varia essa grandeza com relagao a p.

Analisando a fig.(6.2), podemos ver que a soma Lz + Logr ¢ maxima quando
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Figura 6.2: Soma dos tamanhos dos fragmentos como funcao da dificuldade a vida

entre eles, dado o tamanho de um deles constante.

L4 = Log, qualquer que seja o valor de p, pois, assim como no caso isolado, para
um dado valor de p, a existéncia de um fragmento grande* permite ao outro ter
tamanho substancialmente menor, de modo a soma deles ser inferior ao caso em que
ambos sao iguais. Isto estd de acordo com a predicao dos problemas de um tnico
fragmento e de dois fragmentos isolados, anteriormente discutidos.

Nota-se ainda para p substancialmente pequeno, Lig + Logr < Ls;, pois neste
caso nao somente a regiao entre os dois fragmentos é fracamente desfavoravel a
vida como também as regides além das fronteiras (r < L; e © > Ly + s), logo se
no caso isolado tinhamos uma regiao desfavoravel a vida que se somava as regioes
favoraveis para permitir a vida no sistema, aqui temos trés regices que fazem isso, o
que possibilita a existéncia de vida numa regiao favoravel (Lyqr + Logr) ainda menor
que no conjunto isolado.

No capitulo 3 apresentamos como verificagao da predigao analitica, para o sistema
isolado de dois fragmentos, a simulacao com a equagao completa (eq.1.4) para o

caso particular (Lyg; = Lagi) X p e obtivemos o resultado apresentado no grafico da

tGrande, porém ainda menor que Lg;, vide eq.(2.4).
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fig.(3.3). Neste notamos boa concordancia entre a simulagao e a previsao analitica,
como discutido anteriormente. Uma vez resolvido o problema com bordas finitas,
repetimos entao essa comparagao com h = 1000 e obtivemos o gréfico da fig.(6.3).
Como pode ser observado, a predicao analitica é tao proxima quanto se queira da

simulagao, ao ponto de se confundirem.
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Figura 6.3: Tamanho de dois fragmentos idénticos em fungao da dificuldade a vida

fora deles, suposta igual entre eles e na regiao além fronteiras.

Ainda no gréfico da fig.(6.3), apresentamos outras duas curvas. A curva infe-
rior (h = 1), mostra uma diminui¢cdo do tamanho dos fragmentos & medida que
diminuimos os valores de h, porém sem alterar o perfil do grafico. J4 no caso em
que h = p (curva intermedidria) notamos uma maior dependéncia do tamanho dos
fragmentos com p, ou seja, conforme p cresce, aumenta mais rapidamente o tamanho
minimo dos fragmentos que no caso de h constante, pois se h aumenta juntamente
com p, a inospitabilidade a vida aumenta fora dos fragmentos tanto quanto na regiao
entre eles, o que justifica um aumento mais acentuado no tamanho destes.

Acima discutimos sobre a dependéncia dos tamanhos minimos dos fragmentos
com p quando h é constante e quando h = p. A seguir discutiremos como varia o

tamanho limite dos fragmentos com o grau de dificuldade a vida fora dos fragmento
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h, mantendo fixo p. No grafico da fig(6.4) mostramos este comportamento para

varios valores de h, mantendo fixo p = 1.

LQC

Figura 6.4: Relacao entre os tamanhos criticos de dois fragmentos nao isolados para

varios valores da dificuldade a vida fora deles.

Se compararmos o grafico da fig.(6.1) com o da fig.(6.4) notaremos primeira-
mente uma diferenca nas extremidades das curvas, uma pequena inflexao quando
Lyg ou Loy se aproxima de seu valor méximo. Porém se compararmos a fig.(6.4)
com a fig.(3.1), notaremos uma concordancia deste comportamento. Isto pode ser
explicado pela mesma razao pela qual a curva intermedidria da fig.(6.3) tem uma
dependéncia mais acentuada com p = h que a curva superior e a inferior da mesma
figura nas quais variam somente h, tal como discutido no paragrafo anterior.

Nota-se, ainda na fig.(6.4), & medida que h aumenta as curvas vao se aproxi-
mando do limite h = oo, ao ponto de para 10° a diferenca com h = oo se torne
praticamente imperceptivel, validando nossa simulagao para o caso isolado, onde
utilizamos esse valor nas regices r < —Lj e x > Lo + 5. Nao colocamos aqui uma
previsao analitica para h = 10°, porque essa se superporia a curva simulada e & de
h = oo.

Nao apresentamos a discussao nem os graficos que representam (Lyqr + Logr) X h
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e (L1gr = Lagr) X h por serem estes respectivamente muito semelhantes aos (L14 +
Logi)xp e (Lyg; = Lag;) X p e qualitativamente nao introduzirem nenhuma informagao

nova a nossa analise, pois terfamos apenas a necessidade de fragmentos menores.

6.2 Sobre as Simulacoes

Todas as simulagoes apresentadas ao longo do texto acima sao estaveis e indepen-
dentes da condicao inicial, sendo assim uma forte evidéncia de que o estado final
da simulagao é a tnica solugao estavel do problema, além de ser um atrator global,
para qualquer condicao inicial nao nula, pois repetimos a exaustao as simulacoes
com condigoes iniciais tanto maiores quanto muito menores que a solugao estavel e

em todos os casos esta evoluiu para a mesma solucao final com o passar do tempo.

Procuramos apresentar simulacoes para valores diversificados de p e h, visto que
seria inviavel apresentar simulacoes correspondentes a todos os casos para os quais
fizemos as predicoes analiticas devido ao grande esforco computacional necessario

para obteé-las.

6.3 Fatores de Crescimento Diferentes

A introducao de um fator de crescimento genérico no fragmento 2 ja foi discutida
no capitulo 3 e a introducao de condicoes finitas na regiao externa ao sistema ja
foi discutida na secao anterior. A superposicao destes dois casos nao traz nenhum

fenomeno novo, logo nao se faz necessaria longa demora na discussao do mesmo.

E pertinente aqui apresentarmos um grafico do perfil da densidade populacional
para o sistema nao isolado pelo fato de nao conter exemplar desse nos capitulos
anteriores. Na fig.(6.5) apresentamos um perfil para um sistema de duas fontes de
tamanhos diferentes no qual colocamos um fator de crescimento no fragmento 2
maior que a unidade e este fator de crescimento é atingido pelo méximo da funcao
dentro do mesmo. Este grafico ilustra, ainda, que pode haver maior densidade em
um fragmento menor desde que as condi¢oes dentro do mesmo sejam mais propicias
a vida.

Notamos ainda que a densidade populacional adentra a regiao além fragmentos,
pois como ja dissemos anteriormente, aqui essa regiao nao ¢ proibida a vida, embora

impropicia.
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Figura 6.5: Fonte-fonte, L; = 16, Lo =10, a=15e p = 2.

Em resumo, o estudo de dois fragmentos nao isolados do meio externo traz
um aspecto fenomenoldgico novo e bastante realista a nosso problema, visto que
com ele podemos modelar fragmentos cercados por regioes indspitas, porém nao
perfeitamente, tal como um odsis, uma ilha fluvial ou oceanica.

Outra conclusao é que fragmentos nao isolados do meio externo possuem tama-
nhos criticos menores, ou seja, fragmentos menores que no caso nao isolado podem
ser viaveis a vida.

Por fim confirmamos que a solucao para tempos grandes® é estével e independe
da condicao inicial, sendo desta um atrator global do sistema, assim como nos casos
anteriores.

§Suficientemente grandes para que se passem todos os transientes.
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Capitulo 7

Infinitos Fragmentos - Caso Peridédico

O estudo de dois fragmentos nao isolados nos fomenta uma questao: qual a con-
seqiiéncia de acrescentarmos mais fragmentos ao problema do capitulo anterior?
Porém nao parece ser um caso interessante trabalhar com trés, quatro ou n frag-
mentos, pois como veremos ao final deste capitulo, nao ha aspecto qualitativo que
os diferenciem do de dois fragmentos. Um problema que se apresenta bastante in-
teressante é o de infinitos fragmentos idénticos, o qual pode ser introduzido por uma

periodicidade na funcdo a(z), tal como mostrado na fig.(7.1) abaixo.

Figura 7.1: Perfil a(x) para infinitos fragmentos idénticos.

Inserir infinitos fragmentos de mesmo tamanho em nosso programa numérico nao
é impossivel nem invidvel, uma vez que nesse programa trabalhamos com Transfor-
mada Répida de Fourier (FFT), a qual ji pressupoe condigdes periédicas. Basta,

portanto, resolvermos para um fragmento e replicarmos a solucao para os demais.
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Numa primeira leitura, podemos ter a impressao que o paragrafo anterior reduz o
problema numérico deste capitulo ao de um tnico nao fragmento isolado, porém no
problema do capitulo 5, integramos a eq.(1.4) ao longo da varidvel espacial por uma
extensao muito maior que a do fragmento, mantendo nesta a condi¢ao desfavoravel
a vida. Ja no caso periodico, nosso espaco de integragao é composto apenas por um
fragmento e uma separacao.

Resolvendo entao a Equagao de Fisher para este perfil a(z), podemos ter a relacao
de cada parametro com a viabilidade ou nao da vida, que a saber sao s e p, porém
ao longo de todo nosso trabalho mantivemos fixo s = 0.8, logo se levantassemos
uma curva L X s, nao teriamos com que compara-la, o que nao nos motiva a gastar
tempo humano e computacional com a mesma*. Optamos entao por mapear ape-
nas a variagao de tamanho do fragmento L com o grau de propiciedade a vida p,

mapeamento este que apresentamos no grafico abaixo (fig.(7.2)).

Figura 7.2: Tamanho critico de cada fragmento em funcao da dificuldade a vida fora

deste(s) para um, dois e infinitos fragmentos idénticos.

O gréfico acima traz apenas uma confirmagao do que ja esperavamos, pois para
um fragmento nao isolado (cap.5) tinhamos um tamanho minimo Lgs(p). A in-
trodugao de um outro fragmento idéntico e préximo a este (cap.6) gera uma difusao
entre eles, de modo a termos o tamanho minimo de cada um deles menor que o caso

em que temos apenas um (Lgr(p) < Lgs(p)). Isto nos leva a intuir que a introducao

*Pela mesma razao introduzimos a(z) com o fator de crescimento unitaria, uma vez que esta é

igual em todos os fragmentos.
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de infinitos fragmentos préximos a estes permita um tamanho minimo L;s(p) ainda
menor, de modo que L;¢(p) < Lgr(p) < Lss(p) e isto realmente ocorre, salvo quando
p — 00, pois neste limite, todos os casos se reduzem ao de um fragmento isolado,
ou seja, L;f(00) = Lg(00) = Lgp(00) = Ly;.

De acordo com os resultados acima concluimos que quanto maior o niimero de
fragmentos, menor o tamanho minimo de cada um deles. No capitulo seguinte
discutiremos o problema de infinitos fragmentos de tamanhos diferentes, assim como

a equivaléncia entre muitos e infinitos fragmentos.
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Capitulo 8

Infinitos fragmentos - Caso estocastico

O objetivo deste capitulo é o estudo de um sistema com infinitos fragmentos de tama-
nhos diferentes. Note-se que teremos um problema para definir tamanhos minimos,
devido a impossibilidade de quantificar infinitos fragmentos um a um. O que faremos
é trabalhar com o tamanho médio dos fragmentos.

Veremos a seguir aproximagcoes e consideragoes que viabilizam o trabalho com-

putacional do problema em questao.

8.1 Modelo

Assim como nos capitulos anteriores, nosso problema consiste em encontrar uma
condicao minima para viabilidade da vida no sistema. Porém, no caso de infini-
tos fragmentos de tamanhos diferentes, nao trataremos mais de tamanhos minimos,
propriamente. Neste caso, grandezas interessantes seriam o tamanho médio dos
fragmentos e o quanto estes podem variar. Isto leva a uma formulacao em que
os tamanhos dos fragmentos obedecem a uma distribuicao estocastica, ou seja, as-
sumem valores aleatdrios, porém com média p e variancia o bem definidas. Com
isso podemos ter controle sobre o tamanho médio destes, assim como ter dominio
sobre a variagao seus tamanhos, sem contudo perder a generalidade do problema.

Como dito anteriormente, nosso sistema é modelado matematicamente pela equacao
de Fisher, a qual em uma dimensao j4 adimensionalizada é dada pela eq.(1.4). Esta
requer uma fungao a(x) que represente o perfil de distribuicao espacial das condigoes
do meio em estudo. Tendo em vista as consideragoes acima podemos gerar tal fungao,
como descrito na fig.(8.1) a seguir. Aqui p é o grau de dificuldade a vida nas regices
entre os fragmentos, s é a separacgao entre eles e Ly, Lo, L3, ..., L,, ..., seus tamanhos,
os quais doravante representaremos de maneira genérica por L,.

O passo seguinte ¢é eleger uma distribuigdo com média e variancia bem definidas

para gerar os L,. Para evitar a geracao de distancias negativas vamos utilizar uma
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Figura 8.1: Fungao a(x) que descreve um perfil estocédstico para infinitos fragmentos.

distribuicao lognormal, pois esta gera apenas ntimeros positivos.
A saber, a distribuicao lognormal é dada por:

1 —(Iny—In )2

fylp, o) = meT (8.1)

onde p é a média e o é a variancia da distribuicao.

Para encontrarmos uma relacao entre a média, a variancia e a existéncia de vida
fizemos uma varredura no espectro destas varidveis observando para cada par (i, o)
se houve ou nao vida. A cada ponto fizemos um novo sorteio para os L, de modo
que nao esperamos um resultado deterministico. Os demais parametros h,ag e s

foram mantidos fixos em todos os sorteios.

8.2 Aproximacao computacional

A impossibilidade de introduzir “infinitos” em uma simulacao numérica nos leva sem-
pre a fazer uma aproximacao que torne o calculo viavel, ou seja, uma aproximacao
que descreva de maneira convincente o modelo fisico em questao sem adicionar um
nimero de parametros demasiadamente grande ao ponto de inviabilizar os calculos.

Em nosso problema se introduzirmos uma condi¢ao localizada em uma regiao inicial
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muito menor que nosso intervalo de integracao, teremos sobre esta o efeito de in-
finitos fragmentos e caso o perfil inicial evolua e saia dessa aproximacao, ja teremos
evidenciado o que queriamos.

Nossa aproximagao computacional poderia claramente ser suprimida se estudas-
semos apenas o caso de muitos fragmentos. Este em particular seria mais realista,
uma vez que, sempre aplicaremos nosso modelo a uma regiao finita. A motivacao de
estudarmos “infinitos fragmentos” surge ao observarmos que a partir de um certo
niumero de fragmentos os resultados, a média e a variancia criticas, nao se alteram.
Logo nosso modelo independe de n, se este for suficientemente grande, o que permite

diretamente a comparacao dos resultados aqui obtidos com os do capitulo anterior.

8.3 Resultado para uma realizacao - analise preliminar

Inicialmente exploramos os efeitos qualitativos sobre uma tinica realizagao, para isto
fixamos os valores ag = 1,h = 1 e s = 0.8 sem perda de generalidade, uma vez que a
alteragao destes valores nao introduzem nenhuma mudanca qualitativa na descricao
de nosso fenomeno fisico.

Os resultados das simulacoes podem ser apresentados num grafico tal como
abaixo na fig.(8.2), o qual descreve o limite para existéncia de vida, tendo como
parametros a média p e a variancia o da distribuicao lognormal dos L,,.

Para afirmarmos se houve ou nao vida no sistema, para um dado ponto (o, i), uti-
lizamos o seguinte critério. Introduzimos inicialmente uma populagao muito menor
que qualquer populacao estavel possivel e localizada em uma regiao muito menor
que nosso intervalo de integracao. Se essa diminuir no tempo passo a passo extin-
guindo se, atribuimos a este ponto o rétulo “morte”. Por outro lado se ao longo da
evolucao temporal essa pequena populacao inicial evoluir para um estado estavel e
se difundir ao longo do espago de integracao do problema, atribuimos a este ponto
o rotulo “vida”. Cabe lembrar que quando a populacao inicial se difunde algu-
mas ordens de grandeza no espaco, a aproximagao numeérica de infinitos fragmentos
deixa de ser boa, o que poderia comprometer os resultados, porém nosso intuito, a
viabilidade da vida, j& tera sido evidenciado.

No grafico da fig.(8.2), a regiao verde (superior) representa os pares (i, o) cor-
respondentes a vida, enquanto que a regiao vermelha (inferior), representa os pares
(u, o) correspondentes a morte.

Podemos notar alguns pontos nos quais houve a extingao (morte), imersos na
regiao onde é predominante a vida. Isto ocorre por estarmos usando um gerador
estocdstico, pois embora controlemos a média e a variancia da distribuicao, para

cada ponto fizemos um novo sorteio, no qual mesmo a média e a variancia sendo

o1



Figura 8.2: Relacao entre a viabilidade da vida, a média p e a variancia o da

distribuicao estocastica que gera os tamanhos dos infinitos fragmentos.

favoraveis a vida, o sorteio pode nao ser. Notamos ainda que estes pontos tornam
se mais comuns a medida que a variancia aumenta, o que era esperado pois quanto
maior a variancia, maior a chance do sorteio nao ser bem comportado.

A linha continua que divide as duas regices do grafico ¢ uma média ponderada
de seus pontos para cada valor de 0. Podemos ver que os “pontos de morte” imersos
na regiao de vida sao muito pouco relevantes, o que faz sentido uma vez que estes
pontos estao na razao de um para sessenta em média. No grafico, aumentamos o
tamanho da representacao destes pontos para que pudessem ser vistos com maior

nitidez.

8.4 Meédia sobre varias realizacoes - analise quantitativa

No gréfico da fig.(8.2) temos uma boa descri¢ao qualitativa de como se comporta a
viabilidade a vida em um conjunto de fragmentos em termos da média e da variancia
da distribuicdo estocastica que os gera. A pergunta agora €, se repetirmos esse
processo varias vezes, quantas destas havera vida e quantas havera morte para cada
ponto? Em outras palavras estamos interessados em uma andlise quantitativa do
problema cuja estocasticidade sugere a média sobre muitas realizacoes.

Nos propomos entao a fazer 20 realizagoes, porém esse numero de realizacoes

exigiria um esforco computacional que inviabilizaria o trabalho. Para contornar esse
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problema, utilizamos uma grade com menos pontos e com o variando de 0 a 1 e nao
de 0 a 2 como haviamos feito inicialmente. Estas simplificagoes nao interferem nos
resultados do problema.

Fizemos entao as vinte simulacoes e para cada ponto contamos quantas vezes
ele recebeu o rotulo vida e quantas vezes ele recebeu o rotulo morte. Com esses
dados fizemos um degradé de cores de vermelho para verde usando o padrao RBG
do matlab, onde verde representa a vida e vermelho a morte. O resultado estd
exposto na fig.(8.3).

Figura 8.3: Probabilidade de haver vida em um sistema formado por infinitos frag-

mentos em fungao da média e da variancia dos tamanhos destes.

Nesta contagem, atribuimos vida o valor 1, a morte o valor 0 e somamos ponto a
ponto. Feito isto normalizamos esta contagem, de modo a termos um ntimero entre
0 e 1 que representa a probabilidade de haver vida.

A esta grandeza demos o nome de probabilidade de vida (pV'). Construimos
entao para cada valor de o, uma fungao de p, que respresenta esta probabilidade de
vida e tragarmos o grafico pV'(u) x p. Neste gréfico evidenciamos que a distribuigao
dos pontos possui a forma de uma fungao sigmoidal, pois para baixos valores de p a
probabilidade de haver vida ¢é nula e para altos valores de 1 é um. H4 ainda alguns
valores entre zero e um, em uma regiao intermediaria, localizada ao redor do ponto
que divide as regioes de morte e vida. FEstes proporcionam uma transicao suave

entre os dois valores (0 e 1) e podem ser ajustados pela fungao tangente hiperbdlica.
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A saber, a tangente hiperbdlica ajustada para cada valor da variancia possui a

forma
1+ tanh a(p — po)

2
onde jiy é o ponto de separacao entre as regioes de morte e vida descrito no gréfico

pV =

da fig.(8.5). Deste modo o tnico parametro a ser ajustado é o a.

Veja na fig.(8.4a) as curvas ajustadas para alguns valores de o.
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Figura 8.4: a; Perfil das tangentes hiperbdlicas ajustadas para alguns valores de o,
a saber 0 = 0.01, 0 = 0.25, 0 = 0.50, 0 = 0.75, os quais correspondem respectiva-
mente a a = 109, o = 22, a = 12, a = 10. b; Grafico do inverso da dispersao pela

variancia

Este ajuste foi obtido utilizando o método dos minimos quadrados [8, 21, 23], uma
técnica de otimizacao matematica que procura encontrar os melhores parametros que
ajustam uma curva dada a um conjunto de dados. Para isto procuramos minimizar
a soma dos quadrados das diferencas entre os pontos da curva que se estd ajustando
e os dados numéricos (tais diferencas sao chamadas residuos). Em outras palavras
consiste em minimizar a soma

n

S=> (4 — ) (8.2)
i=1
onde y? é o vetor de dados e y; o vetor obtido com os correspondentes valores
numéricos da fun¢ao que se esta ajustando.
Como podemos ver na fig.(8.4b), a diminui com o aumento de o e o perfil desta
diminuicao nos sugere ajusta-la por uma curva exponencial, cuja forma mais geral

pode ser dada por
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alo) =a+be

aqui temos dois parametros a serem ajustados a e b, para os quais utilizamos o
mesmo método anterior (minimos quadrados).

E razodvel tomar 1 /a como a largura da dispersao, deste modo, a medida que
« diminui a dispersao aumenta, ou ainda, a medida que ¢ aumenta, a dispersao
também aumenta. Veja na fig.(8.5a), as curvas das simulacoes estocdsticas e seus
respectivos ajustes polinomiais, que correspondem a média ponderada dos pontos
que separam a regiao de viabilidade e inviabilidade a vida e as que representam a

média +1/a e a média —1/a.

0.8

a b

Figura 8.5: Curva média de separagao entre as regioes onde é viavel e inviavel a

vida e a respectiva regiao de transicao.

O ajuste das simulagoes estocésticas da fig.(8.5a) foram feitas por fungées poli-
nomiais, visto que suas formas nao sugerem nenhuma funcao conhecida. Ajustamos
as mesmas por uma fungao polinomial do sétimo grau, pois testes numéricos [35]
utilizando o método dos minimos quadrados mostraram ser este grau de polindmios
os que minimizavam a soma dos residuos, vide eq.(8.2).

Esbocando as curvas que representam os ajustes na fig.(8.5a) sobre a fig.(8.3),
teremos entao uma média que separa a regiao de vida da regiao de morte, assim
como uma regiao de transigao entre elas. Vide fig.(8.5b).

Uma breve anélise da fig.(8.5b) nos fornece que abaixo da curva inferior a pro-

babilidade de haver um sorteio que seja viavel a existéncia de vida é muito pequena,
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assim como acima da curva superior é baixa a probabilidade de um sorteio que leve
a populagao a extingao.

Podemos ver que essas curvas descrevem bem uma regiao onde a vida ou a
morte nao é total, a esta regiao passaremos a chamar de regiao de transicao e aos
seus pontos de pontos de transicao. Para obtermos uma estimativa da porcentagem
destes pontos que estao dentro da regiao delimitada pelas curvas utilizamos um
método muito similar ao utilizado em estatistica para obter o primeiro, segundo e
terceiro desvios padroes, vide apéndice D. Nas figs.(8.6a e 8.6b) apresentamos as

curvas para os analogos do segundo e terceiro desvio padrao respectivamente.

a b

Figura 8.6: Curva média de separacao das regices onde é viavel e invidvel a vida e a

respectiva regiao de transicao para o analogo do segundo e terceiro desvios padroes.

A esta porcentagem dos pontos localizados na regiao de transicao, daremos o
nome de margem de seguranca M.S, ou seja, se utilizarmos este método para prever
se um dado perfil é viavel ou nao a vida, qual a probabilidade de obtermos sucesso.
Numericamente, este valor é uma constante dada por M .Sy, M Sy e MSs, andlogos

respectivamente ao primeiro, segundo e terceiro desvios padrao (apéndice D).

MS; =827%  MS,=974%  MS;=99.6% (8.3)

Nos graficos da fig.(8.6) embora tenhamos uma &rea de transicaio bem maior
que para o caso andlogo a um desvio padrao fig.(8.5b), ainda temos uma regiao
satisfatoria de vida e por outro lado uma margem de seguranca maior.

A partir dos resultados acima, concluimos que é possivel prever com uma margem

de seguranga, qual a condicao minima para a existéncia de vida em um sistema
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composto por “infinitos” fragmentos de tamanhos diferentes satisfazendo uma dis-
tibruicao estocastica lognormal. Este resultado aumenta consideravelmente a abran-
gencia de nosso modelo, principalmente se conjugado com os resultados dos capitulos

anteriores, tal como teremos uma pequena amostra no capitulo 9.
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Capitulo 9

Aplicacao - Viabilidade a vida em um

reflorestamento

Uma aplicacao interessante para nosso problema é a otimizacao de um refloresta-
mento que vise repovoa-lo de uma certa espécie da fauna, ou seja, qual a melhor
maneira de se reflorestar uma éarea devastada de modo que a espécie possa ser rein-
troduzida utilizando o minimo possivel de area plantada. Nosso intuito é encontrar
uma maneira eficaz de distribuir arvores no territério devastado que possa tornar
essa regiao novamente viavel a existéncia de vida, ou seja, se reintroduzirmos uma
pequena densidade populacional de uma certa espécie, esta populagao aumente e
atinja um ponto de equilibrio com o meio. Em particular procuramos um limite
inferior para a area plantada, abaixo, do qual essa mesma populagao se extinguiria.
Como veremos a seguir, esse limite depende nao somente da drea total plantada mas
também da distribuicao desta ao longo do territério devastado.

Uma maneira de reflorestarmos uma &area devastada é plantando arvores nela
toda, o que possibilitaria que uma espécie reintroduzida nessa area ai permanecesse.
Isto é, porém despendioso, visto que a vegetacao é perfeitamente capaz de preencher
algumas lacunas nao inicialmente arborizadas. Por outro lado a maneira mais sim-
ples de reintroduzirmos a vida na referida regiao é criando uma unica mancha de
tamanho suficiente para que a vida se estabeleca, vide cap.5. Porém essa con-
figuracao nao restabeleceria a vida em toda a area desmatada, mas sim em uma
regiao isolada da mesma. Logo se quisermos a fauna ocupando toda a area des-
matada precisamos de alguma maneira espalhar arvores por toda ela. A forma de
espalhar estas arvores em menor nimero possivel, que ainda proporcione o restabe-
lecimento da espécie, serd discutida a seguir.

Nao estamos aqui preocupados com a distancia minima entre uma arvore e outra,
a qual consideraremos constante, de modo que a unica forma de plantarmos mais
menos arvores ¢ aumentar ou diminuir a distancia entra as manchas, seja de maneira

constante ou nao. Logo o nosso estudo se reduz basicamente a duas configuragoes.
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A de varias manchas ideénticas igualmente espacadas e a de muitas manchas de
tamanhos diferentes, também igualmente espacadas, cujos tamanhos obedecem uma
distribuicao bem comportada. Note que estamos falando de muitas e nao infinitas
manchas como descrito nos capitulos 7 e 8, o que torna nosso modelo exato para o
caso de muitas manchas de tamanhos diferentes e exige a introducao de uma apro-
ximacao para o caso de varias manchas idénticas. Aproximacgao esta que nao se
constitui em um problema, pois assim como no capitulo anterior, a partir de um
nimero de fragmentos, o resultado nao se altera, vide se¢ao(8.2).

Facamos agora uma comparagao entre o caso estocastico e o periddico. No caso
periédico temos como a area plantada A; o produto do nimero de manchas N
pelo tamanho de cada uma L e area nao plantada A, como sendo o produto do
nimero de regioes nao plantados pelo tamanho de cada uma delas s. Considerando
ainda o nuimero de manchas e o de regioes nao plantadas como sendo iguais, pois se

intercalam, temos
A =NL e A, = Ns

logo a area total Ay pode expressa como sendo a soma da area plantada com a nao

plantada, a qual pode ser expressa por
AT = N(L + S)

Podemos obter a fracao de area plantada Ay, dividindo essa pela area total, o
que nos fornece a relagao abaixo
Ap NL L
Ar  N(L+s) L+s

Para muitas manchas de tamanhos diferentes podemos proceder de forma andloga,

(9.1)

porém aqui a grandeza tamanho das manchas deve ser expressa por pu, a média do

tamanho destes, de modo que
A,=Npu e Ar = N(u+s)

Logo, a fracao de area plantada neste caso pode ser expressa por

Ar  N(p+s) p+s

Das expressoes acima extraimos que a porcentagem de area plantada independe

Aoy = (9.2)

da drea total desmatada, desde que esta seja suficientemente grande para o tamanho

minimo ser invariante.
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Traduzindo em nimeros, temos para configuracao de muitas manchas idénticas

o seguinte resultado.

0.74
Agg = —— =
LT 0744 0.8

No caso de muitas manchas de tamanhos diferentes, nao temos um tnico valor

= 0.48 = 48% (9.3)

para a fracao de area plantada, pois para cada valor de o temos um g minimo, de
modo que Ag, = Ay,(c). Porém podemos construir uma curva que represente a

variacdo de Ag, (o) com o, vide fig.(9.1).

0.5

0.45¢}

04y

Ag,,

0.35¢

03¢

Ag,, com 81.7% de confianca.
— — — Ay, com 97.4% de confianca.
Agy,, com 99.6% de confianca.

0.25}

0.2 :
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
o

Figura 9.1: Area plantada em funcdo da variancia.

A fig.(9.1) foi construida com os valores maximos da regiao de transicao figs.(8.5b,
8.6a e 8.6b) com o intuito de obtermos a porcentagem de area plantada que com
uma margem de segurancga possa proporcionar a vida. E mesmo com essa margem
podemos observar valores inferiores ao caso de manchas idénticas. O gréfico ainda
nos mostra que os valores minimos da média se tornam menores a medida que o

aumenta. O menor valor que encontramos corresponde a o = 1,

AZLTR(1) = 0.22 = 22% (9.4)
AYA%(1) = 0.28 = 28% (9.5)
AR5%(1) = 0.34 = 34% (9.6)
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Finalmente, concluimos este ultimo capitulo com um resultado interessante, pois
a area plantada diminui a medida que os tamanhos das manchas possuem maior
variacao entre si. Isto nos permite proceder um reflorestamento utilizando uma
area plantada menor que no caso de uma distribuicao homogénea das manchas, com
uma margem de seguranga alta. Uma distribuicao vidvel em um reflorestamento é
a introdugao de uma mancha “mae”, grande suficiente para sozinha manter a vida
da espécie em questao, tendo ao seu redor uma infinidade de manchas pequenas dos
mais variados tamanhos. Esta distribuicao nao sé é viavel, como também elimina
o risco de extingao, visto que a mancha maior garante a vida no sistema. Se a
area for muito extensa, podemos ainda ter mais de um mancha mae e a distribuigao
destas pode ser feita através de uma analise de caso. Logo nossa contribuicao para
o SLOSS debate é: neither a “Single Large”, nor “Several Small”; a mix of both.

Como jé dissemos na introdugao desta tese, SLOSS é uma sigla; Single Large Or
Several Small (um tnico grande ou varios pequenos). Este debate foi muito intenso
nos anos 80 e seu intuito explorar, qual a melhor configuragao para a biodiversidade,
se uma unica mancha grande ou varias pequenas que representassem a mesma area.
Ainda hoje esse assunto é tema de discussao, nem sempre conservando a mesma

area, nem necessariamente visando a maior biodiversidade.
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Conclusao

Nesta tese nos ocupamos em estudar fragmentos populacionais, mais especifica-
mente as condi¢oes minimas sobre propriedades dos fragmentos para que a vida de
uma determinada espécie seja vidvel nos mesmos. Estas condigoes podem ser o(s)
tamanho(s) do(s) fragmento(s), o grau de resisténcia a vida entre eles ou fora deles
e as condigoes de vida dentro do fragmento.

Inicialmente apresentamos a equacao de Fisher, a qual descreve nosso modelo,
assim como alguns exemplos simples com coeficientes constantes, para os quais
conhecemos as solugoes analiticas. Esses exemplos fornecem o comportamento da
solucao para casos especificos, comportamento este que pode sempre ser utilizado
para verificar a compatibilidade de solucao obtida em nosso modelo, a qual no limite
deve reproduzir o caso mais simples.

Em seguida introduzimos uma aproximagao linear (cap.1) na equagao de Fisher.
Esta simplificacao fornece uma equagao para a qual podemos encontrar uma solucao
analitica, solucao ésta, valida apenas para pequenas populacoes. No entanto é ex-
atamente o que necessitamos para determinar condigoes de viabilidade de uma pop-
ulagao. As condicoes encontradas através da solucao analitica da equacao linear
atribuimos o nome de predigao analitica.

Encontramos inicialmente a predicao analitica para o tamanho minimo de um
fragmento isolado (cap.2) que permita a vida. Para este obtivemos exatamente o
mesmo resultado encontrado por Kenkre [17] utilizando a equagao completa, o que
evidencia que a aproximacao ¢ coerente.

Uma das expansoes de nosso modelo foi feito para um fragmento nao isolado
(cap.h), o qual consiste em uma regiao favoravel a vida, imersa numa regiao desfa-
voravel, porém na qual a extingao nao seja completa nas vizinhancas do fragmento.
Para este encontramos que dadas condi¢goes muitissimo amenas fora dos fragmentos,
ele pode ser muito menor que seria no caso isolado, enquanto que para a impossi-
bilidade total da vida fora do mesmo reproduz-se o resultado valido para o caso de
um fragmento isolado, o que mais uma vez confirma a coeréncia da aproximagao.
Um exemplo de populagao vivendo em um fragmento nao isolado pode ser péassaros

vivendo em uma pequena area arborizada imersa numa regiao desmatada.
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Um outro ramo de nosso trabalho foi explorar a existéncia de vida em um sistema
composto por dois fragmentos, tanto para o sistema isolado (cap.3), quanto para
o nao isolado (cap.6). Em ambos, os fragmentos sdo conectados por uma regiao
desfavoravel a vida, porém sem extincao total. Os dois sistemas possuem caracte-
risticas muitos similares. Os fragmentos podem ser tanto menores quanto menor
a resisténcia a vida entre eles, nos dois casos cada fragmento pode ser menor que
um unico fragmento isolado e ambos os sistemas reproduzem um fragmento isolado
no limite em que o grau de restricao a vida entre os fragmentos e fora do sistema
tende ao infinito. A unica peculiaridade do sistema nao isolado é que este permite
vida em fragmentos ainda menores que no caso isolado. O principal resultado destes
sistemas é a viabilidade da vida de uma determinada espécie em fragmentos que
isoladamente nao proporcionariam a mesma, ou seja, a difusao entre os fragmentos
permite a existéncia de vida em fragmentos com piores condigoes que as exigidas
pelos fragmentos que nao possuem difusao de um outro préximo a ele, ou que nao
tenha um outro proximo a ele. Uma particularidade interessante é a existéncia de
vida em um sistema isolado, onde o tamanho total minimo correspondente aos dois
fragmentos somados é menor que o tamanho minimo de um tnico fragmento isolado
com nas mesmas condicoes.

Ainda para dois fragmentos fizemos simulagoes numéricas para varios casos acima
citados e obtivemos uma concordancia muito boa entre a simulacao e a previsao
analitica. Por fim ressaltamos que se aumentarmos o fator de crescimento de um
fragmento, ou seja, se melhorarmos as condigoes a vida dentro dele, pode existir
vida em fragmentos menores e vice-versa, como era de se esperar. Logo podemos
concluir que ha um vinculo entre o tamanho do fragmento e suas condicoes a vida,
o qual nao nos aprofundamos nesse trabalho.

Expandimos entao nosso modelo para muitos fragmentos, e fazendo alguns testes
numéricos notamos que apos um certo numero destes, nao ha mais alteracao no
tamanho minimo dos mesmos. Logo, resolver para muitos equivale a resolver para
infinitos. Iniciamos com todos idénticos (cap.7) e posteriormente partimos para
tamanhos diferentes (cap.8). Notamos entdo que a inser¢ao de mais fragmentos
diminui o tamanho minimo de cada um deles para que haja vida no sistema e se
estes forem de tamanhos diferentes eles podem em média ser ainda menores.

Podemos aplicar nossos resultados a populagoes difusivas tais como péassaros em
um reflorestamento. Quando temos uma area desmatada, para podermos reintro-
duzir a fauna no sistema necessitamos restabelecer a flora. Para fazer isso temos
varias opgoes; podemos reflorestar a area toda, porém isso é um desperdicio, visto
que a area nao plantada pode ser ocupada pela flora da area plantada. O outro

extremo é plantarmos uma tnica mancha com tamanho suficiente para manter a
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vida, porém neste caso nao repovoariamos todo o territorio. Logo, sobram-nos dois
casos o de plantar muitas manchas idénticas ou muitas manchas de tamanhos di-
ferentes. Nosso modelo prevé que a maneira que utiliza menor area plantada que
torne a regiao viavel a vida é plantar varias manchas de tamanhos aleatérios.
Concluimos por fim que todos estes resultados sao uma contribuicao para o es-
tudo de fragmentos populacionais e podem ter outras aplicagoes além das citadas no
texto desta tese. Podem ainda ser conjugados com outros trabalhos ou expandidos.

A seguir apresentamos algumas continuagoes naturais desse trabalho.

Perspectivas

e Considerando os perfis da densidade populacional que apresentamos, notamos
que eles possuem valores maximos diferentes para varios valores do tamanho
e do fator de crescimento do sistema. Uma pergunta natural é como este
maximo se comporta com o tamanho critico ou com o fator de crescimento

critico?

e Ao longo de todo nosso trabalho, mantivemos a separagao entre os fragmentos
fixa. Em algumas simulagoes nao apresentadas nesta tese, observamos uma
dependéncia entre a separacao dos fragmentos e o grau de dificuldade a vida

nessa regiao. Qual é essa dependéncia?

e Para sistemas nao isolados, seja de um ou dois fragmentos, notamos que a den-
sidade populacional avanca pela regiao fora do fragmento por uma distancia.
Que distancia é esta? Qual a sua dependéncia com os parametros do prob-

lema? Quais parametros influenciam neste “comprimento de penetracao”?

e Todo nosso trabalho foi desenvolvido em uma dimensao espacial. O que in-
troduziria o estudo em duas varidveis [31] espaciais? Haveriam fenomenos

novos?

e A introdugao de efeito Allee, mudaria a dinamica do problema? Como poderiamos

introduzi-lo?

e Estudos sobre como se comporta a velocidade de invasao [19] da frente de
onda podem ser introduzidos em nosso modelo. Seria interessante saber se

velocidades diferentes poderiam mudar o tamanho critico.

64



Apéndice A

Equacao de Fisher a coeficientes constantes -

Solucao do tipo onda viajante

Como dito anteriormente a equagao de Fisher nao possui solugao analitica geral para
quaisquer coeficientes mesmo que estes sejam constantes. Porém ha alguns casos
particulares para os quais podemos encontra-la. Um caso particular foi estudado por
Ablowitz e Zeppetella [1], trata-se de uma solugao do tipo onda viajante para uma
velocidade especifica. E este caso particular que mostraremos abaixo em detalhes.
O caso particular sobre o qual discorreremos assume a(z) = 1, tal como apre-
sentado na eq.(1.5), na qual introduzimos um vinculo bastante conhecido entre as
variaveis espacial e temporal na intencao de procurarmos uma solugao do tipo onda

viajante [36]

z=x—t (A.1)

a qual nos gera a partir da equacao diferencial parcial uma equagao diferencial

ordinaria na variavel z dada por

Ups + U, +u—u? =0 (A.2)

que também nao pode ser resolvida de forma analitica para qualquer velocidade v,

porém isto é possivel para algumas velocidades especificas.

Al v=0

A solugao trivial é para v = 0, pois neste caso a eq.(A.2) assume a forma
Uy +u —u? =0 (A.3)

65



u
Esta equacao ¢ integravel, basta introduzirmos w = T donde temos
z

/Ow wdw = /Ou(u2 —u)du (A.4)

resolvendo a integral acima obtém-se

o (25 s

du
a qual pode ser resolvida voltando para a varidvel dependente inicial w = T O
z
que fornece apds algumas manipulagoes simples
(A.6)

/d / du
zdz = | ———
uw/gu—l

A integral da equagao acima é conhecida e tabelada [9)].

2
z:2arctan\/§u—1+c (A.7)

onde ¢ é uma constante de integracao. Invertendo a fungao acima de modo a deixé-la

na forma explicita u(z), temos

u(z) = 2 + ;) [tan (Z ; C)} (A.8)

A equacao acima é uma solucao para a equacgao de Fisher do tipo onda viajante
com velocidade igual a zero, ou seja, ¢ uma solugao estacionaria. Pois se olharmos
para eq.(A.3) veremos que é exatamente igual a equagao de Fisher independente do

tempo com coeficientes constantes.

A2 v=5/V6

Para velocidades nao nulas, a solu¢ao nao é tao simples e dentre os muitos métodos
13, 30] que poderiamos utilizar para procurar sua solugdo, uma boa tentativa é
procura-la sob a forma de uma série de Laurent. Com esse intuito, devemos ini-
cialmente determinar o tipo de pdlo existente na equacgao; para isso, introduzimos a
hipétese u ~ k(z — z9)~“ e para que possamos ter um polo é necessario® que u,, e

u? se compensem, o que Nos gera.

Uy ~ —a(—a — Dk(z — 20) 7% = k*(2 — 20) 2 ~ u?

*Note que u e u, nao podem produzir um « determinado que balanceie os termos gerados por
u”, sendo esta a tnica possibilidade.
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da igualdade dos expoentes temos

—a—2=2a0=a=2 (A.9)

e da igualdade dos coeficientes, ja com a = 2 temos

—a(—a—-Dk=k=k=0ouk=a(a+1)=6 (A.10)

Dado que temos um pélo de ordem dois e que podemos sempre fazer uma mu-
danga de variavel do tipo y = (2 — 2p), podemos sempre resolver a equagdo em torno
do ponto zy = 0 sem perda de generalidade, logo

a_ a_
u(z) = 722+71+a0+a12++a2z2... (A.11)
e os demais termos da eq.(A.2) possuem a forma

2a_ _
vu, = — a32v — a—;v + ayv + 2a9v2 + 3azvz® + ... (A.12)
z VA
6a_ 2a_
Uae = 2 4 2L 90, 4 Gagz + 12a42° + .. (A.13)
z z

9 a%Q 2a_sa_1 a%l + 2a_sa9 2a_sa1 + 2a_1a9
ut = —"+ 3 + 5 +
z z z z

+ 2a_2a3 + 2a_1a2
(A.14)

+2apa; + (2a_say + 2a_qa3 + ag)z + (2a_say + 2a_1a3 + 2a¢az)z>

Tomando entao como nula a soma algébrica dos coeficientes de cada ordem poli-

nomial obtemos

vt 6ay,—ad’,=0=0a_,=06 (A.15)
_3 Gv
2% 6a_9—120—a_1=0=a_, = —= (A.16)
9 5 1{/v\2
277 —a_v+6—a’; —12a0 = 0= ap = —3 <5> -1 (A.17)
o 1 /v\?
2 ray—12a; —2a_1a9 = 0= a9 = —3 <5) (A.18)

2V 2a9 —a_w+ag—12ay — 2a_1a1 —ai =0=a —_35<U>4+1 (A.19)
D 2ap —a—y 0 2 —101 — Ay = 2= 0 \1 10 :
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—79 /v\% 11 /v
1
2 Bagtazvtar —12a3—2a-1a5=2a001 = 0 = a3 = — <5> +120<5>( 0

V6

A eq.(A.15) apenas confirma a eq.(A.10), ja a eq.(A.21) fornece trés valores para

2% 12a4+3a3v—|—a2—12a4—2a_1a3—2a0a2—a§ =0=v=0o0uv==+

(A.21)

a velocidade da frente de onda; v = 0 que torna a eq.(A.2) é integravel, tal como ja
5)

%

discutido anteriormente, v < 0 que pode ser resolvido levando x em —x e v =

que nos ocuparemos a seguir em encontrar a solucao.

Tomando a equagao linear associada a eq.(A.2)

Uyy +0u, +u =0 (A.22)

temos uma EDO linear homogeénea de segunda ordem com coeficientes constantes,

cuja solucao pode ser facilmente encontrada [4] e possui a forma

u = ae™* + be’?* (A.23)

onde

—v+ Vo2 —4 —v—Vv2—4
M=V " L S
2 2
como A, Ay < 0 = (0,0) é um né estavel no plano de fase [10]. Isto sugere uma

solucao com forma.

Z a 6(m/\1 +ni2)z
mn

m,n >0
m+n>1

Pamv—i temos A ——i e \{ = ———, 0 que nos gera
\/6’ 1 \/6 1 \/67 q g
u(z) = ane V0 (A.24)
n=2

Substituindo a eq.(A.24) na eq.(A.2) e tomando os coeficientes de cada poténcia

de z, temos:

an<(n_2)6<n_1)>=:§2ajan_j (n > 4)

ou ainda
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n—2
6 ajan
Jj=2

(n—2)(n—1)

a, = (n>4)

onde as e az sao constantes arbitrarias e os demais a,, para n > 4 dependentes
destes. Fazendo entao uma escolha conveniente de ao = 1 e az = —2, teremos a4 = 3
e por inducao finita a,, = (—1)"(n — 1). Logo

o0

u(z) = Y (=1)"(n —1)e Vo

n=2

— Z(_l)n+2<n+ 1)6—(TL+2)Z/\/6

n=0

e~22/V6 Z(—l)"(n + 1)6_’”/‘/6
n=0

onde utilizando a identidade para 0 <y < 1

o0

(D (n+1)e ¥ =1F2y+3y° F4y  +..=(1Fy)~°
n=0
e lembrando que para z > 0= 0 < e /v < 1, temos:
()=
u(z) = ————
(14 e#/V6)2

ou ainda em uma forma mais compacta temos

1
u(z) = ——+— A .25
a qual nas varidaveis iniciais pode ser escrita como
1
u(x,t) = (A.26)

(1 4 e(@=5t/v6)/V6)2

que é uma solugao especifica da eq.(1.5). Fizemos algumas simulagoes numéricas e
notamos que ela é um atrator, vide cap.(1). Nao analisamos se ela é um atrator
global pois isto demandaria um certo tempo que nao julgamos relevante perder em

algo que nao faz parte do objetivo especifico de nosso trabalho.
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Apéndice B

Generalizacao da Solucao analitica para nao

linearidade polinomial de qualquer ordem

Dentre os casos especificos para os quais conhecemos a solucao analitica da equagao
de Fisher, um bastante interessante é proposto por Murray [26] para uma nao linea-
ridade na forma de um monomio de ordem g. De modo que a equacgao resultante é

uma generalizagao da eq.(1.5) com forma

Up = Upy + u — udtt (B.1)

para a qual procuraremos uma solucao na forma de uma onda viajante introduzindo

a mudanga de variavel da eq.(A.1), qual nos fornece

Uspy +VUy +u —ul™ =0 (B.2)
Murray propoe uma solucao do tipo
1
(1 + aeb®)s

a qual ajustando os parametros pode satisfazer a eq.(B.2). O apendice A, reforga essa

u(z) = com b,s >0 ea#0 (B.3)

hipétese, visto que a semelhanca das equagdes (A.2 e B.2), sugere uma semelhanga
entre as solugdes (A.25 e B.3).
Levando a eq.(B.3) na eq.(B.2) obtemos apés alguns passos algébricos intedi-

antes, porém simples

1

2 2 bz
(1+a€bz)s+2{[5(5+1)b —Sb(b—i-c)—i-l}a e

(B.4)
+[2 —sb(b+c)]ae” +1 — {1 + aebzr_sq}

para que a eq.(B.4) possa ser satisfeita qualquer que seja z é necessario que os

coeficientes de todos as poténcias de e* sejam identicamente nulos. Note ainda que
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se 2 — sq > 2 o ultimo colchete nos obrigara a impor a = 0, que esta fora do nos
interesse. Portanto

2—sqg=0,1ou2 = s= ou sq=0 (B.5)

Y

LI V)
|

e podemos ver claramente que sp = 0 nao é possivel visto que s e ¢ sao constantes

positivas. Consideremos entao as outras duas possibilidades

e s=1/q

eV . satisfeito

e#:2—sbb+c)—1=0 = sbb+c)=1 p=s(s+1)b*=0
e? 1 s(s+ 1)b* — sb(b+c) + 1

o que implica em s = 0,s = —1 ou b = 0, como nenhuma das possibilidades é

valida sé sobra o ultimo caso.

* s=2/q
e’ : satisfeito
2
e:sblb+c)—2=0 = sbb+c¢)=2 = c:—b—b (B.6)
$
e* 1 s(s+1)b* — sb(b+c) + 1 (B.7)
Substituindo a eq.(B.7) na eq.(B.6) temos
1
(N — (B.8)
s(s+1)

Se fizermos algumas manipulagoes simples nas eqs.(B.6 e B.8) podemos escrever

s,b e ¢ como funcao exclusivamente de q.

2 4
s==2 b=—2=2 = _1f2 (B.9)

q 2q+2) 2(q +2)

Para g = 1, temos
(B.10)

que reproduz resultado do apéndice A.
Por fim apresentamos um resultado similar para o qual também se conhece a

solugao analitica [26], trata-se da equagao.
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Up = Uy + udTt — y2at! (B.11)

para a qual procurando uma solugao do tipo onda viajante e procedendo exatamente

da mesma forma que procedemos para a eq.(B.1), teremos

1 1
(1 + aeb?)s’ q

(B.12)
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Apéndice C

Dois fragmentos idénticos - Sistema Isolado

O problema que apresentamos aqui é um caso particular do problema resolvido
no cap.(3) e a motivagdo de apresentar a discussao do mesmo ¢é o fato deste caso
particular possuir uma solucao que pode ser expressa com uma forma explicita
de L em funcao dos demais parametros do problema, o que nao pode ser feito
no caso geral, tal como ja foi dito no capitulo 3. Esta funcao pode ser muito
util se quisermos obter rapidamente o comportamento de L como fun¢ao de uma
variavel, pois, embora seja um caso particular, isso pode ser feito muito rapidamente,
enquanto que no caso geral temos que alterar o programa numérico para gerar novos
resultados.

Poderiamos obter esse resultado substituindo ay = @ e L; = Ly na eq.(3.9 ou
3.10), porém obter uma funcao explicita para L a partir desta seria mais exaustivo
que resolver o problema novamente. Logo partiremos da eq.(3.6) na qual fazendo as

substituicoes citadas*, temos

Y R
tan L tan L C 0
= (C.1)
ve’s + pe HE ve 7? D 0

tan puL tan pl a

Com o objetivo de obtermos uma solugdo nao trivial para o sistema da eq.(C.1),
impomos que o determinante da matriz seja nulo, o que nos gera a equacao a equagao

secular a seguir

2 2
f _ 0

—|v— ve "= 0. C.2

<V tan,uL) T <U+tanuL> ‘ (©-2)

*Por simplicidade de notagao eliminamos os indices n de todos os termos, uma vez que ja

sabemos que nosso interesse é somente sobre o menor autovalor A nao negativo, o qual no caso

limite serd nulo.
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Passando o segundo termo para o segundo membro da igualdade, multiplicando

a equagao por (—1) e extraindo a raiz de ambos os lados, temos

. H —vs/2 _ vs/2 H .3
(V tanuL) ¢ ‘ (V_l_ tanuL) (C.3)

Reagrupando os termos de forma conveniente, obtemos

p(e? — e?) = m‘ﬁ(ew/z + ") (C.4)

ou, ainda, numa forma mais compacta:

vs

pcot uL = —v tanh ( 5 ) (C.5)

cuja forma explicita de L ja nos parametros iniciais do problema é dada por

L(p,s) = — cot™* <\/z_9tanh <\/§3>> (C.6)

a parcela m na equagao acima apenas nos fornece 0 < L < 7, uma pequena corre¢ao

que se deve da cotangente ser uma funcao periodica.
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Apéndice D

Obtendo uma margem de seguranca

Para obtermos uma margem de seguranga para as curvas da fig.(8.5b), precisamos
estimar que porcentagem dos pontos de transicao estao dentro do envelope formado

pela curva superior e a inferior da mesma figura.
Para isto vamos proceder de forma similar a um método bastante conhecido na

literatura [42] para encontrar qual a porcentagem dos pontos que se encontram sob

uma curva normal a uma distancia s de seu valor médio.

fig.(D.1).

Tal como descrito na

[ ]

/

Figura D.1: Esquema de uma distribuicao normal e as dreas compreendidas sob ela

a um, dois e trés desvios padroes da média.
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Neste método, para se encontrar qual a porcentagem dos pontos que estao a sob
a curva a uma distancia s da média pu, divide-se a drea que se estende de p — s a
i+ s pela area total sob a curva. A este nimero da-se o nome de primeiro desvio
padrao [42], o qual na gaussiana corresponde a 68%. Logo se dividirmos a érea que
se estende de p — 2s a 4+ 2s e de p — 3s a u + 3s pela area total sob a curva
teremos respectivamente o segundo e o terceiro desvios padroes cujos valores sao
respectivamente 95% e 99.7%.

Para a distribuicao gaussiana estes valores sao conhecidos e tabelados; porém, se
precisassemos encontra-los poderiamos utilizar a simetria da distribuicao e obtermos
o mesmo valor pela razao da area sob a curva de u — s a pu pela metade da area

total. De maneira resumida

24, A
Ap — Ap/2

= 68%

1 desvio padrao,

2(A; + Ay) A+ A
Ar  Ap/2

2 desvios padroes,

= 95% (D.1)

2(A1 + Ay + Ay) . A+ Ay + A
Ar B Ar/2

3 desvios padroes, = 99.6%

onde Ar é a area total sob a curva gaussiana, a qual em teoria se estende de —oo
a oo. Na pratica, para obtermos essa area, integramos a curva ao longo de um
espago correspondente a varios desvios padroes. Assim como a metade da drea total
(Ar/2), é obtida integrando a curva de p — So a t, cOM S >> 8.

Em nosso problema utilizaremos o método anteriormente descrito para prever
qual a porcentagem dos pontos de transicao (cap.9) estdo dentro da regido de
transicao e com isso estabelecer uma margem de seguranca para nosso modelo. Para
tanto, precisamos encontrar qual porcentagem da drea sob a curva tanh a(u — p)
estd a 1/a de pg. Veja no grafico da fig.(D.2), a seguir, um esquema com as areas
correspondentes ao analogo a um e dois desvios padroes. Nao apresentamos nesta
figura a area Az por uma questao de estética, pois seria dificil representa-la sem
introduzir uma nova figura com uma ampliacao desta regiao, o que nao julgamos
necessario, uma vez que nao ¢ dificil imaginar que esta corresponde a area sob a
curva tanh a(p — po) entre g — 3/a e .

A esta razao entre as dreas, que representam nossa margem de seguranga dare-
mos os rotulos M Sy, MSy e MS3, andlogos ao primeiro, segundo e terceiro desvios
padroes, cujos valores calculamos e apresentamos a seguir na eq.(D.2). Para obter-

mos os valores das areas A;, A e Az sob a curva, integramos a mesma nas regioes
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pV

o — 1/«

Mo < 2/0&
\ s
Ay

Ho H

Figura D.2: Curva média e curvas de dispersao.

de po— 1/ a g, o — 2/ a g — 1/ac e g — 3/ e pg — 2/ respectivamente, assim
como para obtermos o valor de A7 /2 integramos tanh o(u — o) na regiao que se

estende de pg — Soo a g, COM Soe >> 8.

A
andlogo ao 1 desvio padrao, MS; = —— = 81.7%
Ar/2
. - Ay + Ay
il 2d droes, M Sy = ———— = 97.4%
analogo a 2 desvios padroes 2 A2 0 (D.2)
A+ A+ A
analogo a 3 desvios padroes, M S3 = 1+Aj2+3 = 99.6%
T

note que a nossa margem de seguranca ¢ maior que na gaussiana para o primeiro
e o segundo desvio padrao e menor que o terceiro desvio padrao, o que nao apre-
senta nenhuma contradicao, apenas evidencia que a tangente hiperbdlica cai mas
rapidamente a zero que a gaussiana préximo da média e vice versa a medida que
nos afastamos deste mesmo valor.

Estes valores sao compativeis com os resultados de nosso modelo e aumentam

7



a aplicabilidade deste na medida que podemos avaliar qual a chance de que uma
previsao seja bem sucedida. Voltando ao capitulo 9, veremos que mesmo com
uma margem de seguranca de 99.6% ainda temos uma boa eficiéncia do modelo
estocastico, uma vez que o intuito é encontrar o minimo de area plantada que via-

bilize a restituicao da vida em um reflorestamento.
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