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À minha mãe, Regina.

Ao meu pai, Laércio.
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• À minha famı́lia, pelo amor, carinho e compreensão dedicados durante todos esses anos.

• Ao amigo Prof. Dr. Bruto Max Pimentel Escobar, que, muito além de me orientar neste

Mestrado, me ensinou a importância de agradecer.
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• A todos os funcionários do IFT, dentre os quais mencionarei alguns: Rosane, Meire e

Luzinete (da Secretaria de Pós-Graduação); o “Zé” e toda a equipe da Secretaria Geral; a
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Resumo

Neste trabalho, faremos um estudo sobre as recém-introduzidas coordenadas vestidas na
abordagem de integração funcional, segundo a interpretação de Dirac-Feynman para a teoria
quântica. Estas coordenadas são introduzidas no modelo de um oscilador harmônico acoplado
linearmente a um conjunto de modos normais de um campo escalar não-massivo e permitem
uma descrição não-perturbativa e unificada do processo de radiação de um átomo numa cavi-
dade arbitrariamente dessintonizada, generalizando a descrição segundo o modelo de Jaynes-
Cummings, amplamente utilizado em CQED (Eletrodinâmica Quântica em Cavidades). As
coordenadas vestidas também permitem uma descrição fisicamente aceitável da estabilidade do
estado de vácuo do sistema, sem necessidade de apelar para a conhecida aproximação de onda
girante.

Mostraremos que, neste modelo, as coordenadas vestidas se manifestam através de uma
transformação linear não-ortogonal de coordenadas que preserva a medida de integração fun-
cional, o que viabiliza e simplifica os cálculos nessa abordagem. Também faremos uma gene-
ralização da estratégia de regras de soma, introduzida recentemente para facilitar os cálculos
de probabilidades de transição. Finalmente, veremos que, no caso limite de uma cavidade in-
finitamente grande, recuperamos a bem conhecida taxa exponencial de decaimento espontâneo
de um átomo no espaço livre. Por outro lado, para uma cavidade suficientemente pequena, o
modelo diz que o oscilador pode permanecer quase estável em seu estado 1-excitado.

Palavras-chave: integração funcional, coordenadas vestidas, regras de soma, CQED

Áreas do conhecimento: teoria geral de partı́culas e campos; óptica quântica



Abstract

In this work, we will study the just-introduced dressed coordinates in the path-integral
approach, according to the Dirac-Feynman interpretation of quantum theory. These coordinates
are introduced in the model of a harmonic oscillator coupled linearly to a set of normal modes
of a massless scalar field, and will allow a non-perturbative and unified description of an atom
radiation process in an arbitrarily detuned cavity, generalizing the description according to the
Jaynes-Cummings model, largely used in Cavity QED. The dressed coordinates also give a
physically acceptable description of the system’s vacuum-state stability, without necessity of
appealing to the known rotating wave approximation.

We will show that, in this model, the dressed coordinates reveal themselves through a non-
orthogonal linear coordinate transformation preserving the path-integral functional measure,
which makes it possible and simplifies the calculations in this approach. We will also generalize
the sum rules strategy, recently introduced to make calculations of transition probabilities easier.
Finally, we will see that, in the limiting case of an infinitely large cavity, we recover the well-
known exponencial rate of spontaneous decay of an atom in free space. On the other hand, for a
sufficiently small cavity, the model says the oscillator can remain almost stable in its 1-excited
state.

Keywords: path integrals, dressed coordinates, sum rules, Cavity QED
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Introdução

A motivação para este trabalho é uma área de pesquisa em Óptica Quântica conhecida como

Eletrodinâmica Quântica em Cavidades, ou CQED1. A CQED estuda os processos fundamen-

tais de interação entre átomos e campo eletromagnético, confinados em uma cavidade refletora.

Descrever teoricamente tais processos de um modo geral é algo bastante trabalhoso e, na mai-

oria dos casos, só é feito perturbativamente (método de Weisskopf-Wigner2). No entanto, para

alguns casos especiais, existem modelos que fornecem soluções não-perturbativas para um sis-

tema átomo-campo numa cavidade, a saber: o modelo de Rabi, que descreve a interação dipolar

entre um átomo de dois nı́veis e um campo clássico oscilante, e o modelo de Jaynes-Cummings,

que difere do modelo de Rabi por considerar o campo quantizado, com apenas um modo normal

(um laser, por exemplo).

Não obstante sua simplicidade, os modelos supracitados vem sendo largamente aplicados,

sobretudo a partir da década de 1990, com o advento dos experimentos em CQED no chamado

regime de acoplamento forte. No entanto, ambos os modelos somente admitem soluções exatas

quando se faz a chamada aproximação de onda girante no hamiltoniano do sistema. No caso

semi-clássico, tal aproximação é razoável quando a freqüência do campo é ressonante, ou quase-

ressonante, com a transição entre os dois nı́veis atômicos em questão. No caso puramente

quântico, no entanto, a aproximação de onda girante acaba “jogando para debaixo do tapete”

uma inconsistência do modelo de Jaynes-Cummings, a saber: aquilo que esperamos ser o estado

fundamental do sistema (o átomo em seu estado de mais baixa energia e o campo em seu

estado de vácuo) deixa de ser estável (fótons poderiam surgir do nada) quando não fazemos

essa aproximação — ou, dito de outra forma, o estado fundamental do sistema, segundo o

modelo de Jaynes-Cummings sem a aproximação de onda girante, não corresponde ao vácuo

que esperamos.

Um trabalho introduzido em 2001 [2] surgiu como uma alternativa para se resolver pro-

blemas como os que surgem em CQED. A proposta deste trabalho era desenvolver um modelo

exatamente solúvel para descrever a interação entre átomo e campo na cavidade, sem a necessi-

dade de se tratar o problema perturbativamente. Podemos caracterizar o modelo estudado nesse

1Do inglês Cavity Quantum Electrodynamics.
2cf. seção complementar CIII de [1].



12

trabalho como uma extensão do modelo de Jaynes-Cummings, em que o átomo é tratado como

um oscilador harmônico e se acopla a um número arbitrariamente grande de modos normais do

campo quantizado. Além disso, neste modelo, é possı́vel resolver o tal “paradoxo de Jaynes-

Cummings” por meio de uma mudança nas coordenadas que descrevem o oscilador e o campo.

As novas coordenadas, denominadas vestidas ou renormalizadas, fornecem uma representação

quântica na qual o vácuo do sistema é, por definição, estacionário, sem a necessidade de se fazer

a aproximação de onda girante. Com isso, as soluções obtidas nessa representação são válidas

também para sistemas fora de ressonância.

Os trabalhos originais sobre coordenadas vestidas utilizam o tratamento hamiltoniano ha-

bitual da Mecânica Quântica. Nossa proposta com este trabalho é fazer uma revisão dos mes-

mos, utilizando o formalismo lagrangeano, por meio de integrais funcionais (Dirac-Feynman),

baseando-nos no trabalho pioneiro [3]. A organização do texto é a seguinte:

• para deixar o texto mais auto-contido, dedicaremos os capı́tulos 1 e 2 para introduzir e

rever alguns tópicos de integração funcional em Mecânica Quântica, necessários para se

compreender o desenvolvimento a ser feito nos capı́tulos seguintes;

• no capı́tulo 3, faremos uma breve revisão sobre os modelos de Rabi e Jaynes-Cummings,

com o intuito de melhor inserir o nosso trabalho no contexto da CQED;

• o capı́tulo 4 é dedicado à apresentação, análise e diagonalização do modelo de acopla-

mento linear entre um oscilador e um conjunto de modos normais de um campo, nosso

objeto de estudo;

• por fim, no capitulo 5, discutiremos o problema da estabilidade do vácuo no modelo de

acoplamento linear, introduziremos a representação das coordenadas vestidas e calcula-

remos as probabilidades de transição previstas pelo modelo.
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1 A interpretação de Dirac-Feynman
para a Mecânica Quântica

1.1 O papel da ação na Mecânica Clássica

Como veremos, no desenvolvimento do formalismo de integrais funcionais para a Mecânica

Quântica, a ação desempenha um papel central. Para uma melhor contextualização deste de-

senvolvimento, recordaremos aqui alguns tópicos importantes da Mecânica Clássica. Para mais

detalhes, recomendamos [4].

1.1.1 O princı́pio de Hamilton

Uma das formas mais elegantes de se descrever a evolução temporal de um sistema mecâni-

co clássico é através do princı́pio de Hamilton. Segundo este princı́pio, todo sistema mecânico

com s graus de liberdade — denotemos as coordenadas por q1,q2, . . . ,qs e o conjunto de todas

elas por qs — é descrito por uma função L (qs, q̇s,t), denominada lagrangeana do sistema em

questão, que satisfaz à seguinte condição:

Dentre todas as possı́veis trajetórias pelas quais o sistema pode evoluir de posições

determinadas qs1, num instante t1, para outras posições determinadas qs2, num ins-

tante t2, a que é efetivamente seguida é tal que o funcional

S[qs(t)] =

∫ t2
t1

L (qs(t) , q̇s(t) ,t) dt, (1.1)

denominado ação lagrangiana, ou simplesmente ação, assume um valor extremo.

Resolvendo a condição acima utilizando Cálculo Variacional, obtemos as conhecidas equa-

ções de Euler-Lagrange para o movimento do sistema:

d

dt

∂L

∂q̇i
−
∂L

∂qi
= 0 i= 1,2, . . . ,s (1.2)
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1.1.2 As equações de Hamilton

Dada a lagrangeana de um sistema, na qual as coordenadas e as velocidades figuram como

variáveis independentes, podemos, na maioria dos casos, construir uma função alternativa em

que as coordenadas e os momentos desempenham tal papel. Para tanto, calculamos uma trans-

formada de Legendre substituindo as velocidades pelos momentos.

A diferencial total da lagrangeana é

dL =
∑
i

∂L

∂qi
dqi+

∑
i

∂L

∂q̇i
dq̇i. (1.3)

Definindo os momentos pi := ∂L /∂q̇i e utilizando as equações de Lagrange, podemos

reescrever (1.3) como

dL =
∑
i

ṗidqi+
∑
i

pidq̇i. (1.4)

Escrevendo agora o segundo termo de (1.4) como

∑
i

pidq̇i = d

(∑
i

pi q̇i

)
−

∑
i

q̇idpi (1.5)

e substituindo em (1.4), obtemos:

d

(∑
i

pi q̇i−L

)
= −

∑
i

ṗidqi+
∑
i

q̇idpi. (1.6)

A expressão sob o diferencial no primeiro termo de (1.6) é a função que procuramos, deno-

minada hamiltoniana do sistema:

H (qs,ps,t) :=
∑
i

pi q̇i−L . (1.7)

Da equação

dH = −
∑
i

ṗidqi+
∑
i

q̇idpi, (1.8)

obtemos as conhecidas equações de Hamilton,

q̇i =
∂H

∂pi
i= 1,2, . . . ,s (1.9a)

ṗi = −
∂H

∂qi
, (1.9b)
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que são as equações de movimento do sistema expressas neste novo formalismo.

Neste desenvolvimento, a dependência temporal foi omitida por simplicidade. Incluindo-a,

obterı́amos
∂H

∂t
= −

∂L

∂t
.

Além disto, é fácil verificar — tomando a derivada total da hamiltoniana em relação ao

tempo e utilizando as equações (1.9) — que a derivada total da hamiltoniana em relação ao

tempo reduz-se a
dH

dt
=
∂H

∂t
.

É possı́vel obter as equações (1.9), via Cálculo Variacional, a partir de um princı́pio de

Hamilton modificado:

Suponhamos que, nos instantes t1 e t2, o sistema ocupa posições determinadas, que

indicaremos pelos conjuntos de coordenadas qs1 e qs2, e momentos correspondentes

ps1 e ps2, respectivamente. Dentre todas as possı́veis trajetórias pelas quais o sistema

pode evoluir de
(
qs1,ps1,t1

)
a
(
qs2,ps2,t2

)
, a que é efetivamente seguida é tal que o

funcional

S[qs(t) ,ps(t)] =

∫ t2
t1

[∑
i

pi q̇i−H
(

qs(t) ,ps(t) ,t
)]
dt

=

∫ t2
t1

∑
i

pidqi−H
(

qs(t) ,ps(t) ,t
)
dt (1.10)

assume um valor extremo.

Por analogia a (1.1), o funcional dado por (1.10) costuma ser denominado ação hamiltoni-

ana.

1.1.3 Transformações canônicas

A forma das equações de Euler-Lagrange (1.2) é invariante por transformações de coor-

denadas do tipo Qi = Qi(Q,t), chamadas transformações puntuais. Do mesmo modo, existe

uma classe de transformações de coordenadas e momentos, Qi = Qi(q,p,t) e Pi = Pi(q,p,t),

que deixa invariante a forma das equações de Hamilton (1.9). As transformações pertencen-

tes a essa classe são conhecidas como transformações canônicas. Claramente, transformações

puntuais são casos particulares de transformações canônicas.

Nas novas variáveis Qs e Ps, temos uma nova hamiltoniana K , da qual extraı́mos as se-
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guintes equações de Hamilton:

Q̇i =
∂K

∂Pi
, i= 1,2, . . . ,s (1.11a)

Ṗi = −
∂K

∂Qi
, (1.11b)

bem como a seguinte expressão para a ação hamiltoniana:

S[Q(t) ,P(t)] =

∫ t2
t1

∑
i

PidQi−K
(

Q(t) ,P(t) ,t
)
dt. (1.12)

O princı́pio de Hamilton aplicado a (1.12) é equivalente àquele aplicado a (1.10). No en-

tanto, esta equivalência estabelece a seguinte relação:∑
i

PidQi−K dt=
∑
i

pidqi−H dt−dF1, (1.13)

onde F1 é uma função das antigas e das novas coordenadas, bem como do tempo. Como F1

determina completamente uma transformação canônica, é chamada função geratriz da trans-

formação em questão. Isolando dF1 em (1.13), segue

dF1(q,Q,t) =
∑
i

pidqi−
∑
i

PidQi+(K −H )dt, (1.14)

donde obtemos as seguintes equações:

pi =
∂F1
∂qi

(1.15a)

Pi = −
∂F1
∂Qi

(1.15b)

K = H +
∂F1
∂t

. (1.15c)

Ademais, para que F1 defina, de fato, uma transformação canônica (qs,ps) 7→ (Qs,Ps), é ne-

cessário que esta seja inversı́vel. Logo, a matriz hessiana de F1 deve ser também inversı́vel, ou

seja,

det
(
D2F1

)
6= 0, onde

(
D2F1

)
i j

=
∂2F1
∂qi∂Qj

.

Um exemplo ilustrativo de função geratriz do tipo F1 é o seguinte:

F1(q,Q) =
∑
i

qiQi. (1.16)

Calculando (1.15) para (1.16), encontramos Qi = pi e Pi = −qi. Esta transformação canônica é

conhecida como transformação de dualidade, pois leva, a menos de um sinal, coordenadas em
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momentos e vice-versa.

Podemos ainda, aplicando transformadas de Legendre apropriadas em F1, encontrar mais

três funções geratrizes, que denotaremos por F2, F3 e F4:

F2(q,P,t) = F1

(
q,Q(P) ,t

)
+

∑
i

PiQi(P) (1.17a)

pi =
∂F2
∂qi

(1.17b)

Qi =
∂F2
∂Pi

(1.17c)

K = H +
∂F2
∂t

(1.17d)

F3(p,Q,t) = F1

(
q(p) ,Q,t

)
−

∑
i

piqi(p) (1.18a)

qi =
∂F3
∂pi

(1.18b)

Pi = −
∂F3
∂Qi

(1.18c)

K = H +
∂F3
∂t

(1.18d)

F4(p,P,t) = F1

(
q(p) ,Q(P) ,t

)
+

∑
i

PiQi(P)−
∑
i

piqi(p) (1.19a)

qi = −
∂F4
∂pi

(1.19b)

Qi = −
∂F4
∂Pi

(1.19c)

K = H +
∂F4
∂t

(1.19d)

Transformações puntuais são um caso particular de transformações canônicas cuja função

geratriz é do tipo F2. Com efeito, a partir da seguinte função geratriz:

F2(q,P,t) =
∑
i

fi(q,t) Pi,

onde fi são funções diferenciáveis das antigas coordenadas e do tempo, encontramos, aplicando

(1.17c) e (1.17d), os resultadosQi = fi(q,t) e Pi =
(
∂fi
∂qi

)−1
pi. Em particular, para fi(q,t) = qi,

temos Qi = qi e Pi = pi, que nada mais é do que uma transformação de identidade.
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1.1.4 A equação de Hamilton-Jacobi

Assim como as equações de Euler-Lagrange e de Hamilton, a equação de Hamilton-Jacobi

constitui um novo ponto de partida para um método geral de integração das equações de mo-

vimento. A novidade é que a grandeza que desempenha o papel central no formalismo de

Hamilton-Jacobi, é a ação (ou uma ação, conforme a linha de raciocı́nio que seguiremos1).

Além disso, a equação de Hamilton-Jacobi guarda uma estreita relação com a equação de

Schrödinger independente do tempo.

Procuramos uma transformação canônica (q,p) 7→ (Q,P) tal que as novas coordenadas e

momentos sejam constantes — não necessariamente constantes de movimento, mas constan-

tes de integração das equações de movimento. Escolheremos, como as novas variáveis, as

condições iniciais para as posições e momentos, Q = q(0) = q0 e P = p(0) = p0. Precisamos

agora encontrar a nova forma para a hamiltoniana K (Q,P,t). Como Qi e Pi são constantes, as

equações de Hamilton reduzir-se-ão a

∂K

∂Qi
=
∂K

∂Pi
= 0.

Logo, a nova hamiltoniana não pode depender nem de Q, nem de P, mas apenas do tempo.

Tal dependência pode ser absorvida por um termo aditivo dependente do tempo na função ge-

ratriz, sem prejuı́zo de suas outras propriedades. Assim, podemos tomar, sem perda de ge-

neralidade, K = 0, donde segue, de qualquer uma das equações (1.15c), (1.17d), (1.18d) ou

(1.19d),

H (q,p,t)+
∂F

∂t
= 0, (1.20)

onde F é a função geratriz da transformação que buscamos. Por conveniência, escolheremos

uma função geratriz do tipo F2 e a denotaremos por S, por razões que ficarão mais claras a

seguir. Por (1.17b), obtemos

pi(q,p0,t) =
∂S

∂qi
(q,p0,t) (1.21a)

e, por (1.17c),

qi0 =
∂S

∂pi0
(q,p0,t) . (1.21b)

1cf. §2.1 da referência [5].
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Combinando (1.20) e (1.21), obtemos a chamada equação de Hamilton-Jacobi:

H
(

q,∇S(q,p0,t) ,t
)

+
∂

∂t
S(q,p0,t) = 0, (1.22)

onde (∇S)i = ∂S
∂qi

. Vemos que (1.22) é uma equação diferencial parcial de primeira ordem, não-

linear, a s+1 variáveis, t,q1,q2, . . . ,qs. Assim, uma solução completa desta equação depende de

s+1 constantes de integração. Por outro lado, haja vista que S figura na equação apenas através

de suas derivadas, uma destas constantes deve ser um termo aditivo na solução completa, fixado

por uma escolha apropriada do valor inicial de S(q0,p0,t). É razoável considerar que as outras

s constantes sejam os novos momentos p0. A função S(q0,p0,t) é conhecida como função

principal de Hamilton.

Uma vez conhecida a função principal de Hamilton, as equações (1.21b) permitem expres-

sar as coordenadas qs em função do tempo e de 2s constantes, q0 e p0. A partir dessas relações,

portanto, podemos obter as equações de movimento do sistema. Em seguida, com o auxı́lio das

equações (1.21a), podemos obter os momentos em função do tempo.

Um ponto a ser observado aqui é que a função principal de Hamilton é, de certo modo, uma

“ação”. Com efeito,

dS

dt
=
∂S

∂t
+

∑
i

∂S

∂qi
q̇i = −H +

∑
i

pi q̇i =

= L
(

q(q0,p0,t) , q̇(q0,p0,t) ,t
)

. (1.23)

Integrando (1.23), encontramos:

S(q,p0,t)−S0 =

∫ t
0
L
(

q
(
q0,p0,t ′

)
, q̇
(
q0,p0,t ′

)
,t ′
)
dt ′, (1.24)

onde S0 = S(q0,p0,0) é uma constante a ser fixada. Constatamos aqui o “parentesco” entre

S−S0 e a ação lagrangeana (1.1). É possı́vel mostrar que a ação lagrangeana também é solução

de uma equação de Hamilton-Jacobi e, por conseguinte, função geratriz de uma transformação

canônica que fornece as equações de movimento. A principal diferença entre as duas, entre-

tanto, é que S−S0 é única, enquanto a ação lagrangeana, em geral, não o é.
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1.2 Operadores de evolução temporal. Propagadores

Lembremos que, na descrição de Schrödinger para a Mecânica Quântica, os vetores de

estado |ψ(t)〉 evoluem de acordo com a equação de Schrödinger,

i  h
∂

∂t
|ψ(t)〉= H |ψ(t)〉 . (1.25)

Por simplicidade, nosso foco estará em hamiltonianas que não dependam explicitamente do

tempo, H = H(p,q). Neste caso, a solução formal da equação de Schrödinger é

|ψ(t)〉= exp
(

−
i

 h
(t− t0)H

)
|ψ0〉 , (1.26)

onde |ψ0〉 := |ψ(t0)〉.

O operador linear U(t,t0) : |ψ0〉 7→ |ψ(t)〉 é denominado operador de evolução temporal:

U(t,t0) := exp
(

−
i

 h
(t− t0)H

)
. (1.27)

Este operador é unitário, pois H é hermiteano. Também é claro que uma composição de

operadores de evolução para intervalos de tempo consecutivos é igual ao operador de evolução

para o intervalo de tempo composto, i.e.,

U(t3,t2) U(t2,t1) = U(t3,t1) . (1.28)

Uma vez que U(t,t0) é uma função apenas de t− t0, obtemos:

U(∆t1) U(∆t2) = U(∆t1 +∆t2) = U(∆t2) U(∆t1) , (1.29)

ou seja, operadores de evolução temporal U(∆t) comutam para todo ∆t.

No autoespaço do operador posição q, o estado |ψ(t)〉 é descrito por uma função de onda

ψ(q,t) dada por:

ψ(q,t) = 〈q |ψ(t)〉 ⇐⇒ |ψ(t)〉=

∫
ψ(q,t) |q〉 dq, (1.30)

onde |q〉 é o autoestado do operador q com autovalor q.

O operador de evolução temporal mapeia uma função de onda inicial ψ(q,t0) em ψ(q,t),

que pode ser expressa como

ψ(q,t) = 〈q |U(t,t0) |ψ0〉=
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=

〈
q

∣∣∣∣U(t,t0)
(∫+∞

−∞ |q0〉〈q0| dq0

)∣∣∣∣ψ0

〉
=

=

∫+∞
−∞ 〈q |U(t,t0) |q0〉 〈q0 |ψ0〉 dq0 =

=

∫+∞
−∞ K(q,t|q0,t0)ψ(q0,t0) dq0, (1.31)

onde a função

K(q,t|q0,t0) := 〈q |U(t,t0) |q0〉 , (1.32)

denominada propagador2, é o elemento de matriz do operador de evolução temporal na base dos

autoestados de q. O propagador é interpretado como a amplitude de probabilidade da transição

entre um estado inicial |ψ0〉 e um estado final |ψ(t)〉.

Uma propriedade muito importante do propagador, que será utilizada nas próximas seções,

é a seguinte: consideremos três instantes t1 6 t2 6 t3 e, a cada instante ti, associemos uma

posição qi. De acordo com (1.31), podemos escrever:

ψ(q3,t3) =

∫+∞
−∞ K(q3,t3|q2,t2)ψ(q2,t2) dq2 =

=

∫+∞
−∞ K(q3,t3|q2,t2)

[∫+∞
−∞ K(q2,t2|q1,t1)ψ(q1,t1) dq1

]
dq2 =

=

∫+∞
−∞
[∫+∞

−∞ K(q3,t3|q2,t2) K(q2,t2|q1,t1) dq2

]
ψ(q1,t1) dq1 ⇐⇒

⇐⇒ K(q3,t3|q1,t1) =

∫+∞
−∞ K(q3,t3|q2,t2) K(q2,t2|q1,t1) dq2, (1.33)

ou seja, a amplitude de probabilidade para o intervalo de tempo [t1,t3] se decompõe numa

soma sobre as infinitas possibilidades de se introduzir um estado intermediário no instante t2 e

se construir a composição das amplitudes de probabilidade nos intervalos [t1,t2] e [t2,t3].

1.3 O propagador como uma integral funcional

1.3.1 Buscando uma formulação lagrangeana para a Mecânica Quântica:
uma breve história sobre o trabalho de Feynman

Integração funcional constitui uma terceira representação da Mecânica Quântica, além das

representações de Heisenberg (operadores) e Schrödinger (função de onda). Elas são devidas

a Feynman, que desenvolveu, na década de 1940, uma abordagem que Dirac considerou bre-

2Feynman introduziu a notação K(q,t|q0,t0), pois o propagador aparece como o núcleo (kernel) da equação
integral (1.31).
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vemente em 1932. Nesta seção, vamos discutir as motivações que levaram Dirac e Feynman a

associar integrais funcionais — cujo integrando é exp([i/ h]S), onde S é a ação — à Mecânica

Quântica.

Na Matemática, Wiener já estudara integrais funcionais na década de 1920, mas estas pos-

suiam, como integrando, uma exponencial real. As integrais de Wiener são integrais funcionais

euclideanas que estão bem definidas matematicamente, mas as integrais de Feynman, por car-

regarem uma exponencial imaginária, não possuem uma fundamentação matemática sólida.

Não obstante, as integrais de Feynman vêm sendo utilizadas com sucesso em diversas áreas da

Fı́sica, como Fı́sica de Partı́culas, Fı́sica Atômica e Molecular, Óptica e Mecânica Estatı́stica.

Em diversas aplicações, integrais funcionais são utilizadas em Teoria de Perturbação — em

particular, para aproximações semiclássicas — e, nestes casos, não há problemas matemáticos

sérios. Em outras aplicações, como o cálculo de matrizes densidade em Mecânica Estatı́stica,

são usadas integrais funcionais euclideanas e, aqui, estas coincidem com as integrais funcionais

de Wiener. Contudo, para os cálculos não-perturbativos de integrais funcionais em espaços de

Minkowski, ainda falta uma fundamentação matemática completamente rigorosa. Os problemas

aumentam para dimensões maiores que quatro. Feynman estava ciente deste problema, mas as

idéias fı́sicas que surgiram das integrais funcionais são tão convincentes que ele — e outros

pesquisadores — não consideraram este problema preocupante.

Nossa breve história começa com Dirac, que escreveu, em 1932, um artigo para um jour-

nal soviético3 [6], no qual ele tentou encontrar uma descrição da Mecânica Quântica baseada

no formalismo lagrangeano, em vez do atualmente utilizado formalismo hamiltoniano. Todos

os trabalhos da época em Mecânica Quântica — incluindo o trabalho em Teoria Quântica de

Campos — começaram com a equação de Schrödinger ou com os métodos de operadores de

Heisenberg, nos quais a hamiltoniana desempenha um papel central. Para a Mecânica Quântica,

não havia problemas, mas para teorias de campos relativı́sticos, uma abordagem baseada na ha-

miltoniana tinha o inconveniente de se perder a invariância manifesta de Lorentz4.

Dirac considerou o propagador (1.32) e levantou a questão sobre a possibilidade de se en-

contrar uma expressão para este elemento de matriz na qual figurasse a ação em vez da ha-

miltoniana. Ele sabia que, na Mecânica Clássica, a evolução temporal de um sistema pode ser

escrita como uma transformação canônica, da qual a ação clássica S[q(t) ;tI,tF], calculada ao

longo da trajetória clássica começando no ponto qI, no instante tI, e terminando no ponto qF,

no instante tF, é a função geratriz (cf. §1.1.4). Em seu artigo de 1932, Dirac escreveu que o

3O artigo foi recebido em 1932, mas publicado em 1933.
4Embora, para a Eletrodinâmica Quântica, tem-se mostrado que resultados fı́sicos são, não obstante, relativis-

ticamente invariantes.
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propagador corresponde a exp
(
i
 h S[q(t) ;tI,tF]

)
. Ele usou as palavras “corresponde a” para ex-

pressar que deve haver correções de nı́vel quântico, de tal modo que a igualdade entre os dois

termos não se verifica. Embora Dirac tenha escrito essas idéias em 1932, elas foram por muito

tempo ignoradas, até que Feynman começasse seus estudos sobre o papel da ação na Mecânica

Quântica.

No final da década de 1930, Feynman começou a estudar como formular uma abordagem da

Mecânica Quântica baseada na ação. Sua motivação era um trabalho desenvolvido com Whee-

ler, seu orientador de Doutorado: uma teoria de Eletrodinâmica Quântica da qual o campo ele-

tromagnético fora eliminado. Deste modo, eles esperavam evitar problemas de autoaceleração

e autoenergia infinita de um elétron, devido às interações deste elétron com o campo eletro-

magnético, e que Lienard, Wiechert, Abraham e Lorentz tentaram, em vão, resolver. A “teoria

de Feynman-Wheeler” [7] resultante surgiu em uma descrição das interações entre dois elétrons

na qual não se fazia referência a nenhum campo. Esta é chamada de teoria de ação à distância,

na qual esta demora um intervalo de tempo finito e não-nulo para percorrer a distância entre um

elétron e os outros. Essas teorias são não-locais no espaço e no tempo.

Schwarzchild [8], Tetrode [9] e Fokker [10, 11, 12] estudaram tal teoria de ação à distância

e uma expressão para a ação clássica deste sistema foi encontrada, eliminando o problema de

autoenergia infinita. Feynman e Wheeler passaram então a quantizar este sistema, mas Feynman

notou que um tratamento hamiltoniano era desesperançosamente complicado. Assim, Feynman

começou a procurar por uma abordagem da Mecânica Quântica em que ele pudesse evitar o

uso da hamiltoniana. O objeto natural a ser usado era a ação. Naquela ocasião, Feynman foi

informado sobre o trabalho de Dirac de 1932 e, obviamente, ficou intrigado sobre a expressão

misteriosa “corresponde a”. Com seu espı́rito pragmático, tipicamente norte-americano, ele

testou a hipótese de Dirac para um exemplo muito simples: uma lagrangeana do tipo

L (q̇,q) =
m

2
q̇2 −V(q) (1.34)

e um intervalo de tempo tn+1 −tn = εmuito pequeno. A linha de raciocı́nio adotada na próxima

seção segue o desenvolvimento original de Feynman, que pode ser encontrado, por exemplo, na

seção 4.1 da referência [13].
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1.3.2 Uma formulação lagrangeana para o propagador a tempos curtos

Para o exemplo supracitado, Feynman escreveu a evolução temporal da função de onda

ψ(q,t) como

ψ(qn+1,tn+1) =
1
N

∫+∞
−∞ exp

[
i

 h
εL

(
qn+1 −qn

ε
,
qn+1 +qn

2

)]
ψ(qn,tn) dqn =

=
1
N

∫+∞
−∞ exp

[
imε

2  h

(
qn+1 −qn

ε

)2
]

exp
[
−
iε

 h
V

(
qn+1 +qn

2

)]
ψ(qn,tn) dqn.

(1.35)

onde N(ε) é um fator de normalização que pode, em princı́pio, depender de ε. Introduzindo a

variável x= qn+1 −qn na integral, obtemos:

ψ(qn+1,tn+ε) =
1
N

∫+∞
−∞ exp

(
im

2  hε
x2
)

exp
[
−
iε

 h
V
(
qn+

x

2

)]
ψ(qn+1 −x,t) dx. (1.36)

No trabalho original [13], utiliza-se, neste ponto da dedução, o argumento de que apenas

valores pequenos de x contribuirão significativamente para a integral em (1.36), o que justi-

ficaria as expansões de baixa ordem em x que faremos a seguir. Vamos mostrar, entretanto,

que tal argumento não é necessário e que aquelas expansões em x surgem naturalmente quando

expandimos (1.36) até primeira ordem em ε.

Com efeito, fazendo expansões de ordem arbitrária em x na Eq. (1.36), teremos uma

combinação linear de integrais do tipo
∫+∞

−∞ xn exp
(
−ax2)dx, com a :=m/(2 i  hε) e n ∈ Z.

Estas integrais podem ser calculadas explicitamente5 e seu valor é

∫+∞
−∞ xn exp

(
−ax2

)
dx=

0, se n é ı́mpar

(n−1)!!
√
π
a

(
1

2a

)n/2
, se n é par

, (1.37)

onde k!! denota o duplo fatorial de k — para k� 1 ı́mpar, temos k!! = k× (k−2)× (k−4)×

·· ·×5×3×1.

Substituindo o valor definido anteriormente para a, temos:∫+∞
−∞ x2k exp

(
im

2  hε
x2
)
dx= (2k−1)!!

√
2 iπ  hε
m

(
i  hε
m

)k
∀k ∈Z. (1.38)

5Para n ı́mpar, o cálculo é trivial. Para n par, o cálculo pode ser feito facilmente utilizando o seguinte “truque”:∫+∞
−∞ x2k exp

(
−ax2

)
dx= (−1)k

∂k

∂ak

∫+∞
−∞ exp

(
−ax2

)
dx.
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Vemos aqui que, para mantermos os termos de primeira ordem em ε, devemos preservar

apenas os termos das expansões em x que resultem em integrais do tipo (1.38) com k 6 1.

Olhando com cuidado o membro da direita em (1.36), concluiremos, sem muita dificuldade,

que devemos fazer uma expansão de segunda ordem em ψ(qn+1 −x,tn) e uma de ordem zero6

em V
(
qn+ x

2
)
.

Procedendo às expansões em (1.36) e substituindo o resultado obtido em (1.38) , vem:

ψ(qn+1,tn)+ε
∂ψ

∂t
(qn+1,tn) =

=
1
N

∫+∞
−∞ exp( im2  hε x

2)[1− iε h V(qn)]
[
ψ(qn+1,tn)−x ∂ψ∂q(qn+1,tn)+x

2
2
∂2ψ
∂q2 (qn+1,tn)

]
dx=

=
1
N

√
2 iπ  hε
m

[
1−

i

 h
εV(qn)

][
ψ(qn+1,tn)+

i  hε
2m

∂2ψ

∂q2 (qn+1,tn)
]

. (1.39)

Desprezando o termo de segunda ordem em ε e rearranjando os demais termos, obtemos:

ε
∂ψ

∂t
(qn+1,tn) =

i  hε
2m

∂2ψ

∂q2 (qn+1,tn)+

[
−
iε

 h
V(qn)+

1
N

√
2 iπ  hε
m

−1

]
ψ(qn+1,tn) . (1.40)

Multiplicando ambos os membros de (1.40) por i  h/ε e tomando o limite para ε→ 0, obte-

mos, finalmente,

i h
∂ψ

∂t
(qn,tn) = −

 h2

2m
∂2ψ

∂q2 (qn,tn)+

[
V(qn)+ i  h lim

ε→0

1
ε

(
1
N

√
2 iπ  hε
m

−1

)]
ψ(qn,tn) ,

(1.41)

que nada mais é do que a equação de Schrödinger para o problema considerado, contanto que

a seguinte condição seja satisfeita:

lim
ε→0

1
ε

(
1
N

√
2 iπ  hε
m

−1

)
= 0. (1.42)

A condição (1.42) restringe muito as possı́veis escolhas para o fator de normalização N(ε),

mas não é forte o bastante para determiná-lo univocamente. Discussões à parte, uma escolha

trivial para o fator de normalização é

N =

√
2 iπ  hε
m

. (1.43)

6Cumpre ressaltar aqui que, como faremos uma expansão de ordem zero no potencial de ponto médio
V
(
qn+1+qn

2

)
, escolher um dos valores V(qn) ou V(qn+1) para a expansão torna-se uma mera questão de abi-

trariedade. Ao longo deste trabalho, usaremos um valor ou outro, conforme nossa conveniência.
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Assim, verificamos que o propagador a tempos curtos está, de fato, diretamente relacio-

nado a exp
(
i
 h S[q(t)]

)
, como Dirac havia suposto. Em particular, fazendo a escolha (1.43),

concluı́mos que

K(qn+1,tn+1|qn,tn)≈
√

m

2 iπ  hε
exp
(
i

 h

[m
2ε

(qn+1 −qn)
2 −εV(qn)

])
. (1.44)

1.3.3 O propagador a tempos longos: uma formulação lagrangeana para
a integral funcional

Agora que já conhecemos uma expressão para o propagador a tempos curtos em função

da lagrangeana (1.34), uma pergunta natural a se fazer é a seguinte: como extender aquele

resultado para um intervalo de tempo arbitrário? Para construir tal extensão, faremos uso

combinado de (1.44) e do importante resultado (1.33) na página 21.

Consideremos um sistema unidimensional que evolui de uma posição qI, num instante

tI, para uma posição qF, num instante tF. Dividamos o intervalo [tI,tF] em N subintervalos

[tn,tn+1], onde t0 := tI, tn = t0 +nε ∀n ∈Z∩ [0,N] e ε= (tF− tI)/N� 1 — posteriormente,

tomaremos o limite para N→∞. Além disso, para cada instante tn, associemos uma posição

qn, lembrando que as posições q0 := qI e qN := qF são fixas.

Utilizando a propriedade (1.33) recursivamente paraN subintervalos de tempo, chegaremos

ao seguinte resultado:

K(qF,tF|qI,tI) = lim
N→∞

∫+∞
−∞

∫+∞
−∞ · · ·

∫+∞
−∞

∫+∞
−∞

N−1∏
n=0

K(qn+1,tn+1|qn,tn) dqN−1dqN−2 · · · dq1,

(1.45)

que denotaremos, por simplicidade, por

K(qF,tF|qI,tI) = lim
N→∞

∫ N−1∏
n=0

K(qn+1,tn+1|qn,tn)
N−1∏
k=1

dqk (1.46)

Substituindo (1.44) em (1.46), vem:

K(qF,tF|qI,tI) = lim
N→∞

( m

2 iπ  hε

)N/2 ∫
exp

(
i

 h

N−1∑
n=0

[m
2ε

(qn+1 −qn)
2 −εV(qn)

])N−1∏
k=1

dqk

(1.47)

Introduzindo uma função interpoladora diferenciável q(t) tal que q(tn) = qn ∀n ∈ Z∩

[0,N], podemos, ao tomar o limite para N→∞, substituir o somatório no argumento da expo-
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nencial em (1.47) por uma integral em t:

lim
N→∞ i

 h

N−1∑
n=0

ε

[
m

2

(
qn+1 −qn

ε

)2
−V(qn)

]
=
i

 h

∫ tF
tI

[m
2
q̇2(t)−V(q)

]
dt (1.48)

Além disto, no limite paraN→∞, obtemos uma medida de integração de dimensão infinita

que é simbolicamente denotada por:

D [q(t)] := lim
N→∞

( m

2 iπ  hε

)N/2N−1∏
k=1

dqk (1.49)

Introduzindo estes novos elementos, denotaremos (1.47) por:

K(qF,tF|qI,tI) =

∫q(tF)=qF
q(tI)=qI

exp
(
i

 h
S[q(t)]

)
D [q(t)] . (1.50)

Cumpre ressaltar aqui que (1.50) é apenas uma maneira formal de representar a expressão

(1.47), à qual deveremos recorrer sempre que precisarmos calcular essas integrais.

A expressão (1.50) subentende uma integração sobre infinitos valores intermediários qn.

Podemos, então, interpretá-la naturalmente como uma integração sobre todas as funções q(t)

tais que q(tI) = qI e q(tF) = qF ou, ainda, sobre todas as possı́veis trajetórias pelas quais

um sistema pode partir da posição qI, no instante tI, e chegar à posição qF, no instante tF
— esta, aliás, é a interpretação original de Feynman. Por esta ou aquela interpretação, uma

integral como (1.50) é comumente denominada integral de trajetória (do inglês path integral)

ou integral funcional, respectivamente7.

A expressão (1.50) também é conhecida como fórmula de Feynman-Kac, pois foi o ma-

temático Kac que demonstrou que uma integral análoga a essa, mas com um argumento real

para a exponencial, está rigorosamente bem definida do ponto de vista matemático. Integrais

desta última classe têm aplicações em outras áreas, como Mecânica Estatı́stica (integral de

Feynman para a matriz densidade) e Processos Estocásticos (integral de Wiener). Um ponto

que pode parecer controverso é o resultado (1.43). Até aqui, duas questões permanecem em

aberto:

1. O resultado (1.43) é passı́vel de demonstração? Lembremos que, nos nossos cálculos,

era necessário apenas que aquela igualdade se verificasse assintoticamente, mas acabamos

impondo a igualdade irrestrita em (1.43).

7Nos trabalhos de lı́ngua inglesa, é mais comum encontrar a expressão integral de trajetória, enquanto que, nos
de lı́ngua portuguesa, a expressão integral funcional é mais utilizada.
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2. Existe uma forma de se calcular o fator de normalização N para uma lagrangeana

qualquer? Para o cálculo que acabamos de fazer, partimos de uma lagrangeana “simples”

(1.34) na página 23.

Sobre a questão 2, Feynman escreveu, no final de sua tese de doutorado [14]:

A point of vagueness is the normalization factor, N. No rule has been given to

determine it for a given action expression. This question is related to the difficult

mathematical question as to the conditions under which the limiting process of

subdividing the time scale (. . . ) actually converges.

Na verdade, a resposta para esta questão é um tanto desapontadora, como veremos mais adi-

ante. Por ora, vamos responder a questão 1 (a saber: a resposta é sim) e, ao mesmo tempo, mos-

trar que é possı́vel deduzir o resultado (1.50) a partir do formalismo de operadores da Mecânica

Quântica, estabelecendo completamente a equivalência entre este novo formalismo e os demais

já conhecidos. Como ilustração, vamos introduzir, no desenvolvimento que segue, uma ferra-

menta matemática muito útil em problemas de integração funcional: a fórmula do produto de

Trotter8.

1.3.4 A integral funcional deduzida a partir do formalismo de operado-
res. A fórmula do produto de Trotter

Nesta seção, seguiremos essencialmente o desenvolvimento feito no capı́tulo 1 da referência

[16]. Um desenvolvimento similar pode ser encontrado na seção 1.4 da referência [17].

Vamos recordar o significado do propagador no formalismo de operadores da Mecânica

Quântica. Combinando as equações (1.27) na página 20 e (1.32), temos:

K(qF,tF|qI,tI) =

〈
qF

∣∣∣∣exp
(

−
i

 h
(tF− tI)H(p,q)

)∣∣∣∣qI〉 (1.51)

Para o exemplo que tratamos, a lagrangeana (1.34), o operador hamiltoniano correspon-

dente é

H(p,q) =
1

2m
p2 +V(q) (1.52)

que, para simplificar, denotaremos por

H = T+V, (1.53)

8Alguns trabalhos, como [15], referem-se a essa fórmula, extendida a outros contextos, como de Lie-Trotter.
Outros ainda, como de Kato-Trotter.
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O próximo passo seria, naturalmente, decompor a exponencial acima num produto de ex-

ponenciais a tempos curtos. Além disso, para o nosso exemplo, gostarı́amos de separar as expo-

nenciais de T e V, mas não podemos fazer isso de maneira irrestrita, pois T e V não comutam.

Não obstante, o seguinte resultado, que usaremos agora, permanece válido:

Teorema 1.1 (Fórmula do produto de Trotter). Sejam A e B dois operadores auto-adjuntos.

Então vale:

exp(A+B) = lim
N→∞

[
exp
(

1
N

A

)
exp
(

1
N

B

)]
. (1.54)

Aplicando (1.54) em (1.51) e introduzindo ε := (tF− tI)/N, temos:

K(qF,tF|qI,tI) = lim
N→∞

〈
qF

∣∣∣∣∣
[

exp
(

−
iε

 h
T

)
exp
(

−
iε

 h
V

)]N ∣∣∣∣∣qI
〉

. (1.55)

Assim como fizemos na dedução da propriedade (1.33), introduzamos aqui, entre as re-

petições do operador exponencial, N− 1 decomposições da identidade na representação das

coordenadas,

I =

∫+∞
−∞ |qn〉〈qn| dqn n= 1,2, . . . ,N−1,

de modo que (1.55) fica reduzida a

K(qF,tF|qI,tI) = lim
N→∞

∫ N−1∏
n=0

〈
qn+1

∣∣∣∣exp
(

−
iε

 h
T

)
exp
(

−
iε

 h
V

)∣∣∣∣qn〉N−1∏
k=1

dqk, (1.56)

onde q0 := qI e qN := qF. Para reduzir o operador de energia cinética, introduzamos N decom-

posições da identidade na representação dos momentos,

I =

∫+∞
−∞ |pn〉〈pn| dpn n= 0,1,2, . . . ,N−1.

Com isto, (1.56) fica:

K(qF,tF|qI,tI) = lim
N→∞

∫ N−1∏
n=0

〈
qn+1

∣∣∣e− iε h T
∣∣∣pn〉〈pn ∣∣∣e− iε h V

∣∣∣qn〉dpnN−1∏
k=1

dqk =

= lim
N→∞

∫ N−1∏
n=0

e−
iε
 h
pn

2
2m e−

iε
 h V(qn) 〈qn+1 |pn〉〈pn |qn〉dpn

N−1∏
k=1

dqk. (1.57)

Introduzindo o já conhecido resultado para a função de onda do momento na representação

de coordenadas,

〈q |p〉=
1√

2π  h
exp
(
ipq

 h

)
,
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em (1.57), vem:

K(qF,tF|qI,tI) =

= lim
N→∞

∫ N−1∏
n=0

exp
(

−
iε

 h
pn

2

2m

)
exp
(

−
iε

 h
V(qn)

)
1

2π  h
exp
(
i

 h
[qn+1 −qn]pn

)
dpn

N−1∏
k=1

dqk =

= lim
N→∞

∫ N−1∏
n=0

exp
(
i

 h
[qn+1 −qn]pn−

iε

 h
pn

2

2m

)
exp
(

−
iε

 h
V(qn)

)
dpn

2π  h

N−1∏
k=1

dqk. (1.58)

As integrais nas variáveis de momento pn, em (1.58), são do tipo gaussiano e podem ser

calculadas explicitamente:∫+∞
−∞ exp

(
i

 h
[qn+1 −qn]pn−

iε

 h
pn

2

2m

)
dpn

2π  h
=

= exp
(
im

2  hε
[qn+1 −qn]

2
)∫+∞

−∞ exp

(
−
iε

2  hm

[
pn−

 hm
ε

(qn+1 −qn)

]2
)
dpn

2π  h
=

= exp
(
im

2  hε
[qn+1 −qn]

2
)√

2π  hm
iε

1
2π  h

=

=

√
m

2 iπ  hε
exp
(
im

2  hε
[qn+1 −qn]

2
)

. (1.59)

Substituindo (1.59) em (1.58), vem:

K(qF,tF|qI,tI) = lim
N→∞

∫ [N−1∏
n=0

√
m

2 iπ  hε
exp
(
im

2  hε
[qn+1 −qn]

2 −
iε

 h
V(qn)

)](N−1∏
k=1

dqk

)
,

(1.60)

o que, após alguma manipulação, conduz precisamente ao resultado (1.47). Logo, o resultado

imposto em (1.43) é correto para o propagador dado pelo hamiltoniano (1.52) e corresponde à

integração nas variáveis de momento.

Para concluir esta seção, notemos que o desenvolvimento feito até (1.57) vale não só para o

hamiltoniano (1.52), mas para qualquer hamiltoniano da forma H(p,q) = T(p)+V(q). Neste

caso, a partir de (1.57), terı́amos:

K(qF,tF|qI,tI) = lim
N→∞

∫
exp

(
i

 h

N−1∑
n=0

{pn(qn+1−qn)−ε[T(pn)+V(qn)]}

)(
N−1∏
k=0

dpk

2π  h

)
N−1∏
`=1

dq`,

(1.61)

que seria, então, a forma mais geral para o propagador como uma integral funcional construı́da

a partir de um hamiltoniano do tipo H(p,q) = T(p) + V(q). No entanto, como veremos na

próxima seção, o resultado (1.61) pode ser extendido para uma classe ainda maior de hamilto-
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nianos (que, virtualmente, compreende todos os casos).

1.3.5 O propagador a tempos longos: a formulação hamiltoniana para a
integral funcional

Começamos com a conjectura de Dirac, passamos pelo trabalho de Feynman, que justifica

aquela conjectura, e, até este ponto, conseguimos justificar as idéias de Feynman com base

no consagrado formalismo de operadores da Mecânica Quântica, estabelecendo a equivalência

entre a descrição geométrica de Dirac-Feynman e as conhecidas descrições algébrica de Hei-

senberg e analı́tica de Schrödinger. Nesta seção, vamos generalizar nossos resultados para uma

classe muito maior de hamiltonianos (o que, como dito anteriormente, engloba praticamente

todos os casos) e, indiretamente, dar uma resposta àquela questão 2.

Mais precisamente, vamos mostrar que é possı́vel encontrar uma expressão análoga a (1.61)

para qualquer hamiltoniano da forma9

H(p,q) =
∑
j

αj p
aj qbj αj ∈C,

{
j,aj,bj

}
⊂Z, (1.62)

ou que possa ser colocado nesta forma com um reordenamento os operadores p e q, valendo-

se, quando necessário, da relação de comutação [q,p] = i  h I — por exemplo, um hamiltoniano

H = q p2 q seria reescrito como H = p2 q2 +2 i  hpq.

Num caso mais geral que o tratado na seção anterior, a fórmula do produto de Trotter

mostra-se inútil. Mesmo assim, é possı́vel utilizar a propriedade (1.28) na página 20 e seguir

um desenvolvimento análogo ao que conduziu a (1.57). Neste caso, obtemos:

K(qF,tF|qI,tI) = lim
N→∞

∫ N−1∏
n=0

〈qn+1 |pn〉
〈
pn

∣∣∣∣exp
(

−
iε

 h
H(p,q)

)∣∣∣∣qn〉 dpnN−1∏
k=1

dqk. (1.63)

Calcular o elemento de matriz
〈
pn
∣∣exp

(
− iε

 h H(p,q)
)∣∣qn〉, em geral, não é tarefa fácil.

Não obstante, fazer este cálculo no limite para ε→ 0 é relativamente simples. Com efeito, neste

limite, podemos expandir as exponenciais até primeira ordem em ε:〈
pn

∣∣∣∣exp
(

−
iε

 h
H(p,q)

)∣∣∣∣qn〉≈〈pn ∣∣∣∣ I− iε h H(p,q)

∣∣∣∣qn〉=

= 〈pn |qn〉−
iε

 h

〈
pn

∣∣∣∣∣∣
∑
j

αjp
aj qbj

∣∣∣∣∣∣qn
〉

=

9É possı́vel deduzir o mesmo resultado para outras escolhas de ordenamento do hamiltoniano, mas para o nosso
desenvolvimento, optamos pelo ordenamento (1.62).
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=

1−
iε

 h

∑
j

αj pn
aj qn

bj

〈pn |qn〉=

=:

[
1−

iε

 h
H(pn,qn)

]
〈pn |qn〉 ≈

≈ exp
(

−
iε

 h
H(pn,qn)

)
〈pn |qn〉 . (1.64)

Substituindo (1.64) em (1.63), temos:

K(qF,tF|qI,tI) = lim
N→∞

∫ N−1∏
n=0

〈qn+1 |pn〉 〈pn |qn〉 exp
(

−
iε

 h
H(pn,qn)

)
dpn

N−1∏
k=1

dqk =

= lim
N→∞

∫ N−1∏
n=0

exp
(
i

 h
pn [qn+1 −qn]

)
exp
(

−
iε

 h
H(pn,qn)

)
dpn

2π  h

N−1∏
k=1

dqk,

o que, após alguma manipulação, conduz ao resultado definitivo:

K(qF,tF|qI,tI) = lim
N→∞

∫
exp

(
i

 h

N−1∑
n=0

[pn (qn+1 −qn)−εH(pn,qn)]

)
N−1∏
k=0

dpk

2π  h

N−1∏
`=1

dq`, (1.65)

que denotaremos formalmente por

K(qF,tF|qI,tI) =

∫q(tF)=qF
q(tI)=qI

exp
(
i

 h

∫ tF
tI

pdq−H(p,q) dt

)
D [p(t)]D [q(t)] . (1.66)

Esta é a forma mais geral para o propagador, no formalismo integral funcional, para um

sistema cujo hamiltoniano não depende explicitamente do tempo. Note que a expressão no ar-

gumento da exponencial é uma “ação hamiltoniana”. Além disso, as condições de contorno para

p(t) ,q(t) são aquelas que figuram no enunciado do princı́pio de Hamilton. Integrais funcionais

para os propagadores calculadas a partir da ação hamiltoniana são comumente citadas como

integrais funcionais sobre o espaço de fases do sistema, enquanto que as calculadas a partir da

ação lagrangiana são ditas integrais funcionais sobre o espaço de configurações do sistema.

Ao final desse desenvolvimento, concluı́mos que o formalismo integral funcional é, de

fato, um método de quantização, uma vez que ele define as amplitudes de transição quânticas

|ψ(tI)〉→ |ψ(tF)〉 diretamente através da hamiltoniana “clássica” H(p,q), sem a necessidade de

utilizar funções de onda ou operadores p,q.

Observemos que, em (1.65), a integração nos momentos se dá sempre em uma dimensão a

mais do que a integração nas coordenadas. Devido a isto, a expressão (1.66) para o propagador

não é invariante por transformações canônicas.

Neste ponto, já podemos dar uma resposta à questão 2, deixada em aberto por Feynman:
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• Se o hamiltoniano tiver a forma (1.52), quadrática em p, é possı́vel derivar a formulação

lagrangeana (1.50) para o propagador, a partir de (1.66), integrando explicitamente sobre

os momentos.

• Porém, se o hamiltoniano contém termos que não são quadráticos em p, é impossı́vel

derivar uma formulação lagrangeana para o propagador a partir de (1.66). A formulação

hamiltoniana é a única disponı́vel para estes casos.

1.3.6 Integrais funcionais para sistemas com vários graus de liberdade

Todo o desenvolvimento que realizamos refere-se a sistemas com apenas um grau de li-

berdade. No entanto, valendo-se do formalismo de operadores (e de sua extensão tensorial),

podemos generalizar os resultados para sistemas com vários graus de liberdade, lembrando que

alguns sistemas requerem um cuidado especial devido à possibilidade de haver estados emara-

nhados. Por ora, vamos tratar apenas de estados não-emaranhados.

Para fixar idéias, consideremos um sistema com s graus de liberdade. Recordemos que,

de acordo com o formalismo de operadores, a cada grau de liberdade do sistema corresponde

um espaço de estados — que denotaremos por H1,H2, . . . ,Hs — e que o espaço de estados do

sistema como um todo, H, é o produto tensorial dos espaços referentes a cada grau de liberdade,

ou seja,

H = H1⊗H2⊗·· ·⊗Hs =:

s⊗
α=1

Hα (1.67)

Se o sistema parte de uma configuração qI :=
(
q

(1)
I ,q(2)

I , . . . ,q(s)
I

)
num instante tI, e evolui

para uma configuração qF :=
(
q

(1)
F ,q(2)

F , . . . ,q(s)
F

)
num instante tF, o propagador que descreve

esta evolução pode ser escrito como

K(qF,tF|qI,tI) =

 s⊗
β=1

〈
q

(β)
F

∣∣∣
exp

(
−
i

 h
(tF− tI)H

)( s⊗
α=1

∣∣∣q(α)
I

〉)
(1.68)

Procedendo analogamente ao caso de sistemas com um grau de liberdade, ou seja, dividindo

o intervalo de tempo [tI,tF] em N subintervalos [tn,tn+1], decompondo o operador de evolução

temporal como um produto de operadores em cada subintervalo e introduzindo resoluções da

identidade no espaço das coordenadas e dos momentos,

I =

∫ s⊗
γ=1

∣∣∣q(γ)
n

〉( s⊗
δ=1

〈
q

(δ)
n

∣∣∣)
 s∏
j=1

dq
(j)
n

 n= 1,2, . . . ,N−1 (1.69)
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I =

∫( s⊗
δ=1

∣∣∣p(δ)
n

〉) s⊗
γ=1

〈
p

(γ)
n

∣∣∣
( s∏

`=1

dp
(`)
n

)
n= 0,1, . . . ,N−1 (1.70)

podemos escrever

K(qF,tF|qI,tI) =

=

∫ 
N−1∏
n=0

exp
(

−
i

 h
εH(p,q)

) s∏
γ=1

〈
q

(γ)
n+1

∣∣∣p(γ)
n

〉 〈
p

(γ)
n

∣∣∣q(γ)
n

〉
dp

(γ)
n


N−1∏
k=1

s∏
j=1

dq
(j)
k

=

=

∫ 
N−1∏
n=0

exp
(

−
i

 h
εH(p,q)

) s∏
γ=1

exp
(
i

 h

[
q

(γ)
n+1 −q

(γ)
n

]
p

(γ)
n

)
dp

(γ)
n

2π  h


N−1∏
k=1

s∏
j=1

dq
(j)
k

=

=

∫
exp

 i
 h

N−1∑
n=0


s∑
γ=1

[
q

(γ)
n+1 −q

(γ)
n

]
p

(γ)
n −εH(p,q)


 s∏
j=1

(
N−1∏
`=0

dp
(j)
`

2π  h

)(
N−1∏
k=1

dq
(j)
k

)
. (1.71)

O resultado (1.71) guarda a mesma forma do resultado (1.65) obtido para sistemas com um

grau de liberdade. Por isso, vamos denotá-lo formalmente de uma maneira similar:

K(qF,tF|qI,tI) =

∫q(tF)=qF

q(tI)=qI
exp

(
i

 h

∫ tF
tI

s∑
k=1

p(k)dq(k) −H(p,q) dt

)
s∏
j=1

D
[
p(j)(t)

]
D
[
q(j)(t)

]
.

(1.72)

Em particular, para uma hamiltoniana da forma

H(p,q) =

s∑
γ=1

p(γ)2

2m(γ)
+V(q) , (1.73)

a integração nas variáveis de momento em (1.71) pode ser feita explicitamente, o que nos dá:

K(qF,tF|qI,tI) =

s∏
j=1

(
m(j)

2 iπ  hε

)N/2

×
∫

exp

 i
 h

N−1∑
n=0


s∑
γ=1

m(γ)

2ε

[
q

(γ)
n+1 −q

(γ)
n

]2
−εV(qn)


(N−1∏

k=1

dq
(j)
k

)
. (1.74)

Como no caso anterior, a integral funcional em (1.74) guarda a mesma forma daquela

em (1.47) na página 26. Assim, vamos denotá-la formalmente de um modo similar:

K(qF,tF|qI,tI) =

∫q(tF)=qF

q(tI)=qI
exp

 i
 h

∫ tF
tI


s∑
γ=1

m(γ)

2

[
q̇(γ)

]2
−V(q)

dt
 s∏
j=1

D
[
q(j)(t)

]
. (1.75)
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1.3.7 Transformações de coordenadas em integrais funcionais: alguns co-
mentários

Como podemos intuir, o cálculo de integrais funcionais é, em geral, uma tarefa bastante

árdua, haja vista que apenas algumas classes de integrais funcionais podem ser calculadas exa-

tamente. Métodos de integração tı́picos de integrais comuns nem sempre podem ser adaptados

para o cálculo de integrais funcionais porque, nestas, o integrando e a medida de integração

estão, de certo modo, “amarrados”. Na expressão (1.47), por exemplo, os limites para o inte-

grando e para a medida de integração não podem, em princı́pio, ser tomados de modo inde-

pendente. Por isso, o sı́mbolo D [q(t)] que figura em (1.50) não tem sentido próprio — pelo

contrário, não passa de uma simples notação.

Para ilustrar esta dificuldade, vamos considerar o método de integração mais fundamental

que conhecemos: o método de mudança de variáveis. É possı́vel implementar um método

de transformação de coordenadas para o cálculo de integrais funcionais? Vamos discutir aqui

apenas as integrais sobre o espaço de configurações e veremos que, para estas, desenvolver um

método de transformação de coordenadas pode ser algo bastante complexo.

Para integrais comuns, o método de mudança de variáveis é muito bem estabelecido: se

temos uma integral expressa nas variáveis x1,x2, . . . ,xs e queremos expressá-la em termos de

novas variáveis y1,y2, . . . ,ys, devemos fazer:∫
f(x1,x2, . . . ,xs) dx1dx2 . . .dxs =

∫
f(y1,y2, . . . ,ys) |detJ|dy1dy2 . . .dys, (1.76)

onde J é a matriz jacobiana da transformação (y1,y2, . . . ,ys) 7→ (x1,x2, . . . ,xs), cujos elementos

são dados por Ji j =
∂xi
∂yj

.

Uma tentativa ingênua de adaptar este método à integração funcional consiste, essencial-

mente, em encontrar um análogo à matriz jacobiana. Se temos uma integral funcional expressa

em termos das coordenadas q(1)(t) ,q(2)(t) , . . . ,q(s)(t) e queremos expressá-la em termos de no-

vas coordenadas r(1)(t) ,r(2)(t) , . . . ,r(s)(t), devemos esperar que o análogo à matriz jacobiana,

que deve aparecer em (1.47), seja a seguinte matriz:

J∗ :=


J1

1 J2
1 · · · JN−1

1

J1
2 J2

2 · · · JN−1
2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

J1
N−1 J2

N−1 · · · JN−1
N−1

 , (1.77)
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onde os blocos Jmn são definidos por

(Jmn )i j :=
∂q

(i)
m

∂r
(j)
n

(1.78)

e os ı́ndices subscritos referem-se à discretização temporal das coordenadas, rotuladas pelos

ı́ndices sobrescritos. É razoável supor aqui que as variáveis discretizadas q(i)
m sejam indepen-

dentes de r(j)n se forem tomadas em instantes diferentes, ou seja, se m 6= n. Admitindo esta

hipótese, as matrizes Jmn são nulas para m 6= n e J∗ assume uma forma diagonal por blocos

(para eliminar redundâncias, os ı́ndices sobrescritos dos blocos Jmn serão omitidos no que se-

gue):

J∗ =


J1 0s×s · · · 0s×s

0s×s J2 · · · 0s×s

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0s×s 0s×s · · · JN−1

 ⇐⇒ |detJ∗| =
N−1∏
n=1

|detJn|. (1.79)

Seguindo essa linha de raciocı́nio, temos que o elemento de integração em (1.47) deve

transformar-se, sob a mudança(
q(1)(t) ,q(2)(t) , . . . ,q(s)(t)

)
7→
(
r(1)(t) ,r(2)(t) , . . . ,r(s)(t)

)
,

como

N−1∏
n=1

s∏
α=1

dq
(α)
n 7→

N−1∏
n=1

|detJn|
s∏
α=1

dr
(α)
n . (1.80)

No entanto, como dissemos no inı́cio, esta abordagem é ingênua, pois não leva em conta

o integrando, e fracassa para a maioria das transformações de coordenadas usuais, como a

transformação de coordenadas retangulares para esféricas — para se ter uma idéia da dificuldade

em se implementar transformações de coordenadas em integrais funcionais, indicamos, como

exemplo, a referência [18]. Não obstante, ela funciona para um caso muito especial, a saber:

quando a transformação
{
q(α)

}
7→

{
r(α)

}
é linear. Neste caso, as matrizes Jn são todas iguais

e independentes de n. Em particular, se a transformação de coordenadas tiver determinante 1

(como é o caso das transformações ortogonais), teremos

N−1∏
n=1

s∏
α=1

dq
(α)
n 7→

N−1∏
n=1

s∏
α=1

dr
(α)
n . (1.81)

Podemos dizer então que a medida de integração funcional sobre o espaço de configurações é

invariante sob transformações lineares de coordenadas cujo jacobiano vale 1. Este resultado,
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apesar de ser muito restritivo, nos será de muita valia quando calcularmos o propagador do

sistema de osciladores harmônicos acoplados.

1.4 Integração funcional e o princı́pio de Hamilton

Como já vimos, na Mecânica Clássica, apenas uma trajetória ligando os pontos (tI,qI) e

(tF,qF) é relevante: a que extremiza a ação. Por outro lado, o formalismo integral funcional da

Mecânica Quântica traz consigo a idéia de que todas as possı́veis trajetórias ligando os referidos

pontos contribuem para a amplitude de transição quântica 〈qI,tI |qF,tF〉 — e contribuem com

igual peso. O que diferencia a contribuição de uma possı́vel trajetória para outra é a fase, dada

pela ação calculada para aquela trajetória.

Então, como podemos obter o resultado clássico a partir deste formalismo? Aproximamo-

nos do limite clássico quando a ação S�  h. Neste caso, uma pequena variação (pequena no

sentido clássico) da ação ao se mudar de uma possı́vel trajetória para outra implicará uma grande

variação na fase da contribuição daquelas trajetórias para a amplitude de transição quântica.

Assim, no limite clássico, as contribuições de todas as trajetórias para as quais a ação difere

de seu valor extremo tendem a um cancelamento mútuo, de modo que apenas as trajetórias

vizinhas daquela que extremiza a ação contribuirão significativamente. Este resultado é o mais

próximo que podemos chegar, com este formalismo quântico, do princı́pio de Hamilton.

Há também uma formulação análoga à do princı́pio de Hamilton baseada no formalismo de

operadores para sistemas quânticos. Esta, devida a Schwinger, pode ser encontrada em [19] ou

[20].
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2 Alguns exemplos de aplicação das
integrais funcionais

Neste capı́tulo, aplicaremos o formalismo integral funcional para calcular o propagador

em alguns exemplos conhecidos: a partı́cula livre, o oscilador harmônico simples, o oscila-

dor harmônico forçado e o sistema de osciladores harmônicos acoplados. Introduziremos um

método para o cálculo das integrais funcionais que se mostra muito útil para estes exemplos,

em que o potencial é linear ou quadrático nas coordenadas.

Daqui para diante, quando necessário, fica subentendido que as condições de contorno ado-

tadas são q(tI) = qI e q(tF) = qF, onde tomaremos, com freqüência, tI = 0 e tF = T .

2.1 Alguns resultados úteis

Antes de tratarmos dos problemas em si, demonstraremos aqui algumas proposições que

nos serão úteis.

Teorema 2.1. Seja um sistema unidimensional descrito por uma lagrangeana L = 1
2mq̇

2 −

V(q). Para uma possı́vel trajetória q(t), seja Q(t) = q(t)−qcl(t), onde qcl(t) é a trajetória

clássica do sistema, ou seja, aquela que satisfaz ao princı́pio de Hamilton. Seja ainda Ṽ(qcl,Q)

uma função definida como:

Ṽ(qcl,Q) = V(q)−V(qcl)−Q
∂V

∂q

∣∣∣∣
q=qcl

. (2.1)

A ação calculada para a trajetória q(t) pode ser escrita como

S= Scl +

∫ tF
tI

[m
2
Q̇2 − Ṽ(qcl,Q)

]
dt, (2.2)

onde Scl é a ação calculada para a trajetória clássica qcl(t).

Demonstração. Por definição, temosQ(tI) =Q(tF) = 0. A ação calculada para q(t), escrita em
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função de qcl e Q, fica:

S=

∫ tF
tI

[m
2
q̇2

cl +
m

2
Q̇2 +mq̇clQ̇−V(qcl +Q)

]
dt. (2.3)

Introduzindo a identidade q̇cl Q̇= d
dt

(q̇clQ)− q̈clQ em (2.3), temos:

S= mq̇clQ|
tF
tI︸ ︷︷ ︸

0

+

∫ tF
tI

[m
2
q̇2

cl +
m

2
Q̇2 −mq̈clQ−V(qcl +Q)

]
dt. (2.4)

Introduzindo (2.1) em (2.4), temos:

S=

∫ tF
tI

m2 q̇2
cl −V(qcl)+

m

2
Q̇2 − Ṽ(qcl,Q)−Q

(
mq̈cl +

∂V

∂q

∣∣∣∣
q=qcl

)
︸ ︷︷ ︸

0

 dt=

=

∫ tF
tI

[m
2
q̇2

cl −V(qcl)
]
dt+

∫ tF
tI

[m
2
Q̇2 − Ṽ(qcl,Q)

]
dt=

= Scl +

∫ tF
tI

[m
2
Q̇2 − Ṽ(qcl,Q)

]
dt.

Corolário 2.1. Nas condições do teorema 2.1, se a função energia potencial é da forma V(q) =

V0(q)+j(t) q, então, fazendo a expansão q(t) =qcl(t)+Q(t), a ação calculada para q(t) pode

ser escrita como (2.2), onde

Ṽ(qcl,Q) = V0(q)−V0(qcl)−Q
∂V0
∂q

∣∣∣∣
q=qcl

. (2.5)

Demonstração. Basta provar que, neste caso, a função Ṽ(qcl,Q), definida em (2.1), reduz-se a

(2.5). Com efeito:

Ṽ(qcl,Q) = V(q)−V(qcl)−Q
∂V

∂q

∣∣∣∣
q=qcl

=

= V0(q)+ j(t) q−V0(qcl)− j(t) qcl −Q

[
∂V0
∂q

∣∣∣∣
q=qcl

+ j(t)

]
=

= V0(q)−V0(qcl)−Q
∂V0
∂q

∣∣∣∣
q=qcl

− j(t) [q−qcl −Q]︸ ︷︷ ︸
0

=

= V0(q)−V0(qcl)−Q
∂V0
∂q

∣∣∣∣
q=qcl

.

O corolário 2.1 nos diz algo interessante: segundo a descrição de Dirac-Feynman, a in-

fluência de uma força externa j(t) na amplitude de problemaabilidade de um sistema quântico

manifesta-se apenas na ação calculada para a sua trajetória clássica.
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O teorema 2.1 é particularmente útil para o cálculo de propagadores apenas em alguns

casos, a saber: quando o potencial V(q) for constante, linear ou quadrático em q. Isto se deve

ao seguinte resultado:

Teorema 2.2. No contexto do teorema 2.1, para um potencial do tipo

V(q) =

∞∑
n=0

cn(t) q
n, (2.6)

a função Ṽ(qcl,Q) independe de qcl se, e somente se, cn(t)≡ 0 ∀n> 3.

Demonstração. Procedamos ao cálculo de Ṽ(qcl,Q) neste caso:

Ṽ(qcl,Q) =

∞∑
n=0

cn(t) (qcl +Q)n−

∞∑
m=0

cm(t) qmcl −

∞∑
`=0

`c`(t) q
`−1
cl Q=

=

∞∑
n=0

cn(t)

n∑
k=0

(
n

k

)
qn−k

cl Qk−

∞∑
m−0

cm(t) qmcl −

∞∑
`=0

`c`(t) q
`−1
cl Q=

=

∞∑
n=0

cn(t)

[
n∑
k=0

(
n

k

)
qn−k

cl Qk−qncl −nq
n−1
cl Q

]
=

=

∞∑
n=0

cn(t)

[
n∑
k=2

(
n

k

)
qn−k

cl Qk

]
. (2.7)

Vemos em (2.7) que, para os termos de ordem n> 3, a dependência de qcl persiste. Logo,

para que Ṽ(qcl,Q) não dependa de qcl, devemos impor cn(t)≡ 0 ∀n> 3.

Neste capı́tulo, trataremos apenas de exemplos que satisfaçam ao teorema 2.2, os quais

envolvem formas quadráticas. Para o cálculo de integrais funcionais desta classe, os dois s a

seguir mostram-se bastante úteis.

Lema 2.1. Sejam Q uma matriz n×1, com entradas Q1,Q2, . . . ,Qn, e A, uma matriz simétrica

n×n (ambas matrizes reais). Então, para qualquer parâmetro complexo α, vale∫
exp
(
−α QT AQ

) n∏
i=1

dQi =
(π
α

)n/2 1√
detA

. (2.8)

Demonstração. Como A é simétrica, então, de acordo com um conhecido da Álgebra Linear,

existe uma matriz ortogonal J que diagonaliza A. Assim, fazendo uma mudança de variáveis

Q→ Q em que J é a matriz jacobiana, Q = JQ, obtemos:

∫
exp
(
−α QT AQ

) n∏
i=1

dQi =

∫
exp

−α

n∑
j=1

λjQj
2

 |detJ|︸ ︷︷ ︸
1

n∏
i=1

dQi =
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=

n∏
i=1

∫+∞
−∞ exp

(
−αλiQi

2
)
dQi,

onde λ1,λ2, . . . ,λn são os autovalores (não-nulos) de A. Cada uma das integrais acima nos dá:∫+∞
−∞ exp

(
−αλjQj

2
)
dQj =

√
π

αλj
.

Substituindo este resultado no produtório acima, temos:

∫
exp
(
−α QT AQ

) n∏
i=1

dQi =
(π
α

)n/2  n∏
j=1

λj

−1/2

=
(π
α

)n/2 1√
detA

.

Em particular, para os problemas tratados neste capı́tulo, a matriz A assume a forma

A =



1 −d 0 0 0 · · · 0

−d 1 −d 0 0 · · · 0

0 −d 1 −d 0 · · · 0

0 0 −d 1 −d · · · 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 · · · −d 1 −d

0 0 0 · · · 0 −d 1


n×n

, d ∈R (2.9)

Para esta classe de matrizes, mostraremos o seguinte resultado:

Lema 2.2. O determinante de uma matriz An da forma (2.9) vale1

detAn =


n+1

2n
, se d= 1

2

λ+
n+1 −λ−

n+1

λ+ −λ−
, se d 6= 1

2

, onde λ± :=
1±
√

1−4d2

2
. (2.10)

Demonstração. Desenvolvendo o determinante de An segundo o método de Laplace, encontra-

remos a seguinte relação de recorrência:

detA1 = 1; (2.11)

detA2 = 1−d2; (2.12)

detAn = detAn−1 −d2 detAn−2 ∀n > 2. (2.13)

1Verifica-se facilmente, com o auxı́lio do de L’Hospital, que

lim
d→1/2

λ+
n+1 −λ−

n+1

λ+ −λ−
=
n+1
2n

.
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Para d= 1/2, o valor de detAn pode ser facilmente verificado por indução a partir de (2.13).

O caso d 6= 1/2, por outro lado, demanda um pouco mais de esforço.

Primeiramente, notemos que as relações (2.11), (2.12) e (2.13) podem ser unificadas na

seguinte equação matricial: detAn
detAn−1

=

1 −d2

1 0

detAn−1

detAn−2

=

1 −d2

1 0

n−1 1

1

 , ∀n > 1 (2.14)

Para d 6= 1/2, a matriz

B :=

1 −d2

1 0


é diagonalizável. Sua forma diagonal é

D :=

λ+ 0

0 λ−

 ⇐⇒ Dn−1 =

λ+
n−1 0

0 λ−
n−1


e uma possı́vel matriz P que a diagonaliza é

P :=

λ+ λ−

1 1

 ⇐⇒ P−1 =
1

λ+ −λ−

 1 −λ−

−1 λ+

 .

Podemos agora calcular Bn−1:

Bn−1 = PDn−1 P−1 =
1

λ+ −λ−

λ+ λ−

1 1

λ+
n−1 0

0 λ−
n−1

 1 −λ−

−1 λ+

=

=
1

λ+ −λ−

 λ+
n−λ−

n −λ+
nλ− +λ+λ−

n

λ+
n−1 −λ−

n−1 −λ+
n−1λ− +λ+λ−

n−1

=

=
1

λ+ −λ−

 λ+
n−λ−

n −λ+λ−

[
λ+

n−1 −λ−
n−1
]

λ+
n−1 −λ−

n−1 −λ+λ−

[
λ+

n−2 −λ−
n−2
]=

=
1

λ+ −λ−

 λ+
n−λ−

n −d2
[
λ+

n−1 −λ−
n−1
]

λ+
n−1 −λ−

n−1 −d2
[
λ+

n−2 −λ−
n−2
] (2.15)

Substituindo (2.15) em (2.14) e notando que λ±−d2 = λ±
2, temos: detAn

detAn−1

=
1

λ+ −λ−

 λ+
n−λ−

n −d2
[
λ+

n−1 −λ−
n−1
]

λ+
n−1 −λ−

n−1 −d2
[
λ+

n−2 −λ−
n−2
]1

1

=
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=
1

λ+ −λ−

λ+
n−1 [λ+ −d2]−λ−

n−1 [λ− −d2]
λ+

n−2 [λ+ −d2]−λ−
n−2 [λ− −d2]

=

=
1

λ+ −λ−

λ+
n+1 −λ−

n+1

λ+
n−λ−

n

 ,

o que nos remete imediatamente à segunda parte de (2.10).

2.2 A partı́cula livre

A lagrangeana para a partı́cula livre é dada por

L =
m

2
q̇2. (2.16)

O propagador, dado por (1.50), fica

K(qF,T |qI,0) =

∫q(T)=qF
q(0)=qI

exp

(
i

 h

∫ T
0

m

2
q̇2dt

)
D [q(t)] . (2.17)

Pelo teorema 2.2, fazendo a expansão q(t) = qcl(t)+Q(t), podemos escrever o propagador

como2

K(qF,T |qI,0) = exp
(
i

 h
Scl

) ∫Q(T)=0

Q(0)=0
exp

(
i

 h

∫ T
0

m

2
Q̇2dt

)
D [Q(t)] . (2.18)

A trajetória clássica da partı́cula é dada por:

q̈cl = 0 ⇐⇒ qcl(t) =
qF−qI
T

t+qI. (2.19)

A ação Scl calculada para a trajetória clássica (2.19) fica:

Scl =

∫ T
0

m

2

(
qF−qI
T

)2
dt=

=
m

2

(
qF−qI
T

)2
T =

=
m

2T
(qF−qI)

2 . (2.20)

Para calcularmos a integral funcional em (2.18), dividamos o intervalo de tempo [0,T ] em

2Nota-se que, com a mudança de “variável” q(t) = qcl(t) +Q(t), a medida de integração funcional fica
D [q(t)] = D [Q(t)].
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N partes iguais:

tn = nε, ε=
T

N
, Qn =Q(tn)

Q0 =QN = 0

A integral funcional fica:

∫Q(T)=0

Q(0)=0
exp

(
i

 h

∫ T
0

m

2
Q̇2dt

)
D [Q(t)] =

= lim
N→∞

( m

2 iπ  hε

)N/2 ∫
exp

(
im

2  hε

N−1∑
n=0

(Qn+1 −Qn)
2

)
N−1∏
k=1

dQk =

= lim
N→∞

( m

2 iπ  hε

)N/2 ∫
e
im
 hε [Q1

2−Q1Q2+Q2
2−Q2Q3+···+QN−2

2−QN−2QN−1+QN−1
2]
N−1∏
k=1

dQk.

(2.21)

A expressão entre colchetes em (2.21) pode ser colocada na forma matricial QT AQ, onde

AN−1 é da forma (2.9) com d = 1/2. A integral funcional pode então ser facilmente calculada

com o auxı́lio dos lemas demonstrados anteriormente:∫Q(T)=0

Q(0)=0
exp

(
i

 h

∫ T
0

m

2
Q̇2dt

)
D [Q(t)] = lim

N→∞
( m

2 iπε

)N/2 ∫
exp
(
im

 hε
QT AQ

) N−1∏
k=1

dQk =

pelo lema 2.1 = lim
N→∞

( m

2 iπ  hε

)N/2 (iπ  hε
m

)N−1
2 1√

detAN−1
=

pelo lema 2.2 = lim
N→∞

√
m

2 iπ  hε
2

1−N
2

√
2N−1

N
=

= lim
N→∞

√
m

2 iπ  hNε
=

=

√
m

2 iπ  hT
. (2.22)

Substituindo (2.20) e (2.22) em (2.18), obtemos finalmente:

K(qF,T |qI,0) =

√
m

2 iπ  hT
exp
(
im

2  hT
(qF−qI)

2
)

, (2.23)

que é precisamente o resultado conhecido para o propagador da partı́cula livre, que pode ser

obtido muito mais facilmente a partir do formalismo de Schrödinger.
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2.3 O oscilador harmônico simples

2.3.1 Oscilador livre

Começamos pela lagrangeana para o oscilador harmônico, dada por

L =
m

2

(
q̇2 −ω2q2

)
. (2.24)

Fazendo a expansão q(t) = qcl(t)+Q(t), temos, pelo teorema 2.2,

K(qF,T |qI,0) = exp
(
i

 h
Scl

) ∫Q(T)=0

Q(0)=0
exp
(
im

2  h

[
Q̇2 −ω2Q2

])
D [Q(t)] . (2.25)

Para calcular Scl, precisamos encontrar a equação da trajetória clássica qcl(t). Resolvendo

a equação do movimento, encontramos:

q̈cl +ω
2qcl = 0 ⇐⇒ qcl(t) =A cos(ωt)+B sen(ωt) (2.26)

Apliquemos as condições de contorno a (2.26):

qcl(0) = qI ⇐⇒ A= qI

qcl(T) = qF ⇐⇒ qI cos(ωT)+B sen(ωT) = qF ⇐⇒ B=
qF

sen(ωT)
−
qI cos(ωT)

sen(ωT)
.

Logo,

qcl(t) =
1

sen(ωT)
{qI sen[ω (T − t)]+qF sen(ωt)} =⇒

=⇒ q̇cl(t) =
ω

sen(ωT)
{qI cos[ω (T − t)]+qF cos(ωt)} . (2.27)

Calculemos a ação Scl para a trajetória dada por (2.27):

Scl =
mω2

2 sen2(ωT)

∫ T
0

{
qI

2 cos[2ω (T − t)]+qF
2 cos(2ωt)−2qIqF cos[ω (T −2t)]

}
dt=

=
mω2

2 sen2(ωT)

{
−qI

2 sen[2ω (T − t)]

2ω
+qF

2 sen(2ωT)
2ω

+2qIqF
sen[ω (T −2t)]

2ω

}T
0

=

=
mω

4 sen2(ωT)

[
qI

2 sen(2ωT)+qF
2 sen(2ωT)−4qIqF sen(ωT)

]
=

=
mω

2 sen(ωT)

[(
qI

2 +qF
2
)

cos(ωT)−2qIqF
]

. (2.28)

Resta-nos calcular a integral funcional em (2.25). Dividindo o intervalo de tempo em N
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partes iguais, do mesmo modo e com a mesma notação do problema anterior, podemos escrever:

∫Q(T)=0

Q(0)=0
exp
(
im

2  h

[
Q̇2 −ω2Q2

])
D [Q(t)] =

= lim
N→∞

( m

2 iπ  hε

)N/2
exp

(
im

2  h

N−1∑
n=0

[
(Qn+1 −Qn)

2

ε
−εω2Qn

2

])
N−1∏
k=1

dQk =

= lim
N→∞

( m

2 iπ  hε

)N/2
exp

(
im

2  hε

N−1∑
n=0

[
Qn+1

2 −2Qn+1Qn+
(

1−ω2ε2
)
Qn

2
]) N−1∏

k=1

dQk =

= lim
N→∞

( m

2 iπ  hε

)N/2
e
im
2  hε(2−ω2 ε2)

[
Q1

2−
2Q1Q2
2−ω2ε2 +Q2

2−
2Q2Q3
2−ω2ε2 +···+QN−1

2
] N−1∏
k=1

dQk. (2.29)

A expressão entre colchetes na última passagem de (2.29) pode ser colocada na forma

matricial QT AQ, onde A é da forma (2.9) com d= 1/
(
2−ε2ω2). De acordo com o lema 2.1,

podemos escrever:

∫Q(T)=0

Q(0)=0
exp
(
im

2  h

[
Q̇2 −ω2Q2

])
D [Q(t)] =

= lim
N→∞

( m

2 iπ  hε

)N/2 [ 2 iπ  hε
m
(
2−ε2ω2

)]N−1
2 1√

detAN−1
=

= lim
N→∞

√
m

2 iπ  hε detAN−1

(
2−ε2ω2

) 1−N
2 , (2.30)

onde, de acordo com o lema 2.2, temos (lembrando que, neste problema, d > 1/2):

detAN−1 =
λ+

N−λ−
N

λ+ −λ−
, λ± =

1± i
√

4d2 −1
2

(2.31)

Expandindo λ± até primeira ordem em torno de ε= 0, obtemos3:√
4d2 −1 =ωε+

3
8
ω3ε3 +

23
128

ω5ε5 +
91

1024
ω7ε7 +O

(
ε9
)

=⇒

=⇒ λ± =
1± iωε

2
+O

(
ε3
)
≈ 1

2
exp(±iωε) . (2.32)

Substituindo (2.32) em (2.31), vem:

detAN−1 =
1

2N
exp(iωNε)−exp(−iωNε)

iωε
=

3Chama a atenção o fato de a expansão de
√

4d2 −1 em torno de ε= 0 ser ı́mpar, embora a função, ela mesma,
seja par. Ocorre que a função em questão não é diferenciável em ε= 0 e que, nessa vizinhança, comporta-se como
|ωε|.
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=
1

2N−1
sen(ωT)

ωε
. (2.33)

Substituindo (2.33) em (2.30), vem:

∫Q(T)=0

Q(0)=0
exp
(
im

2  h

[
Q̇2 −ω2Q2

])
D [Q(t)] = lim

N→∞
√

m

2 iπ  hε
2N−1ωε

sen(ωT)

(
2−ω2ε2

) 1−N
2

=

=

√
mω

2 iπ  h sen(ωT)
lim
N→∞

(
1−

ω2ε2

2

) 1−N
2

︸ ︷︷ ︸
1

=

=

√
mω

2 iπ  h sen(ωT)
. (2.34)

Substituindo (2.28) e (2.34) em (2.25), obtemos finalmente:

K(qF,T |qI,0) =

√
mω

2 iπ  h sen(ωT)
exp
(

imω

2  h sen(ωT)

[(
qI

2 +qF
2
)

cos(ωT)−2qIqF
])

.

(2.35)

Notemos que o propagador (2.23) para a partı́cula livre é obtido de (2.35) no limite para

ω→ 0, como era esperado.

2.3.2 Oscilador sujeito a uma força externa dependente do tempo

Para um oscilador harmônico simples sujeito a uma força externa j(t), a lagrangeana é

L =
m

2

(
q̇2 −ω2q2

)
+ jq. (2.36)

Fazendo a expansão q(t) = qcl(t)+Q(t), temos, pelo teorema 2.2,

K(qF,T |qI,0) = exp
(
i

 h
Scl

) ∫Q(T)=0

Q(0)=0
exp
(
im

2  h

[
Q̇2 −ω2Q2

])
D [Q(t)] =

por (2.34) =

√
mω

2 iπ  h sen(ωT)
exp
(
i

 h
Scl

)
. (2.37)

Mais uma vez, para calcular Scl, precisamos encontrar a solução qcl(t) da equação do mo-

vimento

mq̈cl +mω
2qcl = j(t) . (2.38)

A equação (2.38) e as condições de contorno não-homogêneas qcl(0) = qI e qcl(T) = qF

constituem um problema de Sturm. Para resolvê-lo completamente, devemos encontrar, pri-
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meiramente, a solução qS(t) do problema de Sturm definido por (2.38) e pelas condições de

contorno homogêneas qS(0) = qS(T) = 0.

Para determinar qS(t), devemos tomar duas soluções linearmente independentes u1(t) e

u2(t) da equação homogênea ü+ω2u= 0, satisfazendo às condições de contorno homogêneas

u1(0) = 0 e u2(T) = 0. Por exemplo, podemos tomar

u1(t) = sen(ωt) (2.39)

u2(t) = sen[ω (T − t)] (2.40)

e, com elas, construir a função de Green G(t,t ′)dada por

G
(
t,t ′
)

=


u1(t) u2(t

′)

mW(t)
, para 0 6 t6 t ′ 6 T

u1(t
′) u2(t)

mW(t)
, para 0 6 t ′ 6 t6 T

, (2.41)

em que W(t) é o wronskiano definido por W(t) = u1(t) u
′
2(t) −u ′1(t) u2(t). Para u1(t) =

sen(ωt) e u2(t) = sen[ω (T − t)], temos:

W(t) = sen(ωt) (−ω)cos[ω (T − t)]−ω cos(ωt) sen[ω (T − t)] =

= −ω {sen(ωt) cos[ω (T − t)]+cos(ωt) sen[ω (T − t)]} =

= −ω sen[ω (t+T − t)] =

= −ω sen(ωT) . (2.42)

Substituindo (2.39), (2.40) e (2.42) em (2.41), obtemos:

G(t,t ′) =


−

sen(ωt) sen[ω (T − t ′)]

mω sen(ωT)
, para 0 6 t6 t ′ 6 T

−
sen(ωt ′) sen[ω (T − t)]

mω sen(ωT)
, para 0 6 t ′ 6 t6 T

, (2.43)

Conhecendo-se a função de Green do problema de Sturm em questão, o de Green atesta que

a solução qS(t) que procuramos é dada por

qS(t) =

∫ T
0
G
(
t,t ′
)
j
(
t ′
)
dt ′ (2.44)

Uma vez que determinamos a solução do problema de Sturm com condições de contorno

homogêneas, para encontrar a solução completa do nosso problema, poderı́amos partir de uma

função arbitrária h(t), duas vezes diferenciável, que satisfaça às condições de contorno não-

homogêneas h(0) = qI e h(T) = qF. Para simplificar, vamos exigir, além disso, que h(t) seja
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solução da equação homogênea ḧ+ω2h = 0 — que, a propósito, já determinamos quando

resolvemos o oscilador livre: a função dada por (2.27), que denotaremos aqui por qH(t). Assim,

a solução completa qcl(t) do nosso problema é

qcl(t) = qH(t)+qS(t) =
1

sen(ωT)
[qI sen[ω (T − t)]+qF sen(ωt)]+

∫ T
0
G
(
t,t ′
)
j
(
t ′
)
dt ′.

(2.45)

Calculemos a ação Scl para esta trajetória:

Scl =

∫ T
0

{m
2

[(
q̇2

H + q̇2
S +2 q̇H q̇S

)
−ω2

(
q2

H +q2
S +2qHqS

)]
+ j(t) (qH +qS)

}
dt=

= mq̇HqS|T0︸ ︷︷ ︸
0

+

∫ T
0

{
m
2 (q̇2

H−ω2q2
H)−mqS

(
q̈H +ω2qH

)
︸ ︷︷ ︸

0

+m2 (q̇2
S−ω2q2

S)+j(t)(qH+qS)

}
dt=

=
m

2
q̇SqS

∣∣∣T
0︸ ︷︷ ︸

0

+

∫ T
0

{
m
2 (q̇2

H−ω2q2
H)−

qS
2

[
mq̈S +mω2qS − j(t)

]
︸ ︷︷ ︸

0

+j(t)(qH+
qS
2 )

}
dt=

=
mω

2 sen(ωT)

[(
qI

2 +qF
2
)

cos(ωT)−2qIqF
]
+

∫ T
0
qH(t) j(t) dt

+
1
2

∫ T
0

∫ T
0
j(t)G

(
t,t ′
)
j
(
t ′
)
dt ′dt. (2.46)

Substituindo (2.46) em (2.37), obtemos finalmente:

K(qF,T |qI,0) = K0(qF,T |qI,0)

×exp

(
i

 h

∫ T
0
qH(t) j(t) dt

)
exp

(
i

2  h

∫ T
0

∫ T
0
j(t)G

(
t,t ′
)
j
(
t ′
)
dt ′dt

)
, (2.47)

onde K0(qF,T |qI,0) é dado por (2.35).

2.4 O conjunto não-degenerado de osciladores harmônicos
acoplados

Como exemplo de sistema com vários graus de liberdade, consideremos um conjunto não-

degenerado de s osciladores harmônicos acoplados. No caso geral, a lagrangena de tal sistema

é dada pela seguinte forma quadrática:

L =
1
2

(
dX

dt

)T
M
dX

dt
−

1
2

XT KX, (2.48)
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em que o fator 1/2 foi explicitado por conveniência. Xs×1 é a matriz das coordenadas de cada

oscilador — os deslocamentos em relação às respectivas posições de equilı́brio. Ms×s e Ks×s

são matrizes simétricas e positivas definidas (tomemos, por simplicidade, M diagonal; neste

caso, suas entradas não-nulas, que denotaremosm1,m2, . . . ,ms, são as massas dos osciladores).

Como K é simétrica, o sistema pode ser desacoplado por meio de uma transformação ortogo-

nal de coordenadas X = JQ, onde Js×s é a matriz ortogonal que diagonaliza K. As entradas

da matriz Qs×1, que denotaremos Q1,Q2, . . . ,Qs, são chamadas coordenadas normais do sis-

tema (Qα(t) = Aα e
iΩα t). As entradas não-nulas da matriz diagonal JT KJ serão denotadas

mαΩα
2/2, α = 1,2, . . . ,s, cujos termos Ωα são as freqüências dos chamados modos normais

de vibração do sistema. A lagrangeana do sistema desacoplado, expressa em termos das suas

coordenadas normais, fica:

L =

s∑
α=1

mα

2

(
Q̇2
α−Ωα

2Qα
2
)

. (2.49)

Conforme mencionado anteriormente, transformações ortogonais de coordenadas são viá-

veis de se implementar em integrais funcionais, além de deixar invariante a medida de integra-

ção funcional. Assim, o propagador para este sistema pode ser obtido facilmente em termos das

coordenadas normais, com o auxı́lio do resultado (2.35) na página 47:

K(XF,tF|XI,tI) =

∫X(tF)=XF

X(tI)=XI

e
i

2  h

∫tF
tI

[
(dX
dt )

T
M dX
dt −XT KX

]
dt

s∏
α=1

D [xα(t)] ⇐⇒

⇐⇒ K(QF,tF|QI,tI) =

s∏
α=1

∫Q(tF)=QF

Q(tI)=QI

exp
(
imα

2  h

∫ tF
tI

(
Q̇2
α−Ωα

2Qα
2
)
dt

)
D [Qα(t)] =

=

s∏
α=1

√
mαΩα

2 iπ  h sen(Ωα T)

×exp
(

imαΩα

2  h sen(Ωα T)

[(
QαI

2 +QαF
2
)

cos(Ωα T)−2QαIQαF
])

.

(2.50)

A grande dificuldade em se resolver este exemplo para o caso geral é justamente o cálculo

das freqüências normaisΩα. Para alguns casos particulares, no entanto, é possı́vel obtê-las com

certa facilidade. Por exemplo, consideremos uma cadeia de s osciladores harmônicos idênticos.
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Neste caso, teremos m1 =m2 = · · ·=ms =:m e

K =mω2



2 −1 0 0 0 · · · 0

−1 2 −1 0 0 · · · 0

0 −1 2 −1 0 · · · 0

0 0 −1 2 −1 · · · 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 · · · −1 2 −1

0 0 0 · · · 0 −1 2


s×s

. (2.51)

A matriz ortogonal J que diagonaliza K é tal que suas entradas são dadas por

Jjα =

√
2
s+1

sen
(
πjα

s+1

)
(2.52)

e as freqüências normais são dadas por

Ωα = 2ω sen
[

πα

2 (s+1)

]
. (2.53)

Obter estes resultados diretamente pela diagonalização de K pode ser muito trabalhoso. Em

vez disso, vamos obtê-los resolvendo as equações de movimento dos osciladores,

ẍj+ω
2 (−xj−1 +2xj−xj+1

)
= 0 j= 1,2, . . . ,s (2.54)

x0 = xs+1 = 0, (2.55)

introduzindo o seguinte ansätz:

xj
(α)(t) = sen(jφα)Aα e

iΩα t (2.56)

Substituindo (2.56) em (2.54), temos:

Aα e
iωt
(
−Ωα

2 sen(jφα)+ω2 {−sen[(j−1) φα]+2 sen(jφα)− sen[(j+1) φα]}
)

= 0 ⇐⇒

⇐⇒ Ωα
2 =

ω2

sen(jφα)
{2 sen(jφα)− sen[(j−1) φα]− sen[(j+1) φα]} =

=
ω2

sen(jφα)
[2 sen(jφα)−2 sen(jφα) cosφα] =

= 2ω2 (1−cosφα) = 4ω2 sen2
(
φα

2

)
, (2.57)

onde o parâmetro φα é obtido pela condição (2.55):

sen[(s+1) φα] = 0 ⇐⇒ φα =
πα

s+1
α= 1,2, . . . ,s. (2.58)
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A solução geral é então dada por

xj(t) =

s∑
α=1

x
(α)
j (t) =

s∑
α=1

sen
(
πjα

s+1

)
Aα e

iΩα t =:

s∑
α=1

J̃jαAα e
iΩα t. (2.59)

Na expressão acima, podemos, sem perda de generalidade, introduzir um fator de norma-

lização N de tal modo que a matriz J, cujos elementos são definidos por Jjα =
√
NJ̃jα, seja

ortogonal. Valendo-se da seguinte identidade4:

s∑
α=1

sen
(
πjα

s+1

)
sen
(
π`α

s+1

)
=
s+1

2
δj `, (2.60)

concluı́mos que N= 2
s+1 .

4cf. apêndice D, fórmula (D3b), de [21].
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3 Tópicos em CQED: os modelos de
Rabi e Jaynes-Cummings

Há 61 anos, uma pequena observação publicada por Edward Purcell1 [22] abriria as portas

para uma nova área de pesquisa em Fı́sica Quântica. Pela primeira vez, cogitou-se a hipótese

de que o acoplamento entre a matéria e o vácuo poderia ter seu comportamento alterado se

confinarmos o átomo numa cavidade refletora. Tal idéia foi retomada e complementada na

década de 1980, com um trabalho de Daniel Kleppner [23] em que se discutem as possibilidades

de se conseguir uma facilitação (enhancement) ou inibição (inhibition) da emissão espontânea

de átomos confinados em cavidades refletoras com elevado fator de qualidade. A este trabalho,

sucederam diversos resultados experimentais em que se observou tal fenômeno, hoje conhecido

como efeito Purcell, tanto no domı́nio2 de microondas como no domı́nio óptico.

O trabalho pioneiro de comprovação do efeito Purcell encontra-se em [24], em que se obser-

vou uma facilitação da emissão espontânea no domı́nio de microondas. A inibição da mesma foi

observada pouco tempo depois, ainda no domı́nio de microondas, em trabalhos como [25, 26].

O primeiro trabalho de observação, no domı́nio óptico, da inibição da emissão espontânea,

encontra-se em [27].

Nascia assim a Eletrodinâmica Quântica em Cavidades, ou CQED (do inglês Cavity Quan-

tum Electrodynamics), um ramo da Óptica Quântica que tem produzido interessantes resultados

até hoje. Mais detalhes sobre os trabalhos em CQED na década de 80 podem ser encontrados

em [28].
1Prêmio Nobel de Fı́sica em 1952.
2Classificaremos os experimentos como pertencentes ao domı́nio óptico ou de microondas conforme as

freqüências de radiação envolvidas (relacionadas a uma dada transição atômica, por exemplo) estejam na faixa
do visı́vel ou de radiofreqüência (microondas), respectivamente.
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3.1 O problema de um conjunto de cargas interagindo com
um campo eletromagnético

Consideremos o problema de um conjunto de partı́culas carregadas interagindo com um

campo eletromagnético. A lagrangeana e a correspondente hamiltoniana de tal sistema são

dadas por

L =
∑
α

1
2
mα ṙ2

α−VCoul +
∑
α

qα [ṙα ·A(rα,t)−U(rα,t)] (3.1)

pαL =mα ṙα+qαA(rα,t) (3.2)

HL =
∑
α

[pαL −qαA(rα,t)]2 +VCoul +
∑
α

qαU(rα,t) , (3.3)

onde cada partı́cula, indexada por α, têm massamα, carga qα, e está localizada em rα. O campo

é descrito pelos potenciaisU e A e o termo VCoul é a energia potencial de interação coulombiana

entre as partı́culas.

3.1.1 Transformações de gauge e representações quânticas alternativas

Uma propriedade interessante deste sistema diz respeito a como a lagrangeana (3.1) se

transforma frente a uma mudança de gauge . Consideremos uma transformação definida por

uma função χ que dependa apenas de r e t,

A ′(r,t) = A(r,t)+∇χ(r,t) (3.4)

U ′(r,t) =U(r,t)−
∂

∂t
χ(r,t) . (3.5)

Aplicando a transformação definida por (3.4) e (3.5) em (3.1), teremos:

L ′ =
∑
α

1
2
mα ṙ2

α−VCoul +
∑
α

qα
[
ṙα ·A ′(rα,t)−U ′(rα,t)

]
=

= L +
∑
α

qα

[
∂

∂t
χ(rα,t)+ ṙα ·∇χ(rα,t)

]
=

= L +
d

dt

[∑
α

qαχ(rα,t)

]
. (3.6)

Vemos em (3.6) que a nova lagrangeana, obtida pela transformação de gauge definida por

χ(r,t), difere da original por uma derivada total em relação ao tempo. Como é conhecido

da Mecânica Clássica, L e L ′ são ditas equivalentes, no sentido de que ambas descrevem a

mesma dinâmica, pois geram as mesmas equações de movimento. Os momentos canonicamente
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conjugados às coordenadas rαtransformam-se do seguinte modo:

pαL ′ =mα ṙα+qαA ′(rα,t) = pαL +qα∇χ(rα,t) . (3.7)

Os novos momentos, portanto, diferem dos antigos. Ou seja, apesar de L e L ′ serem

equivalentes, cada uma define seu próprio espaço de fases — e, conseqüentemente, sua própria

representação [quântica]. Denotemos por sobrescritos (1) e (2) as representações definidas a

partir de L e L ′, respectivamente.

Segundo a descrição de Schrödinger, os operadores fundamentais que satisfazem as relações

canônicas de comutação são Xα = rα I (posição) e Pα = −i  h∇α (momento). Em termos destes

operadores e levando em conta a relação (3.7), temos, para a representação (1),
r(1)
α = Xα

p(1)
αL = Pα

p(1)
αL ′ = Pα+qα∇χ(Xα,t)

(3.8)

e, para a representação (2), 
r(2)
α = Xα

p(2)
αL = Pα−qα∇χ(Xα,t)

p(2)
αL ′ = Pα

. (3.9)

É possı́vel mostrar que se passa da representação (1) para (2) por meio da seguinte trans-

formação unitária:

T = exp

(
i

 h

∑
α

qαχ(Xα,t)

)
. (3.10)

Por exemplo, é possı́vel verificar diretamente, aplicando (3.10) em (3.8) e (3.9), que:

r(2)
α = Tr(1)

α T−1 = r(1)
α

p(2)
αL = Tp(1)

αL T−1

p(2)
αL ′ = Tp(1)

αL ′ T
−1.

3.1.2 A aproximação de grandes comprimentos-de-onda

Nos exemplos de nosso interesse, a extensão espacial do conjunto de partı́culas é muito me-

nor que as distâncias que caracterizam as variações espaciais de U e A, como o comprimento-
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de-onda da radiação incidente. Nestas condições, é válida a chamada aproximação de gran-

des comprimentos-de-onda, em que expandimos a expressão da lagrangeana do sistema em

potências de rα — o que gera uma expansão multipolar para o sistema de cargas em torno da

posição R do conjunto de partı́culas, que trataremos como um parâmetro —, retendo apenas os

termos de ordem mais baixa. Com a hipótese adicional de que a carga total do sistema é nula,

restar-nos-á apenas termos de ordem dipolar na lagrangeana. O momento de dipolo [elétrico]

do conjunto de cargas é dado por

d =
∑
α

qα (rα−R) .

Com esta aproximação, a lagrangeana e a hamiltoniana ficam reduzidas a

L =
∑
α

1
2
mα ṙ2

α−VCoul + ḋ ·A(R,t)−d ·∇U(R,t) (3.11)

pαL =
∂L

∂ṙα
=mα ṙα+qαA(R,t) (3.12)

HL =
∑
α

pαL · ṙα−L =
∑
α

1
2mα

[pαL −qαA(R,t)]2 +VCoul +d ·∇U(R,t) . (3.13)

3.1.3 O gauge de Göppert-Mayer

Podemos simplificar consideravelmente as expressões acima escolhendo criteriosamente

um gauge no qual teremos novos potenciais U ′(r,t) e A ′(r,t) tais que A ′(R,t) = 0. Este,

conhecido como gauge de Göppert-Mayer3, é determinado pela seguinte função:

χ(r,t) = −r ·A(R,t) .

Com esta mudança de gauge , os potenciais se transformam do seguinte modo:

A ′(r,t) = A(r,t)−A(R,t) (3.14)

U ′(r,t) =U(r,t)+r · ∂
∂t

A(R,t) . (3.15)

Na origem, os novos potenciais ficam reduzidos a

A ′(R,t) = 0 (3.16)

∇U ′(R,t) =∇U(R,t)+
∂

∂t
A(R,t) = −E(R,t) . (3.17)

3Maria Göppert-Mayer, prêmio Nobel de Fı́sica em 1963.
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Substituindo (3.16) e (3.17) em (3.11), (3.12) e (3.13), vem:

L ′ = L +
d

dt
[−d ·A(R)] =

∑
α

1
2
mα ṙ2

α−VCoul +d ·E(R,t) (3.18)

pαL ′ =mα ṙα (3.19)

HL ′ =
∑
α

pαL ′2

2mα
+VCoul −d ·E(R,t) . (3.20)

Observando as equações (3.18), (3.19) e (3.20), fica clara a praticidade do gauge de Göp-

pert-Mayer para tratarmos de sistemas em que a aproximação de grandes comprimentos-de-

onda é válida, pois, além de simplificar as equações, o termo de interação na hamiltoniana do

sistema assume uma forma muito conveniente, explicitando o acoplamento entre o momento

de dipolo e o campo elétrico. A representação quântica associada ao gauge de Göppert-Mayer

nessa aproximação é, por vezes, denominada representação de Göppert-Mayer (ou de dipolo

elétrico).

3.1.4 Reformulação do problema para um campo quantizado

O tratamento feito acima pode ser estendido para o caso em que o próprio campo é um

sistema quântico, com sua própria dinâmica. Neste caso, é comum partirmos do gauge de

Coulomb, no qual o hamiltoniano do sistema se escreve como

H =
∑
α

1
2mα

[pα−qαA(rα)]
2 +VCoul +

∑
j

 hωj

(
a †j aj+

I

2

)
, (3.21)

onde a †j e aj são, respectivamente, os operadores de criação e aniquilação de fótons no modo j,

com freqüência ωj e vetor de onda kj, e

A(r) =
∑
j

√
 h

2ε0Vωj

(
aj exp

(
ikj ·r

)
+ a †j exp

(
−ikj ·r

))
êj,

onde êj são versores ortogonais a kj e V é o volume do domı́nio em que o campo e as cargas

estão situados.

Para todos os modos em que a aproximação de grandes comprimentos-de-onda é válida,

temos |kj ·rα| � 1, o que nos permite substituir A(rα) por A(R) em (3.21). Inspirados pelos

resultados (3.18), (3.19) e (3.20) no caso semi-clássico, faremos uma mudança de representação

análoga à transformação de Göppert-Mayer, dada pelo seguinte operador unitário:

T = exp

(
−
i

 h

∑
α

qα rα ·A(R)

)
= exp

(
−
i

 h
d ·A(R)

)
=
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= exp

∑
j

[
λj
∗aj−λj a

†
j

] , (3.22)

com

λj =
i√

2ε0  hωjV
êj ·d.

É possı́vel mostrar — indicamos, como referência, a seção complementar AIV, §2, de [29]

— que, na nova representação [de dipolo elétrico], o hamiltoniano do sistema se escreve como:

H ′ =
∑
α

pα2

2mα
+VCoul +edip︸ ︷︷ ︸
H ′
p

+
∑
j

 hωj

(
a †j aj+

I

2

)
︸ ︷︷ ︸

H ′
c

−d ·D
′(R)

ε0
, (3.23)

onde edip é a auto-energia do dipolo e D ′(r) é o deslocamento elétrico. É possı́vel mostrar ainda

que o operador que descreve o deslocamento elétrico na representação de dipolo é, a menos

da constante ε0, o mesmo que descreve o campo elétrico transverso4 E⊥(r) na representação

original:

D ′(r)
ε0

= T
D(r)
ε0

T−1 = E⊥(r) = i
∑
j

√
 hωj

2ε0V

(
aj exp

(
ikj ·r

)
− a †j exp

(
−ikj ·r

))
êj. (3.24)

Por isso, muitos autores costumam escrever (3.23) como

H ′ = H ′
p+H ′

c−d ·E⊥(R) . (3.25)

Mas há que se ter cuidado com a notação introduzida em (3.25), pois o operador E⊥(R) não

descreve, nesta representação, o campo elétrico transverso em R.

Vemos, portanto, que o hamiltoniano (3.23) na representação de dipolo assume, como no

caso semi-clássico, uma forma muito conveniente, em que temos explicitamente o hamiltoniano

das partı́culas (Hp), o do campo livre (Hc) e o de interação dipolar, que é linear no campo.

3.2 O modelo de Rabi

O modelo de Rabi é uma versão simplificada do resultado obtido em (3.20), em que teremos,

em vez de um conjunto de partı́culas, um único átomo de dois nı́veis, |g〉 (fundamental, com

energia nula) e |e〉 (excitado, com energia  hω0), e um campo elétrico clássico oscilante, da

4Dizemos que um campo vetorial F(r) é transverso se ∇ ·F(r) = 0 — ou longitudinal, se ∇×F(r) = 0 — para
todo r. Todo campo vetorial F(r) pode ser escrito, de maneira única, como F(r) = F⊥(r)+F‖(r), em que F⊥(r) é
transverso e F‖(r), longitudinal.
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forma E(R,t) = E0 cos(ωt). O hamiltoniano do sistema é dado por:

H =  hω0 |e〉〈e|−W cos(ωt) , W := d ·E0.

O estado geral do sistema é dado pelo vetor

|ψ(t)〉= Cg(t) |g〉+Ce(t) e−iω0 t |e〉 . (3.26)

Substiuindo (3.26) na equação de Schrödinger, encontraremos as seguintes equações para

Cg e Ce:
Ċg = −iΩ1 e

iω0 t cos(ωt) Ce = −
i

2
Ω1

[
ei(ω0+ω)t+ei(ω0−ω)t

]
Ce

Ċe = −iΩ1 e
−iω0 t cos(ωt) Cg = −

i

2
Ω1

[
e−i(ω0−ω)t+e−i(ω0+ω)t

]
Cg

, (3.27)

onde Ω1 := 1
 h 〈e |W |g〉, a constante de acoplamento do sistema átomo-campo, é suposta real.

Na situação de quase-ressonância, ou seja, quando ω ≈ ω0, a contribuição dos termos

que oscilam com freqüência (ω0 +ω) no sistema (3.27) é desprezı́vel frente aos que oscilam

com (ω0 −ω). Assim, é comum, nesta situação, fazermos a chamada aproximação de onda

girante (RWA, do inglês rotating wave approximation), que consiste em desprezar os termos

que oscilam com (ω0 +ω). Integrando (3.27) na aproximação de onda girante e escolhendo a

condição inicial |ψ(0)〉= |g〉, encontraremos:

Ce(t) = −i
Ω1
Ω

exp
(
iδt

2

)
sen
(
Ωt

2

)
,

onde δ :=ω0 −ω é denominada dessintonia e

Ω :=

√
Ω1

2 +δ2

é a freqüência de Rabi do sistema (vários autores costumam chamar Ω de freqüência de Rabi

generalizada, reservando o nome freqüência de Rabi para o termo Ω1). Nessas condições, a

probabilidade de se encontrar o átomo no estado |e〉 no instante t, para uma dada dessintonia δ,

é dada por

Pδe(t) = |Ce(t)|
2 =

(
Ω1
Ω

)2
sen2

(
Ωt

2

)
=

(
Ω1
Ω

)2 [1−cos(Ωt)
2

]
. (3.28)

Vemos, em (3.28), que a probabilidade de se encontrar o átomo no seu estado excitado oscila

no tempo, com freqüência Ω, o que é conhecido como oscilação de Rabi. Ainda, na situação

de ressonância (δ = 0), vemos que max
(
Pδe
)

= 1, o que é a situação ideal para se observar as
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oscilações de Rabi.

3.3 O modelo de Jaynes-Cummings

Podemos dizer que o modelo de Jaynes-Cummings [30] está para (3.25) assim como o

modelo de Rabi está para (3.20). Este modelo trata da situação mais simples, em que temos

o mesmo átomo de dois nı́veis do caso anterior, agora acoplado a um único modo normal do

campo eletromagnético quantizado, com vetor de onda k e freqüência ω (denotaremos por |n〉

o estado de Fock5 do campo com n fótons). Levando em conta a expressão (3.24) e escolhendo

a origem do sistema de coordenadas de tal forma que k ·R = −π, o operador E⊥(R) se escreve

como

E⊥(R) =

√
 hω

2ε0V

(
a+ a †

)
ê.

Como o operador de dipolo d descreve uma grandeza vetorial — ou seja, que se transforma

como um vetor sob transformações de paridade —, devemos ter 〈g |d |g〉 = 〈e |d |e〉 = 0. Por

outro lado, vamos supor que 〈e |d |g〉 =: deg seja real, de modo que possamos escrever d =

deg (|e〉〈g|+ |g〉〈e|). Atribuindo à energia do estado |g〉 o valor 0, o hamiltoniano do átomo

livre é dada por Hp =  hω0 |e〉〈e|.

O hamiltoniano completo do sistema é dado, então, por:

H = Hp+Hc−d ·E⊥(R) =

=  hω0 |e〉〈e|+  hω
(

a † a+
I

2

)
−deg · ê

√
 hω

2ε0V
(|e〉〈g|+ |g〉〈e|)

(
a+ a †

)
. (3.29)

É mais conveniente reescrever a expressão (3.29) do seguinte modo:

H =  hω0 |e〉〈e|+  hω
(

a † a+
I

2

)
+HRWA +H ′, (3.30)

onde

HRWA := g
(
|e〉〈g| a+ |g〉〈e| a †

)
H ′ := g

(
|g〉〈e| a+ |e〉〈g| a †

)
g := −

√
 hω

2ε0V
deg · ê,

sendo g a constante de acoplamento do sistema (não confundir com o estado |g〉). Podemos

5cf. §A.2.
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interpretar os hamiltonianos de interação HRWA e H ′ do seguinte modo:

• HRWA descreve o decaimento do átomo com a emissão de um fóton, ou a excitação com

a absorção de um fóton.

• H ′ descreve o decaimento do átomo com a absorção de um fóton, ou a excitação com a

emissão de um fóton.

O hamiltoniano H ′ descreve, portanto, um comportamento “estranho” do sistema. Não obs-

tante, na situação de [quase-]ressonância, a contribuição deste — que oscila com freqüência

(ω0 +ω), segundo a descrição de Heisenberg — é desprezı́vel em comparação com a de HRWA

— que oscila com freqüência (ω0 −ω). Assim, é razoável aqui, nessa situação, fazermos uma

aproximação que consiste em desprezar H ′ em (3.30). Tal aproximação é análoga à RWA no

modelo de Rabi e, por isso, é tratada pelo mesmo nome. Com esta aproximação, o hamiltoniano

do sistema assume a seguinte forma, conhecida como hamiltoniano de Jaynes-Cummings:

H =  hω0 |e〉〈e|+  hω
(

a † a+
I

2

)
+g

(
|e〉〈g| a+ |g〉〈e| a †

)
. (3.31)

O termo de interação em (3.31) acopla os estados |e〉⊗ |n〉 e |g〉⊗ |n+1〉, com um elemento

de matriz 〈e|⊗〈n |HRWA |g〉⊗ |n+1〉= 〈g|⊗〈n+1 |HRWA |e〉⊗ |n〉= g
√
n+1.

Calculando as autoenergias de (3.31), encontraremos:

E±(n) =  h
[(
n+

3
2

)
ω−

δ

2
±Ω

(n)

2

]
,

onde Ω(n) =

√
δ2 +Ω1

2 (n+1), Ω1 = 2g e δ = ω−ω0 são análogos aos termos de mesma

notação introduzidos na seção 3.2. Note que a freqüência de Rabi generalizada do sistema é

proporcional à diferença entre as suas autoenergias:

Ω(n) =
E+ −E−

 h
. (3.32)

Os autoestados do sistema, denotados aqui como |1(n)〉 e |2(n)〉 (com autoenergia E+(n) e

E−(n), respectivamente), são dados em termos de |e〉⊗ |n〉 e |g〉⊗ |n+1〉 como:

|1(n)〉= senθ |g〉⊗ |n+1〉+cosθ |e〉⊗ |n〉 0 6 θ <
π

2
|2(n)〉= cosθ |g〉⊗ |n+1〉− senθ |e〉⊗ |n〉 ,

com cotg(2θ) = −δ/Ω1. Os estados |1(n)〉 e |2(n)〉 são conhecidos na literatura como estados

vestidos do sistema e este processo de diagonalização do hamiltoniano (3.31), como método do
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átomo vestido.

Resolvendo este sistema para um estado inicial |ψ(0)〉 = |e〉⊗ |n〉, encontraremos, para um

instante t qualquer, a seguinte expressão para o estado |ψ(t)〉:

|ψ(t)〉= e−
it
 h H |ψ(0)〉= ei[(n+ 3

2)ω−δ2 ]t
[
e−

iΩ(n)t
2 cosθ |1(n)〉−e

iΩ(n)t
2 senθ |2(n)〉

]
=

= ei[(n+ 3
2)ω−δ2 ]t

[(
e−

iΩ(n)t
2 cos2θ+e

iΩ(n)t
2 sen2θ

)
|e〉⊗ |n〉

− i sen
(
Ω(n)

2
t

)
sen(2θ) |g〉⊗ |n+1〉

]
. (3.33)

Para o caso particular de dessintonia nula (δ= 0 ⇐⇒ θ= π/4), a expressão (3.33) assume

uma forma mais simples:

|ψ(t)〉= ei(n+ 3
2)ωt

[
cos
(
Ω1

√
n+1

2
t

)
|e〉⊗ |n〉− i sen

(
Ω1

√
n+1

2
t

)
|g〉⊗ |n+1〉

]
.

(3.34)

A probabilidade de se encontrar o sistema no estado |e〉⊗ |n〉 num instante t, para o caso

ressonante, é dada por:

Pe(t) = |〈e|⊗〈n |ψ(t)〉|2 = cos2
(
Ω1

√
n+1

2
t

)
=

1+cos
(
Ω1

√
n+1t

)
2

. (3.35)

Vemos, de (3.35), que o sistema experimenta oscilações de Rabi, assim como no caso semi-

clássico. Em cada oscilação de Rabi, o átomo emite um fóton na cavidade e o reabsorve. Uma

conseqüência imediata — e muito interessante — deste resultado é que tais trocas de energia no

sistema ocorrem mesmo se o campo na cavidade estiver inicialmente em seu estado de vácuo.

Por esta razão, o termo Ω1 é freqüentemente chamado de freqüência de Rabi do vácuo. É

possı́vel mostrar ainda que, se o campo estiver inicialmente num estado coerente
∣∣αe−iωt〉, com

número médio de fótons 〈n〉= α2, podemos tratar o campo classicamente, como no modelo de

Rabi, dado que:

〈
αe−iωt

∣∣∣E⊥(R)
∣∣∣αe−iωt〉= E0 cos(ωt) , E0 =

√
 hω

2ε0V

(
2
√
〈n〉
)

ê.

Um comentário final sobre o modelo de Jaynes-Cummings sem a aproximação de onda

girante: fazendo um tratamento perturbativo do termo de interação em (3.30), obtemos, no caso

não-ressonante, um deslocamento das energias dos estados |g〉⊗ |n+1〉 e |e〉⊗ |n〉, conhecido

como deslocamento de Bloch-Siegert, deduzido na seção complementar AIV, §4-b, de [1].
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3.4 Experimentos em CQED no regime de acoplamento forte

O modelo de Jaynes-Cummings é o mais empregado para descrever a dinâmica de siste-

mas em CQED realizados em laboratório atualmente. O modelo de Rabi, por sua vez, tem

uma importante aplicação no chamado interferômetro de Ramsey6 [31, 32, 33]. Estes mode-

los pressupõem a ausência de emissão espontânea do átomo enquanto estiver interagindo com

o campo na cavidade. Experimentalmente, podemos satisfazer, ao menos durante um certo

tempo, esta condição preparando-se o sistema de tal modo que sua constante de acoplamento

— em outras palavras, sua freqüência de Rabi — seja suficientemente maior do que a taxa de

emissão espontânea do átomo na cavidade. Assim, o átomo experimentará algumas oscilações

de Rabi antes de decair espontaneamente. Tal regime de acoplamento entre o átomo e o campo

na cavidade é denominado regime de acoplamento forte.

A década de 1990 marca, em CQED, o advento dos experimentos no regime de acoplamento

forte. Em particular, para um acoplamento quase-ressonante, podemos tratar o átomo como um

sistema de dois nı́veis acoplado a um único modo normal do campo e aplicar o modelo de

Jaynes-Cummings para descrever sua evolução temporal. Diga-se de passagem, esta é uma

das mais importantes realizações experimentais de um sistema de dois nı́veis, importância esta

já atribuı́da aos sistemas de spin 1/2, e só vem corroborar a afirmação de que tais sistemas,

os mais simples da Fı́sica Quântica, não se limitam ao seu caráter didático e não devem ser

menosprezados por um estudante de Fı́sica.

Como exemplo de “caso de sucesso” do modelo de Jaynes-Cummings, podemos citar o

grupo do prof. Serge Haroche, do Laboratoire Kastler Brossel7 [34], que é hoje o que mais se

destaca em CQED no domı́nio de microondas. Com seus trabalhos no regime de acoplamento

forte, este grupo conseguiu desenvolver, a partir do fenômeno das oscilações de Rabi e com o

auxı́lio do interferômetro de Ramsey, toda uma técnica para produzir e explorar estados emara-

nhados átomo-campo. Dentre os frutos desta técnica, podemos citar a produção de estados EPR

átomo-átomo [35] e a medição não-destrutiva de um único fóton (SP-QND, do inglês single

photon quantum nondemolition) dentro da cavidade [36], cuja dinâmica condicional pode ser

explorada para demonstrar uma porta lógica quântica [37].8 Os trabalhos do grupo na década

de 90 estão bem documentados em artigos de revisão como [39] e [40].

6Norman Ramsey, prêmio Nobel de Fı́sica em 1989.
7Laboratoire Kastler Brossel (UMR 8552) é uma Unité mixte de recherche da École normale supérieure, da

Université Pierre et Marie Curie e do CNRS.
8Por outro lado, na linha de interações fora de ressonância, encontra-se a grande contribuição do grupo na

década de 90: a preparação de superposições de estados coerentes do campo (sistema mesoscópico) na cavidade
— como no paradoxo do(a) “gato(a) de Schrödinger” — e a observação de sua descoerência [38].
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4 O modelo de acoplamento linear

4.1 Apresentação do modelo

Nosso objeto de estudo para o que segue é um modelo de acoplamento linear entre um

oscilador harmônico, cuja coordenada é q0(t) e cuja freqüência natural é ω0, e N modos nor-

mais de um campo, descritos por coordenadas qk(t) e freqüências ωk, onde k = 1,2, . . . ,N. O

hamiltoniano quântico deste sistema é dado por:

H =
1
2

(
p0

2 +ω0
2 q0

2
)

+
1
2

N∑
k=1

(
pk

2 +ωk
2 qk

2
)

−q0

N∑
k=1

ckqk, (4.1)

É comum reescrever um hamiltoniano como (4.1) introduzindo operadores de criação, a †µ,

e aniquilação, aµ, de quanta de energia (cf. apêndice A). Neste modelo, tais operadores são

definidos como

q0 =

√
 h

2ω0

(
a †0 +a0

)
qk =

√
 h

2ωk

(
a †k+ak

)
p0 = i

√
 hω0

2

(
a †0 −a0

)
pk = i

√
 hωk

2

(
a †k−ak

)
.

Fazendo esta substituição em (4.1), temos:

H =  hω0

(
a †0 a0 +

I

2

)
+

N∑
k=1

 hωk

(
a †k ak+

I

2

)

−
 h
2

(
a †0 +a0

) N∑
k=1

ck√
ω0ωk

(
a †k+ak

)
=

=  hω0

(
a †0 a0 +

I

2

)
+

N∑
k=1

 hωk

(
a †k ak+

I

2

)

−
 h
2

N∑
k=1

ck√
ω0ωk

(
a †0 ak+a0 a †k+a0 ak+ a †0 a †k

)
. (4.2)
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Para N= 1, esperamos obter resultados similares aos do modelo de Jaynes-Cummings.

Os autoestados do hamiltoniano (4.1) na ausência de acoplamento, ou seja, para ck = 0 ∀k,

são estados de Fock |n0〉⊗ |n1〉⊗ |n2〉⊗· · ·⊗ |nN〉, onde n0 é o número de quanta de energia do

oscilador (n0 = 0 corresponde ao seu estado fundamental) e nk (k = 1,2, . . . ,N) é o número de

fótons no modo k. As funções de onda correspondentes são dadas por

Ψn0n1n2 ···nN(q0,q1,q2, . . . ,qN) = 〈q0|⊗〈q1|⊗〈q2|⊗·· ·⊗〈qN |n0〉⊗ |n1〉⊗ |n2〉⊗ · · ·⊗ |nN〉=

=

N∏
µ=0

〈qµ |nµ〉=

N∏
µ=0

ψnµ(qµ) , (4.3)

onde ψnµ(qµ) é dado por (A.15) na página 105.

Como o hamiltoniano (4.1) é quadrático nos momentos e não apresenta vı́nculos, po-

demos expressar o propagador do sistema como uma integral funcional sobre o espaço de

configurações:

K(XF,tF|XI,tI) =

∫
exp
(
i

 h

∫ tF
tI

L dt

) N∏
µ=0

D [qµ(t)] , (4.4)

onde a matriz X1×(N+1) tem entradas q0,q1,q2, . . . ,qN e L é a lagrangeana do modelo em

questão, dada por:

L =
1
2

(
q̇0

2 −ω0
2 q0

2
)

+
1
2

N∑
k=1

(
q̇k

2 −ωk
2 qk

2
)

+q0

N∑
k=1

ckqk. (4.5)

A lagrangeana (4.5) pode ser obtida a partir de um modelo de acoplamento linear entre o os-

cilador harmônico (q0(t) ,ω0) e um campo escalar não-massivo, estando o conjunto confinado

numa cavidade esférica de raio R, centrada na posição de equilı́brio do oscilador (cf. apêndice

B). Naquele caso, teremos:

ωk =
kπc

R
(4.6a)

ck = ηωk (4.6b)

η=

√
2πgc
R

, (4.6c)

onde g é a constante de acoplamento do modelo e c é a velocidade da luz no vácuo. Esta escolha

de parâmetros mostrar-se-á útil para cálculos no limite para N→∞.

A lagrangeana (4.5), por ser uma forma quadrática, pode ser reescrita na seguinte forma
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matricial:

L =
1
2

(
dX

dt

)T
dX

dt
−

1
2

XT KX, (4.7)

onde K(N+1)×(N+1) é dada por

K =



ω0
2 −c1 −c2 · · · −cN

−c1 ω1
2 0 · · · 0

−c2 0 ω2
2 · · · 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

−cN 0 0 · · · ωN
2


. (4.8)

Uma propriedade importante de K é a seguinte:

Teorema 4.1. O determinante de K vale:

detK =

[
ω0

2 −

N∑
`=1

(
c`

ω`

)2
]
N∏
k=1

ωk
2 . (4.9)

Para tanto, mostremos um resultado auxiliar:

Lema 4.1. Seja Kp o menor de ordem p+1, p6N, de K definido como:

Kp =



ω0
2 −c1 −c2 · · · −cp

−c1 ω1
2 0 · · · 0

−c2 0 ω2
2 · · · 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

−cp 0 0 · · · ωp
2


.

O determinante de Kp vale:

detKp =

[
ω0

2 −

p∑
`=1

(
c`

ω`

)2
]

p∏
k=1

ωk
2 .

Demonstração. Para p= 0, este resultado é imediato. Para qualquer outro p6N, mostremos o

resultado por indução:

detKp = ωp
2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ω0
2 −c1 −c2 · · · −cp−1

−c1 ω1
2 0 · · · 0

−c2 0 ω2
2 · · · 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

−cp−1 0 0 · · · ωp−1
2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+
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(−1)p+2 (−cp)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−c1 ω1
2 0 · · · 0

−c2 0 ω2
2 · · · 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

−cp−1 0 0 · · · ωp−1
2

−cp 0 0 · · · 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

= ωp
2

ω0
2 −

p−1∑
`=1

(
c`

ω`

)2
p−1∏
k=1

ωk
2 +(−1)p (−cp)(−1)p+1 (−cp)

p−1∏
j=1

ωj
2 =

=

ω0
2 −

p−1∑
`=1

(
c`

ω`

)2
 p∏
k=1

ωk
2 − cp

2
p−1∏
j=1

ωj
2 =

=

[
ω0

2 −

p∑
`=1

(
c`

ω`

)2
]

p∏
k=1

ωk
2 .

Demonstração do teorema 4.1. Tomando p=N no lema 4.1, obtemos o resultado (4.9).

4.2 Transformação para coordenadas normais

A lagrangeana (4.5) pode ser diagonalizada introduzindo coordenadas normaisQµ, que de-

notaremos coletivamente pela matriz Q, obtidas a partir da transformação ortogonal apropriada

T, cujas entradas denotaremos por tji:

X = TQ (4.10a)

T T KT =: D = diag
(
Ω0

2 ,Ω1
2 ,Ω2

2 , . . . ,ΩN 2
)

(4.10b)

Procedamos agora ao cálculo de T e das autofreqüências Ωr 2 (autovalores de K). Apli-

cando a transformação (4.10) a (4.5), obtemos:

L =
1
2

N∑
r=0

N∑
s=0

tr0 t
s
0

(
Q̇r Q̇s−ω0

2QrQs

)

+
1
2

N∑
k=1

N∑
r=0

N∑
s=0

[
trk t

s
k

(
Q̇r Q̇s−ωk

2QrQs

)
+ck (tr0 t

s
k+ trk t

s
0)QrQs

]
=

=
1
2

N∑
r=0

N∑
s=0

{(
tr0 t

s
0 +

N∑
k=1

trk t
s
k

)
︸ ︷︷ ︸

δrs

Q̇r Q̇s

+

[
−ω0

2 tr0 t
s
0 +

N∑
k=1

(
−ωk

2 trk t
s
k+ckt

r
0 t
s
k+ckt

r
k t
s
0

)]
QrQs

}
=
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=
1
2

{
N∑
r=0

Q̇r
2
−

N∑
r=0

N∑
s=0

[(
ω0

2 tr0 −

N∑
k=1

ck t
r
k

)
ts0 +

N∑
k=1

(
ωk

2 trk−ck t
r
0

)
tsk

]
QrQs

}
.

(4.11)

Para efetivarmos a diagonalização da lagrangeana, é necessário que o termo entre colchetes

em (4.11) seja reduzido a Ωr 2 δrs. Para tanto, a transformação T deve satisfazer às equações

ω0
2 tr0 −

N∑
k=1

ck t
r
k = Ωr

2 tr0 (4.12a)

ωk
2 trk−ck t

r
0 = Ωr

2 trk. (4.12b)

De (4.12b), obtemos:

trk =
ck

ωk 2 −Ωr
2 t
r
0 (4.13)

Por outro lado, como T é ortogonal, podemos escrever:

(tr0)
2 +

N∑
k=1

(trk)
2 = 1. (4.14)

Substituindo (4.13) em (4.14) e isolando tr0, obtemos:

tr0 =

1+

N∑
k=1

ck
2(

ωk 2 −Ωr
2
)2


−1/2

. (4.15)

A transformação T fica então completamente determinada pelas expressões (4.13) e (4.15),

bem como pela equação das autofreqüências Ωr, que encontraremos a seguir.

4.3 A equação das autofreqüências

Substituindo (4.13) em (4.12a) e cancelando tr0 — que é estritamente não-nulo — nos dois

membros, encontramos a seguinte equação em Ω2,

ω0
2 −Ω2 =

N∑
k=1

ck
2

ωk 2 −Ω2 , (4.16)
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cujas raı́zes são as autofreqüências Ω0,Ω1,Ω2, . . . ,ΩN. Introduzindo o seguinte parâmetro:

ω0
2 = ω0

2 −

N∑
k=1

(
ck

ωk

)2
, (4.17)

podemos escrever (4.16) de outro modo:

ω0
2 −Ω2 =

N∑
k=1

(
ck

2

ωk 2 −Ω2 −
ck

2

ωk 2

)
=

=Ω2
N∑
k=1

ck
2

ωk 2
(
ωk 2 −Ω2

) . (4.18)

Com a definição (4.17), obtemos, de (4.9), uma relação muito importante entre as auto-

freqüências Ω0,Ω1,Ω2, . . . ,ΩN e as freqüências ω0,ω1,ω2, . . . ,ωN, a saber:

N∏
µ=0

ωµ =

N∏
r=0

Ωr. (4.19)

Façamos uma breve discussão sobre as possibilidades para as autofreqüências:

1. Se ω0
2 > 0, então a equação (4.18) admite apenas raı́zes não-negativas1. Em particular,

se ω0
2 > 0, então teremos apenas raı́zes estritamente positivas e neste caso, o sistema

oscila harmonicamente em todos os seus modos.

2. Por outro lado, se ω0
2 < 0, a equação (4.18) possui uma única raiz negativa. Para com-

provar esta afirmação, introduzamos, para simplificar a notação, a seguinte função:

B
(
Ω2
)

= ω0
2 −Ω2

[
1+

N∑
k=1

ck
2

ωk 2
(
ωk 2 −Ω2

)] . (4.20)

De imediato, verificamos que

B(0) = ω0
2 < 0, por hipótese (4.21)

lim
Ω2→+∞B

(
Ω2
)

= −∞ (4.22)

lim
Ω2→−∞B

(
Ω2
)

= +∞. (4.23)

De (4.21), (4.22) e (4.23), concluı́mos que B possui pelo menos uma raiz negativa. Para

1Com efeito, se supusermosΩ2 < 0, veremos que o segundo membro de (4.18) é negativo, enquanto o primeiro
membro, não. Logo, Ω2 < 0 não pode ser raiz da equação.
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verificarmos que ela é única, analisemos a derivada de B:

dB

dΩ2 = −1−

N∑
`=1

c`
2

ω` 2
(
ω` 2 −Ω2

) −Ω2
N∑
k=1

ck
2

ωk 2
(
ωk 2 −Ω2

)2 =

= −1−

N∑
k=1

ck
2(

ωk 2 −Ω2
)2 < 0, ∀Ω2.

Logo, a função B é monotonicamente descrescente e, portanto, possui uma única raiz.

O caso 2 não nos interessa, pois não admite estados estacionários. Assim, daqui para frente,

assumiremos ω0 =

√
ω0

2 −
∑N
k=1 (ck/ωk)

2
> 0 para garantir que todas as autofreqüências se-

jam estritamente positivas.

Um último ponto a ser levantado aqui diz respeito à convergência da equação (4.18) no li-

mite para N→∞, que está condicionada à forma das constantes de acoplamento c1,c2, . . . ,cN.

Há uma discussão sobre isso (§II da referência [41]) para o caso em que essas constantes assu-

mem uma forma geral do tipo ck = η ωk
n. Nessa discussão, é mostrado que, para n> 1, faz-se

necessária uma renormalização na freqüência ω0 do oscilador para eliminar as divergências

na equação das autofreqüências. No entanto, essa freqüência renormalizada coincide com ω0,

definida em (4.17), apenas no caso n= 1, que nos remete imediatamente a (4.6b) na página 65.

Para o que segue, consideraremos apenas o caso ck = ηωk.

4.4 A representação quântica das coordenadas normais

O operador hamiltoniano do sistema, na representação das coordenadas (e momentos) nor-

mais, se escreve como

Hc =
1
2

N∑
r=0

(
Pr

2 +Ωr
2 Qr

2
)

,

ou ainda, em termos de operadores de criação e aniquilação coletivos,

Ar =
1√

2  hΩr
(ΩrQr+ iPr)

A †
r =

1√
2  hΩr

(ΩrQr− iPr) ,
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se expressa como

Hc =

N∑
r=0

 hΩr

(
A †
rAr+

I

2

)
. (4.24)

Identificamos, de (4.24), que os estados estacionários do sistema (autoestados de Hc), são

estados de Fock coletivos, que denotaremos por |N0〉c⊗ |N1〉c⊗ |N2〉c⊗·· ·⊗ |NN〉c. As funções

de onda correspondentes a tais estados são dadas por produtos de funções do tipo (A.15) na

página 105 com b=Ωr:

ΦN0N1N2 ···NN(Q0,Q1,Q2, . . . ,QN) =

N∏
r=0

(
Ωr

π  h

)1/4 HNr

(√
Ωr
 h Qr

)
√

2NrNr!
exp

(
−
Ωr Qr

2

2  h

)
,

(4.25)

cujas respectivas autoenergias são

EN0N1N2 ···NN =

N∑
r=0

 hΩr

(
Nr+

1
2

)
. (4.26)

Aplicando a transformação T ao propagador do sistema, dado por (4.4), obtemos

K(QF,tF|QI,tI) =

N∏
r=0

∫
exp
(
i

2  h

∫ tF
tI

(
Q̇r

2
−Ωr

2 Qr
2dt
))

D [Qr(t)] . (4.27)

Substituindo o resultado para o propagador de um oscilador harmônico unidimensional

(2.35) em (4.27), vem

K(QF,tF|QI,tI) =

N∏
r=0

{√
Ωr

2πi  h sen[Ωr (tF− tI)]

×exp
(

iΩr

2  h sen[Ωr (tF− tI)]

{(
QrI

2 +QrF
2
)

cos[Ωr (tF− tI)]−2QrIQrF
})}

. (4.28)

4.5 As autofreqüências e a matriz de transformação em al-
guns casos particulares

Para concluir este capı́tulo, vamos calcular explicitamente a matriz de transformação e as

autofreqüências do modelo para dois casos particulares: o caso N = 1, por sua simplicidade

e proximidade ao modelo de Jaynes-Cummings, e o caso N→ ∞, que será útil no final do

capı́tulo 5.
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4.5.1 Caso N = 1

A situação mais simples para o modelo em questão se dá quando N = 1, ou seja, quando

o oscilador está acoplado a um único modo normal do campo. Neste caso, a lagrangeana (4.5)

fica reduzida a

L =
1
2

[
q̇0

2 +
(
ω0

2 +η2
)
q0

2
]
+

1
2

(
q̇1

2 +ω1
2 q1

2
)

+ηω1q0q1. (4.29)

A equação das autofreqüências (4.18) se escreve como:

ω0
2 +η2 −Ω2 −

η2 ω1
2

ω1
2 −Ω2 = 0 ⇐⇒

⇐⇒ Ω4 −
(
ω0

2 +η2 +ω1
2
)
Ω2 +ω0

2 ω1
2 = 0,

cujas soluções são

Ω0 =

√√√√ω0
2 +η2 +ω1

2

2
−

√(
ω0

2 +η2 +ω1
2

2

)2

−ω0
2 ω1

2 (4.30a)

Ω1 =

√√√√ω0
2 +η2 +ω1

2

2
+

√(
ω0

2 +η2 +ω1
2

2

)2

−ω0
2 ω1

2. (4.30b)

A matriz de transformação para coordenadas normais, dada por (4.13) e (4.15), por sua vez,

se escreve da seguinte forma:

T =



ω1
2 −Ω0

2√(
ω1

2 −Ω0
2
)2

+η2 ω1
2

ω1
2 −Ω1

2√(
ω1

2 −Ω1
2
)2

+η2 ω1
2

ηω1√(
ω1

2 −Ω0
2
)2

+η2 ω1
2

ηω1√(
ω1

2 −Ω1
2
)2

+η2 ω1
2


, (4.31)

onde Ω0 e Ω1 são dadas por (4.30a) e (4.30b), respectivamente. Note que, como T é ortogonal,

devemos ter t00 = t11 e t10 = −t01.

4.5.2 Caso N → ∞
Supondo que os parâmetros do modelo sejam dados por (4.6), é possı́vel calcular o segundo

membro da equação (4.18) no limite para N→∞, com o auxı́lio da seguinte fórmula:

∞∑
k=1

1
k2 −x2 =

1−πx cotg(πx)

2x2 . (4.32)
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Com efeito, introduzindo (4.32) em (4.18), onde πx= RΩr/c, vem:

ω0
2 −Ωr

2 = η2
∞∑
k=1

Ωr
2

ωk 2 −Ωr
2 =

η2

2

[
1−

RΩr

c
cotg

(
RΩr

c

)]
,

ou ainda,

cotg
(
RΩr

c

)
=

2cΩr
Rη2 +

c

RΩr

(
1−

2ω0
2

η2

)
=

=
Ωr

πg
+

c

RΩr

(
1−

Rω0
2

πgc

)
. (4.33)

É possı́vel ainda calcular, no limite para N→∞, o termo tr0 em (4.15). Para tanto, basta

notarmos que

F(Ωr) :=

∞∑
k=1

ωk
2(

ωk 2 −Ωr
2
)2 =

∞∑
k=1

1
ωk 2 −Ωr

2 +
Ωr

2
d

dΩ

( ∞∑
k=1

1
ωk 2 −Ω2

)∣∣∣∣∣
Ω=Ωr

. (4.34)

Substituindo (4.32) em (4.34), temos:

F(Ωr) =
1

2Ωr 2

[
1−

RΩr

c
cotg

(
RΩr

c

)]
+
Ωr

2
d

dΩ

[
1

2Ωr 2 −
R

2cΩr
cotg

(
RΩr

c

)]∣∣∣∣
Ω=Ωr

=

= −
R

4cΩr
cotg

(
RΩr

c

)
+

(
R

2c

)2[
1+cotg2

(
RΩr

c

)]
. (4.35)

Subtituindo (4.33) em (4.35) e fazendo alguma simplificação, vem:

F(Ωr) =
1

2η2 +
R2

4c2 −
2ω0

2

η4 −
ω0

2

2η2 Ωr
2 +

ω0
4

η4 Ωr
2 +

Ωr
2

η4 . (4.36)

Introduzindo (4.36) em (4.15) e fatorando, obtemos finalmente:

lim
N→∞tr0 =

[
3
2

+
R2η2

4c2 −
2ω0

2

η2 −
ω0

2

2Ωr 2 +
ω0

4

η2 Ωr
2 +

Ωr
2

η2

]−1/2

= (4.37)

=Ωr

[
1
η2

(
ω0

2 −Ωr
2
)2

+
1
2

(
3Ωr 2 −ω0

2
)

+
R2η2

4c2 Ωr
2
]−1/2

=

=Ωr

[
R

2πgc

(
ω0

2 −Ωr
2
)2

+
1
2

(
3Ωr 2 −ω0

2
)

+
πgR

2c
Ωr

2
]−1/2

. (4.38)

As entradas trk (k= 1,2, . . .) de T são obtidas substituindo (4.38) em (4.13):

lim
N→∞trk =

ηωkΩr

ωk 2 −Ωr
2

[
1
η2

(
ω0

2 −Ωr
2
)2

+
1
2

(
3Ωr 2 −ω0

2
)

+
R2η2

4c2 Ωr
2
]−1/2

. (4.39)
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5 Formulação das coordenadas vestidas

5.1 O problema da estabilidade do vácuo e a aproximação de
onda girante

Recordando o que foi visto na seção 3.3, no modelo de Jaynes-Cummings, o hamiltoniano

do sistema era dado por

H =  hω0 |e〉〈e|+  hω
(

a † a+
I

2

)
+HRWA +H ′, (3.30)

onde

HRWA := g
(
|e〉〈g|a+ |g〉〈e| a †

)
H ′ := g

(
|g〉〈e|a+ |e〉〈g| a †

)
.

Um fato importante a ser observado aqui é que o estado |g〉⊗ |0〉, que corresponde ao es-

tado fundamental do sistema sem interação, é autoestado do hamiltoniano com interação —

e, portanto, estável — na aproximação de onda girante, mas não no caso geral, uma vez que

HRWA |g〉⊗ |0〉= 0, mas H ′ |g〉⊗ |0〉 6= 0. Ora, a instabilidade do estado |g〉⊗ |0〉 significaria que,

em princı́pio, de acordo com (3.30), fótons poderiam ser “criados do nada”, o que contradiz a

experiência.

A resposta para este aparente paradoxo é que o estado |g〉 ⊗ |0〉 não é o verdadeiro es-

tado fundamental (vácuo) do sistema interagente, cujo hamiltoniano é (3.30). Não obstante,

no domı́nio de validade da aproximação de onda girante, o estádo de vácuo do sistema pode

ser descrito aproximadamente por |g〉⊗ |0〉. Ecnontrar a expressão para o verdadeiro estado

fundamental do sistema no modelo de Jaynes-Cummings sem a RWA pode não ser uma tarefa

fácil — para tanto, talvez tenhamos de recorrer a expansões perturbativas no termo H ′.

Consideremos agora o hamiltoniano (4.24) na página 71, do modelo que estamos estudando.

A experiência nos diz que, se o estado do sistema for |n〉⊗ |0〉⊗ |0〉⊗ · · ·⊗ |0〉, este é instável,
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sendo que o oscilador pode, eventualmente, decair para estados menos excitados, distribuindo

a energia liberada entre os modos do campo (emissão espontânea). Podemos tentar descrever

este processo introduzindo os termos de acoplamento entre o átomo e os modos do campo que

figuram em (4.1).

Procedendo assim, a instabilidade do estado |n〉⊗ |0〉⊗ |0〉⊗ · · ·⊗ |0〉 fica evidente — pois

este já não é mais autoestado do hamiltoniano completo —, mas surge um impasse: o estado de

vácuo, descrito por |0〉⊗ |0〉⊗ |0〉⊗ · · ·⊗ |0〉, ou seja, o oscilador em seu estado fundamental e o

campo em seu estado de vácuo, também é instável. Portanto, surge aqui a mesma inconsistência

comentada para o modelo de Jaynes-Cummings.

Para corrigir este problema sem abandonar completamente o modelo, a primeira providên-

cia que poderı́amos tomar é fazer a aproximação de onda girante, desprezando os dois últimos

termos dentro do somatório em (4.2). Fazendo isto, no entanto, acabamos limitando a apli-

cabilidade do modelo a um domı́nio em que a aproximação de onda girante seja válida —

paralelamente, no modelo de Jaynes-Cummings, a aproximação de onda girante é válida para

um campo quase-ressonante com a transição atômica.

A motivação para introduzir as coordenadas vestidas consiste, justamente, em resolver este

impasse: como modificar o problema, sem a necessidade da aproximação de onda girante, para

que o estado de vácuo — ou melhor dizendo, aquilo que esperamos ser o estado de vácuo – do

sistema seja estável?

5.2 Proposição das coordenadas vestidas

Para resolver o problema da estabilidade de vácuo discutido anteriormente, Malbouisson et

al. propuseram as chamadas coordenadas vestidas1 [2, 41, 42], ou renormalizadas2 [43, 44].

Aqui, as duas denominações serão tratadas como sinônimos.

A proposta consiste no seguinte. Partindo da hipótese inicial de que as coordenadas nor-

mais (coletivas) provêm uma representação quântica correta para o modelo, buscaremos um

novo conjunto de coordenadas, as coordenadas vestidas, denotadas aqui por q0,q1,q2, . . . ,qN,

que descreva corretamente, no lugar das coordenadas originais q0,q1,q2, . . . ,qN, os estados in-

dividuais do oscilador e do campo. Concomitantemente, nesta nova representação, o estado

de vácuo deve ser autoestado do hamiltoniano completo (i.e., com os termos de interação) do

sistema. Desse modo, interpretaremos as coordenadas q0,q1,q2, . . . ,qN como as verdadeiras

1Não confundir com a idéia de átomo vestido, mencionada na seção 3.3.
2Por analogia aos métodos de renormalização em Teoria Quântica de Campos.
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coordenadas fı́sicas que descrevem o oscilador e o campo, se estes interagem entre si de acordo

com o modelo de acoplamento linear.

Nesta nova representação, identificada pelo subscrito d, os estados que descrevem separa-

damente o oscilador e o campo são estados de Fock |n0〉d⊗ |n1〉d⊗ |n2〉d⊗ ·· ·⊗ |nN〉d. Para

tal estado, temos o oscilador em seu estado n0-excitado e cada modo normal k = 1,2, . . . ,N do

campo com nk fótons.

Analisando o hamiltoniano (4.1), vemos que os parâmetros do modelo que caracterizam

individualmente o oscilador e o campo são as freqüências ω0,ω1,ω2, . . . ,ωN. Assim, gos-

tarı́amos que a função de onda associada ao estado |n0〉d⊗ |n1〉d⊗ |n2〉d⊗ ·· ·⊗ |nN〉d seja da

seguinte forma:

〈q0|d ⊗ 〈q1|d ⊗ 〈q2|d ⊗·· ·⊗ 〈qN |n0〉d d⊗ |n1〉d⊗ |n2〉d⊗·· ·⊗ |nN〉d =

N∏
µ=0

〈
qµ
∣∣nµ〉d d

=

=

N∏
µ=0

ψnµ
(
qµ
)

=: Ψn0n1n2 ···nN(q1,q2, . . . ,qN) , (5.1a)

onde ψnµ
(
qµ
)

são dadas por (A.15) na página 105 com3 b=ωµ:

ψnµ
(
qµ
)

=
(ωµ
π  h

)1/4 Hnµ

(√
ωµ
 h qµ

)
√

2nµnµ!
exp

(
−
ωµ qµ

2

2  h

)
. (5.1b)

5.3 Determinação das coordenadas vestidas

As coordenadas vestidas são determinadas impondo-se as seguintes condições:

• a função de onda do vácuo do sistema, Ψ000 ···0(q0,q1,q2, . . . ,qN) deve

– ser uma das autofunções do hamiltoniano do sistema;

– corresponder a um estado de energia mı́nima;

• na ausência de acoplamento (η = 0), as coordenadas vestidas devem convergir para as

coordenadas originais.

Estas condições são satisfeitas impondo-se que as funções de vácuo das famı́lias (4.25) e

(5.1) sejam, ao menos, proporcionais entre si, i.e.,

Ψ000 ···0(q1,q2, . . . ,qN)∝Φ000 ···0(Q1,Q2, . . . ,QN) ⇐⇒

3Note que usaremos o parâmetro ω0 (e não ω0) para rotular a função de onda referente ao oscilador.
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⇐⇒ exp

−
1

2  h

N∑
µ=0

ωµ qµ
2

∝ exp

(
−

1
2  h

N∑
r=0

Ωr Qr
2

)
⇐⇒

⇐⇒
N∑
µ=0

ωµ qµ
2 =

N∑
r=0

Ωr Qr
2 +A, (5.2)

onde A é uma constante, que podemos tomar igual a 0, sem perda de generalidade. Definindo

matrizes diagonais de ordem N+1, Dω e DΩ, cujos autovalores sejam, respectivamente, √ωµ
e
√
Ωr, bem como uma matriz X(N+1)×1, cujas entradas sejam q0,q1,q2, . . . ,qN, podemos rees-

crever (5.2), na forma matricial, como

X
T
DωDωX = QT DΩDΩQ. (5.3)

A igualdade (5.3) é satisfeita se DωX e DΩQ estiverem relacionadas por uma transforma-

ção ortogonal M:

DωX = MDΩQ ⇐⇒ X = Dω
−1 MDΩQ. (5.4)

Lembrando que, na ausência de acoplamento, as coordenadas originais, normais e vestidas

devem coincidir, vemos que existe uma restrição sobre a escolha da transformação M, a saber:

naquelas condições, esta deve convergir para uma identidade. Qualquer transformação do tipo

UT U−1 ou U T −1 U−1, onde U é uma matriz ortogonal, atende a essas exigências. Por uma

questão de simplicidade — e respeitando a analogia entre as novas coordenadas X e as anti-

gas X — escolheremos M = T. Substituindo em (5.4), chegamos a uma transformação, que

denotaremos como T, relacionando diretamente as coordenadas normais e vestidas:

Q = T
−1

X; T = Dω
−1 TDΩ. (5.5)

Podemos interpretar T como uma versão “corrigida” da transformação T, “correção” esta

necessária para obtermos as coordenadas vestidas que resolvem o nosso paradoxo. Uma con-

seqüência imediata de (4.19) e da ortogonalidade de T é a seguinte:detDΩ = detDω

detT = 1
=⇒ detT = 1,

ou seja, a transformação T deixa invariante a medida de integração funcional. No entanto, T

não é uma transformação ortogonal — com efeito, T T
T

= Dω
−1 T DΩ

2 T −1 Dω
−1 =: C = CT
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difere da matriz identidade. Denotaremos as entradas da matriz C recém-definida como

Cµν =
1

√
ωµων

N∑
r=0

Ωr t
µ
r t
ν
r (5.6)

e as de sua inversa C−1, por

Zµν =
√
ωµων

N∑
r=0

t
µ
r t
ν
r

Ωr
. (5.7)

Com essa definição de C, obtemos a seguinte relação auxiliar:

T
−T

D T
−1

= Dω T −1 DΩ
−1 DΩ

4 DΩ
−1 TDω =

= Dω

(
Dω Dω

−1
)

T −1 DΩ
2 T
(

Dω
−1 Dω

)
Dω =

= Dω
2
(

Dω
−1 T −1 DΩ

2 T Dω
−1
)

Dω
2 =

= Dω
2 C Dω

2 , (5.8)

onde T
−T é uma notação abreviada para

(
T
T
)−1

— que, por sua vez, é igual a
(

T
−1
)T

.

Substituindo X = T T
−1

X na expressão (4.4) e utilizando (5.8), podemos escrever:

K
(
XF,tF|XI,tI

)
=

∫
exp

(
i

2  h

∫ tF
tI

[(
dX

dt

)T
T

−T
T

−1 dX

dt
− X

T
T

−T
D T

−1
X

]
dt

)
D
[
X(t)

]
=

=

∫
exp

(
i

2  h

∫ tF
tI

[(
dX

dt

)T
C−1 dX

dt
− X

T
D2
ωCD2

ωX

]
dt

)
D
[
X(t)

]
=

=

∫
exp

 i

2  h

∫ tF
tI

N∑
µ=0

N∑
ν=0

[
Zµν q̇µ q̇ν−Cµνωµωνqµqν

]
dt

 N∏
µ=0

D
[
qµ(t)

]
.

(5.9)

Aplicando a transformação (5.5) diretamente em (4.28), obtemos a seguinte expressão para

o propagador do sistema:

K
(
XF,tF|XI,tI

)
= lim
N→∞

N∏
r=0

{
ωr

2πi  h sen[Ωr (tF− tI)]

}1/2

×exp

 i

2  h

N∑
s=0

N∑
µ=0

N∑
ν=0

√
ωµων t

µ
s t
ν
s

sen[Ωr (tF− tI)]

{(
qµFqνF+qµIqνI

)
cos[Ωs (tF− tI)]−2qµFqνI

}
(5.10)
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Observando a forma de (5.9), identificamos que a lagrangeana do sistema, escrita em termos

de coordenadas vestidas, é dada por:

Ld

(
X,
dX

dt

)
=

1
2

[(
dX

dt

)T
C−1 dX

dt
− X

T
Dω

2 C Dω
2 X

]
=

=
1
2

N∑
µ=0

N∑
ν=0

[
Zµν q̇µ q̇ν−Cµνωµωνqµqν

]
. (5.11)

O momento canonicamente conjugado à coordenada qµ pode ser obtido de (5.11) como

pµ =
∂Ld

∂q̇µ
=

N∑
ν=0

Zµν q̇ν, (5.12)

Podemos inverter a relação (5.12), obtendo:

q̇µ =

N∑
ν=0

Cµνpν. (5.13)

Assim, com o auxı́lio de (5.13), podemos calcular a transformada de Legendre de (5.11),

obtendo a hamiltoniana do sistema em coordenadas vestidas:

Hd =

N∑
µ=0

pµ q̇µ−Ld =

N∑
µ=0

pµ q̇µ−
1
2

N∑
µ=0

N∑
ν=0

Zµν q̇ν︸ ︷︷ ︸
pµ

q̇µ+
1
2

N∑
µ=0

N∑
ν=0

Cµνωµωνqµqν =

=
1
2

N∑
µ=0

pµ q̇µ+
1
2

N∑
µ=0

N∑
ν=0

Cµνωµωνqµqν =

=
1
2

N∑
µ=0

N∑
ν=0

Cµν
(
pµpν+ωµωνqµqν

)
. (5.14)

O operador hamiltoniano correspondente a Hd na representação das coordenadas vestidas

se escreve, então, como

Hd =
1
2

N∑
µ=0

N∑
ν=0

Cµν
(
pµpν+ωµωνqµqν

)
. (5.15)

Introduzindo operadores de criação, a †µ, e aniquilação, aµ, nessa representação, o hamilto-

niano (5.15) se escreve como

Hd =
1
2

N∑
µ=0

N∑
ν=0

Cµν

[
−

√
ωµων

2

(
a †µ−aµ

)(
a †ν−aν

)
+

√
ωµων

2

(
a †µ+aµ

)(
a †ν+aν

)]
=
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=
1
2

N∑
µ=0

N∑
ν=0

Cµν
√
ωµων

(
a †µaν+aµ a †ν

)
=

1
2

N∑
µ=0

N∑
ν=0

N∑
r=0

 hΩr tµr t
ν
r

(
a †µaν+aµ a †ν

)
=

=

N∑
r=0

 hΩr


N∑
µ=0

[
(tµr )

2 a †µaµ+
∑
ν<µ

tµr t
ν
r

(
a †µaν+aµ a †ν

)]
+

I

2

 . (5.16)

Fica evidente aqui, com a expressão (5.16), que o estado de vácuo, na representação de

coordenadas vestidas, |0〉d⊗ |0〉d⊗ ·· · ⊗ |0〉d, é um autoestado do hamiltoniano completo do

sistema e, portanto, estacionário, precisamente como buscávamos. É nessa representação que

devemos, portanto, calcular amplitudes e probabilidades de transição, por exemplo. Isto será

feito a seguir.

5.4 Cálculo das amplitudes de transição

Seja o estado inicial do sistema, no instante t = 0, dado por |M〉d :=
⊗N
µ=0 |mµ〉d. Qual é

a amplitude de probabilidade de o sistema ser encontrado, num instante t arbitrário, no estado

|N〉d :=
⊗N
ν=0 |nν〉d? Tal amplitude, que denotaremos por A0:n0 1:n1 ···N:nN

0:m0 1:m1 ···N:mN
(t), é dada por

A0:n0 1:n1 ···N:nN
0:m0 1:m1 ···N:mN

(t) =

〈
N

∣∣∣∣exp
(
it

 h
H

)∣∣∣∣M〉
d d

. (5.17)

Introduzindo duas decomposições da identidade em termos de autoestados de posição em

coordenadas vestidas, que denotaremos coletivamente por X e Y, podemos reescrever (5.17)

como

A0:n0 1:n1 ···N:nN
0:m0 1:m1 ···N:mN

(t) =

∫ 〈
N
∣∣Y〉

d d

〈
Y

∣∣∣∣exp
(
it

 h
H

)∣∣∣∣X〉
d d

〈
X
∣∣M〉

d d
dXdY =

=

∫( N∏
ν=0

ψnν(yν)

)
K
(
Y,t
∣∣X,0

) N∏
µ=0

ψmµ(xµ)

dXdY. (5.18)

onde ψmµ(xµ) e ψnν(yν) são dadas por (A.15) na página 105 e K(y,t |x,0) é dado por (5.10).

Calculemos inicialmente as amplitudes de transição do tipo A0:0 ··· µ:0 ···ν:n ···N:0
0:0 ··· µ:m ···ν:0 ···N:0(t), que de-

notaremos abreviadamente por Aµ:0 ν:n
µ:mν:0 (t). Neste caso, teremos:

〈
X
∣∣M〉

d d
=

[
N∏
α=0

(ωα
π  h

)1/4
]
Hm

(√
ωµ
 h xµ

)
√

2mm!
exp

−
1
2

N∑
β=0

ωβ
 h
xβ

2

 (5.19a)

〈
Y
∣∣N〉

d d
=

[
N∏
α=0

(ωα
π  h

)1/4
]
Hn

(√
ων
 h yν

)
√

2nn!
exp

−
1
2

N∑
β=0

ωβ
 h
yβ

2

 . (5.19b)
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Substituindo (5.19) em (5.18) e fazendo a transformação (5.5) para coordenadas normais,

vem:

Aµ:0 ν:n
µ:mν:0 (t) =

(
N∏
α=0

√
ωα

π  h

)
1√

2m+nm!n!

∫
exp

(
N∑
r=0

−
Ωr

2  h

(
Xr

2 + Yr
2
))
K(Y,t |X,0)

×Hn

(
N∑
r=0

√
Ωr
 h
Yr

)
Hm

(
N∑
s=0

√
Ωs
 h
Xs

)
dXdY, (5.20)

onde K(Y,t |X,0) é dado por (4.28). Calculemos os dois primeiros termos da integral em (5.20):

exp

(
N∑
r=0

−
Ωr

2  h

(
Xr

2 + Yr
2
))
K(Y,t |X,0) =

=

(
N∏
r=0

√
Ωr

2πi  h sen(Ωr t)

)
exp

(
N∑
r=0

[
i cos(Ωr t)
sen(Ωr t)

−1
]
Ωr

2  h

(
Xr

2 + Yr
2
)

−

N∑
s=0

Ωs
 h

XsYs

sen(Ωs t)

)
=

=

(
N∏
r=0

√
Ωr

2πi  h sen(Ωr t)

)
exp

 N∑
r=0

Ωr

[
ieiΩr t

(
Xr

2 + Yr
2
)

−2XrYr
]

2  h sen(Ωr t)

 . (5.21)

Substituindo (5.21) em (5.20) e fazendo a mudança de variáveis χr =

√
Ωr
 h Yr, ξr =

√
Ωr
 h Xr,

obtemos, com o auxı́lio de (4.19):

Aµ:0 ν:n
µ:mν:0 (t) =

[
N∏
r=0

1
π
√

2 i sen(Ωr t)

]
1√

2m+nm!n!

×
∫
Hn

(
N∑
r=0

trνχr

)
exp

(
i

2

N∑
r=0

eiΩr t

sen(Ωr t)
χr

2

)
Fµ(χ0,χ1,χ2, . . . ,χN,t)

N∏
r=0

dχr, (5.22)

onde

Fµ(χ0,χ1,χ2, . . . ,χN,t) =

∫
Hm

(
N∑
s=0

tsµξs

)
exp

(
i

2

N∑
r=0

eiΩr t ξr
2 −2χrξr

sen(Ωr t)

)
N∏
s=0

dξs =

=Hm

(
N∑
s=0

tsµ i sen(Ωs t)
∂

∂χs

)[∫
exp

(
i

2

N∑
r=0

eiΩr t ξr
2 −2χrξr

sen(Ωr t)

)
N∏
s=0

dξs

]
. (5.23)

Calculando as integrais gaussianas em (5.23), obtemos

Fµ(χ,t) =

[
N∏
r=0

√
2πi sen(Ωs t)

e
i
2Ωs t

]

×Hm

(
N∑
s=0

tsµ i sen(Ωs t)
∂

∂χs

)[
exp

(
−
i

2

N∑
r=0

e−iΩr t

sen(Ωr t)
χr

2

)]
. (5.24)
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Utilizando a identidade (40) de [45],

Hn

(
N∑
r=0

trµ zr

)
= n!

∑
l∈Λ[n]

N∏
r=0

[(
trµ
)lr
lr!

Hlr(zr)

]

Λ[n] :=

{
(l0, l1, l2, . . . , lN) ∈NN+1

∣∣∣∣∣
N∑
r=0

lr = n

}
,

e substituindo (5.24) em (5.22), vem:

Aµ:0 ν:n
µ:mν:0 (t) = π−(N+1)/2 e−

i
2
∑N
r=0Ωr t

√
m!n!
2m+n

∑
s∈Λ[m]

∑
l∈Λ[n]

N∏
r=0

[
(trν)

lr
(
trµ
)sr

lr!sr!
Ilr sr

]
, (5.25)

onde

Ilr sr :=

∫
exp
(
ieiΩr t χr

2

2 sen(Ωr t)

)
Hlr(χr)Hsr

(
i sen(Ωr t)

∂

∂χr

)[
exp
(

−
ie−iΩr t χr

2

2 sen(Ωr t)

)]
dχr =

=

∫
e−χr

2
Hlr(χr)

{
exp
(
ie−iΩr t χr

2

2 sen(Ωr t)

)
Hsr

(
i sen(Ωr t)

∂

∂χr

)[
exp
(

−
ie−iΩr t χr

2

2 sen(Ωr t)

)]}
dχr.

(5.26)

Repetindo os cálculos acima, mas integrando primeiro nas coordenadas χ, obterı́amos um

resultado análogo a (5.25), mas com Ilr sr substituı́da por

I ′lr sr :=

∫
e−ξr

2
Hsr(ξr)

×

{
exp

(
ie−iΩr t ξr

2

2 sen(Ωr t)

)
Hlr

(
i sen(Ωr t)

∂

∂ξr

)[
exp

(
−
ie−iΩr t ξr

2

2 sen(Ωr t)

)]}
dξr. (5.27)

Como o resultado final deve ser indenpendente da ordem de integração, concluı́mos que

Ilr sr = I ′lr sr . Por outro lado, comparando (5.26) e (5.27), concluı́mos que Ilr sr = Isr lr .

Para calcular Ilr sr , valemo-nos do teorema A.1 na página 104. As expressões entre chaves

em (5.26) e (5.27) são polinômios de grau sr em χr e ξr, respectivamente. Se lr > sr, teremos,

por teorema A.1, que Ilr sr = 0. Por outro lado, como Ilr sr = Isr lr , concluı́mos que, para lr < sr,

também teremos Ilr sr = 0. Assim, a única integral não-nula é aquela em que lr = sr.

Ainda valendo-se do teorema A.1, vemos que o único termo entre chaves em (5.26) cuja

contribuição é não-nula é o de grau máximo. Uma vez que o monômio de maior grau emHn(x),

de acordo com o corolário A.1, é (2x)n, temos:

Ilr sr = [2 i sen(Ωr t)]
sr

∫
e−χr

2
Hlr(χr)exp

(
ie−iΩr t χr

2

2 sen(Ωr t)

)
∂sr

∂χr
sr

exp
(

−
ie−iΩr t χr

2

2 sen(Ωr t)

)
dχr =
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= [2 i sen(Ωr t)]
sr

(√
−

ie−iΩr t

2 sen(Ωr t)

)sr ∫
e−χr

2
Hlr(χr)Hsr

(√
ie−iΩr t

2 sen(Ωr t)
χr

)
dχr =

= e−isrΩr t2sr
∫
e−χr

2
Hlr(χr) χr

sr dχr =

= e−isrΩr t2sr sr!
√
πδlr sr . (5.28)

onde, na segunda e terceira passagens, utilizamos a seguinte propriedade, obtida a partir do

lema A.1:

eax
2
(
d

dx

)n
e−ax

2
=
(
−
√
a
)n
Hn
(√
ax
)

∼ (−2a)n xn.

Substituindo (5.28) em (5.25), obtemos:

Aµ:0 ν:n
µ:mν:0 (t) = e−

i
2
∑N
r=0Ωr t

√
m!n!
2m+n

∑
Λ[m]

∑
Λ[n]

N∏
r=0

[
(trν)

lr
(
trµ
)sr

lr!
2sr e−iΩr sr t δlr sr

]
.

Na equação acima, temos deltas de Kronecker dentro de um produtório. Este, portanto,

será nulo a menos que lr = sr para todo r, o que implica, nesta mesma equação, n=
∑N
r=0 lr =∑N

r=0 sr =m. Em suma, Aµ:0 ν:n
µ:mν:0 (t) = 0 se n 6=m, enquanto que, para n =m, teremos, utili-

zando mais uma vez a identidade (40) de [45]:

Aµ:0 ν:n
µ:n ν:0 (t) = exp

(
−
i

2

N∑
r=0

Ωr t

)
n!
2n

∑
Λ[n]

N∏
r=0

[(
trµ t

r
ν e

−iΩr t
)lr

lr!
2lr
]

=

= exp

(
−
i

2

N∑
r=0

Ωr t

)
n!
2n

2n
∑
Λ[n]

N∏
r=0

[(
trµ t

r
ν e

−iΩr t
)lr

lr!

]
=

= exp

(
−
i

2

N∑
r=0

Ωr t

)
n!

∑
Λ[n]

N∏
r=0

[(
trµ t

r
ν e

−iΩr t
)lr

lr!

]
︸ ︷︷ ︸

=

= exp

(
−
i

2

N∑
r=0

Ωr t

)(
N∑
r=0

trµ t
r
ν e

−iΩr t

)n
,

ou, de modo mais sucinto,

Aµ:0 ν:n
µ:mν:0 (t) = exp

(
−
i

2

N∑
r=0

Ωr t

)
[fµ→ν(t)]

n
δmn =

= exp
(

−
iE00 ···0 t

 h

)
[fµ→ν(t)]

n
δmn, (5.29)

onde E00 ···0 é a energia do vácuo e

fµ→ν(t) :=

N∑
r=0

trµ t
r
ν e

−iΩr t. (5.30)
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É importante notar que (5.29) é nula para n 6=m. Isto significa este modelo de acoplamento

linear prevê uma espécie de regra de seleção que proı́be, por exemplo, que um átomo no seu

segundo estado excitado decaia para o seu estado fundamental emitindo um único fóton.

Vemos, de (5.29), que |fµ→ν(t)|
2 é a probabilidade de ocorrer uma transição de um quantum

de energia do modo µ para o modo ν (note que fµ→ν(t) = fν→µ(t)). Isto é corroborado pela

seguinte propriedade de fµ→ν(t):

N∑
ν=0

|fµ→ν(t)|
2 =

N∑
ν=0

(
N∑
s=0

tsµ t
s
ν e
iΩs t

)(
N∑
r=0

trµ t
r
ν e

−iΩr t

)
=

=

N∑
r=0

N∑
s=0

ei(Ωs−Ωr)t trµ t
s
µ

N∑
ν=0

trν t
s
ν︸ ︷︷ ︸

δrs

=

=

N∑
r=0

(
trµ
)2

= 1, (5.31)

ou ainda, escrita de um modo mais sugestivo,

|f0→0(t)|
2 +

N∑
k=1

|f0→k(t)|
2 = 1 (5.32)

∣∣fk1→0(t)
∣∣2 +

N∑
k2=1

∣∣fk1→k2(t)
∣∣2 = 1. (5.33)

5.5 As regras de soma

A probabilidade de que o sistema, inicialmente no estado |M〉d seja encontrado, num ins-

tante t, no estado |N〉d, será denotada por

P0:n0 1:n1 ···N:nN
0:m0 1:m1 ···N:mN

(t) =
∣∣∣A0:n0 1:n1 ···N:nN

0:m0 1:m1 ···N:mN
(t)
∣∣∣2 .

Tomando µ = ν = 0 e m = n = 1 em (5.29), obtemos P0:1
0:1(t) = |f0→0(t)|

2 para a probabi-

lidade de o átomo permanecer no seu primeiro estado excitado. Analogamente, P0:0 k:1
0:1 k:0(t) =

|f0→k(t)|
2 é a probabilidade de o átomo decair do seu primeiro estado excitado, emitindo um

fóton no modo k. Obviamente, para este caso, temos:

P0:1
0:1(t)+

N∑
k=1

P0:0 k:1
0:1 k:0(t) = 1, (5.34)
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que é precisamente o resultado (5.32). Do mesmo modo, podemos escrever (5.33) como

P0:1 k1:0
0:0 k1:1(t)+

N∑
k2=1

Pk1:0 k2:1
k1:1 k2:0(t) = 1 (5.35)

onde P0:1 k1:0
0:0 k1:1(t) =

∣∣fk1→0(t)
∣∣2 é a probabilidade de o átomo, em seu estado fundamental, absor-

ver um fóton do modo k1, bem como Pk1:0 k2:1
k1:1 k2:0(t) =

∣∣fk1→k2(t)
∣∣2 é a probabilidade de o átomo

permanecer no seu estado fundamental, espalhando um fóton do modo k1 para um outro modo

k2.

Observemos que as equações (5.34) e (5.35) foram obtidas utilizando apenas o fato de que

T é uma transformação ortogonal. Esta mesma estratégia pode ser empregada para calcular

outras probabilidades.

Por exemplo, se o átomo estiver inicialmente no seu segundo estado excitado e o campo, no

seu estado de vácuo, há três possibilidades para a evolução do sistema até um instante t, haja

vista a regra de seleção prevista pelo modelo, sobre a qual discutimos anteriormente:

• o átomo permanece no seu segundo estado excitado — com probabilidade P0:2
0:2(t);

• o átomo decai para o seu primeiro estado excitado, emitindo um fóton num modo ar-

bitrário k — com probabilidade P0:1 k:1
0:2 k:0(t);

• o átomo decai para o seu estado fundamental, emitindo dois fótons em modos arbitrários

k1 e k2 — com probabilidade P0:0 k1:1 k2:1
0:2 k1:0 k2:0(t).

Obviamente, devemos ter

P0:2
0:2(t)+

N∑
k=1

P0:1 k:1
0:2 k:0(t)+

N∑
k1=1

N∑
k2=1

P0:0 k1:1 k2:1
0:2 k1:0 k2:0(t) = 1. (5.36)

Tomando o quadrado de (5.35), encontramos:

(
P0:1

0:1(t)
)2

+2P0:1
0:1(t)

N∑
k=1

P0:0 k:1
0:1 k:0(t)+

N∑
k1=1

N∑
k2=1

P0:0 k1:1
0:1 k1:0(t) P0:0 k2:1

0:1 k2:0(t) = 1. (5.37)

Podemos agora identificar (5.36) com (5.37). Fazendo isso, obtemos:

P0:2
0:2(t) =

(
P0:1

0:1(t)
)2

= |f0→0(t)|
4

P0:1 k:1
0:2 k:0(t) = 2P0:1

0:1(t) P0:0 k:1
0:1 k:0(t) = 2 |f0→0(t)f0→k(t)|

2

P0:0 k1:1 k2:1
0:2 k1:0 k2:0(t) = P0:0 k1:1

0:1 k1:0(t) P0:0 k2:1
0:1 k2:0(t) =

∣∣f0→k1(t)f0→k2(t)
∣∣2 .
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Consideremos ainda um segundo exemplo, em que, inicialmente, o átomo está no seu pri-

meiro estado excitado e há um fóton num modo k1 do campo. As possibilidades de evolução

deste sistema são as seguintes:

• o átomo absorve aquele fóton, indo para o seu segundo estado excitado — com probabi-

lidade P0:2 k1:0
0:1 k1:1(t);

• o átomo permanece no seu primeiro estado excitado, espalhando o fóton para um outro

modo k2 — com probabilidade P0:1 k1:0 k2:1
0:1 k1:1 k2:0(t);

• o átomo decai para o seu estado fundamental, emitindo um fóton no modo k2 e espalhando

o outro fóton para um modo k3 — com probabilidade P0:0 k1:0 k2:1 k3:1
0:1 k1:1 k2:0 k3:0(t).

Devemos ter:

P0:2 k1:0
0:1 k1:1(t)+

N∑
k2=1

P0:1 k1:0 k2:1
0:1 k1:1 k2:0(t)+

N∑
k2=1

N∑
k3=1

P0:0 k1:0 k2:1 k3:1
0:1 k1:1 k2:0 k3:0(t) = 1. (5.38)

Por outro lado, tomando o produto de (5.34) por (5.35), vem:

P0:1
0:1(t) P0:1 k1:0

0:0 k1:1(t)+

N∑
k2=1

[
P0:1

0:1(t) Pk1:0 k2:1
k1:1 k2:0(t)+P0:1 k1:0

0:0 k1:1(t) P0:0 k2:1
0:1 k2:0(t)

]
+

N∑
k2=1

N∑
k3=1

P0:0 k2:1
0:1 k2:0(t) Pk1:0 k3:1

k1:1 k3:0(t) = 1. (5.39)

Como fizemos antes, podemos identificar (5.38) com (5.39) — tomando o cuidado de sime-

trizar o último termo no primeiro membro desta em relação aos modos k2 e k3. Fazendo isso,

encontramos:

P0:2 k1:0
0:1 k1:1(t) = P0:1

0:1(t) P0:1 k1:0
0:0 k1:1(t) =

∣∣f0→0(t) f0→k1(t)
∣∣2

P0:1 k1:0 k2:1
0:1 k1:1 k2:0(t) = P0:1

0:1(t) Pk1:0 k2:1
k1:1 k2:0(t)+P0:1 k1:0

0:0 k1:1(t) P0:0 k2:1
0:1 k2:0(t) =

=
∣∣f0→0(t) fk1→k2(t)

∣∣2 +
∣∣fk1→0(t) f0→k2(t)

∣∣2
P0:0 k1:0 k2:1 k3:1

0:1 k1:1 k2:0 k3:0(t) =
1
2

(
P0:0 k2:1

0:1 k2:0(t) Pk1:0 k3:1
k1:1 k3:0(t)+P0:0 k3:1

0:1 k3:0(t) Pk1:0 k2:1
k1:1 k2:0(t)

)
=

=
1
2

(∣∣f0→k2(t) fk1→k3(t)
∣∣2 +

∣∣f0→k3(t) fk1→k2(t)
∣∣2) .

Empregando essa estratégia extensivamente, podemos obter as probabilidades associadas

a qualquer processo de radiação, ou absorção, do sistema. Esse raciocı́nio foi introduzido em

[43], em que foi denominado regras de soma. Assim
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Para concluir este capı́tulo, aplicaremos os resultados obtidos até aqui a dois exemplos em

CQED. Daqui para diante, adotaremos a escolha de parâmetros (4.6) na página 65.
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5.6 Oscilador “confinado” numa cavidade arbitrariamente
grande

O primeiro trabalho sobre coordenadas vestidas [2] trata o exemplo de um oscilador (par-

tı́cula) “confinado” numa cavidade de raio R arbitrariamente grande e acoplado ao campo ele-

tromagnético, o que deve fornecer, no caso limite, os mesmos resultados — ou , ao menos,

resultados muito próximos — dos já conhecidos para a partı́cula livre. Consideraremos aqui o

caso particular em que o átomo está inicialmente no seu primeiro estado excitado e o campo na

cavidade, no seu estado de vácuo.

Lembrando que η=
√

2g∆ω, onde ∆ω= πc/R e notando que, no limite para R→∞, o es-

pectro de freqüências torna-se contı́nuo, ou seja, temos ∆ω→ 0 com (∆Ω/∆ω)→ 1, obtemos,

de (4.38) na página 73, o reguinte resultado para tr0:

lim
R→∞tr0 = lim

∆Ω→0

√
2gΩr

√
∆Ω√(

Ωr
2 −ω0

2
)2

+π2g2Ωr
2

. (5.40)

Como vimos em (5.29), a amplitude de probabilidade de o átomo permanecer excitado é, a

menos de uma fase, dada por

f0→0(t) =

∞∑
r=1

(tr0)
2
e−iΩr t. (5.41)

No limite para R→∞, utilizando o resultado (5.40), podemos transformar o somatório em

(5.41) numa integral:

lim
R→∞f0→0(t) = lim

∆Ω→0

∞∑
r=1

2gΩr2 e−iΩr t∆Ω(
Ωr

2 −ω0
2
)2

+π2g2Ωr
2

=

∫∞
0

2gΩ2 e−iΩt(
Ω2 −ω0

2
)2

+π2g2Ω2
dΩ.

(5.42)

A partir deste ponto, será útil introduzir um parâmetro κ definido como

κ :=

√
ω0

2 −
π2g2

4
. (5.43)

Podemos desenvolver a integral em (5.42) em termos de κ, obtendo os seguintes resultados:

κ2 > 0

f0→0(t) =

(
1−

iπg

2κ

)
e−(πg/2+iκ)t+2 iJ(t) ,
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κ2 = 0

f0→0(t) =

(
1−

πgt

2

)
e−πgt/2 +2 iJ(t) ,

κ2 < 0

f0→0(t) =

[(
1+

πg

2ω0

)
e−(πg/2+|κ|)t+

(
1+

πg

2 |κ|

)
e−(πg/2−|κ|)t

]
+2 iJ(t) ,

onde

J(t) := 2g
∫∞

0

y2 e−yt(
y2 +ω0

2
)2

+π2g2y2
dy.

Os casos extremos κ2 � 0 e κ2 � 0 correspondem, respectivamente, às situações que de-

nominaremos acoplamento fraco (g� ω0) e acoplamento forte (g� ω0) entre o átomo e a

cavidade. A integral J(t) pode ser calculada na aproximação para tempos longos (ω0 t� 1),

com o auxı́lio do teorema de Cauchy, resultando em

J(t)≈ 4g
ω0

4 t3
.

Nesta aproximação, a probabilidade de decaimento reduz-se a um dos seguintes resultados:

κ2 > 0

|f0→0(t)|
2 =

(
1+

π2g2

4ω0
2

)
e−πgt−

8g
ω0

4 t3

[
sen(κt)+

πg

2κ
cos(κt)

]
e−πgt/2 +

16g2

ω0
8 t6

,

(5.44)

κ2 = 0

|f0→0(t)|
2 =

(
1−

πgt

2

)2
e−πgt+

16g2

ω0
8 t6

,

κ2 < 0

|f0→0(t)|
2 =

[
cosh(|κ|t)−

πg

2 |κ|
sinh(|κ|t)

]2
e−πgt+

16g2

ω0
8 t6

. (5.45)

Para um acoplamento fraco, obtemos de (5.44) que a probabilidade de a partı́cula permane-

cer excitada após um tempo t� 1/ω0 obedece à conhecida lei de decaimento exponencial,

|f0→0(t)|
2 ≈ e−πgt.

Por outro lado, para um acoplamento forte, obtemos de (5.45), uma outra lei de decaimento

exponencial:

|f0→0(t)|
2 ≈

(
ω0

π2g2

)
exp
(

−
2ω0

2

πg
t

)
.
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5.7 Oscilador confinado numa cavidade pequena

Consideremos agora um sistema em que a partı́cula é colocada no centro de uma cavidade

de raio R (ou entre dois espelhos planos separados por uma distância L = 2R) muito menor

que o comprimento de coerência, R� c/g. Uma análise numérica sobre o espectro de auto-

freqüências revela que, para valores pequenos de R, todas as soluções de (4.33), exceto Ω0,

estão muito próximas dos valores correspondentes às assı́ntotas da curva cotg(ΩrR/c) — que

correspondem aos modosωk = πck/R do campo. Quanto maior o valor da solução em questão,

mais próxima ela está da assı́ntota correspondente. Assim, para resolver (4.33) na página 73

para as autofreqüências maiores, é razoável expandir a função cotg(ΩkR/c) em torno dos va-

lores correspondentes às assı́ntotas. Podemos escrever, então,

Ωk =
πc

R
(k+εk) , k> 1, 0< εk� 1 (5.46)

em (4.33), obtendo:

cotg(πεk) =
c

gR
(k+εk)+

1
π (k+εk)

(
1−

R ω0
2

πgc

)
, (5.47)

Expandindo (5.47) até primeira ordem em εk, encontramos:

cotgπεk ≈
1
πεk

=
ck

gR
+

1
πk

(
1−

R ω0
2

πgc

)
+O(εk) ⇐⇒

⇐⇒ εk =
πgcRk

π2 c2k2 +πgcR−ω0
2R2 ≈

πgcRk

π2 c2k2 −ω0
2R2 . (5.48)

Para resolver (4.33) em relação a Ω0, assumiremos, por ora, que esta satisfaz a condição

RΩ0/c� 1. Podemos então expandir a equação emΩ0 e reter os termos de até segunda ordem,

obtendo:

cotg
(
RΩ0
c

)
≈

1−
(
RΩ0
c

)2

RΩ0
c

=
Ω0
πg

+
c

RΩ0

(
1−

R ω0
2

πgc

)
⇐⇒

⇐⇒ Ω0 =
ω0√

1+ πgR
c

. (5.49)

Para garantir consistência entre o resultado (5.49) e a condição RΩ0/c� 1, a seguinte

condição deve ser satisfeita:

RΩ0
c

=
Rω0√

c2 +πgcR
� 1 ⇐⇒

⇐⇒ ω0
2R2 −πgcR−c2 � 0,
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que é equivalente a esta:

R� c

g
f, f=

π

2

(
g

ω0

)2
1+

√
1+

4
π2

(
ω0
g

)2
 , (5.50)

o que, por sua vez, é consistente com a hipótese inicial de que a cavidade é pequena.

Calculemos agora a probabilidade de que a partı́cula, inicialmente no seu primeiro estado

excitado com a cavidade no seu estado de vácuo, permaneça excitada. Calculando o módulo

quadrado de (5.41), vem:

|f0→0(t)|
2 =

(
t00

)4
+2

∞∑
k=1

(
t00

)2 (
tk0

)2
cos[(Ωk−Ω0) t]

+

∞∑
k=1

∞∑
`=1

(
tk0

)2 (
t`0

)2
cos[(Ωk−Ω`) t] . (5.51)

É interessante notar que os termos oscilantes em (5.51) o fazem com respectivas freqüências

que são sempre dadas por uma diferença entre duas autofreqüências do sistema. Nós obtivemos

um resultado parecido quando calculamos a freqüência de Rabi de um sistema descrito pelo

modelo de Jaynes-Cummings (cf. §3.3 na página 60). Naquela ocasião, constatáramos que

a freqüência de Rabi era proporcional à diferença entre as autoenergias do sistema. Assim,

podemos dizer que o sistema aqui estudado também evolui, de certo modo, por “oscilações de

Rabi”.

Acoplamento fraco Para um acoplamento fraco, uma situação fisicamente interessante

surge. De (4.38) e (4.13), valendo-se dos valores aproximados das autofreqüências obtidos

para cavidades pequenas (5.46) — desprezando-se o termo corretivo εk dado por (5.48) — e

(5.49) — posta sob a forma Ω0
2 ≈ ω0

2 —, obtemos:(
t00

)2
≈ 1

1+ πgR
2c

≈ 1−
πgR

2c
(5.52)(

t0k

)2
≈ 2

πck2

gR +3+ πgR
c

≈ 2gR
πck2 . (5.53)

Utilizando (5.52) e (5.53) em (5.51), obtemos:

|f0→0(t)|
2 =

(
1−

πδ

2

)2
+4

(
δ

π
−
δ2

2

) ∞∑
k=1

1
k2 cos[(Ωk−Ω0) t]
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+
4
π2 δ

2
∞∑
k=1

∞∑
`=1

1
k2 `2

cos[(Ωk−Ω`) t] ,

onde δ = Rg/c� 1. Com o passar do tempo, a probabilidade de que a partı́cula permaneça

excitada oscila, chegando a um valor mı́nimo dado por

min|f0→0(t)|
2 = 1−

5π
3
δ+

14π2

9
δ2 >

31
56
>

1
2

.

Podemos observar aqui que, nessas condições, a probabilidade de que a partı́cula decaia é

pequena: para ω0 ≈ 4×104 Hz (vermelho visı́vel), R ≈ 10−6 m e δ ≈ 10−2, esta probabilidade

é de apenas 3%! Este resultado é consistente com as observações experimentais de inibição da

emissão espontânea na década de 1980.

Acoplamento forte Neste caso, podemos deduzir, de (5.49) e (5.50), queΩ0≈ω0 e obtemos

de (4.38) e (4.13): (
t00

)2
≈ 1

1+ πgR
2c

=
2

2+πδ
, (5.54)

enquanto para
(
t0k
)2 ainda vale a aproximação (5.53) do regime de acoplamento fraco. Substi-

tuindo (5.53) e (5.54) em (5.51), obtemos:

|f0→0(t)|
2 =

(
2

2+πδ

)2
+

2
2+πδ

∞∑
k=1

2δ
πk2 cos[(Ωk−Ω0) t]+

4
π2 δ

2
∞∑
k=1

∞∑
`=1

1
k2 `2

cos[(Ωk−Ω`) t] . (5.55)

Vemos em (5.55) que a probabilidade de que a partı́cula permaneça excitada, como no caso

anterior, oscila, assumindo um valor mı́nimo dado por

min|f0→0(t)|
2 =

(
2

2+πδ

)2
−

(
2

2+πδ

)
πδ

3
−
π2 δ2

9
. (5.56)

A condição de não-negatividade de (5.56) impõe, para valores fixos de g e ω0, um limite

superior para δ — que denotaremos por δmax —, o que corresponde a um limite superior para o

raio R da cavidade, acima do qual nossa aproximação perde seu sentido fı́sico. Diferentemente

do que ocorre no regime de acoplamento fraco, neste caso, a partı́cula pode decair completa-

mente.
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Conclusões e perspectivas

Apresentamos aqui um modelo de acoplamento linear entre um oscilador harmônico e

um conjunto de modos normais de um campo escalar não-massivo, estudado em trabalhos

como [2, 42]. Diferentemente destes, a abordagem utilizada aqui foi a de integrais funcionais

(interpretação de Dirac-Feynman), tal como foi introduzida em [3], que nos permitiu utilizar o

formalismo lagrangiano para obter as propriedades quânticas do modelo.

Fazendo um paralelo com o modelo de Jaynes-Cummings, amplamente aplicado em CQED

e ao qual nosso modelo se assemelha quando consideramos o acoplamento com um único modo

normal do campo, discutimos o problema da estabilidade do estado de vácuo do sistema, pro-

blema este que surge quando partimos da representação quântica das coordenadas originais

do sistema, i.e., das coordenadas com que escrevemos inicialmente sua hamiltoniana clássica.

Mostramos que neste caso, porém, contornamos o problema reescrevendo as equações pertinen-

tes ao modelo numa nova representação quântica — a representação das coordenadas vestidas,

devidamente introduzidas no texto —, a qual postulamos ser a verdadeira representação que

descreve individualmente os estados do oscilador e do campo. Com isso, pudemos descrever o

sistema sem a necessidade de recorrer à aproximação de onda girante.

De acordo com a nossa interpretação a respeito das coordenadas vestidas, podemos dizer

que a representação das coordenadas originais não está propriamente errada, mas descreve al-

gum grau de emaranhamento entre o oscilador e o campo, tal como temos na representação de

coordenadas normais que diagonalizam o hamiltoniano do sistema, em vez de descrevê-los indi-

vidualmente. Não obstante, vimos que a representação das coordenadas vestidas converge para

a das coordenadas originais quando “desligamos” o acoplamento entre o oscilador e o campo.

Uma vez conhecido o propagador do sistema, pudemos calcular as amplitudes de transição.

Fazendo estes cálculos, pudemos desenvolver uma estratégia de regras de soma, com a qual

computamos probabilidades de transição mais complexas como composições de probabilidades

de transição de 1 fóton, sem precisar calcular diretamente as integrais que nos dão as amplitudes

de transição (que envolvem produtos de diversos polinômios de Hermite).

Como exemplo de aplicação em CQED do que foi desenvolvido aqui, consideramos um

sistema, confinado numa cavidade esférica, constituı́do de um oscilador, inicialmente em seu
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estado 1-excitado, acoplado a um campo, inicialmente em seu estado de vácuo, e computamos

a probabilidade de o oscilador decair para seu estado fundamental, em duas situações. Por

um lado, para uma cavidade infinitamente grande, obtivemos a conhecida taxa de decaimento

exponencial de um átomo livre. Por outro lado, para uma cavidade suficientemente pequena,

observamos que o oscilador permanece quase-estável sem decair, resultado este compatı́vel com

as observações experimentais de inibição da emissão espontânea de um átomo numa cavidade

pequena [25, 26, 27].

Para dar continuidade a este trabalho, sugerimos alguns caminhos:

• Estudar mais detalhadamente o exemplo do oscilador confinado numa cavidade pequena

e verificar se o modelo de acoplamento linear prevê a facilitação da emissão espontânea,

verificada experimentalmente pela primeira vez em [24].

• Estudar mais detalhadamente a versão simplificada do modelo de acoplamento linear no

caso N = 1 (oscilador acoplado a um único modo normal do campo), calcular as pro-

babilidades de transição neste caso, ao menos para um acoplamento quase-ressonante, e

comparar os resultados com os do modelo de Jaynes-Cummings.

• Estender o tratamento feito aqui para um modelo de acoplamento não-linear (os primei-

ros passos dados neste sentido foram dados em [46, 44], para um termo de acoplamento

de quarta ordem). Neste caso, inevitavelmente, será necessário recorrer a uma expansão

perturbativa na integral funcional (diagramas de Feynman) para o propagador do sistema.

Uma possı́vel abordagem neste caso, diferentemente do que foi feito nos trabalhos supra-

citados, seria introduzir o termo de acoplamento não-linear diretamente no hamiltoniano

(5.15) na representação de coordenadas vestidas e aı́ fazer a expansão.

• Obter e estudar a matriz densidade reduzida do modelo através das coordenadas vestidas.
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APÊNDICE A -- Operadores de criação/aniquilação
e estados de Fock

A.1 Ponto de partida: a relação canônica de comutação

Uma das equações mais fundamentais na Mecânica Quântica é a relação canônica de

comutação. Dadas duas grandezas fı́sicas canonicamente conjugadas — descritas pelos ope-

radores hermiteanos q e p, respectivamente — a relação canônica de comutação diz que

[q,p ] := qp−pq = i  h I. (A.1)

Por conveniência, vamos introduzir versões adimensionais dos operadores q e p, dadas,

respectivamente, por X =
√
b
 h q e P = 1√

b  h
p, onde b é um parâmetro com a dimensão apropri-

ada — por exemplo, para um oscilador harmônico unidimensional, em que q e p descrevem a

sua posição e seu momento, respectivamente, b é o produto de sua massa pela sua freqüência

natural de oscilação.

Em termos de X e P, a equação (A.1) se escreve como

[X,P ] = i I. (A.2)

A.2 Os operadores de criação/aniquilação. Estados de Fock

A partir dos operadores X e P dados acima, definamos um novo operador, que denotaremos

por a, como

a =
1√
2

(X+ iP) . (A.3)

O operador a definido em (A.3) não é hermiteano. De fato, seu adjunto é dado por

a † =
1√
2

(X− iP) (A.4)



99

e satisfaz à seguinte relação de comutação, facilmente dedutı́vel a partir de (A.2):[
a, a †

]
= I. (A.5)

A utilidade dos operadores a e a † aparece quando procuramos os autovalores n, e autove-

tors associados |n〉 tais que 〈n |n〉= 1, do operador hermiteano n := a † a, i.e., que satisfaçam à

equação

a † a |n〉= n |n〉 . (A.6)

Dado algum estado que satisfaça a esta equação, obtém-se facilmente, utilizando (A.5), que

a † a a † |n〉= a †
(
a † a+ I

)
|n〉= (n+1) a † |n〉

a † aa |n〉=
(
a a †− I

)
a |n〉= a

(
a † a− I

)
|n〉= (n−1)a |n〉 ,

ou seja, a † |n〉 e a |n〉 também são autovetors do operador n, com autovalores n±1, respectiva-

mente. Logo, os autovetors normalizados |n±1〉 são obtidos a partir de |n〉 aplicando uma vez

o operador a † ou a, respectivamente:

|n+1〉=
a †√
n+1

|n〉

|n−1〉=
a√
n

|n〉 .

Uma conseqüência do resultado acima é que o espectro de n deve ser o próprio conjuntoN.

Com efeito, impondo-se a não-negatividade da norma de a |n〉, obtemos〈
n
∣∣∣ a † a ∣∣∣n〉= n> 0.

Por outro lado, se existir um autovalor n não-inteiro, seria possı́vel, aplicando sucessivamente

o operador a ao autovetor |n〉, obter um autovetor com norma negativa, o que seria um absurdo.

O autovetor |0〉, correspondente ao menor autovalor de n, é tal que a |0〉 é o vetor nulo

e, portanto, encerra nossa seqüência descendente de autovalores e autovetores. A partir deste

autovetor, podemos obter qualquer outro aplicando sucessivamente o operador a †:

|n〉=

(
a †
)n

√
n!

|0〉 , ∀n ∈N. (A.7)

Podemos interpretar os objetos matemáticos acima do seguinte modo:

• Os autovalores n correspondem ao número de quanta (de energia, por exemplo) num
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dado estado, associado aos operadores a e a †.

• O operador a aniquila um quantum no estado em questão. O operador a †, por sua vez,

cria um quantum neste mesmo estado.

• O operador n é tal que seu valor esperado, calculado num de seus autovetores, revela o

número de quanta contidos em seu respectivo estado. Um autovetor de n descreve um

sistema cujo número de quanta no estado associado àquele operador é bem definido.

Por esta interpretação, a † e a são denominados operadores de criação e aniquilação bosônicos1,

respectivamente, enquanto n é denominado operador número. No contexto do oscilador harmô-

nico unidimensional, os quanta mencionados acima correspondem às oscilações elementares.

Em Teoria Quântica de Campos, esses quanta são associados a bósons descritos pelos respecti-

vos campos (e.g., fótons).

Damos o nome de espaço de Fock ao espaço de Hilbert onde os vetores |n〉, bem como os

operadores a, a † e n, estão definidos. Os autoestados de n são denominados estados de Fock.

Em particular, o estado |0〉 é denominado estado de vácuo, ou simplesmente vácuo, do sistema

em questão.

A.3 Operadores de criação/aniquilação na representação de
Schrödinger

Na representação de Schrödinger, um estado |ψ〉 de um sistema unidimensional é descrito

por uma função ψ, denominada função de onda, dada por ψ(x) = 〈x |ψ〉, onde |x〉 é um autoes-

tado de um dos operadores q ou p mencionados na seção A.1. Por conveniência, considerare-

mos |x〉 como um autoestado de q. A ação dos operadores q e p no estado |ψ〉 é descrita, nesta

representação, do seguinte modo:

〈x |q |ψ〉= xψ(x)

〈x |p |ψ〉= −i  h
dψ

dx
(x) .

1Em Teoria Quântica de Campos, é comum definirmos também operadores de criação, b †, e aniquilação, b,
fermiônicos. Estes diferem dos análogos bosônicos pela relação de comutação a que satisfazem:{

b, b †
}

:= b b †+ b † b = I.
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Do mesmo modo, para os operadores adimensionais X e P, temos:

〈X |X |ψ〉= Xψ(X)

〈X |P |ψ〉= −i
dψ

dX
(X) .

onde X=
√
b
 h x. Para os operadores de criação, aniquilação e contagem, temos:

〈X |a |ψ〉=
1√
2

(
X+

d

dX

)
ψ(X) (A.8a)〈

X
∣∣∣ a † ∣∣∣ψ〉=

1√
2

(
X−

d

dX

)
ψ(X) . (A.8b)

〈X |n |ψ〉=
1
2

(
X−

d

dX

)(
X+

d

dX

)
ψ(X) =

1
2

(
X2 −1−

d2

dX2

)
ψ(X) . (A.8c)

A.4 Estados de Fock na representação de Schrödinger. Po-
linômios de Hermite

De posse do resultados (A.8), podemos obter as funções de onda dos estados de Fock.

Primeiramente, determinemos a função de onda do vácuo, ψ0(X) = 〈X |0〉:

〈X |a |0〉=
1√
2

(
X+

d

dX

)
ψ0(X) = 0 ⇐⇒

⇐⇒ dψ0
dX

+Xψ0 = 0. (A.9)

A solução, normalizada na variável X, da equação (A.9) é

ψ0(X) =

(
1
π

)1/4
e−X

2/2,

enquanto que a mesma solução, agora normalizada na variável original x, é

ψ0(x) =

(
b

π  h

)1/4
exp
(

−
bx2

2  h

)
.

Vamos agora aos demais estados de Fock. A equação correspondente a (A.6) na representa-

ção de Schrödinger é dada por:

〈X |n |n〉= n〈X |n〉=: nψn(X) ⇐⇒

⇐⇒ 1
2

(
X2 −1−

d2

dX2

)
ψn(X) = nψn(X) ⇐⇒
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⇐⇒ d2ψn

dX2 −X2ψn+(2n+1)ψn = 0. (A.10)

Fazendo a substituição φn(X) = eX
2/2ψn(X) em (A.10), obtemos para φn a equação

d2φn

dX2 −2X
dφn

dX
+2nφn = 0. (A.11)

A equação (A.11) é a conhecida equação de Hermite da Fı́sica-Matemática. Suas soluções

são os conhecidos polinômios de Hermite:

φn(X) =Hn(X) .

Alguns polinômios de Hermite são dados abaixo:

H0(X) = 1

H1(X) = 2X

H2(X) = 4X2 −2

H3(X) = 8X3 −12X

H4(X) = 16X4 −48X2 −12

H5(X) = 32X5 −160X3 −120X.

Uma maneira ilustrativa de se construir os polinômios de Hermite é considerando a equação

(A.7). Escrita na representação de Schödinger, ela nos dá:

ψn(X) =
1√

2nn!

(
X−

d

dX

)n
ψ0(X) =

(
1
π

)1/4 1√
2nn!

(
X−

d

dX

)n
e−X

2/2 =

=

(
1
π

)1/4 1√
2nn!

e−X
2/2
[
eX

2/2
(
X−

d

dX

)n
e−X

2/2
]

=

=
1√

2nn!

[
eX

2/2
(
X−

d

dX

)n
e−X

2/2
]
ψ0(X) . (A.12)

O termo entre colchetes em (A.12) é precisamente o polinômio de Hermite de grau n,

Hn(X). Isto pode ser visto com o seguinte lema:

Lema A.1.

eX
2/2
(
X−

d

dX

)n
e−X

2/2 = (−1)n eX
2 dn

dXn
e−X

2
=Hn(X) . (A.13)
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Demonstração. Consideremos as transformações

O1 : f 7→ eX
2/2
(
X−

d

dX

)[
e−X

2/2 f(X)
]

O2 : f 7→−eX
2 d

dX

[
e−X

2
f(X)

]
.

Para O1, temos:

O1

(
f(X)

)
= Xf(X)−

(
−Xf(X)+

df

dX

)
=

(
2X−

d

dX

)
f(X) ,

enquanto que, para O2, temos:

O2

(
f(X)

)
= −

(
−2Xf(X)+

df

dX

)
=

(
2X−

d

dX

)
f(X) .

Logo, para qualquer função f ao menos n vezes diferenciável,

O1(f) =O2(f) =⇒ O1
n(f) = O2

n(f) .

Em particular, para f = H0 ≡ 1, obtemos a igualdade (A.13). Por outro lado, o segundo

membro da primeira igualdade de (A.13) é a conhecida fórmula de Rodrigues para os po-

linômios de Hermite (cf. §10.2.3 de [47]), o que nos remete à segunda igualdade.

Em suma, aplicando o lema A.1 em (A.12), podemos escrever, para as autofunções ψn
normalizadas em X,

ψn(X) =
Hn(X)√

2nn!
ψ0(X) =

(
1
π

)1/4
Hn(X)√

2nn!
e−X

2/2. (A.14)

A.5 Propriedades dos polinômios de Hermite: relação de re-
corrência e teoremas integrais

Uma conseqüência imediata do lema A.1 é a seguinte:

Corolário A.1 (Relação de recorrência entre polinômios de Hermite).

Hn(X) = 2XHn−1(X)−
dHn−1
dX

(X) , ∀n > 0.

Além disso, o monômio de maior grau de Hn(X) é (2X)n.
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Demonstração. Na demonstração do lema A.1, obtivemos o resultado

Hn(X) =

(
2X−

d

dX

)n
H0(X) , (*)

com H0(X) = 1. Logo,

Hn(X) =

(
2X−

d

dX

)(
2X−

d

dX

)n−1
H0(X) = 2XHn−1(X)−

dHn−1
dX

(X) .

Por outro lado, no desenvolvimento do segundo membro de (*), obteremos diversos termos

com derivadas de diversas ordens, que resultarão em monômios de grau inferior a n. Assim, o

único monômio de grau n em (*) é aquele em que não figuram derivadas, a saber: (2X)n.

Uma última propriedade dos polinômios de Hermite que estudaremos aqui, e que é utilizada

na seção 5.4, diz respeito a uma certa classe de integrais envolvendo polinômios de Hermite.

Aqui, esta propriedade será útil para obtermos a relação de ortogonalidade entre polinômios de

Hermite, necessária para uma correta normalização das autofunções ψn(x).

Teorema A.1.

∫+∞
−∞ e−X

2
XkHn(X)dX=



0, se k < n

n!
√
π, se k= n

0, se k > n e k−n é ı́mpar
(k−n−1)!!

2(k−n)/2 (k−n)!
k!
√
π, se k > n e k−n é par.

Demonstração. Utilizando a fórmula de Rodrigues para os polinômios de Hermite e integrando

por partes uma vez, vem:∫+∞
−∞ e−X

2
XkHn(X)dX= (−1)n

∫+∞
−∞ Xk

dn

dXn
e−X

2
dX=

= (−1)n Xk
dn−1

dXn−1e
−X2

∣∣∣∣∣
+∞
−∞︸ ︷︷ ︸

0

+(−1)n+1
k

∫+∞
−∞ Xk−1 dn−1

dXn−1e
−X2

dX.

Integrando por partes sucessivamente até um total de `6 min(k,n) vezes, obtemos:∫+∞
−∞ e−X

2
XkHn(X)dX= (−1)n+` k!

(k− `)!

∫+∞
−∞ Xk−`

dn−`

dXn−`
e−X

2
dX. (*)
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Se k < n, então, tomando `= k em (*), encontramos:∫+∞
−∞ e−X

2
XkHn(X)dX= (−1)n+k

k!
∫+∞
−∞

dn−k

dXn−k
e−X

2
dX= (−1)n+k

k!
dn−k−1

dXn−k−1e
−X2

∣∣∣∣∣
+∞
−∞ = 0.

Por outro lado, se k > n, obtemos de (*), para `= n,∫+∞
−∞ e−X

2
XkHn(X)dX=

k!
(k−n)!

∫+∞
−∞ Xk−n e−X

2
dX=

=


0, se k−n é ı́mpar

(k−n−1)!!
2(k−n)/2 (k−n)!

k!
√
π, se k−n é par.

Por fim, se k= n, temos, tomando `= n em (*),∫+∞
−∞ e−X

2
XnHn(X)dX= n!

∫+∞
−∞ e−X

2
dX= n!

√
π,

o que encerra a demonstração.

Corolário A.2 (Relação de ortogonalidade entre polinômios de Hermite).∫+∞
−∞ Hk

(√
ax
)
Hn
(√
ax
)
e−ax

2
dx= 2nn!

√
π

a
δkn, ∀a ∈C.

Demonstração. Mudando a variável de integração para X=
√
ax e combinando o corolário A.1

com o teorema A.1, obtemos o resultado desejado.

De acordo com o corolário A.2, vemos que, de fato, as autofunções ψn dadas por (A.14)

estão devidamente normalizadas em X. Para obtermos a normalização correta das mesmas na

variável x=
√

 h
b X, basta utilizar o corolário A.2 para a=

√
b
 h . Fazendo isso, encontramos:

ψn(x) =

(
b

π  h

)1/4 Hn

(√
b
 h x

)
√

2nn!
exp
(

−
bx2

2  h

)
. (A.15)
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APÊNDICE B -- Derivação da lagrangeana (4.5) a
partir de um modelo
oscilador-campo

B.1 Apresentação do modelo

O modelo a seguir condidera um oscilador harmônico, descrito pela coordenada1 q0(t),

centrado na origem e com freqüência natural ω0, acoplado linearmente a um campo escalar

não-massivo φ(r,t), o sistema inteiro estando confinado em uma cavidade esférica de raio R,

também centrada na origem. Segundo o modelo, a lagrangeana deste sistema é dada por

L =
1
2

(
q̇0

2 −ω0
2 q0

2
)

+

∫ [
1
2
∂µφ(r,t) ∂µφ(r,t)+2π

√
gcq0φ(r,t) δ(r)

]
d3r=

=
1
2

(
q̇0

2 −ω0
2 q0

2
)

+

∫ {
1
2

[
(∂φ∂t (r,t))2 −

(
∇φ(r,t)

)2
]

+2π
√
gcq0φ(r,t) δ(r)

}
d3r,

(B.1)

onde c é a velocidade da luz e g é a constante de acoplamento do sistema.

As equações de Euler-Lagrange obtidas a partir de (B.1) são:

q̈0 +ω0
2q0 = 2π

√
gc

∫
φ(r,t) δ(r) d3r (B.2)

1
c2
∂2φ

∂t2
−∇2φ= 2π

√
gcq0(t) δ(r) . (B.3)

1Por simplicidade, a massam do oscilador está absorvida na coordenada q0. No desenvolvimento que segue, a
massa pode ser recuperada, a qualquer momento, pela transformação canônica

q0 7→
√
mq0

p0 7→
p0√
m

.
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B.2 Expansão do campo em modos normais

O campo φ deve satisfazer à condição de contorno φ(R r̂,t) = 0, ∀t. Podemos expandir

φ(r,t) numa base ortonormal de funções uk(r) (modos normais de oscilação do campo) do

seguinte modo:

φ(r,t) = c

∞∑
k=1

qk(t) uk(r) , (B.4)

onde as funções de base devem satisfazer à condição de contorno

uk(R r̂) = 0 ∀k. (B.5)

Podemos escolher estas funções como sendo soluções da seguinte equação de Helmholtz:

∇2uk(r)+
ωk

2

c2 uk(r) = 0. (B.6)

Uma vez que o oscilador encontra-se sempre numa vizinhança em torno do centro da ca-

vidade, ele sente os efeitos do campo praticamente da mesma forma em todas as direções, ou

seja, podemos considerar que nosso problema possui simetria esférica. Levando em conta esta

simetria, a equação (B.6), escrita em coordenadas esféricas, reduz-se a

1
r2
d

dr

(
r2
duk(r)

dr

)
+
ωk

2

c2 uk(r) = 0. (B.7)

As soluções de (B.7) (cf. §16.1.2 de [47]), que não devem divergir na origem, são funções

de Bessel esféricas de ordem 0 definidas no intervalo 0< ‖r‖6 R:

uk(r) =
1
Nk
j0

(ωk
c
‖r‖
)

=
1
Nk

sen
(
ωk
c ‖r‖

)
ωk
c ‖r‖

, (B.8)

onde Nk são fatores de normalização. Note que∫
uk(r) δ(r) d3r= lim

r→0
uk(r) =

1
Nk

.

Aplicando a condição de contorno (B.5) a (B.8), obtemos a seguinte relação:

ωk

c
R= kπ ⇐⇒ ωk =

kπc

R
.

A relação de ortogonalidade entre uk(r) e u`(r) é dada por:∫
uk(r) u`(r) d3r=

1
NkN`

∫R
0
j0

(
kπ

R
r

)
j0

(
`π

R
r

)
4πr2dr=
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=
4πR3

NkN`

∫1

0
j0(kπz) j0(`πz) z

2dz=

=
4πR3

NkN`

1
k`π2

∫1

0
sen(kπz) sen(`πz) dz︸ ︷︷ ︸

1
2 δk`

=
2πR3

k2π2
δk`

Nk
2 . (B.9)

Fixando os fatores de normalização Nk de tal modo que o resultado (B.9) seja igual a δk`,

obtemos:

Nk =
√

2πR
R

kπ
. (B.10)

Introduzindo (B.10) em (B.8), vem:

uk(r) =
sen
(
kπ
R ‖r‖

)
√

2πR‖r‖
. (B.11)

Fazendo a expansão (B.4) em (B.1), segue:

L =
1
2

(
q̇0

2 −ω0
2 q0

2
)

+

1
2

∫ [ ∞∑
k=1

∞∑
`=1

q̇k q̇`uk(r) u`(r)−c2
∞∑
k=1

∞∑
`=1

qkq`∇uk(r)∇u`(r)
]
d3r

+2πc
√
gcq0

∞∑
k=1

qk

∫
uk(r) δ(r) d3r︸ ︷︷ ︸

1/Nk

. (B.12)

Integrando por partes o termo com o duplo gradiente em (B.12) e levando em conta a

condição de contorno (B.5), temos:

L =
1
2

(
q̇0

2 −ω0
2 q0

2
)

+
1
2

∞∑
k=1

∞∑
`=1

∫ [
q̇k q̇`uk(r) u`(r)+c2qkq`uk(r)∇2u`(r)

]
d3r

+2π
√
gcq0

∞∑
k=1

kπc

R

qk√
2πR

. (B.13)

Substituindo ∇2uk pelo segundo membro da equação (B.6) em (B.13) e simplificando,

obtemos finalmente:

L =
1
2

(
q̇0

2 −ω0
2 q0

2
)

+
1
2

∞∑
k=1

∞∑
`=1

(
q̇k q̇`−ωk

2qkq`

) ∫
uk(r) u`(r) d3r︸ ︷︷ ︸

δk`
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+

√
2πgc
R

q0

∞∑
k=1

kπc

R
qk =

=
1
2

(
q̇0

2 −ω0
2 q0

2
)

+
1
2

∞∑
k=1

(
q̇2
k−ωk

2qk
2
)

+ηq0

∞∑
k=1

ωkqk. (B.14)

onde η :=

√
2πgc
R . Vemos, portanto, que o nosso problema inicial, descrito pela lagrangeana

(B.1), devido à condição de contorno imposta ao campo φ(r,t), torna-se bem mais simples me-

diante uma expansão do campo em modos normais, reduzindo-se a um problema de osciladores

harmônicos acoplados.
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