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Este trabal ho tem por objetivo estudar uma fornul acéo
matricial para a analise dinam ca de estruturas no domnio
da frequéncia. Por este nmétodo as transfornmadas discretas
de Fourier (DTF) diretas e inversas, sao resolvidas
implicitanente através de operacBes matriciais. E discutida
a relacédo desta fornulacdo com a formulacdo tradicional
gue resolve as DFT através de algoritno Fast Fourier
Transform - FFT. Para os sistemas com varios graus de
i berdade, é usada a transfornacdo nodal e o método das
pseudof or¢cas, conbinadas a fornmulagcdo matricial, para se

obter a resposta.
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The goal of this work is to study a matrix formnul ati on
of the dynamic analysis in the frequency domain. By this

met hod the di scret Fouri er transforns, di rect and
i nverse, are inplicitly solved by matrix operations. I n
this work it is discussed the relationship between this
formulation and the traditional one that solved the
DFT by the Fast Fourier Transformalgorithm (FFT) . For
mul ti - degree-of-freedom systens, is used the noda

transformati on and the pseudo-force nethod, conbined to the
matrix formulation, to obtain the response.
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CAPITULO 1

INTRODUGAO

1.1 OBJETI VOGS

Este trabalho tem conmb objetivo estudar uma fornul agcdo
para a analise de sistemas estruturais subnetidos a excitacdes
di nam cas. Esta fornul acdo pode ser considerada uma variagao
da fornulacdo tradicional para a analise dinamca no domnio
da frequéncia, que utiliza as transformadas discretas de
Fourier <DFT) . Nel a, através de determ nadas operacoes
matriciais, essas transfornmadas séo realizadas inplicitanente,
| evando a uma expressdo conpacta e elegante para o céalculo da
resposta do sistenma. Dai o método ser noneado de fornulacgéo
matricial para analise estrutural dinamca, ou ainda, netodo
da transfornada inplicita de Fourier

Procurou-se avancar um pouco no enbasanento analitico e
na conpreensao fisica do método, emrelacdo ao ja estabel ecido
em outros trabal hos. Denobnstra-se, por exenplo, que a nmatriz
gue opera sobre a excitacdo produzindo a resposta é uma matriz
do tipo Toeplitz, o que facilita sobremaneira a inplenmentacgéo
conput aci onal do método. Conclui-se tanmbém que essa matriz, a
luz do principio da causalidade que vigora sobre os sistenas
fisicamente realizaveis, deve ser triangul ar i nferior.
Foi feito um estudo prévio da fornulacdo tradicional
par a se analisar a pertinénci a de al guns de seus
aspectos com a fornulacdo matricial, tais cono procedi nentos
de discretizagdao e truncanento, extensdo de periodos,

contam nagcdo do espectro de frequéncias, entre outros.



O método foi formul ado para sistemas com um grau de
| i berdade e depois estendido para os sistemas com vari os graus
de |iberdade que podem ser desacoplados pela transformcéao
nmodal . Foi considerado sonente o anortecinmento do tipo
vi scoso, isto é, proporcional a velocidade, nmas o nmétodo
pode ser facilnente adaptado para tratar outros tipos de
anortecimento conmb o histerético ou o dependente da
frequénci a. Para os sistemas com anorteci mento nao- propor ci onal
e, por isso, nao factiveis de desacoplanmento por aquela
transformacdo, o j& bem estabel eci do nmétodo das pseudo-forcas
foi enpregado para se permtir a aplicacdo da fornulacéo
matricial as equacdes resultantes.

Par a dar suporte aos resul t ados anal iti cos,
foi desenvolvido um programa em |inguagem FORTRAN, que
permtiu, além da inplementacdo de exenplos nunéricos, a
conparacao do nétodo proposto comoutros ja estabel eci dos.

1.2 REVI SAO BI BLI OGRAFI CA

A andalise dinam ca de estruturas pode ser feita no doninio
do tenpo ou da frequéncia. A escolha do método mais adequado
para um caso especifico, depende das propriedades fisicas do
sistema e da excitacdo a que ele estiver subnetido.

s métodos no dominio do tenmpo geralnente utilizam
processos de integragao passo-a-passo, cuja precisdo depende
fortemente da grandeza do interval o de tenpo adotado (Bathe,

1982). Entre esses metodos, pode-se citar o nétodo de
Newmar k- B ( Newnar K, 1959) e 0 met odo de W son-6
(Wl son, 1973). ConparacOes entre as diferentes teécnicas
de integracdo numérica no tenpo para a solucdo de



sistemas estruturais dinamcos podem ser encontradas em
di versos livros-texto de di nam ca estrutura

comb Clough e Penzien, (1996) e Craig, (1982) e tanmbém em
trabal hos conb o de Stefanou, (1994) e Warburton (1990).

Para os casos onde as propriedades fisicas do sistema sao
dependentes da frequéncia de excitacéo, a resposta dinam ca
deve ser calculada no doninio da frequéncia. Tal ocorre, por
exenpl o, em sistemas sol o-estrutura ou fluido-estrutura (Humar
e Hong Xia, 1993). Tanbém as estruturas nodeladas com
anortecimento histerético sédo tratadas mais adequadanmente no
dom ni o da frequéncia (C ough, 1996).

A analise dinam ca no doninio da frequéncia tornou-se una
realidade com o advento do algoritno FFT (Fast Fourier
Transform devido a Cooley e Tukey, (1965), que permtiu a
conput acdo extremanente rapi da das transfornadas discretas de
Fourier (DFT) . Meek e Vel etsos, (1974), propdem um método de
se conmputar as DFT onde o nunero de ternobs utilizados nas FFT
€ nenor do que os normal nente necessarios. Hall, (1982) propde
uma nodificacdo no algoritmo FFT para wuso na dinamca
estrutural, onde o nunmero de ternobs necessari os passa a ser
igual a uma poténcia inteira de 2 nultiplicada por 2 ou 3, ao
invés de ser uma poténcia inteira de 2 conb no algoritno
original. Humar e Hong Xia, (1993) e Hall e Beck, (1993),
anal i saram um método onde a funcdo conplexa de resposta em
frequéncia original € substituida por uma funcdo mais suave
através do aumento do anorteci mento do sistena. Isto permte
gue se tonme um periodo estendido nmenor para o cal cul o das DFT,
com a conseqlent e econom a comnput aci onal .

Venancio-Filho e Claret, (1991) apresentam a formnul agéo
matricial para a analise dinamca de sistemas |ineares de um
grau de liberdade no doninio da frequéncia, onde as

transformadas de Fouri er, di screta e inversa, sdo realizadas



i mplicitanente. Esta abordagem foi posteriornente estendi da por
Claret,(1991), Venancio-Filho, (1994), Venancio-Filho e C aret
(1995) e Venancio-Filho e Claret, (1996), para sistemas com
varios graus de |iberdade, tanto lineares conb ndao-Iineares.
Tanmbém Ferreira, (1998), aplicou recentenente a fornulacéo
matricial para a solucdo de sistenas nédo-Iineares.

Em sistemas com varios graus de |iberdade, guando
o anortecinento for considerado distribuido pela estrutura de

forma senelhante a da nassa e da rigidez, ele é dito ser
proporcional. Sistemas com anorteci mnento proporcional podem
ter suas equacgodes de novi ment o desacopl adas pel a

transformacdo nodal (Caughey e OKelly, 1965). Com isso
a resposta em coordenadas fisicas pode ser obtida pela
super posi ¢céo da resposta em coordenadas nodais, tanto no
dom ni o do tenpo conb no da frequéncia (C ough, 1996).

Para sistemas estruturais com caracteristicas mais
conpl exas de anorteci mnento, as equa¢des do novi nento nao podem
ser desacopl adas pela transformacdo nodal e o anortecinento é
dito n&o-proporcional. Foss, (1952) e Hurty e Rubinstein,
(1964) sugerem a utilizacdo de nodos conpl exos para desacopl ar
as equacdes de novimento de tais sistemas. Porém o problenma
de autoval or neste caso é duas vezes nmior que o tradicional
e o0s nodos conplexos dificultam a interpretacdo fisica do
probl ema (Mau, 1988). Mesnp assim esta solucdo foi enpregada

por Singh, (1980), Veletsos e Ventura, (1986), Singh e
Ghaf ory- Ashtiany, (1986), Singh e Suarez, (1986) e Chen
e Taylor, (1987), variando entre um e outro autor apenas o

processo utilizado na extracdo dos nodos conplexos e na sua
super posi ¢cdo para cal cul o da respost a.

Um forma de se obter uma solucdo aproxinmada de um
sistema com anorteci nento nao-proporcional, apresentada por
Thonson et al, (1974) e Warburton e Soni, (1977), é desprezar



os ternos fora da diagonal da matriz de anortecinmento, apés
a transformacao nodal

Qutro procedimrento que vem sendo enpregado para tratar
si stemas com anorteci ment o ndo- proporcional,e que, na verdade,
pode ser enpregado para sistenas com todos os tipos de ndao--
i neari dades € o conhecido cono netodo das pseudo-forcas. Por
esse processo, 0s ternps ndao-lineares sao transferidos para o
| ado direito das equacdes nodais de novinmento, e tratados conp
pseudo-forcas. O sistema resultante é resolvido por um
processo iterativo, ou no dominio do tenpo conb o fazem
Cl aret e Venédncio Filho, (1991) e |brahinbegovic e WIson
(1989), ou no dominio da frequéncia cono Jangid e Datta,
(1993), ou por um processo msto domnio do tenpo-doninio da
frequéncia, conp proposto por Ling e Wi, (1987) e Caneron e
Giffin, (1989), e depois generalizado por Aprile et al,
(1994). Dentro desta linha ha tanbém os trabal hos de Kawanot o,
(1983) e WwIf e Darbre, (1987).

Claret e Venancio-Filho (1991) fazem um anplo estudo
desse nmet odo, f or necendo i ncl usi ve sua condi ¢céo de
convergéncia e introduzindo o0s conceitos de indice de
acoplamrento e de indice de convergéncia para caracterizar o
grau de nao-proporcionalidade do sistema. Chen e Taylor
(1990) utilizam um base de vetores de Ritz para desacoplar as
equacbOes de novinmento e utilizar a superposi ¢cdo nodal .

Claret (1991) &estende a fornulacdo nmatricial par a
sistemas ndo-lineares com varios graus de |iberdade, no que é
segui do por Venancio Filho, (1994), Venéancio-Filho e daret,
(1996) e Ferreira, (1998).

1. 3 DESCRI CAO SUMARI A

O capitulo 2 apresenta a fornulacdo tradicional para a



anal i se dinamca de estruturas no doninio da frequéncia, para
sistemas com um grau de liberdade. A partir das integrais de
Fourier, chega-se, por umprocesso de discretizacdao que ¢é
explicado graficanmente, as transfornadas discretas de Fourier

gue sao resolvidas pelo algoritno FFT. D scutem se 0s erros
ocasi onados por esse processo e as nmaneiras de mnim z4-1 os.

O capitulo 3 desenvolve a formulacdo matricial para a
anal i se dinamca de estruturas no doninio da frequéncia, para
sistemas com um grau de |iberdade. Sdo deduzidas as
propriedades das matrizes de Fourier e da matriz final que va
operar sobre o vetor de <cargas conduzindo a resposta
do sistema. Prova-se que essa matriz é do tipo Toeplitz e que,
para atender ao principio da causalidade, deve ser triangular
inferior. Chega-se também a expressdes para o tratanento das
condicdes iniciais pela fornmulacdo matricial, o que ¢é
fundamental para sua aplicacdo em si stemas nao-|i neares.

O capitulo 4 trata de sistemas com varios graus de
| i berdade, com anortecinmento proporcional e ndo-proporcional
Gs prineiros séo desacopl ados pela transformacdo nodal, com as
equacOes resultantes resolvidas pela formulagcdo matricial. Nos
sistemas com anortecinmento ndo-proporcional, é enpregado
o método das pseudo-forcas apdés a transfornacdo nodal, como
sistema resultante sendo resol vido por um processo iterativo,
no donini o da frequéncia, através da fornul acdo matricial .

No capitulo 5 sédo apresentados varios exenplos nunéricos
onde se procurou conparar os resultados obtidos com o uso da
formul acdo matricial com os fornecidos por nétodos ja
est abel eci dos. Com i SSO procurou-se conprovar numericanmente as
expressdes analiticas apresentadas no texto, e também validar
o programa desenvol vido paral el anente ao trabal ho analitico.

O capitul o 6 apresenta as concl usdes e sugest des.



CAPITULO 2

ANALISE DINAMICA NO DOMINIO DA FREQUENCIA DE SISTEMAS COM UM

GRAU DE LIBERDADE - FORMULAGAO TRADICIONAL

2.1 | NTRODUCAO

A analise da resposta de sistemas estruturais subnetidos
a excitacbes dinam cas pode ser feita no doninio do tenpo ou
no doninio da frequéncia, com a superioridade da abordagem de
uma netodologia sobre a outra dependendo fortenente do
probl ema especifico em quest ao.

OCs métodos baseados no donminio do tenpo geralnmente
utilizam processos de integragcdo passo-a-passo, tais conmo o
mét odo de acel eracdo nédia constante, o método da acel eracéo
l[inear ou o método WIlson-0 (Stefanou, 1994). Estes métodos
podem ser aplicados a sistemas com qualquer tipo de néo-
| i neari dade, porém sua estabilidade e a precisao no processo
de integracdo dependem do intervalo de tenpo adotado (Bathe,
1982) . Com i sso, pode ser exigido um esfor¢o conputacional
muito grande na solucdo de sistemas onde se necessite de um
interval o de tenpo nuito pequeno na anali se.

J4 os métodos baseados no dominio da frequéncia utilizam
cono ferranenta matematica as transformadas de Fourier, cuja
estabilidade permte que se usem intervalos de tenpo nmaiores
que os geralnmente utilizados nos processos de integragdo no
doninio de tenpo. Al ém disso, exi stem situacdes onde
as caracteristicas fisicas do sistema sao dependentes da
frequéncia de excitacdo, o que torna a analise no doninio da



frequéncia a Uunica forma efetiva de solugcdo. Sistenas
nodel ados com anortecinento histerético e sistemas que
envol vem domini os infinitos, conb ocorre em sistemas solo-
estrutura, onde o0 solo temuma extensdao infinita, ou
em si stemas barragem agua, onde se considera o reservatorio
se estendendo para o infinito na direcdo rio-acim, tanmbém sé
podem ser trat ados adequadanent e no doni ni o da
frequéncia (Hall, 1982).

Este capitulo apresenta a formulacdo tradicional para a
anadlise dindmca de sistemas estruturais no domnio da
frequénci a, com a resposta sendo obtida pelo uso de
transformadas discretas de Fourier (DFT) através do al goritnp
FFT (Fast Fourier Transfornmj. O método ¢é discutido de uma
manei ra expositiva, sem uma denonstracdo nmatemética formal dos

concei t os envol vi dos

2.2 SOLUCAO DA EQUACAO DINAM CA DO MOVI MENTO NO DOM NI O DA
FREQUENCI A

O sistenma de um grau de |iberdade nostrado na figura
(2.1) esta sujeito a una carga p(t) aplicada a massa m a

partir do tenmpo t = o.
L v (t)
1 C — -
- no— -
Tk p(t)

Figura 2.1: Sistenma massa-nal a- anortecedor.



A equacao do nmovi mento é:

mit) + c(t) + k(t) = Ht) (2. 1)

onde ¢ € o anortecinento viscoso, k a rigidez, e y(t), y(t) e
v(t) a aceleracdo, velocidade e deslocanento da nassa,
respecti vamente.

Para sistemas |lineares com condig¢bes iniciais nulas a
resposta v(t) pode ser determ nada no dominio do tenpo através

da seguinte integral de convolucédo (C ough e Penzien, 1993).

qt) = ‘!F(T)f(t - ndt (2.2)

onde t é o tenpo, T é a variavel de integracdo, e h(t) é a
funcdo de resposta inpulso unitario (nula para t<O, ou seja,
h(t-ty é a resposta da mssa a um inpulso de nmagnitude
unitaria aplicado no tenpo t=t.

A funcdo inpulso wunitéario, figura (2.2), ¢é definida
mat emat i canent e conop

qt —a =0 parat # a

- (2.3)
[a -adt =1

BL a)

Figura 2.2: Funcao inpul so




unitario

Deve-se observar que, enquanto o intervalo de tenpo no
qual a funcdo é diferente de zero é, por definicédo, definicao,
infinitamente pequeno, isto é €& tende a zero no linmte, e a
anplitude da funcdo neste intervalo de tenpo é indefinida, a
area sob a curva é bem definida e igual a unidade. Conpo a
integral em (2.3) é adinensional, a unidade da funcdo inpulso

unitario é st

Para um si stemn sub-anorteci do

1
t -1 = — t - —-cut - 2.4
Ht -7 senfaft - 7] exp[—-€uft - 7] (2.4)

onde w é a frequéncia natural do sistema = V(k/n), & é a taxa
de anmortecinento = ¢/2mw, e op = wV(1-&), a freqiéncia natural
anortecida. Emnuitos sistemas, tais conpb os que envolvem
doninios infinitos citados na secdo anterior, nao é possivel
determnar h(t), o que faz com que eles s6 se resolvam no
doninio da freqiéncia®

Para se resolver a equagéao (2.1) no domnio da
frequéncia, considera-se o sistema subnetido a uma excitacao

harmbni ca unitaria na freqiéncia

ft) = exp(i wt) (2.5)
onde i=V-i, excitacdo esta que vai provocar uma resposta da
forma:

t) = H® exp(i t) 2.6)
Vt) = i WH® exp(i wt) = i wVt) .7
Wt) = -w'Ho) exp(i ®t) = -w(t)

10



(2.8)

onde H(w) é uma funcdo da freqUuéncia de excitacéo
Cuj a expressdo se busca encontrar
Levando as equacdes (2.5) a (2.8 em(2.1) resulta
(-o'm+iwc + KH® =1 (2.9)
Logo,

H®@ = 1 (2.10)

-o'm+iwc +k

A funcdo H( @) é conhecida cono a fungdo conplexa
de resposta em frequéncia, sendo definida conb a resposta do
sistema a uma carga harndnica conplexa unitaria na frequéncia
( ®W). Prova-se que h(t), funcao de resposta inmpulso unitario,
e HWformam um par de transformadas de Fourier, o0 que
permte, caso a prineira seja conhecida, obter a segunda por

Hw = }l(t)exp(—iaﬁ)dt (2.11)
ou vi ce-versa
Ht) = 1 }I-QG)) exp(i wt)dw (2.12)
21 J

A transfornmada de Fourier do carreganmento genérico p(t)
da equacao (2.1) é

R = }r(t)exp(—i ot )dt (2.13)
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O teorema da convolucdo (WIlie e Barrett, 1995)
estabel ece que a convolucdo no tenpo de duas funcdes e o
produto de suas transfornmadas de Fourier formam um par de
transformadas de Fourier, ou, em outras palavras, convolucéo

no tenpo equivale a multiplicacdo na frequénci a.

Tendo emvista entdo (2.2), (2.11) e (2.13) conclui-se, a
luz desse teoremn, que v(t) e o produto H(@W )P( @) formam um
par de transformadas de Fourier, como que, por transformgcao
i nversa de Fourier chega-se a

ht) = 1 }mm) exp(i @t)d® (2.14)
21 J

gque é a solucao da equacdo (2.1) através da analise no dominio
da frequéncia pelo uso das transfornadas de Fourier. EmM
(2.14), a funcado conplexa de resposta em frequéncia H(® ) pode
ser obtida através da transfornada direta de h(t), equacéo
(2.11), ou, quando ndo existir expressdo para esta ultins,
através da solucdo da equacdo do novinento para uma carga
harndni ca unitéria, conforne as equacgdes (2.9) e (2.10).

As equacdes (2.10) ou (2.11), (2.13) e (2.14) fornecem a

resposta do sistena a excitagcdo genérica p(t) e sao
equi val entes a convol ucdo representada pel a equacao (2.2).

2.3 A TRANSFORMADA DI SCRETA DE FOURI ER
Na rai or parte das situacdes praticas, a carga p(t) nao é
tratada de forma continua, mas sim através de una série de

pontos discretos p(t;). Da nmesna forma, a resposta v(t) tanbém

12



€ obtida nesses pontos, gerando-se um vetor resposta v(t;i).
Por outro lado, rotinas conputacionais tanbém exigem a
transformacdo de dados continuos em discretos.

Conpb consequéncia as equagbes (2.10), (2.11), (2.13) e

(2.14) devem ser nodificadas, com as integrais de Fourier
sendo substi t ui das por suas ver sdes di scretas, as
transfornmadas discretas de Fourier. Essas transfornadas
di scretas sao, pois, uma aproxi macdo das transfornadas

continuas de Fourier, e, conbo em todas as aproximacdes, estéo
sujeitas a erros que devem ser reduzidos tanto quanto
possivel. Esses erros sdo inerentes ao processo de obtencdo de
N pontos discretos da funcdo do tenmpo original e também de N
pontos discretos de sua transformada de Fourier. Esse processo
envolve trés passos (Meirovitch, 1986; O Brigham 1974):
di scretizacdo no doninio do tenpo, truncanento no donminio do
tenpo e discretizacdo no dom nio da freqiénci a.

A transfornmacdo de uma funcdo continua do tenpo em unmm
funcdo equival ente, di scretizada em intervalos iguais a T,
pode ser aconpanhada na figura (2.3) (Meirovitch, 1986), onde,
por conodi dade, se utilizou a frequéncia ciclica f = « 21 no
| ugar da frequéncia natural . No processo descrito pela
figura (2.3) tanmbém se usou um resultado da teoria das funcdes
general i zadas, segundo o qual o produto de uma funcdo continua
emt = T e uma fungcdo i nmpul so val e

f(t) &t - T) = f(T) &t -7 (2.15)

A discretizagcdo da funcdo original f(t) da figura (2.3a)

€ feita multiplicando-a por A(t), trem de inpulsos unitarios
espacados pela distancia T, (figura 2.3b), tendo cono
resultado uma funcdo discreta do tenpo formada por infinitos
pontos (figura 2.3c). Sua transformada de Fourier é obtida
pelo teorema da convolucdo na frequéncia (Wlie e Barrett,

1995), que estabel ece que a transformada de Fourier do produto
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de duas funcdes do tenmpo €& igual a convolucdo das
transformadas de Fourier das funcgdes, ou seja, nultiplicacéo
no tenpo equivale a convolucdo na frequéncia. A transformda
de Fourier de f(t), F(f) estd representada em (2.3a) e a
transformada do trem de inpulsos unitarios é outro trem de
i mpul sos A(f) (O Brigham 1974), de magnitude igual a 1/T,
espacados pela distadncia 1/T (figura 2.3b). A convolucgao
dessas duas transfornadas se nostra na figura (2.3c), de onde
se concl ui gue a transfornada de Fourier da funcao
di scretizada a cada intervalo T é uma funcdo periddica, com
periodo igual a 1/T, igual a funcdo F(f) exceto pela
anpl i tude, que é dividida por T.

Ji afr f(,)

Arca = |

* , - ,’A\ /A\
e I “
g

Arca = T-'

He | fe srt T 0 T T 27 LRIy zFf
r-l"‘ fe

(o) ) ) -

Figura 2.3: Processo de discretizacao no tenpo.

O processo descrito no paragrafo anterior e ilustrado na
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figura (2.3) partiu da premissa que o intervalo de
di scretizagcdo T foi pequeno o bastante para que, na figura
(2.3c) um periodo ndo se m sturasse como outro. Se, porém o

Intervalo T aunenta, os inpulsos A(f) se aproxi mam o0 que pode
causar unma super posi ¢cado nas funcbes F(f), tal cono nostrado na
figura (2.4) (Meirovitch, 1986).

Fn

A
} NI f\]l/\%/\gf\:
4Tt ar !t or' -1 1 r'oo2rt oart ar!

Figura 2.4: Fendnmeno de aliasing

Logo, a transformada de Fourier de umm funcao
di scretizada com unma taxa de discretizacdo baixa, sofre uma
di storcdo em rel acdo aquel as discretizadas com una taxa mais
alta. Esta distorcdo € conhecida cono aliasing, e pode ser
entendi da conb a contam nagdo do espectro de frequéncias de um
periodo por frequUéncias de outro periodo. Da figura (2.3c) vé-
se que a taxa ninima de discretizacdo para evitar a
super posi cdo de frequéncias € T = 1/(2f.), onde f. é a nmis
alta frequéncia de F(f) . Assim para evitar esta distorcao
deve-se ter

Tt

T<i—_
. @ (2. 16)

bserve-se gue a auséncia total de aliasing s6 é possive
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se F(f) = Opara |f| > f..

O processo conpleto de obtencdo do par de transfornadas
di scretas de Fourier a partir do par de integrais de Fourier é
nostrado na figura (2.5) (Meirovitch, 1986).

F(f)
f /
(a)
N\\/ﬂ \\\/J , /\ )
An(l) ln(}{) .
(Alei I (b rea=T
- k7 - T £
Vl t) £
Py "~ © /\/
Y
~ [ ¥ Pl
L4 y.\ J \'_h ot . ;
v - ’-'
(v
-0 G{f)
()
1
! f
H T-4
fngin G-
b= © J__ MG -rdy
LY /\/ \/\
.
‘n ~ P I}
h Y I'
[
a,(n AN
Area =T, N Area = |
y
| e
- T - TF T
F(f) Fih
- 2 '\\ {g) - ’AL\ -
\-o\h \-.\i -J t.»‘ .‘l l“ t‘ t.
“h ‘L - ! "F ‘v’ !
- ¥ tam P
- 154

Figura 2.5: Transformadas discretas de Fourier.
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Oprineiro passo, discretizacdo no domnio do tenpo, fo
explicado anteriornente, e estd ilustrado na seqléncia a a c
da figura (2.5), onde se pode observar a ocorréncia de
aliasing. O proxinmbo passo € o0 truncanento da funcéo
discretizada no tenpo, ja que sonente N pontos serao
consi derados na analise. A funcdo de truncanmento e sua

transformada de Fourier estdo ilustradas na figura (2.5d).
Mul tiplicando no tenpo e fazendo a convolugdo na frequénci a,
tembs o resultado na figura (2.5e), onde no doninio do tenpo
temse uma funcdo com N pontos e de magnitude igual a da
funcdo original, e no doninio da frequéncia temse a nesnma
funcdo da figura (2.5c), mas com al gumas ondul agcdes causadas
pela sua convolugdo com a transformada da funcdo de

t runcament o.

Oultinmo passo para se chegar ao par de transfornmadas de
Fourier é a discretizagcdo no doninio da frequéncia o que é
feito através do trem de inmpulsos unitarios na frequéncia e
sua transformada inversa de Fourier, nostrados na figura
(2.5f). Miltiplicando na frequéncia e fazendo a convolucdo no
tenpo chega-se ao resultado da figura (2.59). Pela figura vé-
se que a funcdo de tenpo original e sua transfornada de
Fourier foram aproximadas por N pontos discretos. Esses N
pontos definem o par de transfornadas discretas de Fourier e
apr oxi mam o par de transformadas ori gi nal

A di screti zacgéo no domi ni o do t enpo pr ovocou
peri odi cidade no dominio da freqUuéncia e a discretizacdo no
doninio da frequéncia provocou periodicidade no donminio do
tenpo. Logo, as transformadas discretas de Fourier inplicam em
gque as funcbes de tenpo e frequéncia originais se transfornmem
em funcbes discretas periddicas, com um periodo sendo
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det ermi nado por N pont os.

A formalizacdo mtematica do que foi graficanente
est abel eci do até aqui pode ser encontrada em O Brigham (1974)
ou Meirovitch (1986).

Vol tando as equacdes que definem a analise da resposta no
donini o da frequéncia, equacbes (2.11), (2.13) e (2.14), aqui
repeti das por conveni énci a

H® = }I‘(t)exp(—i t )dt (2.11)
Ro) = }r(t)exp(—i ot )dt (2.12)
M) = o [ROHE exp(- @)t (2.13)

as transfornmadas discretas que as substituem ser o
e O ,.0gm _ _ (2.17)

HIG) = a3 Hnat) exper 2 %W%m_o,. CN-1
mw = At gnat) exp 2 FME m = g N -1 2.18
RIG) = Aty (nat) expr NEm=o... (2.18)

RAYO R . Om B _

\(ma_ﬁsz{mm)mm)exp%mDN%n_o,...,N L (219

onde H m\®), P(ppw ). V(nAt), h(nAt) e p(nAt) s&o as versoes
di screti zadas peri 6dicas das fungbes Hg ), P( ), v(t), h(t)
e p(t). Por raz6es ja nencionadas, HM®) tanbém pode
ser obtida através da solucdo da equacdo (2.10) par a

val ores di scretos m\o.
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Nas equacbes acinma o0s intervalos de discretizacdo At e
A® podem ser expressos emternos do periodo T e do numero N de
pont os di scretos deste periodo, cono

T

At =5 (2. 20)
e

___2mn

Ao == (2.21)

A expressao exp[2ni(m/N)] ¢é a forma discreta de
exp(i wt), ja que, sendop= Mepe t = nAT, temse

211

i Wt = i MwnAi =imT

nI:Z‘mm
N N

No somatorio da equacdo (2.19) nédo existem frequéncias
negativas, o0 que estd aparentenente em desacordo com sua
simlar continua, equacdo (2.14). Porém assumindo N par,
essas frequéncias ocorrem no intervalo N2 < m < N, cono

nostrado na Tabela 2.1, devido a periodicidade das funcfes

Rm\e) e HMS) .

Tabela 2.1: Relacédo entre me MA@ para N par

m Frequéncia mA@ correspondente
0 0
1 A®
2 2A®
O 0
N2 -1 (N2 - 1) Aw
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N 2 (N 2) A
N2 + 1 - (N2 - 1) A®
0 0
N - 2 - 2A®
N-1 Ne

Sendo p(nAt) e h(nAt) reais, P( nAc_o) e H( rmm) tém seus
valores emm= N - j conp conpl exos conjugados dos val ores em
m=j, para j= 1,2,... ,N2 -1. Para m = O os valores séao
reais e para m= N2, aparece umterno inmaginario mas, ou ele
€ desprezado (Claret, 1991), ou apenas a parte real é usada
nos cal cul os (Hall e Beck, 1993).

A freqiéncia maxima ocorre emm= N2, isto &, @, =
(N2)A®ou
—~  _ T (2.22)
Wrax At

gque é a chamada freqiéncia de Nyqui st.

A senelhanca do caso continuo, onde o teorema da
convol ugdo estabelece a equivaléncia entre a equacédo (2.1) e
as equacbes (2.11), (2.13) e (2.14), as -equacdes (2.17),
(2.18) e (2.19) equivalem a seguinte convol ucdo discreta

\(nAt):Atip(jAt)k(nAt ~jAt), n=0,...,N-1 (2.23)

onde as funcdes discretas v(nAt), p(jAt) e h(nAt - jAt) sao
periodicas e de periodo igual a N, devido a periodicidade
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inplicita as transformadas discretas de Fourier. Na pratica o
somat 6ri o da equacao (2.23) sO6 se efetiva até j=n, ja que,
conb h(nAt)=0 para n<Q, ter-se-a h(nAt - jAt)=0 para j>n. Isto
reflete o principio da causalidade, que serd conentado no
pr 6xi no capitul o.

A convol ucdo discreta da equacdo (2.23) € nostrada na
figura (2.6) (Hall, 1982), para um determ nado tenpo discreto
nAt .

pljdt)
N\ N e ™
T‘ 1!“ N=i

i
T
Mj at) :
AN AN bﬁ\ /ﬁ\ /" ———rere /N\ I\
V S lzv .T, .—N‘-l V NS
h-jat) ’
A VA ———— “L"}ﬁ\n.lz\ N
. NN/ 1u \J'A\/ [ NS
hnAt —jAl)
PN A NN S A
VA \u70r\~/ " A LAV

v i{nat)e 2 oljAth*hinAl =jAl) At
pliat) haal=jat) ix‘ i /<

A A
v |

Figura 2.6: Convol ucdo de funcdes peri ddicas discretas.
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A funcdo h(jAt) é truncada, tendo a duracdo T, O periodo
T=NAt é tomado conmp a soma da duracdo T, de p(jAt) mais Ty,
isto é, T = T, + Th. Aumenta-se a seguir p(jAt) e h(jAt) com
zeros até se atingir o periodo T. Com isso elimna-se ou
conmpensa-se a superposicido de um periodo em outro, que ocorre
durante o processo de convolucdo. Em outras pal avras, espera-
se a resposta decair, até que, no inicio do segundo periodo,

as condic¢cbBes iniciais do prineiro sejam obedeci das. Observe-se

gqgue se o0 anortecinento do sistema reduzir h(jAt) a valores

negligiveis parat =2 T, ndo & necessario o seu truncanento.

Para que (2.23) e, também (2.17), (2.18) e (2.19),
fornecam uma boa aproxi magao das fungdes continuas, devem ser
escol hi dos val ores adequados para T, At, A® e @, , sendo que
a definicdo de duas dessas variaveis determ nam as outras duas
mai s N Prinmeiro se seleciona T conb o tenpo provavel nente
necessari o para o decainento da resposta, 0O que por si ja
determina umvalor para Aw. A seqguir, escolhe-se um At
pequeno 0 bastante para se reduzir os erros causados pela
di scretizagdo, conduzindo também a um val or adequado para @, -
Com isso o0s erros devido a superposicao de periodos
(overl appi ng) , al i asi ng e ondul acdes (ripples) séao
m ni m zados.

Qutros procedinentos ja foram propostos para elimnar ou
conpensar 0s erros citados no fim do paragrafo anterior, tal
conb o netodo de superposicdo de resposta corretiva baseada em
condi¢cbes iniciais (Veletsos e Kumar, 1983), ou o nétodo da
super posi cdo de resposta corretiva obtida de um par de pul sos
peri 6dicos (Meek e Veletsos, 1972). A descricdo desses
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procedi nent os pode ser encontrada nas referéncias citadas e
tanbém em Humar e Hong Xia, (1993).

2.4 O ALGRI TMO FFT

O céalculo de uma transformada de Fourier exige N
mul tiplicacdes, o que, para um valor alto de N, se torna uma
tarefa nuito dispendiosa, em ternos de tenpo e nendria
comput aci onai s.

Porém com o surginmento do algoritmo FFT (Fast Fourier
Transformou Transfornada Rapi da de Fourier) em 1965, (Cooley
e Tukey, 1965), que reduziu o numero de nultiplicacdes para um
val or igual a N og;N, nunmerosos processos que eram inviaveis
t ornaram se possiveis, provocando um grande avango em nuitos
canpos cientificos (Bracewell, 1990).

A transformada répida de Fourier (FFT) €&, pois, apenas um
algoritno para se calcular mais rapidanente as transformadas
di scretas de Fouri er. Sua eficiéncia vem do fato
dessas ultinmas conterem o ternmo exp[i2rm{(m/N)] e de se tomar
N da forma N= 2/, comj=2,3,...

Usando as propriedades harnbnicas de exp[i2mm/N)] e a
escolha de N conp poténcia de 2, chega-se a um processo de
fatoracdo, onde as N multiplicacfes se reduzem a N og,N. O
desenvol vinmento conpleto do algoritno pode ser encontrado em
Cool ey e Tukey, (1965) e O Brigham (1974).

Para o conputo da resposta v(nAt), eq. (2.19), calcul a-se
a soma da eq. (2.18) por FFT, obtendo P( mMAw). Em seguida, ou
se repete 0 processo para o calculo de H( m\w), eq. (2.17),

ou, 0 que é mais comum calcula-se estes Ultinos val ores pela
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equacao (2.10). A seguir, faz-se o0 produto P(mMo)H mMo),

aplica-se de novo a FFT, eq. (2.19) e chega-se a v(nAt).

Em um processo conpleto de céalculo da resposta por FFT,
sdo necessarios portanto N ogzN nultiplicacdes conplexas para
o calculo de cada uma das equacgdes (2.17), (2.18) e (2.19), e
N nultiplicacbes conplexas para o calculo do produto
P( mM\w) H M), totalizando (N + 3Nl og,N) nmultiplicacdes. Se se
cal cular H( mM\w) por (2.10), serdo necessarias (N + 2N og:N)
mul tiplicacdes mais a geracdo dos N valores de H mMw) por
aquel a equacéo.

Desde seu surginento, varias versfes do algoritnmo FFT tem
si do apresentadas, para adapta-lo aos seus varios canpos de
apl i cacdo, tomando partido da forma especifica conb se nobstram
os dados de trabalho em cada canpo. Dentro da dinamca
estrutural, pode-se citar, por exenplo, o trabalho de Hall,
(1982), onde o requerinmento de se tomar N conp poténcia
inteira de 2 nuda para N com poténcia inteira de 2
mul tiplicada por 2 ou 3.
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CAPITULO 3

ANALISE DINAMICA NO DOMINIO DA FREQUENCIA DE SISTEMAS COM
UM GRAU DE LIBERDADE — FORMULAGCAO MATRICIAL

3.1 | NTRODUCAO

Nao obstante a otimzagcdo do consunb de tenpo
conmput aci onal propiciado pelo al goritno FFT, el e
apresenta duas restricdes que podem se transformar em
desvant agens quando usado para o célculo da resposta
di nam ca de um sistema estrutural .

A prineira deve-se ao fato de se inpor ao nunero N de
pontos das funcdes discretizadas a condi¢cdo de ser umm
poténcia de 2, ou seja, N = 2/, j inteiro. Assim a cada
aunment o de precisao requerido, dobra-se o nunero de pontos
necessarios, isto é N = 211 = 2N com o conseqiente
aumento do esforgco conputacional e da area de nenoria
exi gi da.

O outro aspecto refere-se ao fato de que, com o uso
da FFT, a resposta € calculada necessarianmente em N
pontos, enquanto o conportanmento do sistena geralnente
pode ser descrito com um nunero bem nmenor del es.

Neste capitulo estuda-se uma fornulacdo de anali se,
na qual ndo existe a exigéncia acim sobre o nunero N de
ternmos no cal cul o das transformadas di scretas de Fourier, e
na qual a resposta pode ser calculada em um nuamero
arbitrario de pontos, desde que este nunero traduza
adequadanment e o conportanmento do sistena.
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Qutra vantagem desta fornul acdo € que as transformdas
di scretas de Fourier, direta e inversa, sé&o cal culadas ao
nmesno tenpo, de forma inplicita, no procedinento que |leva a
resposta no dominio do tenpo.

3.2 FORMULAGAO MATRI Cl AL

A analise, no donminio da frequéncia, da resposta de um
sistema de um grau de |iberdade subnetido a uma excitacéao
di ndm ca, passa pela avaliacdo das transformdas de Fourier
expressas por (2.18) e (2.19), aqui repetidas

_ iy O . Om a _
F(rmm)—AthOF(nAt)expE—ZmQW%m—O,...,N 1 (2.18)

_ Aw 'S . Jm _ _ 1(2.19)
Mm@ = LRM@Hmexp%m%%n - 0..., N-1

com H( mMAw) aqui sendo cal cul ado por

1
mw) = =0,...,N-1 (€RY
Hmia) - (M@®*m + i(M®c + k'’ m=0...

e com o carregamento e a resposta em suas fornmas
di scretizadas p(nAt) e v(nAt). Para N par, as frequéncias
se contam de O a N1, mas equivalem as nostradas na
tabela 2.1, repetida adiante, devido a periodicidade
inplicita as transformadas di scretas de Fourier.

Cs intervalos At e Aw, cono definido anteriornente,

val em

At =

|

(2. 20)
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A = ! (2.21)

onde T é o periodo adotado para o carreganento.

Tabela 2.1: Relacdo entre me MA®W para N par

m Frequéncia mA@ correspondente
0 0
1 A®
2 2A®
O O
N2 -1 (N2 - 1) Aw
N 2 (N 2) Aw
N2 + 1 - (N2 -1)Aw
0 0
N-—- 2 -2AW
N-1 - AW

Do segundo teorema de Mivre, da teoria nuameros
conpl exos, a raiz enésinma primtiva da unidade vale (Wlie
e Barrett, 1995)

2n (3.2)
it

W = ex H
pD
Logo, com a notacdo acim a equacédo (2.18) fica
N-1
F(rma))zAtZW”“r(nAt),m=0,...,N-1 (3.3)

Tomando p( mM\w) e p(nAt) conp os vetores

P={Rm\®} ={RJ, RA, R2Ad, ..., B (N - DA } (3.4)
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p = {dnAt)} ={d0, dAt], d2At], ..., d(N - DAt]} (3.95)

e W™ conp o ternpo genérico da matriz

a 1 1 O 1 QO
% Wi w2 O V\rN‘”%
E =[Ww™ =01 W? w* O WAV (3.6)
%] 0 0 0 Il %
@_ \N(N—1) WZ(N—l) 0 VV(N—l)ZE

as N equacdes expressas por (3.3) podem ser colocadas sob a

seguinte forma matricial

P=AFE p (3.7)

Tomando agora v(nAt) conmo o vetor

v = {MnAt)} ={M0, [At], 2At], ..., M (N - DAt]} (3.8)

e H( mM\w) expresso por (3.1) cono a natriz

HAG
H=[HmMy] =
0 4

moOooods

0

0

0

H24G 0 (39

0
H (N - DAWH

as N equacdes expressas por (2.19) podem ser col ocadas sob
a seguinte forma matrici al

v = %gp (3. 10)
21

sendo E a matri z
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a 1 1 O 1 QO
4w w2 owe s

E =[W™ =01 W? AR WZN_DE (3.11)
a] O 0 O 0 g
E- \N(N—1) WZ(N—1) 0 Vv(N—l)ZE

Levando (3.7) em (3.10) vem
A (3.12)
v = — AtEHEp .
21

Tendo emvista (2.20) e (2.21)

2n N
resul tado que | evado em (3.12) da
1
Vo= N EHE p (3.14)

Esta é a equacdo basica da fornul acdo matricial para a
analise dinadmca de sistenas de um grau de |iberdade no
doninio da frequéncia, da forma conp foi originalnente
apresentada por (Venancio-Filho e Caret, 1991). Nela esté
representada a transfornada de Fourier do carreganento, o
produto desta transformada pela funcdo conpl exa de resposta
em frequéncia e a transformada inversa de Fourier desse
produto, gerando a resposta no domnio do tenmpo. Por isso
essa equacdo foi denomnada de InFT (Inplicit Fourier
Transform (Venancio-Filho , 1994).

Fazendo o produto matricial E.E, temse, para a |linha
j de E e a coluna k de E
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(LW, W, WD) (L W, WL WD) =

=L W W s WO = 5w

Mas, uma série geonetrica finita tema seguinte soma
(Wlie e Barrett, 1995)

1_

ZN
oz #1 (3. 15)
1-7

N-1
1+Z2+2Z +... +2" = sz =
_ i-k) _— . . 2Tﬁ .
Logo, fazendo Z = W™ = exp[(j - k)i N paraj # k vem

Nl 1 — N '
pW =T Pk

Mas,
W™N = exp[ (j - K2mi] = cos(j - K2m+i sen(j - k2m =1
Assi m

N-1

;V\?ﬁj"‘) =0 j 2k

Para j =k

Logo, conbi nando os dois casos, temse para o el enento
genéri co do produto EE

oo N =Kk
,;\Nmk)_%_)j;tk
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(3.16)
Com isso conclui-se que E e (1/NE sdo nmatrizes
i nversas, com a equacéao (3.14) podendo tomar a forma

v = EHE'p (3.17)

A equacdo (3.14) pode ser posta sob uma forma ainda
mai s conpacta (Venancio-Filho e Caret, 1996)

1
vV = —e 3.18
N P ( )

onde
e = EHE

A expressao (3.18) representa emuma forma sintética e
el egante o calculo da resposta, onde o vetor de cargas no
doninio do tenpo é transfornado diretamente no vetor de
respostas ja no dominio do tenpo, comtodas as expressodes
i nternedi ari as enbutidas na matriz e.

O produto matricial em (3.19), ao msturar operacgodes
no dominio do tenpo com operacdes no doninio da frequéncia,
deve, porém ser tonado de nmaneira a que a equacdo (3.18)
obedeca ao principio da causalidade, que deve ser seguido
por todos os sistemas fisicanmente realizaveis e que ja
foi citado comrelacdo a convolucao discreta expressa pela
equacéao (2.23).

A equacdo (3.18) sera causal desde que a resposta v(t)
em um instante t dependa da historia prévia da excitacéo
p(t1) para 1t <t (Crandall, 1969). Para que isso ocorra, a
matriz e deve ter, portanto, todos os seus ternps acim da
di agonal principal nul os.

O ternp genérico de ordem (k,l) da matriz e vale,
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portanto

e, = QE;Equa' :jz;vwkhvw'1k =0...,N-LI =0...,k
&Y

,k =0,...,N-2;1=k+1,...,N-1

Tonmando agora o terno de ordem (k+1, 1+1), da parte

triangular inferior de e, vem

N-1 N-1 N-1
€ iy = LHE ., = S WOH WD = 5 wWiwH w'w =
k+l1+1 J'NZ_’l E(k 1)HIE:(| 1) j; HJ j; HJ
=ZJV\71I-|1W“, k =0...,N-2 1=0...,k
j:
Logo
€k+na+y — E (3.20)

A equacdo (3.20) indica que a matriz e tem seus ternos
iguais ao longo das diagonais, ou seja, ela apresenta a

forma
Oe,, O O OO 0 0Q
Hew € 0 OO0 0 O0f
e, e, €, U0 0 00O
e=20 O OO0 0 0F (3.21)
0 O 0 000 o0 oC
0 0
Bus 0O 00O O 0f
%(N—l)o €n-20 O Dey e eOOE

A matriz e, portanto, € unma matriz do tipo Toeplitz,
gue €& conp sao conhecidas as matrizes, geralnente cheias,
com elenentos constantes ao |ongo das diagonais. Essas
matrizes aparecem na nodelagem nmatematica de probl enas
rel aci onados a varios canpos cientificos, onde algum tipo
de padrdo de deslocanento em ternps de espagco ou tenpo
ocorra. Problemas desse tipo sdo, por exenplo, o0s que
envol vem anal i se de séries
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tenporais, processanento de sinais e processanento de
i magens (Bini, 1995).

Por (3.18) e (3.21), a resposta do sistema pode ser
cal cul ada por

14 .
V. = — e.p , | =0,...,N-l .
| NJZ i P; (3.22)

Conmo se pode ver de (3.21), uma nmatriz de Toeplitz do
tipo da matriz e apresenta sonente os ternos da prineira
coluna diferentes entre si. Uma matriz de Toeplitz de ordem
NxN desse tipo pode, pois, ser definida com apenas os N
ternros de sua prineira coluna, ou seja, da coluna de
ordem 0. Definindo o vetor r cono o vetor formdo pelos
el ement os desta coluna, ordenados do ultinmo, e(n1o, ao 1°,
€00, O elenento genérico da matriz e pode ser referenciado
aos el enentos desse vetor pela expressédo

&, = Myasis (3.23)
Levando entdo (3.23) em (3.22), chega-se a seguinte
expressao
1 ,
Vv, :-N MeiisPp» 1 =0,...,N-1 (3.24)
j:

onde a resposta € calculada a partir de um vetor que
armazena os el enentos que ndo se repetemna matriz e.

A senelhanca da equacdo (3.18), o histérico de
vel oci dades pode ser obtido através da expressdo matri ci al

1

ool
Vo= ep (3.25)

33



onde
¢ = EHE (3.26)

com H uma matriz diagonal de el emento genérico

. _ i M\® _ )
mmm)__(mm)z“(m@“k, m=0,...,N- 1 (3.27)

Assim o histérico de velocidades do sistema €
cal cul ado por expressdes simlares as do calculo dos
desl ocanentos, a nenos do fator (i mM\w). Quando se cal cul ar
a resposta de um sistema em processos passo-a-passo ou
de segnmentacdo, a resposta e a velocidade no final de um
segnento, s&o usadas conpb condic¢bes iniciais do segnmento
segui nte.

3.3 | MPLEMENTAGAO COVPUTACI ONAL

A inpl enentacdo conputacional da equacao (3.14) foi
feita por Claret (Claret, 1991), em um processo em que as
mul ti plicacgdes matriciais eram feitas uma a una
Primeiranente o vetor de <cargas era transfornado para
o domnio da frequéncia, através do produto Ep. A seguir,
pré-multiplicava-se o0 resultado por H, obtendo-se a
resposta no doninio da frequéncia, e finalnente, pré-
mul tiplicava-se essa resposta por (1/NE, chegando-se a
resposta no dominio do tenpo.

Neste trabal ho buscou-se a inplenmentacdo conputaci ona

da equacédo (3.18), como calculo da matriz e e a obtencéo
da resposta no dominio do tenpo diretanente do seu produto
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pelo vetor de cargas. Na pratica isto é feito pela
i npl emrent acdo da equacao (3.24).

A matriz E, conhecida cono nmatriz de Fourier (Wlie e
Barrett, 1995), apresenta al gumas propri edades, advi ndas da
natureza de seu ternp genérico W" e da escol ha de um val or
adequado para N, que pernitem al gumas sinplificacdes em sua
estrutura, com o consequente reflexo na inplenentacdo de
(3.18).

O terno genérico da matriz E, transformado para a
forma trigonométrica através da fornmula de Euler, fica

_ _ . Om [ _ m
En = W' = exp%m @W%— cos@zn N @+

+isenBanH mn=20,...,N-1
L N [

(3.28)

Fi xando-se unma linha m de E, temse que o0 prineiro
elenento é igual a unidade enquanto que, para N par, o

el emrento Egw2 val e

. OmN/ 2
Ew 2 = WN 2 = exp%ﬂl @T%:

= cosnm+isennm=(-)"

(3. 29)

Logo, para qualquer linha m o prineiro termb e o

termb Enw2 sdo reais.Os outros ternos da |linha séo tais que

Egnm = CONjdE,), 0<n<N2 (3. 30)

onde o operator conjg retorna o conjugado conplexo do seu

ar gunent o.
Comefeito
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= WV = exp%m m )E

. 21
cosAiN —-n) —5+1 sendg(N - n) —5 =
@0 )NE éﬂ ) NE
costhem - rrn2—nH+i senthen - rmz_T[H:
O N O O N O

2n 2n
cos(n2n cosgrm N§+ sen(n2n sengym W@+

nQNn

+

Ll 21 21 a_

% sen(n2mn cos@m W@ sen@m W@cos(mzmg =
21 . 2 _ .

cosgrm W@ i sengrm W@ = conj udE,)

Agregando-se mais una restricdo ao nunero N de ternos
do espectro, qual seja, a de que N seja miltiplo de 4,
chega-se a seguinte expressdo para os ternos de uma |inha m
de E

- N
Egni2-ny = (-D)"conj dE,,) 0<nc< 2 (3.31)

E N = WHN-M :eXp%Tﬂ.n‘HN—mQ/ NE:

O N 210 O N
COS - n —~+1i sen -
3 EQB NH 3 EQB

ON
cosBm m — H+|sean rmﬁng

= cos(nm) cosBm H+ sen(nm) se Ermz—l::@+
21 0 _
+ % sen(nm) cosBm H sen@m N @cos(m-;)H =

cos(rrrb%:osEym B— i senEym —J% = (-)"conj udE,)

De (3.29), (3.30) e (3.31) conclui-se entdo que, para
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uma |inha m da matriz E, gerando-se os N4 + 1 prineiros

ternos da

linha, os outros ficam univocanente determ nados, a menos
do ternb Ew2, que, conp se verd nmis tarde, ndo sera usado

nos cal cul os.
Qutra sinplificacdo a ser feita na matriz E é a que
deriva da rel acdo abai xo:
WP = W md N (3.32)

onde mmnodN retorna o resto da divisdo do produto nm por N.

De fato, se nmm=kN + mmnodN, k inteiro, vem

. M . (KN + nmm nod N[O
Wn = — = =
expggn 05 = expgni ST

= exp(k2m) exp%ni (%*’NE = \ym

A relacdo (3.32) permite que, na mtriz E de terno
genérico W", se substitua cada elemento por seu
correspondente dado por aquela expressdo. Conpb, para N
produtos mM existentes na matriz, mmnodN retorna sonente N
ternbps diferentes, temse que toda a matriz com N
el enentos pode ser armazenada em um Unico vetor com N
el ement os.

Tomando conp exenplo N = 8, temse

2 1 1 1 1 1 1 10

4 ww w w w w wg

W W W W W w WD
CHdwWow oW ow W we wig
=50 w ow ow owe W W weD (3.33)

4w oW W oW W W weh

3w oW oW W W W weD

AW W oW W W W weg
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Apl i cando (3. 29)

Jn
I
OO G GO TR

Conb se Vvé

el enentos da matriz podem ser

pela linha ordem 1.

T sz

SN T T

S22 s33P

compar ando

L

1 1
W W
W w
W W
W 1
W W
w w
w W

(3. 30)

e

(3.31),
armazenados em um vetor dado

(3.34)

t odos o0s

Para fins de generalidade cunpre dizer que as rel agdes
(3.29), (3.30) e (3.31) valem tanbém para a matriz E . Ja
quanto a (3.32), para E vale a sinilar

De fato, por (3.32)

Wrm = WrmrmdN =

Isto permte

para representar E e E .

2

W3
W4

W6
W7

Jn.
I
RO G GHO T A

Wrm - W\I—rm nod N

que

1
W2
WwW*
W
W
WO
W2
W

se

Exenpl i fi cando com N=8

1
W3
W
W
W2
W1is
W8
W2t

erm nod N

w

- W—rm nod N

trabal he

1
wW*
e
W2
W
W20
W24

W28
38

1
W5
Wo
WS
W20
W2
e
W38

1
W
W2
W8
W24
W30
W26
W2

(3. 35)

com o nesnob vetor

10
70
w 0
w0
0
21
Wn
W28 D
0
W35 D
W42 D
W495

(3.36)



Apl i cando (3. 35)

[EEY
O

(3.37)

dm
u;umuzmﬂ.m”mﬂmmﬂm
s33233=2r
LT
233333+
S P3PPI IR
S35z
233,333

Dé)lj

Devido porém a forma da matriz e nostrada na equacgéo
(3~21), E s6 contribui com os elenentos de sua coluna de
ordem O, que s&@o iguais a unidade, para o ternp genérico da
prinmeira.Com isto se tornam supérfluas as propriedades da

E para a inplenentacdo conputaci onal em estudo.

Da expressédo (3.1) que da o terno genérico da matriz H
e do espectro da frequéncia para N par nostrado na tabela
2.1, temse que H(O) é real e vale 1/k e os outros ternos,
a excecao de H(N2), séo tais que

HN - ) = conj g (HM), 0<m<g (3.38)

Levando em conta a expressdo acima, junto com a
expressdo (3.29), (3.30) e (3.31) valida para E e E , e
tendo em vista que, para essas duas matrizes, o0 que vale
para as linhas pernmanece valido para as colunas, um
el enento genérico do triplo produto matricial, EHE, ou
seja, umelenento genérico da natriz e, assune a forma

1
€m ~ [EHE]rm = [E + EmlHllEln + EnQHZZE;n +... + B oHw oo Z)ENIZ ..

+ EoF By + EuFighil



(3.39)

onde a barra superior indica o conplexo conjugado do
el enent o.

Tendo em vista a expressdo (3.29) e o que foi dito
anteriornente sobre a matriz E esta expressdo pode ser
sinplificada para

em=E%mn=%+EM&+E@%+”.ﬂ4ﬁmmmw+”.+

+ EoH, + EqHy] (3.40)

A relacdo (3.40) indica que umel enmento genérico de e,
com as prem ssas estabelecidas anteriornente, €& fornado
pela soma de um ternop real, um terno conplexo e (N 2-1)
pares de conpl exos conjugados. Logo, este elemento terd uma
parte real e outra imginaria, formada sO6 pela parte
imaginaria do ternmp (-1)"Hyav2, j& que as outras partes
i magi nari as se anul am

Conmo a resposta, dada por (3.18), deve ser real, esta
parcela inmaginaria deve ser desprezada, o0 que pode ser
feito, tanto considerando apenas a parte real de Hy2(v2
(Hall e Beck, 1993), conp desprezando o ternb inteiro
(Claret, 1991). Neste ultino trabal ho denobnstra-se que
este segundo procedi mrento ndo afeta a precisdo da resposta
e, por isso, vai ser seguido aqui

Conb ja foi dito anteriormente, geralnente o
conportamento de um sistenma di ndmi co pode ser descrito com
um nanero bem nmenor de ternbs que O0S necessarios para
se conseguir um adequado espectro de frequéncias da
exci tacgao.

A fornulacdo matricial permte que se |leve em conta
esse fato, bastando que se altere as ordens das matrizes e
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vetores envol vidos nas expressdes (3.18) e (3.19). Assim
se se deseja calcular S ternbs da resposta, a inplenentacéo
comput aci ona

da fornul acdo deve ser feita de nodo a se chegar a um vetor
v de ordem SxN, H de ordem NxN, E de ordem NxS e o vetor

de carga p de ordem Sxl .

A matriz e sera, portanto, de ordem SxS e apenas 0s S
el enentos de sua prineira coluna precisardo ser gerados, o0
que, em Ultima instancia, € a mais forte caracteristica

conput aci onal desta formul acao.

Na fornulagcdo matricial os erros originados do
overl appi ng, aliasing e rippling tanbém devem ser
control ados através de uma escol ha adequada dos val ores de
N, t, At, Aw e W, . Note-se que o procedimento de se tonmar
apenas S ternpbs na resposta, S < N, ndo tem influéncia no
cOmput o desses valores, conpb pode ser visto das equacgdes
(2.20), (2.21) e (2.22), néo influindo, pois, na magnitude
daquel es erros. A Unica consequéncia de se cal cul ar apenas
S ternbs na resposta, que talvez pudesse trazer alguma
desvant agem na analise, €é que se vai conhecer o histérico
de resposta apenas durante o intervalo de tenpo SAt e néo
durante o intervalo maxino possivel NAt. Porém esse
raci oci ni o ndo pode ser enpregado, ja que uma das prem ssas
basicas da forrmulacdo nmatricial é que o conportanmento do
si stema pode ser descrito com apenas S ternps na resposta,

Oou seja, até o tenpo sAt.

Quando se toma S ternbs na resposta, o calculo
dos elenmentos do vetor r, que armazena os elenentos da 1°
coluna de e, envolve aproximdanmente SN 2 nultiplicagdes
conpl exas, de acordo com (3.36). Antes disso, deve-se gerar
os elenmentos de H por (3.1) e o vetor fornmado pela 22 |inha
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de E. Conp este ultino vetor necessita de N nultiplicacdes
conpl exas para ser gerado, o nunero total de multiplicacdes
conpl exas requerido é (N + SN 2).

Conb no calculo da resposta utilizando-se FFT séo
feitas (N + 2N og,N) nultiplicacbes, para que o nunero
dessas seja nenor na fornulagdo matricial deve-se ter

N+ SN/ 2 < N+ 2Nl og, N (3.41)
ou
S <4log, N (3.42)

Nos dois métodos o calculo de H segue o0 nesnp
processo, mas na formul acdo matricial ainda se necessita de

um trabal ho conmputaci onal extra para se resolver o0 sistema
dado por (3.24), que exige S(S + 1)/2 nultiplicacdes reais.

Fazendo uma simul acdo com N=1024, vem

S < 41lo0g,1024 = 40.

Adot ando 5=39

N + 2N ogoN = 1024 + 2048109,1024 = 21504

N + SN2 = 1024 + 39(1024/2) = 20992

(20992 - 21504) = 512

S(S+1)/2 = 39(39 + 1)/2 = 780.

Logo, pela formulacdo natricial se fardo 512
mul tiplicacdes conpl exas a nenos e 780 nultiplicacdes reais
a mais. Cono cada nultiplicacdo conplexa equivale a 4
mul tiplicacbes reais, as 780 multiplicacbes reis podem
ser tomadas conp 195 nultiplicagdes conpl exas, restando um
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saldo de 317 nultiplicacbes conplexas a favor da
formul acdo matrici al .

3.4 CONDICOES INICIAI'S

Seja agora um sistena de um grau de |iberdade,
subnetido a uma excitacdo dinamca, e com condic¢des
iniciais ndo nul as. As condig¢cbes iniciais sao um
desl ocanento vo e uma vel oci dade v,.

A resposta do sistenma a um deslocanmento vy pode ser

encontrada desl ocando-se a origem dos eixos para Vo €

enpr egando-se (3.18) para uma forcga igual a -kvg.

Por (3.18)

vy, = —d-kv,1) + vyl (3.43)

Zl-

onde 1 é o vetor com1 emtodas as posic¢oes.

J4 uma expressdo para a resposta devido a vel oci dade
inicial vo, pode ser encontrada do fato de a resposta h(t)
de um sistema a um inpulso unitario o(t) ser igual a
resposta do nesno sistema a uma vel ocidade inicial igual a
(1/m (Meirovitch, 1986).

Logo, a resposta a unma vel ocidade inicial igual a
Vo = mi{1/ m vale

M(t) = myH(t) (3. 44)

sendo equivalente a resposta a forca
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f(t) = mv qt)

com &(t) a funcdo inpulso unitario aplicada em t=0 e que
para ser utilizada na equacdo (3.18) deve ser posta sob a
forma (vide figura 2.2)

1
&) = o (3. 46)

onde 8 é um vetor como prineiro elenmento igual a 1 e os
outros nul os.

Logo, por (3.18), com p dado por (3.45) com a
nodi fi cacdo nostrada em (3.46), a resposta a velocidade

inicial vale

v, = %[e(m'/o)/ At]® (3.47)

A resposta total do sistema a unmm carga p,
desl ocanento inicial vg e velocidade inicial % fica entéo

sob a forma

Selp - kvol + ()] MG + VoL (3.48)

A expressdo (3.48) pode ser usada na analise dinam ca
de sistemas nédo-lineares com um grau de |iberdade, com a
resposta obtida por segnmentacdo, cono fez Ferreira,
(1998). A resposta de cada segnento € calculada do
carreganento e das condigbes iniciais (desl ocanento e
vel oci dade) existentes no inicio do segnmento. Para isso
avalia-se o deslocanento e a velocidade no final do
segnento anterior.
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A equacdo matricial para o <calculo do histérico
de vel oci dades, simlar a equacao (3.48) é

v = —ep - kvl +[(mv)/ At]§ + vl

1
N (3. 49)

onde

e = EHE (3.50)

com H dado por (3.27).
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CAPITULO 4

ANALISE DE SISTEMAS COM VARIOS GRAUS DE LIBERDADE

4.1 | NTRODUCAO

A analise dinamca de estruturas com varios graus de
| i berdade envolve a solucdo do sistema de equacbOes de
movimento resultantes de sua discretizagcdo em el enentos
finitos.

Este sistema de equacgdes pode ser resol vi do
diretamente através de nétodos no donminio do tenmpo ou da
frequéncia, ou pode ser prineiranente transformado em um
si stema desacopl ado, cujas equacbOes possam ser resolvidas
i ndependent enente, unma a unma.

Neste capitul o sera enpregada esta ultinma netodol ogi a,
onde, partindo-se do problenma de autoval or para a vibracéo
ndo-anortecida do sistema, chega-se as suas frequéncias
naturais e aos seus nodos de vibracdo, que ser&o usados
para desacoplar as equagbes de novinento através da
transformagcdo nodal. As equacbes independentes, assim
obt i das, serdo resolvidas pela formulacdo matricial
desenvol vida no capitulo 3.

Serdo estudados tanbém os sistenmas que apresentam
anorteci ment o nao-proporcional e, por isso, ndo podem ser
desacopl ados pela transformacdo nodal . Tais sistemas seréo
resol vidos pela formulacdo matricial, através de um nmétodo
conheci do conmo método das pseudo-forcas. Por esse netodo
os ternobs responsavei s pel o acopl anento das equacdes nodai s
de novinento sdo transferidos para o lado direito das
equacobes, e
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depoi s tratados cono pseudo-forcas. A seguir, através de um
processo iterativo, resolve-se 0 sistema resultante via
formul acdo matricial.

4.2 S| STEMAS COM AMORTECI MENTO PROPORCI ONAL

As equacOes de novinento de um sistema |inear com N
graus de |iberdade, em coordenadas fisicas, s&o dadas por

m/(t) + cv(t) + k = p(t) (4.1)

onde m c e k séo, respectivanmente, as matrizes de nmssa

anortecimento e rigidez, de ordem NxN, Y{t), W(t) e V«t), sé&o

respectivamente, os vetores de aceleracdo, velocidade e
desl ocanento, de ordem Nx1, e p(t) é o vetor de carga de
ordem Nx1.

As equacbOes (4.1) representam um sistema acopl ado de
N equacdes com N incognitas, com o acoplanmento sendo
causado ternos de fora das diagonais das matrizes m k e c.
Este sistema pode ser resolvido diretamente, através de
nmet odos de integracdo nunérica passo-a-passo, conb por
exenplo o nmétodo (WIlson et al, 1973). Qutra maneira de se
resolver (4.1) é através de uma adequada transformacédo de
coordenadas, que desacople o0 sistema em N equacgdes
i ndependentes de um grau Liberdade. Neste trabal ho, se
seguira esta Segunda netodol ogia, com as equacdes

resul tantes sendo resol vidas pelo o descrito no capitulo 3.

A transfornmacdo de coordenadas usual é da forma

vt) = ®Xt) (4.2)
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onde Y(t) é o valor de coordenadas generalizadas e ® uma
matriz NxN cujas colunas s&o os nodos normais de vibracao

@ do sistena.

A vibracéo livre néo-anortecida do sistema € dada por
mi(t) + kv = 0. (4.3)

Pode-se tomar Y(t) cono
Y(t) = Ysen(wt - 0) (4.4
onde Y é a anplitude e a a fase.

Logo, por (4.2) a (4.4) chega-se ao problema de autoval or
kg - «fmp =0 (4.5)

de onde se obtém os nodos @ e tanmbém as frequéncias

naturais de vibracdo w, 1=1,2,...,N

Cada um dos nodos de vibragdo @ constitui uma

configuracdo de deslocanento do sistens, com suas
anpl i t udes podendo ser usadas cono coor denadas
gener al i zadas para descrever os deslocanentos fisicos
v(t).

A matriz nodal @ possui as seguintes propriedades de
ortogonal i dade emrel acdo as matrizes de mnmssa e rigidez
G ough e Penzien, 1996)

O'nd = | (4. 6)

o'k

I
>

(4.7)
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onde | é a matriz identidade de ordem NxN, com el enentos
com a dinensdo da massa e A € a matriz diagonal formda
pelas frequéncias naturais de vibracdo elevadas ao
guadr ado.

Para que o sistema seja desacoplado, tanmbém a matriz
de anortecinmento deve ser ortogonal a matriz nodal .
Assune-se entdo a seguinte rel acao

®'cd = C (4.8)

onde C é a matriz de anorteci nento nodal, diagonal, e com
os el ementos da forma

G =2w (4.9)

sendo & a taxa de anortecinento nodal correspondente ao
nodo i e w a frequéncia natural de vibracdo associada a
est e nodo.

Dessa forma o anortecinmento do sistema é determ nado
pel a taxa de anortecinento de cada nodo e ndo através da
aval i acdo dos coeficientes da matriz c. Este procedi nento
se justifica face a que, na nmioria das estruturas, oS
mecani snos de perda de energia ainda ndo sao total nente
conpr eendi dos, enquanto que as taxas de anortecinento
podem ser determ nadas experinental nente ou estinmadas com
razoavel preci sdo em nmuitos casos.

Se se necessitar, no entanto, de uma expressao
explicita para a matriz de anortecinento ¢, que atenda as
expressbes (4.8) e (4.9), pode-se adotar um conceito,
proposto prineiranente por Rayl ei gh  (1945) e depois
estendi do por Caughey (1960) e Caughey e OKelly (1965),
de se tomar uma conbi nagcdo |linear das matrizes de nassa e
ri gi dez, chegando-se a
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¢ = am + ak (4. 10)

Dessa fornma, o anortecimento €& considerado conp
di stri bui do proporcional nente por toda senel hanca da nassa
e da rigidez. Dai a denom nacdo de anortecinmento

proporcional, que é dada a esse tipo de anorteci nento.

De (4.8) e (4.10)

Ci = qcq = a@my +agkq (4.11)
Levando emconta (4.6), (4.7) e (4.9)
QW =a, +an’ (4.12)
Logo,
g= 2o A9 (4.13)

20 2

A partir, entdo, da estimativa de duas taxas de
anortecimento ¢, e &, e de duas freqUéncias wn, €
determ namse as constantes ap e a; e, por (4.10), chega-se
a um expressdo para a matriz de anortecinento c,
proporcional e ortogonal a matriz nodal .

Levando-se entdo (4.2) em (4.1), pré-multiplicando-se
os dois lados por @', e tendo em conta (4.6), (4.7) e

(4.8), chega-se as seguintes equacdes em coor denadas nodai s

IY(t) + CY(t) + AY(t) = P(t) (2.14)

onde P(t) é o vetor de cargas generalizadas, dado por
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Rt) = ®'Ht) (4.15)

A equacdo (4.14) representa um sistenma de N equacdes
desacopl adas da forma

Yt) + 28 @ Y(t) + ofY(t) = P(t); i =12...,N (4.16)

gue podem ser resolvidas independentemente uma a unm
através dos processos descritos nos capitul os anteriores.

Depoi s de encontrada a resposta para cada coordenada
nodal, a resposta em coordenadas fisicas € obtida pela
super posi cdo dos deslocanentos nodais através da equacgédo
(4.2), isto é,

Mt) = @Y(1) + @Y{t) +... + Y1) (4.17)
razao pela qual este procedinmento é conhecido cono método
da superposicdo nodal ou, nmais precisanmente, netodo do
desl ocanent o nodal

Para a mmior parte dos carreganmentos, a contribuicéo
dos desl ocamentos nodais para a resposta dada em (4.17) ¢é
mai or para os prineiros nodos e decresce para o0s nodos
superiores. Deste nodo, aquela equacdo pode ser truncada,
desprezando-se a contribui cdo dos npdos superiores para a
resposta total. Para N nodos, N < N, v(t) seria entéo
apr oxi mado por

V1) = @Y(t) + @Y[1) +. .. + ggY(t) (4.18)

Vol t ando agora as equacles (4.16), a resposta para uma

det er m nada coordenada nodal j, por (3.18), é dada por
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Y = %lejF; (4.19)
onde
e = EHE (4.20)
e
Hm®, =[-(m®’ +i mMaG, +«}]”, m=0...,N-1 (4.21)
com
o = A 4.22)

Aplicando (4.19) para todos os N nodos, ou em caso de
truncamento nodal, para os N nodos envol vidos na anéli se,
e | evando-se os resultados em (4.17) ou (4.18), confornme o

caso, chega-se a resposta em coordenadas fisicas.

A inportancia relativa da contribuic¢cdo de determ nado
nodo para a resposta total depende basicanente da rel agao
de sua forma com a distribuicdo espacial do carreganento e
da razédo entre as frequéncias de excitacdo e a frequéncia
nodal. E senpre inportante incluir todos os nobdos cujas
frequéncias naturais estejam na vizinhanca de qual quer
frequéncia de excitacdo. A ém disso, se for preciso
cal cular as forcas el asticas na estrutura a partir do vetor
de desl ocanentos, pode ser necessario incluir mais nodos
do que o0s que foram necessarios para definir os
desl ocanent os (Cl ough e Penzi en, 1996).

Um processo de superposi ¢cao mai s el aborado, que possui

uma convergéncia mais rapida e que permte tomar um numero
menor de nodos no truncanento €é o netodo da acel eracéao
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nodal . Urma expl anacdo deste método junto com uma conparagao
de algumas de suas versfes encontra-se em Soriano e

Venancio Filho (1988). No
presente trabal ho, por ém serd wusado o0 método do
desl ocanent o nodal

4.3 S| STEMAS COM AMORTECI MENTO NAO- PROPORC| ONAL

Na secdo anterior foi encontrada a resposta de
sistemas estruturais comvarios graus de |iberdade, onde as
forcas de anorteci mento foram consi der adas cono
uni formenmente distribuidas ao longo da estrutura, a
exenplo das forcas inerciais e elasticas. Isto levou a
obtencdo de uma matriz de anortecinento proporcional,
ortogonal a matriz nodal, e que pernmtiu o desacopl anento
das equacOes de novi mento do sistena.

Exi stem porém det erm nadas situacdes estruturais onde
o anortecinmento do sistema ndo pode ser nodelado cono
anteriornmente, levando a uma matriz de anortecinento néo
ortogonal a matriz nodal. Estruturas conpostas por nmis de
um material, cono edi ficios em que 0s andar es
superi ores sdo construidos em estrutura netalica e os
inferiores emconcreto, estruturas onde existe interacao
sol o-estrutura ou flui do-estrutura, estruturas com
absorsores de energia ou necanisnos de isolanento de
vi bracbes, sdo alguns exenplos onde as matrizes de
anortecimento resultantes nao satisfazem as condi¢des de
ortogonal i dade emrelacdao a matri z nodal .

O anortecinmento desses sistemas estruturais é dito,
por isso, ser nao-proporcional. Quando se aplica a
transformagcdo nodal a tais sistemas, da forma conmo fo
feito na secdo anterior, a matriz nodal de anortecinmento

resultante ndo €& diagonal, apresentando ternpbs fora da
di agonal devido ao anortecinmento néo-proporcional. Com
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i Sso, 0 sistema permanece acoplado por esses ternbs e o
mét odo da superposi ¢do nodal em sua forma cl 4ssica nao pode
ser usado.

A resposta dinamca de sistemas dotados de anortecinento
nao- proporci onal pode ser obtida através da integracdo direta
passo- a- passo das equacdes do novinmento em coordenadas nodai s,
usando-se os nobdos normai s ndo-anorteci dos para a transfornmacéo
de coordenadas, com a vantagem de se poder utilizar o
truncamento nodal (C ough e Mjtahedi, 1976). Porém conp todo
nmétodo de integracao direta, este processo exige pequenos
intervalos de tenpo no cam nhanento passo-a-passo para

assegurar a estabilidade do sistema

Qutra nmaneira de se obter a resposta seria calcular os
aut ovet ores conpl exos do sistenma conpleto, que sdo entdo usados
para transformar o sistena em um conjunto desacopl ado de
equacdes nodais conpl exas, conp foi originalmente proposto por
Hurty e Rubinstem (1964), e aperfeic¢oado por, entre outros,
Vel etsos e Ventura, (1976), Chen e Taylor, (1987) e Mau (1998).
Estes nétodos, no entanto, exigem grande esforco conputacional

alémde dificultarem a conpreensédo fisica do sistenn.

Qutra possibilidade de se obter una sol ugcdo aproxi nada para
o sistemn acopl ado de equacbes npdais é se desprezar 0s ternos
de fora da diagonal na matriz de anorteci nento néo- proporci onal
e se resolver o sistema pelo nmétodo da superposic¢do nodal
cl &ssico. Este processo porém pode |evar resultados pouco exatos
para frequéncias de excitacdo proximas a de ressonancia

(Warburton e Soni, 1977).

Neste trabal ho, o anortecinento ndo-proporcional vai ser
ratado pelo método conhecido conop de pseudo-forgas. Por este
mét odo, os ternbps da nmatriz de anortecinento responsaveis pelo
acopl ament o das equac¢bes nodais sao transferidos para o segundo

menbro das equacdes e tratados conp pseudo-forcas, deixando o
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prineiro menbro desacopl ado conb ocorre nos sistemas dotados de
anorteci nento proporcional. O sistema é entdo resolvido por um

processo iterativo, onde emcada iteracdo as equacles séo
resolvidas pela fornmulacdao matricial desenvolvida no

capitulo 3, até que se atinja a convergénci a requeri da.

O método das pseudo-forcas tem sido utilizado em
mui tos trabal hos, com a solucdo do sistema sendo feita
tanto no dominio de tenpo quanto no da frequéncia, cono
também por um processo misto. No domnio do tenpo podem
ser citados os trabalhos de |brahinbegovic e WIson,
(1989), daret e Venancio Filho, (1991) e Rodrigues
(1994); no dominio da frequéncia Jangid e Datta, (1993) e
Ferreira, (1998); processos nistos doninio tenpo-domnio da
frequéncia, Kawanoto (1983) e Aprile et al (1994).

Vol t ando agora as equacfes do novinento (4.1)
mi(t) +cv(t) + k =p(t) (4.1)

a transformacdo nodal (4.2), Ilevando em conta (4.6),
(4.7), (4.8) e (4.15), permite chegar a

FY(t) + CY(t) + AY(t) = P(t) (4. 14)

onde, agora, a nmatriz C é cheia. Esta matriz pode ser

col ocada conb a sonma de duas matri zes, da forma

C=¢G +G (4.23)
com C, sendo a matriz diagonal formada pelos el enentos da
di agonal de C e G- a matriz com el ementos nul os na di agonal

e comos outros elenentos iguais aos de C

Levando (4.23) em (4.14) vem
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19(t) +(G + Q) Y(t) + AY(t) = P(t) (4. 24)

ou

IY(t) + GY(t) + AY(t) = P(t) - GY(t) (4. 25)

Na equacéao (4. 25) o] acopl anment o devi do ao
anorteci ment o nao-proporcional é considerado cono um vetor
de pseudo-forcas no segundo nenbro, enquanto que o prineiro
menbro ¢é desacoplado conb nos sistemas dotados de
anorteci ment o proporci onal

A equacdo (4.25) ¢é resolvida por um processo
iterativo, no qual o k-ésino passo é dado por

LY(t) + GY(t) + AY(t) = P(t) - GY<Y(t) (4.26)
Para o j-ésino nodo, temse portanto

Y + 25@Y ) + @Y1 = RO - 3 Gy VL) (4. 27)

Na primeira iteracdo Y;{t) =0 e, nas proximes, a
resposta e a vel oci dade nodal sédo dadas por

Y =(1/ Ne (R - 5 Gy, Y H(1)) (4.28)
¥ =1/ Ne (R - 3 Gy, V(1) (4. 29)

com ej dado por (4.20) e
¢ =(1/NEHE (4.30)

onde
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HM@, = i(me [{me)? +i(meC, + «’]™ m=0..., N-1(4. 30)

Para o térm no do processo de iteracdo, pode-se adotar
conb critério de convergéncia para o j-ésino nodo

Wt - YAt
Yty | (4.31)
onde € € 0 erro maxinop adotado e t, (n=0,1,...) sé&@o os

tenpos di scretos onde a resposta € cal cul ada.

Pode-se usar tambémumcritério mais relaxado (d aret
e Venanci o Fil ho, 1991), onde se verifica a convergéncia
apenas dos valores maxinbs das coordenadas nodais,
podendo este critério ser enpregado sonente nos nodos nai s
significativos. Assim temse

Vi = Y o
YK

j max

<€ (4.32)

Mai ores esclarecinmentos sobre a convergéncia dos
processos iterativos inplicitos ao nmétodo das pseudo-forcas
podem ser encontrados em d aret e Venancio Fi | ho,
(1991) e Jangid e Datta, (1993).
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CAPITULO 5

EXEMPLOS DE APLICAGAO

5.1 | NTRODUCAO

Foram feitos varios exenplos nunéricos com o fim de se
conprovar os resultados analiticos obtidos no trabal ho, e para
se validar o progranma desenvol vido em | i nguagem FORTRAN

Para conprovacdo dos resultados usou-se conb conparagdo o
de integracdo direta WI son-6.

Os exenplos foram escolhidos tendo em vista nmis a
possi bilidade de se ilustrar as caracteristicas da formulacgéo

representar casos pr aticos concretos.

Foram anal i sados probl emas com um e com varios graus de
| i berdade, procurando-se cobrir toda a extensdo do texto.

5.2 EXEMPLO 1

O sistenma estrutural de um grau de |iberdade nostrado na
figura 5.1, tem conp propriedades fisicas uma massa de 18. 000
kg, uma rigidez de 18 MV m e unma taxa de anortecinmento
estimda em 5% e esta subnmetido a uma excitacdo da fornma da

figura 5. 2.
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o v(t)
C. ‘
1 . B m
Tk ®(t)

Figura 5.1 Sistenma nassa-nol a- anort ecedor.

p (kN)

t(s)\

\

0 5.04

Figura 5.2: Carreganento 1.

A resposta do sistema foi calcul ada através da equacgcdo e
conmparada com a resposta obtida pel o método W I son-6.

A frequéncia natural e o periodo de vibracdo do sistema

sao:

w = +k/ m= 418000/ 18 = 31.62 rad/s
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Sel eci onando-se o intervalo de tenmpo At conp 0.0025 s,
foram cal cul adas as respostas utilizando-se 200, 400, 800 e
1000 ternps no espectro de frequénci as.

Assim os periodos estendidos, T, = NAt, ficaram iguais a

0.5s, 1.0s, 2.0 s e 2.5 s, respectivanente.

As respostas estdo nas figuras 5.3 a 5.6.

Wilscn-Theta

Hatriclal {Z00 termos)

PDeslocatentos {m)

Tempo (8}

Figura 5.3: Resposta do sistema com 200 ternps no espectro de freqiénci as.
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Wilscsn-Theta

—————— Matrielial (430 tormas)

Deslocamentos (m

Figura 5.4: Resposta do sistema com 400 ternps no espectro de frequéncias

Wilsan=-Theta

A ------ Marricial (HOC termos)
i R X% vu \fﬂ \ij’UU

{m)
o=
- [l
o -
=y o
o W —

. 1,29
-0, 0058 -
Tempo {s)

Deslocamentos
=

0,01 —

-C,015 —

Figura 5.5: Resposta do sistema com 800 ternps no espectro de frequéncias
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Wilson-Theta

------ Matricial (1000 termos)

E
n
2
3
I
o
: ° \Ojl No/oo 1,20
o
»
5 -0,005 =«
[=]
Tempo (=)
~0,01 4+
|
-0,015% —

Figura 5.5: Resposta do sistema com 800 ternbs no espectro de freqiiénci as.
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5.3 EXEMPLO 2

Para verificar a exatiddao do exposto na secdo 3.4, o
sistema do exenplo 1 foi subnetido, juntanmente com a
excitacao da figura 5.2, a um deslocanento inicial de 0.01 me
a uma vel ocidade inicial de 0.2 ms.

As respostas para 400, 600 e 1000 ternps no espectro de
frequéncias estdo nas figuras 5.7 a 5.9, respecti vamente,
conparadas com a resposta dada pel o nmétodo W1 son- 6.

0.03 — ——Wilson-Theta
g oo02-p0n ... Matricial (400 termos)
1]
0
M
o
1]
£
o]
0
QO
—
)
Q@
(=]

Figura 5.7: Resposta do sistenma com 400 ternps
no espectro de freqiénci as.
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Deslocamentos {(m)

Deslocamentcs {m)

Wilson-Theta

....... Matricial ({600 termcs)

0,02 -

0,01
-0,01'=
-0,02 -

Figura 5.8: Resposta do sistena com 600 ternps
no espectro de freqiénci as.
Wilscon-Theta
....... Matricial (1000 termos)

0,02

—J 4/_\\ y
0,00 of 2o \/ 60 80 \-‘(,oo 1,20

0,01 -+

1
(=
=l
oo
|

' = Tempo (s)

Figura 5.9: Resposta do sistena com 1000 ternps
no espectro de freqiénci as.
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5.4 EXEMPLO 3

Para ilustrar as consideragbfes feitas no final da secéo
3.3 sobre o fato da escolha de apenas S ternbs na resposta,
nao, exercer nenhuma influéncia sobre a ©precisédo dos
resultados, o sistema do exenplo 1 foi analisado através de
FFT, com 1024 ternos. A resposta esta nostrada nas figuras
5.10, conparada com a resposta fornecida pelo nétodo WI son-6
e pela fornulacdo matricial com 1024 ternos.

——— Tl (1024 termos)
""" Wilson Theta

. Matricial (1024 termos)

0.C0EHC0

-5, 00E-03 |
: Tempo (s)

Deslocamentecs (m)

-1.00E-02 -

Figura 5.10: Resposta do sistens.

A seguir a resposta foi cal culada por FFT com 512 ternos e
ela formulacdo matricial também com 512 ternbs no espectro de
frequéncias e com 128, 256, 384 e 512 ternbps na resposta
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conforme as figuras 5.11 a 5. 15.

Pel os gréaficos vé-se que a FFT e a fornulacdo matrici al
fornecem os nesnos resultados, desde que se tone 0 nesno
nianero de ternmbs no espectro de frequéncias. Conb ja
nmenci onado na se¢do 3.3, a formulacdo matricial apenas cal cul a
a resposta nos S prineiros ternos dos N cal cul ados pel a FFT.

—_— i Matricial (1024

1, 508+0G2
Termss)

|
______ + i i e
l,OOE—OZjF Matricial (512 termos)
+

5,00E-03

0, 00E+G0
f

-5,00E-03 —

Deslocamentos (m}

-1,00E-07 .

-1,50E-02 ~

Figura 5.11: Resposta do sistena.

—FFT (512 tarmosx)
—e—MatZiclal (512 teIrmow)

n.ni

Q.00h

~0.00Y

Desiscamentos {m)

Tempo [2)
-n.0l

-0.515 —



Deslccarentos

Deslocamentos (m}

-0.0an

-0.01

=0.015

Figura 5.12: Resposta do sistema com S=128.

FFT (512 termos)

— —& — Matricial

Figura 5.13: Resposta do sistenma com S=256.

FFT (%12 tarmos)

—~ —e— -Matricial (512 termos}
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Deslecamentos (m)

b

Figura 5.14: Resposta do sistema com S=384.

FET (512 termos)

#—Matricial {512 termos)

Figura 5.14: Resposta do sistema com S=512.
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5.5 EXEMPLO 4

O shear building da figura (5.17) foi analisado por
Clough e Penzien (1996) e aqui sera subnmetido a excitacéo
nostrada na figura (5.18), aplicada no piso nmais el evado, que
€ tomado conmo o prineiro grau de |iberdade. Foi nmantido o
sistema de unidades utilizado naquel e trabal ho, para fins de
conpar acgao.

1.0 kip.s/pol
DERELL R v,

600 kipa/pol

V2

1200

Figura 5.16: Shear building 1.

B(kips)

0.05 T




Figura 5.17: Carreganento 2.

A resposta foi calculada pela netodologia descrita na
secao 4.2, isto é, desacopl ando- se o] sistema pela
transf or magao
nodal e resol vendo-se as equagles resultantes pela formlacgéo
matricial.

As matrizes de nmassa e rigidez em coordenadas fisicas sao

2.0 0 00O
m=(Lkips?/ pol) 5O 1..5 0 7
50 0 2.0Q
01 -1 00
k =(600 kips/pol) 31 3 -27
B0 2 50

Adot ando-se uma taxa de anortecinento de 5% para o
prineiro e terceiro graus de liberdade, por (4.8) <chega-se a
matriz de anorteci nento em coordenadas fisicas

02.09 -0.99 0 O

c =099 4.63 -1.98 kips/ pol
50 -1.98 7.16f

Resol vendo-se o problema de autovalor, determ na-se a
matriz nodal (autovetores) e o0s quadrados das frequéncias
naturai s (autoval ores) do sistenmn

743 -0.636 0.211 [
482 0.386 —0.5355

. 224 0.432 0.513 H

70
J210.88 [0 (o, O [14. 520
0 O DD_% 0
0963.96 00 0= Bl.05Qgrad/ s

S
I
P Wp=
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Fazendo a transformacdo nodal, as matrizes nodais de nmassa
rigidez e anorteci mnento ficam

1.0 0.0 0.00
_ 0
M—%).O 1.0 0.07
.0 0.0 1.00
210.88 0 0 0O
K=Y 0o 963.96 o0 U
0 : 0
g 0 0 4.610
1.45 0 0 0O
_ 0
C=20 269 0 -
g0 0 4.61f

A resposta dos trés graus de liberdade até o tenpo t = 1s
foi calculada para 600 e 1000 ternbs no espectro de
frequénci as e conparada com a fornecida pel o método WI son-0

Wilson-Theta

....... Matricial (600 termos)

Deslocamentos (pol)

Tempo (s)



Desleocamentos {pol)

Figura 5.18: Resposta do 1° grau de |iberdade.

Wilson-Theta

,,,,,,, Matricial (1000 termos)

—t
0,80 1,00 1,20

Tempo |s)

Figura 5.19: Resposta do 1° grau de |i berdade.

Wilson- Theta
....... Malricial (600 termos)

0,08 -

R

£ o004

2 o0,02- /A

2

80,00 R

E -0, 0880 1,00 1,20
S -0,04

0 ' -

A -0,06

Tempo (s)



tpel)

Deslcocamentos

)
|

{pol}

Des_ocamentos

Figura 5.20: Resposta do 2° grau de |iberdade.

Wilsen-Theta

....... Matricial (1000 termos)
0,08 -

0,06 -
0,04 -
0,02
3,00 -

-0, 0859
-0,04 -
-0,086 -

Figura 5.21: Resposta do 2° grau de |iberdade.

Wilson-Theta

....... Matricial {600 termos)
G, 04 -

0,03 ~
0,02 .
0,01 -
0,00

—o,.r.:@.PU

-0,C2

-q,02 1 Tempo (s)



{pall

Deslocamentos

Figura 5.22: Resposta do 3° grau de |iberdade.

Wilson-Theta

....... Matricial (1000 termos)
0,05 .
0,04 -
0,03 .
0,02 «
0,01 +
0,00
-0,0D;
-0,02
-0,03

Tempo (5)

Figura 5.23: Resposta do 3° grau de |iberdade.
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5.6 EXEMPLO 5

Para se testar a precisédo da formulacdo matricial para
tratar com sistemas com anorteci nento nao- proporcional (secéo
4.3), ao prineiro grau de |iberdade do shear building do
exenplo 3 foi acrescentado um anortecedor discreto (figura
5.25), cuja constante de anorteci nento, c, vale 20 kips.s/pol.

1.0 =ip.sipol

’Vl

600 kips/pol

ALY

Figura 5.24: Shear Building 2
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matriz de anorteci nento ¢ do exenpl o 4,

Com i sso,

| sto equivale a se sonar

o val or

de ¢ ao termp (1,1) da
resul tando em

[£2.09 -0.99 0 [J
c, = 0.99 4.63 -1.985kips/ pol
5 0 -1.98 7.16f

anorteci nento nodal .

cuj os

2. 48
N

93. 12

ternos de

-9.44
C, = 944 10.78

fora da di agonal

- 2.67p
~-2.67 5.49 f

o produto @ Cip conduziu a seguinte matriz de

3.12 O
0

causam o acopl anento do

si stema de equacgbes nodai s do novi nent o.

preci sou de 4

O método das pseudo-forcas,

abai xo:

(pol!

Deslocamentos

76

com um erro maxino & de 1%
iteracdes para convergir,

com o0s resultados

Wilscn~Theta

Matricial {1000 termos)

Tempo {8)



lpel)

Deslocamentos

Fi gura 5. 25:

|© grau de |iberdade — 1° iteracgéo

Wilson~Theta

....... Matricial (1000 termos)

. .- i = - + —
¢, 00 0,0 n A0 0,60 0, 80 1,00 1,20
-0,02 -
-0, 04 Tempo {8)
Figura 5.26: |1° grau de |iberdade — 2° iteracéo
—— =T "
2 0T =+Mutelelal (1000 termca
T



Deslccamentos (pol)

Fi gura 5. 27:

[° grau de |iberdade — 3° iteracgéo

Wilson-Theta

--Matricial (1000

termos)

Fi gura 5. 28:

[° grau de |iberdade —

78

1,00 1,20
Tempo (s)

4° jteracao



[pol)

Deslocamentos

Deslocamentos {pol]

Wilson-Thata

————— Matricial (1000
termos}

0,80 1,00 1,20

Figura 5.29: 2° grau de |iberdade — 1° iteracéo

Wilson-Theta

------ Matricial (1000
termos}

Figura 5.30: 2° grau de |iberdade — 2° iteracéo
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Ceslocamentos (pol}

ipol)

tos

locamen

Ses

Fi gura 5. 31:

Fi gura 5. 33:

Wilson-Theta

------ Matricial {1000
termosa)

2° grau de |liberdade — 3° iteracdao

Wilson-Theta

------ Matricial [1000
termen)
a0 1.00
Tenpo (w)

2° grau de |iberdade — 4° iteracéao
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Deslocamentos {pol)

Deslocamentos (pol)

Wilson-Theta

------ Matricial (1000
termos}
0,80 1,00 i,20

Tempo (3)

Figura 5.33: 3° grau de |iberdade — 1° iteracéo

Wilson-Theta

------ Matricial (1000
termos)

0,03
h,02

0,02
0,01
2,01
0,00

S L — '
~g,09.00 0,7 0,40 0,60 0,80 1,00 1,20
3,01 ~

-Q,02 — . Tempo (5)

Figura 5.34: 3° grau de |iberdade — 2° iteracéo
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pol)

'
v

Deslocamentces

Wilson-Theta

------ Matricial (1000

0,03 termosg)
oo0,02 4
=]
& g,o2 L
n 0,01
b 0,01 L
£ 0,00 Vi N
2 ‘ - I
é -G,00.80 o,z\ﬁ,m 0,60 D,80 1,00 1,20
3 -0,01 4
=

-0,02 = Tempo (3)

Figura 5.35: 3° grau de |iberdade — 3° iteracédo
Wilscon-Theta
------ Matricial (1000

G, 03 termos)

6,03 -
0,03
0,02
0,02
0,01
0,01 -
J,00 AV,\V e PP i
=0,0D 00 a, 2] 0,44 G, 80 0,80 1,00 1,20
-0,01 .
-0,02 - Tempo (s)

Figura 5.36: 3° grau

de liberdade — 4° iteracao
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CAPITULO 6

CONCLUSOES E SUGESTOES

6. 1 CONCLUSCES

A analise dinam ca no doninio da frequéncia tornou-se
uma realidade com o surginento do algoritnmo FFT, que
permtiu uma reducdo drastica no esforco conputaciona
necessario para se calcular transformadas discretas de
Fourier (DFT) . Ao longo dos anos este algoritno foi sendo
oti m zado e adaptado para os varios canpos cientificos onde
€ utilizado, entre os quais a dinamca estrutural

A formul acdo matricial surge conp uma alternativa ao
algoritno FFT, ao permtir uma nmaior flexibilidade na
escolha do nunero de ternbs onde a resposta vai ser
cal cul ada. Em sistenas cujo conportanento, quando sujeito
a solicitagbes dinam cas, pode ser descrito com poucos
ternmos, a forrmulacdo matricial nostra ser mais eficiente em
ternos conputacionais do que a FFT. Para outros sistenas,
onde se necessita de um hi st 6ri co de respostas mais
longo, a inplenentagcdo conputacional da f ormul acéo
matricial precisa ser otimzada para fazer frente a FFT,

cujas rotinas de cal culo foram evolui ndo ao | ongo dos anos.

Conrb a FFT e a formulacdo matricial podem ser
consi derados conb processos para se conputar as DFT, nesnp
com a segunda o fazendo de maneira inplicita e de forma
dirigida a dinamca estrutural, procurou-se neste trabal ho
rel acionar os dois métodos através dos aspectos teolricos e
praticos envolvidos na obtencdo e célculo daquelas
transformadas. Concl ui-se entado que
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a precisdo dos resultados dos dois métodos dependem dos
mesnos fatores, ndo tendo relacdo com o nunmero de ternos
adot ado na forrmulacdo matricial para o cél cul o da resposta.

A formulacdo matricial nostrou-se adequada para
tratar sistemas comumou varios graus de |iberdade, estes
ultinmos pelo uso da superposicao nodal e do nétodo das
pseudo- f or ¢cas, conf or me desenvol vi ment o analitico
apresent ado no trabal ho.

Gs exenpl os numéri cos apresentados procuraram validar
o programa desenvolvido durante a el aboracdo do trabal ho,
bem cono conprovar os resultados obtidos analiticanente.

Em especi al pbde-se constatar a precisdo dos
resul tados fornecidos pel a fornmul acédo matrici al , a
i gual dade desses resultados com os obtidos pela FFT e a
rapi da convergénci a do processo iterativo de pseudo-forcas.

6.2 SUGESTCES

O estudo da fornmulacdo nmatricial deve avancar
simul taneanente em duas frentes, a analitica e a
comput aci onal

Na prineira deve-se estender o netodo para tratar
de outros probl emas rel aci onados com a di nam ca estrutural
conb os varios tipos de nao-linearidades que podem estar
presentes nas estruturas, o truncanento nodal, as

exci tacOes provenientes de terrenotos, etc.
Na segunda, a inplenmentacdo conputacional do método

deve ser otimzada para que ele possa fazer frente a
outros algoritnos ja estabel eci dos.
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