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Resumo

O objetivo desta dissertacao é demonstrar e aplicar o Teorema da Aproximacao de Wei-
erstrass, sobre aproximacao de fungoes continuas em intervalos fechados e limitados da
reta por polinomios, e o Teorema de Stone-Weierstrass, sobre aproximacao de funcgoes
continuas definidas em espacos topoldgicos compactos. Como aplicagoes do Teorema da
Aproximacao de Weierstrass tratamos o problema dos momentos de uma fungao continua
e a aproximacao de fungoes continuas definidas na reta por funcoes infinitamente dife-
renciaveis. Como aplicagoes do Teorema de Stone-Weierstrass provamos que o espaco
C(K) das fungoes continuas no compacto K é separavel se e somente se K é metrizével
e também a existéncia de um compacto K tal que C'(K) é isometricamente isomorfo ao
espago /4, das sequéncias limitadas.

Palavras-chave: aproximacao, funcoes continuas, funcoes infinitamente diferenciaveis,
espagos compactos, espagos separaveis, espagos metrizaveis.
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Lopes, W. A. The Stone-Weierstrass Theorem and Applications. 2009. 58 p. M.Sc.
Dissertation, Federal University of Uberlandia, Uberlandia-MG.

Abstract

The aim of this dissertation is to prove and apply the Weierstrass Approximation Theo-
rem, on the approximation of continuous functions on bounded closed intervals by polyno-
mials, and the Stone-Weierstrass Theorem, on the approximation of continuous functions
on compact topological spaces. As applications of the Weierstrass Approximation Theo-
rem we deal with the momentum problem for continuous functions and the approximation
of continuous functions on the line by infinitely differentiable functions. As applications
of the Stone-Weierstrass Theorem we prove that the space C(K) of continuous functions
on the compact K is separable if and only if K is metrizable and the existence of a com-
pact space K such that C(K) is isometrically isomorphic to the space ¢, of bounded
sequences.

Key-words: approximation, continuous functions, infinitely differentiable functions, com-
pact spaces, metrizable spaces, separable spaces.
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Introducao

O objetivo deste trabalho é apresentar demonstracoes e aplicacoes de dois teoremas cen-
trais da Andlise Matemadtica, a saber: (i) o Teorema da Aproximacao de Weierstrass, que
foi provado pela primeira vez por Karl Weierstrass em 1885 e que estabelece que toda
fungao continua f: [a,b] — R pode ser uniformemente aproximada por polindmios; (ii)
o Teorema de Stone-Weierstrass, demonstrado pela primeira vez por Marshall H. Stone
em 1937 (veja [24]), que reconheceu que o intervalo [a, b] da reta poderia ser substituido
por espagos mais gerais substituindo também os polinémios por fun¢oes adequadas. Mais
precisamente, Stone provou que fungoes continuas definidas em espagos topoldgicos com-
pactos de Hausdorff podem ser uniformemente aproximadas por fungoes que pertencam
a uma sub-algebra do espaco de todas as fungoes continuas que separam pontos e contém
as funcoes constantes. Estes dois teoremas, além de terem um sem numero de aplicagoes,
deram origem, dentro da area conhecida como Teoria da Aproximacao, a toda uma linha
de pesquisa que, até hoje, busca variacoes e generalizagoes dos mesmos.

O presente trabalho estd organizado da seguinte forma. No Capitulo 1 apresentare-
mos duas demonstragoes do Teorema da Aproximagao de Weierstrass, a primeira usando
os polindmios de Bernstein e a segunda usando polinomios trigonométricos. As duas
demonstragoes tém interesse préprio, pois ao usarmos os polinomios de Bernstein dare-
mos uma demonstracao mais simples usando polindmios mais complicados, ao passo que
com polinomios trigonométricos daremos uma demonstracao mais elaborada mas que re-
sulta em aproximacoes por polinomios mais simples.

O objetivo do Capitulo 2 é apresentar e demonstrar o Teorema de Stone-Weierstrass
sobre aproximacao de fungoes continuas definidas em espagos topoldgicos compactos de
Hausdorff. E claro que nesse contexto mais abstrato nao faz sentido falar em polinomios,
por isso uma questao que precede é a identificacao de quais fungoes farao o papel dos
polinomios, isto é, quais fungoes servirao para aproximar fungoes continuas arbitrarias.
Apresentaremos neste capitulo a solucao que Marshall H. Stone deu para esse problema,
na qual o papel dos polinémios é desempenhado por fungoes que pertencam a uma sub-
algebra do espaco de todas as funcoes continuas que separam os pontos do dominio e
contém as funcoes constantes. Além da demonstracao do Teorema de Stone, faremos
também uma discussao sobre suas hipoteses. Demonstraremos primeiro o Teorema de
Stone-Weierstrass no caso real e em seguida usaremos o caso real para obter o caso com-
plexo.

No Capitulo 3 apresentaremos aplicacoes do Teorema da Aproximacao de Weierstrass
e do Teorema de Stone-Weierstrass. Como primeira aplicagao do Teorema da Aproxima-
¢ao de Weierstrass provaremos o interessante resultado que garante que, se duas fungoes



continuas f,g: [a,b] — R tém os mesmos momentos, isto ¢,

/ab " f(z)dr = /ab z"g(z)dz,

para todo n € N, entao f e g sao iguais. Em seguida, usaremos o mesmo teorema para
demonstrar que toda funcao continua f: R — R pode ser uniformemente aproximada
por fungoes infinitamente diferencidveis em toda a reta.

A primeira aplicagdo do Teorema de Stone-Weierstrass trata da separabilidade dos
espagos de fungoes continuas. Chamaremos de C(K) o espago de Banach das fungoes
continuas, definidas em um espago topolégico compacto Hausdorff K, com a norma do
supremo. Primeiramente usaremos o Teorema da Aproximagao de Weierstrass para provar
que C([a,b]) é separdvel, o que levanta a hipdtese de C'(K) ser separavel para todo com-
pacto de Hausdorff K. Em seguida ao provarmos que o espaco {, nao € separavel, essa
hipotese nao se confirma e entao a questao passa a ser determinar para quais compactos
de Hausdorff K ¢é verdade que C(K) é separdvel. Usaremos entdo o Teorema de Stone-
Weierstrass para provar a seguinte caracterizagao dos compactos de Hausdorff K para os
quais C(K) é separavel: dado uma espago topoldgico compacto de Hausdorff K,

C(K) é separével se e somente se K é metrizavel.

Finalizaremos a dissertacao usando o Teorema de Stone-Weierstrass para demonstrar
um resultado fundamental da teoria dos espacos de Banach, a saber, a existéncia de um
compacto de Hausdorff K tal que o espago C'(K) das fungdes continuas definidas em K é
isometricamente isomorfo ao espaco /,, das sequéncias limitadas. Em geral esse resultado
é obtido como caso particular de teoremas muito mais profundos e dificeis da teoria de
algebras de operadores. Nosso objetivo ¢ dar uma demonstracao direta do resultado,
usando o minimo possivel de pré-requisitos.



Capitulo 1

O Teorema da Aproximacao de
Weierstrass

Neste capitulo demonstraremos o Teorema de Weierstrass que diz que toda fungao continua
f:[a,b] — R pode ser uniformemente aproximada por polinomios. Daremos duas
demonstragoes, a primeira usando os polinomios de Bernstein e a segunda os polinomios
trigonométricos. As duas demonstracoes tém interesse pois ao usarmos os polinémios de
Bernstein damos uma demonstracao mais simples usando polindmios mais complicados, e
com polinomios trigonométricos damos uma demonstragao mais complicada mas usando
polinomios mais simples.

1.1 Uma demonstracao usando polinomios de Berns-
tein

Esta se¢ao é baseada em [10, Segao 10.2] e [22, Segao 6.1]. Recordemos que se n é um
inteiro positivo e k£ é um inteiro tal que 0 < k < n, entao o coeficiente binomial (Z) é

definido por
ny\ n!
k) kl(n—Ek)

Seja f:]0,1] — R uma fungdo. O n-ésimo polinémio de Bernstein associado a f é o
polinémio B,,: [0,1] — R definido por

B(z) = kz: <Z)f (S) 21— )"k, (1.1)

Teorema 1.1 (Teorema da Aproximacao de Weierstrass) Seja f: [a,b] — R uma
fung¢ao continua. Entdo dado € >0 existe um polinomio P: |a,b] — R tal que
|P(x) — f(x)| < e para todo x € |a,b].

Demonstracao. Como primeiro passo mostraremos que provando o teorema para o

caso especial em que a = 0 e b = 1, este se generaliza para qualquer intervalo |a, b].
Suponhamos entao que o teorema vale para fungoes continuas definidas no intervalo [0, 1]

3



e consideremos uma fungao continua f: [a,b] — R onde a < b. Definimos uma nova
fungao ¢: [0,1] — R por

9(x) = fla+ (b—a)z).
Note que
9(0) = f(a) e g(1) = f(b).

Como g é uma fungao continua em [0, 1], entao existe um polinémio @: [0,1] — R tal
que

lg(y) — Q(y)| < € para todo y € [0, 1].

? temos que y € [0,1] e

Para x € [a,b], tomando y = 2;

s =9 (3=2) =1 (ar0-a(5=2)) = 1)
ro-e(3=2)

Definindo P: [a,b] — R por
r—a
Plz) =
w=a(5=2).

temos que P é um polinomio e esta bem definido pois

Entao

< ¢ para todo z € [a, b].

Entao

0= P = o (£22) = (522} < < paa todo € b

Basta entdo provar o teorema para uma fun¢ao continua f: [0,1] — R. Para isso
seja € > 0. A estratégia é mostrar que existe n € N suficientemente grande tal que

|f(z) — B,(z)| < € para todo = € [0, 1],

onde B,, é o n-ésimo polinomio de Bernstein associado a f. Para isso recordemos o teorema
binomial: para z,y € Ren e N={1,2,3,...},

(z+y)" = zn: (Z) iy k. (1.2)

k=0

Derivando em relacao a x obtemos

n(z+y)" ' = (Z) e T (1.3)



e multiplicando (1.3) por x temos que

nr(z+y)" ' = Z (k) kaym .
k=0

Derivando (1.3) novamente em relagio a x segue que

7un—1xx+yw2::§5<2)mk—1pﬁ2y1h

k=0
e multiplicando por 2% em ambos os lados,

n(n — Da?(z +y)" 2 = n () ahyn

Fazendo y = 1 — = nas equagoes (1.2), (1. 4) 1 ) obtemos

1—Z(Z>x (1—2)"*,

ne = kzno (Z) ka® (1 — z)"k,
e n(n—l)xzzkiO(Z)k(k—l) (1—z)"*

Segue entao que

n(n —1)z* = En:(k? — k) (Z) 21— z)"F,

k=0
e portanto somando (1.7) e (1.8) teremos,

nx +n(n—1)2? = Z k? (Z) (1 — z)" ",
k=0

Expandindo (k — nx)? e usando (1.9), (1.7) e (1.6), nesta ordem teremos que

zn:(k — nz)? (Z) 2*(1—2)"F = k:) k2 (Z) (1 — 2t

k=0 =

k=0
+Zn () (1—az)" "
= [mc—l—n(n—l) %] — 2nx - nx + n’2?
= nx +n*2? —na® — 2n22? + n’e?

= nz(l —z).



Entao
n

Z(k: —nx)? (Z) (1 — 2)" % = na(1 — z). (1.10)

k=0
Como f é continua e [0,1] é compacto, sabemos que:

1. f é limitada, isto é: existe M > 0 tal que |f(z)| < M para todo =z € [0, 1].

2. f é uniformemente continua, e portanto existe § > 0 tal que

‘f(x) —f (%) < g sempre que &, - € 0,1 e |z — ~ <.
Prosseguindo,
f@) - Balw) = f(o) - (5 (1o
W3 - (5)] (7)o

Separando essa soma convenientemente em duas partes da forma

f@@)=Bulx) = Y [f(x) —f (%)] (Z)g”k(l oyt

|[k—nxz|<dn

b - (5] (7)o

|k—nz|>0n

da desigualdade triangular segue que

O[O

|k—nz|<dn

|k_§25n [f =T <§)} (Z)xk<1—x)n—k |

Para |k — nz| < dn temos que |z — £ < § e portanto |f(z) — f (£)] < §, entdo

RO (O

o (16 [

|k—nx|<dn

<§ 3 (Z)ﬁu—x)n—k

|k—nz|<on

< g [i <Z)xk(1 —x)”_k] - g

k=0

[f(x) = Bu(z)] <

_|_

IN




Para |k — nx| > dn temos que

= (] @0

|k—nx|>dn

(]

[
S )] G-
< oM (k%:m (Z) 21— x)”’f) . (1.11)

Da igualdade (1.10) obtemos:

ne(l—z) = Y (k—nz)’ (Z) zh (1 — z)*

e portanto

ne(l—x) (n)xk(l o

02n?

Substituindo em (1.11) obtemos

Z {f(ff)—f (%)] (Z)wk(l—x)"—’f < QM%

k—na|>dn
2Mx(1 — x)
- 2n
1 : o : M
Como z(1 —z) <  paraz € [0, 1], e considerando n algum inteiro maior que -

temos que
2Mx(1 — x) - 2M €
nd? AM§? 2
£0?

< M
Segue entao que para n > 53

> |ro-s (5] (1)ta-or <5

|k—nz|>0n



e portanto

@)~ Buo)] < 3

para todo z € [0, 1]. O

Observacao 1.2 Uma interpretagao probabilistica dos polinomios de Bernstein e de suas
propriedades pode ser encontrada em [6, p. 166-167].

Vejamos a seguir como o Teorema da aproximacao de Weierstrass pode ser estendido
para fungoes continuas a valores complexos.

Definigao 1.3 Um polindémio complexo é uma funcao P: [a,b] — C tal que
P(z) = ag+ a1z + asx® + - - - + a,z" para todo = € [a,b],
onde ag,a; ..., a, € C sao os coeficientes de P.

E claro que todo polinomio complexo é um funcao continua. Vejamos que, como no
caso real, toda fungao continua complexa pode ser aproximada por polindomios complexos:

Corolario 1.4 (Teorema da Aproximagao de Weierstrass-Caso complexo) Seja
f :la,b] — C uma fun¢ao continua. Entao dado € > 0 existe um polinémio complexo
P: la,b] — C tal que |P(x) — f(z)| < € para todo x € [a,b].

Demonstracao. Chamemos de u e v as partes real e imaginaria de f, isto é:
u: [a,b] — Ry u(z) = Re(f(z))
v:fa,b] — Ry o(z) = Im(f(x)),

onde Re e Im denotam as partes real e imaginarias, respectivamente.

Dessa forma f = u+iv. Como uma fungao complexa é continua se, e somente se, suas
partes real e imaginaria sao continuas, temos que u e v sao continuas. Seja € > 0. Pelo
Teorema 1.1 existem polinomios

p:la,b) — R, p(z)=a9+ax+ -+ ax"; ag,...,a, ER, e

q: [(l,b]—>R, Q(l'):b0+b1$++bm$m, bOa"'7an€R7

tais que

<
2
Se n < m, definimos P: [a,b] — C por

lu(z) —p(x)] < = e |v(x) —q(z)| < % para todo x € [a, b].

P(x) = (ag + ibo) + (a1 +iby)xy + - - + (@, + ib,)2" + ibp1 2™ + -+ - + ibya™;



e se m < n, definimos P: [a,b] — C por
P(z) = (ag +iby) + (a1 +ib1)xy + - + (m + b)) 2™ + Qpyp12™ T + -+ a,2™.

Em ambos os casos P ¢ um polinébmio complexo e P = p + iq. Portanto

[f(x) = P(z)] = |u(z) +iv(x) — p(r) — ig(x)|
< ul) = p(a)] + [i(v(z) — q(2))]
= |u(z) = p(a)| + il [o(z) — q(z)|
= |u(z) = p(@)| + |v(z) — q(2)]
e €
< 5 + 5 =g,
para todo z € [a, b]. O

1.2 Uma demonstracao usando polinéomios trigono-
métricos

Nosso objetivo, a seguir, é apresentar uma demonstracao do Teorema da Aproximagao
de Weierstrass usando polinomios trigonométricos. A demonstracao aqui apresentada
aparece em [13, Secao 4.11]. Antes disso vejamos duas definigdes e um lema que serdo
uteis nessa demonstracao.

Defini¢ao 1.5 Seja g: [a,b] — R uma fungao continua. Dizemos que g é afim por partes
se existe uma particao,

a=x0<1 < <31 <T; < <Tp=0b

do intervalo [a,b] tal que para cada j = 1,2,...,n, a restricdo de g ao subintervalo
[;_1,2;] é uma fungdo afim (isto é, seu grafico é um segmento de reta). Note que o
grafico de uma fungao afim por partes é um arco de poligono.

Um passo preparatorio é a aproximacao de fungoes continuas por fungoes afim por
partes:

Lema 1.6 Seja f: [a,b] — R uma fun¢do continua. FEntio dado € > 0 existe uma
fungdao afim por partes g: la,b] — R tal que |f(x) — g(x)| < € para todo x € [a,b] e
g(a) = g(b).

~ £ , . , . ’ .
Demonstragao. Como 3> 0 e f ¢ uniformemente continua, pois f é continua e [a, b]
£
é compacto, existe 6 > 0 tal que |f(x) — f(y)] < 5 sempre que z,y € [a,b] e |z —y| <.

b— b—
a e chamemos h = a

Tomemos n € N tal que n > < ¢. Consideremos agora

n
a seguinte parti¢ao de [a, b]:

a=2xy, r1=a+h, xto=a+2h,...,x;=a+jh,..., v, =a+nh=a+b—a=Dh.
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Note que cada subintervalo [x;_;,z;] tem amplitude h < 0. Consideremos g: [a,b] — R
a fungao continua cujo gréfico liga os pontos

(w0, f(20)), (1, f(1)), ..., (Tn, f(T0))

nessa ordem por segmentos de reta. Formalmente, dado = € [a,b] existe j € 1,...,n tal
que x € [xj_1,x;]. Definimos

o(@) = flay) + LI o) (112)

E claro que ¢ é afim por partes ¢ g(a) = g(b), mais ainda:
‘f(l") - g(:v)| _ ‘f(ﬂf) N |:f(l'j—1) + f(SCJ) _hf(l’jl)'(x N xj—l):| '

< 1) = Sl + [LEE ) oy

(z —xj-1) ‘

= [f(@) = flx)| + [ (2)) = flj-)) W

(%)
< @) = Fen)l +1f(w) = )l < 5+ 5 =

para todo z € [a, b].

(*) Usamos aqui que lr =] <1.

h
Defini¢ao 1.7 Seja g: [—m, 7] — R uma funcao integrével. Os niimeros

1 iy
ay = —/ g(z)dz,

—Tr

1 ™
an = —/ g(x)cos(nx)dx, n €N, e

T™J—x
1 ™

b, = —/ g(z)sen(nz)dr, n €N,
™ —T

denominam-se coeficientes de Fourier de g. A série
a o0
50 + ;[ancos(nx) + bpsen(nx)],

onde a, e b,, n € N, sao os coeficientes de Fourier, denomina-se série de Fourier de g.

Vejamos agora uma demonstracao do teorema da Aproximacao de Weierstrass usando
polinomios trigonométricos.
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Demonstracao. A demonstracao sera dividida em trés passos.

1. Na demonstracao do Teorema 1.1 mostramos que se o teorema vale para funcoes
continuas em [0, 1], entao vale para fun¢es continuas em [a, b]. Uma adaptagao sim-
ples desse argumento mostra que se o teorema vale para fungoes continuas definidas
em [—7,m|, entdo também vale para fungoes continuas definidas em [a,b], para
quaisquer a < b. Ou seja, basta provar o teorema para uma fun¢do continua
f:[-m 7] — R

2. Seja f: [-m, 7] — R uma fungao continua tal que f(—m) = f(7) e € > 0. Usando
o Lema 1.6 para o ntimero positivo £, temos que existe uma funcao afim por partes
g: [=m m] — R tal que |f(z) — g(x)| < £ para todo x € [—,7]. Segue entdo que

sup [ f(z) —g(z)] < 7 <

z€[—m,7]

W] ™
Wl M

De acordo com a Definicao 1.5, sejam ag, a,, b,, n € N, os coeficientes de Fourier de
g. Como g é afim por partes entao g é de classe C? por partes; e como g(—m) = g(),
segue por [11, Teorema 50.2] que a série de Fourier de g converge uniformemente.
Além disso como ¢ é continua temos por [11, Teorema 50.3] que a série de Fourier
de g converge uniformemente para a propria fungao g. Isto é, chamando

Sn(z) = % + Z[akcos(k:x) + bgsen(kx)], = € [—m, 7],

temos que (5,) converge uniformemente para g. Como § > 0, existe ng € N tal que

sup |g(z) — Sp(x)| < % para todo n > ny.

z€[—m,7]

Em particular, fixando N > ng temos que

€

sup |g(z) = Sn(@)] < 2
T€[—m,m] 3

Como as fungoes cos(z), cos(2z), ..., cos(Nx),sen(z),sen(2z),...,sen(Nx) sdo to-

das analiticas, entao Sy também é analitica, sendo a combinacao linear de funcoes

analiticas. Seja Y-, A,z" a série de Taylor de Sy em torno da origem. Temos

entao

o
Sy(z) = Z A" para todo z € R,
n=0
com convergéncia uniforme sobre conjuntos compactos.
Chamando P,(z) = Y p_, \s2" temos que (P,) converge uniformemente para Sy
em [—m, 7.
Como £ > 0, existe ko € N tal que

sup |Sn(x) — P(z)| < g para todo n > ky.

z€[—m,7]
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Em particular fixando N "> ko temos que

€
sup |Sn(x) — Py (x)] <

w€[—mym] 3
Logo:
[f(z) = Pye(z)| < [f(2) —g(z)| + |g(x) — Sn(2)] + [Sn(2) — Py ()]
< % + g + % =€

para todo x € [—m, 7], onde Py é polinomio. Isso prova o teorema para fungoes
continuas f: [—m, 7] — R tais que f(—m) = f(n).

. Finalmente, seja f: [-m, 7] — R uma fun¢ao continua com f(—m) # f(m). Con-

sideremos as funcoes

/Y:R—>]R) ’Y(.T):—Z',

w: [—m, 7] — R, u(x) = f(x) +y(x + 7).
E claro que v é um polinémio e que v é continua, mais ainda
u(=m) = f(=m)+7(0) = f(-n) = f(m) = f(m) + f(-7)
= f(m) +7@27) = u(m).

O passo 2 entao se aplica a wu, e assim dado € >0 existe um polinomio
Q : [-m, 7] — R tal que

lu(z) — Q(z)| < € para todo = € [—m, 7.
Definindo P(z) = Q(x) — y(z — m) temos que P é um polinomio e

[f(x) = P(z)] = [u(z) =~(z +7) = Pz
= |u(z) + P(z) - Q(z) — P(z)|
= |u(z) - Q)| <¢,

para todo x € [—m, 7|, 0 que completa a demonstracao do teorema.



Capitulo 2

O Teorema de Stone-Welerstrass
para funcoes em compactos

Hausdorft

Relembremos que um espaco topolégico X é compacto se toda cobertura aberta de X
admite subcobertura finita. A partir de agora, K serd sempre um espacgo topoldgico
compacto de Hausdorff. Por C(K;R) e C(K;C) denotamos os espagos de Banach das
funcoes continuas f: K — R e f: K — C respectivamente, com a norma

[/l = sup{[f(2)] - € K}.

Notemos que C'(K; R) é um espago vetorial real e C'(K; C) é um espago vetorial complexo.
Quando nao houver perigo de ambiguidade escreveremos apenas C'(K) e nesse caso o corpo
de escalares serd denotado por K, isto é, K = R ou C. Em ambos os casos C'(K) é uma
algebra no sentido de que se f,g € C(K) e « € K, entao f+ g, f-g e «a- f pertencem a
C(K). Quando K = [a,b] C R, escrevemos Cla, b] ao invés de C([a, b]).

Em linguagem topoldgica, o Teorema 1.1 diz que o conjunto dos polindomios é denso
em C([a,b];R) e o Colorario 1.4 diz que o conjunto dos polinémios complexos é denso em
C([a,b]; C). Essa observagao leva diretamente a busca de subconjuntos de C'(K), formados
por fungoes simples, que sejam densos em C(K). E claro que agora nao temos mais
polinémios, pois nao faz sentido falar em polindmio definido em um espaco topolégico.
Neste capitulo descreveremos a solugao que Marshall Stone deu em 1937 para esse pro-
blema.

A questao central é identificar as funcoes que farao o papel dos polindmios neste
contexto mais abstrato. E natural buscar funcoes que, de certa forma, reproduzem o
comportamento dos polinomios. Uma propriedade ébvia dos polinomios é que a soma e o
produto de polinomios é ainda um polinomio e o produto de um polinémio por um escalar
também é um polindémio. Isso nos leva a seguinte definicao:

Defini¢ao 2.1 Um subconjunto A de C'(K) é uma sub-dlgebra se toda vez que tivermos
f,g€ A, a €K, for verdade que f 4+ g, f-ge a- f estao todas em A.

E claro que o conjunto dos polindomios é uma sub-algebra de Cfa,b]. Para identificar
uma importante propriedade que qualquer subconjunto de C'(K') deve ter para ser denso
precisamos recordar alguns fatos da Topologia Geral.

13
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Definicao 2.2 Um espaco topolégico X é normal se para todos conjuntos fechados e
disjuntos A e B de X existem conjuntos abertos e disjuntos U e V tais que A C U e
BCV.

Lema 2.3 Sejam X normal, F C X_fechado e U C X aberto tal que F C U. Entao
existe um aberto V' tal que F CV CV CU, (ondeV € o fecho de'V).

Demonstracao. Veja [20, Lemma 4.1.1]. O

Lema 2.4 (Lema de Urysohn) Sejam A e B dois subconjuntos fechados e disjuntos de
um espago normal X. Entao eziste uma fungdo continua f: X — [0,1] tal que f(z) =0
para todo x € A e f(x) =1 para todo x € B.

Demonstracao. Veja [26, Lemma 15.6] . O
Agora sim podemos identificar a propriedade que estdvamos procurando:

Proposicao 2.5 Seja A um subconjunto denso de C(K). Entdo para todos x,y € K,
x # vy, existe uma fungdo g € A tal que g(x) # g(y).

Demonstragao. Primeiramente relembremos que todo compacto Hausdorff é normal
(veja [26, Theorem 17.10] ), e portanto os Lemas 2.3 e 2.4 se aplicam a K. Sejam z,y € K,
x # y. Como K é Hausdorff, existem U vizinhan¢a de x e V vizinhanca de y tais que
UNV =0;entao x € U ey ¢ U. O conjunto unitério {x} é fechado pois K é Hausdorff e
{x} C U, entdo pelo Lema 2.3 existe um conjunto aberto W tal que {x} C W C W C U.
Mas W e U° sio fechados e disjuntos, entdo pelo Lema de Urysohn 2.4 existe uma funcio
f € C(K) tal que

f(K) C[0,1]; f(t) =0 paratodot € W e f(t) = 1 para todo t € U".
Como A é denso em C(K), existe g € A tal que || f — g|lo < 5 e portanto
1
lf(t) —g(t)] < 3 bara todo t € K.

Por um lado

l9(@)| = 10—-g(@)] = |f(z) —g(z)| < %
e por outro lado
1—9@)=1f(y) =9y < %
o que implica que |g(y)| > % Portanto g(x) # g(y). a

Quando um subconjunto A de C(K) satisfaz a propriedade da Proposi¢ao 2.5, dizemos
que A separa pontos de K, ou seja: A separa pontos de K se para todos z,y € K, x # v,
existe g € A tal que g(x) # g(y).

Até o momento os conjuntos candidatos a serem densos em C(K) sao as sub-algebras de
C(K) que separam pontos de K. Serd que toda sub-algebra de C'(K) que separa pontos
de K é densa em C(K)?
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Exemplo 2.6 Seja A o subconjunto de C[0, 1] formado pelos polindémios de grau maior
ou igual que 1, ou seja, A é o subespago de C0,1] gerado pelas fungoes (f,)>2, onde
fa(x) = 2. Observemos que f(0) = 0 para toda funcio f € A. E imediato que A é
uma sub-édlgebra de C|0, 1] e a presenga da funcao fi(x) = x garante que A separa pontos
de [0,1]. Vejamos que A nao é denso em C[0,1]: para isso consideremos um escalar
0 # a € K e chamemos de g a fungao constante igual a «, isto é:

g:10,1] — K, g(x) = a para todo x € [0, 1].

E claro que g € C[0,1]. Suponhamos que g € A. Nesse caso existe f € A tal que
lg — fllee < ' De

19(0)] = 19(0) = 0] = [g(0) = f(0)| < sup |g(x) — f(z)] = llg — flloo < %

z€[0,1]

segue que g(0) # a, o que é um absurdo. Concluimos entdo que g ¢ A, e portanto mesmo
sendo uma sub-algebra de C10, 1] que separa pontos de [0, 1], A ndo é denso em C0, 1].

Observando que a falha no exemplo acima reside no fato de que a sub-algebra nao
contém as fungdes constantes, a pergunta agora é se toda sub-algebra de C'(K') que separa
pontos e contém as fungoes constantes é densa em C(K). Veremos a seguir que essa é
precisamente a solucao que Stone deu para o problema. Comecemos com o caso real:

Teorema 2.7 (Teorema de Stone-Weierstrass - caso real) Sejam K um espago
compacto de Hausdorff e A uma sub-dlgebra de C(K;R) que separa pontos e contém as
fungoes constantes. Entio A é denso em C(K,R).

Observacao 2.8 No enunciado acima, como A é uma sub-dlgebra, para conter as fungoes
constantes basta conter uma fungao constante nao-nula. Basta entao supor, por exemplo,
que A contém a fungado constante igual a 1.

Daremos aqui a demonstragao de Brosowski e Deutsch [4] como apresentada em
[22, Theorem 6.2]. A demonstragao é dividida em etapas, as quais apresentaremos a seguir
na forma de lemas.

Lema 2.9 Sejam X espago topologico, A C X compactoe U C X aberto. Entao
(A=U):=ANU* é compacto.

Demonstracao. Seja (C))ier uma cobertura aberta de (A — U), ou seja, cada Cy é
um conjunto aberto e (A —U) C U,y Ca. Entao {U, (C),c;} ¢ uma colecao de abertos
e como A = (A—=U)U(ANU), segue que {U,(C)),;} ¢ uma cobertura aberta de
A pois os conjuntos (Cy)rer cobrem (A — U) enquanto que U cobre ANU. Mas A é
compacto, logo existem Aj, Ag,..., A, € L tais que A C <U?:1 CAJ.) U U. Vejamos que

(A-U)CUj., Oy dadoz € (A-U), xz € Aex ¢ U, e portanto existe k € {1,...,n}
tal que x € C),. Segue que z € U?Zl Cy,, provando que (A — U) é compacto. O
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Lema 2.10 Sejam K e A como no enunciado do Teorema de Stone-Weierstrass 2.7.
Sejam também xy € K um ponto qualquer e Uy C K um aberto contendo xy. Entdo existe
um conjunto aberto Vo C Uy contendo xg tal que, para cada 0 < ¢ < 1 existe g € A
satisfazendo:

(i) 0 <g(z) <1 para todo x € K,
(ii) g(z) < e para todo x € V),
(iii) g(x) > 1 —¢ para todo v € K — Uy.

Demonstracao. Como g € Uy e A separa pontos de K, para cada = € (K — U)) existe
gz € A tal que g.(x¢) # g.(z). Consideremos a fungao

he: K — R, he(y) = g(y) — ga(20).

A funcéo constante igual a —g,(x¢) pertence a A, e como A é uma sub-édlgebra e g, € A,
segue que h, € A. Temos também

hx(xo) - gac(xO) - gw(x()) =0 7é gm(x) - g:c(xO) = hx(ZL‘)

1
17z 12

1. py(zo) = 0, pois hy(x) = 0.

Tomemos p, = -h2. E claro que p, estd também em A e mais ainda:

2. pe(x) > 0, pois h2(y) > 0 para todo y e h(x) # 0.

3. 0 < p.(y) <1 paratodo y € K: de fato |h,(y)| < sup{|h.(2)] ;2 € K} = [|hs||oo;
2
dai h.(y)? = |h.(y)|* < ||hsl|%; e portanto 0 < p.(y) = ﬁ;(gﬁl <1.

Seja U, = {y € K : p,(y) > 0}. Entao U, = p,'((0,+00)) é um conjunto aberto pois ¢ a
imagem inversa de um aberto por uma funcao continua, e U, contém x pela propriedade 2
acima. Assim (U,)ze(k—u,) ¢ uma cobertura aberta de (K — Up). Pelo Lema 2.9 sabemos
que K — U, é compacto. Logo, existe um numero finito de pontos 1, ..., x,, € (K — U))
tal que

(K —Uy) QLmJ

Definamos a funcgao
p: K —R, px prz
Como cada p,, estd em A, p(z) estd também em A. Além disso:
e 0 <p(zr) <1 paratodo z € K,

hd p(l‘o) - 07
e p(z) > 0 para todo x € (K — Uyp).
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Como (K —Uy) é compacto e p é continua, temos que p assume valor minimo em (K —Uy),
e do terceiro item acima segue que esse valor minimo ¢ estritamente positivo. Tomemos
0<d<1 como sendo esse valor minimo, e entao temos que p(z) >0 para todo

z € (K — Up). Tomemos também o conjunto

Vb:{xGK:p(a:)<g}.

Vejamos algumas propriedades de Vj:

e Vo =p'((—00,2)) é aberto como a imagem inversa de aberto por fungao continua,
e 1y € Vp, pois p(zg) =0 < g,

e 1y C Up: de fato, dado x € Vp, temos que p(z) < g, logo z ¢ (K —Uy), pois p(x) > ¢
em (K — Uy), assim z € (K — Uy)® = U.

Seja k o menor inteiro maior que %. Provemos que kd < 2:

k é o menor inteiro 1 1:>k 1<1:>k<1+1< +1 2
malior que — — - - — 4+ - =
e =5 =5 576 %

Assim 1 < k§ < 2. Definamos as fungoes

Gt K — R, gu(z) = (1—p(x)")"",

para n € N. Por A ser uma sub-dlgebra que contém as fungoes constantes e por p estar
em A, segue que cada ¢, estd em A. Nos interessarao duas propriedades das funcoes g,:

e ¢.(xo) = 1 pois p(xg) = 0,
e 0 <g,(r) <1 paratodo z € K: de fato,
0<plx)<1 = 0<px)"<1

= —1< —p(2)"
= 0<1—px)"
—

Para todo = € V, temos que p(z) < 2, portanto kp(z) < kI < 1. Da desigualdade de
Bernoulli sabemos que
(1+8)" > 1+nt,

para todo n € N e todo t > —1. Aplicando essa desigualdade para t = —p(x)" temos

(z) = (1—p()")"

> 1—k"p(x)"
= 1— (kp(x))"
> - (%‘5) . pois kp(z) < .
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Como % < 1 e |g,(z) — 1] < (&)" para todo = € V;, segue que

lim g,(z) = 1 uniformemente para x € Vj. (2.1)

n—auoo

Para x € (K —Up) temos que p(z) > ¢, e portanto kp(z) > ké > 1. Aplicando novamente
a desigualdade de Bernoulli, agora para t = —p(x)", temos que

0 < gal2) = (1—p(@))*

1 n\k"™ n n
— k”p(x)"(l —p(x)")" - k"p(z)
1 n\k n
< k”p(x)”( = p(@)")* - (1 +E"p(x)")
1 n\k n\k™
< b (B (4o
1

A
T
<, —
S
I
7N
>
oq|’_‘
~_
s

1
Como 5 < 1 temos que

lim g,(x) = 0 uniformemente para = € (K — Up). (2.2)

n—=o0

Seja 0 < e < 1.

e De (2.1) temos que existe um natural N; tal que |¢,(z) — 1| < e para todo n > N
e todo z € Vj, em particular

gn(z) > 1 — ¢ para todo n > Nj e todo = € V.
e De (2.2) temos que existe um natural N tal que |g,(z)| < € para todo n > Ny e

todo z € (K — Up), e como ¢, () > 0 entao

0 < gn(x) < & para todo n > Ny e todo z € (K — Uy).

Tomando N = méx { Ny, No} temos que
gn(xz) >1—¢ paratodo z € Vj e

gn(z) < e para todo = € (K — Up).
Definamos
g: K — R, g(x) =1—qgn(x).

E claro que g € A. Vejamos que g satisfaz as propriedades requeridas.

(i) reK = 0<qn(z)<1
— 0<1—-¢g(x)<1
— —1<g(z)—1<0
= 0<g(z) <1
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(ii) reVy = qn(x)>1—c¢
= l—g(z)>1—c¢
= g(x) <e.

(iii) re(K—-U) = qn(z)<e
— 1l—ygx)<e
— g(x)>1—e.

A demonstragao esta completa. O

Lema 2.11 Sejam K e A como no enunciado do Teorema de Stone-Weierstrass 2.7.
Considere dois subconjuntos disjuntos e fechadosY e Z de K. Entao para cada 0 < e <1
existe uma funcao g € A satisfazendo:

(i) 0 <g(z) <1 para todo z € K,
(ii) g(z) < e para todo x € Y,
(iii) g(x) > 1 — ¢ para todo x € Z.

Demonstracao. Definindo U = K — Z temos que U é aberto em K e Y C U pois
Y NZ = 0. Do Lema 2.10 temos que, para cada x € Y e para cada § > 0, existem um
conjunto aberto V, C U contendo x e uma func¢ao g, € A tais que:

(i) 0 <g.(2) <1 paratodo z € K,
(i) g¢.(2) < ¢ para todo z € V,,
(iii) g.(2) > 1— ¢ paratodo z € U° = Z.

Assim (V,)zey é uma cobertura aberta de Y. Mas Y é um fechado dentro de um compacto,
portanto Y é compacto também. Logo, existe um numero finito de pontos
T1,To,..., T, €Y tais que

m
YQU%-
i=1
Dado 0 < ¢ < 1, aplicando a construgao acima com 6 = = > 0 para cada um dos
pontos x1, s, ..., T, € Y, temos que existem fungoes gy, ..., g, € A tais que, para cada

i=1,...,m:

(i) 0 <gi(2) <1 paratodo z € K,
(ii) gi(z) < = para todo z € V,,,
(iii) gi(2) > 1 — = para todo z € Z.

Definamos g = g1 - g2 - - - gn € Provemos que g satisfaz as propriedades desejadas. E claro
que g € A pois g é o produto finito de fungoes de A.

(i) E 6bvio que 0 < g(x) < 1 pois cada 0 < g;(x) < 1 para cada i = 1,...,m e cada
re K.
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(ii) Seja y € Y. Como Y C U2, V,,, existe j € {1,...,T.n} tal que y € V. Assim
9W) =) g5i1(W) - 6i(Y) - gj+1(y) - gm(y) < € pois g;(y) < = <ceg(y) <1
para i # j.

(iii) Seja z € Z. Entao gi(2) > 1 — =,...,gm(z) > 1 — =. Usando uma vez mais a

desigualdade de Bernoulli temos que

9(z) = 91(2) - gm(2)

> () ()

Retornemos agora a demonstracao do Teorema de Stone-Weierstrass.

Demonstracao. Considere f € C(K,R) e ¢ > 0. Devemos mostrar que existe uma
funcao g € A satisfazendo ||f — gl < €. Na verdade basta mostrar que existe uma
fungao g € A satisfazendo || f — gl|c < 2¢, € é isso que vamos fazer.

Vejamos que nao hé perda de generalidade em supor que f > 0: suponhamos que o
resultado vale para fungoes nao-negativas. Como

—f(x) <|f(@)|] <||fllec para todo z € K,

temos que a funcdo f + || f||« estd em C'(K) e é ndo-negativa. Portanto existe h € A tal
que ||h = (f + [|fllc)||loc < €. Tomando g = h — || f|l temos que g € A pois a fungao
constante igual a || f||o pertence a A e A é uma sub-algebra. Logo

19 = fllo = 1A= lflloc = flloo = 1A = (F + [ flloc) oo <&

Também nao ha perda de generalidade em supor que € < %
Comegamos escolhendo um inteiro positivo n tal que (n — 1)e > ||f||o e definindo
conjuntos Xg, X1,..., Xy, Yo, Y1,..., Y, por:

X@:{xéK\f@ﬁgc—%)g}e
m:{xeK;ﬂ@z(wgag}

parat=0,1,...,n. Entao vemos que:
X;NY; =0 paratodoi=0,1,...,n,
PCXoCX;C---CX,=Ke
Yo2Y DY 22V, =0

Além disso, os conjuntos X; = f~ ((—oo, (i — 3)e]) e Vi = f~! ([(i + 5)&,00)) sdo fecha-
dos como imagens inversas de conjuntos fechados por funcao continua. Como para cada
1=0,1,...,n, X; e Y; sao subconjuntos disjuntos e fechados de K, pelo Lema 2.11 temos
que para cada 0 < e < lecadai=0,1,...,n, existe uma funcao g; € A tal que:
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(i) 0 < g;(x) <1 para todo x € K,
(ii) gi(z) < £ para todo x € X,
(iii) gi(x) > 1 — £ para todo z € Y;.

Definamos

g: K —R , gz)=c) g
=0

E claro que g € A. Consideremos um elemento arbitrario z € K. Da definicao dos
conjuntos X; e da cadeia de inclusoes ) C Xy C X; C --- C X,, = K, segue que existe
i > 1 tal que z € (X; — X;_1). Para este valor de i,

€
gj(x) < — para cada j > 1.
n
Note também que para cada valor j < i — 2, x € Y}, e portanto g;(x) > 1 — <. Destas
duas ultimas desigualdades temos que

i—1 n

o@) = <Y gla)+ed0)

git+e(n—i+1)

IN

€
n
gi 4 &
e(i+e)

AR
eli+ =) poise < —;
3) P 3

IN

A

e para cada 1 > 2,

Vv
™
—~
~

|
—_
~—
/~ N
—_

|

| ™
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Provamos a desigualdade g(z) > (i — %) para i > 2, e para i = 1 ela é imediata. Assim
temos que:

Dessas ultimas desigualdades segue que

—(i+%)€<—g(m)<—(i—§>e,

e combinando com as desigualdades imediatamente anteriores temos

-2 (o0 D)o st st (-2 (i 2)

As manipulagoes seguintes completam a demonstracao:

g(i_g—z‘—é) <f(a:)—g(ﬂf)<5(i—%—”§>

- (—2) < fla) - gla) <<
—2e < f(x) —g(x) < 2¢
|f(z) —g(x)] < 2¢

”f - g“oo < 2e.

Ll

O

Deve ser observado que essa demonstracao do Teorema de Stone-Weierstrass que acabamos
de exibir, apesar de ser longa, nao depende de nenhum resultado muito profundo de
Anélise ou de Topologia.

A seguir voltamos nossa atencao para o caso complexo. Nossa abordagem do caso
complexo do Teorema de Stone-Weierstrass baseia-se em [23, Section 36]. A pergunta
natural é: quais sdo as condigoes que garantem que uma sub-algebra de C(K, C) é densa
em C'(K,C)? Mais natural ainda é imaginar que as mesmas condigoes do caso real também
funcionam no caso complexo. No caso de funges definidas no intervalo [a, b], a passagem
do caso real para o caso complexo, isto é, a passagem do Teorema 1.1 para o Corolario
1.4, foi relativamente simples, mas isso se deve ao fato de que estavamos trabalhando
com polinomios, que fazem sentido tanto no caso real como no caso complexo. Isso é uma
indicacao de que no caso de um compacto Hausdorff K arbitrario, a situacao pode nao ser
tao simples. E, de fato, a passagem do caso real para o caso complexo nao se faz apenas
através da transposicao para o caso complexo das condicoes do caso real. Veremos em
seguida que as condigoes do caso real nao sao suficientes para o caso complexo.
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Exemplo 2.12 Seja A o disco unitério fechado do plano complexo, isto é:
A={zeC:|z| <1}.
E claro que A é compacto. Consideremos
A={fe€C(A;C): f é analitica no interior de A}.

Isto é, A, que é conhecida como dlgebra do disco, é formada pelas funcoes f: A — C que
sao continuas em A e analiticas no interior de A. A algebra do disco A desempenha um
papel central tanto na Andlise Funcional como na Analise Harmonica (veja [27, Chapter
IILE.]).

Vejamos que:

e A é uma sub-dlgebra de C'(A, C): isso é imediato pois, da teoria de fungdes de uma
variavel complexa, sabemos que a soma e o produto de fungoes analiticas é também
analitica, e o produto de um escalar por uma funcao analitica também é analitica.

e A separa pontos de A: ¢é claro que a funcao identidade f : A — C, f(z) = «,
pertence a A; logo para z,y € A, x # y, temos que f(z) =z £y = f(y).

e A contém todas as fungdes constantes: isso também é imediato pois toda funcao
constante é analitica.

e A ¢é um conjunto fechado em C(A;C): seja (f,) C A tal que f,, — f em C(A;C).
Assim (f,) é uma sequéncia de fungoes analiticas convergindo uniformemente para
f. Mas o limite uniforme de fungdes analiticas é também analitico (veja [16, Teorema
V.1]), logo f € A, e portanto A é fechado (veja [17, Ex.1.13.7]).

o A+ C(A;C): De fato, tomando a fun¢ao conjugado complexo g : A — C,
g(z) = Z, temos que g é continua pois suas partes real e imaginédria sdo continuas,
logo g € C(A;C). Por outro lado, g néo é analitica por nao verificar as equagdes de
Cauchy-Riemann, logo g ¢ A.

Assim temos que A = A # C(A; C), o que prova que, apesar de satisfazer as trés condicoes
do caso real do Teorema de Stone-Weierstrass, A nao é denso em C(A;C).

Estéa claro entao que alguma hipotese deve ser acrescentada para a validade do caso
complexo do Teorema de Stone-Weierstrass. Novamente o contra-exemplo que apresenta-
mos sugere o que deve ser acrescentado. Observemos que no Exemplo 2.12 usamos que a
fungao identidade pertence a A enquanto que a fun¢ao conjugado nao pertence a A. Ou
seja, foi crucial que a algebra do disco néo satisfaz a implicacao f € A = f € A. Agora
é natural introduzir a hipétese f € A = f € A para que uma sub-algebra A de C'(kK; C)
seja densa.

Defini¢ao 2.13 Um subconjunto A de C(K;C) é fechado para conjuga¢ao complexa se
f € A sempre que f € A.

Veremos a seguir que a introducgao dessa hipétese é suficiente.
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Teorema 2.14 (Teorema de Stone-Weierstrass - caso complexo) Sejam K um
espaco compacto de Hausdorff e A uma sub-dlgebra de C(K; C) que separa pontos, contém

as funcgoes constantes e € fechada para conjugacdo complexa. FEntdo A é denso em
C(K;C).

Demonstracao. Chamemos de B o subconjunto de A formado pelas funcoes que tém
imagem real, isto é:

B={feA: f(K)CSR}

Enxergando B como subespagco vetorial do espago vetorial real C(K;R), vejamos que B
satisfaz as condigoes do caso real do Teorema de Stone-Weierstrass:

e B é uma sub-algebra de C(K;R): dados f,g € B e a € R, temos que f,g € A,
f(K) CReg(K)CR. Como R é um corpo, segue que as fungoes (f + g), f - ¢
ea-festaoem Ae (f+9)(K)CR, (f-9)(K)CR, (a-g)(K) C R; e portanto
(f+9),f g,a-g€B.

e B separa pontos de K: sejam x,y € K, x # y. Como A separa pontos de K,
existe f € A C C(K,C) tal que f(z) # f(y). Decomponhamos f em suas partes
real e imaginaria, digamos que f = u+iv. Como uma fun¢ao complexa é continua se
e somente se suas partes real e imaginéria sao continuas, temos que u,v € C(K,R).
Entao

u(@) +iv(z) = f(z) # f(y) = uly) +iv(y),

o que implica que u(x) # u(y) ou v(z) # v(y). Basta provar agora que u,v € B.
Mas combinando o fato de que f € A, A ser sub-algebra e ser fechada por conjugagao
complexa com as igualdades

f+f
2

u=Re(f) =27 ¢ v=tm(p) =L,

segue imediatamente que u,v € A. E claro que u(K) € Rev(K) C R, logo
u,v € B.

e B contém as funcoes constantes de C(K,R): sejam a € R e f a funcao
constante igual a «, isto é, f: K — R, f(z) = « para todo x € K. Enxergando f
como funcao complexa temos que sua parte real é constante igual a « e sua parte
imaginéria é constante igual a 0. Assim f é continua no sentido complexo, ou seja
f € C(K,C). Mas f é uma funcao constante, por hipdtese segue que f € A. Como
f(K) CR temos que f € B.

Pelo Teorema 2.7 temos que B = C(K;R). Sejam agora f € C(K;C) e € > 0. Decom-
pondo f em suas partes real e imagindria temos que f(x) = u(z)+iv(x) para todo z € K,

onde u,v: K — R. Logo u,v € C(K;R) = B. Entao existem g1,9, € B C A tais que

€
2

€

e o= gl < 5

[ = gilloo <
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Definindo g = g1 + igs temos que g € A pois A é uma sub-dlgebra. Mais ainda,

1f =gl = llu+tiv—g1—ige
= [lu—g1+i(v—g2)[l
< u—=gilleo + [li(v = g2) [0
= [lu—gillc + [[v = g2llo0
15 13

2ty =®

provando que f € A. Portanto A = C(K;C). a

Discutiremos a seguir um pouco mais as hipdteses do Teorema de Stone-Weierstrass.
Antes de enunciar e demonstrar o teorema, nés justificamos cada uma das hipdteses (ser
sub-dlgebra, separar pontos, conter as fungoes constantes e ser fechada para conjugacao
complexa no caso complexo). O fato de conter as fungoes constantes talvez seja a hipétese
menos natural, por isso a discutiremos um pouco mais a seguir.

Relembremos que no Exemplo 2.6 exibimos uma sub-dlgebra de C[0,1] que separa
pontos mas nao é densa. E f4cil ver que no caso complexo aquela sub-algebra é fechada por
conjugacao complexa. Observemos que a sub-algebra daquele exemplo pode ser reescrita
como

{f € C|[0,1] : f é um polindémio e f(0) = 0}.

Veremos a seguir que, na verdade, uma sub-dlgebra bem maior que essa (e que portanto
também separa pontos), e que no caso complexo é fechada por conjugagao complexa, nao
¢ densa em C'[0, 1]. Mais ainda, essa construcao se generaliza para compactos Hausdorff
arbitrarios.

Proposicao 2.15 Sejam K um compacto de Hausdorff e xo € K um ponto qualquer.
Entio A={f € C(K): f(xg) =0} é uma sub-dlgebra de C(K) que separa pontos de K,
no caso complexo é fechada por conjugacdo complexa, mas nao é densa em C(K).

portanto

Demonstracao. Dados f,g € A e a € K, temos que f(zo) (xg) = 0, e

=49
(f-9)(@o) = f(x0) - g(xo) = 0, (f+9)(x0) = f(20) +g(x0) = 0e (- f)(zo)
Isso prova que A é uma sub-algebra.

Sejam x,y € K,z # y. E claro que as igualdades xr = ¢ e y = 19 nao podem ocorrer
simultaneamente, entao temos que ou x # xy ou y # xg. Suponhamos, sem perda de
generalidade que y # z5. Como K é de Hausdorff, os conjuntos B = {xzg,z} e C' = {y}
sao fechados, e é claro que sao disjuntos, entao pelo Lema de Urysohn 2.4 existe uma
funcao f € C(K) tal que f(t) = 0 para todo t € B e f(t) = 1 para todo t € C. Assim,
f(zo) =0 e portanto f € A, e f(z) =0+# 1 = f(y), provando que A separa pontos de K.

Provemos que A é um conjunto fechado de C'(K). Para isso seja f € A. Entdo existe
uma sequéncia (f,) C A tal que f, — f em C(K). Assim

[Fn(wo) = f(z0)] < sup |fu() = f(2)] = |l fn = flloc — 0 quandon — oo.

Portanto f,(z¢) — f(x¢) (na verdade, o que estamos usando aqui é que a convergéncia,
na norma || - ||« ¢ a convergéncia uniforme, que por sua vez implica na convergéncia
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pontual). Mas f,(x¢) = 0 para todo n € N pois cada f,, € A, logo f(xg) = 0, provando
que f € A e portanto A é fechado. E claro que A # C(K), pois as fungdes constantes
nao-nulas pertencem a C'(K) e ndo pertencem a A, portanto A = A # C(K), o que prova
que A nao é denso em C(K). O

Um fato notavel é que as tnicas sub-dlgebras de C'(K) que separam pontos, sao
fechadas por conjugagao complexa no caso complexo e nao sao densas em C(K), sdo
exatamente as sub-algebras da Proposigao 2.15. Mais precisamente:

Proposicao 2.16 Sejam K um compacto de Hausdorff e A uma sub-dlgebra de C(K)

que separa pontos de K, no caso complexo € fechada por conjugagcao complexa, mas nao
¢ densa em C(K). Entao existe xg € K tal que A={f € C(K) : f(zo) = 0}.

Demonstracao. Veja [7, Corollary V.8.2] ou [12, Teorema IV.1.4]. O

Para o caso de sub-dlgebras que nao separam pontos sugerimos que o leitor veja [27,
[.B.12].

Finalizamos este capitulo dizendo que existe um sem numero de generalizacoes em
varias diregoes do Teorema de Stone-Weierstrass na literatura. Citaremos apenas algu-
mas das dire¢coes em que o teorema vem sendo generalizado:

e Dominios mais gerais: existem varias versoes do teorema para fungoes continuas definidas
em espacos mais gerais que os espacos compactos de Hausdorff. Por exemplo, é classica
a versao do Teorema de Stone-Weierstrass para fungoes definidas em espagos localmente
compactos (veja, por exemplo, [23, Section 38]).

e Contra-dominios mais gerais: em [19] pode ser encontrada uma versao do Teorema de
Stone-Weierstrass para funcgoes continuas definidas em um espaco compacto de Hausdorff
e tomando valores em um espago normado real.

e Funcoes mais gerais: uma generalizacao do Teorema de Stone-Weierstrass para funcoes
nao necessariamente continuas pode ser encontrada em [5] e [19].



Capitulo 3

Aplicacoes

3.1 Momentos de uma funcao continua

Comecamos com uma aplicacao simples mas bem interessante do Teorema da Aproxima-
cao de Weierstrass. Nesta segao seguimos [6, Application 11.6] e [9, Secao 9.9].

Definigao 3.1 Seja f: [a,b] — R uma funcéo continua. Para cada n € N define-se o
n-ésimo momento de f por

A motivagao fisica para o conceito de momento pode ser encontrada em [6, p. 167]. E
b b

claro que f(z)dz = | g(x)dxr ndo implica f = g. Na verdade, duas fungdes podem
ter um ndmero infinito de momentos iguais sem que sejam idénticas.
Exemplo 3.2 Chamemos de f a fungao constante igual a 1 e de g a fungao constante

igual a 0, ambas definidas no intervalo [—1,1]. De

1
M,(f)— My,(g9) = / x2"dx =0 para todo n impar,
-1

temos que M, (f) = M,(g) para todo n impar, mas obviamente f # g.

O fato interessante é que se todos os momentos de duas funcoes continuas sao iguais,
entao as fungdes sao idénticas. Usaremos o Teorema da Aproximacao de Weierstrass para
provar tal fato.

Teorema 3.3 Sejam f,g: [a,b] — R fun¢des continuas. Entio f = g se, e somente se,
M,(f) = M,(g) para todo n € N.

Demonstragao. Suponhamos que M, (f) = M,(g) para todo n. Entao

/ (f () — gla))dx = / o f(x)de — / g(x)de = My(f) — Ma(g) = 0
para todo n.
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Como todo polindémio ¢ uma combinacao linear finita das funcoes 1,z,22,...,2", ..., e

como a integral ¢ linear, segue imediatamente que

b
/ P(x)(f(x) — g(x))dz = 0 (3.1)

para todo polinomio P: [a,b] — R. Usando o Teorema da Aproximagao de Weierstrass
para a funcao continua (f — g) e para os nimeros positivos & = %, n € N, construimos
uma sequéncia de polinémios (P,) tais que |[(f —g)— P,|ls < % para todo n. Como
% — 0 segue que P, — (f — g) em Cla, b], ou, em outras palavras, (P,) converge para
(f — g) uniformemente em [a,b]. Consequentemente temos que (P, - (f — g)) converge

para (f — g)? uniformemente em [a, b], e por [9, Teorema 9.10] segue que
b b
| Pi)rt) = e — [ (1) = gla) P

Mas de (3.1) sabemos que fab P,(x)(f(z) —g(x)) dr =0 paratodo n, e portanto
fab(f(x) — g(z))?dz = 0. Como (f(z) — g(x))? > 0 para todo = € [a,b] e a funcao (f — g)
é continua, segue que (f —g)?> =0, isto é, f = g.

A reciproca é imediata. g

3.2 Funcoes infinitamente diferenciaveis

O Teorema da Aproximacao de Weierstrass diz, em particular, que toda funcao continua
f: [a,b] — R pode ser uniformemente aproximada por fungoes infinitamente diferencia-
veis (é claro que polindmios sao infinitamente diferencidveis). Provaremos nesta se¢ao mais
uma aplicacao do Teorema da Aproximacao de Weierstrass, que diz que esse resultado se
estende para funcoes continuas definidas em R, ou seja, toda funcao continua f: R — R
pode ser uniformemente aproximada por fungoes infinitamente diferencidveis. Seguiremos
aqui o roteiro da demonstragao de [6, Theorem 11.13].

Por funcao infinitamente diferenciavel entendemos que seja uma funcao de R em R
que tem derivadas de todas as ordens continuas em todo x € R. O espacgo formado por
tais fungoes serd denotado por C*°(R).

Lema 3.4 A funcdio f: R — R dada por

para x <0

ro={ 2%

para x > 0,

é infinitamente diferencidvel.

Demonstracao. Como diferenciabilidade é uma propriedade local e tanto a funcao
constante igual a zero como a funcao

_1
rr—e =, x>0,

sao infinitamente diferenciaveis, segue que f ¢ infinitamente diferenciavel em todo z # 0.
Resta entao provar que f é infinitamente diferenciavel em 0.
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Notemos que para z > 0,

fla)=a%e s =a7f(z) = pi(a™") f(2), (3.2)

em que py(z) = 2%

@) = (a7 =207 e s = (a7 = 207) f(w) = poa") (),
em que po(z) = 74 — 22°;
) = (25— 627+ 62 e s = (278 — 627° + 62 ) f(z) = ps(z V) f (),
em que p3(z) = 25 — 625 + 621, Isso nos leva a crer que para todo k € N,
() = pr(z™") f(2),

para todo x > 0 em que p; ¢ um polinomio de grau menor ou igual a 2k. Provemos isso
por inducao sobre k:

1. k= 1: é exatamente o que esta provado em (3.2).

2. Hipotese de inducao: suponhamos que o que queremos provar seja valido para k,
isto é, existe um polinémio p; de grau < 2k tal que

f (z) = pr(z~") f(z) para todo x > 0.

3. Provemos que o desejado vale para k + 1:

D@ = ) = L e (o)
= | fne)] f0 4l
= (-5 sl @ e () @)
= [ + @] @)
Definindo
Pra(x) =~ () + °pil)
temos que

prra(e™) fz) = [=(27)?ph(a7h) + (a7 Ppu(a™)] o) = [ (2),
e pr+1 € um polinomio de grau menor ou igual a
max{2+ (2k — 1),2 4+ 2k} = max{2k + 1,2k + 2} = 2k + 2 = 2(k + 1).

Portanto, o desejado vale para todo k € N.
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Para ver que f é continua em zero, note que, se y > 0 entao
X . n m
ey:Zy— > Lo para todo m € N.
n! = m!
n=0

Assim para x > 0,
0< f(x)=es = = < — =mla™. (3.3)

Em particular, lim, . f(z) = 0 = f(0), provando que f é continua em zero. Mais
ainda, de

0< @ < mlz™ ! para todo z > 0,
. x
@ = 0 para todo = < 0,
obtemos que
e S

Portanto f’ existe e é continua em zero por (3.3) e f/(0) = 0.
Provemos por inducdo sobre k que f*)(0) existe, f*)(0) = 0e f* é continua em zero.

1. k£ =1: é exatamente o que fizemos acima.

2. Hipdtese de inducao: suponhamos que seja valido para k, isto é, existe f (’“)(0), f)
é continua em zero e f*)(0) = 0.

3. Provemos que vale para k + 1.

Devemos mostrar que existe f*+1(0), f**+V(0) = 0 e f*#*1) ¢ continua em zero. Partindo
da hipotese de inducao temos que:

k) () — £(R) ) (x
fU) — f0) _f ():l.pk(x—l)-f(x)

z—0 x T

para todo x > 0, em que o grau de p; € menor ou igual a 2k, digamos

2% %1
pr(x) = agpz™ + agg_1x + o arx + ag.

Assim
pe(z™h) = amr ™ + ag_1 27 4+ arz + aq,
e portanto
%pk(x_l) = agpr P fag x4+t agr? + g
Finalmente,

1

1 1y, 2k+2
:Cpk(x S

= QopT + aop_ 122 + - -+ + a2 + gzt (3.4)



31

Temos entao que

f@@»—ﬂ@mw 1

- ~pe(a ™) f (@)

T

1
< —pe(z7h)](2k 4 2)1 222
x
1
= ‘—pk(x_l)(% + 2) 12k
x

= (2k + )V agx + agp_12* + - - + a12°* + agz® | =90,

Segue que f*FD(0) existe e f**+D(0) = f*)(0) = 0. Verifiquemos que f**! é continua
em 0. Como o grau de py1(x) é menor ou igual a 2(k + 1) = 2k + 2, podemos escrever

pk+1($) = b2k+2$2k+2 + b2k+1$2k+1 + e —|— bll' —|— bo.

Assim

[fEV @) = (@) ()]
= \b2k+2x_2k_2 + b2k+1l’_2k_1 + -+ b1I_1 + bolf(l‘)
< ‘b2k+2x72k72 + b2k+1x72k71 4t blel + b0|(2k + 3)!$2k+3

(2K + 3)!|bogsot + bapr12® + - - - + b2 4 b3 Z=8 0,

Entdo lim,_q f**D(z) = 0 = f#+1(0), provando que f*+Y é continua em zero. O

Lema 3.5 Ewiste uma fung¢ao g: R — R tal que:
(a) g € C*(R);

(b) g(z) =0 se |z = 1;

(c) g(z) >0 se|z| < 1.

Demonstracao.
Seja f: R — R a funcao do Lema 3.4. Definimos g: R — R por

g(x) = fle+1)- f(1 —2).

E claro que g € C*(R), pois pelo Lema 3.4 temos que f € C*(R), assim g é um produto
de fungoes infinitamente diferencidveis (composigao e produto de fungoes infinitamente
diferencidveis é infinitamente diferencidvel).

Para |z| > 1 temos que z > 1 ouz < —1,entdo 1 —z < 0Oouz+ 1 < 0. Assim
f(1—x)=0o0u f(x+1) =0, e da definicao de g segue que g(z) = 0.

Para |z| < 1temos —1 <z < 1,entdo x+1 > 0el—x > 0. Assim f(z+1) = et >0
e f(l—uz)= el > 0, e da defini¢ao de g segue que g(z) > 0. a
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Lema 3.6 Existe uma fung¢ao h € C*(R) tal que:
(1) h(z) =0 para |z] > 1; 0 < h(xz) <1 para |z| <1 e h(0) = 1.

(ii) Dadosn € Z en <z <n+1, temos que h(x —n) + h(x —n — 1) = 1 enquanto que
h(x — k) = 0 para qualquer inteiro k < n ou k >n + 1.

Demonstragao. Seja g a fungao construida no Lema 3.5, isto é, g: R — R ¢ tal que:
(a) g € C=(R);

(b) g(x) =0se[z[ > 1;

(c) g(x) >0se |z| < 1.

Seja  x € R. Podemos escolner n € Z tal que n—1<zx<n+1. Se m € Ze
m ¢ {n—1,n,n+ 1}, entdo |z —m| > 1 e, portanto, g(x —m) = 0. Assim g(z —m) =0
para todo m ¢ {n — 1,n,n + 1}. Logo, existem no maximo trés inteiros m tais que
g(x —m) # 0. Isso garante que a série

> glz—n)

nez

¢ na verdade uma soma finita de, no maximo, trés termos. Podemos entao definir

G:R— R | G(x):Zg(:U—n).

nez
Dado = € R, tomando novamente n € Z com n — 1 < x < n + 1 temos que
G(z) =g(z—(n—1)) +g(z —n) + g(z — (n+ 1)),
e portanto G € C*°(R). Uma das seguintes possibilidades certamente ocorre:
(1) 2=n€Z,nesse caso g(x —n) >0e gz —(n—1)) =gz —(n+1)) =0,
(2) n—1<x <n,nesse caso g(r — (n—1)) >0e glxr —n) >0,
(3) n <z <n+1,nesse caso g(x —n) >0e gz —(n+1)) > 0.

Como g > 0, segue que G(z) > 0 para todo = € R. Estd entao bem definida a fungao

g(z)

h:R— R | h(m):G(x)

Como g € C*(R), G > 0e G € C*(R) segue que h € C°(R). Mais ainda,

e Como 0 € Z, tomando n = 0 no item (1) acima temos que G(0) = g(0) e portanto

h(0) = 1.

e Sejar € R, |z| > 1. Entdo h(z) = =2 = 0.
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Seja z € R, |z| < 1. Tomando n = 0 novamente temos que

glx+1)+g(x) se —1<x<0
G(z) = § 9(0) se x=0
gx)+glzr—1) se 0<x<1

9(x)
o) Tt Se 1l<x<O
0 < h(z) = =q 1 se x=0 <1
G(m) __9@) e O<z<l
g(x)+g(z—1)

pois g(y) > 0 para todo y € R. Estd entao provada a condicao (i).

Verifiquemos agora a condic¢ao (ii). Para isso sejam n € Z e n < x < n+ 1. Entao
temos duas possibilidades:

x = n, nesse caso g(r —n) >0 e g(z — k) = 0 para todo k # n. Logo,

e gla-m) _gla-m
M=) = G S —m) g
Be—n—1)=h(z—(n+1) = <IE=FD) 4

Yomez 9(x = (m+1)
Assim h(z —n) +h(z—n—-1)=1+0=1.
Para k <nouk >n+1; g(x —k) =0, logo h(z — k) = 0.

n <x <n+1,nesse caso g(x —n) >0, g(r—(n+1)) > 0e g(x—k) = 0 para todo
k#n, k#n+ 1. Entao

h(I—n): Q(I—TL) _ g(x—n) _ g(x_n)
Gle—n)  Lpezglt—m) gle—n)+g(z—(n+1)
glx —(n+1)) glx —(n+1))

he—n—1)=h(x—(n+1)) = Send@—(m+1))  glz—n)+glx—(n+1))

Portanto
T L o)
M) = e g~ r D) gl —m g - (D)
Para k <nouk >n+1, g(x —k) =0, logo h(z — k) = 0.
O

Agora sim, podemos provar a aproximacao de funcoes continuas de R em R por fungoes
infinitamente diferenciaveis.
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Teorema 3.7 Seja f: R — R uma funcdo continua. Entdo para todo € > 0 existe uma
fungao ¢: R — R infinitamente diferencidvel tal que

|f(x) — p(z)] < e para todo x € R.

Demonstracao. Temos que f: R — R é continua e ¢ > 0. Para cada n € Z,
considerando a restri¢ao de f ao intervalo [n — 1,n + 1], o Teorema da Aproximacao de
Weierstrass (Teorema 1.1) garante que existe um polinomio p,: R — R tal que

|f(x) — pp(x)| < € para todo z € [n — 1,n + 1].

Definamos ¢: R — R por

p(r) =Y pa(z)h(z —n),

nez

em que h é a fungao construida no Lema 3.6, ou seja, h € C°(R) e satisfaz (i) e (ii)
deste lema.

Vejamos que ¢ esta bem definida, isto é, a série converge. Dado x € R, existe m € Z
tal que x € [m, m + 1]. Entao para todo n € Z, n ¢ {m, m + 1}, a condigao (i) do Lema
3.6 garante que h(x —n) = 0. Assim temos que

p(r) = pm(2)h(z —m) + pmir(2)h(z — (m + 1)),

provando que, para cada x € R, a série que define ¢ é na verdade a soma de, no maximo,
dois termos.

Como Py, pme1 € h sao todas fungoes infinitamente diferencidveis, temos que ¢ é
igualmente infinitamente diferenciavel.

Da condigao (ii) do Lema 3.6 temos que se n <z < n + 1, entao

p(x) = po(x)h(x = n) + por(2)h(z —n —1)).

Assim, paran <z <n+ 1, como h >0 e h(z —n) + h(x —n — 1) = 1 obtemos

[f(x) = ()] = |1 f(z) = p(2)|

— [l — ) + B — 1~ DU () — pul@)h(z — 1) — puss (£ — 0 — 1)
(= n)f () = pu(@)h(x —n) + h(z —n = 1) f(2) = popa(2)h(z —n = 1)|
h(x = n)[f(2) = pu(@)] + h(z —n = 1)[f(z) = poya(2)]|
W — m) £ () = pu(@)] + bz — 1 — DIF(@) — psa ()
h(x —n)e +h(x —n—1)e
[h(x —n)+h(z—n—1)e =-.

ANVANRI VAN
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3.3 Separabilidade de espacos de funcoes

Recordemos que um espaco topoldgico é separdvel se contém um subconjunto enumeravel
denso. A separabilidade é uma propriedade importante em Topologia e mais importante
ainda em Anadlise Funcional, pois a teoria dos espacgos de Banach separdveis é muito
mais rica que a teoria de espagos nao-separaveis. Por isso é uma questao central saber se
determinados espacos sao separaveis ou nao. Nesta secao estudaremos a separabilidade dos
espacos C'(K) com K compacto Hausdorff, culminando com o resultado que caracteriza
exatamente para quais compactos K o espago C(K) é separavel.

Nosso primeiro objetivo é mostrar, como aplicagao do Teorema da Aproximacao de
Weierstrass, que o espago Cla,b] é separdvel. Ao longo desta secao usaremos véarias
propriedades dos conjuntos enumeraveis, as quais resumiremos a seguir.

Observagao 3.8 1. Seja X um conjunto enumeravel. Se existe uma funcao sobreje-
tora f: X — Y, entao Y é enumeravel.

2. Sejam Xj,..., X, conjuntos enumeraveis. Entao o produto cartesiano X; x---x X,
é enumeravel.

3. Seja (X,,)52, uma colegdo enumeravel de conjuntos enumerdveis. Entao a unido
X =, X, é enumerdvel.

4. O corpo Q dos racionais é um conjunto enumeravel e denso em R.

5. Chamemos Q +iQ := {p + iq : p,q € Q} C C. Vejamos que Q + iQ é enumerdvel:
de fato, a funcao

[Q@xQ—Q+iQ ; (p,q)— fp,q) =p+ig,

é claramente sobrejetora. Dos itens 4 e 2 segue que Q x Q é enumeravel, e assim do
item 1 segue que Q + iQ é enumeravel.

6. Vejamos que Q +4Q ¢é denso em C: dados z =a+ib € Ceec >0, comoabeRe
Q =R, existem p,q € Q tais que [a —p| < 5 e[b—q| < 5.
Logow=p+igeQ+iQe

|z —w| = |a+1b—p—iq|
< Ja—pl+1i|-[b—q|
< 8—1-8—6
2 2 7

provando que Q +:Q = C.
Seguiremos o roteiro de [25, Korollar 1.2.11] para provar que C|a, b] é separéavel.

Definicao 3.9 Seja V um espaco vetorial sobre K. Dado um subconjunto A C V', deno-
tamos por [A] o subespaco vetorial de V' gerado por A, isto é:

Al ={az1+ -+ oz, :n €N, ay,...,a, €K, z1,...,2, € A}.
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Lema 3.10 Seja £ um espago normado sobre K. Entao E € separdvel se, e somente se,
existe A C E enumerdvel tal que [A] = E.

Demonstracao. Suponhamos E separavel. Entao existe A C E enumeravel e denso em
E. Logo A é enumerédvel e E = A C [A] C E, o que nos da [A] = E.
__ Reciprocamente, suponhamos que exista um subconjunto enumerdvel A C E tal que
[A] = E. Faremos o caso complexo, e ao final comentaremos o caso real. A partir de
agora entao K = C.

Chamemos de B o conjunto formado por todas as combinacoes lineares finitas de

elementos de A com coeficientes em Q + iQ, ou seja:
B={ax1+ -+ apx,:x1,...,00, €A, a1,...,0, € Q+iQ en e N}
Definindo os conjuntos

Bi={ar:aeQ+iQ ex € A},
By = {onz + agxs tag,a0 € Q4+ 1Q e xq, 29 € A},

B, ={aqz1+ -+, ag,...,q, € Q+iQ e xy,...x, € A},

segue facilmente que B = J~, B,.
Para cada n € N definamos a funcao:

n vezes n vezes
A\ A\

fn: (@—i—z’@)x---x(@+z’@)‘x§4x---x/f—>3n

(1, ey QU @y o X)) = foln, o, T, X)) = Q1T+ QT

Da definicao de B,, segue imediatamente que f,, é sobrejetora. Temos por hipotese que A é
enumeravel e pela Observagao 3.8(5) sabemos que Q +:¢Q é enumerével. Pela Observagao
3.8(2) segue (Q+iQ) x -+ x (Q+iQ) x A X --- x A também é enumerdavel, portanto B,
é enumeravel pela Observacao 3.8(1).

Consequentemente, temos pela Observagao 3.8(3) que B = |J,—, B, ¢ enumeravel
como a uniao enumeravel de conjuntos enumeraveis.

Provaremos agora que B é denso em E, ou seja, B = E. Devemos entdo provar que
dados © € F e ¢ > 0 existe y € B tal que ||z — y|| < . Para isso sejam x € F e ¢ > 0.
Nossa hipétese é que [A] = E, portanto existe yo € [A] tal que |z — yo| < 5. Digamos
Yo=MNT1+ -+ Nz, emque keEN, N\, €C e z; €A paratodo j=1,...,k
Pela Observacao 3.8 (6) sabemos que Q+iQ ¢é denso em C, portanto existem
at, ..., € Q+iQ tais que

la; — A\ < para todo j =1,..., k.

k
2) il
1=1
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Tomando y = a1 + - - - + apxy temos que y € B e

lz =yl = llz—vo+vo—vll <llz—woll +llvo — vl
g
< §+||)\1131+"'+>\k$k—061$1—"'—OékaH
9
- 5—1—||()\1—oq)acl—i-'--—l—()\k—ozk)xkn
9
< gt (M —al a4+ A = al - flal])

19
< 5 max [ — oy ([lzaf + -+ flawl)

=1,...,

k
£ 9
< 5t Tl
i=1
2) il
i=1

\)

o que prova que B = FE. Assim B C FE é enumeravel e denso, completando a demonstracao
de que E é separavel. Para o caso real basta repetir o mesmo argumento com Q no lugar

de Q 4 Q. O
Teorema 3.11 O espa¢o C|a,b] € separdvel.

Demonstracao. Para cada n € N consideremos a fungao
foila, 0] — K, fu(t) =t".

Tomando A = {f,, : n € N} temos que A é enumeravel, A C Cla,b] e [A] é o conjunto de
todos os polindmios. Segue entao do Teorema da Aproximagao de Weierstrass 1.1, que
[A] = Cla,b]. Como A C Cla,b] é enumeravel e [A] é denso, temos pelo Lema 3.10 que
Cla, b] é separavel. O

Analisaremos a seguir a separabilidade dos espagos C(K') com K compacto Hausdorff.
Usamos os polinomios para provar que C|a,b] é separdvel, portanto esse argumento de
nada serve para provar que C'(K) é separdvel. Em primeiro lugar devemos nos perguntar:
serd que C(K) é separavel para todo compacto Hausdorff K7

Exemplo 3.12 [18, Exemplo 3.7] Vejamos que o espago

loo = {(X;)521 : Aj € K para todo j € Nee [[(A)52 ]l := Sup |\j] < 400},
je

nao é separavel. Suponha que /, seja separdvel. Existe entao uma sequéncia ("),
com §" € [, para todo n € N, densa em £,,. Para cada n € N, denotaremos " = (£7)%2;.
Seja n = (1;)32; a sequéncia definida por

0 se | > 1
J— ) J.
nj = J 1 J 1
€j+ ) se ’fj‘<
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Vejamos que 1 € {,: de fato

1nllse = sup |n;| = sup{|&] + 1| : |¢J] < 1} <sup{|¢J| +1:[¢}] <1} <1+ 1=2.
J J J

Como a sequéncia ("), é densa em [, para todo & >0, existe N € N tal que
|7 — &V||ee < € para todo n > N. Em particular para ¢ = 1 existe N € N tal que

7 — &V |oe < 1 para todo n > N. (3.5)
Seja n € N. Entao
||77 - gn”oo = ||(77j - gjn)?ilnoo = sup |77j - €Jn|
j
= Sup{‘nl - 5?’» ’772 - 53‘7 ) ‘7771 - 52’7 |77n+1 - 62—&-1” - }

:{ 10— & se |ex] > 1
[&n +1 =&l se |6 <1
_ (lglsele =1

Ise || <1
> 1.

Portanto || —£"||s > 1 para todo n € N, o que contradiz (3.5). Consequentemente temos
que /4 nao é separavel.

No Teorema 3.22 provaremos que existe um compacto Hausdorff K tal que ¢, ¢ isometri-
camente isomorfo a C'(K). Acabamos de provar que {, nao ¢é separavel, portanto C'(K)
nao é separavel. Sendo assim, nao é verdade que todo espago C'(K) com K compacto
Hausdorff é separavel. Mas do Teorema 3.11 sabemos que existem compactos Hausdorff
K tais que C(K) é separavel. A pergunta entao é inevitavel: para quais compactos
Hausdorff K é verdade que C(K) é separavel? Nosso préximo objetivo é caracterizar tais
compactos Hausdorff. O restante dessa secao foi retirada de [20, Section 4.3].

Precisaremos de alguns resultados topolégicos, apresentados a seguir. Aqueles que
sao facilmente encontrados na literatura serao enunciados apenas com referéncia para
demonstracao, aqueles que nao sao tao canonicos serao demonstrados.

Definigao 3.13 Seja (X, 7) um espago topoldgico. Dizemos que X é metrizdvel se existe
uma métrica d definida em X tal que a topologia induzida por d coincide com a topologia
original.

Lema 3.14 Todo compacto metrizavel tem base enumerdvel.
Demonstracao. Veja [20, Corollary 4.1.11]. O

Lema 3.15 Sejam K e Y espacos topoldgicos tais que K € compacto e Y ¢ Hausdorff.
Se f: K — Y ¢ bijetora e continua, entao f é homeomorfismo.

Demonstragao. Veja [20, Theorem 3.3.11]. O
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Lema 3.16 Sejam K um compacto Hausdorff, B um subconjunto denso de K e L. C C(K)
tais que:

(i) Se f,ge L entao (f+g)€Lef-g€L

(ii) Se Ae B e fe L entao - fe€ L.

Entdo L é uma sub-dlgebra de C(K).

Demonstracgao.

(i) Dadas f,g € L, existem sequéncias (f,,) e (¢g,) em L tais que
fo—1f ¢ g—y9

Entdo fo+gn — f+9; fu 9o — f-g o0 queimplica que f+ge f-g pertencem
a L.

(ii) Sejam A € K e f € L. Devemos provar que A - f € L. Sejaec > 0. Se f é a
funcao nula nao ha o que provar. Podemos entao supor que f nao ¢ a funcao nula,

e portanto ||f|lcc # 0. Como A € K= B e ﬁ > 0, existe 0 # a € B tal que
€ - ¢ - €
A —al < . Como feLe—— >0, existe g € L tal que ||f — glloo < =—-
2[| fllso 2|a 2|al
Temos entao a-g € L e
Af-aglle = [N f-a fta f-a gl
< A f-a flotllaf—a gl
= [A=al fllo+ el [If = gl
2 2 7
provando que A - f € L.
O

Se (X, 7) é um espago topolégico, por 7x T denotaremos a topologia produto em X x X
Se d é uma métrica em um determinado conjunto, por 7; denotaremos a topologia nesse
conjunto induzida pela métrica d.

Lema 3.17 Sejam (X,7) um  espagco  topolégico e d wuma mélrica em
X tais qued: X x X — R € 7 X 7-continua. Entao 74 C T.

Demonstracao. Sejam a € X e € > (. Provemos que a bola aberta
B(a,e) ={zx € X : d(a,x) < ¢}
pertence a 7. Chamemos de f a restrigao de d a {a} x X isto é:
f=dl{gxx: {a} x X — R, f(a,z) = d(a,x).

Segue que f é continua como a restricao de fungao continua.
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Definamos agora as seguintes fungoes:
g: (X,7) —H{a} x X, g(z)=(a,z) e
h: (X,7) — R, h(x)=fogy.

(X,7) -5 {a} x X LR

Assim h é continua como a composta de fungoes continuas e
h(z) = f(g(z)) = f(a,z) = d(a,z) para todo x € X.
Como

B(a,e) = {re€ X :d(a,z)<ce}
= {reX:h(xr)<e}
= {zeX:h(x)e (—o0,e)}
= h'((—o0,¢))

segue que B(a,€) € T pois (—o0,¢) é aberto em R e h é continua. Provamos que todas
as bolas abertas segundo d pertencem a 7. Como em qualquer espago métrico, as bolas
abertas segundo d formam uma base para 74, portanto todo elemento de 7; pode ser
escrito como uma uniao de bolas abertas, todas elas pertencentes a 7. Como 7 é uma
topologia, segue que todo elemento de 7,4 pertence a 7.
O

Agora sim estamos em condigoes de provar a caracterizacao dos compactos Hausdorff
K para os quais C'(K) é separdvel.
Teorema 3.18 Seja K um espago topoldgico compacto de Hausdorff. Entio C(K) é
separdvel se e somente se K € metrizdvel.

Demonstracao. Faremos novamente o caso complexo. Suponhamos primeiramente
que K é metrizavel. Pelo Lema 3.14 sabemos que K tem base enumeravel, digamos
B ={Uy,Us,...,Up,,...}. Como K é aberto em si mesmo, podemos supor que K € B,
isto é: existe N € N tal que K = Uy; pois caso K ¢ B passariamos a trabalhar com
B = BU{K} que também é base enumeravel de K. Definimos

A={(n,m) eNxN:U, CUp,}.

Seja (n,m) € A. Entdo U, e US sdo fechados e disjuntos. Sabemos que K é normal
pois é um compacto Hausdorff (todo espago metrizavel é Hausdorff), logo pelo Lema de
Urysohn existe f,,, € C(K) tal que

[ 1, sexeU,
fn’m(K) g [O, 1] (§] fn,m(l’) - { O’ se r € U?%
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E claro que
S = {fn,m . (nam) € A} = (fn,m)(n,m)GA

é um subconjunto enumerével de C(K) pois A C N x N. Chamaremos de IIg o conjunto
formado pelos produtos finitos de fungoes de S e, para cada n € N, de B, o conjunto
formado pelos produtos de n fungoes de S. Assim,

s = {fi-for--fu:fr,for s fn €9,nEN}
= U hui b fuesy = B
n=1 ~ n=1

Bn

Como a funcao

n

h: Sx---x8S— By, h(fi,....fu)=f1- for " fu,

(n)
é claramente sobrejetora e S x -+ X S é enumeravel, segue que para cada n € N, B, ¢
enumeravel. Segue da observagao 3.8(1) que IIg é enumerdvel. Considere

L:{Alfl—i-—i-)\nfn)\]EQ—FZQ, ijHS; jzl,...,n, nEN}QC(K)

Vejamos que:

e L ¢é enumeravel: definindo C,, n € N, pela expressao

J/

L: UiA1f1++Anan]€Q+ZQ, ijH57 j:17---7n},
n=1 C“;

como a funcao

n n

B (Q+iQ) x - x (Q+iQ) x Tl x -+ x Tls — €,

h/()\la"'a)\nafla"'vfn):Alfl_‘_"'—*—)\nfn

é sobrejetora e (Q +iQ)" x (Ilg)™ é enumerével, segue que C,, é enumerével para todo n,
e portanto L é enumeravel.

e L é uma sub-algebra de C(K): para isso vejamos que L satisfaz as condicoes do Lema
3.16 com B=Q +1:1Q. Sejam f,g € L e X € Q+1Q. Digamos

f=MA+ "+ NS e g=aig1 4+ + angm
com \j,o; € Q+1iQ e f;, g; € llg. Dessa forma

f+g = )\1f1—|—---—|—)\nfn+0z191+"'OémgmGL»
Frg = fite+Afa) (@0 + - ngm)
= (A1) figr + (Miaa) figs + -+ (M) fnGm € L,
——— N N S

€Q+iQ €llg €Q+iQ €llg €Q+iQ €llg
AMfit o+ Nfn) = QM) fi+-+ (AN fa €L
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J& sabemos que Q + iQ é denso em C, portanto pelo Lema 3.16 temos que L é uma
sub-algebra de C'(K).
e L contém as fungoes constantes: como Uy = K = K = Uy, temos que (N, N) € A.

Logo fyn € S Cllg C L C L. Mas fNN( ) =1 para todo x € Uy = K, ou seja a funcao
constante igual a 1 estd em L. Como L é sub-dlgebra, L contém as funcoes constantes.

e L separa pontos de K: sejam x,y € K,z # y. Como K é Hausdorff, existem U aberto
contendo x e V aberto contendo y tais que U NV = (). Logox € U ey ¢ U. Como B é
base para a topologia de K e U é aberto, segue que U é uma uniao de elementos de B.
Como z € U ey ¢ U, existe m € N tal que z € Uy, e y ¢ U,,. Como {z} é fechado, U,
é aberto e {x} C U,,, pelo Lema 2.3 existe um aberto W tal que {#} C W C W C U,,.
Mas W também é uma uniao de elementos de B, logo existe n € N tal que x € U,, C W.
Assim x € U, C U, CW C U, Entdo (n,m) € A, logo fn.. € S C L. Portanto

fn,m(x) =1 7é 0= fn,m<y>
pois € U, C U, ey ¢ U, provando que L separa pontos de K.

e L é fechado para conjugacdo complexa. Provemos primeiro que L é fechado para con-
jugacao complexa. Dada f € L, f =AMfi+ -+ Ao com Ay € Q+iQ e f; € Ilg para
j=1,...,n. Entdo f=X - fi+ -+ X\, fn Mas cada funcao Jf; assume apenas valores
reais, pois é o produto de fungoes que assumem apenas valores reais, logo f] fj para
todo j = 1,...,n, e assim temos f = Ay - f1 + -+ + A - fo. Como cada A eQ+iQe
cada f; € HS, segue que f € L.

Seja agora f € L. Queremos provar que f € L.

Podemos tomar uma sequéncia (f,) C L tal que f, — f em C(K). A fungao

g€ C(K)—7geC(K)

é claramente continua (na verdade é um isomorfismo isométrico), logo temos que fo— f
em C' ( ) Como L é fechado para conjugacio complexa temos que (f,) € L, o que implica
que f € L.

Pelo Teorema de Stone-Weierstrass temos que L é denso em C'(K). Entao L = L=C (K),
e assim C(K) é separdvel pois L C C(K) é enumeravel e denso.

Reciprocamente, suponhamos que C'(K) é separdvel. Seja {f, : n € N} um subcon-
junto enumeravel e denso de C'(K). Definimos

[e.o]

1 n\T) — In
d: K x K — R, (ar,y)Hd@’y)22271f|}n2x)i}32|y)|'

L |fu(@) = fu(y)]
<20 1+ | fu(@) = fuly)]

estd bem definida. Para todos z,y € K e n € N temos que

[fn(2) = fn(y)l
L+ [fu(2) = fu(y)l
1 Ifn(iv)— (y)l
2814 [ ful(2) = fu(y)]

Primeiramente verifiquemos que a série E é convergente, isto é, d

<1

Lt [fa() = fu(y)] > |fu(z) = fuly)]

1
<_
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o0

Mas a série E é convergente, entao o critério da comparagao garante a convergéncia

1 [fa(@) = fu(y)]
daser1e22n1+|fn AT

VeJamos agora que d ¢ uma métrica em K:

1. E imediato que d(z,y) > 0 e que d(x,y) = d(y, x) para todos z,y € K, assim como
a implicagao x = y = d(x,y) = 0.

oo

1 [fal®) = fa)]
nz:: 1+ | folz) — fuly)|

termos da série sao nao-negativos segue que todos sao nulos, isto é:

2. Suponha que z,y € K e d(x,y) =0 = Como todos os

1 fale) = fuly)]
21+ ul@) = uly)]

= 0 para todo n.

Assim |f, () — fn.(y)| = 0 para todo n, e portanto f,(z) = f.(y) para todo n. Como
o conjunto {f, : n € N} é denso em C(K), pela Proposi¢ao 2.5 temos que z = y.

3. Desigualdade triangular. Primeiro note que a fungao

t
: R t)y=——

> ( para todo t > 0. Sejam z,y, 2z € K. Como

é crescente pois ¢'(t) = 11172

() = fu(2)] < |fu(@) = (W) + [fn(y) — fu(2)] para todo n,

temos que

9(fn(x) = fu(2)]) < g ful2) = fa(W)] + [fu(y) — fu(2)]) para todo n,
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e portanto

L9 fn(x) = )+ [fa(y) = fu(2)])

L [fulz) = fa@)] + [fa(y) = fu(2)]
2n1+|fn( ) = fa)] + [ fuly) — ful2)]

|[fn(z) — fu(y)]
1+ |fn(x) - fn(y)| + |fn(y) - fn<z)|

IA
Mg
L\>|H

! +
< n

— 1 [fu(y) — fu(2)]
;2 L+ [folz) = fa(y)| + [fa(y) — fu(2)]

1 @) = @] <1 1fay) = Sl
D AT B AT S A A E]

= d(z,y) +d(y, 2).

IN

Entao d é uma métrica em K. Chamemos de 7 a topologia original de K e, como
ja vinhamos fazendo, de 7, a topologia em K induzida pela métrica d. Cada uma das
fungdes f,, que aparece na definigdo de d pertence a C(K), e portanto é T-continua. Como
todas as operacoes envolvidas na definicao de d preservam continuidade, temos que d é
7 X T-continua. Pelo Lema 3.17 segue que 75 C 7. Isso quer dizer que a func¢ao identidade
id: (K,7) — (K, 74) é continua. E claro que id é bijetora, logo pelo Lema 3.15 temos
que id ¢ homeomorfismo, e portanto 7 = 7;. Com isso a topologia original 7 de K coincide
com a topologia induzida por uma métrica, ou seja, K é metrizavel.

O caso complexo esta completo, e para o caso real basta novamente seguir os mesmos
passos com Q no lugar de Q + Q. a

Observagao 3.19 Uma demonstracao direta de que C'(K) é separdvel se K é um espago
métrico compacto pode ser encontrada em [6, Corollary 12.11]. Essa demonstracao usa
o Teorema de Stone-Weierstrass e o Teorema de Arzela-Ascoli sobre o conjunto formado
pelas funcoes lipschitzianas.

Finalizaremos esta se¢ao com uma aplicacao interessante do Teorema 3.18. Em Topolo-
gia sao fatos bem conhecidos e 1teis que a imagem continua de um compacto é compacto,
a imagem continua de um conexo é conexo, e 0 mesmo para varias outras propriedades.
Vejamos que com a metrizabilidade a historia é diferente.
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Exemplo 3.20 Seja (X, 7) espaco topolégico nao-metrizavel, por exemplo a bola unitaria
fechada de um espago normado nao-separavel munido da topologia fraca estrela. Con-
sideremos X munido da topologia discreta, isto é o espago topoldgico (X, P(X)), onde
P(X) é a colegao de todos os subconjuntos de X. Vejamos que (X, P(X)) é metrizdvel.
Tomemos em X a métrica zero-um, isto é:

Osex =y

d: X x X — R; d(af:,y):{ sz £y

Vejamos que 74 = P(X). E ébvio que 7; € P(X). Provemos que 74 2 P(X). Para todo
x € X, By(z,1) ={y € X : d(y,z) < 1} = {z}, e assim para todo {z} € 75. Entao para
todo A C X, A = J,c4{x} € 74 como uma uniao de abertos. Segue 7; = P(X), logo
(X,P(X)) é metrizavel.

E claro que a funcdo identidade id: (X, P(X)) — (X,7) é sobrejetora e continua,
pois para todo A € 7, id }(A) € P(X). Entao (X,7) é a imagem do espago metrizavel
(X,P(X)) pela fungao continua id, mas (X, 7) ndo é metrizével.

Sabemos agora entao que a imagem de metrizavel por fungao continua nao neces-
sariamente ¢ metrizavel. Vejamos, como um corolario simples do Teorema 3.18, que ao
acrescentarmos a hipétese do espaco ser compacto, a propriedade desejada passa a valer,
isto é: a imagem continua de um espaco compacto metrizavel é metrizavel. E interessante
observar que na demonstracao a seguir usamos as duas implicagoes do Teorema 3.18.

Corolario 3.21 Sejam K um espaco compacto e metrizavel, X um espag¢o de Hausdorff
e f: K — X uma funcao continua e sobrejetora. Entao X ¢ metrizavel.

Demonstragao. Como K é compacto e metrizavel, pelo Teorema 3.18 temos que C'(K)
é separavel. Como f é continua e X = f(K) segue que X é compacto. Vejamos que C'(X)
¢ isometricamente isomorfo a um subespago de C(K). Para isso definimos

u: C(X) — C(K); u(g)=gof.

E claro que u estd bem definida pois a composta de funcoes continuas é continua. Vejamos
que u ¢ linear: dadas g,h € C(X) e A € K,

u(g+Ah)=(g+Ah)of=gof+(Ar)of=gof+Ahof)=u(g)+ Au(h).
Além disso, u é uma imersao isométrica (logo injetora):

[u(@llee = llgo flleo
= sup{lgo f(z)] 1z € K}
= sup{|g(f(z))| : z € K}
= sup{lg(y)| : y € f(K)}
= sup{|g(y)| : y € X} = [|g[co-

Assim u(C(X)) é um subespaco de C'(K) isometricamente isomorfo a C'(X). Mas C(K)
é separavel, entdao C'(X) é separdvel como subespago de espago separavel. Pelo Teorema,
3.18 concluimos que X é metrizavel. O
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3.4 [, =C(K)

O espacgo /., desempenha um papel central na teoria dos espagos de Banach. Entre as
propriedades que destacam /., dos demais espacos de Banach podemos citar:

e Todo espago separavel é isomorfo isometricamente a um subespago de lo, (veja [3,
Theorem IV.I1.2]).

e /., ¢ um espaco injetivo, isto é, se ¥ é um subespaco de F' e u: F — (., é um
operador linear e continuo, entao u pode ser estendido a F', isto é, existe um operador
linear e continuo @: F' — {4, tal que 4(x) = u(x) para todo = € E (veja [15, pag. 105]).

Sendo assim toda informacao sobre /., é relevante. Nesta se¢do provaremos uma
importante propriedade de £, a saber, o fato de ¢, ser um espaco C'(K). Relembre que
nos mesmos, apos o Exemplo 3.12, usamos essa propriedade. Mais precisamente, nosso
objetivo nesta secao é usar o Teorema de Stone-Weierstrass para provar o

Teorema 3.22 Eziste um espaco topologico compacto de Hausdorff K tal que (o € iso-
metricamente isomorfo a C(K).

Esse teorema é normalmente demonstrado como uma consequéncia do Teorema de
Gelfand-Naimark para representacao de C*-dlgebras, caso comutativo. E claro que nesse
caso deve-se primeiro construir toda a teoria de dlgebras de Banach e de C*-dlgebras. Uma
outra demonstracao desse fato, sem usar o Teorema de Gelfand-Naimark mas que mesmo
assim usa sofisticadas técnicas da teoria das algebras de Banach, pode ser encontrada em
[1, Theorem 4.2.5]. Nesta se¢@o demonstraremos o teorema usando um arsenal matemético
bem mais modesto que o Teorema de Gelfand-Naimark e a teoria de dlgebras de Banach.
As duas demonstragoes mencionadas acima obtém o caso de £, como caso particular de
um teorema bem mais geral. A idéia aqui é obter o caso de /., diretamente, usando o
minimo possivel de pré-requisitos. Mas, obviamente, mesmo essa demonstracao depende
de outros resultados além do Teorema de Stone-Weierstrass, inclusive um outro resultado
fundamental devido a Marshall Stone, o qual passamos a descrever. A demonstragao
do Teorema 3.22 que apresentaremos a seguir é uma adaptagdo para o caso de /., da
demonstracao de [2, Theorem 2.1].

Definicao 3.23 Seja B uma colecao de subconjuntos de um conjunto X. B é uma dlgebra
booleana se:

(i) 0,X € B.

(ii) Se A € B entao A° € B.

(iii) Se A, B € B entao AUB € B.

Observagao 3.24 Se B ¢ uma &lgebra booleana, entao:

(a) Se A,B € Bentao ANB € B, pois ANB =[(AN B)]* = (A°U B¢ € B.

(b) SeneNe Ay,..., A, € B, por indugao segue facilmente que (A; U---UA,) € Be
(Ain---NA,) eB.
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Exemplo 3.25 Seja (X, 7) espaco topoldgico. Defina

clopen(X) = {A C X : A é simultaneamente aberto e fechado}.

As propriedades de conjuntos abertos e fechados implicam imediatamente que clopen(X)
é uma algebra booleana.

Definicao 3.26 Duas élgebras booleanas B; e By sao isomorfas se existe um funcgao
I: By — B, tal que

(i) I é bijetora.

(ii) /(AU B) =1(A)UI(B) para todos A, B € B;.

(iii) I(AN B) = I(A)NI(B) para todos A, B € B;.

(iv) I(A)c = I(A°) para todo A € B;.

Nesse caso dizemos que I é um isomorfismo booleano.

Definicao 3.27 Um espago topolégico (X,7) é totalmente desconexo se para todos
x,y € X, x # y, existem abertos disjuntos A e Btaisquex € A, ye Be X =AUB. E
claro que todo espaco totalmente desconexo é de Hausdorff.

O teorema abaixo, demonstrado por Stone em 1937, diz que o estudo das algebras
booleanas pode ser reduzido ao estudo das algebras booleanas descritas no Exemplo 3.25.

Teorema 3.28 (Teorema da Representacao de Stone). Seja B uma dlgebra booleana.
Entao existe um espago topoldgico K compacto totalmente desconexo (logo Hausdorff) tal
que B € isomorfa a dlgebra booleana clopen(K) dos subconjuntos simultaneamente abertos

e fechados de K.

Demonstracao. A demonstragao original de Stone encontra-se em [24]. Outras de-
monstragoes podem ser encontradas em [8], [14] e [23]. O

Apresentaremos a seguir outros conceitos e resultados que serao necessarios para
demonstrar o Teorema 3.22. A partir de agora identificaremos sequéncias de escalares
com fungoes definidas em N a valores no corpo de escalares através da correspondéncia

(An)zozl<—)fN—>K7f(n):)\n
Definicao 3.29 Dado A C N, podemos considerar a fungao

1, senc A

XAZN—>K, XA(TL):{O sen%A

chamada de funcdo caracteristica de A. E claro que X4 € l para todo A C N. Uma
funcao simples ¢é uma funcao que é uma combinacao linear finita de funcoes carac-
teristicas, ou seja, uma funcao da forma

©=a1 X4, + -+ a,Xa,

onde aq,as,...,a, € Ke Ay, As, ..., A, C N. A representacao de uma funcao simples na
forma acima nao € unica. Entretanto veremos a seguir que serd inica a menos da ordem
se os escalares aq, ..., a, forem nao nulos e distintos e os conjuntos Ay, ..., A, forem nao
vazios e disjuntos 2 a 2.
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Lema 3.30 Seja ¢: N — K uma funcao simples. Entao existem escalares ay, ..., ay,
ndo nulos e distintos, e conjuntos Ay, ..., A, € P(N) ndo vazios e disjuntos 2 a 2 tais
que

p=a1X4, + -+ a,Xa,.

Mais ainda, a representagcao de ¢ na forma acima é unica a menos da ordem. FEsta
representagao serd chamada de representacao canonica de .

Demonstracgao.

e Existéncia. Como ¢ é uma fungao simples, entdao ¢ assume apenas um nimero
finito de valores. Sejam aq,...,a, os valores nao-nulos assumidos por ¢, isto é,
ai,...,a, sao escalares nao-nulos e distintos para os quais ¢(x) = a; para algum
x € N. Para j =1,...,n, defina

Aj=¢ " ({a;}) ={z € N: p(z) = a;}.

Entao
a;, sex € A
as, sex € Ay "
olx) = = 34,2, (@),
: oy
a,, sexr €A,
provando que ¢ = 2?21 ajXa;. Para cada j = 1,...,n, pela escolha dos escalares

ai,...,a,, existe z; € N tal que ¢(z;) = a;, logo x; € A;. Isso prova que A; # ()
para todo j = 1,...,n. Sejam i,j € {1,...,n}, i # j. Suponha que A; N A; # 0.
Entao existe x € A; N A;, logo x € A; e v € A;, 0 que implica que a; = ¢(z) = a;.
Mas isso é um absurdo pois os escalares ay, . .., a, sdo distintos. Logo 4; N A; =0,
provando que os conjuntos Ay, ..., A, sao disjuntos dois a dois.

e Unicidade a menos da ordem. Suponha que

¥ = Z a; X, = Z b;j X
i=1 Jj=1

sao duas representacoes de ¢ mediante as condigoes requeridas. Note que:

f%oAi@SO(ﬁ):O‘:*‘T%OBj,

i=1 Jj=1

n

0 que prova que <U Ai) = (U Bj) . Sejam ¢ € {1,...,n} ex € A;. Temos que
j=1

0#a;=p(r) =Y bjXs (),

portanto existe um tnico j; € {1,...,m} tal que z € B;,. Assim a; = p(x) = b,
e A; C Bj,. Sey € By, entao ¢(y) = bj, = a;, o que implica que y € A;. Dessa
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forma B;, = A; e b;, = a;. Provamos que para cada i € {1,...,n} existe um tnico
Ji € {1,...,m} tal que Bj, = A; e b, = a;. Como ay,...,a, sdo distintos entdo
bj,,...,bj, também sao distintos. Temos entao

{al,...,an}:{bjl,...,bjn} Q {bl,...,bm},

e todos esses conjuntos sao formados por elementos distintos. Segue entao que
n < m. Se reiniciarmos o processo com x € B; no lugar de x € A;, o mesmo
raciocinio nos leva a concluir que m < n, portanto n = m. Temos entao que as
correspondéncias

a; < bji e Az — Bji

sao biunivocas, isto é

alzbjl,...,an:bjm, Alsz -yAn:Bjm-

17 °°

Esta claro entdo que a representacao Y ., a; X4, ¢ uma reordenagao da representacao
m
> j=1 T

Lema 3.31 O conjunto das fungoes simples € denso em {.

Demonstragao. Seguimos aqui a demonstragao apresentada em [21, Anexo A5.]. De
acordo com a correspondéncia entre sequéncias de escalares e funcoes definidas em N a
valores no corpo de escalares temos que

loo ={f: N— K : f é limitada}.

Seja f € ly. Entao f(N) é limitado e portanto f(N) é limitado e fechado, logo compacto.
Dado € > 0, é claro que

< | Blao),

acf(N)

onde B(a,e) = {b € K : |b—a| < ¢€}. Da compacidade de f(N) segue que existe um
nimero finito de escalares ay, as, ..., a, € f(N) tais que

f(N) C (B(ay,e) U B(ag,e) U...U B(ap,¢)).

Para cada k€N, como f(k)e€ f(N)C f(N), existe jp€{1,2,...,n} tal que

f(k) S B(a’jk’g):

f(k) S B<ajk78)

\

Em particular, |f(k) — a;,| < €, para todo k € N.
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Defina g: N — K por g(k) = a;, para todo k € N, ou seja:

( g(1> = aj,
g(2> = Qjy
g(/{?) : Ajy.

Observe que ¢ assume apenas um numero finito de valores. De fato,
g(k) = a;,, com j, € {1,2,...,n} para todo k € N, portanto g(N) C {ay,...,a,}. Segue
que g é uma funcao simples. Além disso

If = 9llee = sup [f(k) = g(k)| = sup [f(K) — a;,| <e,
keN keN

o que completa a demonstracao. O

Lema 3.32 Sejam E e F espacos de Banach, G subespaco denso de E e u: G — F um
operador linear e continuo. Entao existe um unico operador linear e continuo u: B — F
tal que u(x) = u(x) para todo x € G e ||u|| = ||ul|. Mais ainda, se ||u(z)| = ||z| para
todo z € G, entio [[a(y)|| = Iyl pora todo y € E.

Demonstragao. Seja y € E. Queremos definir u(y) € F. Como E = G, existe uma
sequéncia (z,)5, € G tal que z,, — y. Como toda sequéncia convergente, (z,)52, é
uma sequéncia de Cauchy. A sequéncia (u(z,))32, estd contida em F e

0 < flulzn) = u(zm)ll = llulzn = zm)|| < [lull - 20 = 2m]| — 0.

Logo (u(x,))s, é de Cauchy em F. Como F' é Banach, existe z € F tal que u(x,) — z.
Queremos definir u(y) = lim, u(z,) = z. Para isso precisamos provar que se (y,)52, é
uma outra sequéncia em G também convergindo para y em E, entdo (u(y,))>; também
converge para z em F. Para isso seja (y,)n>; € G com y, — y. Repetindo o procedi-
mento acima concluimos que (u(y,))s, é convergente em F. Sabemos que y, — y e
Ty — ¥, logo (y, — x,) — y — y = 0. Disso segue que

0 < lulyn) = u(n)ll = l[w(yn — )| < [l - lyn — zall — 0.
Assim u(y,) — u(x,) — 0, e como essas duas sequéncias sao convergentes temos que
lignu(yn) = 1iTan u(z,) = 2.
Agora sim podemos definir
u: E — F por u(y) = lignu(xn),

onde (z,)32, é qualquer sequéncia em G convergindo para y.
Uma vez definido w, vejamos que as condi¢oes desejadas sao satisfeitas. Dado = € G
tome x,, = x para todo n € N. Entao (z,) C G e x,, — z, logo

u(z) = liqgn u(z,) = ligbn u(z) = u(z),

provando que u é extensao de u.
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Sejam y,w € E e A\ € K. Existem sequéncias (x,)>, e (t,)7>, em G com x,, — y €
t, — w. Entao z, + At,, — y + Aw. Assim
u(y + \w) = limu(z, + M,) = lim(u(z,) + Au(t,))
= limu(z,) + Mimu(t,) = u(y) + A\u(w),

provando que u é linear.

Sejam agora y € F e (x,)22, C G com x, — y. Entdo ||z, — ||y|l e usando a
continuidade de u temos que

o) = [[tim ) | = tim ()| < ful - tim ) = o] -y

Isso prova que @ é continua e ||u]| < ||ul|. Por outro lado,

[ull = sup{llu(y)l: y € E,[lyl <1}
> sup{[[u(z)[|: = € G, [|z]| < 1}
= sup{[lu(@)]: z € G, [lz]| <1} = lu],

o que nos permite concluir que ||u|| = ||u]|.
Suponha agora que ||u(z)| = ||z|| para todo x € G. Nesse caso, dado y € E e (x,)%°,
em GG convergindo para y, temos que
()| = {|tim u(ea) | = tim fu(ea) | = tim flz, | = [tim e, | = ).
n n n n
]
Um operador linear u: E — F entre espacos normados tal que [|u(x)| = ||z|| para

todo z € E serd chamado de isometria linear.

Lema 3.33 Sejam E um espaco de Banach, F um espaco normado e u: E — F uma
isometria linear. Entdao u(E) € fechado em F.

Demonstracao. Seja y € u(FE). Entao existe uma sequéncia (y,)5, C u(E) tal que
Yy, — y. Para cada n, tome z,, € F tal que y,, = u(z,). De
0 < [[zn — 2l = [Ju(@n — zm)|| = lu(zn) — ulzm)|l

= Yn — Ymll = 10 =¥ = Ym + 9l <0 — vl + lym —yl| — 0,

concluimos que (z,,)5, é de Cauchy em E. Como E é Banach, existe z € E tal que
x, — x. Como wu é continua, pois é isometria, segue que y, = u(z,) — u(z). Pela
unicidade do limite temos que y = u(z) € u(E). Portanto u(E) é fechado. O

Agora estamos em condi¢oes de demonstrar o Teorema 3.22:



52

Demonstracao. (Demonstragao do Teorema 3.22) E claro que o conjunto P(N) das
partes de N ¢ uma &algebra booleana. Entao pelo Teorema 3.28 existe um compacto K
totalmente desconexo, logo Hausdorff, e um isomorfismo booleano

I: P(N) — clopen(K) = {A C K: A é aberto e fechado},

Queremos definir um isomorfismo isométrico
J: lo — C(K).

Comecamos a definir J pelas fungoes simples da seguinte forma: dada uma funcao simples
@ € Uy, escrevendo-a na representacao canonica ¢ = Z?:l a;jX4; de acordo como o Lema
3.30, ou seja, os escalares aq,...,a, sao nao-nulos e distintos e os conjuntos Ai,..., A,
sao nao vazios e disjuntos 2 a 2, definimos

J(QD) = alXI(Al) + e+ anXI(An) = Z a/jXI(A]')'
j=1

Como a representagao canonica é inica a menos da ordem, J esta bem definida sobre as
fungoes simples. Vejamos que esta é a representacao canonica de J(p) (a representagao
canonica de uma fungao de K em K é definida nas condigdes do Lema 3.30):

e Os escalares ay, ..., a, sao nao-nulos e distintos;

e Como cada A; # () e I é um isomorfismo booleano, segue que cada I(A;) # 0;

e Se i # 7, como os conjuntos Ay, ..., A, sao disjuntos 2 a 2 e [ é um isomorfismo booleano
segue que

e portanto os conjuntos I(A;),...,I(A,) também sao disjuntos 2 a 2.
Temos entao que J(p): K — Ke

(

ai, se x € I(4;)
a2, S€ T € ](AQ)

J(e)(x) = < an se x € I(A,)
0, sex ¢ UI(AJ)

Provemos que:

o J(p) € C(K), isto é, J(p) é uma fungao continua: para x € K, uma das possibili-
dades abaixo certamente ocorre:

(i) = € Uj_, I(A;): nesse caso existe j € {1,...,n} tal que z € I(4;). Sabemos
que I(A;) é um aberto contendo = e J(p)(y) = a; para todo y € I(A;). Entao

() (y) = J(@) (@) = |a; —a;| =0

para todo y € I(A;). Assim dado ¢ > 0, I(A;) é um aberto contendo x, tal que
|J(©)(y) — J(p)(x)] =0 < ¢, para todo y € I(A;). Segue que J(p) é continua
em .
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(ii) = & Uj_, I(A;): nesse caso J(p)(z) =0ex € (U?Zl I(Aj)>c que é um aberto,
pois cada I(A;) é fechado. Mais ainda, J(p)(y) = 0 para todo
y € (U?Zl I(Aj)>c. Novamente J(p) é constante em um aberto contendo z.
Repetindo o raciocinio acima temos que J(p) é continua em x.

» . ~ . . n m
J é linear sobre as fungoes simples: sejam p =} ;" a; X, e ¢ = 71 b; X5,
ambas na representacao canonica. Note que

sey € A; ex € I(A;) entdo J(¢)(x) = a; = p(y), (3.6)
e da mesma forma,
sey € Bj ex € I(B;) entao J(¢)(x) = b; = ¥(y). (3.7)

Ja sabemos que J(¢) = >, aiXpa, e J(¥) = Y7L, bjXi(p;) sdo suas respectivas
representagoes canonicas, em particular 1(A;),...,I(A,) sdo ndo-vazios e disjuntos
2a2el(By),...,I(B,,) também sao ndo-vazios e disjuntos 2 a 2. Queremos mostrar
que

Jp+4) = J(p) + J(¥).

Para isso seja x € K. Existem quatro possibilidades:

(i) z € U, I(4) e x € UJL, I(B)): nesse caso existe i € {1,...,n} tal que
r € I(A;) e existe j € {1,...,m} tal que x € I(B;). Entao J(¢)(x) = a; e
J(¢)(x) = b;. Mais ainda, I(A; N B;) =I(A;)NI(B;) #0,logo A;NB; #0 e
portanto podemos tomar y € A; N B;. Como = € [(A;NBj) ey € A;N Bj, de
(3.6) e (3.7) temos que

J(o+9)(x) = (¢ +¥)(y) = oy) +¥(Y) = a; + b
= J(p)(z) + J(¥)(z) = [J(p) + J(¥)](z).

(i) 2 € UL, [(A) e o ¢ UL, I(B;): nesse caso existe i € {1,...,n} tal que

x e l(A)e .
T € (UI ) = (" 1(B))" =) 1(B5).

j=1 j=1

Logo J(p)(z) = a; e J(¢)(z) = 0. Como
zeI(A)) (ﬁ ) ANNI(BHN---NI(BE) = I(ANBN---NBS),

segue que A;,NBfN---NBE # 0. Tomandoy € A;NB{N---NBS,, de (3.6) e
(3.7) temos que

Jp+¢)(x) = (e +¥)(y) = ¢ly) +¢(y) = a; +0

(iii) = ¢ U, [(Ai) e w € U2, 1(B)): esse caso é andlogo ao caso anterior.
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(iv) 2 g U [(A) ez & U;nzl 1(B;):
x € (U I(Ai)) = ﬂ I(A)° = ﬂ I(A9) e

T € <0 I(Bj)> = ﬁ[(Bj)c ﬁI(BC) portanto

j=1

T € <ﬂ I(Ai)c> N (ﬂ J(Bjy’) =1 (ﬂ Ag‘) N <ﬂ B;)) .
Podemos entao escolher y € (ﬁ Af) N (ﬁ Bj) .

De (3.6) e (3.7) temos que

nesse caso

Jp+9)(x) = (0 +¥)(y) = y) +¥(y) =0+0
= J(@)(@) + J()(2) = [J () + J(¥)](2).

Portanto J(p +¢)(x) = J(p)(z)+ J(¢)(xz) para todo =z € K, isto ¢é
J(p+1) =J(p) + J(¥).
Sejam agora ¢ = > | a;X4, na representagao canonica e A € K.
— Se A = 0 entao
J(Ap)(x) = J(0)(z) =0 =0-J(p)(z) = (A (p))(z).
— Se A # 0 entao

(A)(a) = Aplw) = A (Z w ) <x>> = >0 (@)

para todo x € K. Entao Ap = E (Aa;)X4,, e como os escalares Aaj, ..., Aa,
sao nao-nulos e distintos e os conjuntos Ay, ..., A, sdo nao-vazios e disjuntos

2 a 2, esta é a representagao candnica de Ap. Assim

n

Tp) = (Aay)Xya,) = (Z @i Xi(a ) =\ (o).

i=1

Provamos entao que J(Ap) = AJ(p), portanto J é linear.

e J é uma isometria linear, isto é ||J(¢)||co = ||¢||e., Para toda fungao simples ¢:
de fato,
17(e) e = sup|J(¢)(z)|
zeK
= max{0, |ai],|az|,. .., |a.|}

= sup|p(n)| = [[¢llr-
neN
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Chamando de S o conjunto das fungoes simples, em particular temos que J: S — C(K)
é um operador linear e continuo. Queremos estender J a f.,. Pelo Lema 3.31 sabemos
que S é denso em /., portanto pelo Lema 3.32 existe uma isometria linear

J: b — C(K)

tal que J(¢) = J(¢) para toda ¢ € S.

_ Resta apenas mostrar que J ¢ sobrejetora. Para isso considere o subespago de
J(ls) € C(K). Pelo Lema 3.33 sabemos que J({y,) é fechado em C(K).

Chamemos § = J(S) = J(S) C C(K) e provemos que:

e 3 é sub-algebra de C(K): sejam f, g € J(S) e A € K. Entao existem ¢, € S
tal que f = J(p) e g = J(¥). E claro que o + 9 € S e Ap € S. Como J é linear
temos que

frag=Jp)+J@)=J(p+v)eJ(S)e
A =M(p) = J(Ap) € J(S).

Escrevamos ¢ e 1 em suas representacoes canonicas
n m
Y = E CLiXAi (§] 1/] = E ijB]-'
i=1 j=1

E facil ver que Xy - Xp = Xsnp. Entao

J—

Assim ¢ - € S e usando a

J((,Olp) = J(ZzaiijAimBj>

i=1 j=1

inearidade de J temos que

n

= Z Z aiij(XAmBj)

i=1 j=1
n

= Z Z aiijI(AmBj)

i=1 j=1

_ Z Z a;bj Xr(an1(B;)

i=1 j=1

= D) aibiXya, - Xis,)

i=1 j=1

= <Z ain(Ai)> : (Z ijI(Bj)>
i=1 J=1

= Jlp)-J().
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Portanto f-g = J(¢) - J(¢) = J(p-¢) € J(9).

e 3 contém as fungoes constantes: seja f € C'(K) uma funcao constante, digamos
f(x) = a para todo = € K. Entao

fZOé-XK:a-X[(N):J(Oé'XN)EJ(S).

e 3 separa pontos de K: sejam z,y € K,x # y. Como K é totalmente desconexo,
existem abertos A e B tais que x € A,y € BANB=0e AUB =K. Como A
¢é aberto e fechado (pois A° = B é aberto), segue que A € clopen(K). Como [ é
sobrejetora, existe A; C N tal que I(A;) = A. Tomando X4, € S temos que

XA = XI(Al) = J(XAl) (- J(S) = ﬁ e

Xa(z) =170 = Xa(y)
poisxr € Aeye B= A"
e No caso complexo  é fechado para conjugacao complexa: dada f € (3,
existe ¢ € S tal que f = J(p). Digamos ¢ = > ", a;X4,. Como uma fungao

caracteristica s6 assume os valores 0 e 1, que sao valores reais, temos X4 = X4 para
todo conjunto A. Entao

n n

F=Jp)=> aiXiay = a:Xia,

i=1 =1

Provamos que todas as hipéteses do Teorema de Stone-Weierstrass estao satisfeitas, por-
tanto temos que 3 = J(S) é denso em C(K), isto é J(S) = C(K). Ja vimos que J({) é
fechado em C(K), logo

C(K) = J(S) = J(S) C J(lo) = J(t) € C(K),

entdo J(ls) = C(K). Portanto J é sobrejetora. Assim concluimos que J é um isomor-
fismo isométrico de £, em C(K).
O

Observagao 3.34 (a) Pela demonstracao acima temos a informacao adicional de que o
compacto K do Teorema 3.22 é totalmente desconexo.

(b) A literatura usa normalmente a terminologia SN para o espa¢o compacto K do Teo-
rema 3.22. Para justificar essa notagao, citamos Albiac e Kalton[l, pdg. 79]: ‘ON € a
compactificacao de Stone-Cech de N munida da topologia discreta, isto €, BN € o unico
espaco compacto de Hausdorff contendo N como subespaco denso tal que todo operador
linear e continuo definido em N pode ser estendido a uma funcdo continua definida em

AN,
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Mais uma aplicac@o interessante do Teorema de Stone-Weierstrass, (veja [1, Proposi-

tion 4.1.4]), cuja demonstragao estd essencialmente contida na demonstra¢ao do Teorema
3.22, ¢ a seguinte:

Proposicao 3.35 Seja K um espacgo topologico compacto totalmente desconexo. Entao
a cole¢do das fungdes simples que sdo continuas (isto €, fungdes da forma Z?Zl a;jXa;
em que cada A; € aberto e fechado) é densa em C(K).
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