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Resumo

Revisamos o método de Monte Carlo aplicado a modelos de spin discretos e a uma teoria de campos escalar
na rede, com espcial énfase no algoritmo de Metropolis. Inicialmente consideramos um modelo de spins de Ising
com intera¢des de longo alcance em uma rede complexa de mundo pequeno. Em vista da ndo extensividade
do modelo, generalizamos o modelo de Metropolis para a termoestatistica ndo extensiva de Tsallis. Simulacdes
numéricas sdo implementadas com o algoritmo generalizado para redes bi- e tridimensionais. A seguir, revisamos
o método de regularizagdo na rede para a teoria quantica de um campo escalar autointeragente. Empregamos o
algoritmo de Metropolis para simular a teoria na rede e estudamos o comportamento das constantes de acoplamento
renormalizadas qudrtica and séxtupla em funcdo da constante de acoplamento ndo renormalizada. Apresenta-
mos resultados de simulagdes para redes Euclideanas em duas e trés dimensdes nos regimes de acoplamento
intermedidrio e forte.

Area de conhecimento: 1.05.01.04-5 (Fisica Estatistica e Termodinamica), 1.05.03.01-3 (Teoria Geral de Particulas
e Campos)
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Pequeno-Mundo, Mecanica Estatistica Nao-Extensiva, Teoria Quantica do Campo Escalar, Integrais de Trajetoria,
Renormalizagdo
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Abstract

We review the application of the Monte Carlo method to a discrete spin model and to a scalar field theory on
the lattice with special emphasis on the Metropolis algorithm. Initially we consider an Ising spin model with long
range interactions on a complex small world network. In view of the nonextensive nature of the model, we have
have generalized the Metropolis algorithm to the Tsallis nonextensive thermostatistics. Numerical simulations
with the generalized algorithm are implemented for two- and three-dimensional lattices. Next we review the lattice
regularization method for the quantum theory of a selfinteracting scalar field. We use the Metropolis algorithm to
simulate the theory on the lattice and study the behavior of the renormalized quartic and sextic coupling constants
as a function of the unrenormalized coupling constant. Results of simulations are presented for Euclidean lattices
in two and three dimensions at intermediate and strong couplings.

Key-Words: Monte Carlo Method, Ising Model, Phase Transitions and Critical Phenomena, Small-World Net-
works, Non-Extensive Statistical Mechanics, Quantum Scalar Field Theory, Path Integrals, Renormalization
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Capitulo 1

Introducao

A atual civilizagdo técnica, surgida do espirito do iluminismo, vem impondo a humanidade desafios técnicos e
cientificos cada vez mais complexos. Na ansia de entender muitos sistemas e processos que compdem o mundo
moderno, usamos cada vez mais as préprias tecnologias e avancos de que nossa época dispde. Particularmente,
nas décadas mais recentes, a tecnologia computacional tem contribuido de varias maneiras para o desenvolvimento
técnico-cientifico, permitindo a construccdo de modelos matematicos cada vez mais sofisticados para descrever
processos naturais e industriais. Uma das grandes beneficidrias desse progresso € a pesquisa fundamental, que
ndo tem o objetivo direto de desenvolver aplicagdes industriais, mas objetiva formular teorias, tdo simples quanto
possivel, mas que sejam também passiveis de um tratamento computacional.

Um dos mais populares métodos computacionais da Fisica é o chamado “Método de Monte Carlo”, que também
tem sido utilizado em vérios outros campos do conhecimento humano — 6timas referéncias sobre o assunto s@o os
livros-texto de Newman e Barkema [1] e de Landau e Binder [2]. O método visa descrever as flutuagdes térmicas
aleatdrias de um sistema fisico através de uma amostragem estatistica. Nesta dissertacdo, nosso principal objetivo
¢ revisar esse método tendo em vista aplicacdes em duas classes de modelos. Especificamente, vamos revisar
a aplicacdo do método a mecanica estatistica de um modelo de varidveis discretas de spins e de um modelo de
varidveis continuas de campo escalar.

Aproveitando o grande interesse a respeito de modelos de spin em nossos dias, tomaremos inicialmente o mo-
delo de Ising [3] como cendrio para revisar o método de Monte Carlo como usualmente aplicado em problemas de
mecénica estatistica. O modelo de Ising € ao mesmo tempo simples e continua sendo de interesse atual. O modelo
consiste em um sistema de dtomos arranjados em uma rede cristalina regular e descritos por varidveis de spins que
assumem dois tnicos valores, +1 e -1. E ainda, cada uma dessas varidveis s6 interage com as primeiras adjacentes
(interacdo de primeiros vizinhos), de forma que a energia de spins paralelos e antiparalelos seja diferente. Desde
sua cria¢do, o modelo se tornou a base para grande parte das pesquisas no campo dos fendmenos criticos e transi¢ao
de fase. O modelo foi proposto por Lenz como tema da tese tese de doutorado de E. Ising [4] sobre magnetisnmo, e
a primeira solucdo analitica do modelo foi publicada por Ising na Ref. [3]. Essa solug@o néo apresentava transi¢cao
de fase, fato que levou a especulagdes da ndo existéncia do fendmeno também para dimensdes mais altas. Porém,
em 1936, Peierls demonstrou [5] que em duas dimensdes o modelo, tomado como uma aproximaccao do modelo de
Heisemberg [6], apresentava transicdo de fase. O modelo de Ising bidimensional, resolvido analiticamente em 1944
por Onsager [7], foi o pioneiro em matéria de explicar os fendmenos das transi¢cdes de fase em termos de interagdes
interatdmicas. Mas, apesar da simplicidade do modelo, apenas os casos em uma e duas dimensdes puderam ser
resolvidos analiticamente. Encontrar solu¢des exatas para o modelo de Ising em dimensdes superiores, justifica
parcialmente sua atualidade. O fato de muitos sistemas e processos poderem ser mapeados nesse modelo, o torna
uma ferramenta poderosa na investigacdo de assuntos que, inclusive, transcendem a fisica e as ci€ncias naturais.

Uma das aplicagdes que evidencia a atualidade do modelo de Ising em fisica, esta relacionado ao estudo de
redes complexas [8]. Nesta dissertacdo, vamos estudar o modelo em um tipo particular de rede complexa, chamada
rede de mundo pequeno. A hipétese mundo pequeno, foi levantada por Milgram em 1967 [9]. Ele sugeriu que as
pessoas sdo ligadas por pequenas cadeias de elos sociais, em média, com seis graus de separacio. Os experimentos
conduzidos por Milgram na década de 60, que suporta sua hipétese, vem sendo confirmado recentemente por



Watts [10]. H4 um duplo interesse em utilizar o modelo de Ising nesse tipo rede. Por um lado, a simplicidade do
modelo auxilia na compreensdo de propriedades das redes de mundo pequeno. Por outro lado, alguns sistemas
complexos podem ser mapeados no modelo de Ising nesse tipo de rede, ou seja, podem ser mapeados em um
modelo mais simples.

Além de revisar alguns resultados do modelo de Ising em uma rede de mundo pequeno encontrado na literatura,
vamos propor o uso de um algoritmo ainda ndo explorado nesse contexto. Esse algoritmo € baseado na termoes-
tatistica generalizada de Tsallis [11, 12]. Tal teoria, uma generalizacdo da termoestatistica de Boltzmann-Gibbs,
tem encontrado indmeras aplicacdes em sistemas com interacdes de longo alcance, em equilibrio termodinadmico,
para os quais as hipéteses de Boltzmann ndo podem ser aplicadas imediatamente. Essa dificuldade vem do fato
que para sistemas com interacdes de longo alcancde, as varidveis termodindmicas sdo ndo extensivas, violando
o limite termodindmico de Boltzmann-Gibbs. As idéias de Tsallis também sdo relevantes para o estudo de sis-
temas complexos e fora do equilibrio, como sistemas com turbuléncia, sistemas bioldgicos entre outros. Neste
trabalho, argumentamos que essa termoestatistica generalizada, bem como o método computacional que faz uso
dela, sao adequadas para tratar o modelo de Ising em uma rede de mundo pequeno. Pois, nesse tipo de rede ex-
iste intera¢do entre 4tomos ou spins com distancias superiores aos primeiros adjacentes. Portanto, esse modelo
contendo interacdes de longo alcance, se qualifica para ser tratado pela teoria de Tsallis. Os resultados obtidos
na presente dissertagdo para o modelo de Ising em uma rede de mundo pequeno com o algoritmo de Monte Carlo
utilizando a termoestatistica de Tsallis sdo inéditos na literatura.

Na continuag@o, vamos fazer uma revisdo da aplicacdo do método de Monte Carlo a uma teoria quantica de
campos, tomando como exemplo a teoria de campo escalar real. O objetivo aqui € mostrar como as idéias do
método de Monte Carlo, de aplicacdo razoavelmente facil a um modelo com varidveis discretas como no modelo
de Ising, sdo gereralizadas a um modelo de varidveis continuas de um modelo de teoria quantica de campos, o
qual obviamente é de uma complexidade muito maior. Essa revisao estd baseada no trabalho de Cooper, Freedman
e Preston [13]. Nesse trabalho, os autores estudaram o comportamento da constante de acoplamento quartica da
teoria A no regime intermediério e forte da constante de acoplamento renormalizada, do ponto de vista computa-
cional. Tendo como motivagdo avaliar a exatiddo de cdlculos analiticos que utilizam uma expansdo perturbativa e
fazem uso de técnicas de aproximacdo, tornando suas conclusdes, até certo ponto, controvertidas. O mesmo tipo
de aproximag@o foi usada no estudo analitico da constante de acoplamento séxtupla [14]. Naturalmente, realizar
calculos computacionais para avaliar a exatiddo desses resultados tem a mesma motivagdo da constante quartica.

Os célculos das constantes de acoplamento renormalizadas, como veremos, ndo fazem uso direto das fungdes
de Green, que sdo invariavelmente empregadas em diferentes célculos perturbativos. Por esse motivo, neste tra-
balho iremos construir em detalhes a formulacdo da teoria de campos na rede discreta, que faz uso do potencial
efetivo para calcular quantidades renormalizadas. Nesse caso, diferente das aplicacdes em mecanica estatistica aqui
estudadas, a teoria deve ser formulada de tal forma a se adequar ao uso computacional. Vamos revisar os calculos
de Monte Carlo para a constante de acoplamento renormalizada quartica e séxtupla em duas e trés dimensdes. Ob-
jetivando, ndo sé aprender como o método computacional pode ser usado nesse contexto, mas melhorar os célculos
dessas constantes renormalizadas da teoria Ap* nas regides intermedidria e forte encontrados na literatura.

O dominio da técnica numérica de calculo do potencial efetivo contribui para o entendimento da estrutura
do vécuo da teoria quantica de campos, na medida que o minimo dessa quantidade nos dd informacdo sobre os
autoestados de mais baixa energia da teoria. Assim, se torna particularmente titil no estudo da quebra espontanea
de simetria, que ndo iremos, no entanto, abordar neste trabalho. O mecanismo de Higgs é baseado em uma
versdo mais elaborada da teoria Ap* em duas dimensdes e também ndo iremos aborda-la aqui, mas justifica o
interesse nesse tipo de simulagdo. Além dessas motivacoes, esse estudo serve como uma introducao para simular
teorias de campos na rede mais complexas como as teorias de calibre, como a eletrodindmica quantica (QED) e a
cromodinamica quantica (QCD).

Vamos apresentar a estrutura da dissertacdo. No capitulo 2, vamos construir as teorias das quais fazemos uso na
simula¢do computacional. Comecando com a mecanica estatistica, vamos nos concentrar em uma generalizacao da
termoestatistica de Boltzman-Gibbs feita por Tsallis [12]. Com essa formulacido, aumentamos a gama de sistemas
e problemas que podem ser tratados com algoritmos de Monte Carlo. Vamos também revisar o fendmeno da
transi¢do de fase e os fendmenos criticos, pois € muito comum simular esses topicos em sistemas estatisticos e na
fisica da matéria condensada. Ainda no segundo capitulo, vamos montar passo a passo a teoria quantica de campos
a fim de chegarmos a uma formulacdo na rede, ou seja, factivel de ser simulada em computadores. Acabamos o



segundo capitulo comentando a conexao existente entre a mecanica estatistica e a teoria de campos.

O terceiro capitulo € dedicado ao método de Monte Carlo. Nele, fazemos uma apresentacdo geral do método
e explicaremos quando ele pode ser usado. Partindo da integracdo numérica por Monte Carlo, muito usada
na resolugdo de integrais multidimensionais, vamos enfatizar o uso da técnica em sistemas no equilibrio ter-
modinamico. Em seguida, vamos apresentar os principais algoritmos usados nas simula¢des de sistemas es-
tatisticos e teorias de campos. Daremos, particular atengdo a um algoritmo baseado na termoestatistica de Tsallis.
As principais técnicas de tratamento de erros estatisticos também sao abordadas, bem como os algoritmos mais
famosos de geracdo de niimeros aleatdrios.

No capitulo 4, mostramos as simula¢cdes computacionais, que dividimos em trés partes. Na primeira nos
dedicamos a explicar a idéia de rede nas simula¢des de Monte Carlo. Discutimos o que sdo condi¢des de contorno e
a diferenca entre redes regulares e complexas. Trataremos em mais detalhes um tipo especifico de redes complexa
chamada de redes de mundo pequeno, pois simularemos modelos de spin nessas redes. Na segunda parte nos
concentramos em simula¢do de modelos de spin, especificamente no modelo de Ising. Depois de apresentar o
famoso modelo de Ising, vamos aplicar o algoritmo de Metropolis, mostrando o comportamento do modelo frente
a transi¢@o de fase em duas e trés dimensdes em uma rede regular. Em seguida, a mesma simulagao ¢é apresentada
em uma rede de mundo pequeno. O préximo passo, é apresentar a simulacio de Ising com um algoritmo que faz
uso da termoestatistica de Tsallis em uma rede regular, e depois em uma rede de mundo pequeno. O resultado
referente a simulacdo do modelo com a termoestatistica de Tsallis em uma rede de mundo pequeno € original na
literatura. No ultimo tépico do capitulo 4, mostraremos como podemos estudar o comportamento da constante de
acoplamento renormalizada de uma teoria de campos A\p? através de uma simulacdo de Monte Carlo. Além de
reproduzir os resultados para a constante de acoplamento )\%) em duas dimensdes no regime intermedidrio e forte,
também, analisaremos a constante de acoplamento séxtupla, Ag). Em seguida mostramos a mesma simulagdo
em tr€s dimensdes. No capitulo 5, apresentamos as conclusdes gerais do trabalho bem como as perspectivas para
futuros trabalhos.



Capitulo 2

Teoria Basica

Aqui, fazemos uma revisdo da teoria da mecanica estatistica se¢do 2.1 e da teoria quantica de campos secio 2.2,
com énfase nos assuntos relevantes a simulagdo computacional realizada nessa dissertacdo. Nao ha necessidade de
revisar toda a mecanica estatistica, tanto por ser um campo muito amplo e rico quanto pelo fato de haver 6timas
referéncias [15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22]. Aqui nos restringimos a uma rapida revisdo, subsecdo 2.1.1, que
permitird a formulagdo de uma generalizacdo especifica da termoestatistica de Boltzmann-Gibbs, subsecao 2.1.2.
E ainda, faremos uma breve introdugao a teoria das transicdes de fase subsecao 2.1.3. Essa revisdo servird como
base para o método computacional estudado no capitulo 3. Na segunda parte deste capitulo, o foco serd na teoria
de campo escalar e sua formulacdo na rede. Construiremos essa teoria em detalhes, explorando a analogia com
a formulagdo de integrais de caminho da mecénica quantica. Por fim, comentaremos a conexdo formal entre a
mecéanica estatistica e a teoria quantica de campos se¢do 2.3.

2.1 Mecanica Estatistica

Mecénica estatistica € a teoria que estuda sistemas compostos de muitos graus de liberdade. O objetivo é derivar
propriedades macroscdpicas, expressas em termos de quantidades termodinamicas, a partir de leis que gover-
nam o comportamento microscépico das particulas constituintes do sistema. Normalmente € possivel escrever as
equacdes de movimento dessas particulas de forma direta. Porém, a quantidade dessas equacdes, necessdria para
descrever todo o sistema, torna impraticavel sua resolugéo.

2.1.1 Termoestatistica de Boltzmann-Gibbs

Nesta dissertacdo estamos interessados na mecanica estatistica no equilibrio, que pode ser formulada por meio
da chamada fun¢do de particdo. A idéia é que essa funcdo contenha toda a informagdo essencial sobre o sistema
considerado. Aqui, vamos apresentar a forma geral da funcio de parti¢do para um sistema classico:

Q

Z = Ze—%/k’BT , 2.1

i=1

onde H € a Hamiltoniana, kp é a constante de Boltzmann, T" € a temperatura e {2 sdo os estados possiveis do
sistema. Chamamos a aten¢do para a soma sobre todos os estados em (2.1). Isso evidencia a dependéncia de
Z com o tamanho do sistema e com o nimero de graus de liberdade por particulas. Para sistemas com poucas
particulas interagentes, a funcdo de parti¢do pode ser escrita de forma exata e, conseqilientemente, as propriedades
do sistema podem ser calculadas de forma fechada. Por exemplo, consideramos um sistema constituido de 100.000
particulas interagentes (uma pequena fragdo do nimero de Avogadro), com dois estados possiveis por particula.
Nesse caso a funcdo de particdo teria 2199900 termos! A probabilidade de um determinado estado do sistema
ocorrer também € escrita com a fun¢d@o de particdo. Especificamente, a probabilidade do sistema estar em uma



configuracdo ou estado 7 é

(2.2)

Energia Livre de Helmholtz

E importante mencionar a possibilidade de estabelecer uma conexao direta entre a funcdo de parti¢do e as quanti-
dades termodinamicas. Fazemos isso diferenciando a energia livre de Helmholtz, que pode ser escrita por

F=—kgTlnZ . 23)

Essa relacdo prové a conexao entre a mecanica estatistica e a termodinamica.

Energia Interna

Podemos obter a energia interna de um sistema através da energia livre via

U:—Wﬁﬂﬂ. (2.4)
oT
Essa energia interna é expressa como fun¢do das varidveis extensivas tais como S (entropia), V (volume), N
(nimero de moles) etc. Muitas vezes é conveniente trocar essas varidveis por suas conjugadas, varidveis inten-
sivas. Para isso, existem potenciais termodindmicos definidos por transformadas de Legendre da energia interna.
Podemos citar, dentre outros:

F=U-TS , 2.5)
H=U+PV , 2.6)

(&
G=U-TS+PV , 2.7)

onde F' ¢ a energia livre de Helmholtz, H € a entalpia e G a energia livre de Gibbs.

Ensemble

Os graus de liberdade usuais, tais como posi¢ao e movimento das particulas ou momento magnético (spin), sdo con-
stituintes do chamado espago de fase. Esse € um espago multidimensional em que um ponto especifica o microes-
tado completo (especificado pelo grau de liberdade de todas as particulas). Médias sobre o espago de fase podem
ser calculadas considerando um grande nimero de sistemas idénticos, mantidas as mesmas condi¢des. Chamamos
esses sistemas idénticos de ensembles. Diferentes vinculos sdo relevantes para diferentes ensembles. Se a tem-
peratura é mantida fixa, o conjunto de sistemas pertencera ao ensemble candnico e terd diferentes distribuigoes de
energia para diferentes sistemas. Se a energia for fixada, o ensemble é chamado de microcandnico. Nesses casos,
o nimero de particulas é mantido constante, mas se o nimero de particulas puder flutuar, o ensemble é chamado
de gran-canonico.

Entropia

No inicio desta se¢@o, falamos do objetivo da mecénica estatistica, que, em outras palavras, € prover uma inter-
pretacdo fisica para entropia. Nesse sentido, devemos garantir que a maximizagio da probabilidade corresponda
a maximizac¢do da entropia termodinamica. Ainda devemos levar em conta que a entropia € aditiva (extensiva)
enquanto que o nimero de microestados ¢ multiplicativo. Dessa forma, requeremos que a entropia seja uma
quantidade aditiva, que meca o niimero de microestados do sistema. A resposta a requisicdo € identificar a entropia
com o logaritmo do nimero de microestados, pois o logaritmo do produto € a soma dos logaritmos. Portanto,

S=kplnQ , 2.8)



onde 2 é o nimero de microestados. Escrevendo a energia livre de Helmholtz como (2.3) e a entropia como

Q

OF 1
=——=kplnZ+ = E E;p; 2.
S BT kB n + T v iPi ( 9)
utilizamos (2.2) para escrever
1
———F; =In(Zp;) . 2.1
T n(Zp;) (2.10)

Com essa equacdo inserida em (2.9), obtemos uma expressdo para a entropia em termos da distribui¢ao de proba-
bilidades:

Q
S=-kpy pilnp; . 2.11)
=1

Essa formulagéio muitas vezes é conhecida como entropia de Shannon. Tomando p; = 1/ em (2.11) recaimos na
forma (2.9).

2.1.2 Termoestatistica Generalizada de Tsallis

Um tema muito estudado ha pelo menos trés décadas € a fenomenologia de sistemas para os quais a mecanica es-
tatistica de Boltzmann-Gibbs (BG) e a termodinamica padrio apresentam sérias dificuldades ou anomalias. Existe
uma longa lista desses fendomenos [11], que, em geral, envolve interagdes de longo alcance, memoéria microscépica
de longo alcance e sistemas com estrutura (multi)fractal. Em especial, estamos interessados em sistemas ndo-
extensivos para os quais os potenciais termodindmicos ndo crescem linearmente com o tamanho do sistema. Para
tais sistemas fisicos € possivel usar defini¢des generalizadas da entropia, a fim de obter potenciais termodinamicos
ndo-extensivos.

Formalismo

Uma das generalizacdes mais bem-sucedidas da estatistica de BG foi proposta por Tsallis em 1988 [12]. Sua
expressao para energia é

qg—1

Q Q
-2 e
5, =k LT =Pt (E pil;q€R> : 2.12)
i=1

onde k£ € uma constante positiva, {2 é o nimero de estados microscopicos acessiveis ao sistema e g € o parimetro
entrépico. No limite ¢ — 1 recobramos a entropia de BG, utilizando a expansao

pg—l _ e(q—l) Inp; ~14 (q _ 1) hlpi (2]3)
em
1794‘4]71 17919517'
Pl Dempipl 1= pii pilnp , (2.14)
q—1 q—1
resulta em
Q
Spe = —kp Zpi Inp; . 2.15)

i=1
No limite ¢ — 1, k € a constante de Boltzmann k. Presumivelmente, a constante k coincide com kg para todos
os valores de ¢, e por isso, daqui em diante vamos trabalhar com k = kg = 1.

O parametro entrépico caracteriza o grau de ndo extensividade do sistema em questdo. Dessa, forma se A e B
sdo dois sistemas independentes, no sentido que as probabilidades de A + B se fatorizam nas probabilidades de A



e B (i.e., pij(A+ B) = p;(A)p,(B)), entdo podemos inverter (2.12) (Z?Zl pl=1-(¢— 1)S’q), que aplicada
em

1= [l [ i)

A+ B)= 2.1
Sq(A+ B) 1 : (2.16)
resulta na seguinte expressao para entropia
Sy(A+ B) = 5,(A) + 5,(B) + (1 - )S,(A)S,(B) . 2.17)

Exigindo a propriedade de ndo negatividade da chamada g-entropia (S, > 0), observamos trés cendrios: ¢ <
1, g = 1 eq > 1. Esses correspondem, respectivamente, a superaditividade (superextensividade), aditividade
(extensividade) e subatividade (subextensividade).

Vamos também, introduzir para uma quantidade fisica arbitrdria (), o seguinte g-valor esperado ndo normali-
zado

Q
Qq=> Qi , (2.18)
i=1
bem como o g-valor esperado normalizado
q
PiQi
(@) = Ly 0l (2.19)
Zz lpz
Verificamos que (@)1 e ((Q))1 coincidem com o valor médio padrio (Q) de Q. E também que
(@) = {9 (2.20)

(g

notando que quando ((1)), = 1 (Vgq), em geral (1), # 1. Daqui para frente, vamos sempre trabalhar com o g-valor
esperado normalizado, portanto usaremos a seguinte notacao:

_ Z’L lpl Ql
Q) = ; (2.21)
(@ 2?21 pi

ou seja, ()4 em vez de ((Q)), (2.19).

Ensemble Canonico

Para obter a distribui¢do de equilibrio termodinidmico associado com um sistema fisico conservativo em contato
com um termostato, nés devemos extrair S, sobre os vinculos apropriados. Esses vinculos sdo [23]

Z pi=1 (vinculo da norma) (2.22)

(€i)g = ZZ 1PiE =U, (vinculo da energia) , (2.23)

Z =1 p 7
onde ¢; sdo os autovalores do Hamiltoniano do sistema e U, € a energia interna generalizada. Outra vez, tomando
o limite ¢ — 1 recaimos, respectivamente, no valor médio e energia interna padrao.
Vamos fazer o procedimento de otimizaco de .S, em algum detalhe:

Q
Py €
S, —A1§ i — # =0 (2.24)
S !



—1 1
B NP g = Ua bl

_ Q
q-1 Z]‘:l pj

=0

1

% 1 Ei—U ST
pi:Af7 (1_ —)\2( Q q)>
q Z] lp]

Somando em 7 ambos os lados dessa equacdo obtemos:

1
o & 1 g —U)\""
TS (1_ EPWCELE)
i=1 q Zj:l pj
Substituindo (2.27) em (2.26), podemos escrever o resultado da otimiza¢do como
=
[1- (- a8 - U/ S o]
pi = Zq

com

Q
7;2 1—-(1-4¢)8 ij

(2.25)

(2.26)

(2.27)

(2.28)

(2.29)

Na equacdo final para a probabilidade, associamos o multiplicador de lagrange A2 ao inverso da temperatura (3.
Uma forma simples de obter os multiplicadores de Lagrange A1 e A5 é fazer o uso do vinculo da energia (2.22) em

Z 1p &
Sy —Alzpl—&#.
=1 Zwlp]

Extremizando essa quantidade e fazendo uma soma em ¢, obtemos:

Q Q

Q
Z q(;pj_Alzgp opj — Z‘g—g‘?apjzo,

j=1 j=1 ]1-7

que € igual a
08 — Adp — A26U; =0 .

Comparando esse resultado com a relagdo termodindmica:
55+ Lsp— Lsu, — psv =0
I -

obtemos

1
)\2:?:6 )\1:—

NHI=

onde p € o potencial quimico e T' € a temperatura.

(2.30)

(2.31)

(2.32)

(2.33)

(2.34)

E muito comum escrevermos a probabilidade em termos da chamada temperatura escort ou sua inversa 3.

Para isso, consideramos (2.28), que pode ser escrita como

1

pi =

D {Zg 1(p)1+ (1= q)BU; — (1 - Q)ﬂé‘k} o

10

(2.35)



dividindo o numerador e o denominador pela quantidade Z?Zl (p;)?+ (1 — q)BU,, temos

1 Q
1—(1—¢q)Bei ™ A
pi(p) = LU= Z,=3 1 (1-q)fe,]™
q j=1
com
B L1
8 = T = —
> (pg)? + (1= q)BU, kA
onde /' € uma fungdo crescente de 3. Também vamos definir a probabilidade escort como
(0 _ _Pi
i T 0
2 j=1 P
com
Q

Elevando ambos os lados dessa equacdo a poténcia 1/g e depois somando ambos no indice ¢,

a 1/q
P}

P-(Q)

1

> [0

i=1

)

Q
2.7
j=1

obtemos a relacdo inversa

Elevando os dois lados dessa equag@o a g e depois somando ambos os lados no indice ¢, obtemos

]

Dessa forma, podemos escrever a entropia generalizada em termos da probabilidade escort:

1- |5 (p@ Val ™
o )

q—1

Sy =

O valor esperado de uma quantidade ), pode ser calculado através da seguinte equacao:
Z piQ;
Z !

Qq =

Q
i=1
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(2.37)

(2.38)

(2.39)

(2.40)

(2.41)

(2.42)

(2.43)

(2.44)



Na dltima igualdade, fazemos uso da probabilidade escort para que (), tenha a forma do valor médio usual. Dessa
forma, a energia interna pode ser escrita como

Q
Uy=> P . (2.45)

i=1

Com a defini¢do (2.43) e os vinculos (2.39) e (2.45), podemos resolver o problema de otimizacdo para a

probabilidade escort:
Q

Q
Sq W ZPi(Q) W Zpi(Q)gi
=1

i=1

)

—@ =0 . (2.46)
J

Esse procedimento resulta em

pla) _ [1 Ut {Z?_l (Pi(q)) 1/q] q} B (2.47)

Y {1 —(1=q)B(ex —Uy)/ {Z?—l (pi(q>)1/q] q] b

Usando o mesmo artificio utilizado anteriormente em (2.35), podemos escrever essa probabilidade como

plo _ [1-(1—gfe]™
D S | B ) B e

(2.48)

onde

= s . (2.49)

—q

=2, (r0)"] T a-ges, A

Fazendo uso da defini¢do 77 = 1/’ e das equagdes (2.43) e (2.45), podemos reescrever essa equagdo como

_ T — (1 - Q)Uq
=17 105, =03, (2.50)

2.1.3 Transicao de Fase e Fenomenos Criticos

Uma das principais utilidades do método computacional de Monte Carlo (assunto do proximo capitulo) consiste
na resolug@o de problemas sem solugd@o exata. Entre uma grande lista de exemplos estdo problemas relacionados a
transicao de fase e célculos de diagramas de fase. Por essa razdo, dedicamos essa secao a uma introducdo a esses
topicos. O conhecimento e classificag@o das transi¢cdes de fase tiveram um grande desenvolvimento na segunda
metade do século XX, sendo ainda um tema atual [24, 25, 26, 27, 28]. Em parte, esse recente desenvolvimento se
deve ao grande avanco experimentado na computacio a partir da década de 50.

Parametro de Ordem

Um conceito fundamental para montar uma teoria quantitativa da transi¢ao de fase ¢ identificar uma quantidade
fisica que distinga as diferentes fases do sistema. Essa quantidade, conhecida como parametro de ordem, deve ser
uma média termodindmica, podendo ser escalar ou multicomponentes. Em geral é zero em uma fase desordenada
(invariavelmente a altas temperaturas) e ndo-zero em uma fase ordenada. Vale a pena ressaltar que ndo hd um
esquema geral para definir pardmetros de ordem, sendo necessario avaliar o sistema fisico em questdo. Para
sistemas ferromagnéticos, onde hd quebra de simetria abaixo da temperatura critica 7, o pardmetro de ordem ¢é
a magnetizag@o. J4 para sistemas sem quebra de simetria, devemos escolher alguma quantidade sensivel as fases
ordenada e desordenada.
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Funciao de Correlacao

Um objeto util relacionado a transicdo de fase € a funcdo de correlagido de dois pontos de uma quantidade @,
definido como

Go(r',r) =(Q(r")Q(r)) . (2.51)
Essa fun¢do mede a probabilidade de achar valores iguais da quantidade @ nas posi¢des 7 e r’. Geralmente perto
do ponto critico, a fun¢do de correlagdo pode ser escrita na forma

—(r' =)

G(r',r)~e € (2.52)

onde & € o comprimento de correlagdo, que nos indica o alcance da influéncia de uma regido do espaco com relacao
a outra. Observamos em (2.52), que a correlagdo de uma determinada quantidade tende a zero quando a distancia
tende a infinito. No caso de sistemas magnéticos, a fun¢do de correlacdo pode ser medida por experimentos de
espalhamento de néutrons [29].

Funcao de Autocorrelacao

Também podemos medir a probabilidade de achar valores iguais de uma quantidade () na mesma posi¢do mas em
tempos diferentes. Essa medida € chamada de funcao de autocorrelacio e definida por:

Co(t',t) = (Q(Q(t)) — (Q(t))* . (2.53)

Quando ¢ = t, temos o desvio padrio de Q. Em geral, trabalhamos com a fungdo de autocorrela¢do normalizada,
que ¢ definida dividindo (2.53) por C(t,t).

Tempo de Autocorrelaciao

A funcio de autocorrelagio carrega uma informagio importante, particularmente interessante a simulagdo com-

putacional. Podemos dela extrair o tempo que um determinado sistema precisa para alcancar o equilibrio ter-

modinamico. Isso é conseguido, definindo o tempo de correlacio exponencial 7¢z:
1t —t] |t —t|

Co(t',t)= lim e Tesp ou Tepp= lim ————— .
o(t?) [t/ —t|— o0 PS50 —InCg (¥, 1)

(2.54)

A mesma informagdo pode ser conseguida com a definicdo do tempo de autocorrelacdo integrado 7;,:. Esse é
definido por:

R N €1 (1))
Tt = /_ _dgr - 2.55)
ou
1 = Ot
Tint = 5 § CQ(t,t) . (256)

[t/ —t|=—00

O fator 1/2 em (2.56) é usado por conveniéncia. Isso garante que 7,1 = Tegp se Co(t',t) ~ exp(—|t’ —t|/T)
com 7 > 1. Uma justificativa dessas defini¢des pode ser encontrada em [1].

Tipos de Transicao

Aqui, vamos nos concentrar em sistemas que estdo no equilibrio termodinamico e apresentam transi¢do ordem-
desordem. Nesse caso, o parametro de ordem é uma derivada da energia livre. Um “pulo” do parametro de ordem
significa uma descontinuidade da derivada primeira da energia livre. Por isso, essa transi¢do recebe o nome de
transi¢cdo de fase de primeira ordem. Esse tipo de transicdo envolve o calor latente. Assim, o sistema absorve ou
libera uma quantidade fixa de energia (em geral grande). Pelo fato dessa energia nao poder ser instantaneamente
transferida entre o sistema e seu entorno, a transi¢do de primeira ordem s@o associadas com regimes de fase
misturada. Nesse regime, algumas partes do sistema t€m a transi¢cdo completada, enquanto outras partes nao. Se
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o parametro de ordem for continuo na transi¢do de fase, ele serd conhecido como transicdo de fase de segunda
ordem ou transi¢do continua ou ainda transicao critica. As transi¢des de fase de segunda ordem estio associadas a
mudancga de simetria do sistema e, devido a auséncia do calor latente, sdo mais faceis de serem estudadas.

Expoentes e Comportamento Criticos

Nesta dissertagdo, vamos nos ater a sistemas que apresentam transicao de fase de segunda ordem, que exibem o
fendmeno cooperativo. Esse fendmeno diz respeito ao longo alcance da fungio de correlagdo na vizinhanga do
ponto critico, ou em outras palavras, o fato do comprimento de correlagdo & — oo na 7T,. Por causa desse carater
cooperativo, algumas caracteristicas da transi¢do se tornam independentes das interagdes basicas. Assim, sistemas
completamente diferentes como um magneto e um fluido podem ter um comportamento similar na vizinhanga
da T,, sendo descrito por leis de potencia nessa regido. Para tornar a exposicdo menos abstrata, vamos tomar
como exemplo a j4 mencionada transi¢do ferromagnética de um magneto. Nesse caso, desde que o sistema esteja
submetido a um campo magnético externo zero, a magnetiza¢cdo m muda de um valor ndo-zero em 7' < T, para
zero em 1. Identificamos m como o parametro de ordem genuino dessa transicdo. Nesse exemplo m, o calor
especifico C, a susceptibilidade magnética y e o comprimento de correlacdo £ variam, respectivamente, como

X=xot ", (2.58)

C=Cyt ™, (2.59)
€

=6t ", (2.60)

onde t = |1 — T/T,| é a temperatura reduzida e as letras gregas sdo denominados expoentes criticos. Essas
expressdes sdo assintéticas, tendo sua validade para T ~ T, ou t — 0. Extrapolando essas equacdes, dizemos
que os expoentes criticos sdo os mesmos em 7' = T,. Essas leis de poténcia sdo endossadas tanto por resultados
experimentais quanto por alguns poucos modelos exatamente soliveis.

Universalidade e Escala

O fendmeno de diferentes sistemas, que exibe expoentes criticos iguais dentro de alguma precisdo, com suas res-
pectivas transi¢des de fase é chamado de universalidade. Podemos identificar dois sistemas pertencendo a uma
mesma classe de universalidade, se tiverem mesma dimensao e mesma dimensdo do pardmetro de ordem. Re-
sultados experimentais sugerem que todos os sistemas em uma mesma classe de universalidade tém os mesmos
expoentes criticos. Devemos ainda mencionar as leis de escala, que sdo relacdes entre os expoentes criticos. A
primeira dessas rela¢des foi conjeturada em 1963 por Essan e Fisher, mas é conhecida como relacdo de Rush-
brooke:

a+28+~=2 2.61)

Atualmente existe a teoria de escala [30, 28], que além dessa relacdo, ainda prediz outras, tais como:

Josephson: vd =2 — « (2.62)
Widom: v = (6 — 1)8 , (2.63)

e
Fisher: v = (2 —n)v (2.64)

onde 7 e § sdo expoentes criticos adicionais. E os nomes, indica como as relagdes de escala sdo conhecidas.
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Declinio critico

O tempo gasto pelo sistema para mudar de configuracdo perto do ponto critico cresce significativamente por causa
da divergéncia do comprimento de correlacdo £. Esse fendmeno € conhecido como declinio critico (critical slowing
down, em inglés). O tempo de autocorrelacdo é relacionado com o comprimento de correlacdo pela lei de poténcia:

o £ (2.65)

onde z € o expoente critico dindmico. A equagdo (2.65) mostra que com a aproximacao do ponto critico, o tempo
de autocorrelacdo diverge, pois é proporcional a .

2.2 Teoria Quantica de Campos

Existem duas abordagens para Teoria Quantica de Campos (TQC): a Quantiza¢io Canonica e Integrais de Caminho
(que sdo integrais funcionais). Discutiremos a formulagdo de Integrais de Caminho (IC) da Mecanica Quéantica
(MQ), pois essa € a chave para formulacdo de IC da TQC.

2.2.1 Integrais de Caminho na Mecéanica Quantica

Na formulacdo usual da MQ, os estados de um sistema s@o associados a vetores do espaco de Hilbert. Observaveis
sao representados por operadores Hermiteanos atuando nesse espaco. A evolugdo temporal do sistema € dada pela
equacdo de Schrodinger, ou de forma equivalente por

lg, t) = e |q) (2.66)

onde H é o operador Hamiltoniano (independente do tempo). A amplitude de probabilidade ou transi¢do (de um
sistema no autoestado |g, t) em um tempo ¢ ser achado em uma outra posi¢do ¢’ em um tempo t') é definido pela
fungdo de Green

G Vg t) = (¢ t')|q, t) = (| e =D |g) . (2.67)

Essa funcgdo € o elemento de matriz do operador de evolugdo temporal e~ M=) ¢ contém toda a informagao
fisica a respeito do sistema considerado.
Uma propriedade das exponenciais € a satisfacdo da lei de composi¢do. Sendo a funcdo de Green formada de

um “sanduiche” de exponenciais, € imediato que essa também satisfaca tal lei:
G(d,tq,t) = (¢|e” Dm0 |g)

_ /dq” <q/| e—i’H(t’ft”) |q//> <q//| efiH(t”ft) |q>
= / dq"G(q',t';q",t")G(¢" "5 q,1) (2.68)

Para ilustrar o significado fisico da fun¢do de Green vamos, recorrer ao experimento das duas fendas de Young,
figura 2.1. Considerando o aparato: onde f é a fonte emissora de particulas, a é um ponto no anteparo e by e by sdo
buracos ou fendas em um plano entre f e a. Sabemos que a amplitude de detectar a particula no ponto a é dada
por
A(detectada em a) = Z A(f = b, —a) , (2.69)
3

ou seja, pela soma das amplitudes de probabilidade de sair de f chegar a a passando por b; com by. Vamos
considerar também uma configuragdo mais complexa, figura 2.2, em que temos dois planos entre f e a. Nesse
caso, a amplitude de probabilidade é dada por:

A(detectada em a) = Z A(f = b —¢c; —a) . (2.70)

(2]
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b,

Figura 2.1: Representagdo pictérica do experimento da dupla fenda de Young.

Podemos pensar num caso limite em que temos um continuo de planos entre f e a, cada um com infinitos buracos,
figura 2.3. Essa configuracdo pode ser construida aproximando o caminho por segmentos de reta, e, depois, fazendo
esses irem a zero. Muitas vezes, esse procedimento é chamado de construgao poligonal.

Queremos expressar a amplitude de probabilidade de propagagdo de um ponto ¢ para um ponto ¢’ no intervalo
de tempo t' — ¢, ou seja, expressar a fungdo de Green, também chamada de propagador , em termos de integrais.
Para isso, vamos dividir o intervalo [t,¢'] em N segmentos infinitesimais de comprimento

= I (2.71)
Entdo, ficamos com t1, ta, ... ,t y_1 tempos intermedidrios, onde t < t; <ty < --- < ty_1 < t’. Dessa forma,
podemos escrever
<q/‘ e—iH(t/_f,) |q> — <q/‘ e—iH(t/_f,N,l)e—iH(tN,l—tN,Q) o e—i?—((tl—t) |q> (2'72)
onde
t=ty =ty . (2.73)
e
1=q ¢ =qn . (2.74)
CI
b
G
f b a
)
b,
€

Figura 2.2: Representagdo pictdrica do experimento de vérias fendas, uma extensdo do experimento de Young.

16



Figura 2.3: Representacdo pictérica do experimento de Young para infinitas fendas. Nesse caso, existem infinitos
caminhos entre a fonte f e o ponto a no aparato.

Agora podemos inserir N — 1 conjuntos completos de ¢ em (2.67):

N-1
G(d t;q,t) = /H dg; (g | e T TN gy )
=1
(qn 1| e PN mtv=2) gy o) (o] e T |g) (275)

A discussdo é muito simplificada se considerarmos Hamiltonianos da forma

p2
H(g,p) = 5—+V(g) , (2.76)

2m
Pois, ndo estando envolvidos produtos de p com g, ndo hé problemas de ordenamento associados com a falta de
comutatividade desses operadores.
Vamos usar a férmula de Baker-Campbell-Hausdorff
eAeB — A+B+5[ABI+5(A A B+ 15(B,[B,A]l+... 2.77)
que, com os termos dependentes de comutadores desprezados, equivale a desprezar termos de O (52). Assim,
ficamos com ee? ~ ¢4 e, podemos escrever

M g dn V(@) o iV () 2.78)
Com o resultado acima, podemos resolver o termo geral:
—4 _de 2 4 _i . _ e 2
(is1] e |qi) = (qi| e 2P e V@ |g;) = &7V (g7 |g,) (2.79)

. . _ de 52
Inserindo uma completeza no espaco de momentos antes e outra depois de e~ 2= |, podemos usar o produto escalar

1 )
(qlp) = N e'?d (2.80)

para calcular o elemento de matriz (2.79). E, entdo, escrevemos

—q g . _ ie 2
(gip1]e” ™ g) = eV / d’p; / &pi (g1 [D}) 0] e~ 257" |pi) (pilas)
1

i ) in’ 0 ipigs  — A€ p2
= gV / d’p; / dPpelPidit e =it o= 3TPL (1 |p,)

p? it1—9i
= 1.e_isv(q"')/clggf)ie_ie{m_pt(q+E : >] . (2.81)
2
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Substituindo essa equacao em (2.75), temos

[\N-1 N ' N-1 _ia[ﬁ_pv(qj-ﬂ—qj)]
G(q/,t/ﬂ],t) — <2> / H d3Qi e—st((h‘)/ H d3pj e 3m —Pj < (2.82)
4 i=1 j=0
Notamos que essa integral € do tipo
> —az?+br+c m % ﬁ—&-c
e G A (2.83)
o0 a
Entdo, fazendo as integracdes sobre os momentos, ficamos com
m \N-1 N1 ) N-1f1,..2
G(q’7t’;q,t) — <2 . ) / H d3qi i€ Xizo [$md? -V (a:)] ) (2.84)
TE
i=1

Obtemos o limite do continuo por fazer N — oo e mantendo N¢ fixo, ou de forma equivalente tomando ¢ — 0.
Escrevemos a IC como

G(q',t'5q,t) o / Dg et attad (2.85)
onde 1
£lg,4) = 3md* = V() (2:86)

¢ a Lagrangiana cldssica e a IC é sobre todas as fungdes de ¢(t), que obedece as condigdes de contorno de (2.74).
Prosseguindo com o desenvolvimento formal, o proximo passo € calcular as amplitudes estado fundamental -
estado fundamental na presenga de uma fonte J,

G‘](q’,t’;q,t) = (q/,t/|q,t)J x /Dq eiftt dt[L(q,4)+Tq] . (287)

Consideramos os tempos ¢y e t_ tais que ¢ >t > t_ > t. Tomamos J(t) # 0 para tempos no intervalo [t_, ¢ ]
e J(t) = 0 para todos os tempos fora desse intervalo. Usando a completeza de |¢—,t_) e |q4,t ), temos

600 = [[dar [do (o Flaest) astilast ) (0t olant) @:8)

Considerando | E,,) como autovalores de energia
H|E,) = E, |E,) (2.89)

e introduzindo a fun¢@o de onda correspondente
Un(g:t) = (g t|En) = (gl e |Ep) = 75" {q| ) (2.90)

ficamos com:

Z <q/a t/|En> <E7L|q+a t+>

n

= S e (G |B) (Bulge ts) = S wa(d )05 (ar ) | (2.91)

n

<q/7 t/|q+a t+>

(@ t-lg,t) = > (a—,t-|En)(Enlg,t)

Z et (g—st—|En) (Enlq) = Z Un(g—,t-)¢n(a,t) (2.92)
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A conexdo com a amplitude de probabilidade estado fundamental - estado fundamental € conseguida através de dois
passos. O primeiro € fazer a continuacio analitica para tempos imagindrios, isto é, fazer a transformacdo ¢ — t.
E o segundo passo é tomar o limite ¢ — —ioco e ¢ — i00. Depois desses passos, reparamos que o decaimento
exponencial em (2.91) e (2.92) assegura que apenas contribui¢des da funcdo de onda do estado fundamental 1)
sobrevivem:

,Jim (d g ty) = ,dim Yo(d',t)g (a4, t4) (2.93)
Jim (g t-g,t) = Tim 4o(g—,t-)vg(a,t) - (2.94)

Nesse caso, a fungdo de Green com fonte fica:

. GJ(qlvt/;Qa t) / / J
im — LD g [ dg_wr (gt by lgo bl ). 2.95
N NCRDTCE) q+ | dg—vo(qe,ty) (g trlq )" olq ) (2.95)

Retornando para o tempo real, com ¢t — it, temos

GJ(q/at/;Q7t) _ * J
tt;l_rig& L/JO(Q’»t’)?/JS(q,t) —/dq+/dq_w0(q+,t+) <q+vt+‘q—vt—> wO(Q—J—) : (2.96)

A expressdo do lado direito estd no intervalo onde .JJ ndo € nulo. Em geral estamos interessados no caso em que
J # 0, ndo para intervalos de tempo finito, mas para todos os tempos. Isso é conseguido tomando t; — oo e
t_ — —o0. Vamos denotar a amplitude do estado fundamental - estado fundamental por:
W[J] < lim G’/(¢,t;q,t) . (2.97)

t' — o0

t——o0
Aqui ndo faz diferenga quais valores escolhemos para ¢’ € gq. Finalmente, podemos escrever a amplitude estado
fundamental - estado fundamental como IC:

W[J] o / Dq ' /= dE(@D+Tal (2.98)

Uma quantidade relevante em TQC € o valor esperado do estado fundamental de um produto de operadores de
campo. Vamos considerar o andlogo de tal objeto na MQ, representado pelo elemento de matriz:

(¢, 1| Qu(ta)Qu(ts) ... Qultn) g, 1) (2.99)
comt, > tp > --- > t,. Onde os Q #(t)’s sdo operadores de coordenadas na formulagio de Heisenberg
(dependente do tempo) e |g, t) sdo autoestados desses operadores:

Qu(t)|a.t) = qlg,t) . (2.100)
Para escrevermos o elemento de matriz dos operadores de coordenada como IC, procedemos como que para funcao
de Green. Mas aqui, quando dividimos o elemento de matriz em intervalos de tempo iguais ¢1, to, ... , tny—_1, por
meio de inser¢des do conjunto completo [ dq |g, t) (g, t|, escolhemos os t’s dos operadores de coordenadas (¢, tp,
., ty) de tal forma que coincidam com os tempos intermediarios (1, to, ... , ty—1). Dessa forma:
N-1
(. V1Quta)Qu(ty) ... Qu(tn)lg,t) = / II @@ (@ ¥lav—1,tx-1) (av—1 tn—1lav -2, tn—2) . ..
i=1

(dat1start] Qu(ta) [asta) - - (@oi1, tort] Qu(te) lab, t) - ..
<Qn+17 tn+1| QH(tn) |Qn7 tn> CIE <6117 t1|q, t>

N-1
/H i qadp - an (¢’ V' lan-1,tN-1) (2.101)
=1

(gn—1,tn—1lan—2,tN=2) - - (Qat1, tat1|das ta) - - -
<Qb+17 tb+1|Qb7 tb> s <qn+17 tn+1|Qna tn) s <QI7 t1|Q7 t> 7(2102)
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lembrando que ¢, > t; > --- > t,,. Para Hamiltonianos da forma (2.76), o termo geral {g; 1, ti+1|g:, t;) é dado
por (2.81). Assim, ficamos com o seguinte elemento de matriz:

) R X m \N/2 N1 eSS N[, 2 o
<q,7 t/‘ QH(ta)QH(tb) e QH(tn) |Qa t> = (27”.5> / H d3qi qaQp ---Qn € €Xizo [5 a; V(q”)} . (2.103)
=1

Tomando o limite do continuo N — oo com Ne¢ fixo, obtemos a seguinte IC:
(@t Qu(ta)Qu(to) ... Qu(tn) |g,t) o / Dq qagy .- - gn € V0 PE@D (2.104)

Masse t, <t < --- < t,, entdo, teremos como resultado:

(@ ¥ Qutn) ... Qu(ty)Qu(ts) |g,t) o / Dq quy - - - g € WE@D (2.105)

Podemos sintetizar (2.104) e (2.105) utilizando o operador de ordenamento temporal, definido como:

. R B QH(ta)QH(tb) para t, >ty
T(QH(ta)QH(tb)) —{ Onlt)On(ts) para fy =1, (2.106)

Finalmente, podemos escrever

<q’,t’|T(QH@a)QH(tb).-.QH(tn)) g, t) o / Dq qugy - - - qn €0 @D (2.107)

Para fazer conex@o com o valor esperado do estado fundamental do produto de operadores ordenados temporal-
mente, introduzimos ¢4 e t_ sendo t’ > ¢4 > t_ > t. E como antes, usando a completeza de |q,t1) e [g—,t_),
escrevemos

@17 (Qult)Qut) - Quit) la.t) = [ daw [da (q' ¥lasts)

(@4 T (Qur(t)Qua (1) . Qur(t)) la—t-)
(g t-lg,t) (2.108)

Introduzindo os autoestados de energia e procedendo da mesma forma como que de (2.88) a (2.103), teremos

T (Qu(ta)Qu(t) - Qulta) ) la,) *
t,lgnoo Do @ V(D) = /d%/d(J—%(%,H)

(@41 T (Qur(t)Qut (1) - Qu(t) ) la-t-)
¢0(Q—a t—)
= (Bl T (Qu(ta)Qu(t) - Quu(ta) ) |Eo)  2.109)

onde (Ey|T (Q H(t)Qu(ty)...Q H(tn)) |Ep) denota o valor esperado no estado fundamental do produto de
operadores ordenados temporalmente. Combinando (2.106) com (2.108), temos

(Eo| T (QH(ta)QH(tb) S QH(tn)) | Eo) o /Dq Go(ta) o (1) - - - qu(tn)el /25 ¢ £(00) (2.110)
Podemos fazer a conexdo dessa equag@o com a amplitude estado fundamental - estado fundamental. Para isso,
consideramos a derivada funcional de W[.J] com respeito a J(ts), J(tp), ..., J(tn):
0" W[ J]

)" | Dq qa(ta)ap(ts) . .. gn(ty)et ) s 4 L@
6J(ta)0J (ty) ... 0.0 () oo o< (1) / q qata)a(ty) - qn(tn)e

= (i)"<Eo|T(QH(ta)QH(tb)-.-QH(tn)) |Eo) . (2.111)
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Isso significa que se conhecermos a amplitude estado fundamental-estado fundamental, entdo, poderemos também
conhecer os valores esperados do produto de operadores ordenados temporalmente. Por essa razdo, chamamos
W [J] de gerador funcional.

2.2.2 1ICna TQC Escalar

Consideramos uma TQC escalar relativistica em que temos operadores de campos ¢(Z,t), na formulagdo de
Heisemberg. Definimos os autoestados ¢ (Z) desse operador por

P, 1) [p(D), 1) = o (Z) (D), 1) (2.112)

onde |p(Z), t) sdo os autoestados de ¢(Z, t). Todas as contas e resultados encontrados no contexto da MQ podem
ser diretamente estendidas para TQC escalar. Assim, vamos simplesmente escrever os principais resultados em
analogia a secdo anterior.

Nesse sentido, a generalizag@o de (2.85) para a TQC é

(0 (&), |o(F /D<p il ] dac (2.113)

A IC é sobre todas as fungdes ¢(Z, t), satisfazendo as condigdes de contorno
p(,t') = ¢'(2) o(Z,t) = (7). (2.114)
Quando consideramos o termo de fonte externa, podemos discutir a amplitude de transicdo do estado funda-
mental em um tempo —oo para o estado fundamental em um tempo +-oo. No caso da TQC, vamos nos referir a
estados fundamentais como estados do vacuo, pois particulas podem ser criadas e aniquiladas e esperamos que o

estado de menor energia da teoria ndo contenha particulas. Denotamos a amplitude vacuo-a-vacuo na presenga de
fonte como W.J]. Em analogia a (2.98), assumimos

x /D(p % dt [ d>T[L(p)+T (1)) (2.115)
ea(2.111) escrevemos
5J($a)5j($b) o 5J(.Tn) oo - (Z) g (xaaxbv . 71'n)

/Dwso 2a) @ () . .. ¢ ()€ I oo A FFL()
= (@™ OIT (¢ (za)¢' (@) - ¢'(@a)) [0) (2.116)

onde © = (g, ¥), com g = t e |0) denota os estados do vdcuo. Vamos no referir a valores esperados do vicuo do
produto cronolégico de n operadores de campo como uma fun¢do de Green de n particulas, usando a notacdo:

9 (g, 2p, .. 2n) = (0] T (¢ ()¢ (z3) ... ¢ (2)) |0) . (2.117)

Assim, finalmente, escrevemos:

5" W]

6J($a)6j($b)6j($n) *(7’) g (Ia7l’b7...,1‘n) . (2.118)

J(x)=0
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Gerador Funcional da Teoria Livre

Consideramos o Lagrangiano de Klein-Gordon, que € o Lagrangiano para teoria de campo escalar real livre:

L= % (Oup(2)0"p(z) — m*p*(z)) . (2.119)
A equacido de Euler-Lagrange,
gi— “ng)zo , (2.120)
para essa teoria resulta na equacao de Klein-Gordon:
(O+m?) p(z)=0, (2.121)

onde [0 = 0,,0*. Para contornarmos as ambigiiidades no calculo do gerador funcional vamos seguir o procedi-
mento: primeiro fazemos a continuagéo para o espago Euclidiano, calculamos o gerador funcional Wg[.J] nesse
espaco e depois fazemos a continuagio de volta para o espago de Minkowski, obtendo por fim W[.J]. Utilizando a
transformacao:

r? =af — |7]* - —|7]* — 2} = — (|7° +2]) = —i* , (2.122)

podemos realizar a continuagio analitica do Lagrangeano:

L= % (Oup(@)d"p(z) —m*e*(w)) = % (Bop(@)dop(x) — Dip()d'p(w) — m*p?(x))
[ o — *Z..'ﬂ4
Lp= % (0ip(£)ip(E) + Dap(F)Oap(E) + m** (7)) = % (Dup(#)0p (&) + m20*(#)) (2.123)

onde avﬂapé,ﬁp = Oopdop + 0;p0;p comi =1,2,3 e & = (x1, 22, 3, 24). Chamamos a aten¢io para o fato que a
mudanca do espaco implica na mudanca da métrica. A métrica g** do espaco de Minkowski (M%) é definida por

z-y= gty = 2% — 2ty — 2%y — 233 (2.124)
enquanto que, a do espaco Euclideano (R*) é §+V:
I =0maty” = ity + 227 + 2393 + gt . (2.125)
Assim, as componentes covariantes e contravariantes do vetor Euclideano sio identicas:
T, =" . (2.126)
Agora, podemos escrever o gerador funcional Euclideano como:

’"L2

WglJ] = N/D(p el (50, 00up+ -0+ 0) (2.127)

O primeiro termo da exponencial pode ser escrito como
/d4a': 5,@(%4,0: /d4i 6u (gp éu@) —/d% @3H5M<p . (2.128)

Podemos converter a primeira integral do lado direito em uma integral de superficie, usando a versao 4-dimensional
do teorema de Gauss. Esse termo de superficie vai a zero se ¢ — 0 no infinito. Ficamos com

/ d*# 0,00, = — / d*t 90,0, = / d*E Oy | (2.129)
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que substituida em (2.127) resulta em

WglJ] = N / Dy f ' T a'5(beBet et ay) (2.130)
Definindo
. o 0
A ! 5 = 2 S
(', &) (8 8“+m>5(x Z)
= (p*+m?)d( : (2.131)

podemos escrever (2.130) como

WplJ] = N / Dy e~/ '3[ d'5 @A @)p@)+] d's J@e(a@) (2.132)
Essa integral tem solug@o:
WE[J] _ e%f (i437:/fd456 J(@ AT (& %) J (&) ) (2133)
Denotando o propagador de Feynman Euclidiano para o campo escalar como
AE(E —5)= AN, %), (2.134)
podemos reescrever (2.133) como
WiglJ] = es [T [d's J(E)AR(E -8)J (%) (2.135)

A inversa A~! é conseguida com a transformada de Fourier. Para tanto, consideramos a representagio da funcéo §
de Dirac

- - d'p ip(&' —
' — )= / (2771)?4 P =) (2.136)
Substituindo (2.136) em (2.131), ficamos com
. d4f) (2 —3) [«
A@,2) :/ gyt O ) (2.137)
Sua inversa (2.134) é dada por
d*p 1
AE S — G )
-0 = [ e G
d*D s X B

Estando completo o cdlculo de Wg[J], vamos fazer a continuagdo de volta para o espago de Minkowski. Sabendo
que

=2 2
: p — D
e 4y —  —idp
ba R A
podemos escrever o propagador de Feynman como:
>, X, . . d4p ip(z' —x 1
AEGF — &) — iAp(a — 2) Ez/ @y p( )meQ , (2.139)
sendo e = AF( ), e finalmente
W] = e 3/ 2o [d'e J@Ar'~a)I@) (2.140)
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Podemos também, expandir o gerador funcional em série de poténcias:

WJ] { %/d“x’/d% J(z")Ap (2" — x)J ()
21< 2) [/d4 ’/d4x J(a)Ap(x —oc)J(%)}2
31< ;) [ d4x’/d4x J(ac’)AF(ﬂc’—x)J(ﬂc)}3
} (2.141)

Funcdes de Green da Teoria Livre

Tendo calculado o gerador funcional para teoria livre (2.140), podemos calcular a fun¢do de Green correspon-
dentes, fazendo as derivadas funcionais como em (2.116). Assim,

1 6W[J]
(1) - =
g (1) = -
i 0J(x1) ()0
N 4
= -3 d*z Ap(zq —x)J(2)W[J] =0. (2.142)
J(x)=0
1 S2W[J]
(2) - - vV
g\ (x1, 22) (1)2 6. (x1)6.J (2) Sy

N
= EiAF(xl — 372) . (2143)

SRS § SWLJ]
9" (w1, 22, 23) ()% 07 (@1)87 (22)8 (23) ||
= %{ %AF($1 —acg)/d4ﬂc Ap(xg —x)J ()W [J]

+AR(zs — 2) / d'e Ap(zs — 2)J(@)WIAR (s — o3) / Ao Ap(zy — 2)J(2)W]J]

5 [t Artn —0)J@) [ats Ap(ea =)@ [ de Artes—2)I@W(I]}

J(z)=0
(2.144)
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-

SW ]
)3 57 (21)0 (22)8.0 (23)8 (24)

9(4)(33175527153,564) =

—~

J(x)=0

| =

{ — AF(IEQ - $3)AF(x1 - :E4)W[J]

(1‘2 - Il)AF(zg - ZL'4)W[J] (2145)
(1‘3 — JJ1)AF($2 — Z‘4)W[J]

I
B> b
S

+(Termos que véo a zero quando J(z) = 0)}

J(z)=0
N
= _?{AF(Il — $2)AF($3 — $4) =+ AF($1 — 1‘3)AF(JJ2 — 334)
FAp(z1 — 20)Ap(zs — zg)} . (2.146)

Continuando esses calculos para ordens mais altas, fica claro que se 7 for impar a fungdo ¢(™) = 0. Se n for par,

g™ pode ser escrita como a soma de produtos de funcdes de 2-pontos, g(2):
g™ (21, 29,...,2,) = 0, n par
9" (@1, 29, .. xn) = ¢P(x1,22) ... 9P (2n_1,2,) , n impar . (2.147)

Esse importante resultado é conhecido como Teorema de Wick. Dessa forma, podemos escrever a série (2.141)
como:

WlJ] = Z(;—)"L/Hdzlxi 9 (w1, o, wy) T ()T () . T () (2.148)
n=0 i=1

Gerador Funcional da Teoria com Interacao

Antes de tratarmos a teoria com interacio Ap*, vamos obter a forma do gerador funcional para uma teoria de
campo escalar com uma interagdo qualquer. Para tanto, consideramos o Lagrangiano que pode ser dividido em
duas partes:

L=Lo+ Lo (2.149)
onde . )
Lo = 3 O — §m2g02 (2.150)

e Lin: € a parte que contém a interagéio. Nesse caso, podemos escrever o gerador funcional (2.115) como

WJ] / Dy ¢t dlLo(@)+Lint(0)+(@)p(@)]

= /D(p el d'e [Lo(p)+J(2)p(2)] i [ d'z Line(e) (2.151)
O dltimo termo exponencial pode ser expandido, resultando em
WwiJ = / Dy o s @+ @e@lf 4 g / iz Loy ()
(i)2 4,/ 4 !
o [ di [ d' L@ Lamilo@)] + - | - (2.152)
Notando que

0 if d*s/[Lo(e) 4T (ayo(a’)]

= i [ d*a’[Lo(p)+T (2" ()]
57 (0) ip(x)e

, (2.153)
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podemos escrever

/d4$£, L) ) e ' 1Lo(e)+ I ea] — /d4x£4 (L0 ) it e +I@e 6] (2154
in mt\ 7 57(2)

Observamos que o operador L;,; ( %%) ¢ independente de ¢(x), e portanto, pode ser passado para fora da
integral funcional em (2.152). Entdo, temos

W = et 4 Lo sten) ] (2.155)

onde

WolJ] = / Dy et 44/ [Ea(@)+I@ o)) (2.156)

No caso da teoria Ap* em que o Lagrangiano de interagfio é dado por

A
Lint = _1@4 (2.157)

obtemos o gerador funcional por substituir (2.157) em (2.155):

W] = ev;fdf*ac [—%(%%)ﬂwo[ﬂ
- N 6 ,
_ WO[J]—I/d v SO0 (2.158)

Utilizando o gerador funcional livre Wy[.J] como em (2.141), vamos calcular o termo de primeira ordem em A:

(1@>4W0[J] = {— 3[AF(0)]? + 6iA R (0) U d'a’ Ap(z" —a')J(a') 2

n [ [t v x')J(az')} 4 bwolg) (2.159)

Funcoes de Green da Teoria com Interacio

De posse do gerador funcional da teoria com interag@o (2.158), podemos calcular as fungdes de Green da teoria
Ap?. Nesse caso:

16W(J]

9V(@) = i 6J(x1)

J(x)=0
1OW[J)
n 7 5J($1)

—0 . (2.160)
J(z)=0

J(xz)=0
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. 1 W J]
g()(ajl,xg) = Wm

- _{Wom
J(2)=0 0J(x1)0J (z2)

J(z)=0
iA 4, 1 & 2
-2 [ dt m{ — 3[AR(0)] 2.161)
+6iA(0) { / B’ Ap(a — x’)J(x')}
4
[ / B’ Ap(a — x’)J(x')} Yol + O(/\Q)}
J(z)=0
= —{ — iAp(z1 — 22) — %/d4x"6iAF(0)2AF(x” — 22)Ap (2" — z1)Wo[J]
+... +0(\?)
J(x)=0

= +iAF<$1 - .’172) — gAF(O)4.’L'IIAF($// — $2)AF($// — $1) + O()\Q)

g(()z) (v1 —x2) — %AF(O)/d‘lx”AF(m” —20)Ap(2” —21) + O(N\?) . (2.162)

Através de calculos similares, chegamos em:

Gy 29,2 :i 53W[J]
g ( 1,22, 3) (2)3 5J($1>6J($2)§J(l’3) J

=0 (2.163)

)=

@ o 1 SAWI[J)
97 (w1, w2, T3, T4) (1)4 8 J(21)0J (22)0J (23)0J (24)

J(z)=0

= 984)(371,56273337334) - ;{
géz)(atl — xg)AF(O)/d4$//AF(.Z'// — x4)Ap (2" — x3)
+9 (25 — 24)Ap (0) / 42" Ap(a” — 2)Ap(” — 1)
+g(()2)(ac1 —23)Ar(0) /d4x”AF(m” —24)Ap(z” — x2)

+g(()2)(:172 — x4)Ar(0) /d4x”AF(x" —23)Ap(z” — x1)
+g(()2)(:172 — x3)Ar(0) /d4x”AF(x" —24)Ap(z” — 1:1)}

fi)\/d4x”AF(x” —24)Ap(2" — 23)Ap(2" — 22)Ap(2” — x1)
A2

+O(N?) . (2.164)

onde 964) (1,22, x3,24) é a fungdo de Green para o campo livre dado por (2.146).

O gerador funcional (2.141), também pode ser passado para o espaco de momento utilizando uma transformada
de Fourier do propagador de Feynman, (2.139). Escrito dessa forma, podemos representar o gerador funcional
diagramaticamente. Dessa representacdo pictdrica, podemos definir as chamadas regras de Feynman no espaco
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do momento. O mesmo pode ser feito para teoria com interacdo. Por exemplo, no caso da teoria A\p*, o gerador
funcional (2.158) pode ser representado diagramaticamente no espaco do momento. Portanto, podemos derivar
novas regras de Feynman para essa teoria. Dessa forma, cada teoria tem regras e grificos de Feynman especificos.

Griéficos de Feynman sdo extremamente uteis para cdlculos em teoria de perturbacdo. Pois € relativamente
facil descobrir quais s@o os graficos correspondentes a cada ordem em teoria de perturbagdo que devem ser cal-
culados. Nesta dissertacdo ndo vamos nos dedicar a calculos perturbativos, por isso ndo vamos derivar as regras
de Feynman para teorias livre ou interagentes Muitos livros derivam as regras de Feynman através do formalismo
canoénico, tais como [31, 32, 33, 34]. Outros derivam do formalismo funcional, utilizado nessa dissertacdo, tais
como [35, 36, 37]. Existem dois tipos de diagramas. O primeiro, sdo graficos que ndo podem ser desmembra-
dos em sub-graficos. Ou seja, ndo podem ser desconectados por um tnico corte de uma linha interna. Esses sao
chamados de grificos conectados. O segundo tipo pode ser desmembrado e é conhecido como ndo-conectados.
Podemos associar a cada um desses tipos fung¢des de Green conectadas e ndo-conectadas, respectivamente. Vamos
continuar o desenvolvimento teérico, definindo mais alguns objetos que serdo usados nos calculos apresentados
nessa dissertacao.

Gerador Funcional para as Funcoes de Green Conectadas

Prosseguimos definindo o gerador funcional para as fun¢des de Green conectadas X [J] como:

. 1
W[J] = X ou X[J)=<mWlJ] . (2.165)
As funcdes de Green conectadas G (z1, x, . . ., 2, ) sdo definidas através da expansio funcional
= 0" [T
X[J] = Zl o /H da; G (21,0, x0T (21) T (22) .. T (20) - (2.166)
n= =1

Assim, em analogia com (2.118), escrevemos

0" X[J] ~Nn—1(n)
= (3)" n . 2.1
57 (21)0 0 (x2) ... 0 (2n) O G @1, w2, ) (2.167)
J(z)=0
No caso da teoria livre, em que (2.140), teremos
1
X[ = / ! / & () Ap(a — 2)J(x) . (2.168)

A tnica fungdo de Green conectada ndo nula é G(?), equacio (2.143):
G(Q) (.’L‘l, 332) = iAF(xl — .1'2) = g(2) (331, .1‘2) .
J4 no caso da teoria com interacdo hd mais fungdes de Green nio nulas além da fun¢do de dois pontos [32].

Acao Efetiva

Definindo o chamado campo cldssico como:

SX|[J]
a(z) = 2.169
ea(®) = 57y (2-169)
A agéo efetiva I'[¢] é definida como a transformada de Legendre de X [J]:
Clpa] = X[J] - / d*z J(x)pea - (2.170)

28



Podemos obter uma derivada funcional de I'[p.;] com respeito a @

6L [pai 6X[J] /d4 6J(x)
_ _J 2.171
5‘)00[ 5<Pcl 54)001 el (x) (x) ( )
= / d*z 5‘] / d*zéJ (x / dz 5‘] walx) — J(x) (2.172)
_ (2.173)

No caso da teoria livre, obtemos @ (x) de (2.168). Assim,
alx) = —/d4x’AF(x —a")J(') . (2.174)

onde Ap(x — ') é a fungdo de Green para o operador ((J + m?). Isso pode ser observado da equagio (2.139), de
onde podemos deduzir
(O+mH)Ap(z —2') = —6(x —2') . (2.175)

Utilizando (2.175) podemos escrever
(O4+m?) e = J(z) . (2.176)

Essa é a equacdo de campo cléssico ou de Klein-Gordon na presenca de uma fonte J. Por essa razdo, nos referimos
a ¢ como campo classico. A agdo efetiva pode ser calculada explicitamente para o campo livre

1
Dl = = [ d'opu(@)@,0" +m*)pa(a)
1
= §/d4m(au@cl8H@cl _m2<p§l) .

Em geral, podemos fazer a expansao funcional

Tlpel] Z " /Hd‘*x P (21,2, 20)pet(1) et (w2) - et () (2.177)

n=1

onde os coeficientes da expansio I'") sio chamados de fungio de Green one-particle-irreducible (1PI). O nome
vem do fato dos graficos de Feynman envolvidos no cdlculo de T'™ serem todos conectados e nio poderem ser
desconectados por um corte de uma dnica linha interna [36].

Potencial Efetivo

A acdo efetiva também pode ser expandida em poténcias do momento. Nesse caso, temos

A(pe
Llpei] /d4 ( Ver(@er) + ((g l)amﬁcla“%z +) ) (2.178)

onde os coeficientes da expansio sdo fungdes de ¢.;. V. f(cpcl) ¢ o chamado potencial efetivo.
O potencial efetivo € uma fungao, tal que sua minimizagdo resulta no valor exato do campo classico. Essa

funcdo concorda com a energia potencial cldssica para baixas ordens em teoria de perturbacao, mas € modificada

para ordens mais altas através de correcdes quanticas. Utilizando (2.177) em (2.173), temos
dV,
2lef (2.179)
d‘)ocl

Em particular, se o conjunto dos termos de fonte forem zero, ¢.; tem o significado de valor esperado do vacuo ,
logo
dVey _

2.180
dgpcl ( )

29



O minimo absoluto do potencial efetivo € o estado fundamental ou vacuo do campo ;.
No caso da teoria livre, equagdo (2.176), podemos identificar o potencial efetivo como

2
m
Ver(pa) = 5% - (2.181)

Nesse caso, a minimizacdo do potencial efetivo mostra que o valor esperado do vicuo do operador de campo é
zero. Em teorias com interacdo, em geral, esse valor esperado do vdcuo € ndo nulo. Também é titil a expansdo
do potencial efetivo em termos da funcio de Green. Isso é obtido usando a inversa de I'("), conseguida com a
transformada de Fourier para o espago de momentos:

T (p1, 2, pn)3(p1, D2y - - Pn) = / [[ d*zi errmrtpmatobnon PO gy s ip) o (2182)
=1

Utilizando essa equacdo em (2.177), temos

o0 \n
Z ~
Vipa) =— %ﬂ")(o,o,...,ow:}l . (2.183)
n=1 '

2.2.3 Renormalizacao

A teoria de campo livre pode ser resolvida analiticamente. Ou seja, todas as func¢des de Green dessa teoria podem
ser calculadas de forma fechada. Isso ndo ocorre em uma teoria com interagcdo. Por exemplo, no caso considerado
acima, em que incluimos um termo Ap* no Lagrangiano do campo livre, o melhor que podemos fazer é uma analise
perturbativa na constante de acoplamento A. Porém, os termos na série perturbativa envolvem integrais divergentes
sobre as coordenadas de momento. Dessa forma, a previsdo para as quantidades fisicas sdo nimeros infinitos,
solucdes inaceitdveis do ponto de vista da fisica. Ndo é s6 na teoria A¢? que nos deparamos com essas solugdes.
Em muitas TQC’s interagentes notamos essas divergéncias. Felizmente, existem vdarios esquemas para “domar”
essas divergéncias, procedimento conhecido como regularizacdo da TQC. Um dos esquemas mais populares e
simples é o chamado sharp cut-off. Nesse, impomos um cut-off em algum valor finito A nas integrais de momento.
Dessa forma, as quantidades fisicas se tornam dependentes desse cut-off. Esse método é bastante simples, mas
ndo € invariante de Lorentz, requerimento indispensavel para teorias relativisticas. Porém, podemos citar dois
esquemas que satisfazem tal condicao: regularizacio de Pauli-Villars e a regulariza¢do dimensional. Porém, nesta
dissertagdo vamos usar um outro esquema de remocdo das divergéncias, a formulacio da teoria na rede discreta.
Essa é completamente equivalente a impor um cut-off nas integrais de momento. A constante a, usada como
espacamento da rede, € relacionada com a constante de corte A através de

1
~— . 2.184
a~ (2.184)

O procedimento de regularizacdo consiste em fazer a constante de acoplamento e a massa dependentes da constante
do cut-off. Depois, requeremos que na funcio de Green, a dependéncia do cut-off desapareca. Em algumas teorias
¢ possivel fazer o cut-off independente ajustando apenas a massa (1m), constante de acoplamento (A) e o campo ().
Nesse caso, chamamos a teoria de renormalizdvel. Porém, em muitas teorias esse procedimento ndo € possivel,
sendo essas referidas como ndo-renormalizaveis. No processo de remocio do cut-off, as constantes da teoria que
aparecem na Lagrangiana sdo chamadas de constantes nuas. O procedimento da regularizacdo deixa algumas
arbitrariedades nos valores dos campos, constante de acoplamento e massa. Essas arbitrariedades sdo eliminadas
usando dados experimentais para fixar o valor de tais quantidades.

Em resumo, o objetivo do procedimento de renormalizacio € achar a constante de acoplamento nua e massa
nua, de tal forma que a massa fisica (renormalizdvel) e constante de acoplamento renormalizdvel sejam indepen-
dentes do cut-off, lembrando que diferentes esquemas de regulariza¢do levam a mesma fisica. E, ainda, necessi-
tamos de dados experimentais para fixar os pardmetros da teoria. Em geral, requeremos de todas as teorias que
descrevam a natureza fisica que sejam teorias renormalizdveis. Essa condi¢dao é muito restritiva. Por exemplo, o
potencial ¢* tem essa propriedade, mas se o trocarmos por %, destruimos a renormalisabilidade da teoria.
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2.3 Teoria Quantica de Campos na Rede

2.3.1 Teoria Quantica de Campos Euclidiana

A formulacdo da TQC na rede tem como principal objetivo viabilizar calculos numéricos. Com isso, podemos
calcular observaveis ou, pelo menos, quantidades que nos permitam estudar o comportamento da teoria em questao.
Essa formulag@o na rede conta primeiramente com a formulagdo da TQC no espaco Euclidiano.

Todo o formalismo construido no espago de Minkowski pode ser construido no espago Euclidiano. Para isso,
consideramos

[p(), m4) = "% (&) (2.185)

em vez de (2.66). Todas as equagdes que deduzimos e definimos sdo conseguidas seguindo 0os mesmos passos que
na subsecdes 2.2.1 e 2.2.2. Mas, obviamente, dessa vez nao teremos problemas no calculo do gerador funcional da
teoria livre (2.121).

Também € possivel chegar a formulagc@o Euclideana através da formulag@o do espaco de Minkowski, construida
na subsecdo 2.2.2. Isso é conseguido, usando precisamente o método para contornar o problema referido no
paragrafo anterior. Esse método da continuacdo analitica do tempo para valores puramente imaginarios nada mais
é que realizar a transformacio ':

To — —iTs | (2.186)

onde xy € o tempo real, enquanto x4 € o tempo puramente imagindario, também chamado de tempo Euclideano.
A idéia é usar (2.186) em todos resultados da subsecdo 2.2.2. Vamos aqui, mostrar os resultados da continuagio
analitica dos principais resultados da subsecdo 2.2.2.

Ja calculamos o gerador funcional Euclideano da teoria livre como (2.135):
ZolJ] = o3 [d'a [ d'z J(&)AR(E —i)J (&) ’ (2.187)

onde AE(%' — 7) é dado por (2.134) e trocamos a nomenclatura Wy por Z. Outra vez & = (1,2, ¥3,74). Em
analogia a (2.118), as funcdes de Green Euclideanas da teoria livre sdo calculadas através de

" Zo[J]

=G (F0, Ty T 2.188
570 (@) - )|, G (&0 By o) (2.188)

onde G denota a fungio de Green Euclideana.
No caso da teoria interagente ainda vale a equacdo (2.149). Mas dessa vez Ly = Lg, equacdo (2.123). Nesse
caso, podemos escrever o gerador funcional Euclideano da teoria com intera¢cdo como

Z[J] — e% j d*z' j d*i .](i,)Ag(ilfi)J(ii) . (2189)

Também vamos usar (2.188) para calcular as Fun¢des de Green Euclideanas da teoria com interagdo, mas tro-
cando Z; por Z. Para finalizar a formula¢do Euclideana, definimos o gerador funcional para fungdes de Green
Euclideanas conectadas:

FlJl=mZ[J] , (2.190)

e as funcdes de Green Euclideanas conectadas, G.:

5" FJ]
5T (Z)8T () - - 0T (3n)

= ggn)(i'aajbv"'vi'n) . (2191)
J(&)=0

!Essa transformacio também é conhecida como rotagio de Wick.
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2.3.2 Discretizacao do Espaco Euclidiano

Para alcangarmos a formulacio na rede precisamos ainda, discretizar o espaco-tempo Euclideano (R%). Fazemos
isso, por introduzir uma rede hipercubica X, tal que

N =aZ = {ii = (n1,n2,...,n4) € Z} , (2.192)

onde a é o parAmetro de rede, como jd mencionamos. O campo escalar ¢(71) é definido por pontos 7 € X. Sendo
essa, uma forma natural de regularizar a teoria em questdo. O préximo passo € discretizar o Lagrangeano da teoria.
Para isso, devemos introduzir a operac¢do da diferenca finita. Essa operagcdo € o andlogo discreto da operacgdo de
derivada. Definimos a diferenca finita progressiva, como:

5 (2.193)
onde /i € o vetor unitario que indica a direcdio 1. Com essa defini¢do, podemos realizar as seguintes transformagdes:
i—n e Oup(F) — dup(n) (2.194)

a fim de escrevermos o Lagrangiano do campo livre na rede d-dimensional:

1 o(f+ap) —p@)]* m? .
0 _ - 2
Locde = 5 3:1 { . } + 5 P (n) . (2.195)

Em geral, trabalharemos também com a acdo discreta. Nesse caso, além das transformacdes (2.194), devemos usar

a versao discreta da integral:
/ A — ) a’ . (2.196)

Por fim, podemos escrever a a¢do da teoria livre na rede:

S0 N gl L[l ap) — @] m? 2197
rede_zﬁ:a 5/; a +7§0 (n) . ( )
Da mesma forma, podemos escrever a Lagrangeana da teoria Ap* na rede:
rede = 5 5 n - n), .
T a 2 7 g
bem como sua acao:
d ~ ~ ~\72 2
Lh [l ap) — (@] m? 5 A,
d 2 4
rede — 5 - — . 2.199
Sre Z{QZ[ g + ) + D) 2199
Podemos, também, escrever a acdo como
1 & m? A
Srede = Enj a’t 5 ; [2¢%(R) — (R + a)*(0)] + -¢*(7) + 0" () ¢ (2:200)
onde utilizamos condi¢des periddicas de contorno, de tal forma que Y . ¢?(ii + afl) = .. p*(7). Assim,
podemos escrever a acdo como:
d 1 ¢ m*. Ay
Srede = Zﬁja ) ; i+ ap)e(i) + (1+ —)e(1) + 50* () ¢ - (2.201)
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2.4 Conexao entre Mecanica Estatistica e Teoria Quantica de Campos

Vamos fechar este capitulo revisando a conexdo formal existente entre a ME e a TQC Euclidiana [32]. Essa
analogia estabelecida entre duas diferentes teorias tem sido benéfica a ambas. Nesse sentido, a TQC tem feito
profundas previsdes a respeito do comportamento de sistemas mecanico estatisticos por meio de propriedades dos
diagramas de Feynmam. Por outro lado, muitos conceitos e métodos desenvolvidos no ambito da ME, tem sido
aplicado com sucesso a TQC. Esta dissertacdo explora essa idéia, a medida que, formulamos a TQC de maneira
que possamos aplicar métodos computacionais originalmente desenvolvidos para simular sistemas estudados pela
ME. Portanto, observamos que, o gerador funcional Euclideano, escrito como

Z[J] = / Dy e~ Se=[d'2Je) (2.202)

tem a mesma estrutura formal do somatério sobre as possiveis configuracdes da fungdo de particdo (2.1), com a
fonte .J desempenhando o papel de um campo externo na ME. e~ corresponde ao fator de Boltzmann e a acio S
corresponde a GH. Assim, o uso da letra Z para o gerador funcional Euclideano foi proposital. O préprio método
de calcular as fungdes de Green a partir de Z ¢ uma mimica do artificio usado em ME para calcular as funcdes
de correlacdo com respeito a varidveis termodinamicas. Por exemplo, em uma teoria de campo escalar, o valor
esperado do véacuo é o andlogo da magnetizagdo em um magneto.

A formulacdo da TQC na rede, que trabalha com um espago-tempo discreto e finito, reduz os graus de liberdade
da TQC no espago tempo de Minkovisk (com, em principio, infinitos graus de liberdade) a um niimero finito. Dessa
forma convertemos todas as integrais da teoria em somatdrios, condicao indispensavel para realizag¢do de calculos
numéricos. Com essa formulacdo, portanto, poderemos realizar simulagdes computacionais com o método de
Monte Carlo, que € o assunto do préximo capitulo.
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Capitulo 3

O Método de Monte Carlo

Toda técnica numérica em que a geracdo de nimeros aleatérios desempenhe um papel fundamental ¢ denominado
de método de Monte Carlo (MC). Diferentes fendmenos fisicos podem ser explorados usando esse método, inclu-
sive problemas que sao naturalmente discretizados, como, por exemplo, o movimento de d&tomos individuais, que
pode ser analisado diretamente, bem como o movimento de particulas coléides em um fluido e o movimento Brow-
niano. Esses sistemas sdo bem adaptados para simulagcdes de MC, que faz uso de niimeros aleatérios para realizar
um passeio aleatério. O movimento de um fluido também pode ser estudado com essa técnica, mas, para isso,
devemos discretizar o fluido em blocos. Esses blocos serdo como particulas individuais maiores que as moléculas
individuais da substincia. Propriedades no equilibrio de sistemas de particulas interagentes como modelos para
materiais magnéticos, ligas metalicas, superficies absorventes, polimeros, fluidos simples e complexos, entre out-
ros, tém sido exaustivamente estudadas com esse método. Antes de discutirmos o método como ferramenta para
estudar sistemas cldssicos de muitas particulas, vamos usi-lo para calcular integrais em altas dimensdes.

3.1 Integracao por MC

Uma das aplicacdes mais simples e efetivas do método de MC sdo a resolugdo de integrais definidas intrataveis
analiticamente. Vamos discutir dois métodos: da aceitagdo-rejeicdo e o da média com amostragem simples e
com amostragem por importancia. Por simplicidade vamos descrever esses métodos na resolucio de integrais
unidimensionais

b
1= [ dsf(o) | @D

sendo imediata a generalizacio para integrais multidimensionais.

3.1.1 Meétodo da Aceitacao-Rejeicao

Esse € o método mais simples e direto de calcular uma integral com MC. Ele consiste em definir uma caixa que
deve ter uma base entre os limites de integragdo a e b e uma altura entre y; e yo, com (y2 — y1) > f(x), a ser
definida. Em seguida sorteamos os nimeros aleatérios z; e y; N vezes, com distribuicao uniforme entre

a<z;<b Y1 <y <o, (3.2)

dessa forma, estamos na verdade sorteando pontos uniformemente na caixa. O préximo passo ¢ contar o nimero
de pontos, Ny, que caem abaixo de f(x) para cada valor de . Uma estimativa para integral é dada pela fragdo de
pontos que caem abaixo da curva vezes a drea da caixa:

1
N

(b—a) (y2—v1) - (3.3)

Essa estimativa se torna muito precisa quando N — oo.
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3.1.2 Método da Média

Esse método é mais eficiente que o anterior e consiste de uma aplicacdo do Teorema do Valor Médio para Integrais.
Tal teorema diz que se f(x) for continua sobre [a, b], entdo existe um niimero ¢, com a < ¢ < b, tal que

b
/ def () = (b— a) f(c). (3.4)

O intervalo [a, b] pode ser subdividido em N subintervalos de tamanhos iguais. Dessa forma, podemos escrever a
integral (3.1) como

I'=(b—a) {f(z)) (3.5)
onde
1 N
(f@) = 5 2 F(@i) - (3.6)

Esse método consiste em gerar um conjunto de niimeros aleatérios, x1, T2, ..., v, uniformemente distribuidos no

intervalo de interesse, [a,b]. Avaliar o valor da funcéo a ser integrada em cada um desses pontos e finalmente

calcular a média desses valores obtidos. Dessa forma, obtemos uma aproximacdo da integral definida e uma

estimativa para o erro é

(f(2)?) - (f(2))”
N

erro = (b — a) 3.7)

onde

(f(@)) =+ Z Fx)? . (3.8)

As duas técnicas discutidas até aqui sdo exemplos de MC com amostragem simples. Vemos claramente que a
segunda necessita gerar menos nimeros aleatérios que a primeira e € ai que estd o ganho de performance. Agora,
vamos ver uma implementacdo ainda mais eficiente do dltimo método, o método da média com amostragem por
importancia.

Amostragem por importancia é uma técnica de reduzir a variancia que pode ser usada no método de MC. A
idéia por tras dessa técnica € que certos valores de varidveis aleatdrias contribuem mais para uma quantidade que
estd sendo estimada do que outros. Se esses valores “importantes” (que contribuem mais) forem enfatizados, isto é,
sorteados com mais freqiiéncia, entdo a variancia pode ser reduzida. Nessa abordagem multiplicamos e dividimos
o integrando de (3.4) por uma fungdo p(x), tal que

b
/ dep(z) = 1 (39
e ficamos com
b
f(x)
I = / de——=p(z) . (3.10)
. "
Fazendo uma mudanga de varidvel de = para y com dzp(x) = dy e y(x) = [ dzp(x), escrevemos
b
I:/ dy@ . (3.11)
o p@)

Escolhendo p(x) como uma fungio que se comporta como f(z), o integrando serd aproximadamente constante.
Na verdade o que estamos fazendo é gerar uma distribui¢éio de acordo com p(x). Ou, em outras palavras, quando
p(z) ~ f(x) vamos gerar mais pontos onde f(z) é grande, gastando menos tempo gerando pontos onde f(z) é
pequeno.
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3.2 Monte Carlo no Equilibrio

Nesta subsecdo fazemos uma rdpida revisao das idéias gerais por trds da simulacdo de MC no equilibrio ter-
modinamico. Neste contexto, as trés idéias cruciais sao a amostragem por importancia, o balanceamento detalhado
e a taxa de aceitacdo. Em seguida vamos introduzir alguns dos principais algoritmos utilizados no estudo dos
fendmenos criticos. Depois faremos uma revisido de tratamento de erro e finalmente uma rapida introdugio aos
principais métodos para geracdo de niimeros aleatorios.

3.2.1 Amostragem por Importancia

Usualmente, o objetivo de uma simulagdo de MC de um sistema térmico é o célculo de valores esperados (Q) de
um observavel (). Sabemos que esse calculo € feito através da média sobre todos os estados i do sistema, pesando
cada um desses com a probabilidade de Boltzmann

_ Eu Que_ﬂE”

<Q> ZM e—BE,

(3.12)

Como ja comentamos, em uma simulacdo computacional sempre trabalhamos com um sistema de tamanho re-
duzido. Entdo, para simularmos sistemas grandes, o melhor que podemos fazer € trabalhar com um subconjunto
de estados, o que introduz uma inacurdcia no célculo. A amostragem por importancia € fundamental nesse tipo de
simulacdo, pois trabalha no sentido de reduzir essa inacurdcia. Assim, devemos conhecer quais estados contribuem
mais para soma na equacio (3.12), a fim de selecionarmos esses estados para simulacio e descartarmos os demais.
Essa € a idéia essencial por trds da simulacdo de MC no equilibrio termodinamico, e a técnica de selecionar os
estados mais importantes de um grande conjunto ¢ chamado de amostragem por importancia.

Sabemos que os estados em sistemas termodindmicos ndo sdo experimentados com igual probabilidade, mas de
acordo com a distribui¢ao de probabilidade de Boltzmann, equagao (2.2). Assim, podemos fazer uma mimica desse
efeito na simulacdo tornando as estimativas mais acuradas para os valores esperados dos observaveis de interesse.
Por essa razdo, pegamos um conjunto de estados do sistema em que a probabilidade de um particular estado
aparecer seja proporcional ao peso de Boltzmann. Essa € a forma mais comum da amostragem por importancia, ¢ a
maioria dos algoritmos dessa disserta¢ao usa essa idéia. Podemos nos perguntar como executar esse procedimento
de selecionar estados, cada um aparecendo com a probabilidade de Boltzmann. Essa ndo é uma questio simples e
a solucdo do problema € fazer uso de um processo Markoviano.

Processos Markovianos

Processo Markoviano é um mecanismo para gera¢do de um conjunto de estados. Assim dado um sistema em um
estado i, ele gera um novo estado do sistema v. A probabilidade de gerar um estado v a partir de p é chamada
probabilidade de transicdo P(u — v), e deve satisfazer duas condigdes para um processo Markoviano: ndo deve
variar com o tempo; deve depender apenas de propriedades dos estados em questdo u e v, e ndao de estados que o
sistema esteve no passado. Isso significa que a probabilidade de um processo Markoviano gerar o estado v a partir
de um estado p é a mesma toda vez que é dado o estado p, a despeito do que tenha acontecido anteriormente. A
probabilidade de transi¢do P(u — v) também deve satisfazer o vinculo

Y Pu—v)=1, (3.13)

notando que a probabilidade de transi¢do P(u — p), do novo estado gerado ser o antigo, ndo é necessariamente
zero. Numa simula¢do de MC usamos um processo Markoviano repetidamente para gerar uma cadeia de Markov
de estados, P(;n — v — ). Para realizar isso, vamos impor mais duas condi¢gdes em nossa cadeia de Markov: a
condicdes da ergoticidade e do balango detalhado.
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Condicao Ergotica

Para gerarmos estados com a correta probabilidade de Boltzmann, devemos impor ao nosso processo Markoviano a
condigdo ergética, que é a probabilidade de alcangar qualquer estado do sistema a partir de um outro, bastando para
isso esperarmos o bastante. Sabemos que cada estado do sistema aparece com alguma probabilidade, diferente de
zero, na distribuicao de Boltzmann. Supondo que um estado v seja inacessivel a partir de outro y, a probabilidade
de achar v na cadeia de Markov de estados serd zero, violando o nosso requerimento inicial. Com isso, fica evidente
que o ndo-requerimento dessa condi¢cdo implica um uso incorreto da probabilidade de Boltzmann.

O Balanco Detalhado

A outra condi¢do que o processo Markoviano deve satisfazer é a do balanceamento detalhado. Essa assegura
que a distribuicao de probabilidade alcangada pelo sistema no equilibrio seja a de Boltzmann. Sabemos que no
equilibrio € crucial que a taxa de transi¢ao para um dado estado, e desse para um outro estado qualquer, seja igual.
Matematicamente isso pode ser expresso por

S o P(p—v)=> p, Pv—p) . (3.14)
Fazendo uso do vinculo (3.13), podemos escrever a equacdo de Chapman-Kolmogorov:

Pu=Y _pPlv—p) . (3.15)

Nesse caso, dizemos que p,, € a probabilidade de equilibrio termodinidmico. Infelizmente, satisfazer essa equacdo
ndo € suficiente para garantir que a distribui¢do de probabilidade de um estado qualquer do sistema tenda para p,,.
Isso estd bem demonstrado e discutido em [37]. Aqui, vamos nos deter em mostrar a solucdo desse problema, que
¢ a satisfacdo da condi¢do adicional

pp P(p—v)=p, Plv—p) . (3.16)

Essa € a condigdo do balango detalhado. E diz que, em média, a probabilidade do sistema ir do estado u para v
¢ a mesma de ir do estado v para u. Do ponto de vista simulacional, a condi¢cdo do balanceamento detalhado € o
andlogo computacional da simetria de reversao temporal, em que as mecanicas cldssica e quantica sdo baseadas.
Se desejarmos que a distribui¢do no equilibrio seja a de Boltzmann, entdo podemos escolher p,, como sendo a
probabilidade de transicdo, que, nesse caso, deve satisfazer

Plp—v) _bv _ e BB —E.)

3.17
Plv—pu) pu G4

Agora estamos em condicdo de pensar em algoritmos para efetuar simula¢des no equilibrio termodinamico. Mas,
antes disso, vamos estudar uma maneira de avaliar a eficiéncia dos algoritmos usados em uma simulagao.

3.2.2 Taxa de Aceitacao

Podemos quebrar a probabilidade de transi¢ao em duas partes:
Plu—-v)y=glp—v)Alp—v) . (3.18)

A quantidade g(p — v) é a probabilidade de selecédo, que é a probabilidade do algoritmo gerar um novo estado v
a partir de um estado u, e A(u — v) é a taxa de aceitagfio (conhecida também como probabilidade de aceitagio).
Essa dltima diz que o algoritmo gasta uma fragdo de tempo A(y — v) para trocar o estado do sistema u para o
estado v. O restante do tempo o sistema permanece no estado ;. Podemos escolher a taxa de aceitag@o para ser um
niimero entre zero e um; escolher zero equivale a escolher o maior valor possivel P(u — p) = 1, e significa que o
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sistema nunca deixaré o estado p. Temos a liberdade da escolha da probabilidade de selegdo g(u — v) desde que
se mantenha o vinculo (3.17)

Plp—v) glp—v)Ap—v) (3.19)

Plv—p) glv—p)Alv—p) '
Ataxa A(n — v)/A(v — p) pode ser qualquer valor escolhido entre zero e 0o, 0 que significa que tanto g(p — v)
quanto g(v — p) podem assumir qualquer valor desejado. Nosso outro vinculo, a regra da soma (3.13), é ainda
satisfeita. Se a taxa de aceitagdo for baixa, entdo, o algoritmo passard a maior parte do tempo num mesmo estado.
O problema € encontrar um algoritmo que se mova rapidamente sobre o espaco de fase, passando por diferentes
estados. A solucdo para esse problema € fazer a taxa de aceitagdo tdo perto quanto possivel da unidade. Uma
possivel implementagdo, passa por notar que a equagdo (3.19) fixa apenas a taxa A(u — v)/A(v — p) para
transi¢do de dois estados quaisquer. Com isso, podemos multiplicar A(y — v) e A(v — p) por um mesmo fator,
e a equacdo ainda serd obedecida. O tnico vinculo € que ambas as taxas devem permanecer entre zero € um. Na
prética, tomamos a maior das duas como 1 e a outra tomamos o valor necessdrio para que as duas satisfacam (3.17).
Isso garante que a taxa de aceitacdo seja tdo grande quanto possivel e ainda satisfaga as condi¢des relevantes. Dessa
forma, em uma das dire¢des 0 movimento serd sempre aceito.

3.3 Algoritmos

O objetivo dessa secdo € descrever alguns algoritmos que, através de processos Markovianos, atualizem as confi-
guracdes do sistema, em particular de spins ou dos campos. Todos os algoritmos aqui discutidos geram uma nova
configuracdo do sistema a partir de uma dada configuracdo, satisfazendo a ergoticidade e o balanco detalhado. Em
geral, podemos dividir os algoritmos em duas classes: algoritmos locais e globais.

Os algoritmos de atualizacdo local consideram um subconjunto de sitios - usualmente um tnico sitio - e atualiza
esse ponto de acordo com uma certa prescricdo. Logo, diferentes subconjuntos ou subredes sdo consideradas antes
que todo o espago seja processado. Ja nos algoritmos de atualizacdo global todos os sitios sdo atualizados de uma
s6 vez de acordo com uma prescri¢do, nao dependendo de qualquer subrede ou subconjunto. Esses algoritmos
normalmente introduzem uma grande autocorrelacdo. Ha também formas hibridas de algoritmos, sendo muitas
vezes vantajoso misturar algoritmos locais com globais.

3.3.1 Algoritmos Locais
Metropolis

O algoritmo de Metropolis foi introduzido em [38], e € o método de MC mais usado e famoso. Sua popularidade
se deve a simplicidade e geral aplicabilidade do método. Gerando configura¢des a partir de uma distribuicdo p,,
em um intervalo [a, b], esse algoritmo pode ser implementado localmente ou globalmente seguindo os passos:

1. Preparamos um estado inicial do sistema jio = p, com a restri¢do de que satisfaga p,, > 0.

2. Utilizando p, sorteamos um novo estado v a partir de alguma distribui¢do g(x — v) com a restri¢do de que
satisfaca g(u — v) = g(v — ).

3. Calculamos arazdo A = p, /p,,.

4. Se A > 1 (ou equivalentemente p,, > p,,) aceitamos o estado v, fazemos v = 11 e voltamos ao passo 2. Caso

contrdrio sorteamos uma varidvel aleatéria ¢ entre [a, b]. Se { < A aceitamos v, fazemos v = p e voltamos
ao passo 2; se ¢ > A descartamos v e voltamos ao passo 2.

Esse algoritmo € ergético na medida em que qualquer estado pode ser alcangado devido a aleatoriedade do processo
de escolha de novos estados. Isso gera uma cadeia de Markov ;. Vamos demonstrar que ele satisfaz a condic¢do do
balango detalhado (3.16).

A probabilidade de transi¢ao de um estado y para v € dada por (3.18), onde

At — v) = min [1, p”g(”_’“)} . (3.20)
pug(p —v)

38



onde , como jé visto, g(u — v) é a probabilidade de selegdo e A(p — v) é a taxa de aceitagdo. Vamos mostrar
que a equacgdo do balango detalhado € satisfeita considerando trés casos para um par de estados quaisquer (u, v).

1. Quando p.g(p — v) = ppg(v — p)

A(p — v) = min {1, W] = min[1,1] = 1 (3.21)
pug(p—v)
A(v — p) = min {1, W} — min[1,1] =1 . (3.22)
pvg(v — p)
Assim ficamos com
Pu—v)=gp—v) ¢ Pv—-p =glv—yp), (3.23)
que satisfaz a condi¢do do balanco detalhado
pul (= v) =pug(p —v) =p, gv — p) =p, Plv — p) . (3.24)
2. Quando p, g(p — v) > py g(v — p) :
Aljt — ) = min {17 pvglv — u)} _Pvgv—p) (3.25)
Puglp—=v)]  puglp—v)
A(v — p) = min [1, W} —1. (3.26)
Py g(v — 1)
Assim ficamos com P
Plu—v)="g(v—p) e Plv—p)=gv—p, (3.27)
"
que satisfaz a condi¢do do balango detalhado
bv
pp P(p— v) =p, o glv—pu)=p, Pv—p) . (3.28)
“w
3. Quando p, g(u — v) < p, (v — 1) :
A(p — v) = min [ L )] =1 (3.29)
Pug(p—v)
A(v — p) = min [ P9t ] Ppg(—v) (3.30)
gV Py g — )
Assim ficamos com »
Plu—v)=g(p—v)e Plv—p)="gp—v), (3.31)
que também satisfaz a condi¢do do balango detalhado
bv
puP(p—v) =pug(p —v) = pu;P(V — ) =pPlv—p) . (3.32)
i

Essa demonstracgdo vale tanto para a implementacdo local quanto para global do algoritmo Metropolis. A diferenca
entre a implementagéo local e global do algoritmo é que no primeiro caso, na equagio (3.20), p, g(v — p) ndo é
muito diferente de p,, g(¢ — v) . Enquanto que em uma implementagio global a diferenca entre esses termos é
muito grande . Nesse caso a probabilidade de aceitagcdo € muito pequena, sendo seu uso quase sempre proibitivo.
Normalmente, a forma global do algoritmo Metropolis aparece combinado com algum outro algoritmo (tanto
global quanto local) que gera configuracdes tais que mantenham a taxa de aceita¢do razoavelmente grande.
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Banho Térmico

O Banho Térmico € um variante do algoritmo Metropolis, exclusivamente local. Foi primeiro proposto por Creutz
[39] no contexto das teorias de calibre na rede. Esse método € muito usado em circunstancias onde a abordagem
tipo Metropolis apresenta taxa de aceitagdo baixa.

Consideramos uma dada configuragdo p, composta de N varidveis aleatérias g, s, ..., 4, genericamente
representada por p,. O objetivo € sortear cada varidvel u,, uma por uma, mantendo todas as outras fixas. Isso é
conseguido por sortear a partir das probabilidades condicionais p,_,,,, onde i, € o grau de liberdade mudado e
1 — Wy o resto do sistema que € mantido fixo. Essas varidveis sorteadas, estdo em contato , sendo essa a origem do
nome desse algoritmo. Notamos que a aplicabilidade desse método ¢ restrita a sistemas em que € possivel sortear
a partir das probabilidades condicionais p,—,, , Pu—pos s Du—py- Yamos entdo, apresentar o algoritmo do Banho
Térmico que gera uma nova configuracio v a partir de uma configuragdo conhecida p:

e Sorteamos (1 a partir da probabilidade condicional p,,_,,, . Esse procedimento gera uma nova configuragio
1), Vamos sempre representar essas configuragdes intermedidrias com um indice superior entre parénteses.

e Sorteamos /12 a partir da probabilidade condicional p,,1) _,,, . Esse procedimento gera uma nova configuragdo
(2
AR

e Sorteamos /iy a partir da probabilidade condicional p,(v-1)_,, . Esse procedimento completa a varredura
em todas as varidveis aleatorias, gerando a configuracio desejada v.

Esse algoritmo satisfaz a condi¢do ergética, pois claramente podemos ver que podemos ir de um estado a qualquer
outro em N passos ou menos. Se escolhermos as probabilidades condicionais como sendo a probabilidade de
Boltzmann € possivel demonstrar a satisfacdo do balanco detalhado. Para tanto consideramos a probabilidade
Du—pu, de fazer uma transicdo de um estado p para um estado intermedidrio . Notamos que a probabilidade
Pu—y, de ir de volta de 1) para p ndo depende da condicdo inicial, apenas da final, diferente do algoritmo
Metropolis. Entdo usando (2.2), temos

—BE
P(/I/ — //L(l)) = p“(l)—ul = € ﬁ u(l) Z = eiﬁ(Eu(l) 7E“‘) (3 33)
PUO=1) ~ pn 2 e P / |

exatamente como o balanco detalhado demanda (3.17).

3.3.2 Algoritmos Globais

Existem algoritmos que podem ser implementados de forma global, como vimos, caso do Metropolis. Outros sdo
genuinamente globais, isto €, ndo podem ser implementados de forma local. Nesta subsec¢@o, vamos nos concentrar
em uma classe de algoritmos pertencente a essa segunda espécie. Esses sdo chamados de algoritmo de cluster e
estdo entre os mais eficientes para simulagdo de modelos de spin. Os algoritmos de cluster exploram o idéia
introduzida por Fortuin e Kasteleyn [40, 41] de mapear um modelo, originalmente o de Potts, em um modelo
de percolagdo. Dessa forma, a fungio de particdo do sistema pode ser reescrita permitindo formular algoritmos
globais que sdo capazes de atualizar conjuntos (ou clusters) de spin de uma s6 vez. Essa é uma maneira de reduzir
o fendmeno do critical slowing down, que veremos adiante.

Swendsen-Wang

O primeiro uso do mapeamento de Fortuin-Kasteleyn (FK) em uma simulacdo de MC foi feito por Swendsen e
Wang em [42]. Nesse método, dividimos a rede em varios conjuntos de spins ou campos que estejam no mesmo
estado. Esses conjuntos sdo chamados de clusters. E esse método, inaugural da classe dos chamados algoritmos
de cluster, é conhecido como multi-clusters ou Swendsen-Wang. Antes de mostrarmos o algoritmo esquematica-
mente, devemos mencionar o funcionamento de dois procedimentos nele empregado. O primeiro diz respeito ao
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mapeamento de FK, onde cada interagdo entre os spins ou campos em uma rede sdo transformados em ligacdes
em uma outra rede. Isso € feito por examinar cada par de vértices vizinhos, onde encontramos 0s spins ou cam-
pos. Se esses vértices vizinhos ndo estiverem no mesmo estado, nada é feito. Por outro lado, se estiverem no
mesmo estado, uma ligag@o € introduzida entre os vizinhos com uma probabilidade P,y. Essa probabilidade de
adicionar uma liga¢do varia de modelo para modelo e deve ser escolhida para satisfazer o balango detalhado. O
segundo procedimento, vem da necessidade de atualizacdo coletiva de sitos. Mas, antes realizar essa atualizacdo,
precisamos antes identificar todos os clusters na rede de ligagdes. Vamos apenas citar dois métodos populares para
identificac@o de clusters: o backtrack [43] e o Hoshen-Kopelman [44]. O algoritmo de Swendsen-Wang pode ser
implementado, seguindo os passos:

1. Realizamos o primeiro procedimento mencionado acima. Isso resultara em uma rede de ligacdes.
2. Depois devemos usar algum método para identificar os clusters existentes na rede de ligagoes.

3. Todos os clusters s@o atualizados para novos estados escolhidos aleatoriamente.

4. Por fim, apagamos as ligagdes para obtermos o novo estado ou configuracio do sistema.

A probabilidade de adicionar ligacdes P,q entre sitios, em geral, depende da temperatura, o que afeta o resultado
da distribuicao dos clusters. Assim, a temperaturas muito altas, os clusters tendem a ser pequenos, pois P,q se
torna muito pequena. A temperaturas muito baixas os clusters se alteram pouco, entdo o sistema tende a oscilar
entre as mesmas estruturas. Na regifio perto do ponto critico, ricas estruturas de clusters sdo produzidas e cada
nova configuracio serd muito diferente da anterior. Essa é a razdo pela qual o critical slowing down é reduzido.
Esse algoritmo também satisfaz a condi¢ao ergética. S6 que o fato de atingirmos qualquer configuracio do sistema
através da atualizac@o dos spins ou campos, aqui é conseguido por meio da construcio dos clusters (ou o passo 1).
Todos os sitios sdo considerados para a formagao dos clusters, o que garante que qualquer estado pode ser atingido
a partir de uma configuragdo especifica. O algoritmo satisfaz a condi¢do do balango detalhado por construcio.
Como mencionamos, P,4 é escolhido para satisfazer tal condig@o.

Wolff

Outro algoritmo de cluster, inspirado no método de Swendsen-Wang, que também utiliza o mapeamento de FK foi
proposto por Wolff em [45]. Na verdade, esse método é uma resposta ao problema de otimizagdo observado no
método de SW. Nesse, observamos que muitos esforcos sdo empregados em procedimentos que envolvem clusters
pequenos, que nao contribuem para o critical slowing down. Entdo, a alternativa de Wolff é gerar um Unico cluster
a cada passo, sendo o algoritmo também conhecido como single-cluster. O unico cluster é construido de acordo
com as mesmas regras do método de SW. Isso €, apenas sitios vizinhos no mesmo estado podem ser ligados com
uma probabilidade P,4, também escolhida para satisfazer o balanco detalhado. Uma das principais diferengas entre
os algoritmos de SW e Wollff, € que no primeiro todos os sitios eram visitados e considerados para o procedimento
de ligacdo da rede. Ao contrario, no algoritmo de Wolff selecionamos um sitio aleatoriamente em torno do qual o
cluster seré construido. Portanto, nem todos os sitios da rede sdo considerados para ligagdo a cada passo. Vamos
entdo, apresentar o algoritmo de Wollff:

1. Escolhemos um sitio da rede aleatoriamente. Esse é chamado sitio semente.

2. Procuramos sitios com mesmo estado e vizinhos ao sitio semente. Esses sdo ligados com uma probabilidade
Py.

3. Para cada sitio ligado no passo anterior, repetimos o passo 2 até que nao possamos fazer mais ligagdes.
4. Atualizamos o cluster para novos estados escolhidos aleatoriamente.
5. Por fim, apagamos as ligacdes para obtermos o novo estado ou configurag@o do sistema.

Esse algoritmo, da mesma forma como o SW, satisfaz a condi¢do do balanco detalhado por construcdo. O critério
da ergoticidade também € satisfeito, pois qualquer sitio da rede pode ser escolhido como sitio semente. Isso garante
que a partir de um dado estado, qualquer estado pode ser atingido em um tempo finito.
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3.3.3 Técnica da Repesagem

O desenvolvimento dessa técnica foi estimulado pelo fato de experimentarmos uma grande limita¢do na resolucao
da simulacido de MC na regido critica. Nessa regido e em suas vizinhangas € necessdrio tomar uma quantidade
muito maior de medidas para caracterizar precisamente as quantidades médias. Uma resposta a esse problema
foi dada pela repesagem. Essa € uma técnica complementar, no sentido que pode ser feita depois de completa
a simulacao por algum algoritmo discutido anteriormente. A idéia fundamental dessa abordagem € utilizar uma
funcdo distribui¢do, num ensemble apropriado, para predizer o comportamento do sistema em uma temperatura
em que ndo foi simulado. Aqui, vamos abordar duas encarnagdes dessa técnica, ambas devido a Ferrenberg e
Swedsen: o método do Histograma [46], que utiliza uma tnica simulacdo em uma particular temperatura para
calcular observaveis em outras temperaturas; ¢ o método do Multihistograma [47], que permite interpolar varias
simulagdes diferentes cada qual em diferentes temperaturas.

Histograma

Nos métodos de atualizag@o descritos anteriormente geramos configuracdes de acordo com a distribuicio de Boltz-
mann, ou seja, amostrando por importancia os estados. Isso significa que a freqiiéncia com que cada estado aparece
obedecerd a distribuicdo de Boltzmann. Em geral, a cada nivel de energia estdo associados vérios estados do sis-
tema. Quanto maior o nimero de estados compativeis com uma dada energia, maior a chance dessa energia
aparecer. Portanto, o nimero de vezes que uma dada energia é encontrada sera proporcional ao produto do fator de
Boltzmann pela degenerescéncia daquele nivel de energia, expresso como 2(E). Nesse caso, podemos escrever a
probabilidade de encontrar o sistema com energia F a uma dada temperatura /3 como

e(_ E)
ps(E) = Q(EZ)(@B <Z(6) = ZQ(E)e—ﬁE> . (3.34)
E

Se construirmos um histograma (Hg(E)) enquanto fazemos uma simulagdo de MC a uma temperatura fixa (3,
teremos

Hj(E) o Q(E)e PP . (3.35)
Hg(E)/N, onde N é o nimero de medidas feitas, fornecerd uma estimativa para pg(E). O préximo passo é
“repesar” o histograma em uma outra temperatura 3y, em que temos a probabilidade

Q(E)e PoF
Pgo (E) = ZE’ Q(E/)e_BUE/

(3.36)

A idéia central desse método consiste em separar o efeito de temperatura (que € um pardmetro da simulagdo) dos
efeitos entrépicos, caracteristicos do sistema e independentes da temperatura. Isso € conseguido por inverter a
relacdo (3.35), que vamos aplicar em (3.36)

P (E) = Hg(E)ePEe=PoE _ Hy(E)eB=Po)E (337
’ > Hp(E)ePF el 37 Hi(E')e(B=F0)E
Conhecendo pg, (E), podemos calcular valores esperados em uma temperatura (3 com
(QE) =Y Q(E) pg,(E) . (3.38)
E

Multihistograma

O método do Multihistograma [47] é uma técnica muito mais complicada que a do Histograma. No método
anterior, a idéia central era usar (3.34) e (3.36) para separar a densidade de estados, independentes da temperatura,
dos termos dependentes da temperatura:

QE) = Z(B)ePE . (3.39)
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A versao dessa equagdo no método do Multihistograma tem um indice referente ao niimero n de temperaturas
(B;’s) simuladas:
Hg, (E) ,
Qu(E) = 22 7(B)eP P (3.40)
N;

onde : = 1,2,...,n. N; é o nimero de medidas realizadas para cada temperatura. Aqui, é central notar que os
0, (E)’s fornecem uma estimativa para a fun¢do Q(E). Um problema a ser resolvido é achar a melhor estimativa
para a densidade de estados. Podemos usar o seguinte método: tem-se x; medidas (: = 1,2,...,n) de uma
quantidade z, cada qual com algum erro o; associado, entdo a melhor estimativa de x é

Zz 1 xZ/ ;5
23:1 1/o% b
Nao vamos provar essa equagdo, existindo para isso a referéncia [47]. Na mesma referéncia, também podemos

encontrar os detalhes das contas que leva a equacdo da densidade de estados. Aqui, sem mostrar os detalhes,
vamos escrever duas importantes relacdes:

T =

(3.41)

Q(E):iHﬂ]"V(‘E) Z(B)e” P ou  Hg,(E)=QUE)Z  (B)e "F (3.42)

onde Q(E) é a densidade de estados exata e Hg, (E) é o histograma médio (ou “ideal”, ndo o medido) em uma
temperatura [3;. E a varidncia é

2
AL (3.43)
Hg, (E)
Utilizando (3.41), (3.43), (3.42) e (3.40) podemos calcular a melhor estimativa para a densidade de estados:
" ' 2
OE) = M
Z —1 1/0’
_ SLBHALE) _ SLHa(E) Gt
> Hp, (E) > N;Z71(By)ePiE

Devemos notar que estamos diante de uma equagio inomogénea, uma vez que temos {2(E) em ambos os lados da
equagdo, pois
) = Z QE)e P E (3.45)
E

Implementar o método do Multihistograma envolve resolver iterativamente a equagao (3.45), que pode ser escrita
como

ZZ’ Hpg, (E)
Z(Be) = ZZ 1( ﬂ)e —E (3.46)

De posse desse valor podemos calcular a fungdo de particdo em qualquer outra temperatura 3y através de uma
simples generalizagdo:

Hp, (E
Z(Bo) = ZZ Zz 1( ﬁz)(e 2[3] —F - (3.47)

Agora, podemos calcular pg, e outra vez calculamos os valores esperados em uma temperatura 3, com (3.38).

3.4 Monte Carlo usando a Termoestatistica Generalizada de Tsallis
O desenvolvimento dos métodos de MC para criar configuragdes baseadas na distribuicdo TGT se justifica por duas

razdes. H4 um interesse em explorar médias termodinamicas sobre distribui¢des termoestatisticas ndo extensivas
para sistemas complexos; e também hd interesse no desenvolvimento de otimizagdes e algoritmos com amostragem

43



acentuada para cédlculos de médias termodinamicas de BG usando passos de MC que utilizam a distribui¢do de
Tsallis. Esse segundo foi bem abordado no artigo de Andricioaei e Straub em [48]. Nosso foco, porém, serd no
uso da TGT aplicada a modelos de spin.

Por ser um assunto que tem um desenvolvimento relativamente recente (apenas uma década), vamos comentar
em uma perspectiva histérica o desenvolvimento das simulagdes de MC que utilizam a TGT. A primeira simulagdo
de MC que utilizava a TGT foi realizada por Penna, no contexto do recozimento simulado generalizado para o
problema do “marinheiro bébado” [49]. Nesse trabalho, o algoritmo Metropolis teve a taxa de aceitacdo modificada
para incluir a dependéncia no parametro q. A taxa de aceitacdo e a defini¢do do valor médio usados na época foram

A= v) = min |1,[1 = (1= 9)B(e,, — &,)] 7 (3.48)
€
w
(@)= 1iQi (3.49)
=1

respectivamente. Essa taxa de aceita¢do ndo satisfaz a condi¢do do balanco detalhado, que é imprescindivel em
uma simulacdo de MC. Dois anos mais tarde, Andricioaei e Straub [48] propuseram uma nova taxa de aceitagao
obtida da condicao do balango detalhado.

(3.50)

A(p — v) = min [1, {1 — (- Q)ﬁay] 1%1

1—(1- Q)ﬂ@t

Outra vez, as médias no equilibrio para um observavel sao calculadas como (2.49).

Notamos que esses algoritmos ndo utilizam as mesmas definicdes que utilizamos na subse¢do 2.1.2. Isso porque
a versdo da TGT apresentada na subsegdo 2.1.2 €, na verdade, uma reformulagdo [50] do trabalho original [12].
Essa reformulag@o foi o produto do estudo e andlise da questdo fundamental de como definir e obter as expressdes
corretas das médias termodinamicas. Essa controvérsia apareceu quando se comecou a desenvolver as técnicas,
consagradas na TBG, para TGT. Podemos mencionar o grupo de renormalizacdo do espaco real, aproximagdes de
campo médio e os métodos de MC como algumas dessas técnicas. Os trabalhos pioneiros de simulagdo de MC
usando TGT mencionados acima sdo anteriores a reformulagdo citada, [50]. Todos os métodos e algoritmos de
MC posteriores a [50] utilizam as defini¢cdes para TGT tal como apresentamos na subsegdo 2.1.2.

Em um trabalho de 1999, Lima, Martins e Penna [51] compararam a técnica do Broad Histogram para modelos
de spin (o caso estudado foi o modelo de Ising em duas dimensdes) com as tradicionais técnicas de simulacao
multi-spin (em particular o algoritmo de Metropolis), mas com duas taxas de aceitacdo diferentes (3.48) e (3.50).
No trabalho, os autores concluem que hd uma grande concordéncia entre os resultados provenientes do Broad
Histogram com as simulagdes de MC que utilizam as taxas de aceitacdo (3.50). Essa conclusdo aponta na dire¢do
que a condi¢do do balanco detalhado deve ser respeitado e portanto, devemos usar a probabilidade de aceitagdo
de Andricioaei-Straub. O algoritmo do Broad Histogram, que determina o nimero de microestados, usando uma
equacdo de balanco entre os niveis de energia dos primeiros vizinhos, ndo pode ser aplicado a sistemas com
interacdo de longo alcance [51]. Para suplantar a restricdo na aplicabilidade desse método, em 2000 Salazar e
Toral [52, 53] desenvolveram dois métodos. O primeiro, conhecido como método do Histograma por histogram
by overlapping windows, € baseado no cdlculo numérico da densidade de estados a uma dada energia. O segundo
¢ o algoritmo de Metropolis acoplado a um procedimento de integracdo numérica, vamos chamar esse método de
Metropolis-Salazar-Toral. Nesta dissertagcdo mostraremos em detalhes o segundo método, que tem a vantagem de
ser muito familiar ao algoritmo de Metropolis-Andricioaei-Straub [48] com um procedimento de integracdo padrao
do calculo numérico adicional.

3.4.1 Metropolis-Salazar-Toral

Como ja mencionado, o principal problema em uma simulagdo de MC que utiliza a TGT € que ndo podemos
resolver a equacdo da probabilidade (2.47) de forma trivial para ¢ # 1. No caso ¢ = 1, recaimos na TBG,
equacdo (2.2), tendo a nossa disposicao todos os algoritmos discutidos na se¢do (3.3.1). O método proposto em
[52] trabalha em dois passos que discutiremos a seguir.
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Metropolis-Andricioaei-Straub

Esse algoritmo utiliza a probabilidade escort (2.48) e a definicdo da média termodinamica (2.44) como arcabougo
tedrico. Dessa forma, quando calculamos a taxa de aceitagdo a uma temperatura escort ou ficticia 3, notamos que
os fatores de normalizacdo Z, (') se cancelam e ficamos com

0 para 1—(1—¢q)fe, <0

Alp = v) = min [1, [71:8:35:”] H] do contrdrio ' 351
P

Essa taxa de aceitag@o satisfaz a condi¢do do balango detalhado como fungdo do parAmetro (3’. Mas se ndo fizermos
a transformacéo (3’ — (3, ndo hd como determinar a temperatura real da simulagéo S.

Procedimento de Integracao

Para realizar a transformagio 3’ — (3, ou de forma equivalente 77 — T, vamos usar a equagéo (2.50):

T = (11— qU,(T)
T 1 (=S, (1)

(3.52)

Onde a energia interna Uy (T") ¢ obtida na simula¢do de MC, realizada a uma temperatura fixa 7”. A entropia
Sq(T") pode ser obtida da relagéo termodinimica [54]:

105,
T —_— 87U_q . (3.53)
Combinando (3.53) e (3.52), ficamos com
i _ ’
1_0S,(T") _ 1+ (1-q)S,(T") st

T oU(T) T —(1—q)Uy(T") °

que pode ser integrado entre dois pontos arbitrarios A e B:

/sq<B> ) s [ . -
ds,(T") = / aU,(T') . (3.55)
s,4) L+ (1—q)S,(T") " vy T =1 —q)Uy (1) 1

Aqui vemos claramente que a integral do lado direito ndo pode ser resolvida analiticamente. Portanto resolvendo
o lado esquerdo

: [ ( )8 (T")] o ! (T")
In[1+(1—q)S,(1 :/ du,(T") , (3.56)
1-4 ' T'=A v,y T' = (1= q)U,y(T") !
obtemos:
(I_Q) .[UQ(B) %CHJQ(T/)
1 1-— A Uq(A) T7—(1-q)Uq(T") -1
Sq¢(B) = 1+ 0)%(A)]e 1—¢ . (3.57)

Portanto, para escrevermos um valor para entropia generalizada no ponto B, temos que saber o valor da entropia
no ponto de integracdo inicial A, determinando S,(A). Esse valor S, (A), depende do sistema que estamos con-
siderando, que em geral tem seus casos limites conhecidos, 7' — 0 e T' — oo. A principal desvantagem desse
método € que precisamos simular o sistema em vdrios valores de 7’ para que possamos resolver a integral, que
permite transformar T/ — T, com acurécia. Contudo, pode-se usar técnicas de extrapola¢do, como a repesagem
com Multihistogramas, que auxiliam a reduzir o nimero de pontos simulados.
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3.5 Erros

Nessa se¢dao vamos discutir os erros em uma simulagdo de MC, que assim como erros experimentais, sdo divididos
em duas classes: erros estatisticos e sistemadticos. Erros estatisticos sdo provenientes dos processos aleatdrios
envolvidos no sistema simulado e, portanto, inerentes ao método de MC. Esses sdo erros de medida para medida
como por exemplo flutuagdes térmicas do sistema. Podemos sempre estimar erros estatisticos tomando muitas
medidas da quantidade de interesse e calculando a distribui¢ao desses valores. Por outro lado, erros sistematicos
ocorem devido a procedimentos usados para realizar a medida, eles sao mais sutis e afetam toda a simulagao.

3.5.1 Erros Estatisticos

Podemos distinguir em dois tipos as quantidades calculadas a partir dos ensambles gerados em uma simulagdo de
MC: quantidades primdrias e secunddrias. A primeira delas pode ser calculada através da média aritmética de uma
quantidade obtida diretamente da simulacdo. Assim uma quantidade @); calculada N vezes tem

1N
Q=52 @ (3.58)

i=1
como estimativa para o observével (@Q). Dizemos que (@) é um observavel primdrio por ser estimado a partir de

uma quantidade que € obtida da simulagdo de forma direta, no caso ();. Nesse caso o erro sera

erro = \;LN ‘ (3.59)

Para estimar a variincia o a partir dos observéveis, consideramos o desvio 6Q; = @Q; — Q. Concluimos diretamente
que 6Q; = 0 e (6Q) = 0. Entdo, estamos interessados no desvio quadratico médio

N
— 1 — =2
Q=Y (60 = - (@) . (3.60)
i=1
O valor esperado dessa quantidade é
— 2 1 RN N 1
2\ _/oz_ 3\ /L 2 _ [ L , —_ 202y _ L 10)\2
(%) =(@-@") oy X)) =@ - pm@t. e
que estd relacionado com o = W por

<W> - (1 — ]1[) o2 (3.62)

Combinando (3.59) com (3.62), temos

T — 1 N ) 1 2
— 2\ _ N2 02— (0O
erro = || == (6Q”) = N<Ni1);(6@> —\/Nl[Q @] - (3.63)
Essa expressao assume que nossas amostras ();’s sejam estatisticamente independentes ou descorrelacionadas, que
em geral, ndo é verdade. Esse erro é sempre subestimado, o que motiva chama-lo de erro ingénuo.

Como veremos no préximo capitulo, existe um calculo que permite estimar com quantos passos de MC uma
medida se descorrelaciona, chamado de cdlculo da funcdo de autocorrelagdo. Na verdade, essa fungcdo em geral
ird assintoticamente a zero, sendo possivel estimar através de um grafico dessa fungdo vs passos de MC, um valor
de descorrelacionamento. Esse valor, em geral, ndo € tal que a fungdo seja exatamente zero e, além disso, nem
sempre € possivel trabalhar com quantidades descorrelacionadas. Como, por exemplo, em simulagdes de sistemas
na regido critica, a fun¢do de autocorrelacdo leva muito tempo para ir a zero sendo necessdrio fazer calculos com
quantidades correlacionadas nessa regido. Vamos apresentar o método binning para calcular quantidades primérias
correlacionadas.
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Binning

Nesse método, também conhecido como blocking, subdividimos as N medidas de uma quantidade ) em n grupos
ou blocos. Calculamos a média em cada um desses blocos com (3.58), calculando seu erro através de (3.63). Em
outras palavras, para cada bloco calculamos

1 Nbin
O = — ! 3.64
=5 ; Q; (3.64)
! 1 0?2 _ (0O
e =7 (@~ @) (365

onde os Q}’s sdo os valores das medidas pertencentes a um tnico bloco e Ny;,, = N/n. Podemos implementar
esse algoritmo da seguinte forma:

1. Calculamos o erro ingénuo com (3.63).

2. Dividimos as medidas em blocos de tamanho n = 2. Calculamos a média (3.64) (@) e o erro (3.65) (erro’)
em cada bloco. Obviamente ficamos com Ny;,, = N/2.

3. O préximo passo € comparar o erro obtido no passo 1 com o erro obtido pelo passo 2. Se os erros forem
grosseiramente iguais, as configuragdes j4 estardo suficientemente descorrelacionadas. Nesse caso, o erro
ingénuo € aceitdvel e vamos ao proximo passo. Caso contrério, devemos guardar o erro’ como erro e voltar
a0 passo 2, mas, dessa vez incrementando 2 ao n anterior. Por exemplo, processar o passo 2 (célculo de Q')
comn = 4 (Ny;, = N/4).

4. Para reduzir de fato a correlacdo, tomamos as médias dos N, blocos como valores das medidas. Assim,
fica caracterizado que esse é um método de reamostragem simples.

Em poucas palavras, o que fazemos com esse algoritmo é procurar um valor de Ny;, para o qual o erro nio
seja muito diferente do erro com 2Ny;,,. Quando encontramos esse Np;, estimamos o observavel e seu erro
através de (3.64) e (3.65) respectivamente. Algumas pessoas costumam aplicar o método binning para quantidades
secunddrias, mas nesse caso o método € muito menos rigoroso e seu uso nao € aconselhdvel.

Quantidades secundarias sao fun¢des de uma quantidade primaria. Vamos representar quantidades secundérias
por f({Q)), onde (Q) é uma quantidade primdria. Abaixo vamos apresentar dois métodos para calcular quanti-
dades secundadrias: Bootstrap e Jackknife.

Bootstrap

Esse € um método de reamostragem aleatéria. Dado um conjunto de medidas, ndo necessariamente independentes,
de um observavel primario, podemos implementar esse método com:

1. Dos N valores da lista de medidas do observavel, selecionamos n valores aleatoriamente, sendo permitido
repeti¢cdes dos valores da lista original.

2. Repetimos o passo 1 m vezes, guardando cada uma das m reamostragens.

3. Calculando o valor médio da quantidade primaria para cada uma das m seqii€ncias de valores da quantidade
priméria, como n medidas cada, através de

@), = % > Qi (3.66)
i—1 o

onde o = 1, 2, ..., m estd indexando as seqiiéncias reamostradas.
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4. Calculamos as quantidades secunddrias através das quantidades primdrias por

£ (@) = Z (3.67)

€ O €110 com

erro — \/1 {f[(@)f (f (Q)ﬂ . (3.68)

Jackknife

Nesse método, diferentemente do Bootstrap, precisamos trabalhar com um conjunto de medidas descorrelacionadas.
Podemos implementar o método seguindo os passos:

1. Calculamos a partir das N quantidades primarias, N quantidades médias Q da seguinte forma. Removemos

a primeira medida do conjunto original e calculamos o (Q)l a partir desse subconjunto. Devolvemos a

primeira medida ao subconjunto e removemos a segunda, outra vez calculando (@)2 desse novo subcon-

junto. Esse procedimento deve ser repetido até a N-ésima medida. Ficamos com N médias (@)1 (@)2
c (@) - Podemos expressar essa reamostragem seqiiencial como

ondea=1,2,...,N.

2. De posse dessas quantidades médias podemos estimar a quantidade secundaria

— 1 X _
/ == flQ ) (3.69)
@-5 /(@]
bem como seu erro
N
emo= | "I [ [@.]-T@)] (3.70)
a=1

Ambos os métodos Jackknife e Bootstrap fornecem boas estimativas de erro para grandes conjuntos de dados.
Assim, se pudéssemos ter uma quantidade infinita de dados teriamos a estimativa exata.

Como mencionado, muitas vezes e em especial nesta dissertacdo, € necessario trabalhar com medidas cor-
relacionadas. Nesse caso, nao € possivel fazer uma estimativa razodvel do erro usando o método Jackknife. Mas
ainda temos a op¢do de usar esse método combinado com um procedimento que descorrelacione as medidas. Uma
alternativa muito popular é um algoritmo hibrido que utiliza o0 método Jackknife acoplado com o Binning.

Jackknife-binning

Aqui, comegamos com um procedimento de reamostragem simples e depois fazemos uma reamostragem seqiien-
cial. Podemos implementar esse método da seguinte forma:

1. Subdividimos as N medidas em Ny;,, = N/n blocos, onde n é o tamanho dos blocos.

2. Calculamos n médias com a defini¢do:

(@)=

(Z Qi+ Z Q) : (3.71)

i=no+1
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coma = 1,2,..., Nip. Essa equagio representa a média aritmética de Ny, — 1 blocos. O bloco que nao

entra na média € indexado com o rétulo o. Assim, (Q) 1 ¢ a média aritmética de todos os blocos menos o
primeiro.

3. De posse dessas quantidades médias podemos estimar a quantidade secundaria, bem como seu erro com

— 1
1@ =5— Zl r@),] (3.72)
€
Nyin
o= \| 221N 1@, -7 @) 67

4. Repetimos os procedimentos acima para diferentes valores de n, como no método Binning. Isto é, iniciando
com um determinado valor de n, calculamos uma estimativa para medida e seu erro. Depois, incrementamos
n, € outra vez calculamos as estimativas para medida e erro. Repetimos esse procedimento até que os erros
referentes a sucessivos n’s sejam grosseiramente iguais.

Vale a pena notar que os métodos Bootstrap, Jackknife e Jackknife-binning também podem ser usados para
calcular quantidades primdrias. Bastando para isso trocarmos

@), — (@), e @ —Qq (3.74)

nas formulas referentes a estimativa da quantidade () e seu respectivo erro.

3.5.2 Erros Sistematicos

Como em um experimento, esses erros sdo bem mais dificeis de serem calibrados do que erros estatisticos, pois
ndo aparecem nas flutuacdes das medidas de uma quantidade. Assim, ndo hd um método geral para estimar
erros sistematicos. Cada fonte de erro deve ser considerada e entendida caso a caso, para que se desenvolva uma
estratégia para o estimar ou exaurir. Como exemplo de fonte de erros sistematicos em uma simulacdo de MC no
equilibrio temos o fato de esperarmos um tempo finito para que o sistema atinja o equilibrio. No préximo capitulo
vamos mostrar um método de resolver esse problema, que utiliza o cdlculo do tempo de equilibragdo.

3.6 Geradores de Numeros Aleatorios

Niimeros aleatérios desempenham um papel central em uma simulagdo de MC. Métodos de producdo desses
nimeros sdo amplamente conhecidos e usados para catalogar enormes seqiiéncias desses nimeros. Podemos pen-
sar que ndo seja interessante dedicar uma se¢do desta dissertacdo a discutir a produgdo de tais nimeros. Porém,
em uma simulacdo computacional de MC nos deparamos com um problema de ordem pratica. A velocidade de
producdo de nimeros aleatérios através de todos os métodos conhecidos € extremamente baixa se comparada a
velocidades tipicas de cdlculos em mdaquinas digitais. Isso inviabiliza esses métodos como parte constituinte do
célculo. O uso de tabelas, por sua vez, também ndo € uma alternativa vidvel, pois a velocidade de acesso a disposi-
tivos de armazenamento de dados em um computador € muito lenta se comparado a velocidades dos célculos, além
da quantidade de nimeros necessdria para simulagdo também ser proibitiva do ponto de vista da armazenagem
dos dados. A solu¢do do problema € produzir ndimeros aleatérios diretamente do computador usando software.
Sendo algoritmos sempre deterministicos, as seqiiéncias de niimeros aleatérios sdo na verdade pseudo-aleatdrios.
A qualidade das seqii€ncias geradas deterministicamente € limitada e € primordial entender tal limitagdo. Essa
talvez seja uma boa razdo para a existéncia dessa se¢do. A partir desse ponto sempre que nos referirmos a nimeros
aleatdrios estamos na verdade falando de nimeros pseudo-aleatérios.

Nas simulacdes realizadas nessa dissertagdo sempre utilizamos geradores que sdo uniformemente distribuidos
entre 0 e 1. Isso significa que cada nimero entre 0 e 1 tem a mesma probabilidade de ocorrer, mas na pratica
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apenas um conjunto discreto de valores sdo possiveis. Esse efeito se deve a representacdo de nimeros em um
computador ser feita por uma quantidade finita de bits. Aqui, pelo nosso interesse, vamos focar nossa exposicao
em geradores com distribui¢do uniforme, além de podermos construir geradores com distribuicdo ndo uniforme
a partir desses. Um gerador de nimeros aleatérios considerado detentor de “boas propriedades” deve possuir
algumas caracteristicas [55], tais como:

1. Boa distribuigdo: diz respeito a qualidade da aleatoriedade da seqiiéncia. Existem vdrios testes a que o algo-
ritmo deve ser submetido antes que a seqiiéncia gerada seja considerada possuidora de uma boa distribuicao.

2. Periodo grande: o periodo é o nimero de nimeros da seqii€ncia a partir do qual ela comega a se repetir. Em
geral, um periodo de repeticao grande da seqiiéncia € uma propriedade desejavel.

3. Portabilidade: o algoritmo do gerador de nimeros aleatérios deve poder ser escrito em diferentes lingua-
gens de programacdo de médio e alto nivel. As seqiiéncias geradas por programas escritos em diferentes
linguagens deve ser a mesma e ainda em diferentes maquinas, desde que seja de mesma arquitetura.

4. Eficiéncia: aqui quer dizer o tempo para geracdo dos nimeros. Lembrando que, em geral, as chamadas as
sub-rotinas dos geradores leva mais tempo que a propria geracdo dos ndmeros.

Vamos descrever de forma sucinta trés dos principais métodos para gera¢do de nimeros aleatérios. Sdo eles o
Congruéncial Linear, Registradores Deslocados e o Espacamento de Fibonacci.

3.6.1 Congruéncial Linear

Esse ¢ um método simples e popular primeiramente introduzido por Lehmer em [56], definido pela relagdo de
recorréncia:

Zit1 = (az; + b) mod m (i>0), (3.75)

onde a (0 < a < m),b(0 <b< m)em (m > 0) sdo niimeros inteiros constantes e mod é a operagdo modulo'.
zo (0 < ¢ < m) é chamado de semente e x; 1 ¢ um inteiro entre 1 e m. O maior nimero aleatério que pode ser
produzido por essa equacdo € m — 1 e a seqiiéncia de nimeros mais longa contem m elementos, todos diferentes
entre si. Assim, devemos tomar m tdo grande quanto possivel, por exemplo 232 e 264 para arquiteturas de 32
e 64 bits respectivamente. Normalmente essas escolhas para m ndo geram seqii€éncias “muito aleatdrias” e as
escolhas de a e b ndo sdo independentes de m para que a série tenha “boas propriedades”. Aqui ndo entraremos em
detalhes sobre a escolha das constantes a, b e m que dependem da arquitetura e linguagem de programacio usadas.
Detalhes técnicos a esse respeito podem ser apreendidos em [57]. Devemos ainda mencionar que esses geradores
sdo divididos em trés classes:

. m=2N, ¢>0

=2V =0

2. m
3. m=primo, ¢c=0

A segunda classe, conhecida como Gerador Congruéncial Linear (GCL) Multiplicativo, é especialmente interes-
sante por ser rdpido e de féacil implementacdo, mas apresenta trés problemas indesejaveis. O primeiro é com relagao
ao periodo muito curto da seqiiéncia gerada. Além disso, muitos testes observaram uma estrutura de rede e grande
correlagdo entre os nimeros aleatdrios da seqii€ncia, o que faz esse método ndo ser considerado muito bom. Em
muitos casos, porém, o uso desses geradores € aceitavel e certamente sao de facil implementacao.

Um exemplo de GCL Multiplicativo € o RANO do Numerical Recipes (NR) [58]. Para o GCL existe um
procedimento que visa melhorar a correlacdo entre os nimeros da seqiiéncia. Conhecido como algoritmo de
embaralhamento, ele mistura os nimeros provenientes da seqiiéncia entre si. Um exemplo dessa abordagem é
devido a Maclaren e Marsaglia [59] e uma outra ainda mais conhecida e usada é de Bays e Durham [60]. A
rotina RANT do NR é a RANO com um algoritmo de embaralhamento de Bays-Durham. Outro algoritmo GCL
Multiplicativo famoso é 0 RANECU que tem um periodo de aproximadamente 10'® = 269 [61]. Muito mais
informagdes sobre GCL e teste de performance podem ser achados em [62].

A operagio modulo, em computagdo, acha o resto da divisio de um niimero pelo outro. Assim, dado dois nimeros a e b, a modulo b
(abreviado como a mod b) é o resto da divisdo de a por b
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3.6.2 Registradores deslocados

O método do Registrador Deslocado (RD) ou Tausworthe [63] foi introduzido para eliminar alguns problemas com
correlacao do método congruéncial. No método RD, uma tabela de nlimeros aleatérios € produzida e, entdo, um
novo nimero aleatdrio é gerado combinando dois diferentes nimeros dessa tabela. Uma forma simples desses
geradores é

x; = (Ti—g + xi—p) mod 2 . (3.76)

A soma combinada com a condi¢do mod 2 é precisamente a operagdo XOR ou OR-exclusivo, que pode ser exe-
cutado de forma muito rdpida em computadores. A melhor escolha para os pares de ndmeros “mégicos” (p, ¢) sdo
primos que satisfazem a condi¢do

p*+¢*+1=primo . (3.77)

Exemplos de pares que satisfazem essa condi¢io sdo:
1. (98,27)
2. (250,103)

(98]

. (1279,216)

N

. (1279,418)

W

. (9689, 84)

A implementacdo R250 que utiliza (250, 103), foi amplamente testada e utilizada, sendo esse par o mais popular
para essa classe de algoritmos. Uma discussdo mais profunda sobre a escolha dos pares “mdgicos” estd em [64].
O uso desse método perdeu bastante for¢a conforme foi sendo explorado ao longo da década de 90, sendo hoje
referido como um gerador de seqiiéncias “pobres”.

3.6.3 Espacamento de Fibonacci

A principal vantagem desse método é a geracdo de seqii€éncias muito longas de niimeros aleatdrios. A tunica
restri¢do a esse geradores € que seus fundamentos tedricos nao sdo sélidos, sendo possivel que algumas correlagdes
nao tenham sido descobertas. Esses geradores podem ser descritos por

x; = (zi—ghkxi—p) mod m (3.78)

onde q (r < 1), p (0 < p < q) e m sdo constantes e % pode ser 4 (mais), — (menos) , X (multiplicacdo) ou + com
mod 2 (OR-exclusivo). Esse tltimo caso € precisamente o método dos RD e nesse sentido ele é um caso particular
dessa classe mais geral, Espagcamento de Fibonacci (EF).

O nome EF ¢é proveniente da similaridade de sua definicdo com a férmula de recorréncia da série de Fibonacci.
A teoria e propriedades dos geradores EF aditivos e subtrativos sdo essencialmente as mesmas. Se m = 2V, o
periodo maximo desse gerador serd 2V ~1(2¢ — 1). O tdnico requerimento para obter o0 maximo periodo é que
pelo menos uma das sementes seja impar. Na década de 90 muito foi apreendido sobre esse tipo de geradores,
sendo atualmente considerados os melhores. Eles em geral sdo mais rapidos que os demais e tem periodo muito
longo. A dificuldade desses geradores estd em sua inicializagdo, onde devemos usar um outro gerador para iniciar
a seqiiéncia.

Uma implementacdo muito conhecida é o algoritmo RAN3 do NR [58]. Em simula¢gdes de MC de grande
escala um dos algoritmos mais usado e testado ¢ o RANMAR de Marsaglia, Zaman e Tsang [65]. Esses dois
primeiro autores propuseram a idéia de incluir um bit transportador ¢ em (2.78):

x; = (g £ x4—p £ c) modm . 3.79)

Para m = 224 aescolha é ¢ = 24 e p = 10, resultando em um periodo de aproximadamente 107!, Esse
algoritmo conhecido como RCARRY [66], posteriormente melhorado e corrigido por James [55], foi bastante
estudado, sendo inclusive demonstrada sua equivaléncia com os GCL. Esse, por se tratar de um GCL Multiplicativo
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“disfarcado” foi rapidamente encontrado uma estrutura de hiperplano na distribuicao gerada. Em 1994, Luscher
propde um método, baseado em técnicas de sistemas dindmicos, para quebrar esses padroes. O novo algoritmo,
RANLUX [67] propde a eliminagdo de nimeros da seqiiéncia gerada por RCARRY em intervalos (p — 24) maiores
que o tempo de correlacdo do sistema. Assim, quanto maior for p, maior serd o intervalo entre os nimeros
descartados, conseqiientemente melhor serd a qualidade da nova seqiiéncia gerada. Esse gerador de alta qualidade
trabalha com niveis de satisfacao (ou luxury level em inglés, por isso o nome RANLUX), que pode ser:

e nivel 0, p = 24, igual ao RCARRY;

e nivel 1, p = 48, ainda ndo passa em todos os testes de aleatoriedade;

e nivel 2, p = 97, ainda contém correlagdes;

e nivel 3, p = 223, passa em todos os testes e possui excelentes propriedades estatisticas;
e nivel 4, p = 389, grau mdximo de aleatoriedade.

Podemos provar que ndo tornamos a distribui¢do mais aleatdria por aumentar p para valores superiores ao do nivel
4 de satisfag@o. Atualmente, 0 RANLUX ¢ considerado o melhor gerador de nimeros aleatérios para simulagdo
de MC em grande escala.

3.6.4 Geradores Combinados

Os Geradores Combinados (GC) tem dividido opinides a seu respeito. De um lado temos como argumento a seu
favor seu bom desempenho nos testes de aleatoriedade de seqii€ncias. Por outro lado, seu uso € desencorajado
por ser em geral de duas a trés vezes mais lento que os demais métodos, além de ndo haver garantia de boas
propriedades estatisticas, pois a teoria dos GC ainda é obscura. Um gerador combinado particularmente bem
conhecido é o “gerador de mil délares”, o RAN2 do NR [58]. A primeira pessoa que conseguir elaborar um teste
estatistico onde o RAN2 nfo passe ganhard mil ddlares americanos. Até o termino desta dissertagio o RAN2
passou em todos os testes a que foi submetido. Mas, apesar de suas aparentes boas propriedades, o RAN2 € o
gerador menos usado do NR, pois é extremamente lento, é oito vezes mais lento que o RAN3, por exemplo.
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Capitulo 4

Simulacao Computacional

Neste capitulo vamos apresentar os resultados das nossas simulacdes de modelos de spin e a teoria de campo
escalar Ap? na rede. Em ambas as simulacdes as varidveis em questdo, tanto spins quanto 0s campos, ocupam
sitios de uma rede. Por essa razdo, vamos discutir brevemente as redes usadas em nossa simulagio. Depois, vamos
mostrar a simulacdo de modelos de spin, em especial o modelo de Ising. Nesse, utilizaremos os algoritmos de
Metropolis 3.3.1 e Metropolis-Salazar-Toral 3.4.1. Em seguida, vamos mostrar a simulacdo referente a teoria de
campo escalar Ap*. Tal simulacio objetiva o estudo do comportamento da constante de acoplamento da teoria.

4.1 Rede

Nesta dissertagdo, todos os modelos fisicos simulados sdo modelos na rede. Entendemos tais modelos como
definidos nio no espaco-tempo continuo, mas na rede, que nada mais é que um grafo' ou uma aproximacio
n-complexa do espaco-tempo ou simplesmente do espago. Como ja4 mencionamos no capitulo anterior, alguns
sistemas sdo naturalmente discretizados, que € o caso das redes cristalinas, muito estudadas em fisica da matéria
condensada. Também € o caso dos modelos de spin em mecanica estatistica, aqui estudados, em que € natural
supor um espagamento fixo para os spins da rede. Por outro lado, ndo € o caso da simulacdo em teoria de campo.
Pois, nesse caso, a discretizacdo do espaco-tempo em uma rede € um artificio que leva a uma formulagdo em que
as singularidades da teoria sdo removidas. Ou em outras palavras, a formula¢do na rede é uma forma natural de
regularizar a teoria de campo. Uma vez que, trabalhamos com sistemas de tamanho finito, uma importante questao
a ser tratada sdo as extremidades ou contornos da rede. Podemos usar vérios tipos de condi¢des de contorno para
rede, tais como: condi¢des de contorno periddica, periddica eliptica, aperiddica, anti-simétrica, livre, de campo
médio e hiperesférica. Aqui vamos usar condi¢des de contorno periddicas, que pode ser implementada dobrando
uma rede d—dimensional em um toro (d + 1)—dimensional. Para ilustrar essa situacdo, podemos imaginar uma rede
regular bidimensional (d = 2) na figura 4.1 sedo dobrada em um toro tridimensional (d = 3) na figura 4.2

4.1.1 Redes Complexas — Rede de Mundo Pequeno

Recentemente observamos um crescente esfor¢o no sentido de aplicar redes complexas na descri¢do de uma vasta
gama de sistemas naturais e sociais. Uma revisdo dos recentes avangos no campo das redes complexas, focando
principalmente na mecanica estatistica (topolégica e dinamica) pode ser encontrado em [8]. Aqui vamos nos deter
a discutir um tipo especifico de rede complexa, a rede de mundo pequeno.

A hipétese do mundo pequeno, em poucas palavras, descreve o fato de que muitas redes, a despeito de seu
tamanho, apresentam um caminho relativamente pequeno entre dois nés. A distincia entre dois nés é definida com
o nimero de arestas ao longo do menor caminho que os conectam. A manifesta¢cdo mais popular do fendmeno
mundo pequeno € o termo “seis graus de separagdo” cunhado por Milgram (1967) [9]. Antes de definirmos a rede

'Em matemitica e ciéncia da computacio entende-se por grafo um conjunto de pontos (chamados vértices) conectados por linhas (chamadas
de arestas).
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Figura 4.1: Rede regular de duas dimensoes.

Figura 4.2: Toro em trés dimensoes.

de mundo pequeno € necessario definir dois conceitos: comprimento do caminho, £ e coeficiente de clusterizagdo,
C [68]. O primeiro deles ¢ uma quantidade nao local e seu entendimento é bem intuitivo, representando a média
aritmética de todas as menores distincias entre dois vértices. Ja o segundo tem suas raizes na sociologia, onde é
bem conhecido o surgimento de confrarias ou panelinhas em redes sociais. O coeficiente de clusteriza¢do é uma
quantidade mais local e € definido como segue: se c¢; € o nimero de vizinhos de um vértice ¢ da rede, entdo hd a
priori ¢;(c; — 1)/2 possiveis arestas entre esses vizinhos. Denotando ¢; como a fragdo dessas arestas presentes em
um grafo, c € a média dos c;’s sobre todos os vértices.

Watts e Strogatz propuseram um modelo [69] para uma rede de mundo pequeno, em que uma fragdo p de
arestas entre primeiros vizinhos sdo aleatoriamente trocadas por novas arestas conectadas a vértices escolhidos de
forma também aleatdria, criando atalhos de longo alcance. Esse modelo de um sé pardmetro interpola dois casos
limites, o de redes regulares (p = 0) e grafos aleatérios (p = 1). No regime mundo pequeno a vizinhanga local
¢é preservada (como para a rede regular) e ao mesmo tempo algumas propriedades globais de grafos aleatdrios
sdo mantidas. Um variante do modelo de Watts-Strogatz (WS) muito estudado foi proposto por Newman e Watts
[70, 71]. Nesse modelo, as arestas sdo adicionadas entre pares de vértices escolhidos aleatoriamente, nenhuma
aresta da rede regular € removida. Muitas vezes € mais f4cil de analisar esse modelo do que o WS original, pois
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regular mundo-pegueno aleatério

Figura 4.3: grafos.
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Figura 4.4: custerizacdo e comprimento do passo.

ndo permite a formacdo de clusters isolados, que € possivel no modelo original. No limite de p suficientemente
pequeno e niimero de vértices grande o modelo de Newman-Watts (NW) é equivalente ao modelo de WS.

4.2 Simulando Modelos de Spin

Sistemas de spins sdo um dos assuntos mais estudados em fisica, ndo sé pelo interesse intrinseco que suscita, mas
também pelo fato de vérios problemas poderem ser mapeados neles. Simulacdes de MC sdao muito usadas, uma
vez que poucos sistemas podem ser resolvidos analiticamente.

4.2.1 Modelo de Ising

O modelo de Ising ¢ um modelo para um magneto, em que dipolos ou spins s; sdo colocados em sitios ¢ de uma
rede. Nesse modelo, cada spin pode assumir apenas dois valores +1 ou —1. A figura 4.5 é uma representacdo
pictérica do modelo de Ising em duas dimensdes, os valores dos spins sdo representados através das setas para
cima e para baixo. Contando com uma rede de N sitios, entdo o sistema terd 2N estados, e a energia de um estado
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Figura 4.5: Representagao pictorica do modelo de Ising em duas dimensdes.

particular é dada pela seguinte Hamiltoniana:
H=—J> sis;—HY s, 4.1)
(i 7) @

onde s; = +1, J é a energia de interagdo entre spins, (i j) denota soma sobre os primeiros vizinhos da rede
e H é o campo magnético externo. Aqui vamos implementar o algoritmo de Metropolis com atualizacdo local.
Como estamos interessados no estudo da transi¢do de fase de segunda ordem do modelo em duas e trés dimensdes,
vamos trabalhar o sistema com o campo magnético externo zero, H = 0. Entdo podemos implementar o algoritmo
de Metropolis seguindo a receita:

1. Escolher um estado inicial;
2. escolher um sitio i;
3. calcular a diferenga de energia A E que resulta da troca do spin no sitio ¢;

4. gerar um nimero aleatdrio r entre 0 < r < 1;

__AE
5. aceitar atrocado spinser < e XBT;

6. ir ao préximo sitio e volta ao passo (3).

Uma questdo importante nesse tipo de simulacdo € o chamado tempo de equilibrag¢do ou termalizacao do sistema.
Esse corresponde ao periodo de tempo que devemos “esperar” para que o sistema atinja o equilibrio na temperatura
desejada. Uma forma imediata de medir o ponto a partir do qual o sistema j4 esteja em equilibrio € plotar alguma
quantidade de interesse, como a magnetizag¢do por spin, contra o tempo de MC (passos de MC por sitios da rede
ou sweeps). Esse cdlculo deve ser feito a uma temperatura fixa 7', e com vdrias sementes para o gerador de
nidmeros aleatérios. O uso de diferentes sementes equivale a iniciar o sistema com diferentes configuracdes. Aqui
a utilizacdo de vdrias configuracdes € imprescindivel, pois em mecanica estatistica o sistema pode permanecer
temporariamente em um minimo local da energia. Estamos interessados, porém, no minimo global de energia,
que ¢é a regido do espaco de fase que o sistema alcanga o equilibrio termodindmico. Assim, por exemplo duas
configuracdes iniciais podem evoluir atingindo o equilibrio em tempos diferentes, pois uma delas pode se deter
mais tempo em um minimo local que a outra. Essa situacdo € ilustrada na figura 4.6, em que calculamos a
magnetizagdo por tempo de MC a temperatura T = 2.0 e volume da rede L = 1002. Através do grifico fica
claro que os dois sistemas se estabilizam em torno de 10000 sweeps. O ponto fraco dessa técnica € a possibilidade
de selecionarmos estados iniciais que evoluam de forma bem parecida, negligenciando estados que se detenham
em regides metaestaveis por um tempo maior. Para contornar esse problema € preciso realizar alguns célculos com
diferentes condicdes iniciais. Nessa dissertacao utilizamos tipicamente 6 condicdes iniciais diferentes para cada
sistema simulado.
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Figura 4.6: Magnetizacdo vs tempo de MC, para trés diferentes sementes do gerador de nimeros aleatdrios.

Para calcular quantidades médias como a magnetizacdo e energia, devemos saber quantas médias devemos
calcular para obter uma boa estimativa para seus valores esperados. Nesse caso, devemos calcular o chamado
tempo de correlagdo 7, que é a medida em tempo de MC que uma configuracio leva para se descorrelacionar de
uma outra configuragdo. Existem varias formas de calcular o tempo de correlagdo, sendo a mais direta e usual
através da fung@o de autocorrelacdo, revisada na se¢do 2.1.3. A autocorrelacdo da magnetizacdo é dada pela
equacdo (2.53):

Co(t', 1)

(m(t")m(t)) — (m(t")* . 4.2)

onde m(t) é o valor instantineo da magnetizagéo no tempo ¢t e (m) é o valor médio da magnetizagdo. A
autocorrelagio nos d4 a correlagdo (no caso da magnetizagio) entre dois diferentes tempos. O valor de C,, (¢', )
serd ndo nulo se as flutuagdes médias forem correlacionadas e zero se ndo forem. Em um caso ideal, devemos cal-
cular C,,, (¥, t) sobre um tempo infinito, o que obviamente é impraticdvel do ponto de vista simulacional. Ento,
o melhor que podemos fazer é somar sobre todas as medidas m de que dispomos. A figura 4.7 mostra a fun¢io
de autocorrelacio da magnetizacdo do MI em uma rede 1002 a temperatura 7 = 2.4. Como podemos observar, a
autocorrelacio tem um valor ndo nulo para tempos curtos e vai a zero para tempos mais longos. A escala de tempo
tipica (se houver uma) em que a fungéo de autocorrelagdo C,, (¢, t) cai a zero é a medida do tempo de correlagdo
7 da simulagdo. Podemos estimar 7 através da inspecdo direta do grafico. No caso apresentado na figura 4.7,
estimamos 7 = 200.

Ap6s o célculo do tempo de equilibracdo e do tempo de correlagdo, podemos simular o sistema calculando
vérios valores esperados. A energia de uma dada configuracao pode ser calculada diretamente da Hamiltoniana. O
célculo da magnetizacdo por spin € feito pela soma

1 N
(m) = D si s 43)
=1

57



10 T T T T

08t 1

c——

n2r i

on L N .
a 200 400 1] o0 1000

tempo de Monte Carla

Figura 4.7: Fungdo de autocorrelagdo da magnetizagio vs tempo de MC, para o MI em uma rede 1002

onde N € o nimero de sitios. Depois de calculada a energia e magnetizagdo do sistema, também podemos calcular
a média do quadrado dessas quantidades a fim de encontrarmos quantidades como calor especifico:

1 2 2
e susceptibilidade magnética:
_ 1 2 2
x = e ((m?) = (m)?) 45)

onde T' é a temperatura do sistema. Como estamos interessados no fendmeno da transicdo de fase de segunda
ordem 2.1.3, vamos calcular os valores esperados em intervalos apropriados para o estudo desse fenomeno. Mas,
antes de mostrarmos os nossos cdlculos para vérias quantidades, vale a pena lembrar que simulamos sistemas de
tamanbho finito. E naturalmente, efeitos de tamanho finito aparecem em nossos cédlculos. Por essa razdo, plotamos
duas quantidades, magnetizacdo e susceptibilidade magnética, para varios tamanhos de rede, a fim de ganharmos
intuicao sobre este efeito, ver figuras 4.8 e 4.9. O parametro de ordem e uma quantidade divergente, a susceptibi-
lidade, foram escolhidas pelo fato das demais quantidades terem um comportamento similar a uma delas.
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Observamos na figura 4.9 que os picos ficam mais acentuados com o aumento da rede, mais perto do com-
portamento divergente apresentado em um sistema infinito. Através desses graficos fica claro que o aumento do
tamanho da rede melhora sensivelmente a qualidade da simulag@o.

Resultados em 2D e 3D

Abaixo, apresentamos os cdlculos para a magnetizacdo, susceptibilidade magnética, calor especifico e energia do
modelo de Ising bidimensional. O sistema apresentado na figura 4.10 conta com um volume 1002. O valor da
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Figura 4.10: Célculo de alguns observaveis do Modelo de Ising 2D em uma rede 1007

temperatura critica foi conseguido através do cdlculo do cumulante de quarta ordem reduzido do pardmetro de
ordem, também conhecido como cumulante de Binder [72],

4
Up=1-— 32:2%2 . (4.6)

Com o tamanho da rede L — oo, Uy — OparaT > T, e Uy — 2/3 para T < T,.. Assim, a técnica de
determinag@o da 7T, consiste na plotagem do gréafico Uy x T para vdrios tamanhos de rede. Por inspecdo do gréfico,
pode-se determinar o ponto correspondente a temperatura critica 7. como o ponto em que todas as curvas se
cruzam.
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Cumulante de Binder

Challa e colaboradores [73, 74] também propuseram o cumulante de quarta ordem reduzido da energia,
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Figura 4.11: Cumulante de Binder do parimetro de ordem vs Temperatura.
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que pode ser usado para calcular a 7,. Com a aproximagdo do tamanho infinito da rede infinito, esse cumulante
tem um minimo na 7. Esse comportamento pode ser ilustrado pelo grafico 4.12, onde observamos que com o
aumento da rede o pico invertido se aproxima do valor da T, nesse caso 2.26.
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Toda a andlise apresentada acima, desde os calculos dos tempos de equilibracdo e de correlacao até os expoentes
criticos, pode ser aplicada a qualquer simula¢do de modelo de spins. Daqui para frente ndo apresentaremos mais
esse tipo de andlise completa, ficando implicita a sua utilizagdo. Os gréficos referentes aos cdlculos do modelo
de Ising 3D, figura 4.13, acompanham o mesmo comportamento do modelo de 2D, figura 4.10. Mas agora, a
temperatura critica calculada através do cumulante de Binder € 4.55. As simulacdes foram realizadas em uma rede
de volume V' = 303.
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Figura 4.13: Célculo de alguns observéveis do Modelo de Ising 3D em uma rede 303.
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4.2.2 Modelo de Ising em uma Rede de Mundo Pequeno

A Hamiltoniana do MI com o campo magnético externo zero em uma rede de mundo pequeno, pode ser escrita

como
H= —JZ 5iSj — J $iSj 4.8)
(i 3) (i 4)
onde s; = %1, J é a energia de interacdo entre spins, (i j) denota soma sobre os primeiros vizinhos da rede e (i j)
s@o os vizinhos de longo alcance aleatérios. Outra vez, tomamos J = 1.
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Figura 4.14: Representacdo pictérica do modelo de Ising em uma rede de mundo pequeno.

Resultados em 1D — Rede de Mundo Pequeno

E bem conhecido o fato do MI unidimensional em uma rede regular nio apresentar uma fase ordenada a temper-
atura finita [75]. Porém, no caso de uma rede de Mundo Pequeno esse modelo apresenta transi¢do de fase do tipo
ordem-desordem. O problema da existéncia de uma temperatura critica nesse modelo, foi estudado analiticamente
em [76, 77]. Nessa abordagem se faz necessaria aproximagdes devido a dificuldades matemadticas. Outra abor-
dagem para determinacdo da temperatura critica é através do método de MC [78, 79]. Devemos chamar a aten¢ao
para o fato de que com o método de MC ndo € possivel provar a existéncia da transicdo de fase, mas pode-se en-
contrar indicios da mesma. Aqui, estudamos o MI em uma dimensao em uma rede de NW, que pode ser ilustrado
por um anel com ligagdes extras, figura 4.15. Nas figuras 4.16 e 4.17, mostramos os resultados da simulacdo de
H
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Figura 4.15: Ilustragdo de uma rede de NW em 1D.
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MC do modelo baseada no algoritmo de Metropolis. As simulacdes foram feitas em um anel com L = 10* sitios
ou vértices. Crescendo seu tamanho para L > 10° ndo tivemos alteracdes significativas nos resultados. Para p = 0
obtemos valores da magnetizagio da ordem de m ~ 1073 para T < 0.3 e valores menores ainda para T" > 0.4,
confirmando resultados de [76]. Como indicado pelo grafico 4.16, para p > 0 observamos valores da magnetizacdo
ndo nulos abaixo das temperaturas critica. O grafico 4.17 evidencia que a energia do sistema tem diferentes valores
para baixas temperaturas. Isso pode ser visto diretamente da Hamiltoniana 4.8, onde quanto maior for o p maior
serd o valor da soma sobre os vizinhos de longo alcance aleatdrios.
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Figura 4.17: Energia vs Temperatura.
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Resultados em 2D e 3D — Rede de Mundo Pequeno

Nesse caso, diferente do modelo em uma dimensdo, temos transi¢do de fase a temperatura finita 7, > 0 para
p = 0. Isso significa que esperamos uma mudanga da transi¢ao tipo Ising em p = 0 para uma outra no regime
mundo pequeno. No modelo em trés dimensdes (d = 3) e p = 0.02 encontramos uma 7 acima de 4.55 (valor de
T, para p = 0), figura 4.18.
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Figura 4.18: Cumulante de Binder vs Temperatura.

Aqui, nao vamos fazer os cdlculos dos expoentes criticos, que indicam um comportamento tipo campo médio
para p entre 0 e 1 [80]. Mas vamos mostrar resultados da T, para vérios valores de p no modelo de Ising 2D e
3D. Os resultados aqui apresentados tem como tamanho de rede 1002 no caso 2D e 303 no caso 3D. Da mesma
forma que no caso em 1D, estudado em [76], T, muda rapidamente na regido em que p esta préximo de zero e
suavemente quando p cresce. Na figura 4.19, plotamos o grifico 7../z pelo nimero percentual de ligagdes extra
p da rede. Onde z € o nimero médio de coordenacdo, ou seja, o nimero de ligacdes que cada spin em um sitio
possui em média. A fim de analisar as mudangas na temperatura critica com relacdo a p, definimos a quantidade
AT, =T, —T?, onde T? é a temperatura de transi¢io para as redes regulares 2D e 3D. Na figura 4.20, mostramos
a dependéncia de AT, em relagdo a p para o caso 2D e 3D em um grafico log-log. Da mesma forma que 7T cresce
com o crescimento de p, esperamos que a energia critica F(7.) também cres¢ca com o aumento de p. Realizando
uma analise similar a anterior podemos definir AE, = E, — EY, onde E? é a temperatura critica de uma rede
regular (p = 0). Os resultados para 2D e 3D também sao mostrados no grafico log-log, figura 4.21.
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4.2.3 Modelo de Ising com a Termoestatistica de Tsallis

Ja mencionamos no subsec@o 3.4.1 que ndo € possivel realizar simula¢des de MC de forma direta para sistemas
descritos pela termoestatistica generalizada de Tsallis. No entanto, na mesma subsecdo 3.4.1 apresentamos o
algoritmo de Metropolis-Salazar-Toral que permite resolver tais sistemas. Antes de apresentarmos os resultados
para o MI em 2D, vamos mostrar as simulag¢des da primeira etapa do referido algoritmo, isto €, usando o algoritmo
de Metropolis-Andricioaei-Straub.

Resultados em 2D - Metropolis-Andricioaei-Straub
Lembramos que a probabilidade de transi¢do usada nesse algoritmo € dada por (3.51):

0 ,para 1 —(1—¢q)8e; <0

}), — . (11— ’_. ‘%%* L.
i min {1, {%} 1 q:| , do contrario

4.9)

A simulacio aqui apresentada foi realizada com parametro entrépico ¢ = 0.8 em 2D. Nas figuras (4.22,4.23 e 4.24)
plotamos a magnetizagdo generalizada, susceptibilidade generalizada e energia generalizada respectivamente. em
fungdo do logaritmo da temperatura ficticia 7. O logaritmo foi usado para melhorar a visualizagdo do gréfico.
Mostramos esses graficos para dois volumes de rede diferente, com o objetivo de identificar a sensibilidade do
sistema frente a alteracdes do volume.
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Figura 4.22: Energia genetalizada vs logaritmo da temperatura ficticia 7" para redes 102 e 202 com ¢ = 0.8.
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Figura 4.23: Magnetizacio genetalizada vs logaritmo da temperatura ficticia T’ para redes 102 e 20? com ¢ = 0.8.
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Figura 4.24: Susceptibilidade enetalizada vs logaritmo da temperatura ficticia 7" para redes 10% e 20% com ¢ = 0.8.
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Nas figuras (4.25, 4.26 e 4.27) mostramos o comportamento do sistema para alguns valores do parametro
entrépico g, para as mesmas quantidades generalizadas analisadas anteriormente. Plotamos o valor ¢ = 1.0, onde
a estatistica de Tsallis correspondente a estatistica de Boltzman-Gibbs 7" = T, e verificamos a concordancia com

os resultados do algoritmo convencional de Metropolis. Além disso, ¢ = 1.0 serve de referéncia para analisarmos
o comportamento das quantidades generalizadas para ¢ < 1.
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Figura 4.25: Energia genetalizada vs logaritmo da temperatura ficticia T’ para rede 202 com vérios valores de q.
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Figura 4.26: Magnetiza¢io genetalizada vs logaritmo da temperatura ficticia T’ para rede 202 com vérios valores
de q.
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Figura 4.27: Susceptibilidade generalizada vs logaritmo da temperatura ficticia 7” para rede 20? com vérios valores
de q.

Resultados em 2D - Metropolis-Salazar-Toral

Tendo os resultados da simulag@o do algoritmo anterior como um primeiro passo, vamos realizar uma segunda
etapa, a fim de completarmos a simulacdo do MI utilizando a termoestatistica de Tsallis. Esse segundo passo,
como explicado em 3.4.1, consiste na transformacgdo de 7 — T. Essa transformacéio pode ser expressa pela
combinag¢do das equacdes (3.52) e (3.56):

’ ’ ! q
— T — (1 — Q)Uq(,l; )6(‘1—1) 77«:3 #ﬂz)b’q ] (410)
1+ (1= q)8,(Tp)

No célculo dessa equagdo, utilizamos o limite 7, = 0 para que tenhamos configura¢des representativas do estado
fundamental do MI 2. A entropia generalizada referente a temperatura 7T}, pode ser entendida no contexto do
ensemble microcandnico. Nesse ensemble, temos como solugdo para o problema de maximagédo da entropia:
Q(E)_l e =F
pi =

0 ,do contrario "’ @1

onde 2(E) é a degenerescéncia da energia, ou seja, o nimero de configuragdes com a mesma energia . Nesse
caso, a entropia como fun¢do da energia é dada por:

QE)-9 -1

Si(B) = == —

(4.12)
Para o Ml em T} = 0, temos Q(Ey) = 2, onde Fy é o estado de mais baixa energia. Esses estados sio referentes a
configuracdes onde todos os spins tem a mesma orientacio (todos para cima ou todos para baixo). Assim, o valor
da entropia usado em (4.10) é:
g o(l—q) _ 1
0)=— . 4.13

Note que, uma vez conhecidos a temperatura critica e expoentes criticos em termos da temperatura ficticia 7",

em principio podemos agora determinar as temperaturas e expoentes criticos referente a temperatura fisica 7'. No

20 MI pode ser pensado como um sistema de dois niveis de energia, com os estados fundamentais da energia em 7' = 0
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entanto, este calculo estd além dos objetivos da presente dissertacdo. Um estudo dessa natureza requer uma andlise
mais completa de erros, o que nio foi feito aqui.

Na figura 4.28 plotamos a fun¢fo que deve ser integrada para que possamos realizar a transformacgéo 7" — T,
parap = 0.6 e ¢ = 0.8. O gréfico objetiva mostrar que a funcdo que deve ser integrada é suave. Assim, podemos
usar alguma técnica de integracdo numérica, como por exemplo a regra 3/8 de Simpson - ver Apéndice A.
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Figura 4.28: Procedimento de integragio implicito na equagdo (4.10) para realizarmos a transformagido 77 — T..

Na figura 4.29 mostramos o resultado da simulag¢do usando o algoritmo de Metropolis-Salazar-Toral em uma
rede 202. Tal simulacdo ainda nfio aparece na literatura, mas estudos de aspectos nfio extensivos das redes de
mundo pequeno sim [81]. Observamos que hd uma regido de temperaturas para que os valores da energia nao
sdo uma fun¢do univoca, isto €, existe mais de um valor de U, para um mesmo valor de temperatura. Aqui ndo
investigamos a natureza da ndo unicidade da energia, mas estudos na literatura [82] mostram que usando critérios
de minimizacao da energia livre, € possivel determinar precisamente a energia interna.
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Figura 4.29: Energia generalizada U, vs temperatura em uma rede 202.

4.3 Simulando a Teoria de Campo Escalar na Rede

Nesta secdo, vamos utilizar a teoria de campo escalar na rede desenvolvida no primeiro capitulo. Lembrando que
o problema de calcular valores esperados para teoria de campo escalar é exatamente equivalente a achar valores
esperados em modelos de mecanica estatistica 2.4. Iremos mostrar que quantidades de interesse sdo expressas em
termos de valores esperados do campo. Dessa forma, podemos utilizar os métodos de MC estudados no capitulo 2.

Constante de Acoplamento Renormalizada
Vamos, entdo, reescrever a agio da teoria A\¢* na rede d-dimensional (2.201):

d
1 mé A
— a) _ = 7 2 7 20y 2(h) + 22 04 (7
Srete =Y a { 3 2 Pl au() + (14 ) + 5 sao(n)} . (4.14)
P —

Para o propésito da simulacdo computacional, € conveniente trabalharmos com quantidades adimensionais. Nesse
sentido, podemos reescalar o campo nu d-dimensional (), a massa nua (mg) € a constante de acoplamento nua
(o), respectivamente como: ¢ = a'¥2~1p m = amge A = a*~%)\;. Podemos, entdo, reescrever a a¢io
Euclidiana na rede, como:

d 2
Srede = Z { - % > e+ (i) + (1+ m?)ﬁ(ﬁ) - i\!<p4(ﬁ)} : 4.15)

A acdo adimensional pode ser, ainda, transformada com a prescri¢ao:

V2K 1-2A 6
%:7(2;{)1/2@ N - —2d e )\02?' (4.16)

Isso implica em

d
Srede = Z { - ZKZQD('FL + ,EL)QD(’FL) + @2('&) + A [@2('&) — 1]2 — )\} . (417)

n p=1
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Para k positivo, o acoplamento é do tipo ferromagnético sendo « andlogo a inversa da temperatura, 5. O limite
A\ — oo representa um caso especial, chamado limite de Ising. Nesse limite, todas as configuracdes com ¢?(71) # 1
sdo suprimidas e os valores dos campos assumem apenas valores +1 e —1.

Estudamos o comportamento da constante de acoplamento renormalizada da teoria escalar ? na rede. Mais
precisamente, obtivamos resultados para a constante de quatro e seis pontos da teoria a momento zero. Os cédlculos
foram realizados em duas e trés dimensdes na fase simétrica ({¢o) = 0), onde abordagens ndo perturbativas nio
funcionam. No regime de acoplamento fraco (A — 0) € possivel usar uma abordagem analitica. Isso é conseguido,
realizando uma expansdo perturbativa em ), feita através da fatorizagdo do termo de interacdo da integral funcional:

Z[J) = 4,ZM4 0 4.18)

onde

_ / Dipe—Sreac (4.19)

O funcional Z,[J] pode ser calculado de forma fechada, pois se trata de uma integral Gaussiana. Assim, a fungéo
de partic@o (4.18) pode ser expandida em série de poté€ncia, caracterizando a teoria de perturbacdo. Notando que
essa expansdo ¢é vdlida apenas para constante de acoplamento pequena, A < 1. No regime de acoplamento forte,
também existe um método analitico como alternativa. Quando A >> 1, a expansdo em série de poténcias pode ser
feita de outro modo, nesse caso, a expansdo é conseguida por fatorar o termo cinético da integral funcional como:

B ) e = 1)
ZJ) = exp ;;&](ﬁ)G (n,m)éJ(m) ZolJ] (4.20)
onde
ZolJ] :/Dwezﬁf e*(R)+J (1) 4.21)

Observamos que (4.21) ndo € uma integral Gaussiana, mas pode ser calculada como o produto de integrais or-
dindrias na rede:

_ F(z)
J =N 1;[ 0] (4.22)
onde
F(z) = / dze~ ¥+ (4.23)

e N ¢ uma constante. O fungdo F'(z) é transcendental e pode ser calculada como série de poténcias de z:

2”x2n 1
JZ ( +4> . (4.24)

Usando essa expansdo em série, podemos expandir ambos os termos do lado direito da equacdo (4.20). Assim,
obtemos uma série de poténcias de Z[J]| que assume a forma geral:

L+ > N2, (4.25)

n=0

ZlJ] =N

onde Ay [J] sdo integrais sobre as fontes .J. Entdo, a expansdo no acoplamento forte € uma expansdo em poténcias
de A%/, Dessa expansio é possivel extrair um conjunto de diagramas simples, que podem ser usados para
calcular a fung¢io de Green da teoria. No caso da teoria (¢*)g—3, 0 estudo analitico no limite da constante de
acoplamento forte mostra que a constante renormalizada se aproxima do limite assintético. Muitos poucos tra-
balhos computacionais foram feitos na regiao da constante de acoplamento intermediaria para a forte. Isso, por
si s6, constitui uma motivagdo para esse estudo. Além do mais, a teoria (p?)4—3, ao contrdrio da teoria (p?)4—4,
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admite solucdo ndo trivial [83, 84, 85]. A maior parte dos esfor¢os tem se concentrado na aplicacdo do grupo de
renormalizacdo e expansdo a altas temperaturas para teoria ((p%);s—3 no limite de Ising [86]. A fim de contextu-
alizar esse estudo, citamos alguns trabalhos que determinam propriedades das fun¢des de Green 1PI de n-pontos
(n < 8). No caso d = 3 uma lista completa é encontrada em [14]. Bender e Boettcher fizeram um estudo analitico
na constante séxtupla de acoplamento em [87]. Nesse trabalho os autores levaram em conta calculos na constante
de acoplamento em uma rede hipercubica de dimensao arbitrdria, usada para obter o limite do continuo. Em duas
dimensdes Sokolov e Orlov usaram expansao no grupo de renormalizacdo e técnica de resomacgdo de Padé-Borel-
Leroy para calcular \g [88]. H4 muito poucos trabalhos usando a abordagem de MC na rede para a constante de
acoplamento finita (A # c0). Podemos citar, o pioneiro, Wheater [89] e mais tarde Tsypin [14].

Vimos no capitulo 1, que de acordo com o teorema de Wick, na teoria livre a fung¢do de Green para uma ordem
arbitraria, pode sempre ser escrita como a soma do produto da funcao de Green de dois pontos, (2.147). Quando
inclufmos a interacdo Ap?, notamos desvios do comportamento Gaussiano para ordens altas. Isso significa que
necessitamos de fun¢des de Green de ordens mais altas que dois para expressar uma funcdo de Green arbitraria.
Porém, idéias referentes a teoria da renormalizacdo sugerem que todas essas ordens altas podem ser expressas em
termos das fun¢des de Green de segunda e quarta ordem [36]. Além disso, extraimos da teoria da renormalizagdo
que, as quantidades renormalizadas podem ser expressas em termos de fun¢des de Green no espago de momentos.
Nao vamos aqui demonstrar essas idéias, nos restringindo apenas a escrever os resultados utilizados na simulacio:

m2 = ZG@~1(p?) : (4.26)
p=0
~ 4 .
N {G(2>—1(p2>} G (p?) (4.27)
p=0
~ 61 . ~ ~
AP =22 (GO1)) [6O6) - 10602 ()G ]| (4.28)
p=0
onde
A(2) (102
, G000 (4.29)
dp?
p=0

Essas quantidades renormalizadas podem ser escritas na rede, de tal forma que viabilize os calculos computa-
cionais. Assim, a versdo discreta de (4.29) pode ser escrita como:

GPp*) - G(0)
Z = _
p

, (4.30)

onde escolhemos p, o menor possivel. Isto é, p = (27”, 0) em duas dimensdes e p = (2%, 0,0) em trés dimensdes.
Entdo, a funcdo de Green de dois pontos no espaco de momentos pode ser escrita como:

GP () = (@()e(—p)) = (|8(D)*) , “.31)

onde

B(p) = e (). (4.32)

Dessa forma, as quantidades renormalizadas assumem a forma:

o (LN [{820) — (e
mR‘(%)[ B0 ]’ 33
@) _ (@O —3(5(0)%)? 434
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0)%) — 15(3(0))(2(0)*) +30(5(0)%)*
(2(0)%)3¢3!
Essas expressdes ndo podem ser usadas no regime de acoplamento fraco, pois apresentam erros estatisticos muito

grande. Mas, (4.34) e (4.35) apresentam erros estatisticos razodveis no regime intermedidrio ao forte [90]. Os
resultados para constante de acoplamento renormalizada e constante séxtupla renormalizada sdo consistentes com

B — (a2 _ L (4.35)

resultados numéricos e analiticos no limite de Ising. Por exemplo, nosso resultado para )\gg) ¢ 2.03 £0.072, em
concordancia com o valor de )\gg) = 2.05 £ 0.15 obtido, também por simula¢ao de MC, por Tsypin [14].

Resultados

Na figura 4.30, apresentamos os resultados das simulacdes referentes a constante de acoplamento nuas )\%) e )\gg)
em 2D. Utilizamos uma rede 642 como no trabalho [91]. J4 na figura 4.31, mostramos os resultados das simulagdes
em 3D, em uma rede 323.
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Figura 4.30: Comportamento das constantes de acoplamentos )\g) e )\g) em 2D.
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Figura 4.31: Comportamento das constantes de acoplamentos )\g) e )\g) em 3D.

77



Em ambos os casos, 2D e 3D, as constantes )\g) e )\g) se aproximam assintoticamente dos valores da constante
em duas e trés dimensdes calculadas analiticamente. Através da Figuras 4.30 e 4.31 observamos que a variagao
das constantes renormalizadas sdo pequenas comparado com a grande variacdo de . Isso significa que o poten-
cial efetivo no regime de acoplamento forte ndo muda significativamente para grandes variacdes da constante de
acoplamento. Célculos para ordens mais altas, )\g") (n > 3), sdo de dificil realizagdo devido a grande flutuacio
dos erros estatisticos no regime de acoplamento forte. Nesse caso, deve-se usar métodos que fazem uso direto do
calculo da fun¢d@o de Green conectada. Um desses métodos é discutido por Drumond e colaboradores em [92, 93].
Eles escrevem uma a¢do com um termo de fonte, a equagdo de Langevin descreve a evolugdo estocdstica do campo
na teoria [94].
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Capitulo 5

Conclusoes e Perspectivas Futuras

Nesta dissertagdo, tivemos como um dos objetivos fazer uma apresenta¢do das teorias necessdrias para simular
sistemas de mecanica estatistica e teoria de campos na rede com o método de Monte Carlo. Demos especial aten¢ao
a construcdo da termoestatistica generalizada de Tsallis, por ndo ser um assunto abordado em livros diddticos. Nao
fizemos 0 mesmo com a termoestatistica de Boltzman-Gibbs, pois esta faz parte do arcabougo tedrico de um fisico.
Também, fizemos uma introducdo geral ao fendmeno da transi¢do de fase, que € um assunto de bastante interesse
em sistemas de muitas particulas, e também, relacionados a fisica da matéria condensada e engenharia de materiais.

No que tange a teoria de campos, também nos esforcamos para fazer uma construg¢@o passo a passo até a sua
formulag@o na rede. Essa construgcdo pode ser util, ndo sé para as investigacdes da constante de acoplamento
renormalizada, mas para simulagdes de campos bosdnicos, € com um pouco mais de esforco, fermidnicos. Assim,
essa introducdo pode ser util para simulagdes da eletrodinamica quantica (QED) e da cromodindmica quantica
(QCD), todas na rede. Também, comentamos a conexdo formal existente entre a mecanica estatistica e a teoria
de campos. Conexao essa, que permite um intercimbio de técnicas computacionais entre as duas teorias, ou seja,
um método desenvolvido para simulagdes de modelos de spin, pode ser empregado quase que imediatamente, por
exemplo, para teorias de calibre na rede.

Em termos das técnicas computacionais, tentamos uma abordagem a mais geral possivel, de tal forma que
essa apresentacio possa ser Util para simulagdes de Monte Carlo em outras dreas do conhecimento. O algoritmo
de Metropolis sempre pode ser usado quando o uso de uma simulagdo de Monte Carlo for factivel. Essa é uma
das razdes para termos dado especial atencdo a esse algoritmo. Outra razdo € por inspirar a construg¢do do algo-
ritmo de Metropolis-Salazar-Toral, seu equivalente para a termoestatistica de Tsallis. O algoritmo de Metropolis-
Salazar-Toral expande as possibilidades de aplicac@o da técnica de Monte Carlo para sistemas nao extensivos. Por
completeza do trabalho, além de incluirmos um resumo das principais técnicas de tratamento de erros estatisticos,
também explicamos alguns dos métodos mais famosos de geragdo de nimeros aleatdrios.

Com respeito a simulacdo de modelos de spin, nos dedicamos ao modelo de Ising que, ainda hoje, € muito
estudado. O esquema usado para tratar esse modelo na rede de mundo pequeno pode ser diretamente estendido
para outros modelos como, por exemplo, os modelos N-vetoriais (spin continuo). O algoritmo de Metropolis-
Salazar-Toral, também pode ser aplicado com facilidade a modelos de spin continuo. Nas simula¢des realizadas na
secdo 4.2, confirmamos alguns resultados da literatura e propomos a aplicag¢ao do algoritmo de Metropolis-Salazar-
Toral no modelo de Ising em uma rede de mundo pequeno. Essa simulagdo € justificada pelo fato do modelo de
Ising em uma rede de mundo pequeno ser um sistema com correlagdo de longo alcance, os quaios podem ser
tratados através da termoestatistica generalizada de Tsallis. Essa aplicacdo do algoritmo de Metropolis-Salazar-
Toral ao modelo de Ising em uma rede de mundo pequeno € um resultado original dessa dissertacdo e temos a
expectativa de fazer, além das simula¢des em duas dimensdes, também em uma e trés dimensdes. Futuramente,
podemos aplicar essa abordagem a sistemas de spins continuos, como o O(2) (modelo XY, que em sua versdo na
rede regular apresenta transi¢do de fase topoldgica.

Por fim, estudamos o comportamento das constantes de acoplamento renormalizadas )\g) e )\g). Nosso estudo
teve o objetivo de mostrar que o modelo de um campo escalar fornece um dos exemplos mais simples de simulacao
de Monte Carlo da teoria de campos na rede. Sob o ponto de vista pritico, melhoramos os resultados numéricos
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para o comportamento de /\g) na regido de acoplamento intermedidrio e forte, na medida em que aumentamos
os tamanhos das redes em duas e trés dimensdes em comparac¢io com resultados prévios da literatura [87]. Além
disso, estudamos o comportamento de )\gg) em duas e trés dimensoes, resultados simulacionais inéditos na liter-
atura, que estdo em boa concordancia com previsdes analiticas. Esses cdlculos podem ser futuramente estendidos
para a teoria * & temperatura finita.

Como perspectiva futura, além dos projetos mencionados acima, pretendemos de imediato implementar uma
andlise de erros completa para determinar com precisdo a temperatura critica e os expoentes criticos fisicos para o
modelo de Ising numa rede mundo pequeno. Também temos a inteng@o de investigar a natureza da ndo unicidade
da energia interna do modelo em funcao da temperatura fisica do modelo.
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Apéndice A

Integracao Numérica

Consideramos uma fungio f(x) continua e conhecida em um intervalo [a,b]. Se conhecermos também sua primi-
tiva F'(z), podemos escrever a solugdo através do Teorema Fundamental do Cdlculo Diferencial e Integral:

b
/ f(x)dx = F(a) — F(b) , (A.1)

onde F'(x) = f(x). Porém, em muitas situa¢des praticas nos deparamos com fun¢des com primitivas descon-
hecidas ou de dificil obtenc¢do. Por vezes, nem mesmo temos a fun¢do a ser integrada definida por uma formula
analitica, e sim por uma tabela de pontos. Nessas situacdes ndo podemos utilizar a equagdo (A.1), tornando-se
necessario o uso de técnicas numéricas.

Os métodos de integragdo numérica s@o algoritmos calculados por maquinas digitais. Dessa forma, ha uma
distingdo entre a performance de algoritmos para diferentes dimensdes. Essas diferencas, em alguns casos, podem
ser demonstradas teoricamente ou simplesmente através de testes praticos de desempenho. Para integrais unidi-
mensionais ! , os métodos mais utilizados sdo regras de quadratura baseadas em funcdo de interpolagdio. Esses,
podem ser classificados em dois grupos:

e Foérmulas de Newton-Cotes: empregam valores de f(z), onde os valores x sdo igualmente espagados.
Implementacdes populares incluem a regra do Trapezdide, regra de Simpson, regra 3/8 de Simpson e re-
gra de Bode.

e Formulas de quadratura gaussiana: utiliza pontos diferentemente espagcados, onde este espagcamento e de-
terminado por certas propriedades de polindmios ortogonais. Os algoritmos mais populares fazem uso da
férmula de Gauss-Legendre, férmula de Gauss-Chebyshev, férmula de Gauss-Hermite e férmula de Gauss-
Laguerre.

No caso de integrais multidimensionais, o método mais popular e o de Monte Carlo, abordado na secdo (3.1).
Neste apéndice vamos nos ater a Regra 3/8 de Simpson, pois a utilizamos como parte constituinte do método de
Metropolis-Salazar-Toral, se¢ao (3.4.1).

A.1 Regra 3/8 de Simpson

Todas as encarnacdes de algoritmos baseados nas formulas de Newton-Cotes, trabalham com a idéia de dividir
o intervalo [a,b] em n subintervalos de mesmo espagamento h = (b — a)/n e substituir f por um polindmio
interpolador de grau n. O polindmio usado € o polindmio interpolador de Gregory-Newton:

—1)A? “1)... (2= (n—1))A"
Pn<x>:yo+zayo+2<227)yt>+...+2<z ) (zn'<n ))Amy0

, (A.2)

I'A solugiio numérica de uma integral simples, em geral unidimensional, é comumente chamada de quadratura.
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onde
Tr — X9
= — . A3
z 5 (A.3)

No caso especifico da regra 3/8 de Simpson, substituimos f em (A.1) pelo polindmio de Gregory-Newton do
terceiro grau (n = 3), P3(z). Assim, temos:

b b
/ flz)dz =~ / Py( (A4)
_ 2 _ _ 3
_ / {0+sz0+ 2(2 21!)A w , 2z 1)(; 2) A3y, s
= (A.6)
3h
= —[yo+3y1+3y2+ys . (A7)

8

Utilizamos n = 3, mas devemos também escrever a formula composta que exige um n multiplo de 3. Essa
exigéncia vem da necessidade de se utilizar quatro pontos para determinar o polindmio do terceiro grau. Obtemos
a férmula composta dividindo o intervalo [a, b] em n subintervalos de espagamento h = (b—a)/n e aplicando cada
conjunto de quatro pontos, isto é, a cada trés subintervalos [x;_1, z;], [i—1, zi], [Ti—1, 2] Vi=1,2,...,n —2a
equacdo (A.1):

3h 3h
/ f(r)dz =~ Y [yo + 3y1 + 3y2 + y3] + 3 lys + 3ys + 3ys + ys] + - .. (A.8)
3h
tg [Yn—3 + 3Yn—2 + 3Yn—1 + Yn) (A.9)
3h
= g[yo+3y1 + 3y2 + 2y3 + 3ys + 3ys + 2y + . . . (A.10)
+2yn73 + 3yn72 + 3yn71 + Yn - (All)
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