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Resumo

A teoria de solucgoes de viscosidade, foi introduzida nos anos 80 por M. Crandall e P. L.
Lions, particularmente de natureza eliptica ou parabdlica. Nesta monografia, apresenta-
mos o conceito de solugoes de viscosidade, algumas propriedades, unicidade de solucoes
através de principios de comparacao para o problema de Dirichlet, e consideramos o

seguinte problema:

PROBLEMA. Seja o espago euclideano R™ ou uma variedade Riemanniana e f uma funcao

suave limitada inferiormente sobre R™. Em que condigoes vale: para cada k > 0 existe

x, € Q tal que (i) f(zy) <inf(f) + 1, (i) [Vf(ze)| < 1, e (i) Af(zp) > —37

O principio do maximo de Omori - Yau, muito utilizado na solucao de diversos problemas
geométricos, por exemplo na prova do lema de Schwarz para aplicacoes holomorfas entre
variedades de Kéahler com curvatura de Ricci limitada inferiormente, fornece uma resposta
afirmativa ao problema acima no caso de variedades Riemannianas completas com cur-
vatura de Ricci limitada inferiormente. Apresentamos uma nova versao de principio do
maximo de Omori-Yau no sentido de solugao de viscosidade e uma nova prova no caso de

) ser um espago Euclideano, que é um caso especial de um recente trabalho do Peng e
Zhou.

i



Introducao

Esta monografia consiste em uma introducao a nocao de solucao de viscosidade. A
definicao de solucao de viscosidade que vamos apresentar é uma elaboracao da definicao
introduzida nos anos 80, por M. Crandall e P. L. Lions, (Medalha Field em 1994) [2], um
trabalho pioneiro na direcao de solubilidade de equacgoes parciais nao lineares, particular-

mente de natureza eliptica ou parabdlica.

As equagoes de Hamilton-Jacobi sdo equagdes de primeira ordem do tipo F'(z, u, Vu) = 0,
que aparecem em Mecanica Classica, em Teoria de Controle Deterministico e em Teoria
dos Jogos. Além de fornecer o ponto de partida histérico para o desenvolvimento da teoria
de solugoes de viscosidade, as equacoes de Hamilton-Jacobi sao um contexto natural para

uma introducao a esta teoria. Veja [5].

A aplicacao em Teoria de Controle Otimo Estocéstico desempenha um papel importante
no desenvolvimento da Teoria de Viscosidade, dando origem a algumas das idéias centrais

e fornecendo uma classe interessante de problemas modelos.

Uma pergunta natural é, como generalizar esta teoria a Variedades Riemannianas? Alguns
trabalhos recentes tratam dessa questao (veja [9]). Até agora, pouco se conhece sobre
as equagoes diferenciais de segunda ordem. Recentemente, Azagra, Ferrera e Sanz em
obtiveram em [1] uma estimativa para a Hessiana da a fungao distancia e generalizaram
alguns resultados de [4] para variedades Riemannianas compactas com algumas condigbes

sobre a curvatura.

O paper de S. Peng, D. Zhou, [6] trata do principio do maximo sobre uma variedade
Riemanniana compacta com bordo ou em variedades Riemannianas completas, no qual é
generalizada o conceito de subsolucao e supersolucao de viscosidade para qualquer var-

iedade Riemanniana.

O material desenvolvido nestas notas, no que diz respeito as solugoes de viscosidade,

il
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apareceu entre os anos 1983 e 1986. Os pioneiros desta teoria foram M. Crandall, P.- L.
Lions. L. C. Evans e Hishii. Os resultados sobre solucao de viscosidade que apresentamos
aqui sao devidos a estes autores e as referéncias basicas que utilizamos na elaboragao deste
trabalho sao: [4],[5] e [6].

Estudaremos o principio do méaximo para equagoes diferencias parciais de segunda ordem
da forma
F(z,u, Du, D*u) = 0,

onde u : {2 — R é uma funcao e €2 é um dominio limitado em R".

No Capitulo 1 introduzimos a nocao de solugao de viscosidade para equacoes diferenciais
parciais de segunda ordem nao lineares, e provamos algumas das propriedades basicas. O
Capitulo 2 é dedicado a unicidade de solucao de viscosidade caso eliptico e uniformemente
eliptico; No Capitulo 3 apresentamos o teorema (4.3) de [6] e como aplicacao damos uma

nova demonstracao do principio do maximo de Omori - Yau.

Em [6] todos os resultados anteriores, sao generalizados a variedades Riemannianas com-

pactas ou completas.



Capitulo 1

SOLUCAO DE VISCOSIDADE

O objetivo deste capitulo é introduzir a nogao de viscosidade de M. Crandall e P.- L.
Lions para equacoes diferencias parciais de segunda ordem. As nossas referencias basicas

nesta parte sao os textos [4], [5].

1.1 Método de viscosidade

A principal dificuldade em definir solucao fraca de uma equacao de Hamilton-Jacobi é
a ausencia de estrutura divergente. O procedimento usual para definir solucao fraca
de equagoes nao-lineares em forma divergente consiste em multiplicar a equagao por uma
funcao teste suave e fazer as derivadas que aparecem na equacao incidirem sobre as fungoes
teste. Entretanto, este procedimento sera nao-linear, em contraste com o procedimento
linear de integracao por partes. A definicao de solucao de viscosidade é inspirada no

principio do méximo para equagoes elipticas e parabdlicas (veja [3]).

1.2 Solucoes de viscosidade para EDP’s de Segunda
Ordem Nao Lineares
Ao longo destas notas {2 sempre denotarda um dominio limitado em R"™ isto é, um sub-

conjunto aberto e conexo e limitado de R™. A fronteira de () sera denotado por 0f) :=
QN R"\ Q).
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A forma mais geral de uma equagao diferencial parcial de segunda ordem é:

F(x,u(x), Du(z), D*u(r)) =0, em (1.1)

onde F': 2 x R x R" x S(n) — R é uma fungao dada e S(n) é o conjunto das matrizes

simétricas. Costuma-se usar a notagao

F=F(z,r,p,X)

onde r é a variavel que sera substituida pela solucao u, p € R™ a varidavel que sera
substituida pelo gradiente Du(x) e X € S(n) a variavel que serd substituida pela hessiana

D?u(z) de u. Vamos em seguida definir solugdo de viscosidade para o problema (1.1).

Definicao. 1.2.1. Uma funcio F : Q@ x R x R" x S(n) — R ¢ chamada eliptica
degenerada se
F(z,r,p,X) < F(z,r,p,Y)

para todo (x,r,p) € A X R X R"™ e todos X,Y € S(n) tais que Y < X.

Definigao. 1.2.2. Uma fun¢io F : Q x R x R" x S(n) — R € chamado prépria se
F(x,r,p,X) < F(z,s,p,Y) (x,p) € QxR",

para todos X, Y em S(n) tais que Y < X e todos r,s € R tais que r < s.

Exemplo. 1.2.1.

A Equacao de Laplace.
—Au+c(x)u = f(z).

pode ser escrita na forma (1.1), onde
F(a,r,p, X) = —tr(X) + c(z)r — f(z)
etr(X)=>" x,. 6facil verificar que F' é prépria.

Exemplo. 1.2.2.
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A equagao

Y %8% Zb ot efa)ula) = f(a),

1,j=1 =1

onde & matriz A(x) = (a; ;(x)) é simétrica pode ser escrita na forma (1.1) com
F(z,r,p,X) = —tr(A —i—Zb x)p;i + c(x)r — f(z).

E f4cil verificar que a fungao F' ¢ eliptica degenerada se e solo se A(z) > 0 e propria se

c(x) > 0.

Definicao. 1.2.3. Seja F' propria, e u : 2 — R uma funcao.

1. Diz-se que u € uma subsolugio de viscosidade da equagio (1.1) se u € USC(Q2) e

para todo x € Q e cada ¢ € C*(Q) tal que (u — ) tem mdzimo local em x e vale:

Pz, u(z), Dp(x), D¢ (x)) < 0.

2. Diz-se que u € uma supersolugao de viscosidade da equagao (1.1) se u € LSC(Q) e

para todo x € Q e cada ¢ € C*(Q) tal que (u — @) tem minimo local em z e vale:
F(z,u(), Dp(x), D*¢(x)) = 0.

3. Diz-se que u € uma solugao de viscosidade se u for ao mesmo tempo subsolugao e

supersolucao de viscosidade.

As fungoes ¢ utilizadas na caracterizacao das solugoes viscosas sao chamadas funcoes

teste.

Na definigdo podemos usar como fungoes teste C*(£2;R), ao invés de C?*(2;R) e ainda

assim, obter o mesmo conceito de solucao.

E fécil mostrar que uma solugao classica de (1.1) é uma solugao de viscosidade.

Proposicao. 1.2.1. Seja u: Q) — R. Entao, as sequintes afirmacoes sao equivalentes:

1. u € uma subsolugao de viscosidade (resp., supersolu¢do) de (1.1)

2. s 0= (u—¢)(T) > (u—¢)(x) (resp., < (u—p)(Z)) para T € Q e x # T em uma
vizinhanga de %, entio F(%,p(2), Do(z), D*p(2)) < 0 (resp.,> 0).
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Demonstragao. A implicacao (1) = (2) é imediato.

Para a reciproca, suponhamos v uma subsolucao e que u— ¢ atinge seu maximo em & € 2.

Definimos agora
ps() = p(@) + 8|z —2[* + (u - 9)(@).

Note que 0 = (u — ¢5)(Z) > (u — ps)(x) para z € Q\ {2}. (2) implica

F (&, ¢5(2), Dps(), D*ps(2)) < 0.

1.3 Definicoes Alternativas de Solucao de Viscosi-

dade

Do ponto de vista pratico, de estudar solucoes de viscosidade, veremos que, é 1til estar
de posse de uma definicao alternativa, porem equivalente, de solucao de viscosidade que
prescinde do uso de funcoes teste. Contudo essa definicao alternativa se apdia no conceito

de semi-jatos de uma fungao.

Definigao. 1.3.1. O subjato e o superjato em x € € de uma func¢ao u : 0 — R sao

definidos por:

u(y) < u(z) + (p,y — )
T u(r) =4 (p,X) €R" x S(n) | +3(X(y— ),y — x) + o(ly — =)

com ye)—ux

u(y) > u(z) +(p,y — )
TP u(r) =4 (p,X) €R" x S(n) | +3(X(y— ),y — z) + o(ly — =)

\ com ye)l—ux )

O Jato de uw em x € Q) € definido por

J2u(z) = J¥Vu(x) N J> ().

Note que
J* u(x) = —J% (—u)(x). (1.2)
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Se u for de classe C?, entdao J* u(x) = {(Du(z), D*u(z))}.

As defini¢oes acima sao motivadas pela tentativa de recuperar o conceito de derivada para

aplicacoes nao suaves.

Introduzimos os conjuntos USC(Q2) e LSC(2) definidos da seguinte forma.
USC(Q) ={u:Q — Rlu é semicontinua superiormente em 2},
LSC(2) = {u:Q — Rlu ¢é semicontinua inferiormente em Q}.
Proposicao. 1.3.1. Seja u: Q) — R, uma fungao temos:
1. Se J*Fu(z) N J* u(z) # 0, entdo Du(x), D*u(z) existem e
J2u(x) = J*Tu(x) N J* u(z) = {(Du(x), D*u(z))}
2. Seu e USC(Q) (resp.,u € LSC(QY)) entao
Q={recQ: I, cQ tal que J*Tu(zy) # (Z),ICILIEO T =}
(resp.,Q={z € Q: 31, €Q tal que J* u(zy) # Q)’kh—{go T = x}).
Demonstracao.

1. Se J>Tu(x) N J*> u(z) # 0 entdo existe (p, X) € J>Tu(z) e (p, X) € J> u(z), seja

p(y) = u(y) — u(z) + (p,y — x) + 5(X(y — ), (y — x)), entdo

lim sup Py) 5 < 0 <liminf Py) 5
y—o |y — 2| y—e |y — x|

assim lim,_, % = 0 o que mostra que p é o polinomio de Taylor, entao u é
diferencidvel e por unicidade da serie de Taylor temos p = Du(z) e X = D?u(x).

2. Sejax € Qer >0 tal que B.(z) C Q, para cada € > 0 escolhemos z. € B,.(x) tal

que
[Te — x| _

ute) = P = () - 2

€ y€Br(x) €

entao

u(zwe) — @ > u(x),
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|we — 2" < e(u(ze) — u(z)) < 2¢ max |u(y)],
yeBr(CC)

assim para € pequeno podemos supor que x. € B,.(x).

Como z, é um méaximo local em B, (z) temos

e) == () - ), vy e B

entao
u(y) < u(ze) + ~(ly — 2> = Jwc —2f*),  Vy € B, (2),
e
ly — @ = Jwe —af* = 2w — 2,y — 2) + (y — v,y — 20,
assim
u(y) < ulze) + (py —ze) + (Y — 7)Y — o),
onde p = 2 2= o que mostra que (22=2 I) € J* u(x).

Definigao. 1.3.2. O fecho do subjato J**u(x) é

dr, € Q e H(pk,Xk) € J2’+U(.Tk)
J2’+U<£E> = (p7X) S R™ x S(n) tal que (xkuu(xk)7pkaxk) - ('ruu(x>7p7 X)
com k— o

O fecho do superjato J*> u(x) é

Jr, € Q e I(pr, Xi) € J> u(wy)
ﬁu(m) = (p> X) € R" x S(n) tal que (xkau(xk)vpth‘) - (x,u(:v),p,X)

com k — oo

Proposicao. 1.3.2. Para u : ) — R, as sequintes afirmagoes sao equivalentes.

1. u € uma subsolugdo de viscosidade (resp., supersolugdo ) de (1.1).

2. Para cada z € Q e (p, X) € J*Tu(x) (resp., J> u(z)) temos F(z,u(x),p, X) < 0.
(resp., >0)

3. Para cada x € Q e (p, X) € J>Vu(x) (resp., J>~u(x)) temos F(x,u(z),p, X) < 0.
(resp., > 0)
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Demonstracao.

e (2) = (3) Paraz € Qe (p,X) € J>tu(z) entdo existe xz, € Q e (pr, Xx) €
J*>%u(x) tal que (zy, u(zk), pr, Xi) — (z,u(x),p, X) e pela continuidade de F' temos
F(z,u(z),p, X) <0.

e (3)= (1) Sejax € Qe e C*N) tal que x é maximo local de u — ¢, isto é:

u(y) = ely) < u(x) = p(z),
ou seja
u(y) < u(x) +¢y) — ¢(@)
Pela expansao de Taylor temos
1
u(y) < uz) + (Dp(x),y — z) + S{D*p()(y — 2), (y — ) + olly — «[*),
com y — x, assim, temos que (Dy(x), D*¢(x)) € J>Fu(z) C J2Fu(x), logo (3)
implica
F(z,u(x), Du(x), D*u(z)) < 0.
e (1) = (2). Sejaz € Qe (p,X) € J>Tu(z), entdo existe uma fungao nao decrescente,
continua w : [0, 00) — [0, 00) tal que w(0) =0 e
1
u(y) S ul@)+ oy — o)+ Xy =2), (y—2) +ly —aPwly - =),  (13)

com y — x. De fato, para r > 0 definimos

wo(r) = sup {u(3/> —u(z) — (p,y —x) — %<X(y —a), (y — x))}

2
ly—x|=r r

)

e wi(r) := supg<;<, wo(t) satisfaz (1.3), pois

wi(r) = wo(r)
u(y) —u(z) — (py —z) — 3 (X(y —x), (y — 7).

2 2
ly — o

Dai
y— 2P r(r) > uly) — ule) — {p.y —2) — ${X(y— ), (s — )
Seja ¢(y) = u(@) + (p,y — ) + 3(X(y — 2), (y — 2)) + ¥(ly — 2|) onde

U(y) = /t% </S2Sw(r)dr> ds > t2w(t).

E facil ver que
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1. ¢ € C?. De fato,

0 =2 [ was— [ wloas o

t

W(8) = Sw(dt) — 4w(2t) + w(?).

2. (Dg(x), D*¢(x)) = (p, X) € J*Tu(z), e (u—¢)(x) = (u—¢)(y) para ye€
2 — x. como u(y) < ¢(y) para y € Q — z, por (1) temos

F(z,u(x),p, X) = F(z,u(z), Do(x), D*¢(x)) <0,
portanto, completamos a prova.

Tendo em conta a prova da etapa 3 acima, verificamos que

3¢ € C2(Q) tal que |
J*tu(z) = ¢ (D¢, D*p) € R" x S(n) | u— ¢ atinge seu

maximo em X

o € C*(Q) tal que )
J¥"u(z) = (D¢, D*¢) € R" x S(n) |u— ¢ atinge seu

minimo em X )
\

Assim conhecemos intuitivamente J**u(x) por seu grafica.

Exemplo. 1.3.1. Seja u € C([—1,1]) dada por u(z) =1 — |x|, a partir do grdfico de u,
podemos concluir que

J*u(0) =0 e

JHu(0) = ({1} x [0,00)) U ({~1} x [0,00)) U (=1, 1) x R)




CAPITULO 1. SOLUCAO DE VISCOSIDADE 15

Exemplo. 1.3.2. Seja u: R — R definida por:

1 para x>0
u(z) =
0 para z <O.

VEMOS que

J2u(0) =0 e

J* u(0) = ({0} x [0,00)) U ((0,00) x R).

Seja K C R™ nao necessariamente aberto, definimos o subjato, superjato e o fecho de

semijatos de u: K — R em x € K por

u(y) < u(z)+ (p,y — )
JIZ{’Jru(x) =4 (p,X)€R"x S(n) +%(X(y —x),y —x) + oy — z[*)

com yeK —uzx

u(y) > u(z) + (p,y — x)
T u(@) =< (p,X) €R* x S(n) | +3(X(y —2),y — 2) + oy — )

com yec K —ux

Jr, € Q e Ipr, Xp) € J>Fu(wy)
JiﬁiU,((E) = (p7 X) € R" x S(”) tal que (.Tk,U(.ZCk),pk,Xk) - (I,U(ZU),]%X)

com k — o0
note que se K = Q e x € () temos

JoEu(x) :J%’Jru(x) e JoTu(z) = J2 u(z)
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Exemplo. 1.3.3. Sejo u : K — R onde K = [0,1], entdo Jo u(x) = J>*u(z) =
{0} x [0,00) se z € (0,1) e que

JiFu(0) = ({0} x [0,00)) U ((0,00) x R).

J2"u(0) = ({0} x [—00,0)) U ((—o0,0) x R).

Proposigao. 1.3.3. Sejamu: K - R, ¢ € C*(K) ex € K entao

T (ut ¥)(2) = (Dy(x), D*P()) + T (u)(2)

T (u+ v)(@) = (DY (), D*p()) + T (u) (@)

Demonstracao. Aplicar definicao.

1.4 Origem do termo viscosidade

Concluimos este capitulo fazendo uma referencia a origem do termo wiscosidade, utilizado
na definigao (1.2.3).

Exemplo. 1.4.1.

Considere o problema de valor de fronteira

{ u+ H(z,V,u) =0  em R"x (0,00) (1.5)
u(z,0) = g(z)  sobre R"x {t=0}

onde o dado inicial g : R" — R é uma fungao continua. Chamamos a H de Hamiltoniana

da equacao. Uma solugdo cldssica de (1.5) ¢ uma fungao u : R x [0,00) — R, de classe

CHR"™ x (0,00)) N CY(R™ x [0,00)) que satisfaz o problema (1.5).

Uma vez formulado o problema (1.5), considere o seguinte problema auxiliar (do tipo

eliptico):

—eAuc+ (u )+ H(x,Vyu) =0 em R™ x (0,00)
ue(z,0) =g(x)  sobre R™x {t=0}
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Com hipéteses relativamente fracas sobre a regularidade de H e g é possivel garantir, para
cada € > 0, a existéncia de uma solucao suave u,, a estratégia de aproximar a solucao de
(1.5) introduzindo o termo de viscosidade artificial —e Au, e fazendo ¢ — 0 é conhecida

como método da viscosidade esvanescente.

Defina u como o limite (localmente uniforme) da seqiiencia u.. Dada uma funcéo teste
¢ € C*(R" x (0,00)) tal que u — o possui um maximo local no ponto (g, ty), entao u, —
possuem méaximos locais nos pontos (x,t.) e ainda lim. ot. = tg,limeoz. = xo. Dal
segue que

Ot (Te, te) = Opp(Te, te),  Optie(Te, te) = Opip(Te, te),

—e Au (v, te) > —€ Ap(ze, to),

de onde obtemos

Op + H(z, Vo) = € Au, < € Ap.

Como conseqiiéncia da convergéncia uniforme u, — wu,

Exemplo. 1.4.2.

Seja 2 = (—1,1) C R, Considere o problema de valor de fronteira:

|u'| —1=0, em (), (.7
u=0, sobre 0Q={-11}. '
Considere o problema auxiliar. (tipo eliptico):
—eu! 4+ u]—1=0, em Q, (1.8)
ue =0, sobre 0Q={-1,1}. '

A estratégia também é aproximar a solugao de (1.7) por uma solugao de (1.8), fazendo

e — 0.

Uma solugao de (1.8) é

hz
ue(z) = —€e In (COS E) :

cosh %

a qual converge uniformemente a u(zx) = 1 — |z| em (-1,1), isto é u. — u.



Capitulo 2

PRINCIPIO DE COMPARACAO E
UNICIDADE

O objetivo deste capitulo é estudar o problema de unicidade de solugoes de viscosidade.

Isto sera feito através de principios de comparagao.

Lions foi o primeiro a mostrar a unicidade de solucao de viscosidade para EDP’s elipticas
em problemas de controle estocéstico (isto é, Equacao de Bellman). Os resultados foram

estendidos para EDP’s de segunda ordem por Robert Jensen em 1988.

Consideremos a seguinte EDP
vu+ F(z, Du(z), D*u(z)) =0 em (2.1)
onde v é uma funcao nao negativa.

(2.2)

F:QxR"x S(n) — R. (2.3)

¢ continua.

2.1 Principios de comparacao

Consideremos o caso onde é u é uma subsolucao de viscosidade e v uma supersolugao

classica de (2.1).

18
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2.2 EDP eliptico degenerado I

Consideremos o caso onde F' ¢é eliptica (degenerada).

Proposigao. 2.2.1. Suponhamos que v > 0 e que F' seja continua e eliptica. Seja
u € USC(Q) (resp., v € LSC(Q)) uma subsolugdo de viscosidade (resp., supersolu¢do)
de (2.1) ev € LSC(Q)NC?(Q) (resp., u € USC(Q) N C?(Q)) uma supersolucio cldssica
(res., sub-solucao) de (2.1).

Se u < v sobre 052, entdo u < v em Q.

Demonstragao. Suponhamos que u é uma subsolugao de viscosidade de (2.1), o caso onde

u € uma supersolucao é similar.
Seja # = maxg(u —v) e 2 € Q tal que (u —v)(&) = 6.
Afirmacgao: 6 < 0.

De fato, se 6 > 0 entao & € Q2 pois u—v < 0, e Z é um maximo local de u— v, por hipdtese

u é uma solucao de viscosidade e v € C? uma supersolugao clssica entao
vu(#) + F(z, Dv(2), D*v(2)) < 0 < vo(2) + F(2, Dv(z), D*v(2)),

entao

vu(z) <vo(l)

Dai segue que
vl =vuz)—v(z) <0,

obtemos finalmente a contradi¢ao v 6 < 0. W

2.3 EDP uniformemente eliptico I

Mostramos para o caso: u uma subsolucao de viscosidade e v uma supersolucao classica,
ev > 0.
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Sejam A, A tais que 0 < A < A. Para X € S(n) definimos
PHX) =max{-Tr(AX)]\[ < A< AI para AeS(n)}
P (X) =min{-Tr(AX)|IN <A< AI para A€ S(n)}
Proposicao. 2.3.1. Para X,Y € S(n) temos:
1. PH(X)=—-P (—X),
2. 0P (X) = 0P (X) para > 0,

3. P* € convexo,

/ P (X)+P (YV)<P (X+Y)<
| PX)+PY) S PHX +Y) <

Demonstracao. So6 aplicar definicao. B

Definigao. 2.3.1. Dizemos que F : Q x R" x S(n) — R € uniformemente eliptico (com

constante de elipticidade 0 < X < A ) se

parax €, peR" e XY € S(n).

Suponhamos que F' seja u-Lipschitz na segunda variavel p isto é existe p > 0 tal que

paraz € Q, peR"e X € S(n).

Proposicao. 2.3.2. Suponhamos (2.2),(2.8) e (2.4), suponhamos também F uniforme-
mente eliptica. Sejau € USC(Q) (resp., v € LSC(Q)) uma subsolugdo de de viscosidade
(resp., supersolucio) de (2.1) e v € LSC(Q N C?(Q))) uma supersolucdo cldssica (resp.,
subsolugao) de (2.1).

Se u < v sobre 0F), entdo u < v em Q.
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Demonstracao. Suponhamos u uma subsolucao de viscosidade e v uma supersolugao
classica de (2.1).

Seja 6 = maxg(u — v).
Afirmagao: 6 < 0.

De fato, se maxg(u — v) = @ > 0, definimos para cada € > 0 a aplicagio ¢(r) = ee’®
onde § := max {“TH, v+ 1} > 0, (u > 0 é a constante Lipschitz de F' com respeito a p, e

A > 0 a constante de elipticidade uniforme). Escolhemos € > 0 tal que

e max e’ < —
Q 2

Seja 2 € Q tal que
(u—v+ ¢)(2) = max(u —v + @) > 0
Q

De onde obtemos que
(u—0)(Z) + dc(2) = 0

Dai
0 — ¢c(2) < (u—0)(2) (2.5)

como € > 0 e u < v sobre 91 entao Z € ). Assim

vu(@) + F(#, D(v — 6 (&), D*(v — 6.)(2)) < 0.

Pois v — ¢ € C* e

vu(i) + F(&, Dv(@), D*0(2)) + P~ (=D*¢c(t)) — pl Doe(2)] < 0.
Note que | Do (2)| < dee®@ e P~(—De (7)) > 62X’ assim
vu(z) + F(&, Du(2), D*v(2)) + 6e(Ad — p)e’™ <0 (2.6)
v é uma supersolugao cléssica de (2.1), por (2.6) temos
v(u —v)(2) + dee’™ < 0.

finalmente por (2.5)
v (0 — ¢(2)) + dee®™ <0
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Dai
0¢e(T) S V040 ¢() < voe(T),

pois v 0 > 0, e ainda ¢.(z) > 0, assim obtemos finalmente a contradigdo § < v < v+1 < 4.

|
Para mostrar o principio de comparacgao, quando u e v sao subsolucao e supersolucao de

viscosidade respectivamente, precisamos do seguinte lema.

Teorema. 2.3.1 (Lema de Ishii). Seja ; um subconjunto localmente compacto de R™
parai=1,... k,
Q:Ql><"'XQk7

u; € USC(8;), e ¢ duas vezes diferencidvel continua em uma vizinhanga de €.

Se

w(z) =up(ry) + - +up(ag) para = (21,...,2) € Q,

e suponhamos que & = (&1,...,3) € Q € um mdximo local de w — ¢ em 2, entdo para

cada € > 0 ezistem X; € S(n;) tal que

(Dxﬁo(i‘)a Xz) S Jé’+ui(lfi) para 1=1,...,k
e a matriz diagonal por blocos com estradas X; satisfazendo

X, .-
1

—(—HIAH)Ig o | S A+ed (2.7)
€

onde A = D%*p(z) € S(n), n=n1+ -+ ny.

Demonstracao. A demonstragao deste resultado requer um pouco mais de teoria de medida

do que a assumida aqui. Veja, [4] Teorema 3.2. W

Note que se

2
o, y) = ’9“”2—?”

entao
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1( 1 I 2
A::chﬁ(w,y):g(_l ]> e [lAf]=-. (2.8)

2.4 EDP eliptico degenerado II

Definigao. 2.4.1 (Condigao de Estrutura). Seja F' uma fung¢ao continua, se existe wp :

[0,00) — [0,00) continua tal que w(0) = w(0+) = 0 e se satisfaz para X,Y € S(n), e

310<X0<3 I I
Flor)=\Vo v)=2"\ 2 1)

Fly,p(r—y),Y) = Fly,p(x —y), X) <wp(lz —yl (1 +plz —yl) para z,y € Q.

w>1

entao

Nesta subsecao mostraremos que se a condigao de estrutura é satisfeita por uma funcao

continua F' entao F' em eliptico degenerado.

Primeiro mostramos o principio de comparagao quando F' satisfaz a condicao de estrutura
(2.4.1).

Teorema. 2.4.1. Suponhamos v > 0 e (2.4.1). Sejam u € USC(Q) e v € LSC()
subsolucdao e supersolucao de viscosidade respectivamente.

Se u < v sobre 09, entdo u < v em Q

Demonstracao.

Seja 6 := maxg(u — v) e suponha por absurdo que § > 0, para € > 0 definimos uma
aplicacao @, : Q@ x Q — R por

|z =y

Pc(z,y) = u(z) —v(y) 5 e

Seja (7, .) € Q x Q um ponto tal que

(I)E(ZEG, ye) = nax (I)E(xv y)a

z,yef)

> max d (z, ),
€N

= max(u — v),
e

pu— 9’
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ou seja
|ZL’€ - ye|2

> 4. 2.
2¢ = 6 (2.9)

U(IG) - U<y6) o
Como (2 é compacto existe uma seqiiencia (z., , ¥, ) tal que (7c,, ve,) — (£, 9) onde {ex }ren
uma seqiiencia tal que ¢, — 0 e (2,9) € Q x Q
Seja M := maxq u — ming v entao

|xe_ye|2
2¢

IA

u(ze) —v(ye) — 0,
M -0,
M,

IA

IN

isto é

|ze —y|* <2¢e M — 0, se e— 0.
Assim temos que T = g.

Segue de (2.9)

2
0 < lminffe =Y
e—0 2€
2
< limsup —|a:5 Yl ,
e—0 2€
< lim sSup ’LL(.Z'G) - U(ye) - (9’
e—0
S (U’ - 'U)(i') - 07
< 0.
Dali,
2
lim Fe =¥ _ (2.10)
e—0 €
e
0 < lim iglf(u(xe) —0(Ye))- (2.11)

Como u < v sobre 02 temos que & € €, pois (u — v)(Z) = 6 > 0 assim temos que para

€ pequeno z. € €2. No lema de Ishii se u; = u, wuy = —v, pu= % e o(r,y) = %,

entao pelo lema de Ishii existem X, Y tais que

<xe — Ye , X> € Fu(l’e)a (x€ — y€?Y) € J2’7/U(y€)’

€ €
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3 (1 0 X 0 3 I -1
- S S - )
€ 0 I 0 -Y € —I I
Assim pela proposigao (1.3.2) temos que

vu(z) + F(z, w,X) <0 <vou(z) + F(ye, Yy,
€ €

Dai obtemos que

Te — Ye

vu(z) —vo(ze) < F(ye, YY) — Flx,, , X).
Segue do (2.4.1) com p =%
a2
v (ute) = o(u) < wr (Jo =l + 220 2.12)

Escolhendo € suficientemente pequeno, isto é € — 0, e (2.10), (2.11) obteremos o absurdo
v0 < 0. (2.13)
|
Proposigao. 2.4.1. Seja F' uma func¢dao continua entao:
1. A definicao (2.4.1) implica eliptico degenerado.

2. Suponha que F € uniformemente eliptico, se existe um @ : [0,00) — [0,00) continua
tal que w(0) = w(0+) =0,

sup w(r)

< 00,
>0 T+ 1

|F(z,p, X) = F(y,p, X)| <@(|lz —y|([[X]| + [p| + 1)) (2.14)
para todo x,y € Q, peR™ XY € S(n) entao a definicio (2.4.1) € certo.

Demonstragao. (1) Suponhamos (2.4.1), isto é existe wg : [0,00) — [0,00) continua tal
que w(0) =w(0+) =0, se X, Y € S(n), u > 1 e satisfaz

—3u Lo (X 0 <3u L=l (2.15)
o7) " \o -y )~ -1 1) '
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entao,
Fly,p(x—y),Y) = Fy,p(x —y), X) <wp(lr -

Afirmagao: X <Y.

E UNICIDADE 26

yl (L +plz—yl), para 2,y € Q.

De fato, para £ € R™ por (2.15) a segunda desigualdade temos que

(G5 ) () ()=l

Dai, podemos concluir que
(X&.§) —(YE.€)
logo X <Y.

Seja e > 0, e £,n € R™ entao

(X&) =Y, = Y- Ynmn)

L)

<0,

)

= 2=+ Y (E—n)E—n),

€ 2] 12 HYW 2 2
< e VI + e =l Y1 e
= el (1+ I8 e -
isto é ;
X 0 Y I -1
( 0 —(Y+el) ) = (Hu) i (—I I )
assim se

1
> g XLV (14

e para € pequeno tal que X,Y + e[ satisfaz

(I o) (X 0
—3u <
0 I 0 —(Y +el)

)
(1 1)

fixamos z,p onde p = pu (x — y) em (2.4.1) temos que

y=z—"2
W
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logo por (2.4.1)

P 1
P =LY D) = Plap ) <on (L2 + D).
Agora, fazendo p — oo e € — 0, segue que
F(:E7p7Y) - F(Z‘,p,X) S 0.

(2) Seja X,Y € S(n) satisfazendo (2.4.1), entdo pelo mesmo argumento anterior temos
X<Y.

Multiplicando ambos lados de

X 0 I -]
<3u :
0 —(Y +el) I I
- ] bt
or ,OOO €11 0S
p o g
X—-Y X+4Y
* (2.16)
X+Y X-Y
de fato
-1 —I X 0 -1 -1\ Y ] -
I I 0 -Y I I B 7 I )
Y X+Y>

X —
X+Y X-Y

()]
(5
[
)

Suponhamos que [£] = |n| = 1, entao

X-Y X+Y ¢ ¢ e
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(21 ()

Entao
0< 12+ (Y = X)) s> = 2((X +Y)Em) s+ (Y — X)E,6),
assim
(X +Y)EmP < 12p+ (Y — X)n,n) (Y — X)E,€),
segue que
X+ Y] <|IX = Y]]z (120 +1X - Y]))2.
Como,
2[X]| = [|X +X]|,
< |IX =Y +]lY + X,
< X =Y+ X = Y]F (2p+|1X - Y|)2,
= X =YIIE (X =Y+ (12p+2]1X - YI)3),
< X -Y|E26p+]X - Y]z,
isto é

IX][ < [[X = Y2 (6p+[[X =Y][2).
Na ultima desigualdade usamos a desigualdade (a + b)* < 2(a® + b?).

Como X <Y, implica que
F(y,p,X) = F(y,p,Y) > P (X =Y) > A[|[X =Y/ (2.17)

De fato X <Y seesolose Y — X > 0entao Tr(Y — X) > ||Y — X|| e para A > A
temos —Tr(A(X —Y)) > A||X = Y|, isto é

PX-Y)>)\||lY = X]||.
Para todo € > 0, existe M, > 0 tal que

w(r) < e+ M.,

w(r) = iI>1£(€ + M.r), para 1 >0,
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Por (2.14) e (2.17), como || X|| <3 pu, e ||Y]] < 3 p temos

F(yvpay) - F(l’,p,X)

IA

@ (Jz = yl([[X]] + [p[ + 1)) = AM[X = Y|,

e+ M (lo = yl([IX][ + |p[ + 1)) = AIX = Y],
= e+ M|z —y|(jp[ +1) +

+M |z =yl [[X]] = AM[X =Y,

IN

= e+ Mz —yl(lpl +1) +

+ sup { M|z — ylt2 (6p + )7 — A},
0<t<6u

onde t = || X = Y]|.

Afirmacao: Existe C' > 0 tal que

C M. —y[? 0<t<I,
M|z — y|t2 (6 + )2 — At < ple—yl* se 0<t<
CM?ple—yl> se 1<t<6y,

De fato, para 0 <t <1,

Mle —ylt2(6u+ 1) =Xt < Mz —y|(12p)?
= MGCl V/’l/lx_y|27
onde C; =12 eparal <t <6pu,

M, & — y|t2 (6 + 1)
2
1 1
1M |z — yltz(6p + )2
Nt 4
1 M2 |z — y[t(12p)
= Nt 4 ’
3 M2 |x —yf?
)\ )
= CopM? |z -yl

M, |z —y|t2(6p+1)2 — At = 2 At

IN

+ M=\,

onde Cy = %,

Se C'= max{C}, Cs}, entdo ¢ satisfeita a afirmagao.

Fy,p, X) = F(z,p, X) = (F(y,p, X) = F(y,p,Y)),

29
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Segue que

Fly,p(r—y),Y) = Flz,p(r —y),X) < e+ Mz —y|(|p| +1) +

+C M./l —yl2 4+ C M? p|z — y|?

logo a equagao acima transforma-se em

Fly,p(z—y),Y) = F(o,p(z —y), X) Swrp(lz —y[ (1 +plz —y[)) para z,y€Q.

2.5 EDP uniformemente eliptico II

Apresentamos o principio de comparacao para uma aplicacao F' uniformemente eliptico e

v>0

Teorema. 2.5.1. Suponhamos (2.2), (2.3),(2.4) e (2.4.1), suponhamos também F é

uniformemente eliptica, Sejam u € USC(Q2) e v € LSC(S2) uma sub-solucio e super-

solugao de viscosidade de (2.1) respectivamente.
Se u < v sobre 09, entdo u < v em Q

Demonstracao. Seja
0 := sup(u — v)(z). (2.18)
zeQ
Afirmacao: 0 < 0.

De fato, suponha por contradicao, isto é supg(u —v) =: 6 > 0, seja 0 := ,3_4;1’ escolhemos
0 > 0 tal que
0 supe? <
zeQ
entdo 7 = sup,g(u(z) —v(z) + 5 %) > 6 > 0.

N D

Defina

L |ZE - y|2 oz

Seja (zc,ye) € Q x Q um ponto maximo de u(z) — v(y) — ¢(z,y), isto é

u(e) = v(ye) = o(we, ye) = o hax (u(z) —v(y) = ¢(z,y))
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sobre Q x Q pela compacidade de Q podemos supor que (z,v.) — (Z,9) € Q2 x Q quando

e—0

Como

U(l’e) - U(ye) - ¢($E7 ye) = max (U(l’) - U<y> - ¢(I7 y)),

AV A N AV Y
ERERES
BOTATA
s £ =
—~ o~
E & &
[
=N
g
+
(=%}
Q)
Q
4

V
o

Logo
U(l‘e) - U(ye) > ¢(x€a ye)a

Dai, pela definicao de ¢

a2
el gy s
) 0
< maxu—minv + —,
Q Q 2
logo
|z — ye|* < 2e(maxu — minv + —).
Q Q 2
Tomando o limite € — 0, obtemos
T=79.

De onde segue
w() —v(d) +0e” ™ > 7.

A qual implica que & € Q, logo podemos supor que (z.,y.) € 2 x ) para € pequeno, além

de isso obtemos que,

’SCG - ye’2 _

lim == = 0. (2.19)

Aplicando o lema de Ishii a u;(z) := u(z) +0 €™ e ug(x) := —v(z), existem X, Y € S(n)

(IE _ ye,X) € J2ruy(x,), (xe — yE,Y) € J2u(y.),
€ €

tal que
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3 I 0 X 0 3 I -1
- S S - 3
€ 0 I 0 -Y € -1 1

Pela proposigao (1.3.3) temos
($€ — e _ doe?, X — 2(50‘60I1[1> € Wu(m),
€

onde e; € R, I; € S(n) definidos como
1
0
€1 = . ) Il -

0 00 --- 0

Seja r ;=00 e’ ", e pela definicao de u e v temos

O§F<y, me_ye,Y) —F(me,ggﬁ_yE —rel,X—Qarh).
€ €

Da hipétese sobre F' (uniformemente eliptica) e (2.4) temos
0<ru+20rPHL)+F (qu) —F (:pux) .
€ €

De (2.4.1) e pela defini¢ao de P, temos

_ 2
OST('U’_2O-)\)+(“)F (|xe_ye|+w)a

Tomando agora o limite ¢ — 0 e por (2.19) temos
0<r(p—20M).

a qual implica 4t > 20 A = p + 1, obtemos finalmente uma contradi¢ao p >+ 1. W

32



Capitulo 3

PRINCIPIO DO MAXIMO.

O principio do méximo para funcoes de classe C? em variedade Riemanniana completas,
devido Omori [7] e Yau [8], tem muitas aplicagdes em Geometria diferencial, equagoes
diferencias etc. Apresentamos neste capitulo uma nova demonstracao desse principio

devido a S. Peng e D. Zhou em [6], usando a teoria de viscosidade.

Apresentamos uma nova versao de principio do maximo de Omori-Yau no sentido de
solucao de viscosidade e uma nova prova no caso de €2 ser um espaco Euclideano que é

um caso especial de um recente trabalho de Peng e Zhou. Nossa referéncia bésica é [6].

3.1 Principio do Maximo.

Os teoremas seguintes podem ser estendidos a variedades riemannianas completas.

Teorema. 3.1.1. Sejam u € USC(R") ev € LSC(R") duas fungées, suponhamos que
u e v sao limitados por acima e por baixo respectivamente e existe uma fungao crescente

w: [0, 4+00) — [0, +00) com w(0) = w(0+) = 0 tal que

u(z) —u(y) <w(|lz—yl|) para todos z,y € R". (3.1)
Entao
o == sup (u(x) —v(z)) < +oo. (3.2)
TER™

33



CAPITULO 3. PRINCIPIO DO MAXIMO.

34

temos para cada € > 0, existem Te,Ye,Pe,qe € R" € X, Y. € S(n), tais que (p., X¢) €

PHu(re), (g, Ye) € T2 u(ye),

u(re) = v(ye) = po — €,

|I6_yﬁ|<€7 |pe_QE|<€7 XESYE+€]

Demonstragao. Dividimos em duas partes.

Parte I. Sem perder generalidade podemos supor que 1y > 0, no outro caso substituimos

u por u — po + 1. Para a > 0 temos que w(\/%) > (0 e por definicao de supremo temos

que existe z, € R" tal que

w(ia) = (i) = pio - m/%).

Agora definimos

(8] )\a A )\OZ A~
Oq = SUp {u(az) —v(y) — 5 lz —y* - > 2o — x| — 5 [ Z/‘2} .

z,yeR™

Escolhendo « grande podemos supor que existe (z,,vq) € 2 tal que

o = u(xs) — V(Ya) — % |Ta — Yal® — % 1T — 20| — 7(1 1Za — Yol
Seja
g = sup{u(z) — v(z) = Aa|Za — 2[*},
zeQ
Entao
0o = u(Ta) = 0(Ya) — 5 |Za ya‘2 - % o xa|2 - % Lo ya|27

_ ol E e o Aa
= xs;épg{u(x) v(y) 2|x Y| 5 o z| 5 |Ta y\},
> sup {u(e) — v(x) — Ao [0 — 32},

e
= O'Z,
> u(Zy) — v(Za),

\V
=
o

|
&
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Dai

0> 02 >y — w(y/2). (3.6)
(8%

w(y/£2) ¢ limitado para a grande, pois para & > 0 existe a; > 0 tal que w(/%2) < &
para a > aq, assim —w(y/22) > —£2.

0o > 02 > p1o — w4 /%) > 0. (3.7)

Isto é, existe o, tal que

para o > «;.

Como conseqiiéncia temos

Aa s o
%|xa_ya|2 < %’xa ya|2+7 o = Tl + S |20 = Yal?,
S 'LL(ZL'Q) - U(ya) Oa,
< sup(u) — inf(v) — 04,
< sup(u) — inf(v) — o,
Seja C' = sup(u) — inf(v) — 0., entdo
Slra = pal? < C. (3.8)
Tomando o limite o — oo, obtemos
%0 =l 0 (3.9

. Ao
e = yal? + Ftlta = wal’ + 0 — yal’ <

IN

u(a) = V(Ya) = Oa,

< ) = uly) + ) = (o) ~ oy 2,

IN

0 = )+ 0ls) = () = oy 12,

< wllra =)+ /2) 0

Por (3.9), para £2 > 0 temos que existe ap > 0 tal que
2

a 2 _ Ho
— a — o <_
5l%a = ¥al” <5
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se a > Qo.

Dai

|xa_ya| < @
(0%

Da hipétese w é nao decrescente, logo

e — yal) < m/%).

Assim e por o mesmo processo podemos mostrar que

a )\a N )\Oé ~
e = yal? + Frla = wal’ + e — val’ < 20/ 20),

2
logo
wl/Ho
1Zo — Yal® < 4M — 0. (3.10)
o
wl/HE
1T — Tal?® + [Ya — Zal? §4¥—>0. (3.11)
pois
w(/E
a0 g [ e ),
e
limy In(y) =0
y—0
Parte II.
Sejam u; = u,us = —v €

Pa(,) = 21— ol + SN0 = al? + SN0~
Daf ¢, é de classe C%. Por (3.4) temos que existe (T, Ya) €
re" e
max (u(z) — v(y) = va(2,9)) = u(ra) = V(Ya) = Paltas Ya),

z,ye)

Do Teorema (2.3.1) (lema de Ishii), concluimos que para cada § > 0 pequeno tal que

£ > 1, existem X, € S(n) e Y, € S(n) tais que

(Dx‘pa(vaya)aXoc) € J2’+u($a)a (_DySOa(xomya)aYa) € J2’7U(ya)a
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1 I0 X, 0
—(< +[|A4a]]) < < Ag+ AL
J 0 I 0 -Y,

onde Ay = D?0u (70, Ya)-

Denotamos
) Ao 2
Pa - §D p(xaaya)7 ro = ?D Q(xoeaya)v
onde
plzy) =z —yl* q(z,y) =|ic — 2"+ |2a — y[*.
Dai

Aa:Pa+Qa-

Obtemos facilmente

o a -
Pa:§D2p($79)2—< >7 HPaH:O%

A A I 0 A
a:—aD2 _a N _a
Q 5 q(x,y) 5 ( 0 7 ) , [Qall 5

Seja V = (£,€)" € R?*", de (3.12) obtemos

(Xaf, &) = (Yol &) < ((Aa+dALV, V).

) (E)-(0)

Aa—i_dAi = (Pa+Qa>+6(Pa+Qa)27
= Pa+Qa+5(Pa+Qa)<Pa+Qa)7

Note que

«
PV ==c
2

= Pa+ Qa+0(Pa(Pat Qo)+ Qa(Pa+Qa)),

= Po+Qua+0P2+6Q2% +PQu + 6QuPa.

37

(3.12)

(3.13)
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Dai

(Xa, &) = (Yol &) < ((Aa+0A)V V).
= ((Pa+Qa+ 0P+ 8Q2 4 0PQa + 6QuPa)V, V),
= (QuV,V) +6(QIV, V),
= A €7+ 0N €%
= (Ao +0X3) €%

Escolhendo 6 = ﬁ, temos
€
<Xa§7§> - <Ya§7§> S §|€|27

isto é
X, <Y, +el.

Como

A

vx(pa(x7y) = (I - y) - )‘Oé (ICM - SL’),

Vypa(z,y) = —(a(r —y) + Ao (Ta — ¥)),

Por (3.11) temos que

Voo (Tas Ya) + Vygpa@jaaya)’ = DallZa = 2ol + Ao |0 = Yol — 0,

finalmente

O[ )\a A~ >\Oz A
u(xa)_v(ya) = Ja+_|ya_xa’2+7|xo¢_xa‘2+7|$a_ya’27

2
[ Ho
> _ ~0
= Mo Ld( o )7
> Mg — €

onde € é tal que w(,/%) < ¢, finalmente

u(xa) - U(?Joz) > o — €.

38

(3.14)

(3.15)

(3.16)
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Teorema. 3.1.2. Sejam v € USC(R") e v € LSC(R") duas fungdes Suponhamos que
u e v sao limitados por acima e por baixo respectivamente e existe uma fungao crescente

w: [0,400) — [0, 4+00) com w(0) = w(0+) =0 tal que

u(z) —u(y) <w(|lz—y|) para todos z,y € R". (3.17)
Entao
o == sup (u(x) —v(z)) < +00. (3.18)
z€R™

para cada € > 0, existem Te, Ye, P, ¢ € R™ e X, Y. € S(n), tais que (pe, X¢) € J>FTu(ze), (¢, Ye) €
J2’_U(y€>7
u(xe> - U(ye) > Mo — €,

lze —ye| <€ |pe—q| <€, tr(Xe) <tr(Ye) +e.

Demonstragao. A prova desde teorema é a mesma que a anterior, com excegao de tr(X,) <
tr(Ye) +e,

Por (3.14) e por a linearidade da tr temos

tr(X.) <tr(Y.) +e¢,

3.2 Principio do maximo de Omori-Yau

O famoso Principio do Méaximo de Omori-Yau pode ser obtido como uma conseqiiéncia

do teorema acima:

Corolario. 3.2.1. Seja f uma fungdo de classe C*(R™,R) limitada inferiormente sobre

R™, entao para cada € > 0 existe um ponto x. em R™ tal que

1. f(ze) <inf(f) +e,
2. |[Vf(z.)| <e

3. Af(ze) > —e.
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Demonstracao. Da hipotese, f é limitado inferiormente, isto é, existe o infimo de f em

R™. Definimos as fungoes u e v por

u(z) = irllRf fly) para z€R", (3.19)
yeR™
e
v(x) = f(x) para z€R" (3.20)

segue imediatamente das defini¢oes de u e v que

u(r) <wv(y) para z,y€R", (3.21)
e
po = sup (u(z) —v(x)) =0 < oo. (3.22)
TcR?
Definindo

w(r):=r para 1€ [0,00),

tem-se (3.21)
u() —uly) <0 < w(lz —yl). (3.23)

Do Teorema (3.1.2), concluimos que, para cada € > 0, existem z.,y. € R", (p., X¢) €
S u(ze),  (ge,Ye) € J> v(ye) tais que

w(we) — v(ye) > po — €, (3.24)
tais que
|ZL’€ - ye| <€ (325>
’pe - QG‘ < €, (326)
tr(Xe) <tr(Y.) + en. (3.27)

Como, f = v é de classe C? em R" e u uma funcao constante, temos

J2Eu(x) = {(Vf(2), V2 f(x))}. (3.28)

J2Eu(x) = {(0,0,xn) }. (3.29)

Daia Pe = O, Ge = Vf(ye)a Xe = Onxna € Y; = V2f(ye)
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Temos assim por (3.26), (3.27), (3.22) e (3.24) que
Hlf(f) - f(ye> > —€,

VIl =1 = al <e

0 <tr(Yo) +ne=tr(Vf(y)) +ne=Af(y) +ne,

isto é, se e =ne

o f(y.) <inf(f)+e,
o [Vf(y:)l <e,

L4 Af(ya) > —€.

Este resultado, conhecido com o principio do Maximo de Omori-Yau, é muito utilizado
na solucao de problemas geométricos, por exemplo na prova do Lema de Schwarz para
aplicacoes homomorfos entre variedades de Kéhler com curvatura de Ricci limitado infe-

riormente.



Referéncias Bibliograficas

1]

D. Azagra, J. Ferrera, B. Sanz, Viscosity solutions to second order partial dif-
ferential equations I, J. Differential Equations 245 (2008).

M. Crandall e P.- L. Lions, Viscosity solutions of Hamilton-Jacobi equations.
Trans. of the A.M.S., 277, 1-42.

F. John, Partial Differential Equations, 4th ed., Springer- Verlag 1984

M. Crandall, H. Ishii e P.- Lions, User’s guide to viscosity solutions of second
order partial diferential equations, Bull. A.M.S.,27, 1 (1992), 1-67.

H. J. Nussenzveig, M. C. Lopes Uma introdugao a Solugoes de viscosidade para
Equagoes de Hamilton- Jacobi Publicagoes Matematica. IMPA 2006.

S. Peng, D. Zhou, Maximum principle for viscosity solutions on Riemannian
manifolds, arXiv:0806.4768v2 [math.DG]. October 3, 2008.

H. Omori, Isometric immersions of Riemannian manifolds, J. Math. Soc. Japan
19 (1967), 205-214. MR 35:6101.

S.T. Yau, Harmonic funtion on complete Riemannian manifolds, Comm. Pure
Appl. Math. 28 (1975), 201-228. MR 55:4042.

B. Chow, S. Chu, D. Glickenstein, C. Guenther, J. Isenberg, T. Ivey, D. Knopf,
p- Lu, F. Luo, L. Ni, Ricci flow: techniques and applications, Part I: geometric
aspects. Mathematical Surveys and Monographs, 135, AMS, Providence, RJ,
2007.

42



Livros Gratis

( http://www.livrosgratis.com.br )

Milhares de Livros para Download:

Baixar livros de Administracao

Baixar livros de Agronomia

Baixar livros de Arquitetura

Baixar livros de Artes

Baixar livros de Astronomia

Baixar livros de Biologia Geral

Baixar livros de Ciéncia da Computacao
Baixar livros de Ciéncia da Informacéo
Baixar livros de Ciéncia Politica

Baixar livros de Ciéncias da Saude
Baixar livros de Comunicacao

Baixar livros do Conselho Nacional de Educacdo - CNE
Baixar livros de Defesa civil

Baixar livros de Direito

Baixar livros de Direitos humanos
Baixar livros de Economia

Baixar livros de Economia Doméstica
Baixar livros de Educacao

Baixar livros de Educacdo - Transito
Baixar livros de Educacao Fisica

Baixar livros de Engenharia Aeroespacial
Baixar livros de Farmacia

Baixar livros de Filosofia

Baixar livros de Fisica

Baixar livros de Geociéncias

Baixar livros de Geografia

Baixar livros de Histdria

Baixar livros de Linguas



http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1

Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo



http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1

