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Resumo

Realizamos um estudo da Teoria Quéantica de Campos num espago-tempo de (1 + 1)-dimensées em
modelos exatamente soliveis via o formalismo de integracao funcional, em que a estrutura Hamiltoni-
ana dos modelos é construida segundo a abordagem de Dirac para sistemas vinculados. Além disso,
implementamos as equagoes de Schwinger-Dyson e as identidades de Ward-Takahashi. Damos enfase na
estrutura de gauge do modelo de Thirring com simetria de gauge e analisamos os limites fortes das suas

constantes de acoplamento.

Palavras chaves: Sistemas Vinculados, Teoria Quéantica de Campos, Modelos Bi-dimensionais

Areas do conhecimento: Teoria Quéntica de Campos (1.05.03.01-3).
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Abstract

We study the quantum field theory in (1 + 1)-dimensional space-time in exactly solvable models via the
functional integral formalism. The Hamiltonian structure of the models is studied following the Dirac’s
procedure for constrained systems and the generating functional for the Green’s functions is implemented
into the functional integral technique. Also, we implement the Schwinger-Dyson equations and the Ward-
Takahashi identities. We made emphasize in the gauge structure of Gauged Thirring Model and study
the strong limits of their coupling constants.

Keywords: Constrained System, Quantum Field Theory, Bidimensional models.

Knowledged area: Quantum Field Theory (1.05.03.01-3).
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INTRODUCAO

H4 vérios anos, teorias de gauge tém atraido muita atengao na fisica de particulas elementares. A
razao é o seu grande progresso na solugao de problemas, em particular, na construgao de modelos de
unificacao e na teoria de interagoes fortes. Quando se constréi teorias usando simetrias correspondendo
a grupos locais, ou seja, impondo que as teorias sejam localmente invariantes, novos campos devem
ser introduzidos, referentes aos campos de gauge que possuem carater tensorial, como, por exemplo, no
caso das interagoes eletromagnéticas, fraca e forte em que sao campos vetoriais; ja no caso da interagao
gravitacional é um campo tensorial de ordem dois. A invaridncia de gauge junto com a quebra espontanea
de simetria e a renormalizabilidade sao a base para modelos que pretendem unificar diferentes interagoes.
Nesse contexto, um dos métodos mais uteis para o estudo de teorias de gauge é a formulacao de integracao
funcional [1, 2], cuja estrutura foi solidificada nos anos 60 e 70 quando foi incorporada a ela a andlise de
vinculos [3, 4], o que se permite ter uma medida de Liouville bem definida, invaridncia de Lorentz, etc.

Apesar do impeto das teorias de gauge vir das novas descobertas da fisica de particulas, as idéias
bésicas por detras da simetria de gauge tém aparecido em outras areas que se pensava nao ter nenhuma
correlag@o tais, como fisica da matéria condensada, fendmenos ondulatérios nao-lineares e inclusive na
matematica pura. Essa diversidade de ramos da fisica interessada nas propriedades das teorias de gauge
indica que de fato ela é um area de estudo muito geral e que nao é simplesmente limitada ao estudo das
particulas elementares.

O formalismo de integragao funcional, que sera utilizado nesse trabalho, teve muito sucesso em teorias
de gauge, tendo mostrado ser um método mais simples de tratar teorias mais complicadas, como teorias
de gauge nao-abelianas. Mas devemos lembrar que isso é possivel, uma vez que grande parte da estrutura
das teorias de gauge, ou melhor, das teorias quéanticas de campos ja havia sido formulada na abordagem
operatorial. O desenvolvimento de integragao funcional também mostrou ser capaz de esclarecer algumas
idéias como a relagao de quantizagao e processos estocasticos assim como a descoberta da chamada
simetria BRST na teoria quantica de campos de gauge e chegar a ser a formulagdo mais natural da teoria
de cordas, etc.

Uma questdo interessante surge quando queremos efetuar o cdlculo da matriz-S [5]. Se a calculamos
via formalismo canoénico a sua unitariedade é explicita e, se quisermos calculé-la via integracao funcional
a invariancia por Lorentz é manifesta. Mas em nenhum dos dois formalismos a invariancia por Lorentz e
a unitariedade estao presentes simultaneamente como é desejavel que a matriz-S tenha essas duas carac-
teristicas manifestas, devemos entao derivar o formalismo de integracao funcional a partir do formalismo
canonico.

Existem dois tipos de abordagem que podemos estudar as teorias de gauge em (3 + 1)-dimensoes:
a abordagem perturbativa e a nao-perturbativa. Dentre os varios métodos que podem ser aplicados,
em geral, nenhum deles permite resolver qualquer modelo exatamente. Uma questao interessante surge
quando diminufmos a dimensao do espago-tempo, como (1 + 1) e (2 + 1)-dimensées. Modelos como a
eletrodinamica quantica e a teoria de interagao quartica entre férmions se tornam exatamente soluveis

em (1 + 1)-dimensoes, e um dos pesquisadores pioneiros nessa area foi W. Thirring. A proposta de W.
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Thirring em 1958 [6] de modelos de campos quanticos no espago-tempo de (1+41)-dimensoées revelou um
campo da fisica ainda desconhecido, mas com uma estrutura riquissima que chamou muito a atencao
de vérios fisicos da época. Desde entdo, uma vasta literatura foi desenvolvida sobre esses modelos [7].
Porém, o que torna tais modelos tao interessantes? A resposta é o fato deles exibirem mecanismos
e caracteristicas que nao foram vistos antes devido a abordagem perturbativa da teoria quantica de
campos. Esses modelos podem auxiliar com informagoes sobre a origem e possiveis caminhos para solugoes
de alguns problemas que parecem ser ou sao inacessiveis em (3 + 1)-dimensdes. Um exemplo desses
problemas é o confinamento de férmions que ocorre na eletrodindmica quéantica de Schwinger que possui
uma estrutura similar ao confinamento de quarks na cromodindmica quéantica (QCD,). Portanto, modelos
bi-dimensionais possuem uma rica estrutura que pode ser estudada de maneira ndo-perturbativa. Assim,
por esses e outros fatores, tais modelos se tornaram um laboratério de testes de teorias mais fundamentais

e também de estudo fenomenolégico.

Hoje em dia o que proporciona um grande interesse em modelos com (141) e (2+1)-dimensdes no
espago-tempo € o estudo de propriedades de materiais na area de matéria condensada, e desenvolvimento
de novas tecnologias em que pode-se usar um formalismo muito similar ao desenvolvido para a teoria de

campos, que é o formalismo de teoria de campos a temperatura finita.

Um dos trabalhos pioneiros na area de modelos bi-dimensionais, foi o de J. Schwinger em 1962
[8], a eletrodindmica quéntica no espago-tempo de (1+1)-dimensdes (QFED3), que descreve um campo
fermiénico ndo-massivo interagindo com um campo de gauge. Nesse trabalho Schwinger mostrou que
em (141)-dimensdes a invaridncia de gauge do modelo nédo implicava necessariamente num campo de
gauge nao-massivo. Ele também mostrou que o béson de gauge adquire massa gerada dinamicamente e
torna-se um béson livre, enquanto os férmions sao confinados. O confinamento é explicado usando o fato
da dependéncia linear do potencial coulombiano com a distancia em uma dimensao espacial. E também
apresenta o fenomeno da blindagem da carga eletronica. Algumas questoes que ficaram em aberto no
trabalho de Schwinger foram respondidas por Lowenstein e Swieca em seu trabalho de 1971 [9] utilizando
uma abordagem operatorial para dar a solugao completa do modelo. Mostraram a existéncia de quebra
da simetria quiral, que é responsdvel pela origem da massa do campo de gauge (mecanismo de Higgs),

vacuo - 6 e também fizeram a bosonizacao do modelo.

Posteriormente, um fato foi levantado por Jackiw e Rajaramam [10], o processo de regularizacao das
divergéncias ultravioletas presentes no determinante fermionico que da contribuicdo a agao efetiva do
campo de gauge permite uma prescricao que nao seja invariante de gauge e essa prescricao generalizada
é caracterizada pela introdugao de um parametro a que revela as ambigiiidades do processo de regular-
izacao do determinante fermionico. Por exemplo, isso acarreta uma arbitrariedade no espectro da massa
bosénica do modelo de Schwinger [11]. A motivacdo do trabalho de Jackiw e Rajaraman surgiu do fato
de que em nivel quantico, ou é conservado a simetria de gauge local ou a simetria quiral, e como ja era
conhecido na época, havia a quebra dinamica de simetria quiral no modelo de Schwinger. Mas estudando
um campo fermionico quiral e tendo a quebra de simetria de gauge no processo de regularizacao, sera
que a invaridncia quiral era preservada? A resposta obtida por eles é que em nivel quantico ambas sime-
trias sdo quebradas nao existindo uma regularizagao que preserve ao menos uma delas. Tal modelo ficou
conhecido como modelo de Schwinger quiral, ou eletrodinamica quantica quiral. O modelo apresenta
divergéncias ultravioletas nas fungoes de correlagao fermionica, geracao dinamica de massa, blindagem
da carga eletronica, mas diferente do modelo de Schwinger, ele nao apresenta confinamento de férmions,
exibindo estados assintéticos fermionicos. Se considerarmos uma prescrigdo ndo invariante de gauge no
caso do modelo de Schwinger (o valor de a = 1 preserva a invaridncia de gauge em nivel quantico) o
modelo obtido é conhecido como modelo de Schwinger anémalo e possui divergéncias ultravioletas com

estrutura muito similar ao caso do modelo quiral.
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Um outro modelo de grande importancia tanto histérica quanto fenomenoldgica é o modelo de
Thirring, que descreve uma auto-interacdo de um campo fermidnico ndo-massivo (interagdo corrente-
corrente) no espago-tempo (1+1)-dimensional, tal interagdo caracteriza a velha teoria de Fermi das
interagoes fracas, proposto por W. Thirring [6], cuja intengao era estudar um modelo relativistico de
campos que fosse exatamente soliivel. Em seu trabalho Thirring demonstrou a solubilidade do modelo e
construiu os auto-estados da Hamiltoniana, enquanto Glaser [12] resolveu as equagoes de campo, contudo,
ambos autores usaram manipulagoes formais, o que levava a certas contradigdes. Johnson [13] tomou mais
cuidado na definigdo da corrente (ordenamento dos operadores de campo) e das equagdes de campo e
resolveu o sistema de equacoes acopladas. Klaiber apresentou dois trabalhos sobre o modelo de Thirring
[14, 15]. No primeiro, calculou as fungdes de n-pontos corretas, e no segundo deu a solugdo completa e
estudou algumas propriedades do modelo, dentre elas a sua bosonizacao, além de estabelecer as relagoes
entre a sua solugao com outras solugoes encontradas na literatura. Em ambos trabalhos Klaiber utilizou
a abordagem operatorial. Hagen [16] também obteve uma solugao exata do modelo de Thirring por meio

da introducao de um campo auxiliar e calculou explicitamente as fungoes de correlagao fermionicas.

Como o modelo de Thirring nao apresenta simetria de gauge, é interessante uma analise usando
o parametro a que caracteriza a ambigiiidade da regularizagao do determinante fermiénico, pois como
foi demonstrado em [17] existe um valor do parametro a dependente da constante de acoplamento do
modelo (g), que indica a existéncia de simetria de gauge local em nivel quantico na acfo efetiva para a
corrente fermionica. Uma das caracteristicas mais interessantes do modelo de Thirring é a possibilidade
de bosonizacdo a qual permite extrair varias informagoes nao-perturbativas do sistema. A bosonizagao
permite que quando o campo fermidnico do modelo de Thirring se torna massivo existe a equivaléncia
dele com um setor do modelo de Sine-Gordon quantico, especificamente, foi conjecturado que o séliton
quantico é o férmion fundamental do modelo de Thirring massivo; esse fato foi levantado por S. Coleman
[18] e S. Mandelstam [19] quase que simultaneamente. Uma revisdo do processo de bosonizacdo do
modelo de Thirring e Schwinger ambos massivos via integragao funcional é encontrada em [20]. O termo
de interacdo da equacdo de Sine-Gordon é proporcional a a2 cos By, onde 3 é um pardmetro real.
Também, Coleman no seu trabalho mostrou que o modelo é dividido em trés setores, o primeiro para
(3% < 87 a teoria é equivalente ao setor de carga zero do modelo de Thirring massivo, o segundo para
(3% = 41 a teoria é equivalente ao setor de carga zero da teoria de um campo fermidénico massivo livre, e
o terceiro para (32 > 8 a teoria ndo tem um estado fundamental, a energia nao é limitada inferiormente.
Essa equivaléncia s6 é possivel pelo fato de nao existir spin em (1+1)-dimensées, pois nao existe rotagao em
uma dimensao espacial, o spin é apenas uma convenc¢ao nesse espago-tempo, melhor dizendo, o spin é um
continuo, nao possui valores discretos. Ele é definido como um rétulo das propriedades da transformacao
de Lorentz e, também podemos dizer que ele é um parametro arbitrario que caracteriza a realizagao do

grupo conforme em termos dos campos. Essa é a base da dualidade bdson-férmion em (141) dimensoes.

Um fato que merece destaque sdo os trabalhos de N. Nakanishi [21, 22], nos quais ele discute as solugoes
operatoriais encontradas para o modelo de Thirring por B. Klaiber e para o modelo de Schwinger por
Lowenstein e Swieca. Ambas solugdes sdo expressas em termos de campos fermidnicos ndo-massivos e
livres, e como ja era conhecido na época, a fungdo de Green fermiénica de ambos os modelos nao possufam
espectro discreto nao-massivo, isto é, os operadores de Heisenberg fermionicos nao possuem campos
assintéticos correspondentes. E ainda mais, usando um principio geral da teoria quantica de campos, em
que todos os operadores de Heisenberg devem ser expressos em termos de campos assintoticos, ele conclui
que as solugoes obtidas anteriormente nao seriam as corretas, e que as solugoes corretas nao deveriam
ser expressas em termos dos campos fermidnicos. E nesses dois trabalhos Nakanishi descreve as solugoes
operatoriais dos modelos de Thirring e Schwinger em termos de campos assintoticos bosonicos e mostra,
explicitamente, que suas solucoes possuem as propriedades de transformacoes de gauge e de Lorentz,
localidade e estatistica corretas.
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Uma continuagao natural do modelo de Thirring seria a implementacao da simetria de gauge local,
tendo em vista que existe um setor do modelo que permite tal possibilidade. O modelo de Thirring com
simetria de gauge foi proposto por Itoh et al. [23] utilizando o método de ” Hidden Local Symmetry”.
Nessa reformulacao, o campo vetorial auxiliar A, é identificado como o campo de gauge com constante
de acoplamento ¢, para implementar a simetria de gauge em nivel classico, se faz a seguinte mudanca no
termo de massa do campo eletromagnético A,, — A, —0,0. A vantagem da simetria de gauge manifesta
é deixar varias abordagens nao-perturbativas tratdveis e fornecer um método consistente para estuda-
las. Um fato interessante a ser notado no modelo é que devemos usar o gauge nao-local R¢ para que
exista a conservagdo da corrente da simetria global U (1) no modelo de Thirring original. Uma outra
proposta para o modelo foi sugerida por Kondo [24]. Em seu trabalho, Kondo analisou inicialmente
outro modelo com interagao quartica entre férmions, o modelo de Nambu-Jona-Lasinio que descreve com
sucesso a dindmica quiral, mas nao é renormalizavel perturbativamente e nao possui simetria de gauge,
mas mesmo assim possui um papel importante na descrigao de alguns aspectos fenomenolégicos de baixa
energia da QC D, se a considerarmos como uma teoria de campos efetiva. Nesse modelo, a interagao de
gauge é incorporada a priori, cuja motivagao foram consideragoes do grupo de renormalizacao da teoria
de gauge fortemente acoplada, e o modelo de Nambu-Jona-Lasinio original é recuperado no limite da
constante de acoplamento fraca. Com essa descrigao, Kondo argumentou que também seria interessante
uma generalizacao invariante de gauge do modelo de Thirring. Ele estudou o modelo como um sistema
vinculado, utilizando o método de Batalin-Fradkin. Um dos diferenciais desse trabalho foi a introdugao
do termo cinético do campo de gauge que esta presente via correcoes radiativas no modelo de Thirring
original quando o campo fermidnico é massivo. Com esse termo, é possivel analisar o comportamento do
modelo no limite das constantes de acoplamentos (g e g) fortes, pois pode-se recuperar em nivel cléssico
o modelo de Thirring, modelo de Schwinger se a teoria for abeliana e, se a teoria nao for abeliana a
QCD,. Devido a grande contribui¢ao de Kondo no desenvolvimento do modelo de Thirring com simetria
de gauge, algumas vezes tal modelo é chamado de modelo de Kondo. Essa versao do modelo de Thirring
com simetria de gauge tem sido usada para estudar a geracao dindmica de massa para férmions, pois a
geracao de massa é fortemente dependente do esquema de regularizacao adotado e a simetria de gauge

pode restringir os possiveis esquemas.

A proposta de nosso trabalho € iniciar um estudo em teoria de campos via integragao funcional. Com
uma descrigao geral das caracteristicas mais relevantes de certos modelos, queremos mostrar o porque
do nosso interesse em estuda-los, por possuirem uma rica estrutura que pode servir como um primeiro
contato com teorias de gauge. Varios fendmenos interessantes de teoria campos surgem no decorrer do

nosso estudo. E o mais atrativo de todos é a solubilidade desses modelos em duas dimensoes.

Entendemos que para uma construgao clara nessa abordagem que escolhemos para quantizar tais
sistemas exigem certos cuidados, um estudo classico dos sistemas via o formalismo canénico de Dirac se
fez necessdrio, pois desde o trabalho de L.D. Faddeev [3] ficou claro que para uma construgao correta da
medida de integracao da amplitude de transigao no espago de fase é necessario implementar o conceito
de vinculos. Esperamos que com esses devidos cuidados o nosso tratamento de sistemas vinculados tenha

possibilitado uma compreensao clara de todos os pontos importantes.

Este trabalho estd dividido da seguinte maneira. Os dois primeiros capitulos tratam dos modelos de
Schwinger e Thirring, respectivamente. Desde a andlise da estrutura classica até o cdlculo das fungoes de
correlagao, identidades de Ward-Takahashi, etc. No estudo do modelo de Thirring duas peculiaridades
surgiram, primeiro o estudo do modelo utilizando o parametro a para analisar que efeito ele tem sobre
suas fungbes de Green e identidades de Ward-Takahashi. E segundo, a regularizagdo das divergéncias

ultravioletas presentes nas funcoes de Green fermionicas e a posterior renormalizagao.

No capitulo 3, estudamos o modelo de Thirring com simetria de gauge local. Da mesma maneira
como fizemos para os dois primeiros modelos, inicialmente realizamos a andlise classica para posterior
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construgao da amplitude de transi¢do das fungdes de Green do modelo. Seguindo a proposta de Kondo,
analisamos o comportamento das funcoes de correlagao do modelo no gauge R¢ onde o campo escalar
0 se desacopla dos outros campos. E, estudamos os limites fortes das constantes de acoplamento, para
verificar se realmente os limites analisados em nivel classico, implicam na equivaléncia dos modelos em
nivel quantico.

Detalhes adicionais quanto a notagao e calculos sao dados nos apéndices e estao distribuidos da
seguinte forma: No apéndice A, estabelecemos as convengoes e identidades utilizadas no decorrer do
trabalho. No apéndice B, deduzimos de maneira explicita o determinante fermionico e no apéndice C,

derivamos importantes relacoes funcionais.
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Capitulo 1

MODELO DE SCHWINGER

Neste capitulo iremos abordar o modelo de Schwinger [1.1, 1.2] também conhecido como QE Dy nao
massiva, que trata de um campo fermionico de Dirac sem massa acoplado minimamente com o campo
de gauge num espago-tempo (1 + 1)-dimensional. A intencdo de Schwinger ao propor esse modelo era
de demonstrar que a invariancia de gauge nao necessariamente implicava em se ter um campo vetorial
nao-massivo, pois neste modelo o campo de gauge ganha massa via quebra dinamica de simetria, fato este
levantado posteriormente por Lowenstein e Swieca [1.3], em que suas solugoes eram expressas em termos
de campos fermidnicos livres e somente validas no gauge de Landau. Contudo, uma solucao geral em
termos de campos assintéticos vdlida para qualquer gauge covariante linear foi dada por Nakanishi [1.4].
E, pelo fato do modelo apresentar simetria de gauge, tem sido usado exaustivamente como base para
estudo e desenvolvimento de teorias de gauge. O modelo apresenta algumas propriedades interessantes,
tais como, geracao dindmica de massa, blindagem e confinamento de férmions [1.1, 1.2], quebra dindmica
de simetria quiral e uma estrutura de vdcuo néo trivial [1.3].

No decorrer do capitulo, procuraremos de maneira sistematica analisar todos os detalhes da construgao
do formalismo de integragdo funcional. Inicialmente, faremos uma andlise & la Dirac [1.5, 1.6, 1.7, 1.8]
por ser um sistema com simetria de gauge, como tal, um sistema com vinculos: obtengao de vinculos,
classificacao e escolha de gauge nao-covariante. Com esse estudo e obtencao de vinculos construimos
a amplitude de transicdo de forma correta no espaco de fase. Objeto importante que nos permitird
calcular as funcoes de correlacao do modelo e as identidades de Ward-Takahashi satisfeitas pelas funcgoes

irredutiveis de uma particula (I1P).

1.1 Estudo Classico

O modelo de Schwinger é definido pela seguinte densidade Lagrangiana

L= 20T+ abdy — (R, (11)

onde ¢ = +e, e dependendo da escolha; por conveniéncia, utilizaremos ¢ em todo o trabalho. Tal den-
sidade Lagrangiana foi simetrizada garantindo que ela seja explicitamente real e afim de obtermos uma
melhor andlise dos vinculos no setor fermiénico. Um fato interessante foi levantado por K. Sundermeyer
[1.6], em sua discussdo sobre QEDy, na qual ele introduz um pardmetro arbitrario @ no termo cinético
dos campos 1 e 1, cuja motivacdo é pela confusdo que algumas vezes surge sobre os resultados obtidos
da Lagrangiana de Dirac serem dependentes da sua forma inicial. Para a = 0 recupera-se a mesma
Lagrangiana que utilizamos aqui, e para o = 1 recupera-se a Lagrangiana de Dirac padrao. E, por final

Sundermeyer demonstra que as quantidades relevantes da teoria sao independentes de a.
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As equagoes de movimento sao

69+ ad (@) ¥ (2)
b@) (19 - a4 @)

OuFM = —qy¥p = —j5". (1.4)

Em nivel classico a densidade Lagrangiana apresenta simetria sob as transformagoes globais de fase e

0, (1.2)
0, (1.3)

quiral
V(@) =P (), P (2) =e PP (a), (1.5)
e também sob as transformacoes locais de gauge

W (2) = DY (2), Y (2) =4 (2) N, A (@) = Ay (2) + éaﬁ\ (). (1.6)

Os colchetes de Berezin (BB’s) [1.9] fundamentais da teoria (a tempos iguais) sdo

{0 (@), pa )}, = —0%6(z" —y'), (1.7)
{'JJ}\ (.’17) y Pa <y)}B = —(5)\&(5 (xl - yl) ’ (18)
{Ax(2), 7% (y)}g = 0,%6 (;vl — yl) . (1.9)

Os momentos canénicos sao

oL i-

o _ ¢ 0\ Ba
a 6[, o _z 0\ B
S Sy 2 (") s, (1.11)
B oc o
"= sy T (1.12)

Como na derivagao das equagoes de movimento e dos momentos candnicos tratamos com varidveis Grass-
mannianas (¥4, %s), devemos tomar cuidado ao efetuarmos as derivadas; aqui e no resto do trabalho

usaremos o conceito de derivada esquerda [1.9]. Os momentos candnicos implicam nos seguintes vinculos

primérios
o~ = “+£( ) s 2 0 (1.13)
= 50 s~ 0, :
T e i Ba
0% = 5P ()7 =0, (1.14)
o1 = w0, (1.15)

o sinal &~ (fracamente nulo) enfatiza que as quantidades sdo numericamente restritas a zero, mas nao sao
identicamente nulas em todo o espago de fase; significando que possuem BB’s nao-nulos com as variaveis

canonicas. E, da Eq.(1.12) obtemos a rela¢do dindmica
71'1 ZaoAl —81140. (1.16)

Podemos definir a densidade Hamiltoniana canoénica através de uma transformagao de Legendre ou
pelo tensor energia-momento simétrico que contém todas as informagcoes sobre as simetrias do modelo.
Uma caracteristica importante das transformacoes de Legendre é que elas preservam todas as simetrias
presentes na funcao original. Definindo-a através de

He =p'vi — L = 7" (0 A,) + (Ooa) p* + (0ta) P* — L.
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Deve-se notar que as varidveis e seus correspondentes momentos canonicos fermionicos sao ordenados de

acordo com a nossa definicao de derivada. Portanto, a expressao resultante

1 2 9 - > _
1 1 1

He= 2 (1) 47 (B140) — 207" T 1) — qib . (117)
Para resolver o problema de que as variagoes entre as coordenadas e momentos candonicos nao sao
independentes umas das outras, e serem restritas pelos vinculos Egs.(1.13)-(1.15), utilizaremos o método
de multiplicadores de Lagrange. Adicionando todos os vinculos primérios & Hamiltoniana canénica, obte-
mos a Hamiltoniana primaria, que é responsédvel pela dinamica do sistema vinculado. Com ela podemos
calcular a equagao de movimento de qualquer observavel. Para cada vinculo incluido na Hamiltoniana

introduzimos um multiplicador de Lagrange (a prior: indeterminado)
Hp =He + /dz1 (0% Na + Aad™ +v1¢1) .
Os BB’s nao-nulos entre os vinculos primérios sao
{0*@), 0" W}, =—i (") "3 (" —y"). (1.18)
Pelo fato dos vinculos nao possuirem dinamica e apenas cinematica, e que devem ser consistentes com

as equacoes de movimento, as suas variagoes no tempo devem ser nulas, ou seja, devem ter BB’s nulos

com a Hamiltoniana priméaria. Impondo as condi¢oes de consisténcia dos vinculos primérios obtemos
e L R T R LR I
¢* = {¢* Hcly +/d2‘1 {0°,¢"} 5 A5 — /dzlcf;ﬁ {0%, s} g,

V1 = {<P17Hc}3+/d21{¢1avl}3¢1,

onde os ultimos termos de cada equagao sao fracamente nulos por serem proporcionais aos vinculos. Os

BB’s dos vinculos primérios com a Hamiltoniana canonica

{67, He) = iovds (7)) — adbs (4)°° (1.19)
(6%, Ho} g =i ()™ 0100 + q (4)™ s, (1.20)
{¢1, He}p = 01" + qipy . (1.21)

Dessa forma
«

To . T Ba T o Y B8
0% =iy (V)™ = as (D7 +ixg (1°) ~ 0,
permite obter o multiplicador de Lagrange \
X ; B - a
Ao = =01t (7)) (1), —iads (") (1), Ap- (1.22)
O outro multiplicador de Lagrange é determinado a partir de
Lo . aoc . af
6% =i (Y1) 0o + q () hr —i (1°)* Ag =0,
e é dado por
/\< = (Vo)ga (’Yl)ao 817/}0 —iq ('Yo)ga ('}ﬂu)aA 7/})\14/1- (123)
Finalmente, a condigdo de consisténcia do vinculo bosonico
¢1 =0 + qUy Y = 0,

gera um vinculo secundario

M = o7t + g%y = 0, (1.24)

cuja condicdo de consisténcia é automaticamente satisfeita M = {M,Hp} =0, e portanto, nao existem
mais vinculos na teoria. O vinculo M é a lei de Gauss com distribuicao de densidade de carga jo = qi)yov.
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1.1.1 Classificagcao dos Vinculos

A distingao entre vinculos primarios e secundérios é baseada no formalismo Lagrangiano, o que nao
é natural do ponto de vista Hamiltoniano, por isso buscou-se uma nova terminologia que permitisse uma
melhor andlise entre as quantidades que aparecem na teoria. O que faremos nesta segao é prosseguir com
a abordagem proposta por Dirac [1.5], sendo necessério definir o conjunto maximo de vinculos de primeira
e segunda classe, cuja defini¢ao é a seguinte: quando um vinculo possui BB’s fracamente nulos com todos
os outros vinculos da teoria, ele é denominado vinculo de primeira classe, e os demais de segunda classe.

Temos os seguintes vinculos primarios e secundarios

a a 7 af
0% = P +5(") s =0, (1.25)
o —o - Ba
60 = P H350 ()7 =0, (1.26)
o1 = 7' =0, (1.27)
M = o'+ gy =0. (1.28)

0

Verificamos facilmente que o vinculo bosonico, ¢1 = 7, comuta com todos os outros vinculos. Portanto,

ele é de primeira classe. E os BB’s dos demais vinculos
{*(@),6° W)}, =i (1°) 0 (=" — "),
{6 (@), M (1)} = s () (1°) 8 (" — "),
{0 (@), M)} =~ (1°) e (1) 8 (a1 —y").

Portanto, os vinculos restantes sao, em principio, de segunda classe. Montando a matriz de vinculos de

segunda classe

M ¢’ @’
M 0 —a0r ()N 4 (1) ¢, _
C (l',y) an q’(Z)A (70))\61 0 — ('Yo)aﬁ 0 (J) Y ) :
¢ —q(1°)y, —i(y*)™ 0

Pela proposta de Dirac [1.5] tal matriz ndo deve ser singular. Calculando o posto da matriz, obtemos
que ela possui posto 2, mostrando que esse conjunto de vinculos de segunda classe nao é um conjunto
irredutivel, ou seja, nao sao linearmente independentes. Isso nos permite determinar uma combinacao
linear entre os vinculos de segunda classe que fornega um vinculo de primeira classe. Para isso, vamos

calcular os autovetores com autovalores nulos da matriz de vinculos C (z,y)

0 —qin ()Y ¢ (79)"y, Vi
g (19) 0 —i (v9)*” (Va), | =0,
—q (1), —i(1")" 0 (Va)s
D ()Y (V) = (1) 0, (Va), = 0,
@A () Vi —i () (), = 0,
¢ ()i +i (1) (), = 0

A combinagao linear que ird fornecer um vinculo de primeira classe é

P2 = PV, (1.29)
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onde (<I>>‘) = (M , b, (b). Devemos frizar um ponto importante que é levado em conta na escolha de
tal combinacdo. O vinculo M torna-se o vinculo da teoria de Maxwell livre no limite da constante de
acoplamento nula (lei de Gauss sem fonte). Em tal teoria ele é um vinculo de primeira classe. Desse
modo, se M pertencer ao conjunto de vinculos de segunda classe, o limite da constante de acoplamento
nula ndo serd possivel. Abaixo citamos outros fatores que corroboram com essa escolha, portanto, o outro
vinculo de primeira classe é

@2 = Ot +iq (P Ve + Ysp”) . (1.30)

Dessa forma, conclufmos que o conjunto de vinculos @1 e @y é de primeira classe e o conjunto ¢ e ¢ é
de segunda classe. Se voltarmos ao momento que calculamos as condigoes de consisténcia dos vinculos
primdrios, e notarmos que apenas os multiplicadores de Lagrange de ¢ Eq.(1.22) e ¢ Eq.(1.23) foram
determinados, j4 tinhamos indicios de que eles seriam vinculos de segunda classe, pois os multiplicadores
de Lagrange de vinculos de primeira classe sao determinados apenas com condigoes subsidiarias.

1.1.2 Equacgoes de Movimento

A seguir calcularemos as equagoes de movimento via colchetes de Dirac (DB’s), o que permite calcular
a dindmica Hamiltoniana correta. Essa escolha implica que iremos trabalhar apenas com os vinculos de
primeira classe, e todos os vinculos de segunda classe sao eliminados, pelo fato de que o DB de qualquer
variavel canonica com um vinculo de segunda classe é nulo. Portanto, o procedimento de Dirac faz os
vinculos de segunda classe fortemente nulos. No final da secdo comparamos as equacoes obtidas com as
equagoes de movimento Eqs.(1.2)-(1.4) obtidas via Euler-Lagrange. Uma das vantagens em trabalharmos
com DB’s ao invés dos BB’s é que ele nos permite formular a dindmica de um sistema com vinculos de
segunda classe analogamente a dindmica de um sistema nao-vinculado. No caso da teoria de campos os

DB’s entre duas varidveis canonicas quaisquer sao definidos por

{A(@),B)}p ={A(=),BW)}s - /dudv {A(2),0, ()} [A™ (u,0)] 7 {0, (), B (1)} »

onde A™ (u,v) = {6, (u),0s (v)} 5 é a matriz de vinculos de segunda classe. Em nosso caso

rs _ 0 —1 (’YO)TS 1_ .1
(A (U,U)) - l —i (70)7‘5 0 ] 6(“ v )7

0 ( O)TS
A (o) = | e U st =), (1.31)
1 ('y ) 0

Dirac [1.5] conjecturou que a Hamiltoniana responsével pela evolucao temporal das varidveis canonicas
da teoria é dada pela adigao de todos os vinculos de primeira classe a Hamiltoniana candnica, e também
que os vinculos de primeira classe sao os geradores das transformacoes de gauge. A transformagao gerada
por um vinculo de primeira classe preserva todos os demais vinculos e assim mapeia um estado permitido
em outro estado permitido, isto é, tais transformacoes nao alteram o estado fisico do sistema. Assim, a

Hamiltoniana extendida do modelo de Schwinger

Hgp=H¢c+ /divl (A1 + Aap2) ,

HE = /d:l?l |: (7T1)2 + 7T181 (A() - )\2) - %&Vlﬁlw - QJJAZZJ + )\1’/TO + Zq>\2 (pai,ba + l/jgpﬁ) . (132)
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Podemos calcular as equacoes de movimento fermionicas
(i + g4 (2)) ¥ (x) = gr2 (V°9 (2)) , (1.33)
0 @) (19— ad (@) = —are (6 (2)7°), (1.34)

e as bosonicas

Ag (2) = N (@),
Ay () = 7! () + 01 (A (2) = A (),
7o (2) = Ot () + g ()7 (2) = M ~ 0,
1 (2) = qib (z) v (@)

A Eq.(1.35) mostra que o vinculo ¢; = 7y tem efeito apenas sobre Ag como ja era de se esperar, por causa
da violagdo dos BB’s fundamentais. O vinculo ¢s atua nas duas equagdes de movimento fermionicas e
sobre A;. Conforme comentamos no final da se¢ao anterior, para determinarmos completamente os
multiplicadores de Lagrange dos vinculos de primeira classe A; e Ay necessitamos de condicoes subsidiarias.
Devemos escolher um bom conjunto de condicoes de gauge que permitam que as equagoes de movimento
obtidas aqui sejam consistentes com as equagoes de Euler-Lagrange e também permita que as relagoes
dinadmicas sejam preservadas quando calculadas via DB’s, pois se observamos pela Eq.(1.36) a relagao
dindmica Eq.(1.16) nao estd sendo preservada pois temos um termo proporcional ao multiplicador As.
Para cada vinculo de primeira classe devemos ter uma condigao de gauge x,. Contudo, é conveniente

escolhermos as fungoes x, de tal modo que {xq,xs} = 0. Aqui usaremos o gauge de radiagao
x1 =40~ 0, (1.39)

X2 = 0141 ~ 0. (1.40)

Como as condigoes de gauge se tornam vinculos, elas também devem ser conservadas no tempo. Portanto,

impondo a condigao de consisténcia em x1 € X2

Xi(2) = {xi1(2), He}p = {40 (2), Hetp = M =0, (1.41)

dessa forma determinamos A\; = 0. E
Y2 () = {xa (&), He}p = {0141 (), Hg}p, = 017 (z) + (01)° (Ao (z) — X2 (2)) =0, (1.42)

usando a Eq.(1.36) encontramos que (81)2 A2 = 0 (solugdo harménica), e para que as equagoes de movi-
mento obtidas via DB’s sejam as mesmas que as obtidas via Euler - Lagrange Ay deve ser nulo, ou
seja, ele deve assumir tal valor para que as condicoes de gauge sejam atingiveis. Com isso vemos que a
ambigtiidade das equactes de movimento é removida.

O nosso intuito nao ¢é utilizar o método de Dirac para a quantizagao do modelo, e sim para fazermos
a classificacao dos vinculos da teoria e determinar as condigoes de fixagao de gauge que sao de grande
importancia para a formulacao correta de integracao funcional.

Podemos tentar entender melhor o que é uma fixagao de gauge num contexto mais amplo. Uma classe
de campos relacionada por transformacoes de gauge para todos os parametros de transformagao A(x)
¢ chamada de érbita do grupo de gauge. Uma 6rbita pode ser descrita esquematicamente como uma
linha de pontos, que sao fisicamente equivalentes, e que pode ser convertida em uma outra por meio de
transformacoes de gauge. Quando fazemos uma fixacdo de gauge estamos escolhendo um representante
de cada classe dos campos fisicamente equivalentes. Podemos representar uma condigao de gauge com
uma superficie que cruza cada érbita apenas uma vez. O que entendemos por invariancia de gauge, é o
fato de campos relacionados por uma transformacao de gauge descreverem o mesmo estado fisico.
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1.2 Amplitude de Transicao

Pelo fato do modelo de Schwinger ser um sistema vinculado, antes de proceder devemos tomar varios
cuidados no processo de quantizagao via integragao funcional. Para termos uma descricao correta da teoria
devemos trabalhar no espaco fisico (espaco de fase reduzido [num caso geral 2(n — m — p) — dimensional,
onde 2n é a dimensao do espago de fase completo, m é o numero de vinculos de primeira classe da teoria e
para cada vinculo temos uma condicao de gauge, por isso 2m, e 2p é o numero de vinculos de segunda classe
da teoria] que contém os graus de liberdade corretos), sendo mais conveniente continuarmos trabalhando
no espago de fase completo levando em conta as mudancas que ocorrem na estrutura do gerador funcional,
ou mais especificamente na medida de integragdo. Quem desenvolveu o método para incorporar vinculos
na nogao de integral funcional foi L.D. Faddeev [1.10], mas ele limitou-se apenas a sistemas com vinculos
de primeira classe. P. Senjanovic [1.11] foi quem generalizou o trabalho de Faddeev, incluindo sistemas
com vinculos de segunda classe. Esses resultados também podem ser encontrados de maneira detalhada
em [1.6] [1.12] e nos apéndices C e D do capitulo 2 da tese [1.14]. No presente caso, o modelo de Schwinger,
tratamos de um sistema com vinculos de primeira e segunda classe. Dessa forma, a amplitude de transicao

vacuo-vacuo na forma Hamiltoniana é escrita da seguinte maneira

Z = /D,u (¢, Ay,) exp (i/de (7" (B0 Au) + (B0v) P+ (Oop) p — ’Hc]> , (1.43)

definimos aqui o ordenamento das varidveis grassmannianas da mesma maneira que fizemos na definigao

da Hamiltoniana canoénica, onde a medida de integracao é dada por

X

Dy (#, 9, A,) = Dx*DA, DYDY DpDpdet | {xa, 95} | det |{Sar ds} 5| "

Xé(@a)é(xa)6(¢a)5(¢§a) . (1.44)
A amplitude de transicao possui as seguintes propriedades:
e ser invariante sob transformagdes canonicas;
e ser invariante em relacao a escolha de um conjunto equivalente de vinculos e
e ser independente da escolha das condicoes de fixagao de gauge.

Temos que

det {xa, ¢} = det \— @)%, (1.45)

det {¢a, s}, = det 1. (1.46)

Com esses resultados

Z = /Dw“DAND@DwDﬁDp det ‘— (81)2‘ 8 (m0) & (S + quy ) 6 (Ao) 8 (91 A1) & (pa + % (wvo)a) X
X8 (p“ + % (v%)“) exp (i/d2x (7 (D0 Au) + (009) Pa + (009) P — Hc}) 7

pela ultima equacao vemos que algumas integragoes serao facilmente resolvidas gracas as fungoes delta

de Dirac, outras no entanto, serao um pouco mais dificeis e sera necessario utilizar algumas propriedades

da funcao delta.
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Integrando nos momentos fermidnicos p, p e em seguida nas varidveis de integracao my, Ag e usando

a representacao integral para a fungao delta
§ (0! + qy ) = /dA exp [i/dzy)\ (vt + gy | (1.47)
obtemos

7 = /leDAlpu')Dwm det ’f (81)2‘ 5 (91 A1) x
< exp (z [ [wl (@01) + 507" T ot — 5 () + 0 A+ 7' T 1+ A (Br + qu%)]) -

1

Finalmente integrando no campo 7", e renomeando A — Ay, escrevemos a amplitude de transicao vacuo-

vacuo como
_ ) ‘ P 1
7 = /DA#szDz/J det \— (1) ‘ 5 (91 A;) exp (Z/d% [21/; 9+ q Ay — 4FWFwD . (148)

O ansatz de Faddeev-Popov [1.13] nos permite passar de um gauge ndo-covariante para um covariante
e também restringe a medida DA, de tal modo que ela contenha apenas uma tnica familia de gauge
(e na linguagem matemdtica, a determinagdo da medida de Haar), ou seja, isso corresponde a retirar
as contribui¢bes redundantes da integragdo funcional. O ponto importante dessa transicao é que, se
utilizarmos a amplitude de transicao vacuo-vacuo explicitamente covariante, em geral, os cédlculos se

tornam simples. Usaremos aqui o gauge de Lorenz
f=0,A". (1.49)

Do ponto de vista geométrico, o ansatz de Faddeev-Popov permite transferir a medida da integracao
funcional definida na superficie especificada pelo gauge de Coulomb para a superficie especificada pelo

gauge de Lorenz. Com essa sutileza, a amplitude de transi¢gao vacuo-vacuo é expressa como
- - 1
7= / DA, DGDy det 16 (f — 9, A") exp (z / e [z/; (id + qA) ¥ — 1lew'/} )

Como a forma inicial da amplitude de transi¢do vicuo-vicuo nao depende da funcdo f (z), podemos

integrar sobre f (x) com o peso exp (—ﬁ i d’z f? (m)), obtendo a seguinte expressao

7= /DAMDJ)de det Oexp (i/d%[& (i@ + qd) v — EFWF‘“’ - % (BMA“)ZD, (1.50)
podemos reescrevé-la da seguinte maneira
Z = /DA#Dd_)Dd)exp (i/dzx £¢,A“> , (1.51)
onde definimos - . ) ,
Lya, =9 P +qd) b — T Fu b — % (0, AM)". (1.52)

O termo detd na Eq.(1.50) pode ser escrito como uma integral sobre varidveis grassmannianas com-
plexas e s@o conhecidos como os fantasmas de Faddeev-Popov, e que no modelo de Schwinger eles sao
desacoplados do resto dos campos (teoria abeliana), e dessa forma o determinante pode ser absorvido na
constante de normalizacdo, mas existem casos em que o determinante depende do campo de gauge A,
(teoria ndo-abeliana), nessas teorias esse termo é de suma importancia e deve ser levado em conta, e a
integracao se torna mais complicada devido aos fantasmas.
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1.3 Funcoes de Correlacao

Em teoria de campos um dos objetos mais importantes a se calcular sao as fungoes de n — pontos,
pois nelas estao contidas informagoes sobre o sistema analisado. Portanto, nessa secao iremos calcular
todas as fungoes de correlagao de dois e trés pontos dos campos do modelo. O conceito basico para obter
informagao sobre um sistema é analisar seu comportamento (ou resposta) na presenca de fontes externas.
A partir desse conceito introduzido por Schwinger (teorias das fontes), vemos que é necessario introduzir
para cada varidvel dindmica uma corrente que corresponda a uma fonte nao-fisica que permita calcular

as fungoes de correlagéo e escrever a amplitude de transicao vacuo-vécuo Eq.(1.51) como

Z (n,n, J") = /DAMDz/?Dz/J exp (i/d% [Lypa+ T+ ¢+ JMA“}) , (1.53)

sendo J,, a fonte do campo de gauge, e n e 7] sao as fontes dos campos fermidnicos e sao varidveis

Grassmannianas. Integrando nos campos fermionicos
1
Z (7, J*) = /DA# det (i@ + q4) exp <i/d2x {QAQ (N — Da05) A® + J#A”}> X
X exp <z / P {7—, (i + q )" nD . (1.54)

O determinante fermionico que aparece no gerador funcional Eq.(1.54) é dado pela Eq.(B.13) com a = 1,
ou seja, consideramos uma regularizacao invariante de gauge para o determinante fermionico. Como
ja discutimos na introdugdo existe o caso a # 1; em [1.15] é considerado tal caso para os modelos de
Schwinger com férmions e férmions quirais, e essa arbitrariedade induz a varios fenomenos interessantes
que nao ocorrem em nosso caso. Nesse ponto vé-se uma das principais motivagoes no estudo de modelos
bi-dimensionais, o determinante fermionico, peca fundamental no calculo das funcoes de correlagao é
calculado exatamente.

Utilizaremos a seguinte expressao do gerador funcional no decorrer deste capitulo para calcular as

fungoes de correlagao do modelo
1
Z (n,7,J") = N/DAMeXp (i/dzx [QAMD?”AMLJMA” —/deﬁ (I)G(I,y;A)n(y)D, (1.55)

onde o fator de normalizacao é escolhido tal que Z (0,0,0) = 1, e definimos o operador diferencial

2 H Y 1
g — qf ;u/_a g _ AM AV —AnAQv
D = W(n D)+(nmaa)+€aa,
¢ 1
= <+D> T + —0OL*, (1.56)
m 3

com os projetores TH e LM definidos pela Eq.(A.18) e, G (z,y; A) é a funcdo de Green fermionica de
2-pontos Eq.(B.9).

1.3.1 Propagador do Campo de Gauge

Temos que o propagador bosonico é definido por

627 (0,7, J,.)

JEV (w - y) = <0 |TAM (.’L’) Ay (y)‘ 0> = m e o

(1.57)

Fazendo as fontes fermibnicas 7 = 77 = 0 no gerador funcional Eq.(1.55) e efetuando a integragdo no

campo A, obtemos que o propagador é

TS, (@ —y) :i[Dgl} 5z —y), (1.58)

nv
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e calculamos a inversa do operador diferencial Dg v

1 £

D*l} - T+ 2L, 1.59
[ ¢ (% + D) " o ( )
Portanto, o propagador escrito no espaco dos momentos é

7 1 ¢

ZJ/u/ (k) = ﬂnm/ + f (k) kukw (160)

T

onde f¢ (k) é uma funcdo que ird aparecer nas demais funcdes de correlacio

3 1 ¢ 1 1 1
fﬁ(’“):k‘*‘wwﬁ[w‘w]wﬁ' o

Podemos observar da Eq.(1.60) que a componente transversal do propagador bosénico possui um pdlo
2

em m? = L, e isso mostra que o ”féton” adquire massa via geragao dinamica devido a quantizagdo do

campo fermionico. O surgimento da massa no pélo do propagador bosonico elimina a possivel divergéncia

infravermelha. E também, podemos ver pela Eq.(1.60) que no espago de Fourier o propagador bosénico

2

¢ livre de divergéncias ultravioletas, pois o surgimento da massa m?

no polo do propagador faz com que
tudo fique finito. Isso pode ser observado através da segunda igualdade da Eq.(1.61), na qual a geragao
dindmica de massa gera um termo que atua como um ”regularizador natural” que torna o modelo finito.

1.3.2 Propagador do Campo Fermionico

Calculando o propagador fermibnico a partir do gerador funcional Eq.(1.55) com J,, =0

G (r—y) = <O’T1/)($)7Z(y)’0> == 52(5)((% —7=0

1
= Z/DAM exXp (Z/dQ.’E |:2AND5VAV:|> G($7ZU:A)a

sendo G (z,y; A) a fungdo de Green da equacao de Dirac dada pela Eq.(B.9). Calculando a integral do

(1.62)

campo de gauge A,,, chegamos & seguinte expresso

GS (z —y) = iexp (iqZ/ (372:;2 1 (k) <1 - e‘ik(x_y))> Gr(z—y). (1.63)

com f¢ (k) dada pela Eq.(1.61). E, tem um bom comportamento ultravioleta (vai com k=% quando
k — 400), dessa forma, vemos que o propagador fermionico é livre de divergéncias ultravioletas. J4,
para a # 1, o propagador fermionico dos modelos de Schwinger e Schwinger Quiral possui divergéncias
logaritmicas (ultravioletas) [1.15], sendo necessario a regularizacao e renormalizacao da fungdo de onda

fermionica.

1.3.3 Funcgao de Vértice

A fungéo de vértice é definida da seguinte maneira

63Z (777 7_77 JH)
0.J (2) o (y) 07 () |,,p— 7, —o

G}, (,y32) = (O[T (2) ¥ (y) A (2)| 0) = i (1.64)



Capitulo 1. MODELO DE SCHWINGER 18

A partir do gerador funcional Eq.(1.55) fazemos as derivadas funcionais em relagao as fontes fermidnicas

7 e 7 e em seguida as fazemos nulas, com isso chegamos na expressao

) 1
13 . _ v . 2.0 |+ iy .
G (z,y;2) = 577 (2) </ DA, exp (z/d x {QAHD&" A, + J“AH]) G(x,y,A)) (1.65)

Ju=0

Usaremos a representagao Eq.(B.9) para a fungdo de Green G (z,y; A). Para derivarmos, funcional-
mente, em relagao & J* devemos realizar primeiro a integracdo no campo de gauge A,,, portanto, obtemos,

apos certo calculo, que a funcao de vértice é dada por

d2k —tk(z—x —ik(z—
hy(k) (e k(z—2) _ gik( y>) GE(x — ), (1.66)

Gft(x,y;z):i/(%r)

onde G* (z — y) é o propagador fermiénico Eq.(1.63) e h, (k) é a seguinte fungio

q | €

1 ~

k.2

us

Reescrevendo a fungao de vértice Eq.(1.66) no espaco dos momentos conforme a Eq.(C.36)
GS, (p.mi k) = i (27)° ha(k) (G (0 + ) = GE () ) 6 (m+ p+ ), (1.68)

G5, (p,—p — ki k) = i (2m)” hu(k) (G (0 + ) = G* (p)) (1.69)

Como era de se esperar, existe uma relacao natural entre o propagador fermionico e a funcao de
vértice devido ao acoplamento minimo entre o campo eletromagnético e os campos fermionicos. Uma
relagao similar existe entre as fungoes I1P correspondentes que ficard mais clara quando deduzirmos a
identidade de Ward-Takahashi da funcao I1P da funcao de vértice.

1.3.4 Identidades de Ward-Takahashi

Nesta secao deduziremos algumas equagoes funcionais satisfeitas pelo gerador funcional das fungoes
irredutiveis de uma particula (I1P), e a partir delas extrairemos relagoes entre as fungoes 1P, conhecidas
como identidades de Ward-Takahashi. Essas identidades sao extremamente importantes para a prova
da renormalizabilidade das teorias quanticas de gauge. Mesmo que nesse modelo nao seja necessario
a renormalizacao, é interessante derivarmos tais identidades para verificar se a invariancia de gauge é
preservada em nivel quantico. Como a agao possui invaridancia de gauge local em nivel cldssico, nem
todas as funcoes de Green geradas pelo gerador funcional Eq.(1.53) sdo independentes, como podemos
ver na fungao de vértice Eq.(1.66), por causa do termo de gauge-fizing na densidade Lagrangiana Ly,
Eq.(1.52) e pelos termos de fonte, o gerador funcional (1.53) ndo é mais invariante pelas transformagcoes
de gauge Eq.(1.6). A técnica que usaremos para derivar as identidades consiste no seguinte: Primeiro

fazemos a transformacao local de gauge nos campos fermionicos

W (x) = e (), (2) = P () e,

do gerador funcional Eq.(1.53). A medida fermiénica é invariante sob tal transformacdo, pois usamos

uma prescrigao invariante de gauge (a = 1). O jacobiano da transformagao é dado por

_ det(i@+q4)
T4\ = AN 1, (1.70)
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onde o determinante fermionico é dado pela Eq.(B.13). Agora, fazemos a transformagio no campo de
gauge
1
A, (x) = A, (x) + 68#)\ (x).

No proximo passo da derivagao fazemos a hipdtese de que o parametro de transformacao de gauge
A (x) seja uma funcdo infinitesimal. Isso justifica o fato de considerarmos apenas os termos lineares em

A (). Com essa hipétese o gerador funcional é escrito como
Z(n,m,J") = /DA,LD&Dzz; exp <i/d2x [Lopa+ 70+ n+ JMA”H) X
2 U - -
xexp | i [ d®zX(x) —z(auA“)+znz/)—z¢n—8uJ“ .

Seguindo com a nossa hipdtese, expandimos a exponencial que contém A (z) e consideramos novamente

apenas termos lineares em A (x). Obtemos entao que

Z ., J") = / DA, DD exp (z / & [Lya+ T +dn + J#AM]) X

. O
X [1 +i/d2x)\ () [imp — dn — 7 (0, A") — apJNH : (1.71)
Usando a representacao funcional para os campos podemos reescrever a Eq.(1.71) como
) ) O 0
() —— — n(z) +i—=0,———9 J“(x}Z(n,n,J“):O. 1.72
757 My e O (-72)
Definindo o gerador funcional das funcoes de Green conexas W (n,7,J,) como W = —ilnZ ou pela

Eq.(C.2), podemos usar a representagao funcional para os campos Eq.(C.3) e reescrever a Eq.(1.72) como

oW ) 114 O oW

Z'77(33)5777(@ - W(@m e @ O J*(x) = 0. (1.73)

A dltima expressao ainda nao possui a forma desejavel, contudo, se introduzirmos o gerador funcional
das fungoes de Green irredutiveis de uma particula (I1P) T (4,7, A,) (acdo efetiva) através de uma

transformagcao de Legendre
L(v, 0, Ay) = W(n, 1, Ju) — /dzr (71 + n + AuJ*) (1.74)

conseguiremos reescrever a Eq.(1.73) em termos de T', ou seja, em termos dos campos fundamentais da
teoria e, também em termos da representacao funcional das fontes Eq.(C.8). Substituindo esses resultados

na Eq.(1.73), obtemos a equagdo geral para as identidades de Ward-Takahashi em termos de T’

. or ) O " . L _
Z&p (x)l/} (x) — ZW¢ (r) — za Au( )+ Oy GA, @ 0. (1.75)

A primeira identidade que iremos derivar é a para o campo de gauge A,. Para isso, derivamos

funcionalmente a Eq.(1.75) em relagdo a A, (y) e fazemos todos os campos irem a zero. Portanto,

obtemos a funcao I'1P 2-pontos para o campo de gauge
O
0, (x —y) — 28"5 (x—y)=0, (1.76)

escrevendo-a no espago dos momentos

k, M (k) = ]‘;k", (1.77)
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a Eq.(1.77) expressa a transversalidade do propagador do campo de gauge, dependendo apenas do
parametro de gauge €.
A préxima identidade de Ward-Takahashi relaciona a funcao I1P 3-pontos de vértice com a fungao

I1P 2-pontos fermionica, derivando funcionalmente a Eq.(1.75) em relacdo a v (y) e 9 (z)
T(x—2)0(x—y)+il'(r—y)é(z—z)+0,T" (2,y;2) =0, (1.78)

e escrita no espaco dos momentos conforme a Eq.(C.42)

B k) = g (bt 2sk) (TS ) =TS 04 1) (1.79)
KT (k) = T ()~ T (p+ ). (1.80)

Com a Eq.(1.80) vemos, explicitamente, a dependéncia da funcdo de vértice com o propagador
fermionico e dado que ambos sao quantidades finitas, garantem que a carga nao renormaliza. Como
veremos no préximo capitulo, a identidade de Ward-Takahashi para a fungao de vértice é de grande
importancia no estudo da renormalizabilidade do modelo de Thirring, pois, a partir dela, podemos de-

terminar a origem da divergéncia ultravioleta que ocorre no modelo.
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Capitulo 2

MODELO DE THIRRING

Neste capitulo abordaremos o modelo de Thirring, que trata da auto-intera¢do (corrente-corrente)
de um campo fermibnico ndo-massivo, proposto por W.Thirring em 1958 [2.1], com intuito de estudar
um modelo relativistico de campos que fosse exatamente solivel. A solucdo completa do modelo via
formalismo operatorial foi mostrada, alguns anos depois por, Hagen [2.2] e Klaiber [2.3]. O modelo néo
apresenta simetria de gauge local em nivel classico e, como veremos durante o decorrer do trabalho,
mais especificamente na secao 2.3.5, a existéncia de simetria de gauge local em nivel quantico para um
certo valor do parametro a [2.4]. Uma caracteristica interessante do modelo de Thirring é que quando
o campo fermidnico é massivo existe a equivaléncia do modelo com um setor do modelo de Sine-Gordon
[2.5] em nivel quantico, onde o campo fermidnico é reconhecido como a solugéo tipo séliton do modelo
de Sine-Gordon. O atrativo dessa dualidade entre férmions e bésons (bosonizagao), é a possibilidade de
extrair véarias informagoes nao-perturbativas do sistema.

Procederemos aqui da mesma maneira que no capitulo anterior, fazendo a analise classica do modelo,
calculo das fungbes de correlagao, equacao de Schwinger-Dyson e das identidades de Ward-Takahashi.
Mostraremos que a identidade de Ward-Takahashi para a fungao I1P 2-pontos da corrente fermiénica é
transversa para um determinado valor do parametro a e isso implica na existéncia de simetria de gauge
local em nivel quantico nesse setor. E, no final do capitulo, realizaremos o processo de regularizacao e

renormalizacao do propagador fermionico que apresenta divergéncias ultravioletas.

2.1 Estudo Classico

A dindmica do modelo é descrita pela densidade Lagrangiana

L=20F9 -2 (Gnw) (7). (2.1)

As equagoes de movimento obtidas sdo
i (2) = gyt (2) (¥ (2) "¢ (2)) = 0, (2.2)
W (@) § +g¥ ()9 (0 ()"0 (2)) = 0. (2.3)

No nivel classico a densidade Lagrangiana é invariante sob as transformagoes globais do grupo quiral
W (z) = ")y () (24)
Os colchetes de Berezin fundamentais da teoria (a tempos iguais) sao

{0 (@), pa )}, = —0%6 (" —y'), (2.5)
{l/;)\ (:L’) ; Pa (y)}B = 76>\a6 (xl - yl) . (26)

22
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Os momentos canonicamente conjugados a 1), e 1), a0, respectivamente
_ 8£ 'L - 0 ,80(
a - _Z ; 2.7
T oed) — 20 ("°) (2.7)
pa — _ =—=(y ’l/) , 2.8
o (80'(/}a) 2 ( ) B ( )
e deles obtemos os seguintes vinculos primarios
1 af
o = "+ 5 () e 0, (2.9)
—a e i Ba

No formalismo candnico, o modelo de Thirring é caracterizado pela densidade Hamiltoniana canénica

He = plo; — L = (B0ta) P* + (Ootba) ™ — L,
He = f%%l?ﬂ/} + g (V1) (") -
A Hamiltoniana primaria é escrita
Hp = He + /dzl (@axa + Xaw).
Os BB’s nao-nulos entre os vinculos primarios sao

{2 @), 0" (1)}, = —i (1°) 6 (a' = o).

Impondo a condi¢ao de consisténcia dos vinculos primérios

@a = {@avHP}B = {@avHC}B - /dzlj‘ﬂ {‘ﬁa"pﬂ}B + /dzl {‘ﬁa’Xﬁ}B 905’
¢ = {@avHC}B_F/le {w“,sﬁﬁ}BAﬁ—/dzléﬁ {e™ s} -
Os BB’s dos vinculos primérios com a Hamiltoniana candnica sao:
—a . Ba - a /7
{p* Help =i (V1) + g (V)" (0r"9)

{¢*, He}p =i (v")" 016 — g (1)) (¥7"9) .

Dessa forma, as condigoes de consisténcia fornecem os seguintes resultados

- . - Ba - o /T . Ba

P =i (') 9 ()" (P"9) +ids (1°)
permitindo que o multiplicador de Lagrange A seja determinado

— — B . — o —

Ao = =005 (1) (1°) o + g ()" (1) o, (07790).
e, que o outro multiplicador de Lagrange possa ser obtido através de

.o . aoc a [T . af

¢ =i (7)) 01 — g (1) (P7") =i (7°) A = 0,
cuja expressao é a seguinte

A= ("), (1) 010s +ig (°) , () x (1)) -

~ 0,

(2.11)

(2.12)

(2.15)

(2.16)

Como podemos ver as duas condigoes de consisténcia permitem que todos os multiplicadores de

Lagrange da teoria fossem determinados Eq.(2.15) e Eq.(2.16). E, também vemos que nenhum vinculo

secundario foi gerado.

Pelo fato de que o BB entre os vinculos primarios nao é nulo e que seus multiplicadores de Lagrange

foram determinados, podemos concluir que o conjunto de vinculos ¢, e @, € de segunda classe e, como nao

existem mais multiplicadores para determinarmos, nao ha necessidade de condigoes subsididrias. Nesse

ponto torna-se claro a nao presenca de simetria de gauge. Como citamos no capitulo anterior, uma das

conjecturas de Dirac para sistemas vinculados é a de que os vinculos de primeira classe sao os geradores

das transformagoes de gauge e, como vemos, o modelo de Thirring nao possui vinculos de primeira classe,

apenas vinculos de segunda classe.
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2.2 Amplitude de Transicao

Como o modelo de Thirring possui apenas vinculos de segunda classe, a construcao da amplitude de
transicao vacuo-vacuo serd mais simples do que a do modelo de Schwinger. Mesmo assim, seguiremos o
mesmo roteiro apresentado anteriormente. Portanto, a expressao da amplitude de transigao vacuo-vacuo

do modelo de Thirring na forma Hamiltoniana é
2= [ Duw.)exn (i [ o l@up+ @i)p- e ).
onde a medida de integracao é

Dy (,9) = DPDHDEDpdet |{pa, @5} 5| > 6 (9a) 5 (Ba) - (2.17)

Calculando o determinante dos vinculos de segunda classe chegamos no mesmo resultado obtido na

Eq.(1.46) e substituindo a forma explicita dos vinculos nas fungoes delta, obtemos
_ ’L — Z @ . o — T\ &
2= [ DiDuDRDS (ﬁa 2 (W)a) ) (p“ + 5 (1) ) exp (z [ 000" o+ (005)° b - Hd) .

As integracoes sao facilmente resolvidas se usarmos as fungoes delta, portanto, integrando nos momentos

fermidnicos p e p
2= [ Divvexs (i [ @ |30 T0 =5 ) (Gr0)] ). (215)

obtemos a amplitude de transi¢ao vacuo-vacuo do modelo de Thirring. Nao é possivel resolver exatamente
a integracdo fermionica da amplitude de transicio Eq.(2.18) da maneira como ela se encontra, para
contornar esse problema introduzimos um campo vetorial auxiliar A, (que nao possui dinamica) para
linearizar o termo de interagao da corrente fermionica. Portanto, reescrevemos a amplitude de transicao

vécuo-vacuo Eq.(2.18) da seguinte maneira

Z = / DA, DDy exp (z / d*x [w (i@ + 4) v + ;gAMA“D . (2.19)

No estudo classico do modelo de Thirring vimos a nao necessidade de fazer uma fixacao de gauge; o
termo de gauge-firing que surge naturalmente na agdo do modelo de Schwinger aqui ndo estd presente.
Portanto, é importante uma andélise classica cuidadosa do modelo, tendo em vista que na estrutura da

construgao da amplitude de transicao todas as informagoes relevantes da teoria estao presentes.

2.3 Funcoes de Correlacao

Iniciamos o processo de quantizagdo a partir da amplitude de transigdo vdcuo-vdcuo Eq.(2.19) in-
cluindo uma fonte externa para cada varidvel dinamica. Devemos ter em mente que os campos funda-
mentais da teoria sao (1/}, 1/;), e que as fontes devem ser introduzidas na Eq.(2.18) e ndo na Eq.(2.19), pois
o campo A, é introduzido meramente como uma ferramenta matematica. Para introduzir uma fonte aux-
iliar para a corrente fermionica utilizamos o conceito de operadores compostos, que nos permite calcular
o efeito da corrente fermionica no resto da teoria. Dessa forma, a amplitude de transicdo vacuo-vacuo

definido a partir da Eq.(2.19) é escrito como o gerador funcional

Z(1.1.C,) = [ DADIDvexp ( [ [w (1D+ A+ G 0+ o Aud" 0+ wD L (220)
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Integrando nos campos fermiénicos surge o det (i@ + 4 + ¢) que é dado pela Eq.(B.13) e a fungao
de Green G (x,y; A+ C) pela Eq.(B.9). O que muda nas expressoes do determinante e da funcao de
Green de Dirac é somente a adigao de um novo campo vetorial. A expressao que obtemos para o gerador

funcional é

Tl = ; 2, [ 1 wy L atl W_l@uav
Z(n,n,C,) = /DA#exp (z/d x{nguA + 5 (Ay (2) +C, () 5 -~ | X
<4, @)+ € ) ])esp (<1 [ oty )G A+ Onl) . 221
2.3.1 Propagador da Corrente Fermionica
O propagador é definido da seguinte maneira
. . 8’z (n,1,CL)
Ju (x—y) = (0[T5, (2) j, (y)|0) = — 2 H7 2.22
w (2 =y) = (0[T5, (x) v ()] 0) 5C¥ (4) 607 ()|, (2.22)

No gerador funcional Eq.(2.21) tomamos os limites de = 77 = 0 e integramos no campo A,. E isso

resulta na seguinte expressao para o propagador

1 1
Jw (@ —y)=—i —TH + — LM |0 (x—y), (2.23)
8 g+ a2+1 g+ %
com os projetores TH” e L*¥ definidos pela Eq.(A.18). Reescrevendo o propagador no espaco dos mo-
mentos ] ]
id (k) = — T (k) + —L" (k). (2.24)
' 9+ 9+ 5%

No espago das momentos o propagador € livre de divergéncias ultravioletas, ou seja, quando integramos
a Eq.(2.24) em k ela ndo apresenta infinitos. A representacao dos projetores T#" (k) e LM (k) quer dizer

que eles estao escritos no espago dos momentos.

2.3.2 Propagador Fermionico

A partir do gerador funcional Eq.(2.21) com C), = 0 calculamos o propagador

- 8*Z (n, 1)
G(z—y)=(0]T¢ (z) 0 (y)|0) = — — 2L (2.25)
@) = O @Y W0 == 5075w,
1
= z’/DAM exp (i/dszAuDWAl,> G (z,y; A),
sendo a fungao de Green G (z,y; A) é dada pela Eq.(B.9), e o operador diferencial D** por
b 1
DW= -TH + = (b—1) LM, (2.26)
T T
onde introduzimos o seguinte parametro
™ a+1
b=— . 2.2
. (227)

Integrando no campo auxiliar A, obtemos a seguinte expressao para o propagador

G(r—y)=1dexp (z / (Z:;Q (k) (1 - e—ik(z—y)>> Gr(z—y), (2.28)

onde a fungao f (k)
s 1 T 1
k) = — - - - 2.29
1 (k) b(b—1)k> bEk> b—1k? (2.29)
Dessa forma, vemos que propagador fermidnico apresenta divergéncia logaritmica (ultravioleta); o que
indica a necessidade da regularizacao e renormalizacao da fungao de onda fermionica. Serd mostrado

adiante o processo para tornar a teoria finita.
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2.3.3 Funcao de Vértice

Define-se a fungao de vértice como

3 _
G (2,9.2) = (0|70 (@) ¥ (y) j* ()] 0) = § 2 Co)

=1 5C, (=) 6n (v)on (@) (2.30)

n=n=Cy=0

Efetuando as derivadas funcionais em relacao as fontes fermidnicas 7 e 77 e logo as fazendo nulas no

gerador funcional Eq.(2.21) obtemos

G'(x,y,z) = /DA exp( /de% [A, D" A, +24,K"C, +C“KHVOV]) X

xG(m,y;A+C))

C,=0
com D dado pela Eq.(2.26) e o operador diferencial K

o 0L, 1000
T or ~ O °

Usando a Eq.(B.9) para a fungdo de Green de Dirac G (z,y; A+ C) e integrando no campo auxiliar
A, chegamos numa expressao na qual fazemos a derivada em relacdo a fonte C,, e, com um pouco de

algebra simples obtemos a fungao de vértice

G* (z,y,2) = Z/(;_I;zhu(k’) (e_ik(z_x) — e‘ik(z—y)) Gz —vy), (2.31)

onde G (z — y) é o propagador fermiénico Eq.(2.28) e a fungéo h,(k) é dada por

hyu (k) = f% (g(bﬁ_l)kﬂ + g”b%l%”> . (2.32)
Reescrevendo a fungéo de vértice no espago dos momentos conforme a Eq.(C.36)
G (p,m, k) = i (2m)” (k) (G (0 + k) = G (9)) 6 (m + p+ 1), (2.33)
ou
G (p,—p — k) = i (2 by (k) (G (p+ k) = G (1)), (2:34)

sendo G (p) a transformada de Fourier do propagador fermiénico Eq.(2.38). A expressio Eq.(2.33) nos
garante que as divergéncias ultravioletas dessas fungoes de Green provenham somente do propagador

fermionico.

2.3.4 Equagao de Schwinger-Dyson

Integrando o gerador funcional Eq.(2.20) no campo auxiliar A, obtemos

Z(n,7,C, /Dleb exp ( /d2 YEJ+ Py -3 (ww) (oy") + i + wnD : (2.35)

Agora derivando, o gerador funcional Eq.(2.35) em relacio ao campo fermiénico v, e usando a repre-
sentagao funcional dos campos Eq.(C.3) (somente mudando os campos A, — j, e as fontes J, — C},),

encontramos a expresséo

1) ) ) u ) ) B B
((7’”” @ e T @ son @ T ’7(”3)> Z (.7, Cys) = 0. (2.36)
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Derivando a equagao funcional Eq.(2.36) em relagao a i (y) e fazendo as fontes externas irem zero, obtemos

a equagao de Schwinger-Dyson para o propagador fermionico no espaco de configuragao
i@.G(x —y) =10 (x —y) + gV Gy (z, ;7). (2.37)

A divergéncia ultravioleta do propagador fermidnico também é constatada quando escrevemos a
equacao de Schwinger-Dyson no espago dos momentos Eq.(2.38). Reescrevendo a equacdo de Schwinger-
Dyson para o propagador fermiénico Eq.(2.37) no espago dos momentos

- d2k -
G (p) 15 15 / k)G (p — k), (2.38)

com a funcao f (k) dada pela Eq.(2.29). Tterando a Eq.(2.38) geramos uma expansao que pode ser escrita

da seguinte maneira
Gp)=Go(p)+>_Gunlp), (2.39)
n=1

onde os primeiros termos da série sao

~ 1 A%k 1
Gi(p) = ;/ SO (2.40)

~ d2k d2 1 1
Golp) = ]b/ 5 kT O (2.41)

Se fizermos a contagem de poténcias na série, vemos claramente ordem a ordem a existéncia da

divergéncia logaritmica (UV). Tal propriedade da série garante que o modelo seja uma teoria de campos

totalmente renormalizavel.

2.3.5 Identidades de Ward-Takahashi

Nesta secao derivaremos relagoes importantes entre as fungoes de Green, que nos permitirao observar
a existéncia de simetria de gauge local em nivel quantico e confirmar a origem da divergéncia ultravioleta
fermionica. Para deduzirmos as identidades, primeiramente, faremos as seguintes transformacoes nos

campos fermiénicos do gerador funcional Eq.(2.20)
Y () =Py (2), P (x) =P (x) e, (2.42)

A medida fermionica do modelo de Thirring ndo é invariante sob tais transformagoes, pois estamos tra-
balhando numa prescrigdo néo invariante de gauge (a # 1) na regularizagdo do determinante fermionico.

Entao, a medida fermionica é alterada da seguinte forma
D/ Dy’ = J (A, \) DD, (2.43)

onde o jacobiano da transformagao J (A, \) é

J(A,\) = detd(i;(f’; f; @@ N (i“?;l / d%% 2(A, +C,) 0"\ — awaw) L (244)

Faremos agora a transformagdo local A), = A, + 9, A para assim integrar o campo auxiliar 4, com

isso obtemos

2

¥
Xexp(/d2 l(a2—7r1 L ) (b;l g(b;;)Q)(a“A)QD- (2.45)

Z(n.0.C /D¢D¢exp</ 2 [ (9 + )6 + e + e gm“Dx
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Neste ponto tomamos a hipétese de que o parametro de transformagao de gauge A\(x) seja uma fungéo

infinitesimal, e que apenas os termos lineares sio relevantes. Com isso, o gerador funcional (2.45) é escrito

Zwn.C) = [ Divves (i [ [&(z‘a+¢9w+w+z&n—%ﬂ) x
X exp (i/dQI‘/\(l‘) {inw—iwn— 8“6’ —I—gb 8“]4) )
Seguindo com a nossa hipdtese sobre A (z) expandimos a segunda exponencial. Com isso
Z(n,1,C /DwaeXp</d2 Zf?’+¢')¢+77w+wn—ﬁ7u3 D
X [1 +i/d2x)\(x) (zm/J — iy — 78“0 —l—gb 8“@)} )
Usando a representacao funcional dos campos escrevemos o 1ltimo termo da expressao acima como
W)y ~ 10 — 3 e (@) — i st 2 =0, (246)

Introduzindo o gerador funcional das funcées de Green conexas W (n, 7, J,,) através da Eq.(C.2) e usando
a representagao funcional para os campos Eq.(C.3) reescrevemos a Eq.(2.46) como
ow W a-—1 b—1_,0W

oW oW " p W
in 57 n 5 o= 0"Cu+g - 0 el 0. (2.47)

Introduzindo o gerador funcional das fungoes I1P T’ (1/}, 1, j“)

L(¢, ¢, ") = W(n,i,Cy) — / d*z (Y + ¥n + Cuj*), (2.48)

para termos uma representacio para as fontes como a da QE D Eq.(C.8) (somente mudando os campos
A, — ju e as fontes J, — C),) e dessa forma, escrevermos a Eq.(2.47) em termos de I'. Com essas

relagGes obtemos a expressao geral para as identidades de Ward-Takahashi

i&ffx)w () = i%w () + Lo 2L — Lo (@) =0, (2.49)

2 0j* ()
A primeira identidade que calcularemos é a fungao I1P de 2-pontos para a corrente fermionica.

Derivando funcionalmente a Eq.(2.49) em relacao a j” (y) e fazendo todos os campos irem a zero, obtemos

LOMT,, (x— ) + g (b— 1) 826 (x — ) =0, (2.50)

reescrevendo-a no espago dos momentos

k4T (k) = — <g + ;_”1) k. (2.51)

A nao-transversalidade do propagador da corrente fermiénica e sua dependéncia com o parametro
a indicam um fato interessante que deve ser explorado. A transversalidade é recuperada para o valor
a=1-— g e isso mostra que mesmo que em nivel classico o modelo nao apresente simetria de gauge local,
em nivel quantico a simetria U (1) estd presente num setor. O pardmetro a permite separar o modelo em
dois setores em nivel quintico: um que possui simetria de gauge local (componente transversal) e outro

que nao possui.



Capitulo 2. MODELO DE THIRRING 29

A principal motivagdo para a dedugdo da identidade (2.51) é mostrar que o modelo de Thirring,
mesmo que seja apenas em nivel quantico, apresenta simetria de gauge local. Como sabemos da existéncia
dessa simetria, podemos implementa-la desde o inicio dos cédlculos. Faremos essa abordagem no préximo
capitulo.

A segunda identidade a ser derivada é a que expressa a funcdo I1P de 3-pontos de vértice em termos
da fungdo I1P de 2-pontos fermionica. Derivando funcionalmente a Eq.(2.49) em relacdo a v (y) e ¢ (2),

resulta a expressao

a—1

iT(x—2)0(x—y)+il'(z—y)d(z—z)+ oML, (z,y;2) =0, (2.52)

s

e reescrevendo-a no espago dos momentos conforme a Eq.(C.42)

2w ~

(F () -T(p+ q)) , (2.53)

0.1 (p,0)" = —
podemos concluir que todas as divergéncias provém do propagador fermionico.

Um fato a ser comentado é sobre a existéncia da identidade de Ward-Takahashi Eq.(2.52) da fungao
de vértice apenas no caso em que a # 1, como podemos ver na Eq.(2.49). Se utilizarmos a = 1 na
regularizacao do determinante fermionico, o modelo continua apresentando divergéncias ultravioletas no
propagador fermionico, mas nao disporemos de uma expressao como a Eq.(2.52) para creditar a origem
das divergeéncias das funcoes fermionicas somente ao propagador fermionico. Nessa situagao terfamos que

regularizar e renormalizar o propagador fermionico e a fungao de vértice.

2.4 Regularizacao e Renormalizacao das divergéncias UV

Nessa se¢ao iremos estudar a estrutura da divergéncia ultravioleta da funcao de Green fermionica
Eq.(2.28). Como mostramos na se¢do anterior, a divergéncia das fungoes fermidnicas provém somente do
propagador fermionico. Portanto, a regularizagao e renormalizagao do propagador fermionico é suficiente
para que todas as funcoes de Green da teoria tornem-se finitas. Para o processo de regularizacao é
interessante escrevermos o campo auxiliar A, em termos de suas componentes. A razado dessa escolha
ficard clara mais a frente. Para isso utilizaremos o teorema de Helmholtz que permite decompor o campo

vetorial A,, em suas componentes longitudinal (p) e transversal (¢) em (1 + 1)-dimensoes na forma
A= 0up - 5u¢» (2.54)

Antes de prosseguirmos, devemos analisar a estrutura da divergéncia. Por um breve momento voltemos
para a expressdo da funcao f(k) Eq.(2.29). Vemos dela que seus dois termos possuem comportamento
que originam as divergéncias ultravioletas (logaritmicas) do propagador fermionico. Essa identificagao é
importante para sabermos quantos campos reguladores serao necessarios para tornar o propagador finito.
O esquema de regularizagdo que usaremos no gerador funcional serd nao-perturbativo. Comecaremos
o processo de regularizacao a partir do gerador funcional Eq.(2.20) com C,, = 0, pois somente o setor
puramente fermionico possui divergéncias, sendo as fungoes de Green da corrente fermionica finitas nao

precisamos inclui-la no processo de regularizacao. Com isso obtemos
_ _ 1 _
Z (n,7) = /DAHD¢Dw exp (z / d*z [¢ (i@ + 4) v+ %AMA“ + 7 + wnD . (2.55)

Fazendo a transformagao nos campos fermiénicos

W = P15y ) = qpe iP5 (2.56)
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e a medida fermionica do gerador funcional Eq.(2.55) néo é invariante por essa transformacao, sendo

alterada pelo jacobiano

T (p,d) = det(i‘i; ﬁ;) ) _ <z / e {“47: 0 — “;rlamaw]) . (2.57)

Podemos ver pela expressao do jacobiano Eq.(2.57) que mesmo para uma prescri¢ao invariante de gauge

(e = 1) a medida nao seria invariante (contribuigdo quiral) [2.7]. Decompondo o campo vetorial A,, em

suas componentes Eq.(2.54) escrevemos o gerador funcional Eq.(2.55) como
- - b—1 b
2. = [ DpponiDvexs (i [ Ealdips + 230,000 - -0,00" o
+ijet P59y 4 @Z_,e*i(er“/w)n} ) (2.58)

Nesse ponto terminamos os ”preparativos”’e comegamos efetivamente o processo de regularizagao.
Utilizaremos aqui o método de Pauli-Villars-Rayski de regularizacdo [2.8, 2.9, 2.10], que consiste em
adicionar campos reguladores, sendo que o ntimero de campos necessarios é relacionado com o tipo de di-
vergéncia que a teoria apresenta. Sobre as massas e coeficientes dos campos existem condi¢Oes necessarias
e suficientes para retirar a divergéncia do problema. Como foi discutido no comeco da segao, dois termos
sao responsaveis pela divergéncia logaritmica, portanto, serao necessarios dois campos reguladores « e
B com massas A, e Ag (A?> — o0), respectivamente, para tornar a teoria finita. Eles sdo introduzidos
no gerador funcional Eq.(2.58). Os termos cinéticos dos campos reguladores sao iguais aos dos campos
originais, mas possuem métrica negativa e os termos de interagao de p e ¢ sao mudados por p — p+a e
¢ — ¢+ (3. Mas devemos nos perguntar o porque somente os campos p e ¢ sao alterados. Se calcularmos
o propagador fermionico do gerador funcional escrito em termos dessas campos, obtemos que cada um
dos campos é responsdvel por um termo divergente, os mesmos presentes na fungao f (k) Eq.(2.29). Isso
justifica o porque dos campos reguladores serem introduzidos como mostramos acima. Dessa forma, o
gerador funcional regularizado ¢ escrito como

A - ) 5 |[b—1 b—1 9 9
Z% () = /DquzSDwaDozDﬁexp (z/d x [% PO p — o (auaa“oz — A )]) X

: b b ’
X exp (z/d% [—%%qﬁ@‘ o+ o (080" — A%ﬁQ)}) X
X exp (i/de [&Z@w + ﬁei(0+a—75(¢+5))w + we—i(P+a+V5(¢+ﬁ))n}) . (2.59)

Para integrarmos em « e [ primeiro fazemos a transla¢ao nos campos p — p—a e ¢ — ¢ — 3. Dessa

forma, obtemos a expressao para o gerador funcional regularizado

Zr ) = / DpD¢ Dy Dy exp (Z / d2x [wiawMei(P—W)w+we—i<f’+%¢>n}> x

) . (2.60)

Com o processo de regularizagao concluido, expressamos o gerador funcional regularizado Eq.(2.60)

. b b—1
X exp (l/d21' [27rA%¢D (DJrA%)(;SfmpD (DJrAi)p

em termos dos campos originais da teoria para que, desse modo, vejamos como a agao foi modificada
pelo processo de regularizacao. Fazendo a transformagao fermidnica inversa da Eq.(2.56), que gera uma
mudanca na medida fermiénica e, também, escrevendo os campos p e ¢ em termos do campo vetorial

auxiliar A,,, obtemos que o gerador funcional regularizado pode ser escrito como
_ - . - 1 _ =
zZMN(n, ) = /DA#DdJDw exp (z / d*x {1/) (id+ Ay + %A#A“ + Y + Y+
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Comparando as agOes que aparecem nos geradores funcionais Eq.(2.55) e Eq.(2.61), vemos que o
processo de regularizagdo da origem a dois termos que dependem explicitamente das massas A, e Ag.
Veremos a seguir que esses novos termos serao suficientes para tornar o modelo de Thirring finito.
2.4.1 Propagador Fermionico Regularizado e Renormalizado

Fazendo a integragao nos campos fermionicos do gerador funcional Eq.(2.61) e, calculando as derivadas

funcionais em relagdo a ) e 77 obtemos o propagador fermiénico regularizado

1
G (z—vy) :i/DAHexp (i/d2z2AH

A funcao de Green G (z,y; A) é dada pela Eq.(B.9) e os projetores pela Eq.(A.18). Resolvendo

b v
W—A%(D+A%)T“ +

b—1
A

(O+A2) L™

Al,> G (z,y; A).

as integrais e com um pouco de dlgebra, obtemos a seguinte expressao para o propagador fermionico

regularizado

. . ko —ik(z—y
GM(x—y) =iexp (z/ (27T)2fA(k:) (1—6 k( ))> Gr(x—vy), (2.62)

onde a funcio f*(k)

AR = A2 1 A 1
b-1)K2(k2—A2) b K*(k*—A%)
|1 1 T 1 1
:b[k?_kP—A%}_b—l[k?_k?—Aa} (2:63)

Quando comparamos a Eq.(2.63) com a Eq.(2.29) vemos claramente como os termos de massa (reg-
uladores) agem no propagador. Podemos ver explicitamente que os dois termos de massa sdo suficientes
para tornar o modelo finito.

Agora, usando os resultados que se encontram no Apéndice A Eqgs.(A.15), (A.16) e (A.17) para resolver
a integracao no espago dos momentos do propagador Eq.(2.62) e, dessa forma, obter que o propagador
fermionico regularizado possui a seguinte expressao no espago de configuragao

1

GMx—y) = e A (Mz)mll) (A% >4b (—MQ (z —y)* Jrie)_m (2.64)

com a definicdo A% = iAQeQV, e M sendo a escala de massa arbitréria.
Isso nos permite renormalizar exatamente no espago de configuragdo. o processo de renormalizagao
. ~ n , . 1/2
estabelece a seguinte relacao entre os campos fermionicos nis e renormalizados, ¥,; = Zw/ YR, sendo
Zy a constante de renormalizagdo da func@o de onda fermiénica. Da Eq.(2.66) escolhemos a constante

de renormalizacao da funcdo de onda fermionica para ser

M2\ 5D A% i
Zy = (Ag) <M2 (2.65)

Finalmente obtemos o propagador fermionico renormalizado do modelo de Thirring nao-massivo no

espago de configuracao

GR(x—y) = 21772(Jc—¢y_)2y—ze (—M2 (z—y)+ ie)im (2.66)

no limite da constante de acoplamento g — 0 recuperamos o propagador de um campo fermionico livre

nao-massivo.
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2.4.2 Funcao de Vértice Regularizada

Introduzindo a fonte C), relacionada com a corrente fermionica j, no gerador funcional Eq.(2.61) para
que possamos calcular a funcao de vértice e constatar que o processo de regularizagao realmente retirou
todas as divergéncias nas fungoes de correlagao fermiénicas. Dessa forma, o funcional é escrito

200, = [ DADIDesp (i [ Eald D+ A+ G w+ - A"+ 00+ D+

toog (04°) - gz @A ]).

A funcao de vértice regularizada é dada por

1
G;[: (r,y,2) = 05(2)</DAM exp (i/d2x2 [A MM A, +2A,K"C, + CMK’“’CV]) X
m

]
xG(x,y;AJrC))

C,=0

Integrando o campo vetorial A, e, derivando em relacao a fonte C, obtemos o resultado, que apds

um pouco de algebra é escrito como

- d2k —tk(z—x —tk(z—
Gﬁ(m’y’z) =1 / 7(27r)2h2 (k) (e k(z—m) _ —ik( y)) GM (z — ), (2.67)

sendo G (z — y) o propagador fermiénico regularizado dado pela Eq.(2.62) e, a funcdo hﬁ (k)

1 (71 (a—1) 1 P R RS VI -
( >)” i

Tt T i
- \ge ™ 2 Eoany) Ty lge T (k- 13) 5%

hy (k) = -

Reescrevendo a Eq.(2.67) no espago de Fourier
Gt (oo k) = (2m)° B3 (k) (G2 (p+ k) = G (1)) S (m+p+ ),

G (p,—p — koK) =i 2m)° (k) (G2 (0 + k) = G ().

Como podemos ver, a funcao de 3-pontos esté regularizada ja que a fungao hﬁ(k) ¢ finita.
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Capitulo 3

MODELO DE THIRRING COM SIMETRIA DE
GAUGE

Como ja foi comentado, o modelo de Thirring original nao apresenta simetria de gauge. No capitulo
anterior, mostramos a existéncia da simetria de gauge local no setor transversal do modelo, através do
calculo da identidade de Ward-Takahashi para a fungao 1P 2-pontos da corrente fermionica Eq.(2.51).
O modelo com simetria de gauge foi proposto inicialmente pelo grupo de Itoh et al. [3.1] em d-dimensdes,
utilizando o método de Hidden Local Simmetry (HLS). Quando fixa-se o gauge de HLS para o gauge
unitario, obtém-se o modelo de Thirring original escrito em termos do campo vetorial auxiliar. Nessa
reformulacdo do modelo de Thirring, o campo vetorial auxiliar A,, do modelo de Thirring ¢é identificado
como o campo de gauge com constante de acoplamento g; com essa identificagao do campo A, ¢é feito
a mudanca A, — A, — 0,0 para que o modelo se torne invariante de gauge em nivel cldssico. Em
seguida, Kondo [3.2, 3.3] propds uma nova versao para o modelo, estudando-o como um sistema vin-
culado. Também introduziu o termo cinético do campo eletromagnético e com isso sugeriu analisar o
comportamento do modelo para certos limites das constantes de acoplamento ¢ e g. Nos limites das
constantes de acoplamento fortes, recupera-se os modelos de Thirring e Schwinger se a teoria de gauge é
abeliana. O campo 6 é conhecido como campo escalar de Stiickelberg, mas também é identificado como
o campo de Batalin-Fradkin no formalismo Hamiltoniano canoénico geral de Batalin-Fradkin-Vilkovisky
(BFV) para sistemas vinculados. Essa versao do modelo de Thirring com simetria de gauge tem sido
utilizada para estudar a geragao dinamica de massa para os férmions.

Da mesma maneira que nos capitulos anteriores, neste capitulo tomaremos o mesmo roteiro, fazendo
o estudo classico do modelo e construgao correta da amplitude de transicao, calculo das fungoes de
correlagao e das identidades de Ward-Takahashi. Dada a equivaléncia do modelo em nivel classico com
os de Thirring e Schwinger nos limites das constantes de acoplamento fortes, analisaremos as fungoes de
correlagao e identidade de Ward-Takahashi nos limites das constantes de acoplamento fortes para estudar
o comportamento do modelo em nivel quantico e, confirmar se a equivaléncia manifesta em nivel classico

é preservada em nivel quantico.

3.1 Estudo Classico

A dindmica do modelo de Thirring com simetria de gauge é definida pela seguinte densidade La-
grangiana

1

4¢>

F,F", (3.1)

o
30 D0 —ml P+ 5 (A = 0,0)°

1

onde os campos de gauge A, e escalar § foram reescalonados por ¢, a fim de termos um bom limite

em nossa analise. O campo 6, é um campo escalar neutro, conhecido como campo de Stiickelberg.

34
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As equagoes de movimento sao

(i + A () - m) v () = 0 (3.2

b (@) (19 ~ @) +m) =0, (3.3)

SO ()70 (@) + ¢ (A7 () — 90 (2)) =0 (3.4)
O A" () — 00 (x) =0 (3.5)

A Lagrangiana em nivel cldssico possui invariancia sob o grupo de gauge U (1) local
W (2) = 2O (), (@) =P (2) e A (1) = A, (2)+0,A (2), 0 () =0(2)+A (). (3.6)

Observando as equagoes de movimento, identificamos os seguintes limites que sao interessantes para

a andlise no gauge unitario § = 0

1. ¢ — 0o, com esses limites recuperamos as equagoes de movimento do modelo de Thirring massivo,

isto é, L — L.

2. g — oo , com esses limites recuperamos as equagoes de movimento do modelo de Schwinger massivo,

isto é, L — Lgs.

Os colchetes de Berezin fundamentais (a tempos iguais) sao

{1 @), 50 ()} = —0%0(z" —y'), (3.7)
{77[;)\ (l') y P (y)}B = _6)\045 xl - yl) ’ (38)
{AM @) 10 W)}y = (e =), (3.9)
{0(x),m9(y)}y = 0 (:vl - yl) . (3.10)
As expressoes dos momentos candnicos sao
v oc G 1 g\ fa
T R A G (30
a 3£ - _z 0\ @B
- oc 1 0
7TM = m = q2 F/J' , (313)
_ oc 1o, 1
Ty = 5(000) gA + 9809, (3.14)

e elas implicam nos seguintes vinculos primarios

7 af
6% = P +50") s =0, (3.15)
Y’ — Z A B
0% = P+ 35U (") =0, (3.16)
o1 = =0, (3.17)
e nas duas relagoes dinamicas
80A1 = (]27Tl + 81A0, (318)
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Definindo a densidade Hamiltoniana canonica

He

2

2 Tt i — G+ L o)+ L () + T (0140) + Aoy +
"‘% (A1) + % (0:0)% — éAl (010), (3.20)

e por conseguinte a Hamiltoniana priméria

Hp— Het /dzl (3 Na + Rad® +v101).

O BB'’s nao-nulos entre os vinculos primarios sao

[0 (2),6% W)} 5 = i (1°)"6 (" —y"). (3.21)

Impondo a condigao de consisténcia dos vinculos primarios

¢a
(ﬁa

$1

(0 Hp}y = {0 Hoby — [ 2% {6, 6%), + [dst (550} 0",
(o ok + [ {68 g ha— [ a1 10 A,

{9017HC}B + /le {@1,7)1}3 P1-

Os BB’s dos vinculos priméarios com a Hamiltoniana candnica

{6 He} = ionds (v1)" +mi® — s (4)*
(0% Help =i (v")" 01be — myp® + (4)* 4,

{o1,Hc} g = ot + 97y — mp.

Dessa forma, com as condigoes de consisténcia fermionicas

6 =01 (7)) + mip® — s (4% +idg (1) =0,

determinamos o multiplicador de Lagrange A

Xy = =00 (1)) (1) o, + im (97°), — iatbs ()7 (1°) ., Aus (3.22)

e, o outro multiplicador de Lagrange fermionico é determinado por

3 =i (717 Ohy —mip® + (AN hr —i (1) g = 0,

cuja expressao € a seguinte

A= ("), () 0uts +im (¥7°) =i (1°) , (1) aA,. (3.23)

Com isso, todos os multiplicadores de Lagrange fermionicos sao determinados. Mas a condicao de

consisténcia do vinculo bosonico

le - 817"-1 + 75701? — Ty = 07

gera um vinculo secundério

M = ot + ¢y — g, (3.24)

cuja condicao de consisténcia é satisfeita M = 0, mostrando que nao existem outros vinculos no modelo,

fechando assim o conjunto completo de vinculos da teoria, em que o vinculo M ¢ a lei de Gauss.
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3.1.1 Classificagao dos Vinculos

O modelo de Thirring com simetria de gauge possui o seguinte conjunto de vinculos primaérios e

secundarios
o o i aB
o = 5 () s 0, (325)
- IR a
& = B+ (1) =0, (3.26)
o1 = 7m0, (3.27)
M = Ot +9y%) — mp ~ 0. (3.28)

0

Vemos que o vinculo bosonico, 7 = 7, comuta com os outros vinculos. Disso concluimos que ele é um

vinculo de primeira classe. Os BB’s entre os vinculos restantes sao
< . A
{6 (2),6" W)}, == (") "6 («" —y'),

{6 (@), M (y)} = {7 (@), 0 )70 W)} = 5 () (1°) 76 (' — 1),

{6 @), M)}, = {P @), )1 W)} = — (1°) " Ya (1) 8 (¢ —y") .

Entao, em principio, os trés vinculos restantes sao todos de segunda classe. Calculando a matriz de
vinculos de segunda classe e, em seguida, calculando o seu posto, obtemos que ela possui posto 2. O
fato da matriz de vinculos possuir posto 2 garante a existéncia de um vinculo de primeira classe que é
uma combinacao linear dos vinculos restantes. Portanto, a combinagao linear que fornece um vinculo de

primeira classe é

P2 = EMV, (3.29)

onde (E’\) = (M , b, zj)), portanto, a forma explicita do vinculo de primeira classe
P2 = Ot — g + 1 (P™a + Vsp”) . (3.30)

Dessa maneira, concluimos que o conjunto de vinculos ¢; e @, é de primeira classe e o conjunto ¢ e ¢
é de segunda classe. Fato que também ocorre no modelo de Schwinger, sendo determinados somente os
multiplicadores de Lagrange fermiénicos dos vinculos ¢ e ¢, tal fato indicava que eles seriam de segunda
classe da mesma maneira que aqui.

Para determinar o conjunto dos multiplicadores de Lagrange restante, procederemos da mesma maneira
que no modelo de Schwinger, calculando as equagoes de movimento via DB’s e introduzindo condigoes sub-
sidiarias para que determinemos os multiplicadores de Lagrange dos vinculos de primeira classe. Usamos

aqui o gauge de radiagao

X1 Ao =~ 0, (3.31)
X2 = 61141 ~ 0. (332)

A condigdo de consisténcia de x; implica que A; = 0. J4 para y2 obtemos (91)?Xy = 0, e para que as
condigoes de gauge sejam atingiveis, e as relagoes dinamicas sejam preservadas devemos ter Ao = 0, ou
seja, Ao deve assumir esse valor para que as equagoes de movimento obtidas via DB’s coincidam com as

obtidas via Euler-Lagrange.
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3.2 Amplitude de Transicao

Como ja fizemos uso do método de integragao funcional para a quantizacao dos outros modelos, ele
também serd empregado aqui. O procedimento que faremos seguird o da segdo (1.2), pelo fato do modelo
apresentar vinculos de primeira e de segunda classe. Portanto, a amplitude de transicao vacuo-vacuo na

forma Hamiltoniana é
Z - / Dyt (6,5, Ay, 6) exp (z / @ [ (Do) + o (908) + (90) B+ (90) p — Hc]) 7

onde a medida de integracao é

Dyt (., Ay, 8) = DODry D DA, DYDY DpDpdet [{xa, 95} | det [{das b5} 5| * x

X6 (¢a) 0 (Xa) 6 (¢a)d (éa) .

Calculando os determinantes dos vinculos obtemos os mesmos resultados que os das Eqgs.(1.45) e
(1.46). Fazendo uso das fungoes delta de Dirac para resolver as integragdes, primeiramente integramos
os momentos fermidnicos p, p, e em my, Ay, e usamos a representacao integral para a funcgao delta
§ (81 A" — g + ¥y%¢) como a da Eq.(1.47) e, por ultimo, integrando nos momentos 7y e 7', obtemos

z - / DODaD A DEDY det |~ (81)*] 6 (01 41) exp (i / 2z [%ﬂ%} — i+ Py AL +
1

3 ((40) + (@16)°) + 67" + 541 (016) + % (B0Ar — D) + % (@0~ a)*]).

Finalmente, renomeando o« — Ag obtemos

7 = /D@DAHD1LD¢det (— (61)2‘ 5 (81A,) exp (z‘/d%[z[} (if+ A —m)v +

1 1
N w4 - _ po_ gH
1 w4+ % (A, —0u0) (AF —0"0) } ) (3.33)

Usando o ansatz de Faddeev-Popov para o gauge covariante nao-local R

Re=0,A" + 29. (3.34)

A escolha do gauge R ¢ interessante por ele desacoplar o campo escalar de Stiickerlberg 6 e o campo
de gauge A,, independentemente do parametro de gauge-fizing £ (desde que os fantasmas de Faddeev-
Popov ndo dependam do campo 6). Esse fato ficard mais claro no momento em que calcularmos as
fungoes de correlagao e as identidades de Ward-Takahashi do modelo e na Eq.(3.37). A escolha do gauge
nao-local R é necesséria para a conservagao da corrente da simetria U(1) global do modelo de Thirring
original [3.1] e isso implica também em que nao se terd a necessidade de renormalizar a fungido de onda

fermidnica. A expressdo para a amplitude de transicao vécuo-vécuo Eq.(3.33) no gauge R é

7 = /DHDAMD’(ZJD’(/Jdet O+ g exp (i/d% [z/? (@+A—m)y — %ngWF“”+
+ 1 (4, — 0,0) (A" — 070) — = (aﬂAﬂ + 50)2}), (3.35)
29 28 g
podemos reescrevé-la como
Z = /DQDAMD’JJD’(/J det |O —i—§ exp (z’/d% [Lya+ E@]) , (3.36)
g

Z(0) % Z (9, Ay) (3.37)
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sendo que o fato do campo ¢ ser desacoplado dos demais campos no gauge R foi usado para a obtengao
da Eq.(3.36). As densidades Lagrangianas L 4 e Lo sdo deﬁnidas da seguinte maneira

_ 1 1
Lypa=1GEd+ A —m)ep b 1z P P+ 5 A AF — % (8,A")% (3.38)

€

1
= “oy S p2
Lo= % (0,0) (8"6) 2929 . (3.39)

Pela Eq.(3.36) vemos que os fantasmas de Faddeev-Popov podem ser absorvidos na constante de normal-

izagao por eles se desacoplarem dos campos no gauge escolhido.

3.3 Funcoes de Correlacao

A expressao do gerador funcional é obtida a partir da amplitude de transigdo vdcuo-vdcuo Eq.(3.36)
incluindo as fontes externas de cada campo dindmico, assim temos

Z (0,7, J*, K) = /DQDANDWM exp <z / d*x [Ly.a+ Lo+ T +9n + J, A" + KG]) . (3.40)

Primeiramente, realizaremos a integracdo no campos fermionicos. Essa integracdo gera um determinante
de campos fermionicos massivos. Para que o resultado obtido seja exato, devemos ter uma teoria nao-
massiva, ou seja, fazemos m = 0. Caso fizéssemos m # 0 o célculo para obtencao do determinante seria
perturbativo em m. Mas devemos considerar m = 0, para que a principal motivacao de trabalharmos
com modelos bi-dimensionais nao seja perdida, que é a obtencao de informagoes nao-perturbativas do
sistema. Temos que o determinante fermiénico é dado pela Eq.(B.13) e escolhemos a = 1. Obtemos assim
a expressao do gerador funcional Eq.(3.40) apenas em termos das integrais dos campos 6 e A,

1 KoY 1
Z (0,7, J" K) = /DODANexp (i/d%[%,@ (nw 85‘9 )A +—A“ aﬁAﬂ—%(auAﬂ)H

+%A“Al‘ + J AR+ Lo+ K@D exp (i/dzzzz [17 (id + A)_l 77}) )

_ 11, 1oy 1, 1. 1. .
K)/DA#eXp <z/d2x {2/1# <7T77“ -0 +q—2D" +§77“ +£5’“8)AD+JMA”}>><

X exp (—i/dx [+ 47! n]) .

Como utilizamos a condigao de gauge R¢ para desacoplar o campo 6 dos outros campos, entdo o

gerador funcional Z(K) néao influenciard no calculo das fungées de correlagdo do modelo. Calculando

explicitamente essa integral

Z (K) = exp (z’/d%gKA( —yi€/g) )/De exp <—z/d2 —¢ <D+ 5) 9), (3.41)

sendo que usamos a condigao de normalizagao Z(0) = 1, e onde A(x —y; 5) é funcao de Green da equagao
de Klein-Gordon com
(O+M?) Al —y;€/g) =6 (z —y). (3.42)
com massa M2 = ¢/g.
Portanto, consideraremos o seguinte gerador funcional para o calculo das funcoes de correlagao entre
0s campos 1,1 e A,

Z (n, 7, J") = /DAH exp (i/d%”EAHBé“’AV + J, AM — /deﬁ (2) G (z,y; A) n(y)]), (3.43)

sendo que o operador diferencial Bg ¥ & definido da seguinte maneira

1 1 1 1 1
B = < + 50+ ) ™ + (D + ) L, (3.44)
T q g £ 9

com os projetores TH” e L*” definidos pela Eq.(A.18).
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3.3.1 Propagador do Campo de Gauge

O propagador bosonico é definido como

IS (e =) = 074, (@) 4, ]0) = = L2 (3.49

Fazendo n = 77 = 0 no gerador funcional Eq.(3.43) e calculando a integral no campo A, obtemos

TS, (@—y) =i [Bgl} 5z —y). (3.46)

Nz
A inversa do operador diferencial B" é
2

[B*l] S S S (3.47)
¢l EL &L n gty
Iz L+ L +0 O+

Reescrevendo o propagador do campo de gauge Eq.(3.46) no espago dos momentos

V)

- 7 q
iy () = g e + S () ik, (3.48)
g T
onde a funcio f¢ (k) é definida como

2

FE (k) = ¢ o - T (3.49)
@ _ 4

R2(k2-8) k(-2 -2

A partir de J§, (k) Eq.(3.48) vemos claramente que o propagador bosénico nio possui divergéncias

;w
ultravioletas e seu comportamento em altas energias vai com k2. Disso, podemos concluir que as funcdes
que contiverem a funcdo f¢ (k) estardo livres de divergéncias ultravioletas. Também, a componente
transversal do propagador tem massa % + L sendo a segunda contribuicao gerada dinamicamente apds

a quantizacao dos campos fermionicos.
3.3.2 Propagador Fermionico

Defini-se o propagador fermionico da seguinte maneira

62z (77, 7, Ju)

G (e =y) = O[TV @ W)[0) = = Fos5is|

(3.50)
7=J,=0

Fazendo a fonte J,, ir a zero e calculando as derivadas no gerador funcional Eq.(3.43)

‘ , 1 v
G (z—y) = z/DAH exp (z/d% {214#32‘ AU}> G(z,y; A).

Resolvendo a integral do campo A,,, obtemos o propagador fermiénico

. . dzk/’ —ik(x—y
G* (x —y) =iexp (z/ (27r)2f§ (k) (1—6 k( ))> Gr (z—y) (3.51)

com a fungao f(gk) dada por Eq.(3.49). A equacdo de Schwinger-Dyson do propagador fermiénico no

espago dos momentos

: —3 ﬁ/' QWf Gp—h). (3.52)

Observando as Egs.(3.51) e (3.52) do propagador, vemos que ele é livre de divergéncias ultravioletas.
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3.3.3 Funcao de Vértice

A funcao de vértice é obtida através do gerador funcional Eq.(3.43)

57z (777 7, Ju)
6.J# (2) 6n (y) 61 () |, —=1, =0

5 . 1 v
5J(“) (/ DA, exp (z/dzx [2AuBé‘ A, + J”Ad) G(a:,y;A))

onde G (z,y; A) é dado pela Eq.(B.9). Resolvendo a integral do campo A,, e fazendo a derivada funcional

G (w,y;2) = (0T (2)9 (y) Au (2)|0) =i

(3.53)

Ju=0

em relacdo a fonte J¥, obtemos a seguinte expressao para a fungao de vértice

2
Gi (x,y;2) = z/dkahu(k‘) (e_ik(z_r) - e_ik’(z_y)> G (z —y), (3.54)
(2m)

onde G¢ (x — y) é dado pela Eq.(3.51) e

1) ¢ ¢ -
hu(k) = el v éku + TR ﬁ%kzﬂ . (3.55)
g g 7
Reescrevendo a fungéo de vértice Eq.(3.54) no espago de Fourier conforme a Eq.(C.36)
G5, (p.mi k) = i (27)° ha(k) (G (p+ k) = G () ) 6 (m+ p+ ), (3.56)
ou
G5, (p—p — ki) = i (2m)° (k) (G (p+ k) = GE (9)) (3.57)

3.3.4 Identidades de Ward-Takahashi

Deduziremos aqui as identidades de Ward-Takahashi do modelo de Thirring com simetria de gauge da
mesma maneira que nos capitulos anteriores. Alguns cuidados sdo tomados no momento em que fazemos
a separagao de varidveis (desacoplamento do campo 6 dos demais campos) para que o resultado obtido
possua consisténcia matematica. Primeiramente, fazemos a transformacao de gauge no gerador funcional
Eq.(3.40)

W (@) = N (@), (1) = 9 () e,

A medida fermionica é invariante sob tal transformagao de gauge, como visto na Eq.(1.70). Dessa
forma, o gerador funcional Eq.(3.40) é escrito

Z(n,q,J" K) = /DODA,LDzZDzz; exp (z / d*z [@E (i@ 4+ A —m — P\ 1p — %ng#,,FW +
1 1 2 1 § o
— B M — H >
+ % Ay Al — o : (0, A")* + % (9,0) (0"0) 2929 +
e + ey + J, AF + KH} ) (3.58)

Agora, fazemos as transformacoes no campo de gauge A, e no campo escalar
Al () = Au(x) + 0\ (z), 0" (2) =0 () + A(z).

Para prosseguirmos com a derivagao das identidades tomamos a hipdtese de que o parametro de
transformacao de gauge A (z) seja uma fungao infinitesimal, isso nos permite expandir a exponencial e
obter

Z (0, J"K) = /D@DA#D@ZDweXp <i/d2x [Lya+ Lo+ +Pn + J, A +K9]> x

y {1 +¢/d2m ) {—;DG - %f - é&‘HA“ - % (0, AM) + it — b — B T* + K] } .
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Usando a representacao funcional dos campos escrevemos a expressao acima como

) 5 i ¢ 5 i ¢ 5 . B
T mE s O ) W e (O ) b o ] 20 o

Introduzindo o gerador funcional das fungoes de Green conexas W (n, 7}, J#, K) como na Eq.(C.2) e usando
a representacgao funcional Eq.(C.3) para os campos reescrevemos a expressao acima como
4 4 1 ( £ > ow 1 ( £ ) ow
i—— —1n -—(0O0+= - |O0+2)0y——— -9, J"+K=0.
of(x) on(x) g g) 0K (z) ¢ g) "odu(x) "

Agora introduzindo o gerador funcional das fungdes I1P T (t,1,A,,0), que ¢ relacionado com o

gerador funcional das funcoes de Green conexas W(n, 7, J,,, K) através da transformacdo de Legendre

L(Y,0,A,,0) =W(n,7q,J,K) - /d% () + ¥m + Cug* + K0) . (3.59)

Com essa definigao temos uma representagao funcional para as fontes como a da Eq.(C.8). Assim obtemos

a expressao geral para as identidades de Ward-Takahashi em termos de T'

. or o - 1 13 1 £ or or

i z/;o:z_z/}x(DJr)Gx(DJr)a"ALeraL0. 3.60
0@ " @ g P )00 (P ) P A O s Ty sy = B

Como ja vimos na Eq.(3.37), podemos escrever o gerador funcional da seguinte maneira

Z(nvﬁajuvK) :Z(K) X Z(ﬂﬂ_]n]“),

e disso também segue que

W(n, i, Ju, K) = W(K) + W(n,1, Ju), (3.61)
e
L(¢,9,A,,0) =T(0) +T (4,9, A,). (3.62)
Portanto, a Eq.(3.60) se divide em duas equagdes desacopladas
ST (v, 0, A ST (4,4, A,) - 1 ST (v, 0, A
zww (z) — zww (z) — ¢ <D + j) oMA, (x) + Q,(W =C;. (3.63)
e
1 ¢ T (0)
p (D + g) 0 (x)+ 50 (2) —Ch. (3.64)
Onde a Eq.(3.64) possui a seguinte solugao
() = /d% L 0.0y 040 - £ _ v (3.65)
2g * 2g° i '

Vemos assim, que I'(#) é a agdo funcional de um setor da teoria.
A primeira identidade que obtemos é a funcdao I1P 2-pontos para o campo de gauge, derivando a
Eq.(3.63) em relagao a A, (y)

0T (x —y) — % (D + j) 00 (x —y) =0, (3.66)

e reescrevendo-a no espago dos momentos
~ 1
k, M (k) = ¢ (f} - k:2> k", (3.67)

que descreve o carater transverso da fungao I1P 2-pontos do campo de gauge.
A préxima identidade de Ward-Takahashi derivada aqui relaciona a fungdo I1P 3-pontos de vértice

com a funcao I1P 2-pontos do campo fermionico

iT(x—2)0(z—2a)+il'(x—y)d(z —y)+ I, T" (z,y;2) = 0. (3.68)
No espago dos momentos a identidade é escrita conforme a Eq.(C.42)
- 1 - . .
ES (pik) = =5 (ku+95k4) (T€ () = T€ (p+ ) (3.69)
ou
KU, (pik) =T (p) = T¢ (p+ k), (3.70)

devido ao fato que I'(p) e I',(p) sdo finitos a constante de acoplamento ¢ ndo renormaliza.
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3.3.5 Limites do Modelo

Uma das propostas de Kondo [3.2] era analisar o comportamento do modelo em relagéo as constantes
de acoplamento ¢ e g no limite de acoplamento forte e fazendo o campo auxiliar 8 = 0 para vermos se
recuperamos os modelos de Thirring e Schwinger, respectivamente. Em nivel cléssico, isso acontece, como
mostramos pela andlise das equagbes de movimento. Agora, analisaremos o comportamento do modelo

em nivel quantico através das fungoes de correlagao nos limites das constantes de acoplamento fortes.
A) Primeiro analisamos o limite g — oo:

(a) No propagador do campo de gauge Eq.(3.46) obtemos
= 'S §
ZJ#V (k’) = mT‘“j (k) + ﬁLI—LU (k') s (371)

2 _ ¢°

onde m? = L.
E T

(b) No propagador fermionico Eq.(3.51) este limite resulta em

Gé(x —y) = iexp {z/ (;l:; <]f4 -5 q2m2> ( 1- e—““(w-y)) } Gr(z—y).  (3.72)

(c) Na andlise da funcao de vértice consideraremos a Eq.(3.54), disso obtemos

G (2,1 2) = —i/ A2k ék‘ n q> 75];: (e—ik;(z—a,’) _ e—ik(z—y)) Gf(l‘ — )
pAT (2m)2 \ k4 7 k2(k2 —m2) M ’
(3.73)

Se fazemos a seguinte redefinicao no modelo de Thirring com simetria de gauge:
Au - una f - nga

as equagoes acima reproduzem exatamente as fungoes de Green Eq.(1.60), Eq.(1.61) e Eq.(1.67)

do modelo de Schwinger.

d) A equacao geradora das identidades de Ward-Takahashi Eq.(3.63) quando g — oo resulta em

z‘%w — i:;l;_}d_) — %aﬂAﬂ + 8”5(2 =0, (3.74)
e recuperamos a Eq.(1.75) do modelo de Schwinger.
B) Agora analisamos o limite ¢ — 0o no gauge £ = 0:
a) Neste limite o propagador do campo de gauge da
i (k) = — 9T puv (g (3.75)

g+m

nao recuperamos o propagador da corrente fermionica do modelo de Thirring que é dada pela

equacdo Eq.(2.24) coma =1

= 1
i JHY (k) = ™ (k) , 3.76
iJ* (k) prorpe (k) (3.76)
Lembrando que nesse limite devemos observar a Eq.(3.4) a qual fornece A, = —gj, = — g@'yuw,

portanto, para verificarmos a equivaléncia fazemos o re-escalonamento dos campos, mesmo

assim, os resultados nao sao compativeis.
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b)

Para o propagador fermibnico o limite resulta em

sendo que o propagador do modelo de Thirring dada pela Eq.(2.28) com a = 1

Glz—y) = iexp{—ig‘fﬂ_ / (g27r];2k12 (1 - e_ik(w_y)>}GF(x —9). (3.78)

A funcéo de 3-pontos Eq.(3.54) neste limite reduz a

. ko gm 1 7. —ik(z—x —ik(z—
G, (x,y;z):fz/wmﬁ%ku <e (z=2) _ =ik y))G(xfy), (3.79)
onde G (z — y) é dado pela Eq.(3.77), e a funcdo de vértice do modelo de Thirring dada pela
Eq.(2.31) paraa =1

G (z,y;2) = —i/ (gzﬂ_];klz (k# + 7Tj—g75]~€ﬂ> (e*ik(sz) — e*ik(zfy)) G(z—vy), (3.80)
com o propagador fermiénico G (z —y) dado pela Eq.(3.78). J& comentamos no propagador
do campo de gauge a nao existéncia da equivaléncia dos modelos em nivel quantico, com a
mesma andlise no propagador fermionico e na funcao de vértice constatamos que realmente
os modelos de Thirring com simetria de gauge local e o modelo de Thirring nao possuem
equivaléncia em nivel quantico, pois nos devidos limites os resultados do modelo de Thirring
nao sao reproduzidos.
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COMENTARIOS FINAIS E PERSPECTIVAS

Estudamos modelos de teoria de campos em (1 + 1)-dimensdes no espago-tempo como sistemas vin-
culados e os quantizamos via integracao funcional de maneira nao-perturbativa. A analise dos sistemas
vinculados seguiu a abordagem proposta por Dirac, que consiste na classificagao dos vinculos da teoria
em vinculos de primeira e segunda classe e, também na escolha das condigoes subsidiarias ou condigoes de
gauge que sao necessarias para a fixagao dos multiplicadores de Lagrange dos vinculos de primeira classe,
ou seja, fixacdo de gauge. Esse estudo se faz necessario por causa da necessidade de uma defini¢do cor-
reta da medida de integragao que aparece na amplitude de transigao vacuo-vacuo, para que ela contenha
apenas os graus de liberdade fisicos da teoria. Sem essa caracterizacao ”cldssica”’da teoria o processo
de quantizacao estaria incorreto, estariamos descrevendo graus de liberdade a mais, graus de liberdade
nao-fisicos.

O ponto forte do estudo de modelos bi-dimensionais é a possibilidade de extrair aspectos nao-
perturbativos, observar fenomenos caracteristicos de teorias mais realistas, etc. Na abordagem de inte-
gracao funcional é o determinante fermiénico que possui grande importancia no estudo nao-perturbativo,
como vimos, para uma teoria de campos fermionicos nao-massivos ele é calculado exatamente. Também
pode ser explorado a ambigiiidade no processo de regularizacao da corrente fermionica no célculo do
determinante, tal ambigiiidade resulta na quebra da simetria de gauge. Em certos casos, como em teorias
que nao apresentam simetria de gauge local é interessante a andlise explorando essa arbitrariedade, ja

que ela permite explorar alguns setores da teoria que normalmente nao é possivel.

Iniciamos o trabalho estudando o modelo de Schwinger que apresenta fendmenos semelhantes aos apre-
sentados por teorias mais realistas, como geracao dinamica de massa para o campo vetorial e confinamento
de elétrons. No propagador do campo de gauge vemos que o pdlo indica a geracao de massa e estados
assintéticos para o campo de gauge. Ja no propagador fermionico quando calculado explicitamente no
espago dos momentos notamos que este nao possui um pélo simples, implicando na nao existéncia de es-
tados assintoticos fermionicos e, dessa forma, apresentando confinamento. O modelo apresenta vinculos
de primeira e segunda classe, o que exige a fixagao de gauge, com isso a medida de integragao se torna
um pouco mais complicada, vale ressaltar que também foi utilizado o ansatz de Faddeev-Popov. Dessa
forma derivamos as fungoes de correlacao, e delas observamos que o modelo é livre de divergéncias in-
fravermelhas (devido a geragdo de massa no propagador do campo de gauge) e ultravioletas, e por ultimo
as identidades de Ward-Takahashi do modelo, as quais possuem grande importancia na andlise do setor
transversal (invaridncia de gauge) através da identidade para a fungdo I'1P 2-pontos do campo de gauge.

O préximo modelo estudado foi o modelo de Thirring, além de ser o precursor na area de mode-
los exatamente soliveis este possui uma rica estrutura e varias aplicagoes em diversos ramos da fisica,
principalmente em matéria condensada. O modelo de Thirring é muito similar a teoria de Fermi para
interacoes fracas, que trata de interacoes entre particulas como interagoes entre correntes. Para realizar
a integracao nos campos fermionicos de maneira exata, fora introduzido um campo vetorial auxiliar, o
qual permite linearizar o termo de interacao. Como o modelo em nivel cldssico nao apresenta simetria de
gauge local, é interessante usar uma prescrigao nao-invariante de gauge na regularizacao do determinante

fermionico, pois o parametro a que controla a ambigiiidade indica a existéncia de simetria de gauge lo-
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cal em nivel quantico em um setor do modelo, quando calculamos a identidade de Ward-Takahashi da
funcao I'1P 2-pontos da corrente fermionica. O propagador fermionico apresenta divergéncia logaritmica
(ultravioleta), e com o auxilio da identidade para a fungao I1P 3-pontos observamos que as divergéncias
ultravioletas no setor fermioénico sdo apenas provenientes do propagador fermionico. Apés a identificagao
do tipo das divergéncias fizemos a regularizacao e renormalizacao do propagador fermionico que era o
Unico responsavel pela divergéncia e, também mostramos que a fungdo de vértice se torna finita através
do processo de regularizagao.

O ultimo modelo estudado foi o0 modelo de Thirring com simetria de gauge local, também conhecido
como modelo de Kondo, neste o campo vetorial auxiliar A,, do modelo de Thirring é identificado como o
campo vetorial de gauge e, também é introduzido um campo escalar auxiliar que implementa a simetria
de gauge local em nivel classico. O mecanismo de implementagao de simetria local de gauge que foi
usado aqui é conhecido como Hidden Local Simmetry cuja autoria é de E.C.G. Stiickelberg. O modelo
foi proposto inicialmente por Itoh et al. e, posteriormente, numa outra formulagao por K. Kondo. O
modelo em nivel classico é equivalente aos modelos de Schwinger e Thirring nos limites das constantes
de acoplamento fortes. Além do célculo das fungbes de correlacdo, identidades de Ward-Takahashi,
analisamos os limites das constantes de acoplamento em nivel quantico, o que foi verificado através das
fungoes de correlagao, etc. Como foi mostrado na sec¢ao (3.3.5) a equivaléncia entre os modelos se dd
somente em nivel classico. No limite de g — oo recuperamos os resultados obtidos no primeiro capitulo
para o modelo de Schwinger, ji para ¢ — oo esperdvamos que reproduzisse os resultados do modelo de
Thirring como em nivel cléssico, fato este que nao ocorre. Se analisarmos o gerador funcional que fora
utilizado para determinar as fungoes de correlagao, notamos que ele possui uma estrutura similar ao da
eletrodinamica quéantica (lembrando que essa semelhanga é apenas em nivel quantico, por causa do gauge
R¢), tendo como diferenca um termo de massa para o campo de gauge A,, (que pode ser justificado pela
presenca de massa do campo em nivel quantico). Isso pode explicar a equivaléncia apenas com o modelo
de Schwinger.

Pretendemos continuar investigando o modelo de Thirring com simetria de gauge local em futuros
trabalhos, estudando outras caracteristicas que aqui nao foram abordadas, tais como bosonizagao, campos

fermidnicos quirais, e quantizacdo do modelo via formalismo de operadores covariantes.



Apéndice A

Notacao e Convencoes

No espaco-tempo de (1 + 1)-dimensdes, a métrica 7, e o tensor de Levi-Civita €, sao

1 0 o 0 1
v = ) € = = —€uv-
"l 0 —1 -1 0 s

As matrizes v, de Dirac satisfazem a seguinte dlgebra em 2-dimensdes

{'Y/u'?u} = 2Ny ['V;m'%/} = —2€75, {’Y/U'VS} =0,

e disso segue que

YuVs = €Y’

Usaremos as seguintes defini¢oes

0 1 . 0 -1 1 0
=01 — s = —109 = s = = gq = ,
Yo 1 10 it 2 1 0 5 = Y071 3 0 —1

onde o conjunto {o;} sdo as matrizes de Pauli. As matrizes -, tem as seguintes propriedades

’Y(T) = "0, WI = 71 ’YEJ[ = 75-

Os projetores PL sao definidos como

Py = (1%7;).

N |

Definimos a seguinte notacao

~ v
Uy = €u,0".
Uma ferramenta 1til na resolugao de integrais é a representacao A, que consiste em

14X 0o
1 ) )
(Z) — = / dxx)\eiz(A+7.e).
(A + ie) L(1+A) Jo

Alguns tragos de matrizes v, 1teis

triy'y¥] = 2,
triy*y"y?] = 0,
triyty ) = 26"
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Usaremos a seguinte convengao para a transformagao de Fourier

d2k s —ikz
flz)= (27r)2f (k)e . (A.12)
Algumas integrais uteis
ex 2,
/dzxe (e”pz — e”qg) =1In q2 ize : (A.13)
x p? + i€
—+o0
/ ke = T (A.14)
o a

/O - dA% (1 - e*“mz) e~ NiE/AN _ o pe (\/@) 2K, ( —22m2> : (A.15)

onde Ky(z) é a fungao de Bessel modificada de segunda classe de ordem zero cujos limites assintéticos
sa0
Ko(z) ~ —In (g) —7, paraz—0, (A.16)

Ko(z) — 0, paraz— oo, (A.17)

sendo v a constante de Euler-Mascheroni.

Aqui definimos os operadores de projecao transversal TH" e longitudinal L*¥ que sdo utilizados em

todo o trabalho

9 _ oo

T = nhv L = A.18
n = B (A.18)

que satisfazem as seguintes relagoes
THY + LW = gt (A.19)
T T, =T",, L'XL.g= L”ﬁ7 T L, =0, (A.20)

T, =0, T"d, =8, LMo, =0 LM, =0. (A.21)



Apéndice B

Calculo do Determinante Fermionico

Calcularemos as expressoes da fungao de Green do campo de Dirac na presenga de um campo externo
e do determinante fermibnico; seguiremos o roteiro proposto por [B.1] e [B.2]. O modelo de Schwinger ¢é
descrito pela densidade Lagrangiana Eq.(1.1) que no nivel cldssico apresenta invariancia local de gauge.

A acao efetiva é definida pelo seguinte funcional do campo de gauge abeliano A*
xpliW (4,0} = [ dvavess (i [ b @9+ ) ) = den ().

onde D = i@ + q4. Podemos obter a seguinte relagao

(B.1)

detD = exp(trlnD)
d 1dD

Trabalhando no espago de configuracao facilmente obtemos que

d

9 Indet (D) = /d2mtr[G(x, x; A)y,]AY ().
q

Devemos tomar muito cuidado com a Eq.(B.2), pois a relacio usada para obté-la é vélida apenas para

(B.3)

matrizes com dimenséo finita e, em nosso caso, a matriz da Eq.(B.2) possui dimensao infinita.

Temos que, G (z,y; A) é a fungao de Green da equagdo de Dirac nao-massiva

(i + q4) G (z,y; A) = 6 (v —y) . (B.4)
Usando o seguinte ansatz para resolver a Eq.(B.4)
G (z,y; A) = GO0 GL (z —y), (B.5)
onde G (z —y) é a fungdo de Green da equag do de Dirac livre
(B.6)

idGr(z—y)=0(z—y).

Em geral, podemos escrever a solugao de férmions nao-massivos em duas dimensoes como o produto

de uma funcao pela solugao livre. Substituindo a Eq.(B.5) na Eq.(B.4) obtemos

O¢ (x) = @4 (),

cuja solugao é
() = q / P=Dp (v~ 2) (% +7350%) Ay (=)
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sendo Dp (x — y) a fungao de Green da equagao de Klein-Gordon nao-massiva

ODp (z —y) =6 (z —y). (B.8)
Entao, substituindo a Eq.(B.7) na Eq.(B.4), obtemos
G s ) =exp |ia [ ot (2.0) 4, 2)| G 0 ). (B.9)

com s* (z,z,y) dado por
s (z,,) = (9% +750%) (Dp (2 = @) = Dr (2~ 1))
Calculando a expressao do propagador de Dirac livre no espaco das coordenadas, observamos que para
(x —y) — 0 o propagador vai a infinito, ou seja, a expressdo apresenta divergéncia ultravioleta. Portanto,
para tornarmos ela finita, devemos usar um método de regularizagao. Utilizaremos aqui o método de
separagao de pontos (point-splitting)[B.3]
d y
a Indet (D) = lim [ d*ztr [G (z,y; A) y"] exp [iqa/ d?z% A, (2)] A, (z), (B.10)
q y—x z
onde a parametriza uma ambigliidade no processo de regularizagao. Tal pardametro foi proposto por
Jackiw e Rajaramam numa abordagem nao invariante de gauge [B.4]. A introducdo do pardmetro a
permite explorar algumas caracteristicas nao reveladas numa prescricao invariante de gauge. No caso em
que a = 1 a invariancia de gauge é preservada.

Segue agora algumas relagoes uteis para o célculo que se segue

i€
aﬂD (E) = %67;,
tr (PrGr (z —y)y*) = z(agiég) Dp(z—vy),
Dp(x—2)—Dp(y—2) = —€,0;Dp(x—2).

2

Expandindo o lado direito da Eq.(B.10) em torno de e = x — y até a ordem €, com ¢ — 0

— 2 o . a p ) 2 v __ Au e _
21_1% 52 /d x[ 2" + 2iqa Ay (v) € e —iq (eq€” — €4€ )/d zA, () (82 82> 0y Dp (x — 2z) +
—iq (eat” + €al®) / A2z A, (2) (ag + é;) 0°Dp (z — 2) + O (€% }AM (). (B.11)

O primeiro termo proporcional a 5 é divergente no limite ¢ — 0, entao, o modo de eliminar tal divergéncia

¢é fazendo a média sobre todas as dlre(;oes €

et =0, ete? = 577’“’, (B.12)

Dessa forma, tomamos o limite € — 0
di Indet (D / d?x aA“ / a2z a%g + 5gég) Drp(z—2)A, (2) } .
Agora, 1ntegrand0 em ¢ e usando a relagao
01 — v =D,
obtemos
Indet (D / o [ AP (2) A, (2) — A, (2) / &2 (2000” — ' 0) Dy (z — 2) Ay (z)} .

Usando a Eq.(B.8) conseguimos o seguinte resultado

1 oroY
det (i@ + g4) = exp {2 /dQZA (2) ((a;—)n’“’ — ZDZ> A, (z)} . (B.13)
Para a = 1 a Eq.(B.13) é invariante de gauge e exibe a massa do bdson de gauge calculada por

2

2
Schwinger m? = L. Observamos assim que um termo de massa para o campo de gauge A, é gerado em
S T

nivel quantico.
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Apéndice C

Relacoes Funcionais

Tomaremos o gerador funcional da QE D, para derivarmos importantes relagbes funcionais que sao
usadas em todo o trabalho. Dada a densidade Lagrangiana E(’(/J,’(ZJ,AM) definimos o gerador funcional

das funcoes de Green completas, Z(n, 7, J,) como na Eq.(1.53)

Z (0,1, Ju) = N/DAMdeDJ; exp {i/d% (£ (0, Ay) + i1+ + T, AM) | (C.1)

7 e 7 sao as fontes fermionicas externas, e J, é a fonte externa para o campo de gauge. Definindo o

gerador funcional das fungoes de Green conexas W (1,7, J,,) como
Z (0,0, Ju) = exp [iW (0,1, Ju)] - (C.2)

Isso nos permite escrever os campos na representacao funcional

oW ow - ow
Aule) = e W) = s V) =g s

Expressaremos algumas relagbes entres as fungdes de Green completas, as funcoes de Green conexas,

. (C.3)

assim, consideramos os propagadores e a funcao de vértice da teoria. Entao, o propagador bosonico

52z
Juv (. —y) = (0|TA, (x) Ay (y)| 0) = — m
n=n=J,=0
W
S C4
C5T )8 (@) |y —o (C4)
propagador fermidnico
- 52z 5w
G(x—y)=(0|T 0)=— ———— =—f —— C.5
e R Tt 13| ML FTen ¥ - 1e5) N )
e a fungao de vértice por
_ ) 3z
Gu(@,9:2) = QY @0 W) 4 ()0 =1 srermrsm @ |
N=nN=Ju=
BW
= — C-6
5T ()00 (0) 07 (@) |y, —o (C5)

Para obtermos os propagadores completos, os operadores e os estados de vacuo devem estar na rep-

resentacao de Heisenberg.
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Outra fungdo importante que devemos introduzir é o gerador funcional das fungoes irredutiveis de

uma particula (I1P), T’ (w, W, Au) (também conhecido como agao funcional efetiva), através da seguinte

transformagao de Legendre

T (0 Ay) = W (07 ) — / @ (i + P + T, AP).

(C.7)

Dessa forma, podemos ter uma representacao funcional para as fontes externas, tal como fizemos para

os campos Eq.(C.3)
or or 6T

J#(x) = 7514”(.1:); 77(.%) = 6w(£)a 77(5”) = 7%'

C.1 Campos Fermionicos

A partir da relagao

Yo (T) =

O7a ()

fazemos a derivada funcional em relagéo a ¥ (y)

bud (2 /d2 e (2) /d2 (_ or ) I
51/117 y 5776 577a 5% e (Z) 577c (Z) 677(1 (1')’

disso obtemos a seguinte identidade funcional

2 52 52 - .
/d “50n () 00 (2) 07c (2) 071 (2) dabd (T — y).

Se fizermos os campos e as fontes externas irem a zero, obtemos a relagao
/d2zGac (x—2)Twp(z—y) =i0apd (x — y),

onde definimos I'y, ( — y) como a fungdo I1P 2-pontos fermionica

5T
Twr—-—y)= ————— .
V) S 50 @) o
Similarmente, para as relagoes
(z) = — or
T TS ()

derivamos funcionalmente em relagao a 7, (y), e obtemos

o [0z o g SW 52T
Sud ( ~y) = / T2 5 (0) 500 (2) 0 () / W) <5ﬁc(z))5¢c(2)5¢a @’

2 2w 52T - o
/d Z57]b (y) 677 (2) 6tbe (2) Otpa () 8ol (z —y) .

Se fizermos os campos e fontes externas irem a zero

/d2zI‘ac (x—2)Gep (2 —y) = i0apd (x — y) ,

escrevemos as fungoes na representagao dos momentos

Py = [ CEE@T, Gy = [ T5am e,

(C.8)

(C.10)

(C.11)

(C.12)

(C.13)

(C.14)

(C.15)

(C.16)

(C.17)
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E, dessa forma, escrevemos a Eq.(C.16) no espago dos momentos

/d22 d2 d2k2 fac (») écb (k) e~ ip(z—2) p—ik(z—y)  _ i6au0 (z — ) ,
(27T) (2m)
d’p &’k - - o )
Lue (p) G (K e_’pg”“ky/d%e_”(k_p) = 1040 (x — 1),
/ o gy e () G () 0 (@~ y)
p 1- . o —ip(a—y)
/(%)Q[ac()a ()—26ab}e - 0.
A dltima equagao é consistente se
f‘ac (p) écb (P) = i(sab- (018)
Finalmente obtemos os resultados
TG =i, G@T@® =i (C.19)

a expressao da direita é obtida a partir da Eq.(C.12).

C.2 Campo de Gauge

A partir da relagao

A¥ (z) = 2
@ = 5 (C.20)
derivamos em relacao a A, (y)
5J°‘ (2) % or 52w
S (x — = d*z /d2 -
(@=y) / A, (y) 67° (2) 8, ( (9) \ 04, (2) ) 67°(2) 67, (2)’
52
oMo (x—y) = —/dQZ c.21
@=9) OO T OT (c2y
Fazendo os campos e as fontes externas irem a zero,
/dQZGW (x—=2)TY (2 —y) =10, (v — y), (C.22)
definindo I'*” (x — y) como a fungdo I1P 2-pontos do campo de gauge
5T
'Mz—y)= ————— , C.23
( ) 6141/ (y) 6AP« (ZC) c=0 ( )
Similarmente, se partimos de J* (z) = —Mfsi(z), derivarmos em relagao a J" (y) e, usarmos o fato de
que A, (z) = 5}2( ; obtemos
5T 2w
o (x—y)=— [ d° 24
A== [ e T 20
e fazendo os campos e fontes externas irem a zero
/dzzf“a (= 2)Gav (z—y) =i0",0 (x — y). (C.25)

Podemos escrever as Eqs.(C.22) e (C.25) no espago dos momentos

Gua (p) T (p) =i6,", THY (p) Gy (p) = i0H,. (C.26)
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C.3 Funcao de Vértice

A relagao funcional Eq.(C.11)

6T 82W
d2 / _ — _6a 6 —
5 Y oua @) amon (o)~ w0 @)

é derivada em relacdo a A, ()

/dgz, 53T _ 02w n
6‘4# (Z) (ch (zl) 51% (SL') 57717 (y) 5770 (Z/)
o 52T §JV () W
d?2 d? _
+/ S S0 (27) 00 (z) 04, (2) 877 () 01y (y) O71e (2))

-0 . (C.27)

Sendo que usamos a representagao funcional Eq.(C.8) para a fonte J” (z’). Multiplicando a tdltima
5°r

925 © integrando em y

expressao por

/dQZ, 83T U ) §2W 52T N
0A, (2) 0t () 01q () Yo () 07 (=) 3a () 00, (y)
8T 8T &BW 8°r
22 2 _ — = C.
[ Y S0 ()00 () 34, ()3, @) 37 (@) o (9) 97 () 00 () o )~ > (&)

usando a relacdo Eq.(C.14) no termo que se encontra entre parénteses obtemos

§°r n
0A, (2) 0a (y') 0% (2)
52T 52T W 01
A2 d2 e’ d2 _ - =0.
+/ Y e (2') 0¢q (w) 6A, (2) 0Ay (2') 67 (') omy (y) 67l (2) 0%a (y') 64 (y)

Para termos uma expressao na forma que desejamos fazemos as mudancas d < b, y < ¢/, 2’ < 2’ na
relacao acima. Fazendo os campos e fontes externas irem a zero nés obtemos a fungao I1P 3-pontos do
vértice IT'* (x, y; z) em termos da fungéo de vértice Eq.(C.6), da fungdo I1P 2-pontos fermidnica Eq.(C.12)
e da func@o I1P 2-pontos do campo de gauge Eq.(C.23)

I (z,y;2) = /de’de’dQZTac (x —2")Gpoca (@', y;2)Tap (v —y) T (2 — 2), (C.29)

onde definimos a funcao I1P 3-pontos de vértice

53T
5Au (2) 0 (y) Sta () oy

It (z,y;2) = (C.30)

Similarmente se partimos da relagdo funcional Eq.(C.11), mas ao invés de derivarmos em relagéo a
A, (z) derivarmos em relacao a J* (z) obtemos a funcao de vértice Eq.(C.6) em termos da fungao I1P
3-pontos do vértice I'* (x, y; z) Eq.(C.30) e das fungoes de Green bosénica Eq.(C.4) e fermionica Eq.(C.5)

Guab (2,95 2) = i/dQSdQUdQUGaC (@ —s)Toy(s,v5u) Gap (v —y) Gap (u— 2). (C.31)

Expressando as fungoes 1P e Green no espago dos momentos

2. 4 ,

Fz-—2) = / g:)lgl‘ (p1) emim(o-e ), (C.32)
A d2p2 d2(]1 d2q2 A —i(paz’+a1y'+422")

G, (2, y;2) = (27r)2 (271_)2 (271_)26*” (p2,q1;G2) € , (C.33)
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podemos calcular
fa (p7 kv Q) = /d2xd2yd2zf“’ (337 Y; Z) ei(194"5"!‘1%14"12)7
= /dededQ,z( / de/de’dQZ’F (x—a)Gy (2, y;2)T (y —y) T (y — ) )ei(pm+ky+qz)’

onde fizemos uso da Eq.(C.29).
Reescrevendo todas as fungoes da equagao acima no espago dos momentos conforme as Eqs.(C.32) e

(C.33)

= d’p1 d?ps d*ps g1 dPqp dPgs - = = =
' (p, k; = r G, (p2,q1;92) T rve X
(0, k;q) / @) @n ) (@n)? (2n)? 2n)" (2n)? (p1) Gu (P2, q1;92) T (p3) I (g3)

X /dedesz exp [—ix (p1 — p) + iy (k + p3) +iz (¢ + ¢3)] X

X /dzx’de'dQZ' exp [—iz' (p2 — p1) — i (ps + 1) —i2' (g3 + q2)] - (C.34)

Integrando em z,y, z,x’,3’ e 2’ obtemos uma expressao em termos das fungoes delta

I'*(p,k;q) = /d2P1d2p2d2p3d2(I1d2Q2d2%f (p1) Gy (p2,q1:¢2) T (p3) T (g3) 6 (p1 — p) 8 (k + p3) x

X0 (q+q3) 0 (p2 —p1)d (p3+q1) 6 (43 — q2) -

Usando as fungbes delta para resolver as integragoes obtemos

T (p,k;q) =T (p) Gy (p. ks q) T (—k) TV (—q) . (C.35)

Agora calcularemos a funcao de vértice no espago dos momentos G, (p, k; q), sendo ela é escrita no

espago das configuragoes

d*ky

Gu<x,y;z>=z’/w

b ) (¢4 — ) G (o).

Ela sempre possui a mesma forma, somente h, (k1) que varia para cada modelo. Portanto, a expressao
obtida serd um caso geral, ficando apenas uma multiplicacao a ser resolvida. Ela escrita no espago de

Fourier
Gy (p,it) = / Padyd* =G, (x,y; 2) !PTV,
2 2
B i/d%dzdeZLkl? : p12 hy (k1) G (p1) (e_m(pl_kl_p)“y(f’ﬁk) _ e—im(pl—p)+iy(p1+k1+k)> o—izki—t)
(2m)” (2m)

Integrando em z,y e z obtemos uma expressao em termos das fungoes delta dos momentos

G,/ (p, k;t) =1 (27‘()2 /d2k1d2p1hu (k1) é (pl) (6 (p1 —t —p) 6 (k +p1) — 5 (p1 —p) 1 (p1 + kl + k)) 6 (]{11 — t) y
as fungoes delta nos permite integrar em k1 e em pq
G (p,kst) =1 (2m) b () (G (p+6) = G (9)) S+ K+ 1), (C.36)

A Eq.(C.36) é utilizada quando calculamos a fungéo de vértice no espago dos momentos.
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Com esse ultimo resultado podemos escrever

2p &k At - }
G, (x,y;2) = / G, (p, k;t) e iprthy+tz)
n (7,9:2) @n)? @n? @ o PR

. d2p ko’ d2t ~ A —i(px+ky+tz
0 [ e P O () (G40~ G)) et

integrando em k&
d*p  d*t - i ;
G, (z,y; 2 :/ G, (p;t) e~ PlE—y)=it(z=y) C.37
w (2,95 2) @n ) (2n)? u(p3t) (C.37)

sendo a fungioG, (p;t) definida como
Gupit) = ihy (8) (G (0 +1) — G () (C.38)
Substituindo a Eq.(C.36) na Eq.(C.35) obtemos
I (pkit) = (2m)° T (p) by (T (1) (G (p+ 1) = G () ) D (=R) 6 (p+ k + 1) (C.39)

Com esses resultados calculamos a funcao I'1P 3-pontos

d? A2k d*t - X
I (z,y52) = / D LT (p, kst e ipethytie)
(2m)” (2m)° (27)

o @ Pk Pt o et i Na
= i0m? [ el W P (0 (G4 G (b,

integrando em k obtemos

o d2p dzt o —ip(x—y)—1it(z—
r (%%Z)/(QW)Q(%)QF (pst) e~ Plemv)=itlz=w), (C.40)

onde definimos a seguinte funcao
I (pit) = 0 () b (O (=) (G 0+ 1) = G 0) T (p+1). (C.41)
que pode ser reescrita usando as Eqs.(C.19) da seguinte forma
D (pst) = hy (I (=) (T (p+ 1) = T (p)) (C.42)

A Eq.(C.42) é utilizada quando calculamos a identidade de Ward-Takahashi da func¢do I1P 3-pontos no

espago dos momentos.
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Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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