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Resumo

Nosso trabalho tem como objetivo desenvolver um algoritmo de detecção de solitons em

presença de tensão superficial, visando construir num certo espaço de parâmetros, uma repre-

sentação estrutural dos comportamentos de bifurcação e dispersão destas ondas solitárias.

No caṕıtulo 1 fazemos uma abordagem histórica, desde o descobrimento do primeiro soliton

em 1834 num canal para barcos até aplicações atuais em diversas áreas como, por exem-

plo, em lasers. No caṕıtulo 2 estabelecemos a relação entre soliton e órbita homocĺınica,

reunindo conceitos e propriedades de sistemas hamiltonianos reverśıveis. Realizamos uma

fundamentação teórica assim como propomos o teorema 1, ponto de partida para a con-

strução do nosso algoritmo que possui hipóteses bastante abrangentes: a existência de uma

variedade instável e de uma função de reversibilidade para o sistema em análise. No caṕıtulo

3 definimos um modelo de sistema dinâmico que atende as hipóteses citadas no caṕıtulo

anterior e possui diversas aplicações para solitons. Suas caracteŕısticas são demonstradas

e, através de métodos clássicos, apontamos os resultados que devem ser confirmados por

nossa abordagem numérica. Desenvolvemos, então, uma estratégia para o algoritmo. Nos

caṕıtulos 4 e 5 criamos anaĺıticamente modelos que possuem solitons pré-determinados e apli-

camos o algoritmo com sucesso, confirmando sua existência e apontando peculiaridades no

espaço de parâmetros, que apresenta configurações geométricas originais de comportamentos

já abordados por outros autores através de métodos tradicionais. Nos caṕıtulo 6 criamos um

modelo analiticamente mais simples que os dos caṕıtulos anteriores, com o intuito de verificar

a persistência dos resultados encontrados. O espaço de parâmetros mostra, de forma ines-

perada, comportamento mais complexo e consequente bifurcações mais interessantes. Nos

caṕıtulos 7 e 8 apresentamos resultados anaĺıticos e geométricos que corroboram o procedi-

mento numérico elaborado. No primeiro caṕıtulo estudamos o comportamento assintótico do

sistema de forma anaĺıtica e aplicamos as mesmas condições assintóticas para o algoritmo,

mostrando que a propagação de erros não é suficiente para alterar as caracteŕısticas obser-

vadas, já no segundo caṕıtulo relacionamos as superf́ıcies de energia e seções de Poincaré com

as órbitas determinadas pelo método numérico, demonstrando que suas etapas seguem a fun-

damentação teórica. No caṕıtulo 9 aplicamos o algoritmo ao modelo de solitons em presença

de tensão superficial, confirmando alguns resultados já conhecidos como também revelando

novos aspectos de bifurcações e dispersão das ondas solitárias. No apêndice encontramos um

exemplo do algoritmo e de programas utilizados em diversas partes deste trabalho.

Bifurcação; Solitons; Sistemas Hamiltonianos; Reversibilidade:

Sistemas Dinâmicos; Métodos Numéricos:

ii



Abstract

We study the existence of solitons for reversible Hamiltonian systems taking the family

of differential equations uiv +au′′−u+f(u, b) = 0 as a model, where f is an analytic function

and a, b real parameters. These equations are also important in other physical situations

such as the existence of “finite energy” stationary states of partial differential equations, but

no assumptions of any kind of discrete symmetry is made and the analysis here developed can

be extended to others Hamiltonian systems and successfully employed in situations where

standard methods fail. We reduce the problem of computing these orbits to that of finding

the intersection of the unstable manifold with a suitable set and then apply it to concrete

situations. We determine solitary waves solutions and also build a fase transition diagram

in the space of parameters a and b, giving a picture of the structural distribution and a

geometrical view of solitons bifurcations and dispersion.
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6.5 Gráfico pu × b para o modelo f(u, b) = bu− tanh(bu) com a = 2. . . . . . . . 45

6.6 Soliton (a) e bifurcação (b) e (c) para o modelo f(u, b) = bu− tanh(bu) com

b = 2. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
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6.8 Gráfico pu × b para o modelo f(u, b) = bu− tanh(bu) com a = 3. . . . . . . . 46

6.9 Soliton (a) e bifurcação (b) e (c) para o modelo f(u, b) = bu− tanh(bu) com

b = 3. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
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6.11 Gráfico pu × b para o modelo f(u, b) = bu− tanh(bu) com a = 4. . . . . . . . 48

6.12 Soliton (a) e bifurcação (b) e (c) para o modelo f(u, b) = bu− tanh(bu) com

b = 4. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
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7.12 Gráfico pu × u para o modelo f(u, b) = bu− tanh(bu) com b = 1.0. . . . . . . 58

8.1 Conjunto Φ para o modelo sech2(x) com (a, b) =
(
−15

4
, 3
)
. . . . . . . . . . . 61
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8.3 Projeção da órbita homocĺınica e do conjunto χ para o modelo sech2(x) com

(a, b) =
(
−15

4
, 3
)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62
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8.10 Bifurcação da órbita homocĺınica para (a, b) = (2.02 + 10−2, 1.59) do modelo

f(u, b) = bu− tanh(bu). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66
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CAPÍTULO 1

Solitons: Introdução Histórica

Em agosto de 1834, um engenheiro escocês chamado John Scott Russell (1808-1882),

enquanto realizava estudos sobre uma forma mais eficiente de canais para barcos no Canal

da União em Hermiston, próximo ao campus da universidade Heriot-Watt em Edinburgo, se

deparou com uma descoberta cient́ıfica que impulsionaria mais tarde a matemática não-linear

que, na época, ainda era tratada exclusivamente como perturbações da teoria linear∗.

Russell (figura 1.3) relata que estava observando o movimento de um barco que era

rapidamente puxado por dois cavalos através de um canal estreito (ver figura 1.1), quando

repentinamente o barco parou juntamente com a massa de água que estava em movimento,

que se acumulou violentamente na proa (parte da frente) da embarcação em grande agitação,

para rapidamente seguir adiante assumindo a forma de uma grande elevação solitária (ver

[1], [4] e [5]).

Figura 1.1: Esboço do Canal da União em Hermiston [1].

Ele a descreveu como uma porção de água bem definida, regular e arredondada que

seguiu aparentemente em velocidade constante e sem alteração da sua forma cuja largura

calculou aproximadamente em 9,15 m. Ele a perseguiu em um cavalo e mediu sua veloci-

dade aproximadamente como 14 km/h. Sua altura diminuia gradativamente e, após uma

perseguição de mais de 2 km, ele a perdeu nas ondulações do canal. Este fenômeno foi

batizado por Russell como Onda de Translação.

Ele foi capaz de recriar o fenômeno em um tanque de seu jardim (ver figura 1.2) e

∗Uma equação diferencial é dita linear se o operador que a define é linear. Neste caso, as soluções formam

um espaço vetorial e elas possuem o chamado prinćıpio da superposição.
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Figura 1.2: Esboço das experiências de Russell [1].

observar propriedades incomuns que foram ignoradas por cientistas contemporâneos e só

seriam obtidas, mais tarde, com o avanço da modelagem não-linear.

Russell atribúıa o decrescimento da amplitude de sua onda de transição à aderência da

água com as paredes do canal. Trabalhos correlatos e experimentos similares foram feitos

por Green e Keeland. O primeiro aborda, dentre outras obras, as ondas lineares longas

em águas rasas em [6] corroborando alguns resultados teóricos e experimentais em 1838. O

segundo, em 1840, trata do movimento ondulatório num fluido com profundidade finita, com

a hipótese de “seções paralelas”, que seriam similares a mudança de variável∗ x̄ = x ± ct

(ver [7]). Mas não obtiam modelos teóricos com ondas solitárias como soluções. Por outro

lado, Stokes juntamente com Airy propuseram (a partir de 1840), baseados em equações

linearizadas, que ondas longas em águas rasas não poderiam se propagar sem mudar sua

forma (ver [8]). O diagrama proposto por Airy, se encontra na figura 1.4.

A dificuldade de modelagem das ondas solitárias só foi resolvida em 1895, 61 anos após

sua descoberta, com a descrição teórica de Korteweg e De Vries (ver [9] e [10]) para ondas

em águas rasas fracamente não-lineares, a chamada Equação KDV :

∗Definidas pelas curvas caracteŕıstica da equação clássica da onda utt = c2uxx que permitem reescrever

a equação diferencial parcial como uma derivada total.
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Figura 1.3: John Scott Russell (1808-1882) [1].

Figura 1.4: Ondas longas em águas rasas por Airy em 1841 [2].

ut + uxxx − 6uux = 0 (1.1)



4

A equação 1.1 pode ser obtida através da equação de movimento da hidrodinâmica∗

([11]):

ρvt + ρvvx = − ∂2

∂x2
U(ρy) (1.2)

onde x é a posição e t o tempo da onda plana; y é o deslocamento; v = yt é a velocidade,

isto é, o sistema está em repouso para y = cte; U é a energia potencial e ρ pode representar

a densidade do fluido ou altura da onda. É um “fator de massa” que assumiremos constante.

Expandindo-se a força f = −Ux em relação ao deslocamento y obtemos:

∂

∂x
f = f2yxx + f4y4 + f6y6 + . . . (1.3)

O primeiro termo de 1.3 é denominada força de restauração e os termos de maior ordem

são responsáveis pela dispersão da onda, que pode se originar da tensão superficial ou da

profundidade do fluido.

Subsituindo 1.3 em 1.2, obtemos:

ytt = −ytytx + k1yxx + k2yxxx + . . . (1.4)

No limite assintótico do comprimento de onda (ondas longas), e no limite de peque-

nas amplitudes, os termos ytytx e k2yxxxx de 1.4 são muito menores que ytt e k1yxx, que

representam a fraca dispersão e fraca não-linearidade do sistema.

Através de uma escolha conveniente para x, t e y, podemos escrever 1.4 como:

ytt = yxx − 12ǫytytx + 2ǫyxxx (1.5)

onde ǫ > 0 é suficientemente pequeno. Obteremos uma solução do problema de valor

inicial com os primeiros dois termos de 1.5. No limite ǫ→ 0 assumiremos:

y(x, t) = y+(x+ t) + y−(x− t) (1.6)

Os termos em ǫ só se tornam importantes depois dos dois pacotes de onda em 1.6, que

foram excitados numa região finita x e se separaram. Por isso, resolvemos a equação 1.6

separadamente para y+ e y−. Para y−, com a mudança de variáveis y = y(x− t, ǫt) = y(ξ, τ)

aplicada em 1.5, desprezando os termos de maior ordem em ǫ, obtemos:

∗Equação linear desenvolvida inicialmente por Pascal no século XVII, com uma formulação posterior

definida por Bernoulli e Euler. Mais tarde surge a equação não-linear de Navier-Stokes
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yξτ − 6yξyξξ + yξξξξ = 0 (1.7)

A equação 1.7 descreve a propagação de uma onda para a direita, num sistema de

coordenadas se movendo com a mesma. Denotando a quantidade yξ por u, nós obtemos a

equação KDV 1.1.

A partir de 1870, Boussinesq e Rayleigh (ver [12]) também apresentaram modelos com

ondas solitárias para problemas de ondas em água. As equações de Boussinesq e Rayleigh

são dadas, respectivamente, por:

utt − uxx − uxxxx + 3
(
u2
)

xx
= 0 (1.8)

u′′ − µ

(

1 − 1

3
u′

2

)

u′ + u = 0 (1.9)

As equações 1.1, 1.8 e 1.9, que possuem ondas solitárias do tipo u(x, t) = sech2(x− ct),

onde c é a sua velocidade, permitiram a compreensão de ondas longas de amplitude finita.

A equação 1.1, por exemplo, mostra como, em terceira ordem para a amplitude, a dispersão

da onda (componentes de freqüência mais baixa viajando mais rápido que os componentes

de freqüência mais alta) é equilibrada pelos efeitos de amplitude (partes mais altas da onda

viajam mias rápido do que as partes mais baixas), possibilitando ondas longas que podem

se propagar sem mudar sua forma.

Desta forma, fica caracterizada uma onda solitária pela velocidade e forma constantes

ao longo do tempo, representando pacotes de onda que não se espalham, pois o efeito da

dispersão é compensado pelo efeito da não-linearidade das equações que as modelam.

Devido à interação não-linear, as ondas solitárias podem se interpenetrar sem se destru-

irem, mesmo quando muitas são superpostas (ver figuras 1.5 e 1.6). A importância de tais

ondas foi também reconhecida por Zabusky e Kruskall que, em 1965 (ver [13]), obtiveram a

equação 1.1 em outras situações f́ısicas e, e também constataram propriedades do prinćıpio

de superposição para estas soluções não-lineares. Eles rebatizaram as ondas solitárias como

Solitons que apresentaram, pelas investigações de Miura, Gardner, Kruskal, Tabor e Car-

dona, dentre outros (ver [11], [14] e [15]), diversas leis de conservação (massa, momento,

energia, centro de massa, etc). Os solitons, segundo uma variedade de autores, também

têm desempenhado um papel principal na origem de dinâmicas caóticas (ver [16], [17], [18]

e [19]).

Sobre o problemas de ondas na água, não é verdade que toda onda rasa é um soliton só

porque apresenta a caracteŕıstica da não-dispersão. Para ondas de amplitude finita, ocorre a

tendência já citada da velocidade no topo ser mais rápida do que na base causando a “quebra”
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Figura 1.5: Interpenetração de solitons com velocidades de sentido contrário. (a)

antes; (b) e (c) durante; (d) depois

Figura 1.6: Interpenetração de solitons com velocidades de mesmo sentido. (a)

antes; (b) e (c) durante; (d) depois

ou “estouro” das mesmas. No fenômeno famoso da Pororoca, onde as águas do oceano

se dirigem para dentro de rios (com largura mais estreita e profundidade menor) como o

Amazonas, Severn (Europa) e Tsientang (China), as ondas formadas não possuem dispersão,

mas mudam de forma continuamente por sucessivas “quebras” de onda, não caracterizando
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solitons.

O precursor dos solitons, John Scott Russell, em sua época, só ficou conhecido por

outros trabalhos nas áreas de arquitetura naval (pelos quais recebeu medalha de ouro da

“Royal Society of Edinburgh” em 1837) e por uma das primeiras experiências experimentais

do efeito Dopler observado na passagem de trens.

Em julho de 1995, ocorreu um encontro internacional de cientistas, a conferência de

ondas não-lineares em f́ısica e biologia na universidade Heriot-Watt (ver [3] and [20]), onde

foi feita a recriação da primeira observação de uma onda solitária realizada por Russell. A

ocasião fez parte de uma cerimônia para a inauguração de um novo aqueduto, chamado

de John Scott Russell, que se conecta ao antigo Canal da União, onde ocorreu o fenômeno

original (ver foto 1.7).

Figura 1.7: Recriação da primeira onda solitária [3].

Como exemplo de solitons em outras áreas além de problemas de ondas em fluidos,

podemos citar as equações de Fitzhugh-Nagumo 1.10 e de Sine-Gordon 1.11. A primeira

modela fluxo de pulsos num supercondutor; a segunda pode modelar a propagação de ondas

de densidade de carga nos metais, o movimento de deslocamento nos cristais, a propagação

de ondas em membranas liṕıdicas, ou transparência auto-induzida em lasers, dentre outros

exemplos. Os solitons da equação 1.10 possuem a forma u(x, t) = tanh(x− ct) e na equação

1.11 a forma u(x, t) = tan−1
(

α(x)
β(t)

)

, onde c é a velocidade da onda (ou pulso) e α e β podem

ser funções exponenciais ou hiperbólicas (ver [15], [17], [21], [22], [23], [24],[25], [26] e [27]).
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ut =
1

2
uxx + (a− u)(u2 − 1);−1 < a < 0 (1.10)

utt = uxx − sin(u) (1.11)



CAPÍTULO 2

Solitons e Órbitas Homocĺınicas:

Fundamentação Teórica

As órbitas homocĺınicas têm atráıdo a atenção de muitos autores pois têm desempen-

hado o papel principal como mecanismo para a criação de dinâmicas caóticas.

Dizemos que uma órbita φ é homocĺınica∗ a um certo conjunto cŕıtico p de um sistema

dinâmico (pode ser, por exemplo, um ponto de equiĺıbrio ou uma órbita periódica) se a

órbita é bi-assintótica a esse conjunto, quer dizer, se limt±→∞ φ(t) = p. A importância de

órbitas homocĺınicas para o estudo de sistemas dinâmicos foi primeiramente reconhecida por

Poincaré. Desde então, o estudo da dinâmica em vizinhanças de órbitas homocĺınicas tem

ocupado lugar central na teoria dos sistemas dinâmicos. Neste sentido, destacam-se os trabal-

hos realizados por Poincaré, Birkhoff e Smale, que dizem repeito à dinâmica na proximidade

de órbitas homocĺınicas a órbitas periódicas. Com relação à dinâmica na proximidade de

órbitas homocĺınicas a pontos de equiĺıbrio, um trabalho pioneiro, e de maior importância,

é o de Silnikov (veja [28] como referência sobre estes resultados clássicos). Citamos ainda

[29] referente à órbitas homocĺınicas a equiĺıbrios tipo sela-foco. Neste trabalho, concen-

traremos nossa atenção no problema de existência de órbitas homocĺınicas a equiĺıbrios tipo

sela-centro, que aparecem com frequência nos sistemas hamiltonianos. Suas implicações são

discutidas em [30], [31], [32], [33] e [34].

O problema de encontrar órbitas homocĺınicas é relacionado à existência de ondas

solitárias ou Solitons, especialmente na presença de tensão superficial [35], em estruturas

elásticas [36],[37],[38],[39] e em padrões espaciais de transição de fase [40] e [41]. As órbitas

homocĺınicas também são importantes na demonstração da existência de estados de energia

finita em equações diferenciais parciais [42].

Em nosso trabalho, abordaremos equações espećıficas de ondas viajantes, onde uma

órbita homocĺınica será equivalente a um Soliton em presença de tensão superficial.

De modo breve, podemos dizer que, um sistema hamiltoniano† com n graus de liberdade

em IR2n, é aquele associado a um campo de vetores do tipo:

∗Uma órbita é heterocĺınica se limt→+∞ φ(t) 6= limt→−∞ φ(t).
†São sistemas que preservam área e volume, além de não possuem atratores.

9
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q̇k =
∂H

∂pk

ṗk = −∂H
∂qk

, k = 1, 2, . . . , n

onde H : IR2n → IR é a função hamiltoniana do sistema.

Grande parte dos sistemas da Mecânica Clássica são sistemas hamiltonianos, incluindo

os de maior relevância na F́ısica. Sistemas hamiltonianos não são somente especiais por suas

aplicações às ciências, mas também por possuirem uma série de propriedades matemáticas

notáveis. Por exemplo, é bem conhecido que sistemas hamiltonianos possuem, em geral,

uma enorme quantidade de órbitas periódicas e homocĺınicas. Grande parte dos resultados

nessa direção, são baseados em cálculos variacionais, que utilizam-se de diversos prinćıpios

variacionais da mecânica. Neste trabalho abordaremos um problema, descrito a seguir, sobre

existência de órbitas homocĺınicas, no qual os métodos variacionais existentes não se aplicam.

Devido à complexidade do problema, restringiremos nossa atenção a sistemas hamiltonianos

com dois graus de liberdade.

A fim de apresentar o problema básico, do qual trata este trabalho, consideremos, como

modelo, o seguinte sistema hamiltoniano com dois graus de liberdade:

~̇q = ~p ~̇p = −∇V (~q, ε), V (~q, ε) = −ν2 q
2
1

2
+ ω2 q

2
2

2
+ εW (~q, ε),

onde ~q = (q1, q2) e W (~q, ε) = O(||~q||3) é uma função anaĺıtica, com ν, ω, ε constantes.

Sua função hamiltoniana H : IR4 → IR é definida por H(~q, ~p) =
p2

1
+p2

2

2
+V (~q, ε) e o

sistema pode ser expresso na forma paramétrica:







q̇1 = p1

q̇2 = p2

ṗ1 = ν2q1 − ∂W
∂q1

ṗ2 = −ω2q2 − ∂W
∂q2

(2.1)

Numa vizinhança da origem ~q = ~p = 0, podemos expressar 2.1 na forma matricial:








q̇1

q̇2

ṗ1

ṗ2








=








0 0 1 0

0 0 0 1

ν2 0 0 0

0 −ω2 0 0















q1

q2

p1

p2








(2.2)

O sistema 2.1 contém dois elementos básicos, que nos interessam:

i) a origem, ~q = ~p = 0, é um equiĺıbrio de tipo sela-centro pois 2.2 possui polinômio
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caracteŕıstico p(λ) = λ4 + (ω2 − ν2)λ2 − ω2ν2 com um par de auto-valores reais, ±ν, e

um par de auto-valores imaginários, ±ωi;

ii) o sistema é reverśıvel, quer dizer, existe uma involução (aplicação cuja inversa é ela

própria), dada por (q1, q2, p1, p2) → (q1, q2,−p1,−p2), que reverte o sentido do campo

de velocidades associado à (2.1) deixando a função hamiltoniana invariante. Especifi-

caremos o papel importante da reversibilidade e suas caracteŕısticas mais adiante.

Estamos interessados no seguinte problema: para uma dada famı́lia de funções W ,

encontrar os valores de ε, tais que o sistema (2.1) possui uma órbita φ homocĺınica a origem

(ou seja, limt→±∞ φ(t) = (0, 0, 0, 0)). A dificuldade de tal problema, que também explica a

falha dos métodos variacionais, está contida na discussão abaixo.

Em geral, um sistema hamiltoniano, com um equiĺıbrio r de tipo sela-centro, não

possui uma órbita homocĺınica a r. Para que tal órbita exista, é necessário que as var-

iedades estável e instável de r (uni-dimensionais), definidas no mesmo ńıvel de energia

(tri-dimensional), coincidam. Genericamente, espera-se encontrar tal situação, apenas, em

famı́lias bi-paramétricas de sistemas hamiltonianos com dois graus de liberdade, e mais, ape-

nas para valores discretos, e a prinćıpio isolados, dos parâmetros. A reversibilidade muda

esse quadro em muito. A fim de entendermos as conseqüências da reversibilidade, consid-

eremos a famı́lia de sistemas hamiltonianos dada em (2.1). Neste caso, denotemos por Q

a reversibilidade, que é dada por (q1, q2, p1, p2) → (q1, q2,−p1,−p2). Seja χ o conjunto dos

pontos fixos de Q, ou seja, os pontos (q1, q2, p1, p2) tais que p1 = p2 = 0. Mostraremos que

se a variedade instável de r = (0, 0, 0, 0) intersecta χ, então existe uma órbita homocĺınica

a r. Uma vez que o conjunto χ é uma variedade bi-dimensional, é de se esperar que órbitas

homocĺınicas a r, apareçam na famı́lia a um parâmetro (2.1). Esta mesma discussão é válida

para uma famı́lia uni-paramétrica geral de sistemas reverśıveis.

Outra conseqüência da reversibilidade é a seguinte: seja Λ o conjunto dos valores de ε

tal que o sistema (2.1) (que é reverśıvel) possui uma órbita homocĺınica φ a r. Encontra-se

provado em [31] e [32], que Λ não contém pontos isolados. Esse resultado implica que, se

para ε = ε0 o sistema (2.1) possui uma órbita homocĺınica a r, então em qualquer vizinhança

de ε0 existem infinitos valores de ε, para os quais (2.1) possui uma órbita homocĺınica a r.

Para que este resultado possa ser aplicado à um determinado sistema hamiltoniano, como

aqueles que aparecem na F́ısica, é necessário, no entanto, saber que o sistema possui pelo

menos uma órbita homocĺınica. De outra maneira, pode ocorrer que o conjunto Λ seja vazio.

A quase que totalidade dos sistemas hamiltonianos conhecidos, que possuem uma órbita

homocĺınica a um equiĺıbrio de tipo sela-centro, possuem alguma simetria discreta. Neste

caso, a órbita homocĺınica é facilmente encontrada analisando-se um sub-sistema hamilto-

niano, com um grau de liberdade, do sistema dado. Infelizmente em muitos sistemas inter-

essantes na f́ısica tal simetria discreta, ou é desconhecida, ou é inexistente. Nosso trabalho
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diz respeito à existência de órbitas homocĺınicas em uma classe de sistemas hamiltonianos

reverśıveis, de grande importância na f́ısica e na teoria das equações diferenciais ordinárias.

Para esses sistemas não se conhece nenhuma simetria, que possa reduzir o problema ao de

um sistema com um grau de liberdade.

Passaremos, agora, a formalização de alguns conceitos e hipóteses necessários ao desen-

volvimento do trabalho.

Começaremos com sistemas hamiltonianos a um parâmetro com dois graus de liberdade

(M,ω,H(ε)), onde M é variedade C∞ de dimensão 4, ω é forma simplética em M (2-forma

sobre M , não-degenerada∗ e fechada†) e H : M → R é a função hamiltoniana associada ao

sistema.

Dada a função H, existe um campo vetorial XH ∈ X(M) definido por:

ω(XH , Y ) = dH(Y ) para todo Y ∈ X(M). (2.3)

O fluxo Ψ : R ×M → M é definido como ∂Ψ(.,x)
∂t

= XH(Ψ(., x)) e, nas coordenadas

simpléticas (q1, q2, p1, p2), a solução é dada pelas equações de Hamilton: q̇i = ∂H
∂pi

e ṗi = −∂H
∂qi

.

Esta é uma outra forma de definir um sistema hamiltoniano. Podeŕıamos começar

pela definição da equações de Hamilton, mas escolhemos este caminho que explicita a forma

simplética do sistema que utilizaremos para definir mais tarde o que é uma função de re-

versibilidade.

A expressão matricial para a forma simplética com dois graus de liberdade é:

ω =








0 0 1 0

0 0 0 1

−1 0 0 0

0 1 0 0








=

(

0 I

−I 0

)

Partindo de Y = a1
∂

∂q1

+ a2
∂

∂q2

+ b1
∂

∂p1

+ b2
∂

∂p2

e utilizando a definição 2.3, obtemos a

forma equivalente para as equações de Hamilton:

XH =
∂H

∂p1

∂

∂q1
+
∂H

∂p2

∂

∂q2
− ∂H

∂q1

∂

∂p1

− ∂H

∂q2

∂

∂p2

Partiremos da hipótese:

• (H1) (M,ω,H(ε)) possui variedade instável não-vazia, que nos casos estudados possuirá

∗ω é não-degenerada se ω(~a,~b) = 0∀~a ⇒ ~b = 0.
†Uma forma diferenciável é fechada se sua derivada exterior for nula.
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equiĺıbrio r tipo sela-centro, isto é, o campo vetorial XH linearizado em r possui um

par de autovalores reais ±a 6= 0 e um par de autovalores imaginários puros ±bi 6= 0

(equiĺıbrio não-hiperbólico).

Como exemplo temos o seguinte sistema:

H(q, p, ε) =
p2

1 + p2
2

2
+ V (q, ε);V (q, ε) =

1

2
(−a2q2

1 + b2q2
2) + εR(q, ε) (2.4)

onde R(q, ε) = O(‖q3‖) é anaĺıtica.

XH linearizado em r = 0 tem polinômio caracteŕıstico λ4 + (b2 − a2)λ2 − a2b2 cujas

ráızes são ±a 6= 0 e ±bi 6= 0.

Em relação às variedades invariantes∗ do equiĺıbrio sela-centro r, encontramos W c(r)

de dimensão 2 e W s(r) e W u(r) de dimensão 1.

Figura 2.1: Figura Ilustrativa das Variedades Invariantes

∗A partir da linearização do sistema no ponto de equiĺıbrio r, definimos Wu(r) como o espaço vetorial

gerado pelos auto-vetores com parte real positiva, W s(r) pelos auto-vetores com parte real negativa e W c(r)

pelos auto-vetores com parte real nula.
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O sistema 2.4 possui energia H(q, p, ε) = 1
2
‖p‖2 + V (q, ε) como integral primeira, isto

é, H(Ψ(., x)) = cte e W c é foliada por órbitas periódicas ϕH , H > 0, uma para cada valor de

energia. Para H suficientemente pequena, todas as órbitas ϕH são instáveis e têm variedades

estável e instável de dimensão 2 (definidas dentro do ńıvel de energia H de dimensão 3).

É bem conhecido que tal órbita periódica é associada com dinâmicas muito complicadas

quando suas variedades estável e instável se intersectam transversalmente∗. De modo a

verificar se tal interseção existe, é necessário rastrear as variedades invariantes de ϕH no

espaço de fase. Isso é normalmente uma tarefa dif́ıcil, mas consideraremos a situação auxiliar,

onde existe uma órbita homocĺınica φ ao equiĺıbrio r = (0, 0, 0, 0) para ε = 0, isto é, φ(t) → r

se t→ ±∞.

Como exemplo, seja o sistema abaixo (encontrado em [31]):

H(q, p, ε) =
p2

1 + p2
2

2
+ V (q, ε); (2.5)

V (q, ε) =
1

2
(ω2q2

1 − q2
2) + αω

3

2 q3
1 + βωq2

1q2 + ε
√
ωq1q

2
2 +

1

3
q3
2.

XH linearizado em r = (0, 0, 0, 0) tem polinômio caracteŕıstico: λ4+λ2(ω2−1)−ω2 = 0,

cujas ráızes são ±1 e ±ωi.

Para ε = 0 existe, como solução do sistema 2.5, a órbita homocĺınica a r: φ(t) =
(

0, 3
1+cosh(t)

, 0, 3senh(t)
(1+cosh(t))2

)

cujo gráfico é descrito abaixo:

Neste caso, esperamos que as variedades estável e instável de ϕH sigam φ de modo que

as variedades invariantes se intersectem para ε suficientemente pequeno.

Existem duas questões básicas relacionadas a sistemas hamiltonianos com 2 graus

de liberdade com órbitas homocĺınicas φ ao equiĺıbrio sela-centro (ou laço sela-centro ho-

mocĺınico):

I) Como é a dinâmica numa vizinhança da órbita homocĺınica ?

II) O que acontece com a órbita homocĺınica φ para ε 6= 0 ?

Para ε = 0, W S e WU coincidem, e a interseção não é transversal (ver [43], [44] e [45])

pois seus espaços tangentes têm dimensão 1 e não podem gerar o conjunto 3-dimensional

H ≡ 0 (ńıvel de energia 0 que contém r, W S e WU ). Logo essa interseção é instável e não

podemos garantir, a prinćıpio, a existência de órbitas homocĺınicas após a perturbação do

sistema.

A principal ferramenta clássica para a investigação do fluxo é a transformação de

∗Dois conjuntos M e N contidos no Rn têm interseção transversal no ponto p se TpM + TpN = Rn, isto

é, se a soma direta de seus espaços tangentes em p gera o conjunto no qual estão contidos.
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Figura 2.2: Órbita Homocĺınica do sistema 2.5 para ε = 0

Poincaré definida utilizando-se duas seções de Poincaré que dividem o problema numa parte

local (vizinhança de r) e numa parte global (vizinhança tubular de φ).

Na vizinhança do equiĺıbrio sela-centro podemos integrar o sistema através da forma

normal da função hamiltoniana dada abaixo ([32]):

Forma Normal: Seja (M,Ω, H) um sistema hamiltoniano satisfazendo a hipótese H1.

Então existe uma vizinhaça U de r com coordenadas simpléticas (p1, q1, p2, q2) = x e uma

forma simplética Ω = dp1∧dq1∧dp2∧dq2 tal que, nessas coordenadas, a função hamiltoniana

h é dada por:

h(I1, I2, ε) = aI1 + bI2 +R(I1, I2, ε); (2.6)

R(I1, I2, ε) = O(I2
1 + I2

2 + ε2);

I1 = p1q1; I2 =
(p2

2 + q2
2)

2

onde a e b são independentes de ε e R(0, 0, ε) = 0.

I1 e I2 são integrais primeiras, o que torna a hamiltoniana autônoma (não dependente

do tempo) e, consequentemente, o sistema é facilmente integrável.

Com uma mudança na escala do tempo (t→ ±t/a) e, se necessário, uma transformação

canônica (q1 → −p1, p1 → q1), podemos assumir a = −1 e b > 0 (o novo b representa a razão

|b/a|). Pois:
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1) a, b > 0: (q1 → −p1, p1 → q1), t→ t/a.

2) a > 0, b < 0: t→ −t/a.

3) a < 0, b > 0: t→ t/a.

4) a, b < 0: (q1 → −p1, p1 → q1), t→ −t/a.

Assim, h(I1, I2, ε) = −I1 + bI2 +R(I1, I2, ε), e o fluxo numa vizinhança de r é dado por:








p1(t)

q1(t)

p2(t)

q2(t)








=








e−tα 0 0 0

0 etα 0 0

0 0 cos(tβ) −sen(tβ)

0 0 sen(tβ) cos(tβ)















p1(0)

q1(0)

p2(0)

q2(0)








(2.7)

onde α = ∂h
∂I1

(I1(0), I2(0)) e β = ∂h
∂I2

(I1(0), I2(0)).

Assumiremos que a órbita homocĺınica φ converge para r com q1 > 0 e diverge com

p1 > 0.

Construiremos uma seção de Poincaré transversal à q1 definida como:

Σ = {(p1, q1, p2, q2) : q1 = σ;σ > 0} ∩ {(p1, q1, p2, q2) : h ≡ 0} (2.8)

Para I2 suficientemente pequeno, utilizando o teorema da função impĺıcita, obtemos:

Σ =
{

p1 =
ω

σ
I2 +O

(
I2
2 + ε2

)
, q1 = σ

}

(2.9)

Para cada (p2, q2) temos associado um p1. Utilizaremos então o sistema de coordenadas

em Σ (definida em 2.9) como y = (p2, q2).

Analogamente construimos outra seção de Poincaré Σ∗ transversal a p1 com sistema de

coordenadas y∗.Neste sistema, definimos L(., ε) : Σ → Σ∗ através do fluxo local 2.7 como:

y∗ = Ly =

(

cos(tβ) −sen(tβ)

sen(tβ) cos(tβ)

)

y; β =
∂h

∂I2
(I1(0), I2(0)) (2.10)

onde t(y) é o tempo que leva um ponto de Σ para chegar em Σ∗.

Obtemos t(y) fazendo p1(t) = σ =⇒ e−tαp1(0) = σ. Como p1(0) = ω
σ
I2 + O (I2

2 + ε2)

(ver 2.9) e I2 = 1
2
‖y‖2 (ver 2.6) , temos:

t(y) = −2 ln ‖y‖ + ln
2σ2

ω
+O

(
ln ‖y‖

(
‖y‖2 + ε

))
(2.11)
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L não está definida para y = 0 (se y = 0, ”t(y) = ∞”). Extendemos continuamente L

em Σ definindo L(0) = 0.

Construiremos a função G(., ε) : Σ∗ → Σ anaĺıtica em (γ∗, γ) definindo: G(0, 0) = 0 e

det(DG(0, 0)) = 1.

Podemos ainda escrever DG(0, 0) como AR onde A é simétrica positiva e R rotação.

Assim:

G(γ∗, ε) = εv + ARγ∗ +O
(
‖γ∗‖2 + ε2

)
; v ∈ R2, v 6= 0;

AR =

[

0 −b
−1/b 0

]

, (q, p) = φ+ ε(Q,P ).

Elaboramos, então, a transformação de Poincaré F (., ε) : Σ → Σ como F = G ◦ L e a

representamos no equema abaixo:

Figura 2.3: Forma Normal e Transformações de Poincaré

Dizemos que ε é valor k-homocĺınico se F k(0, ε) = 0, k mı́nimo.

Definimos Λk como o conjunto de valores k-homocĺınicos e :
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Λ =
⋃

k∈Nk

Λk (2.12)

Obter ráızes da equação F k(0, ε) = 0 é um problema 2-dimensional e, a prinćıpio, não

podemos garantir sua solução com o parâmetro ε.

Com a introdução de uma nova hipótese, afirmaremos que o problema acima tem solução

para k ≥ 2.

• (H2) (M,ω,H(ε)) é reverśıvel com respeito a Q, isto é, Q : M → M é involução

(Q−1 = Q),anticanônica (DQtω = −ωDQ) e H ◦Q = H.

Utilizando as propriedades de (H2) e da forma simplética ω, temos:

H ◦ Q = H =⇒ DH ◦ Q ◦ DQ = DH =⇒ DH ◦ Q ◦ DQ ◦ u = DH ◦ u =⇒ ω(XH ◦
Q,DQ ◦ u) = ω(XH , u) (pela definição da forma simplética 2.3).

Assim: −ω(DQ ◦XH ◦Q, u) = ω(XH , u) (pois como Q é anticanônica, temos DQtω =

−ωDQ).

Logo: −DQ ◦XH ◦Q = XH =⇒ −DQ ◦XH = XH ◦Q =⇒ DQ ◦XH = −XH ◦Q.

Desta forma: DQ◦ d
dt

Ψ(t) = − d
dt

Ψ(t)◦Q =⇒ d
dt

(Q◦Ψ(t)) = d
dt

Ψ(−t)◦Q =⇒ Q◦Ψ(t) =

Ψ(−t) ◦Q.

Multiplicando a expressão anterior por Q à direita e à esquerda, obtemos:

Ψt ◦Q = Q ◦ Ψ−t. (2.13)

Seja χ o conjunto dos pontos fixos de Q. Seja ξ uma solução de (2.1) tal que ξ(0) ∈ χ. A

equação (2.13) implica que ξ(t) = ψt◦ξ(0) = ψt◦Q◦ξ(0) = Q◦ψ−t◦ξ(0) = Q◦ξ(−t). Uma vez

que (q1, q2, p1, p2) = (0, 0, 0, 0)
def
= r é reverśıvel, Q(r) = r, e se ξ é tal que limt→−∞ ξ(t) = r,

então limt→∞ ξ(t) = limt→−∞ Q ◦ ξ(t) = r.

Com isso provamos o seguinte resultado:

• Teorema 1: Se a variedade instável de r intersecta χ, então existe uma órbita ho-

mocĺınica a r

Ainda, se H for par em relação a p , Q pode ser vista como (q → q, p→ −p).

A restrição de Q a Σ defini uma involução QΣ : Σ → Σ∗ dada por: (p2 → −p2, q2 → q2).

Temos que η(., γ) : Σ → Σ ; η = G ◦QΣ e ζ(., γ) : Σ → Σ ; ζ = QΣ ◦ L são involuções.
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• Proposição 1: F é reverśıvel com respeito a η e a ζ, isto é, η◦F = F−1◦η e ζ◦F = F−1◦ζ.

Sejam κ e τ respectivamente os conjuntos de pontos fixos de η e ζ. Obtemos a seguinte

proposição:

• Proposição 2: F 2n+1(0, γ) = 0 ⇐⇒ F n+1(0, γ) ∈ κ e F 2n(0, γ) = 0 ⇐⇒ F n(0, γ) ∈ τ.

Pela proposição acima, γ é valor 2-homocĺınico se e somente se F (0, γ) ∈ τ .

Como ζ(y, γ) =

[

−1 0

0 1

][

cos θ −senθ
senθ cos θ

]

y ; θ = tβ ,

fazendo y1 = r cosφ ; y1 = rsenφ, obtemos como solução de ζ(y, γ) = y a relação

φ = θ(r2) e τ é dado por uma espiral em Σ. Como F (0, γ) = γv +O(γ2) é uma curva suave

passando pela origem Σ, obtemos infinitas interseções entre F (0, γ) e τ .

Estudando analogamente o caso n = 3 e utilizando argumentos de indução, obtemos o

seguinte resultado:

• Proposição 3: Para n ≥ 2, existe
(
yk

n

)
de valores k -homocĺınicos com yk

n → 0, isto é,

o conjunto de valores k-homocĺınicos é denso numa vizinhança de γ = 0.

Assim, o conjunto Λ, definido em 2.12, tem a propriedade de não possuir pontos isolados.

Para mais propriedades e aplicações deste conjunto, veja [32] e [46].



CAPÍTULO 3

A Equação Modelo para Solitons:

Propriedades e Estratégia

Consideremos a equação diferencial escalar de quarta ordem

uiv + au′′ − u+ f(u, b) = 0, (3.1)

com: a ∈ IR, b ∈ IR, f(u, b) = O(un);n = 2, 3 e f anaĺıtica.

A origem u = 0 é um equiĺıbrio da equação (3.1). O polinômio caracteŕıstico associado

a u = 0 é: λ4 + aλ2 − 1 = 0. Isso implica que u = 0 é um equiĺıbrio de tipo sela-centro

como veremos mais adiante, possuindo assim variedade instável não-vazia e satisfazendo a

hipótese (H1) do caṕıtulo anterior.

A equação (3.1) aparece em diversos ramos da f́ısica. O problema de encontrar soluções

homocĺınicas a origem está usualmente relacionado ao problema de existência de ondas

solitárias, ou ao problema da existência de estados estacionários com “energia finita”, em

equações a derivadas parciais de evolução, de quarta ordem com relação às variáveis espa-

ciais. Para aplicações da equação (3.1) ao problema da existência de ondas solitárias em

presença de tensão superficial, veja [35]. Neste caso f é usualmente aproximada por u2 e o

parâmetro a é relacionado à velocidade da onda. A equação (3.1) também está relacionada a

padrões localizados de flambagem de estruturas elásticas [37] e a modelos para padrões espa-

ciais que aparecem em transições de fase [41] (nesse contexto (3.1) é conhecida por equação

estacionária estendida de Fisher-Kolmogorov).

A equação (3.1) pode ser escrita como um sistema hamiltoniano com dois graus de

liberdade, dado por:

p′u = −∂uH, p′v = −∂vH, u′ = ∂pu
H, v′ = ∂pv

H,

onde H é dada por

H = puv +
p2

v

2
+ a

v2

2
+
u2

2
− F (u, b). (3.2)

Note que esse sistema é reverśıvel com relação a seguinte involuçãoQ(u, v, pu, pv) = (u,−v,−pu, pv),

satisfazendo a hipótese (H2) do caṕıtulo anterior.
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Alguns autores (ver [47],[32],[48],[49] e [50]) têm trabalhado na direção de encontrar

condições sobre f que garantam a existência de órbitas homocĺınicas a u = 0 com um pulso,

pelo menos para algum valor dos parâmetros a e b; e ainda determinar as classes de f

que satisfaçam essas condições. Mas não há, ainda, um esforço no sentido de, para alguns

representantes dessas classes, esboçar curvas no espaço de parâmetros (a, b), onde a equação

(3.1) apresente órbitas homocĺınicas a u = 0, isto é, solitons.

Nosso trabalho realiza um estudo numérico deste problema através das propriedades

geométricas e anaĺıticas citadas anteriormente. Utilizaremos primeiramente modelos con-

strúıdos analiticamente, cujas soluções homocĺınicas são conhecidas, para teste e avaliação

do método. A estratégia será descrita a seguir:

Dada a equação 3.1, obtemos o sistema hamiltoniano equivalente:







u′ = v

v′ = pv

p′u − u+ f(u, b)

p′v = −pu − av

(3.3)

com H(u, v, pu, pv) = puv + p2
v

2
+ av2

2
+ u2

2
− F (u, b), onde F é a primitiva de f .

O sistema 3.3 possui pontos cŕıticos (0, 0, 0, 0) e (f(u, b), 0, 0, 0). Linearizando-o na

origem, obtemos a forma matricial:








u′

v′

p′u
p′v








=








0 1 0 0

0 0 0 1

−1 0 0 0

0 −a −1 0















u

v

pu

pv








(3.4)

O sistema 3.4 tem polinômio caracteŕıstico:

λ4 + aλ2 − 1 = 0 (3.5)

Seus autovalores e respectivos autovetores do sistema são:

λ1 =
1

2

√

−2a+ 2
√
a2 + 4

−→v1 =









1
2
a+ 1

2

√
a2 + 4

1
2

√

−2a+ 2
√
a2 + 4

(
1
2
a+ 1

2

√
a2 + 4

)

−1
2

√

−2a+ 2
√
a2 + 4

(
1 + a2 + 1

4
a
(
−2a+ 2

√
a2 + 4

))

1
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λ2 = −1

2

√

−2a+ 2
√
a2 + 4

−→v2 =









1
2
a+ 1

2

√
a2 + 4

−1
2

√

−2a+ 2
√
a2 + 4

(
1
2
a+ 1

2

√
a2 + 4

)

1
2

√

−2a+ 2
√
a2 + 4

(
1 + a2 + 1

4
a
(
−2a+ 2

√
a2 + 4

))

1









λ3 =
1

2

√

−2a− 2
√
a2 + 4

−→v3 =









1
2
a− 1

2

√
a2 + 4

1
2

√

−2a+ 2
√
a2 + 4

(
1
2
a− 1

2

√
a2 + 4

)

−1
2

√

−2a+ 2
√
a2 + 4

(
1 + a2 + 1

4
a
(
−2a− 2

√
a2 + 4

))

1









λ4 = −1

2

√

−2a− 2
√
a2 + 4

−→v4 =









1
2
a− 1

2

√
a2 + 4

−1
2

√

−2a− 2
√
a2 + 4

(
1
2
a− 1

2

√
a2 + 4

)

1
2

√

−2a− 2
√
a2 + 4

(
1 + a2 + 1

4
a
(
−2a− 2

√
a2 + 4

))

1









O autovalor relativo à variedade instável é λ = λ1 = 1
2

√

−2a+ 2
√
a2 + 4 . Seu respec-

tivo autovetor pode ser descrito em função de λ como:

−→v = −→v1 =
(
λ2 + a, λ3 + aλ,−λ− a(λ3 + aλ), 1

)
(3.6)

Uma outra expressão para o autovetor pode ser obtida através do polinômio carac-

teŕıstico 3.5:

λ4 + aλ2 − 1 = 0 ⇒ λ2 + a− 1

λ2
= 0 ⇒ λ2 + a =

1

λ2
(3.7)

λ4 + aλ2 − 1 = 0 ⇒ λ3 + aλ− 1

λ
= 0 ⇒ λ3 + aλ =

1

λ
(3.8)

Ela é mais eficiente para pequenos valores de λ. Substituindo 3.7 e 3.8 em 3.6 obtemos:

−→v =

(
1

λ2
,
1

λ
,
−1

λ3
, 1

)

(3.9)
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O sistema 3.3 possui a reversibilidade Q (u, v, pu, pv) = (u,−v,−pu, pv), cujo conjunto

de pontos fixos é χ = {(u, v, pu, pv) | v = pu = 0}.

O conjunto Φ da interseção do ńıvel de energia zero {H ≡ 0} com a seção de Poincaré

{pu = 0} é representado analiticamente pela equação p2
v

2
+ av2

2
+ u2

2
− F (u, b) = 0 e simboli-

camente pela figura:

Figura 3.1: Representação gráfica do algoritmo

onde p(a) é a interseção de uma solução do sistema 3.3 com a secção de Poincaré {pu = 0}.
Esperamos, dada a dependência cont́ınua em relação aos parâmetros (a, b) que, para b fixo

e variando o valor de a, p(a) intercepte a seção de Poincaré {v = 0}. Desta forma deter-

minaremos para quais parâmetros a respectiva solução intercepte o conjunto χ de pontos

fixos da reversibilidade, fato que caracteriza uma órbita homocĺınica (ver Teorema 1 do

caṕıtulo anterior).

Resumindo, nossa estratégia consiste em:

• Linearizar o sistema 3.3 na origem.

• Determinar o autovalor e autovetor relativos à variedade instável (λ e vi)

• Após normalizar o autovetor vi, determinar um múltiplo com ”energia zero” , isto é,

‖H(εvi)‖ ≤ 10−5.
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• Dado um valor fixo para b, variar o parâmetro a e integrar o sistema 3.3 com a condição

inicial do item anterior, verificando a cada passo o valor da energia.

• Quando pu trocar de sinal, interromper a integração e gravar o valor de v, avançando

para o próximo valor de a.

• Quando os valores v gravados trocarem de sinal, exibir os respectivos (a, b) como valores

homocĺınicos.

O algortimo seria:

Repetição do parâmetro b.

Repetição do parâmetro a.

Calcula o autovalor relativo à variedade instável.

Calcula o autovetor relativo à variedade instável.

Determina um submúltiplo especificado do autovetor como condição inicial.

Se a energia da condição inicial é maior que o especificado encerra o programa.

Inicia as iterações do método Runge-Kutta de 4a ordem.

Se energia da iteração é maior do que o especificado encerra iterações.

Se pu troca de sinal encerra iterações e grava valor de v.

Se v troca de sinal grava valor (a, b).

Se iterações atingem o limite especificado encerra iterações.

A codificação completa para nosso modelo de aplicação de solitons em presença de

tensão superficial encontra-se no apêndice A deste trabalho.

Para verificarmos a eficiência de nosso algoritmo, utilizaremos dois modelos obtidos

através do método do Prof. Toland encontrado em [48], que descreve o procedimento para se

construir equações do tipo 3.1 com uma órbita φ homocĺınica ao ponto de equiĺıbrio u = 0,

a partir de uma EDO de segunda ordem, que resumiremos abaixo.

Sejam g(u) uma função anaĺıtica, c 6= 0 uma constante e suponha que

u′′ − c2u+ g(u) = 0 (3.10)

possua uma solução φ homocĺınica a u = 0.

Denotando por G a primitiva de g, G(0) = 0, multiplicando 3.10 por u′ e integrando,

temos que φ também satisfaz a equação:

(u′)2 − c2u2 + 2G(u) = 0. (3.11)

Diferenciando 3.10 duas vezes temos:
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uiv − c2u′′ + (u′)2g′′(u) + u′′g′(u) = 0. (3.12)

Utilizando as equações 3.10 e 3.11 , podemos eliminar u′ e u′′ dos últimos dois termos

de 3.12, obtendo:

uiv − c2u′′ + [c2u2 − 2G(u)]g′′(u) + [c2u− g(u)]g′(u) = 0. (3.13)

Multiplicando 3.10 por c−2 e adicionando à 3.13 obtemos:

uiv + (c−2 − c2)
︸ ︷︷ ︸

a

u′′ − u+ {c−2g(u) + [c2u2 − 2G(u)]g′′(u) + [c2u− g(u)]g′(u)}
︸ ︷︷ ︸

f(u,b)

= 0.

que é uma equação do tipo 3.1 com uma órbita φ homocĺınica ao equiĺıbrio u = 0.

Seguindo estes passos construiremos, nos próximos caṕıtulos, dois modelos para teste

do nosso algoritmo. Escolhemos as órbitas homocĺınicas utilizadas como elemento essencial

dos métodos perturbativos para solitons oriundos das equações KDV (ver [11] e [31]); u(x) =

sech2(x) e u(x) = sech(x). Para a construção, será necessário o uso das identidades:

d

dx
sech(x) = −sech2(x)senh(x) (3.14)

cosh2(x) − senh2(x) = 1 (3.15)

Iremos aplicar a ferramenta computacional na investigação destes modelos para os quais

já conhecemos a existência de solitons em determinados parâmetros (a, b), esperando a con-

firmação das informações anaĺıticas. Depois, daremos prosseguimento a análise de sistemas

mais complexos que ainda não foram tratados de forma geral pela literatura, com o intuito

de caracterizar a bifurcação e dispersão de solitons em intervalos de parâmetros bem mais

significativos do que os casos particulares encontrados em nossas referências.



CAPÍTULO 4

O Modelo baseado no Soliton u(x) = sech2(x)

Figura 4.1: Soliton u(x) = sech2(x).

A partir de u(x) = sech2(x) = 1
cosh2(x)

que é homocĺınica a u = 0, construiremos uma

equação modelo pelos métodos citados no caṕıtulo anterior. A escolha desta função tem

origem histórica, pois é solução das equações de KDV, Boussinesq e Rayleigh (respectiva-

mente 1.1, 1.8 e 1.9).

Aplicando-se 3.14 e 3.15:

u′(x) = −2sech3(x)senh(x).

u′′(x) = 6sech4(x)
︸ ︷︷ ︸

u2

senh2(x)
︸ ︷︷ ︸

(u−1−1)

− 2sech2(x)
︸ ︷︷ ︸

u

.

Logo:

u′′ − 4u+ 6u2 = 0. (4.1)
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Multiplicando 4.1 por u′ e integrando, obtemos a constante de movimento:

H(u, u′) =
(u′)2

2
−2u2 + 2u3

︸ ︷︷ ︸

V (u)

= E = cte. (4.2)

Observando a superf́ıcie de energia (figura 4.2) ou curvas de ńıvel para E (figura4.3),

encontramos uma órbita homocĺınica para E = 0 que pode ser compreendida da seguinte

forma.

Figura 4.2: Superf́ıcie de Energia para E = (u′)2

2
− 2u2 + 2u3.

No gráfico do potencial V (u) (figura 4.4) encontrado em 4.2 para E = 0, observamos

a existência de ráızes. Só obtemos movimento, classicamente, quando V (u) < E = 0 pois
(u′)2

2
> 0 para todo x. As ráızes de V (u) são pontos cŕıticos no plano de fase u × ú que

implicam na existência da órbita homocĺınica em questão.

Assim, para o ńıvel de energia E = 0, obtemos da equação 4.2:

(u′)2 − 4u2 + 4u3 = 0 (4.3)

Diferenciando 4.1 duas vezes obtemos:

uiv − 4u′′ + 12[(u′)2 + uu′′] = 0. (4.4)
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Figura 4.3: Curvas de ńıvel de E = (u′)2

2
− 2u2 + 2u3.

Obtemos de 4.1:

uu′′ = 4u2 − 6u3. (4.5)

Temos de 4.3:

(u′)2 = 4u2 − 4u3. (4.6)

Substituindo 4.5 e 4.6 em 4.4, resulta:

uiv − 4u′′ + 12(8u2 − 10u3) = 0. (4.7)

Multiplicando 4.1 por 1
4

e adicionando à 4.7 , obtemos:

uiv − 15

4
u′′ − u+ 3

(
65

2
u2 − 40u3

)

= 0.

Consideraremos, então, o modelo:
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Figura 4.4: Potencial V (u) = −2u2 + 2u3.

uiv + au′′ − u+ f(u, b) = 0 (4.8)

onde f(u, b) = b
(

65
2
u2 − 40u3

)
, que possui uma órbita homocĺınica a u = 0, que é o soliton

u(x) = sech2(x) para o valor homocĺınico (a, b) =
(
−15

4
, 3
)
.

Aplicando nosso algoritmo, confirmamos a existência deste soliton para 4.8 com parâmetros

próximos (precisão de 10−5) de (a, b) =
(
−15

4
, 3
)

e ainda encontramos uma infinidade de out-

ros valores homocĺınicos observados na figura 4.5.

Ainda observamos uma relação expĺıcita entre os parâmetros a e b indicando, na verdade,

a existência de um único parâmetro que governa o surgimento de solitons para este modelo.

Esta hipótese foi apontada na introdução deste trabalho.

Uma outra forma de verificarmos este fenômeno é fixando o parâmetro b = 3 e, toda

vez que v trocar de sinal, plotamos pu × a (figura 4.6). E, próximo ao ponto a = −3.75 (erro

de 10−5), temos que pu = 0, confirmando o valor homocĺınico (a, b) =
(
−15

4
, 3
)
.
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Figura 4.5: Valores homocĺınicos para o modelo sech2(x).

Figura 4.6: Gráfico pu × a para o modelo sech2(x) com b = 3.

Simulações numéricas de 4.8 nos mostram a sensibilidade dos sistemas frente à per-

turbação do parâmetros (a, b). Na figura 4.7, podemos observar a evolução do sistema para

o caso do valor homocĺınico (a, b) =
(
−15

4
, 3
)
, correspondente ao soliton u(x) = sech2(x) e

sua bifurcação, através da perturbação por um fator da ordem de 10−2.
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Essas pequenas modificações realizadas no valor do parâmetro a já são suficientes, neste

caso, para percebermos a não-persistência dos solitons (dentro de um contexo de densidade

de valores homocĺınicos), fato que pode ser confirmado na figura 4.5. A não-persistência já

foi observada em [47], onde o autor se refere ao sistema hamiltoniano reverśıvel como: ou

caso dos pontos isolados; ou caso de cascatas de pontos, descrevendo a densidade dos valores

homocĺınicos no espaço de fase (a, b).

Figura 4.7: Soliton u(x) = sech2(x) (a) e sua bifurcação (b) e (c).



CAPÍTULO 5

O Modelo baseado no Soliton u(x) = sech(x)

Figura 5.1: Soliton u(x) = sech(x).

Após estudarmos o soliton u(x) = sech2(x), cuja origem histórica é muito importante,

pensamos em criar um modelo em que a convergência para zero fosse menos acentuada, com

o objetivo de verificar a persistência dos resultados obtidos no caṕıtulo anterior. Chegamos,

então, ao soliton u(x) = sech(x) = 1
cosh(x)

, que é homocĺınica a u = 0 e também é citado

como solução da equação KDV 1.1.

Novamente, aplicando-se 3.14 e 3.15:

u′(x) = −sech2(x)senh(x).

u′′(x) = −2sech(x)[−sech2(x)senh(x)]senh(x) − sech2(x)cosh(x) =

= 2sech3(x)
︸ ︷︷ ︸

u3

senh2(x)
︸ ︷︷ ︸

u−2−1

− sech(x)
︸ ︷︷ ︸

u

.

Logo:

32
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u′′ − u+ 2u3 = 0. (5.1)

Utilizando o mesmo processo do modelo anterior, multiplicamos 5.1 por u′ e integramos,

obtendo a constante de movimento:

H(u, u′) =
(u′)2

2
−u

2

2
+
u4

2
︸ ︷︷ ︸

V (u)

= E = cte. (5.2)

Novamente, observando a superf́ıcie de energia (figura 5.2) ou as curvas de ńıvel para E

(figura 5.3), encontramos uma órbita homocĺınica para E = 0 da maneira descrita a seguir.

Figura 5.2: Superf́ıcie de energia para E = (u′)2

2
− u2

2
+ u4

2
.

Como no modelo anterior, analisando o gráfico do potencial V (u) (figura 5.4) encontrado

em 5.2 para E = 0, observamos a existência de ráızes. Classicamente, só obtemos movimento

quando V (u) < E pois (u′)2

2
> 0 para todo x. Esse fato, novamente, garante o caráter

homocĺınico da órbita em questão.

Assim, para o ńıvel de energia E = 0, obtemos da equação 5.2:

(u′)2 − u2 + u4 = 0. (5.3)
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Figura 5.3: Curvas de ńıvel de E = (u′)2

2
− u2

2
+ u4

2
.

Diferenciando 5.1 duas vezes obtemos:

uiv − u′′ + 6[2u(u′)2 + u2u′′] = 0. (5.4)

Concluimos de 5.1 que:

u2u′′ = u3 − 2u5. (5.5)

Temos de 5.3:

u(u′)2 = u3 − u5. (5.6)

Substituindo 5.5 e 5.6 em 5.4, resulta:

uiv − u′′ + 6(3u3 − 4u5) = 0. (5.7)

Multiplicando 5.1 por 2 e adicionando à 5.7, obtemos:
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Figura 5.4: Potencial V (u) = −u2

2
+ u4

2
.

uiv + u′′ − 2u+ 22u3 − 24u5 = 0.

Fazendo a mudança de variáveis x′ = 4
√

2x obtemos:

2uiv + a
√

2u′′ − 2u+ f(u, b) = 0 (5.8)

Dividindo 5.8 por 2 e reajustando os parâmetros a e b, chegamos ao modelo:

uiv + au′′ − u+ f(u, b) = 0 (5.9)

onde f(u, b) = b(11u3 − 12u5), que possui uma órbita homocĺınica a u = 0 que é o

soliton u(x) = sech(x) para o valor homocĺınico (a, b) =
(√

2
2
, 1
)

.

Aplicando nosso algoritmo, confirmamos a existência deste soliton para 5.9 com parâmetros

próximos (precisão de 10−5) de (a, b) =
(√

2
2
, 1
)

e ainda encontramos uma infinidade de out-

ros valores homocĺınicos observados nas figuras 5.5 e 5.6 ocorrendo, mais uma vez, uma
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relação expĺıcita de dependência entre os parâmetros a e b até certo ponto, para depois

observarmos fenômenos de bifurcação e dispersão no espaço de parâmetros.

Figura 5.5: Valores homocĺınicos para o modelo sech(x).

Figura 5.6: Detalhe dos valores homocĺınicos para o modelo sech(x).

Como no modelo anterior, fixamos o parâmetro b = 1 e plotamos pu × a (figura 5.7).

E, próximo ao ponto ponto a =
√

2
2

(erro de 10−5), temos que pu = 0, confirmando o valor
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homocĺınico (a, b) =
(√

2
2
, 1
)

.

Figura 5.7: Gráfico pu × a para o modelo sech(x) com b = 1.

Já no gráfico pu × a para b = 0.9 (figura 5.8), ao na figura 5.7, observamos diversas

interseções entre a = 6.5 e a = 9.5 e nenhuma a partir de a = 9.5, o que corresponde

exatamente aos valores homocĺınicos na figura 5.6 e a consequente dispersão deles para

b = 0.9.

Na figura 5.9 observamos a bifurcação do soliton u(x) = sech(x) para (a, b) =
(√

2
2
, 1
)

através da perturbação por um fator da ordem de 10−3. Essa bifurcação é similar à do soliton

u(x) = sech2(x) vista no modelo anterior.

Já na Na figura 5.10 observamos, a bifurcação de um outro soliton na região densa

da figura 5.6 para b = 0.9 através da perturbação por um fator da mesma ordem. O

soliton obtido passa duas vezes numa vizinhança de u = 0, por isso é chamada de solução

2-homocĺınica ou soliton de peŕıodo 2. A mudança de peŕıodo dos solitons em um sistema,

como vimos nas figuras 5.9 e 5.10, é descrita como solitons multi-peŕıodos e possuem diversas

aplicações como, por exemplo, em [51] e [52].

Esperávamos, a prinćıpio, uma descrição mais simples no espaço de parâmetros para

este modelo, pois se tratava de um convergência mais fraca para zero, em relação ao modelo

anterior. Na verdade encontramos nas figuras 5.5 e 5.6, com mais informações, o que é

caracterizado por vários autores como uma ”cascata” de valores homocĺınicos (ver [31] e

[47]), representando também um conjunto de grande densidade para a obtenção de solitons.

Em relação aos modelos analiticamente constrúıdos, nos quais conhećıamos
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Figura 5.8: Gráfico pu × a para o modelo sech(x) com b = 0.9.

Figura 5.9: Bifurcação do soliton u(x) = sech(x).

órbitas homocĺınicas para certos parâmetros (a, b), os resultados de nossa abor-

dagem computacional foram muito promissores e, juntamente com a funda-

mentação teórica deste trabalho, deram origem ao artigo Homoclinic Orbits
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Figura 5.10: Bifurcação de um soliton para b = 0.9.

in Reversible Hamiltonian Systems que foi aceito para publicação no jornal

Communications on Nonlinear Science and Numerical Simulation em maio de

2005.



CAPÍTULO 6

A Equação Modelo para f (u, b) = bu− tanh(bu)

Após o teste da estratégia nos modelos constrúıdos analiticamente, nos dedicamos a en-

contrar um modelo original baseado numa função anaĺıtica, cuja série de Taylor apresentasse

maior complexidade que nos casos anteriores. Observando as equações:

uiv − 15

4
u′′ − u+ 3

(
65

2
u2 − 40u3

)

= 0 (6.1)

uiv +

√
2

2
u′′ − u+ 11u3 − 12u5 = 0 (6.2)

que foram obtidas, respectivamente, a partir dos solitons u(x) = sech2(x) e u(x) =

sech(x) , observamos que:

• No modelo 6.1, f(u, b) = b
(

65
2
u2 − 40u3

)
. Isto é, f(u, b) = O(u2) e tem comportamento

assintótico (em x) f(u, b) → u3.

• No modelo 6.2, f(u, b) = b(11u3−12u5). Isto é, f(u, b) = O(u3) e tem comportamento

assintótico (em x) f(u, b) → u5.

Baseados nas equações propostas em [31], [32], [48] e nas soluções das equações de

Fitzhugh-Nagumo 1.10 e de Sine-Gordon 1.11 , definimos o modelo:

uiv + au′′ − u+ bu− tanh(bu) = 0 (6.3)

Assim, f(u, b) = bu− tanh(bu) , cuja expansão em série de Taylor para u = 0, é:

f(u, b) =
1

3
b3u3 − 2

15
b5u5 +

17

315
b7x7 + ... (6.4)

Então, f(u, b) = O(u3), como no modelo 6.2, mas seu comportamento assintótico (em

x) é mais simples que os modelos anteriores, já que limx→±∞ tanh(x) = ±1, como pode ser

visto na figura 6.1.

40
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Figura 6.1: Comparação de f(u, b) para os modelos 6.1 (a), 6.2 (b) e f(u, b) =

bu− tanh(bu) (c) com b = 1.

Aplicando nosso algoritmo, determinamos uma infinidade de valores homocĺınicos. Sua

estrutura de dispersão é semelhante ao do modelo baseado no soliton u(x) = sech(x), como

observamos na figura 6.2 e no detalhe da figura 6.3.
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Figura 6.2: Valores homocĺınicos para o modelo f(u, b) = bu− tanh(bu).
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Figura 6.3: Detalhe dos valores homocĺınicos para o modelo f(u, b) = bu− tanh(bu).
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As figura 6.2 e 6.3 apresentam, como no modelo anterior, a configuração de ”cascata”

de valores homocĺınicos.

Nas figura 6.5, 6.8, 6.11 e 6.14, podemos confirmar a existência de parte dos valores

homocĺınicos detectados pelo algoritmo mostrando, respectivamente, as interseções com o

eixo horizontal (pu = 0) para a = 2, a = 3, a = 4 e a = 5, como realizado nos modelos

anteriores, ou ainda nas figuras 6.4, 6.7, 6.10 e 6.13, em que fixamos respectivamente b = 2,

b = 3, b = 4 e b = 5.

Figura 6.4: Gráfico pu × a para o modelo f(u, b) = bu− tanh(bu) com b = 2.

As bifurcações encontradas são mais complexas do que nos modelos anteriorres pois,

como podemos observar nas figuras 6.6, 6.9 e 6.12, encontramos solitons que representam

a transição entre duas órbitas periódicas ou entre uma periódica e uma não periódica mas

limitada à variedade estável do sistema, como analisado em [51] e [52] e [53].

Nas figuras 6.10 e 6.13 encontramos, respectivamente para b = 4 e b = 5, um correspon-

dente para a região de dispersão ou ”vazia”de valores homocĺınicos observada nas figuras 6.3

e 6.3 na região aproximada a < 5 ou a > 7.
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Figura 6.5: Gráfico pu × b para o modelo f(u, b) = bu− tanh(bu) com a = 2.

Figura 6.6: Soliton (a) e bifurcação (b) e (c) para o modelo f(u, b) = bu− tanh(bu)
com b = 2.
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Figura 6.7: Gráfico pu × a para o modelo f(u, b) = bu− tanh(bu) com b = 3.

Figura 6.8: Gráfico pu × b para o modelo f(u, b) = bu− tanh(bu) com a = 3.
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Figura 6.9: Soliton (a) e bifurcação (b) e (c) para o modelo f(u, b) = bu− tanh(bu)
com b = 3.

Figura 6.10: Gráfico pu × a para o modelo f(u, b) = bu− tanh(bu) com b = 4.
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Figura 6.11: Gráfico pu × b para o modelo f(u, b) = bu− tanh(bu) com a = 4.

Figura 6.12: Soliton (a) e bifurcação (b) e (c) para o modelo f(u, b) = bu−tanh(bu)
com b = 4.
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Figura 6.13: Gráfico pu × a para o modelo f(u, b) = bu− tanh(bu) com b = 5.

Figura 6.14: Gráfico pu × b para o modelo f(u, b) = bu− tanh(bu) com a = 5.



CAPÍTULO 7

Limite Assintótico

A partir de:

uiv + au′′ − u+ f(u, b) = 0 (7.1)

podemos obter novos critérios de controle do algoritmo desenvolvido neste trabalho através

do estudo assintótico da equação 7.1 . Desta forma, poderemos observar se os erros de

aproximação cometidos durante o processo numérico podem influenciar os resultados obtidos.

Realizando a substituição de variáveis t =
t√
a

em 7.1, obtemos:

uiv

a2
+ u′′ − u+ f(u, b) = 0 (7.2)

Estudaremos, então, o comportamento de 7.2 para o limite assintótico de a , isto é,

quando a→ ±∞. Nessa situação, temos:

u′′ − u+ f(u, b) = 0 (7.3)

De modo análogo ao que foi feito para os modelos u(x) = sech2(x) e u(x) = sech(x)

(4.1 e 5.1), multiplicando 7.3 por u′ e integrando sobre t, obtemos:

∫

[u′′u′ − uu′ + f(u, b)u′] dt =
u′2

2
− u2

2
+

∫

f(u, b)du = cte (7.4)

A partir de 7.4 obtemos a constante de movimento:

H(u, u′) =
u′2

2
−u

2

2
+

∫

f(u, b)du
︸ ︷︷ ︸

V (u)

= E (7.5)

Dentro do ńıvel de energia E = 0, observamos o gráfico V (u) (que não depende de a)

definido em 7.5 procurando suas ráızes que são pontos cŕıticos do sistema de fase (u, u′) no

50
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sentido V (u(t0)) = 0 =⇒ u′(t0) = 0, como fizemos para as funções potenciais dos modelos

u(x) = sech2(x) e u(x) = sech(x) (4.4 e 5.4), o que garante a existência de órbitas ho-

mocĺınicas. Desta forma, para a suficientemente grande, poderemos comparar as informações

obtidas do algoritmo com as órbitas homocĺınicas encontradas analiticamente através do es-

tudo assintótico.

Para o modelo u(x) = sech2(x) (6.1), a constante de movimento, para a → ∞, é

definida por:

H(u, u′) =
u′2

2
−u

2

2
+

∫

b

(
65

2
u2 − 40u3

)

du

︸ ︷︷ ︸

V (u)

(7.6)

e sua função potencial:

V (u) = −u
2

2
+ b

(
65

6
u3 − 10u4

)

(7.7)

No gráfico 7.1 observamos a existência do ponto cŕıtico u = 0, 01567 para b = 3.

Agora iremos construir um gráfico com informações a partir do algoritmo da seguinte

forma: fixamos b = 3 e para valores crescentes de a, toda vez que v trocar de sinal, plotamos

pu × u. Desta forma, quando a curva cruzar o eixo horizontal (pu = 0), temos uma órbita

homocĺınica de acordo com nossos argumentos teóricos (ver teorema 1 do caṕıtulo 1). Se

a → ∞, esperamos confirmar neste gráfico um valor convergente para u aproximadamente

igual ao encontrado no gráfico do potencial. O resultado pode ser observado na figura 7.2 e,

comparando-a com 7.1 verificamos a eficiência do algoritmo para o limite assintótico de a.

É importante não confundir os valores de u encontrados durante a análise assintótica

com os valores homocĺıncos obtidos anteriormente. A primeira informação é de caráter

espećıfico para o limite a → ∞ enquanto que a segunda informação é de caráter global do

sistema 7.1

Realizamos o mesmo processo para outros valores de b e os resultados podem ser obser-

vados nas figuras 7.3 e 7.4. Os valores convergentes para u (quando a → ∞) em 7.4 são os

mesmos encontrados na interseção da superf́ıcie potencial com o plano V = 0 em 7.3, para os

respectivos valores de b. Estas figuras demonstram a caracteŕıstica de dependência cont́ınua

dos parâmetros que tem sido utilizada como hipótese para nosso algoritmo.

Para o modelo u(x) = sech(x) (6.2), a constante de movimento, para a→ ∞, é definida

por:
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Figura 7.1: Função Potencial para o modelo u(x) = sech2(x) com b = 3.

Figura 7.2: Gráfico pu × u para o modelo u(x) = sech2(x) com b = 3.
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Figura 7.3: Superf́ıcie Potencial para o modelo u(x) = sech2(x).

Figura 7.4: Gráfico pu × u para o modelo u(x) = sech2(x) com 3 < b < 4.
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Figura 7.5: Função Potencial para o modelo u(x) = sech(x) com b = 1.

H(u, u′) =
u′2

2
−u

2

2
+

∫

b
(
11u3 − 12u5

)
du

︸ ︷︷ ︸

V (u)

(7.8)

e sua função potencial:

V (u) = −u
2

2
+ b

(
11

4
u4 − 2u6

)

(7.9)

No gráfico 7.5 observamos a existência do ponto cŕıtico u = 0.46294 para b = 1.

Como no modelo anterior iremos construir um gráfico para b = 1 e para valores cres-

centes de a, plotando pu × u toda vez que v trocar de sinal. Desta forma, as ráızes da curva

obtida garantem uma órbita homocĺınica. Se a → ∞, esperamos confirmar também neste

gráfico um valor convergente para u aproximadamente igual ao encontrado no gráfico do po-

tencial. O resultado pode ser observado na figura 7.6 e, comparando-a com 7.5 verificamos

mais uma vez a confirmação do algoritmo para o limite assintótico de a.

Novamente não podemos confundir os valores de u encontrados durante a análise

assintótica com os valores homocĺıncos obtidos anteriormente. Reparamos na figura 7.6 que

além da raiz u = 0.463 encontramos outra interseção com o eixo horizontal que ocorre no

valor aproximado de a =
√

2
2

que, juntamente com b = 1, determinam um valor homocĺınico

para o modelo u(x) = sech(x) (6.2) já observado.
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Figura 7.6: Gráfico pu × u para o modelo u(x) = sech(x) com b = 1.

Figura 7.7: Superf́ıcie Potencial para o modelo u(x) = sech(x).

Realizamos o mesmo processo para outros valores de b e os resultados podem ser ob-

servados nas figuras 7.7 e 7.8. Novamente, os valores convergentes para u (quando a → ∞)

em 7.8 são os mesmos encontrados na interseção da superf́ıcie potencial com o plano V = 0

em 7.7, para os respectivos valores de b.
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Figura 7.8: Gráfico pu × u para o modelo u(x) = sech(x) com 1 < b < 2.

Aplicamos, agora, o estudo assintótico ao modelo f(u, b) = bu−tanh(bu) (6.3) que, como

visto anteriormente, apresenta maior complexidade para os valores homocĺınicos observados

nos espaço de parâmetros (figura 6.3) em relação aos modelos analiticamente constrúıdos.

Enquanto no modelo u(x) = sech2(x) (6.1) temos f(u, b) = O(u2) e comportamento

assintótico (em u) f(u, b) → u3, e no modelo u(x) = sech(x) (6.2) temos f(u, b) = O(u3)

e comportamento assintótico (em u) f(u, b) → u5, neste último modelo, que foi baseado

nos trabalhos [31], [32] e [48], temos f(u, b) = O(u3) e comportamento assintótico (em u)

f(u, b) → u.

Para o modelo f(u, b) = bu− tanh(bu) (6.3), a constante de movimento, para a → ∞,

é definida por:

H(u, u′) =
u′2

2
−u

2

2
+

∫

[bu− tanh(bu)] du
︸ ︷︷ ︸

V (u)

(7.10)

e sua função potencial:

V (u) = −u
2

2
+
bu2

2
− 1

b
ln(cosh(bu)) (7.11)

Na figura 7.9 encontramos o gráfico de 7.11 para b = 1.2, que possui caracteŕısticas

semelhantes às das funções potenciais dos outros modelos (comparar com figuras 7.1 e 7.5),

mas quando plotamos o gráfico pu × u, observamos (figura 7.10) uma série de interseções
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Figura 7.9: Função Potencial para o modelo f(u, b) = bu− tanh(bu) com b = 1.2.

Figura 7.10: Gráfico pu × u para o modelo f(u, b) = bu− tanh(bu) com b = 1.2.

com o eixo pu = 0, indicando uma infinidade de valores homocĺınicos antes da convergência

para u = 9, 3845 que corresponde à raiz de V (u) no gráfico 7.9. Esta grande quantidade de

valores homocĺınicos já era esperada devido aos resultados obtidos no espaço de parâmetros

observados nas figuras 6.2 e 6.3)

Outra diferença encontrada para este modelo pode ser observada no gráfico da superf́ıcie

potencial para 1 < b < 2 (figura 7.11) onde, para determinados valores de b, não há raizes

para a função potencial V (u) (além de u = 0), não indicando valores homocĺınicos para o caso

assintótico a → ∞. Podemos perceber na figura 7.11 que, para valores próximos de b = 1,
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Figura 7.11: Superf́ıcie Potencial para o modelo f(u, b) = bu − tanh(bu) com 1 <

b < 2.

Figura 7.12: Gráfico pu × u para o modelo f(u, b) = bu− tanh(bu) com b = 1.0.

não há interseção da superf́ıcie potencial com o plano V (u, b) = 0. Este comportamento

é confirmado no gráfico pu × u observado na figura 7.12. Para valores grandes de a, não

obtemos interseções com o eixo pu = 0.

As funções potenciais analisadas nas figuras 7.1, 7.3, 7.5, 7.7, 7.9 e 7.11 são similares às

dos solitons obtidos das equações KDV, Boussinesq e Rayleigh (ver [9], [10], [12], [11], [14] e

[15]).



CAPÍTULO 8

Superf́ıcies de Energia e Seções de Poincaré

Com o intuito de corroborar as propriedades geométricas citadas na fundamentação

teórica deste trabalho, iremos detalhar as superf́ıcies de energia e seções de poincaré uti-

lizadas como hipótese que, junto com as propriedades anaĺıticas dos sistemas hamiltonianos

em questão, resultaram no teorema 1, que é o ponto fundamental de nosso algoritmo de

localização de órbitas homocĺınicas.

Partimos, novamente, da equação diferencial escalar de quarta ordem

uiv + au′′ − u+ f(u, b) = 0, (8.1)

com: a ∈ IR, b ∈ IR e f anaĺıtica.

A equação 8.1 pode ser expressa por um sistema hamiltoniano equivalente:







ú = v

v́ = pv

pú = −u+ f(u, b)

pv́ = −pu − av

(8.2)

que possui função hamiltoniana definida por:

H = puv +
p2

v

2
+ a

v2

2
+
u2

2
− F (u, b). (8.3)

onde F é a primitiva de f .

O sistema 8.2 possui a reversibilidade Q definida por (u, v, pu, pv) 7−→ (u,−v,−pu, pv)

cujo conjunto de pontos fixos é χ = {(u, v, pu, pv) | v = pu = 0}.

Nosso objetivo, para os modelos analiticamente constrúıdos, será a análise do ńıvel

zero de energia que definiremos como Ω = {(u, v, pu, pv) | H ≡ 0} e das seções de Poincaré

Σ1 = {(u, v, pu, pv) | pu ≡ 0} e Σ2 = {(u, v, pu, pv) | v ≡ 0} que estão relacionadas com o

conjunto χ.

Para o modelo analiticamente constrúıdo baseado no soliton u(x) = sech2(x) 6.1 temos:
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H = puv +
p2

v

2
+ a

v2

2
+
u2

2
− b

(
65

6
u3 − 10u4

)

. (8.4)

O ńıvel de energia zero Ω tridimensional possui a expressão:

Ω =

{

(u, v, pu, pv) | puv + a
v2

2
= −p

2
v

2
− u2

2
+ b

(
65

6
u3 − 10u4

)}

. (8.5)

O conjunto Φ = Ω ∩ Σ1 bidimensional é definido por:

Φ =

{

(u, v, 0, pv) | v= ±
√

1

a

[

−p2
v−u2 + b

(
65

3
u3 − 20u4

)]}

; a 6= 0. (8.6)

Seu gráfico pode ser observado nas figuras 8.1 e 8.2, e deve ser entendido como a

interseção de dois conjuntos do espaço R4, ou ainda como uma projeção do ńıvel de energia

zero do sistema 6.1.

Ao analisar projeções, devemos atentar para alguns detalhes espećıficos, como o fato

de ser posśıvel encontrar auto-interseções de uma mesma órbita (o que no espaço original

seria imposśıvel pela unicidade de soluções). Assim, se a órbita original se encontra contida

no conjunto ńıvel de energia zero, o mesmo não ocorre com a interseção desse ńıvel com

uma seção de Poincaré (projeção), mas tal projeção serve como ”fronteira” ou ”enquadre”.

Por exemplo, se observamos uma órbita contida num ńıvel zero de energia representado pela

esfera x2 + y2 + z2 = 1, e se realizamos a projeção no plano z = 0, podemos encontrar auto-

interseções da órbita projetada, mas tal projeção continua contida no conjunto {(x, y, z) |
x2 + y2 + z2 = 1} ∩ {(x, y, z) | z = 0} analiticamente representado pela circunferência

x2 + y2 = 1 que passa a ser uma região de fronteira para a órbita projetada.

Da mesma forma, encontramos este comportamento para o modelo 6.1. Para (a, b) =
(
−15

4
, 3
)
, observamos na figura 8.2 que a órbita homocĺınica permanece na região delimitada

por Φ e, quando a mesma atinge a seção de Poincaré Σ2, a órbita ”se reflete” e converge

para o ponto de equiĺıbrio r =
−→
0 . Na figura 8.3 temos o conjunto Φ∩Σ2 ,que pode ser visto

como uma projeção do conjunto χ , e sua interseção com a órbita homocĺınica.

Podemos observar também, na figura 8.4, uma outra projeção de χ representado pela

interseção Σ1∩Σ2 projetada nas coordenadas (u, v, pu) e novamente o fenômeno do ”reflexo”

da órbita homocĺınica ao atingir este conjunto.

Como o conjunto Φ∩Σ2 =
{

(u, 0, 0, pv) | −p2
v

2
− u2

2
+ b
(

65
6
u3 − 10u4

)
= 0
}

não depende

do parâmetro a, podemos observar o comportamento das interseções das órbitas com esse

conjunto para pequenas variações deste parâmetro e analisar a bifurcação do soliton u(x) =

sech2(x) do ponto de vista geométrico. Assim, na figura 8.5, podemos observar a interseção
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Figura 8.1: Conjunto Φ para o modelo sech2(x) com (a, b) =
(
−15

4
, 3
)
.

Figura 8.2: Detalhe de Φ,seção de Poincaré Σ2 e órbita homocĺınica para o modelo

sech2(x) com (a, b) =
(
−15

4
, 3
)
.

das órbitas com valores (a, b) =
(
−15

4
, 3
)

(que é um valor homocĺınico e que denominaremos

por 1) e (a, b) =
(
−15

4
+ 10−3, 3

)
(que denominaremos por 2) com o plano v× pu e constatar

que só a primeira atinge o ponto (v, pu) = (0, 0), projeção do conjunto χ neste sistema de
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Figura 8.3: Projeção da órbita homocĺınica e do conjunto χ para o modelo sech2(x)

com (a, b) =
(
−15

4
, 3
)
.

coordenadas, como esperado.

Figura 8.4: Seções de Poincaré Σ1 e Σ2 para o modelo sech2(x) com (a, b) =
(
−15

4
, 3
)
.

Para o modelo analiticamente constrúıdo baseado no soliton u(x) = sech(x) 6.2, temos:

H = puv +
p2

v

2
+ a

v2

2
+
u2

2
− b

(
11

4
u4 − 2u6

)

. (8.7)

O ńıvel de energia zero Ω tridimensional possui a expressão
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Figura 8.5: Projeção das interseções de órbitas com o conjunto χ para o modelo

sech2(x) com (a, b) =
(
−15

4
, 3
)

(1) e (a, b) =
(
−15

4
+ 10−3, 3

)
(2).

Ω =

{

(u, v, pu, pv) | puv + a
v2

2
= −p

2
v

2
− u2

2
+ b

(
11

4
u4 − 2u6

)}

. (8.8)

O conjunto Φ = Ω ∩ Σ1 bidimensional é definido por:

Φ =

{

(u, v, 0, pv) | v= ±
√

1

a

[

−p2
v−u2 + b

(
11

2
u4 − 4u6

)]}

; a 6= 0. (8.9)

Seu gráfico pode ser observado nas figura 8.6 e, novamente, deve ser entendido como

uma projeção do ńıvel de energia zero para o sistema 6.2. Esta figura muito se assemelha à

superf́ıcie de energia cônica observada em [31] que era uma das condições necessárias para o

aparecimento de órbitas homocĺınicas na equação modelo abordada pelo autor no trabalho.

Na figura 8.7, obtemos uma projeção do conjunto χ representado pela interseção Σ1∩Σ2

projetada nas coordenadas (u, v, pu) e, novamente, observamos o fenômeno do ”reflexo” da

órbita homocĺınica ao atingir este conjunto.

Como no modelo anterior, o conjunto Φ∩Σ2 =
{

(u, 0, 0, pv) | −p2
v

2
− u2

2
+ b
(

11
4
u4 − 2u6

)
= 0
}

não depende do parâmetro a e podemos analisar a bifurcação do soliton u(x) = sech(x) na

figura 8.8, onde a interseção das órbitas com valores (a, b) =
(√

2
2
, 1
)

(que é um valor ho-

mocĺınico e que denominaremos por 1) e (a, b) =
(√

2
2

+ 10−3, 1
)

(que denominaremos por

2) com o plano v × pu são plotadas e só a primeira atinge o ponto (v, pu) = (0, 0), projeção

do conjunto χ neste sistema de coordenadas.

Continuando a análise geométrica, investigaremos agora o modelo para f(u, b) = bu−
tanh(bu) 6.3, que apresentou em estudos anteriores, um comportamento mais complexo que
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Figura 8.6: Conjunto Φ para o modelo sech(x) com (a, b) =
(√

2
2
, 1
)

.

Figura 8.7: Seções de Poincaré Σ1 e Σ2 para o modelo sech(x) com (a, b) =
(√

2
2
, 1
)

.

os modelos constrúıdos analiticamente. Sua função Hamiltoniana é definida por:

H = puv +
p2

v

2
+ a

v2

2
+
u2

2
−
(
bu2

2
− 1

b
ln(cosh(bu))

)

. (8.10)

O ńıvel de energia zero Ω tridimensional possui a expressão:
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Figura 8.8: Projeção das interseções de órbitas com o conjunto χ para o modelo

sechx com (a, b) =
(√

2
2
, 1
)

(1) e (a, b) =
(√

2
2

+ 10−3, 1
)

(2).

Ω =

{

(u, v, pu, pv) | puv + a
v2

2
= −p

2
v

2
− u2

2
+

(
bu2

2
− 1

b
ln(cosh(bu))

)}

. (8.11)

O conjunto Φ = Ω ∩ Σ1 bidimensional é definido por:

Φ =

{

(u, v, 0, pv) | v= ±
√

1

a

[

−p2
v−u2 +

(

bu2 − 2

b
ln(cosh(bu))

)]}

; a 6= 0. (8.12)

Nas figura 8.9 podemos observar o comportamento da órbita homocĺınica para o valor

homocĺınico (a, b) = (2.02, 1.59) obtido pelo algoritmo em análise anterior (ver figura 6.3).

Mais uma vez temos a sua interseção com o conjunto χ de pontos fixos da reversibilidade

(cuja projeção é representada na figura) ocasionando o ”reflexo”, ou ainda, a interseção das

variedades instável com a estável.

Para uma perturbação do valor homocĺınico da ordem de 10−2, isto é, para (a, b) =

(2.02 + 10−2, 1.59), observamos nas figuras 8.10 e 8.11 a mudança de comportamento, ou

bifurcação da órbita homocĺınica, onde ela não intercepta mais o conjunto χ.
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Figura 8.9: Órbita homocĺınica para (a, b) = (2.02, 1.59) do modelo f(u, b) = bu−
tanh(bu).

Figura 8.10: Bifurcação da órbita homocĺınica para (a, b) = (2.02 + 10−2, 1.59) do

modelo f(u, b) = bu− tanh(bu).
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Figura 8.11: Projeção da bifurcação da órbita homocĺınica para (a, b) = (2.02 +

10−2, 1.59) do f(u, b) = bu− tanh(bu).



CAPÍTULO 9

Bifurcação de Solitons em Presença de

Tensão Superficial: Resultados e Conclusões

Após a elaboração e verificação de uma metodologia que abordasse o problema da

existência de solitons em sistemas hamiltonianos reverśıveis, escolhemos a partir da equação

modelo:

uiv + au′′ − u+ f(u, b) = 0, (9.1)

o caso particular:

uiv + au′′ − u− bu2 = 0 (9.2)

que além de atender a todas as hipóteses de nossa equação normal 9.1, modela uma diversi-

dade de fenômenos f́ısicos relacionados a ondas solitárias.

Em [50] e [54] encontramos a equação :

ε2T iv(x) + T́́ (x) − T (x) + T 2(x) = 0 (9.3)

que corresponde a um problema espećıfico de ondas solitárias em fluidos. A equação 9.3 é

equivalente ao nosso modelo de aplicação 9.2 . Primeiro realizamos a transformação T (x) =

u (x) ;x =
x√
ε

obtendo :

uiv(x) +
1

ε
ú́(x) − u(x) + u2(x) = 0 (9.4)

e, fazendo a =
1

ε
e b = −1, chegamos em 9.2.

Em [47] e [55] encontramos a aproximação de quinta ordem da equação KDV que modela

ondas não-lineares na superf́ıcie de um fluido com certa tensão superficial:
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2

15
viv −Bv́́ + Av +

3

2
v2 + µ

[
1

2
(v́)2 + (vv́)́

]

= 0;A < 0 (9.5)

Para µ = 0, realizando a transformação v(x) = u (x) ;x =
4

√

15 |A|
2

x; obtemos:

|A|uiv −B

√

15 |A|
2

ú́+ Au+
3

2
u2 = 0 (9.6)

Dividindo 9.6 por |A| e utilizando a igualdade
A

|A| = −1 para A < 0, temos:

uiv −B

√

15

2 |A| ú́− u+
3

2 |A|u
2 = 0 (9.7)

que é equivalente ao modelo de aplicação 9.2 para a = −B
√

15

2 |A| e b = − 3

2 |A| .

Aplicando nosso algoritmo ao modelo de aplicação 9.2, determinamos uma infinidade

de valores homocĺınicos, com uma estrutura de bifurcação e dispersão muito complexa (ver

figuras 9.1 e 9.2). Como nos gráficos 5.6 e 6.3 obtidos, respectivamente, através da aplicação

do algoritmo aos modelos 5.9 e 6.3, observamos novamente o comportamento de ”cascata”

de valores homocĺınicos (ver [31] e [47]).

É importante ressaltar que a idéia de procurar interseções da variedade instável com

certos tipos de subconjuntos invariantes do ńıvel zero de energia, procedimento inicial deste

algoritmo, foi inspirada em métodos clássicos desenvolvidos por diversos autores. Mas

estes métodos sempre se baseavam na existência de uma órbita homocĺınica, ou soliton

pré-conhecido.

O algoritmo não se baseia em métodos perturbativos de solitons determinados a priori

e pode ser aplicado a qualquer famı́lia de sistemas que satisfaçam as hipóteses de possuir

variedade instável não-vazia e uma função de reversibilidade. Essa última pode ser facilmente

constrúıda quando a função Hamiltoniana possui termos de segunda ordem.

Esta é a diferença da abordagem de outros autores e possibilita uma análise ampla no

espaço de parâmatros quando, em trabalhos correlatos, encontramos somente casos particu-

lares que possuem alguma simetria ou possibilitem métodos perturbativos.



70

Figura 9.1: Valores homocĺınicos para o modelo f(u, b) = −bu2.
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Figura 9.2: Detalhe dos valores homocĺınicos para o modelo f(u, b) = −bu2 com

−8 < b < −4.

Está demonstrado em [50] a existência de solitons para b = −1 no modelo 9.2, como

podemos observar nas figuras 9.3 e 9.4.

Na figura 9.4, que foi resultado de uma investigação mais apurada, onde introduzimos

o passo 10−3 para o método Runge-Kutta, observamos ainda que os solitons fazem parte de

um conjunto muito bem definido no espaço de parâmetros a× b. O algoritmo desenvolvido

permite uma análise inicial da estrutura e estabilidade estrutural de tal conjunto.

Na figura 9.5 encontramos o gráfico pu × a para b = −1 que confirma a existência de

solitons para 5 < a < 6 como apontados pela figura 9.4.

Em [56] e [57] encontramos a prova de que, numa vizinhaça de b = −1, não há solitons

para a suficientemente grande para o modelo 9.2, fato que foi confirmado pelo algoritmo e
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Figura 9.3: Detalhe dos valores homocĺınicos para o modelo f(u, b) = −bu2 com

−3 < b < 1.

Figura 9.4: Detalhe dos valores homocĺınicos para o modelo f(u, b) = −bu2 com

−1.25 < b < −0.75.
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Figura 9.5: Gráfico pu × a para o modelo f(u, b) = −bu2 com b = −1.

pode ser observado nas figuras 9.1 e 9.6. Nesta última encontramos o gráfico pu × a para

b = −1 e valores elevados de a (da ordem de 106) onde não existem interseções com o eixo

horizontal (pu = 0). Na verdade, a figura 9.1 aponta uma grande dispersão dos solitons para

a > 8.

Seguindo os passos de 7.4 e 7.5 como feito em 7.6, 7.7, 7.8, 7.9, 7.10 e 7.11, realizamos

a análise assintótica para o modelo 6.3, onde a constante de movimento, para a → ∞, é

definida por:

H(u, ú) =
ú2

2
−u

2

2
+

∫
(
−bu2

)
du

︸ ︷︷ ︸

V (u)

(9.8)

e sua função potencial:

V (u) = −u
2

2
− bu3

3
(9.9)

O gráfico de 9.9 para b = −1 pode ser visto na figura 9.7, onde a raiz u = 1.5040 é

confirmada pelo algoritmo na figura 9.8 para a→ ∞.

Os resultados são similares aos das figuras 7.1, 7.2, 7.5 e 7.6. Mas quando variamos b,

particularmente −2 < b < 0, encontramos uma superf́ıcie potencial (figuras 9.9 e 9.10) que
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Figura 9.6: Gráfico pu × a para o modelo f(u, b) = −bu2 com b = −1 e a ∝ 106.

possui caracteŕıstica similar às das figuras 7.11 e 7.10 onde, para certos valores de b, não há

ráızes para a função V (u) (além de u = 0) o que resulta (como visto anteriormente) na não

existência de solitons para estes valores quando a→ ∞ (ver figuras 9.1 e 9.11).

Na figura 9.12 podemos observar a bifurcação de solitons para o modelo f(u, b) = −bu2

para b = −1. Conforme o parâmetro a “atinge” cada ramificação da figura 9.4, detectamos

a mudança de fase destes solitons. Fora das “franjas”, o comportamento da órbita é instável

ocorrendo a tendência u→ ±∞.

Do ponto de vista das superf́ıcies de energia e seções de Poincaré estudadas em caṕıtulo

anterior, temos que, para o modelo 9.2:

H = puv +
p2

v

2
+ a

v2

2
+
u2

2
− bu3

3
. (9.10)

O ńıvel de energia zero Ω tridimensional possui a expressão:

Ω =

{

(u, v, pu, pv) | puv + a
v2

2
= −p

2
v

2
− u2

2
+
bu3

3

}

. (9.11)

O conjunto Φ = Ω ∩ Σ1 bidimensional é definido por:
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Figura 9.7: Função potencial para o modelo f(u, b) = −bu2 com b = −1.

Figura 9.8: Gráfico pu × u para o modelo f(u, b) = −bu2 com b = −1.
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Figura 9.9: Superf́ıcie potencial para o modelo f(u, b) = −bu2 com −2 < b < 0.

Figura 9.10: Detalhe da superf́ıcie potencial para o modelo f(u, b) = −bu2 com

−2 < b < 0.
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Figura 9.11: Gráfico pu × u para o modelo f(u, b) = −bu2 com b = −0.8.

Figura 9.12: Bifurcação de solitons para o modelo f(u, b) = −bu2 com b = −1.
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Figura 9.13: Conjuntos Φ, Σ2 e χ para o modelo f(u, b) = −bu2 com b = −1.

Φ =

{

(u, v, 0, pv) | v= ±
√

1

a

[

−p2
v−u2 +

2bu3

3

]}

; a 6= 0. (9.12)

Para b = −1, extráımos um valor homocĺınico da figura 9.4 e podemos observar as

projeções dos conjuntos correspondentes Φ, Σ2 e χ na figura 9.13. Quando a órbita ho-

mocĺınica atinge o conjunto χ, ocorre o ”reflexo” já analisado nos modelos anteriores obtemos

o soliton.

Em [58] encontramos evidências numéricas que apontam para uma certa ”resistência”

dos solitons do modelo 9.2 frente à pequenas perturbações, o que pode ser observado na

densidade do conjunto de valores homocĺınicos da figuras 9.4.

Continuando com a análise de bifurcações, encontramos na figura 9.15 a bifurcação de

solitons para b = −2.25 que foram confirmados nas figuras 9.3 e 9.14.

Diferente do caso b = −1, para b = −2.25, quando a “atinge” cada ramificação da figura

9.3, detectamos as mudanças de fase e de amplitude destes solitons. Fora das “franjas”,

novamente o comportamento da órbita é u→ ±∞.

No detalhe de valores homocĺınicos encontrado na figura 9.2, analisamos outra bi-

furcação de solitons, referente ao valor b = −7.28, que foram confirmados na figura 9.16.

Ela pode ser observada na figura 9.17 e se assemelha ao caso anterior (b = −2.25) onde
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Figura 9.14: Gráfico pu × a para o modelo f(u, b) = −bu2 com b = −2.25.

Figura 9.15: Bifurcação de solitons para o modelo f(u, b) = −bu2 com b = −2.25.
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Figura 9.16: Gráfico pu × a para o modelo f(u, b) = −bu2 com b = −7.28.

ocorrem as mudanças de fase e amplitude.

Novamente na figura 9.2 realizamos outra análise de bifurcação, só que deste vez fixando-

se o parâmetro a em 5.81. Os solitons obtidos na figura 9.21 foram confirmados pela figura

9.20 como nos procedimentos anteriores, mas nota-se na figura 9.21, diferente dos casos já

analisados, uma variação mais acentuada de fase e amplitude, quando o parâmetro b varia

de −8 à −6.5 atingindo as diversas “franjas” da figura 9.2. O mesmo comportamento de

bifurcação foi observado para −6.5 < b < −5.5 e −3 < b < 2. Estas regiões podem ser vistas

em detalhe nas figuras 9.18 e 9.19.

O algoritmo de detecção de solitons em presença de tensão superficial, apresenta resul-

tados consistentes com as investigações geométricas e anaĺıticas do modelo de aplicação em

questão, que também foram confirmados por autores que abordaram casos particulares do

espaço de parâmetros obtido. Mas os resultados atingiram o objetivo deste trabalho, rev-

elando uma configuração geométrica complexa e interessante dos fenômenos de bifurcação

e dispersão de solitons, esboçando no espaço de parâmetros curvas para as quais o sistema

hamiltoniano equivalente apresenta a existência destas ondas solitárias, possibilitando uma

análise da forma estrutural como estas órbitas se apresentam e sua estabilidade dentro do

espaço de campos vetoriais a dois parâmetros, como feito por Sotomayor em [59].
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Figura 9.17: Bifurcação de solitons para o modelo f(u, b) = −bu2 com b = −7.28.

Figura 9.18: Detalhe dos valores homocĺınicos para o modelo f(u, b) = −bu2 com

−3 < b < −2.
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Figura 9.19: Detalhe dos valores homocĺınicos para o modelo f(u, b) = −bu2 com

−8 < b < −6.5.

Figura 9.20: Gráfico pu × b para o modelo f(u, b) = −bu2 com a = 5.81.

Os resultados deste caṕıtulo deram origem ao artigo Solitons Bifurcation in

Presence of Surface Tension que foi submetido ao jornal Chaos, Solitons and
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Figura 9.21: Bifurcação de solitons para o modelo f(u, b) = −bu2 com a = −5.81.

Fractals em junho de 2005.



APÊNDICE A

Descrição do Algoritmo e de Outras Rotinas

Utilizadas no Trabalho

Codificado em Deplhi, encontra-se abaixo o algortimo completo de detecção de solitons

em presença de tensão superficial. Na figura A.1 podemos obervar sua apresentação ao

usuário bem como os valores padrão utilizados.

unit Unit1;

interface

uses

Windows, Messages, SysUtils, Classes, Graphics, Controls, Forms, Dialogs,

StdCtrls, Math;

type

TForm1 = class(TForm)

GBParametros: TGroupBox;

Label1: TLabel;

Label2: TLabel;

EditAI: TEdit;

EditBI: TEdit;

Label3: TLabel;

EditInc: TEdit;

Button1: TButton;

Button2: TButton;

EditAF: TEdit;

EditBF: TEdit;

GBMensagem: TGroupBox;

Label4: TLabel;

EditSaidaA: TEdit;

84
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Label5: TLabel;

EditSaidaB: TEdit;

Label6: TLabel;

EditErro: TEdit;

Label7: TLabel;

EditEnergia: TEdit;

Label8: TLabel;

EditStatus: TEdit;

Label9: TLabel;

EditQVH: TEdit;

Label10: TLabel;

EditRK: TEdit;

Label11: TLabel;

EditLim: TEdit;

procedure Button2Click(Sender: TObject);

procedure Button1Click(Sender: TObject);

private

{ Private declarations }

public

{ Public declarations }

end;

var

Form1: TForm1;

implementation

{$R *.DFM}

type vetor=array[1..4] of extended;

var arq:textfile; //arquivo de dados

// Funç~ao Hamiltoniana:

function HAMILTON(x:vetor;a,b:real):real;

begin

HAMILTON:=x[3]*x[2] + power(x[4],2)/2 + a*power(x[2],2)/2

+ power(x[1],2)/2 + b* power(x[1],3)/3;

end;
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// Definiç~ao do Campo Vetorial:

function CV(x:vetor;a,b:real):vetor;

begin

CV[1]:=x[2];

CV[2]:=x[4];

CV[3]:=-x[1]-b*power(x[1],2);

CV[4]:=-x[3]-a*x[2];

end;

procedure TForm1.Button2Click(Sender: TObject);

begin

close;

end;

procedure TForm1.Button1Click(Sender: TObject);

var

a,b:real; //parametros

astr,bstr:string; //parametros para gravaç~ao

eigen:extended; //autovalor relativo a variedade instavel

ai,af,bi,bf:real; //limite iniciais e finais dos parâmetros

inc:real; //incremento

x,xa:vetor; //posiçao e vetor auxiliar;

k1,k2,k3,k4:vetor; //constantes do metodo Runge-Kutta

n:integer; //numero de iteracoes

qvh:integer; //quantidade de valores homoclı́nicos

cont:integer; //contador

v:extended; //estudo do sinal de v (ou x[2])

modulo:extended; //modulo de do vetor x

limite:real; //limite para multiplo do autovetor

h:real; //intervalo para o metodo Runge-Kutta

const lim_int:integer=1000000; //numero maximo de iteracoes

begin

assignfile(arq,’DADOS.DAT’);

rewrite(arq);

ai:=strtofloat(EditAI.Text);

af:=strtofloat(EditAF.Text);

bi:=strtofloat(EditBI.Text);
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bf:=strtofloat(EditBF.Text);

inc:=strtofloat(EditInc.text);

h:=strtofloat(EditRK.text);

limite:=strtofloat(EditLim.text);

b:=bi;

qvh:=0;

//loop do parâmetro b

while b<=bf do

begin

EDITSaidaB.text:=floattostr(b);

GBMensagem.update;

v:=0;

//loop do parâmetro a

a:=ai;

while a<=af do

begin

EDITSaidaA.text:=floattostr(a);

EDITStatus.text:=’’;

EditErro.text:=’’;

GBMensagem.update;

// Calcula autovalor relativo a variedade instavel:

eigen:=sqrt(-2*a+2*sqrt(power(a,2)+4))/2 ;

// Calcula autovetor relativo a variedade instavel:

x[1]:=1/power(eigen,2);

x[2]:=1/eigen;

x[3]:=-1/power(eigen,3);

x[4]:=1;

// Determina um multiplo do autovetor unitario com modulo pequeno:

modulo:=sqrt(power(x[1],2)+power(x[2],2)+power(x[3],2)+power(x[4],2));

for cont:=1 to 4 do x[cont]:=x[cont]*(limite/modulo);

//Exibe energia do novo autovetor
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editenergia.text:=floattostr(abs(HAMILTON(x,a,b)));

n:=1; //inicia numero de iteracoes

//Enquanto o numero de iteracoes for menor que o limite

while n<=lim_int do

begin

//Controle da energia de x:

if abs(HAMILTON(x,a,b))>limite then

begin

editerro.text:=’Energia alta !’;

n:=lim_int; //encerra iteraç~oes

end;

//Metodo Runge-Kutta de 4 ordem para x’=f(x) com x(0)=0:

//Calculo de k1:

k1[1]:=h*CV(x,a,b)[1];

k1[2]:=h*CV(x,a,b)[2];

k1[3]:=h*CV(x,a,b)[3];

k1[4]:=h*CV(x,a,b)[4];

//Calculo de k2:

for cont:=1 to 4 do xa[cont]:=x[cont]+k1[cont]/2;

k2[1]:=h*CV(xa,a,b)[1];

k2[2]:=h*CV(xa,a,b)[2];

k2[3]:=h*CV(xa,a,b)[3];

k2[4]:=h*CV(xa,a,b)[4];

//Calculo de k3:

for cont:=1 to 4 do xa[cont]:=x[cont]+k2[cont]/2;

k3[1]:=h*CV(xa,a,b)[1];

k3[2]:=h*CV(xa,a,b)[2];

k3[3]:=h*CV(xa,a,b)[3];

k3[4]:=h*CV(xa,a,b)[4];

//Calculo de k4:

for cont:=1 to 4 do xa[cont]:=x[cont]+k3[cont];
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k4[1]:=h*CV(xa,a,b)[1];

k4[2]:=h*CV(xa,a,b)[2];

k4[3]:=h*CV(xa,a,b)[3];

k4[4]:=h*CV(xa,a,b)[4];

for cont:=1 to 4 do

xa[cont]:=x[cont]+(k1[cont]+2*k2[cont]+2*k3[cont]+k4[cont])/6;

//Se pu (ou x[3]) muda de sinal encerra as interacoes e

//verifica se v (ou x[2]) tambem mudou de sinal.

//Se v mudou de sinal a,b e valor homoclinico.

if x[3]*xa[3]<0 then

begin

EDITStatus.text:=’PU trocou de sinal !’;

if v*xa[2]<0 then

begin

qvh:=qvh+1;

EDITQVH.text:=inttostr(qvh);

str(a:10:3,astr);

str(b:10:3,bstr);

writeln(arq,astr+’ ’+bstr);

end;

v:=xa[2]; //update de v

n:=lim_int; //encerra as interacoes

end;

for cont:=1 to 4 do x[cont]:=xa[cont]; //update de x

n:=n+1;

end; //fim das iteracoes

a:=a+inc;

end; //fim do loop para o parâmetro a

b:=b+inc;
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end; //fim do loop para o parâmetro b

GBMensagem.update;

closefile(arq);

end;

end.

Figura A.1: Tela de apresentação do algoritmo de detecção de solitons codificado

em Delphi.

Na figura A.2 econtramos parte do processo de análise assintótica realizada no pacote

Mathcad utilizada para verificar a propagação de erros do algortimo do modelo de detecção

de solitons.

Os comandos abaixo do pacote Maple e do pacote Mathcad (figura A.3) foram utilizados

para a construção das seções de Poincaré e superf́ıcies de energia que corroboraram as órbitas

calculadas pelo algoritmo.
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Figura A.2: Comandos do Mathcad utilizados no estudo assintótico do trabalho.

with(DEtools):

grafico:=proc(a,b,int)

with(DEtools):

H := p1*q2+(p2^2)/2+a*(q2^2)/2+(q1^2)/2+b*(q1^3)/3:

eigen:=evalf(sqrt(-2*a+2*sqrt(a^2+4))/2):

q1a:=evalf(a+eigen^2):

q2a:=evalf(eigen^3+a*eigen):

p1a:=evalf(-eigen-a*(eigen^3+a*eigen)):

p2a:=1.0:

m:=sqrt(q1a^2+q2a^2+p1a^2+p2a^2):

e:=10^(-3):

q1b:=q1a*e/m:

q2b:=q2a*e/m:

p1b:=p1a*e/m:

p2b:=p2a*e/m:

poincare(H,t=0..int,\{[0,p1b,p2b,q1b,q2b]\,stepsize=.01,iterations=1,

scene=[q1=-2..2,p1=-2..2,q2=-2..2],3);

A:=grafico(5,-1,40):

B:=grafico(5.5,-1,40):
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Figura A.3: Algortimo de construção de superf́ıcies de energia de forma impĺıcita

para o pacote Mathcad.
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