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RESUMO

Neste trabal ho é apresentado um algoritno para a resol ucgao
de probl emas el astodi nam cos tridi mensionais no doninio da
frequéncia via formul acdo direta do Método dos El ementos de
Contorno(BEM, sendo enfatizados o desenvolvinmento de uma
técnica de acoplamento nultidomnio e o estudo de
procedi nentos nunericos para a solucdo de sistenas
al gébricos de equacles(diretos e iterativos). O algoritno
genérico de acoplanento BE/BE se baseia numa técnica de
ndo- condensanment o, ainda que apenas 0s blocos de mtriz
contendo coeficientes com valores conplexos ndo nul os
sejam armazenados e nmanipulados durante o processo de
anadlise. Com o objetivo de aunentar a eficiéncia do
algoritno, solvers iterativos baseados nos processos de
Lanczos e gradi ente bi conj ugado, event ual nent e
precondi ci onados, que possuem excelente performance em
analises via MEC envolvendo nmatrizes com coeficientes
reais, serdo inplenmentados. Detalhes da fornulacdo do
al goritno el astodi nam co desenvol vido e dos procedi nentos
iterativos serao discutidos. A performance do algoritno é
entdo verificada na resolugcdo de varios problenas
tridinmensionais frequéncia e tenpo-dependentes. Paranetros
importantes para a estimativa da eficiéncia do al goritno,
e que serdo apresentadas nos resultados desta tese de
nmestrado sdo a precisdo, nunero de iteracdes e tenpo de
processanent o requeri do.



ABSTRACT

In this wrk an algorithm for solving general 3D
el astodynam c problens in the frequency-domain and via a
direct formulation of the boundary elenment nethod(BEM is
presented, being specifically the devel opnent of a generic
mul ti zone technique and the study of solutions techniques
of algebraic systens of equations(direct and iterative
ones) enphasised. The generic BE/ BE coupling algorithm
bases on a non-condensi ng techni que, yet such that only the
block matrices with non-zero conplex-valued coefficients
are stored and mani pul ated during the analysis process. In
order to increase the efficiency of the algorithm

iterative solvers based on the Lanczos and the biconjugate
gradi ent process, that has quite a good performance for BEM
anal yses involving real-valued function and thereby also
real coefficient matrices, eventually preconditioned, are
applied. Details on the fornulation of the wused BE
el astodynamic algorithm and the iterative procedures are
di scussed. The performance of the whole algorithm is then
verified by solving various three-di nmensional frequency and
ti me- dependent probl ens. | mport ant par anet ers for
estimating the efficiency of the algorithmand that will be
presented in the results of this MSc. thesis are the

accuracy, nunber of iterations and the required CPU ti nes.
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CAPi TULO | — | NTRODUCAO

Em problemas dinam cos tenpo-dependentes tratados em
engenhari a, deseja-se, de um nodo geral, avaliar a sol ucéao
do problema ao longo de um certo tenpo de anéalise de
i nt eresse. No caso especifico da consideracdo de
carreganent os peri 6di cos aplicados a sistenmas estruturais,
conb € o caso por exenplo de probl enas de dinensionanmento
de fundacdo de maqui nas ou outros problemas de anéalise de
vi bragcdo em estruturas, ocorre que os efeitos de
transitori edade da resposta podem ser desconsiderados, e
esta passa a ter assimum conportanmento estacionario.

Ura maneira bastante sinples de se proceder a resolucdo de
tais problemas, ¢€é através da representacdo das suas
variaveis em ternos de funcbes conplexas harnbnicas no
t enpo. Tal procedinento de anélise constitui form
eficiente para a resolucdo de probl enas estacionarios, uma
vez que procedendo-se assim um probl ema tenpo-dependente
de valor inicial e de contorno € substituido por um
probl ema frequénci a- dependente de val or de contorno apenas,
equi valente ao prineiro. Além disto, a anélise no domnio
da frequéncia é bastante util em situacdes para as quais
par anetros fisicos dependam da frequéncia do sistema, cono
no caso da inplementacdo de anortecinmento, comum em
problemas de interacdo solo-estrutura. Devido a esses
fatores ndo é raro a andlise de problemas fisicos em

engenharia através do dominio da frequéncia, visto que esta



constitui uma inportante ferranenta para engenheiros e
outros cientistas envolvidos com analises de sistenns
di nam cos.

Da anadlise de problemas fisicos através de netodos
nunéricos, tais conmb o Método dos Elenmentos Finitos(FEM e
o Método dos Elenentos de Contorno(BEM, resulta que os
nodel os mat emét i cos gue descrevem o0 problema séo
convertidos em sistemas |ineares de equacdes al gébricas, os
guai s fornecem ent&o uma resposta aproxi mada para o sistem
fisico em analise. Um vez que grande parte do tenpo total
de anélise destes problemas se deve a resolucdo do(s)
sistema(s) resultante(s), ¢é de fundanental inportéancia
poi s, estabelecer algoritnos otinm zados quanto a fornma de
operar, ja que comisto pode-se proporcionar grande reducgdo
do custo de processanento total da analise, principalnmente
em problemas dinam cos, em que varios sistemas |ineares

devem ser resol vi dos.

Especi ficanente para o <caso de analise de problenas
frequénci a- dependentes via Mtodos dos Elenentos de
Contorno, resultam de um nodo geral, ao contrario do que
acontece em analises via o Metodo dos Elenmentos Finitos,
sistemas |lineares constituidos de matrizes nao-hermtianas
e chei as(para di screti zacdes envol vendo uma ani ca
subestrutura) ou parcialnmente cheias(para discretizacdes
envol vendo varias substruturas), o que representa mai s um

ponto negativo com vistas a técnica de solucdo do sistema
ou uma notivacdo para pesqui sa nesse tena.

Dos processos nuneéricos utilizados para a resolucdo de
sistemas |ineares, os mais l|arganente difundidos e
utilizados na grande nmioria dos programas conerciais



exi stentes, sdo o0s solvers baseados no processo da
elimnacao de Gauss ou algum tipo de fatoracao(LU
Chol esky, etc.), pois estes se aplicamnuito bem a sistem
com noderado nunmero de equacdes, além do fato de se obter
uma sol ucéo do si st enm, i ndependent enent e das
caracteristicas da matriz deste, conpb por exenplo, de seu
espectro. Contudo, para que solucbes fornecidas por esses
solvers sejam um tanto mais confiaveis, faz-se necessario
recorrer a técnicas de pivotanmento. Por outro |ado, quando
se considera sistemas |ineares de ordem elevada(al guns
m | hares de equacdes), que se tornam a cada dia mais conmuns
em problemas fisicos resolvidos através de netodos
comput aci onais, o0s solvers acima citados, perdem sua

eficiéncia emrel acdo aos solvers iterativos.

Mii t os trabal hos foram desenvol vi dos nos Ul ti nos anos nesta
area, tais conp Hageman e Young!!, Hackbusch!?, Stoer!?,
Golub e Oleary!® e Axel sson!® que descrevem os principais
avancos com respeito a fornulacdo de processos iterativos
de resolucdo de sistemas al gébricos, até o final de 1980.
Gs prineiros algoritnos desenvol vidos para a resolucdo de
sistemas |ineares resultantes de andalises via BEM surgiram
no inicio dos anos 80 com Doblarél®  Bettess!?[8
Parreiral® e Millen e Rencis!!, que chamaram a atencéo
para a aplicacdo de solvers iterativos na resolucdo dos
sistemas ndo-sinmétricos e cheios resultantes. Entretanto,
somente no final da década de 80 e inicio dos anos 90 é que
foram publicados os prinmeiros estudos abrangentes,
relativos a aplicacdo de solvers iterativos na analise via
BEM por Aradgjol!, Aradjo e Mansurl!?:[1¥  Kane et al.[' e

[15]

Mansur et al. Depoi s di sso, varios trabal hos apareceram

nos anos 90, enfatizando o uso de técnicas iterativas de



sol ucdo de sistemas |ineares oriundas do BEM emdiferentes

ar eas[34-1461

Nesta dissertacdo de nestrado, relatamse resultados de
pesqui sa desenvolvida na area de analise de problenas
dinam cos no dominio da frequéncia, na qual procurou-se
enfati zar tanto o0 desenvolvinento do algoritno de
acopl amrento genérico BE/BE cono a eficiéncia de solvers
para o caso das matrizes nao-hermtianas resultantes. A

di ssertacdo encontra-se estruturada conmp descrita nos
par agr af os subsequent es.

No capitulo 2, apresenta-se a fornulacdo do problem
el ast odi nami co cl &ssico tenpo-dependente, a partir do qual
sera obtido, para o caso de exitacdo harnbnica, a
formul acdo de problemas estacionarios. Tanmbém desenvol vem
se nesse capitulo as equacbes integrais de contorno tenpo-
dependentes e frequénci a-dependentes, e discute-se a
formulacdo no donminio da frequéncia que se destina a
analise de sistemas subnetidos a carreganentos nao-
peri 6di cos (obtencdo via dominio da frequéncia de sol ugcdes
transi entes). Por fim aborda-se a consideracdo de
anorteci nento de materi al

A inplenmentacdo nunmerica do problema tridinmensional
estacionario via Elenmentos de Contorno sera brevenente
descrita no capitulo 3, onde sédo feitas consideracdes a
respeito do tratamento das integrais singulares para este
pr obl ema. Inicialmente a fornulagcdo serda feita sem
consi deracdo de acopl anento, sendo em segui da consi derada a
formul acdo de acoplanento nultidonminio. Ainda no final do

capitulo 3, apresenta-se um artificio para transformar o



sistema conplexo resultante da andlise do problenma
frequénci a- dependente em um si stema real equival ente.

No capitulo 4, estdo descritos os solvers ditos diretos,
baseados na Elimnacdo de Gauss e na deconposic¢cao LU.
Varias estratégias de pivotamento, com o objetivo de
mel horar a precisdo em sistemas nmal condici onados, foram
abor dadas. GOs solvers iterativos(Lanczos e Gadiente
Bi conj ugado) destinados tanmbém a resolucdo de sitenas
conpl exos estao apresentados no capitulo 5, juntanente com
uma conpl eta formul agcdo destes.

Varias aplicacdes de problemas tridinmensionais no doninio
da frequéncia sdo apresentadas no capitulo 6, a partir das
guai s deseja-se avaliar a resposta de problenmas tenpo-
dependentes com e sem subregi 6es, além de verificar o
conmportamento dos solvers diretos e iterativos na resol ucao

de sistemas |ineares conpl exos.



CAPi TULO Il - O PROBLEMA ELASTCDI NAM CO

2.1 | NTRODUCAO

Neste capitulo sdo apresentadas as equacdes basicas do
probl ema el astodi nam co tenpo-dependente, a partir das
quais sera obtida a equacdo diferencial, de valor de
contorno e inicial, que governa o canpo de desl ocanentos de
um soélido elastico, honbgéneo e isotropico, denoni nada
equacdao de Navier. Em seguida sera apresentada a
correspondente equacédo di ferencial frequénci a-dependente de
valor de contorno apenas, resultante da consideracao de
problemas fisicos cujas excitacdes sejam harnbnicas no
tenpo. A equacdo integral de contorno para o problem
el astodindm co geral, obtida a partir do Teorema da
Reci proci dade Di nam ca, bem conb a correspondente equacao
i ntegral frequénci a-dependente serédo tanbém apresent adas.

Em segui da apresenta-se, de forma resumda, a partir das
Transformadas de Fourier, a formnulacdo conpl eta do probl ema
t enpo- dependente no doninio da frequéncia. Por fim a
consideracdo de anortecinmento no sistema fisico sera

abor dada.



2.2 FORMULACAO TEMPO DEPENDENTE

Considere um infinitesinmal de volume em equilibrio,
pertencente a um corpo tridinmensional, definido pela regiéo
Q e pelo contorno ' e comforga de corpo By, subnetido a

carreganento di nam co, conforme figura (2.1).

,,,,,,

X3

X2

x1

Figura 2.1. Infinitesiml de vol une.

As equacbes basicas que governam a el astodinamca
li near[1®:1171 530 as equacBes de equilibrio

G, *tp bj :puj (2.1)

1)

as rel acdes cineméti cas

Eij:%(ui,i-'_uj,i) (2.2)



e alei constitutiva

0, = A& 0, +2Ug (2.3)

sendo uj(x,t) o vetor deslocanento no ponto x e no tenpo t,
segundo a direcédo i; 0j; e g; sdao conponentes do tensor de
tensdo e deformacdo, respectivanente, em um ponto qual quer
do corpo; b; € a conponente da forga de volunme nas direcdes
dos ei xos coordenados e p é a densi dade de nmassa por vol une
unitario. A virgula apd6s um indice significa derivada
espacial e o ponto derivada tenporal. A e p sao as

constantes de Lanmé dadas por

_ Ev
T(1+Vv)(1-2) (2.4)
_ _ E

U-G—m (2.5)

onde E representa o nmodul o de el asticidade do material, G é

o mbdul o de elasticidade transversal e v o coeficiente de

Poi sson.

A partir de conbi nacdo dos trés sistemas de equacdes dados
por (2.1) a (2.3) obtémse a equacdo diferencial que
governa o canpo de deslocanentos uj(x,t) em um soélido
i sotropico, honbgéneo e el astico, e para pequenos
desl ocanent os, denomi nada equacdo de Navier, ou seja:

°Ux,t)
ot?

c2m mx,t)—cgmxqux,t)+d;’t)= (2.6)



o200, 00, o)
0X,  0X,  0X,

As condi ¢cdes de contorno sdo dadas por

ux,t)=ux,t) x 0T,

AX,t) =0 (x,t)n(x)=pxt) x 0T, (2.7)
e condi ¢des iniciais por

ux,t =0)=u{x)

ux,t =0) =v{X) (2.8)

onde =r;+l,; n; € a conponente do vetor unitario normal ao
contorno do corpo; p é o vetor forca de superficie; c; e
c,, dados por

c, = A+ Ay e c, = Vﬁz’ (2.9)
p e

que, a partir de (2.4) e (2.5), tanbém podem ser dadas por

C, :J E(1-v) e ¢, :JE, (2.10)
(L+v)(1-2)p P

sado as vel oci dades das ondas de pressao e de cisal hanent o,

respecti vanent e, e seus efeitos, para duas ondas
propagando-se na direcdo de x;, sao nostrados na figura
2.2. A prineira onda(fig. 2.2a) se propaga com vel oci dade
C1 e provoca uma conpressdo das particulas do neio, sendo
denom nada onda de conpressédo. Com vel oci dade c,<c;, atua a

onda de distorcédo, ou cisal hante, provocando um novi mento



de deslizanmento entre as particulas do neio, conforme visto
na figura 2.2b.

Figura 2.2. Efeito das ondas de pressao(a) e cisal hante(b).

2.3 O PROBLENMA STEADY- STATE

Consi derando um instante de observacdo satisfatorianmente
grande, apdés os disturbios iniciais, para se analisar o
conportanmento da solucdo da equacdo (2.6) sob excitacdes
har mbni cas, pode-se assumir que o0 conportamento desta
solucdo e das variaveis de canpo do problema em guestéao
sejam harndnicos no tenpol® 18— com uma deterninada

frequéncia angul ar w,. Neste caso, diz-se que o problema é

do ti po estacionario(steady-state).

10



Deste nodo, a anélise se torna bastante sinplificada, uma
vez que a variavel tenpo pode ser elimnada, ou seja, o
problema de valor inicial e de contorno é reduzido a um
problema de valor de contorno apenas, cuja equacdo de

novi nento se apresenta no donminio da frequéncia w, do
carreganento harndnico aplicado ao problema. O grande
probl ema, neste caso, se deve ao fato de ser inpossivel
di zer, sem o0 conhecinento prévio da nagnitude dos
anorteci mentos envol vidos, qual seria o intervalo de tenpo
satisfatorio par a se desprezar 0s ef ei tos de
transitori edade envol vi dos no probl emal®®.

A analise de um determ nado problenma fisico através do
doninio da frequéncia | eva a resultados nmais satisfatorios,
se conparada a analise no doninio do tenpo, nos casos em
gue paranetros contidos na equacdo do novinmento sejam
dependent es da frequénci a(anort eci nento hi steréti co,
rigidez). Al ém disto, determ nando-se a frequéncia natural
de wuma estrutura, a analise no donminio da frequéncia
possi bilita um aconpanhanento do conportanento da sol ucéo
do problema fisico, de nbdo a evitar que a frequéncia do
carreganento peri 6dico se aproxi ne denasi ado da frequéncia

natural da estrutural®®,

Sejam entdo as grandezas fisicas envolvidas no problem

el ast odi nam co representadas de forma harndni ca no tenpo:

ux,t)=Uyx,we'“ (2.11)
h(x,t)=Bx,o)e'“ (2.12)
X 1) =0, () n(x) =T (x, &) €' “n(x) =Rx,a) &' (2.13)

onde Ux, @, BX, &) e Rx, ) sdo grandezas conpl exas.

11



Substitui ndo as equacgdes (2.11), (2.12) e (2.13) em(2.6) e
elimnando o0s ternps exponenciais obtémse a chanada
equacao reduzi da da el astodi nam ca, dada por

cﬁmtuxm@—émxmxuxx@+5%i9+wﬂbc@=o (2. 14)

com as seguintes condi¢cdes de contorno frequénci a-

dependent es

Ux, &) = Ux, &) x O,

F(X,@:E(X,@ XDI—Z (2 15)

Neste caso, as condic¢des iniciais ndao tém influéncia na

sol ucdo do probl ena.

2.4 EQUACAO | NTEGRAL DE CONTORNO

A obtencdo da equacédo integral de contorno para o problema
de el astodinanmica consiste no proéxinb passo necessario a
resol ucdo nunérica deste problema. Esta equacao pode ser
obtida a partir do método das Funcbes de G een, a partir de
Met odos vari aci onai s, Mttodo dos Residuos Ponderados ou do
Teorena Di nanmi co da Reci proci dadel!®. A obtencdo da equacéo
integral por este ultinm cam nho nos parece uma nmaneira
genérica e diretamente obtida da equacdo diferencial do
pr obl ema

12



2.4.1-Teorenma Di nam co da Reci proci dade(G affi)

Seja uma regi dao regular Q comcontorno ' e propriedades cj,

C2 € p,

conforme figura (2.3).

X1

Consi dere

r epr esent ados por

A:[ui’pi’bi]
Bzhﬁ,@,bj

X3

agora dois

X2

Figura 2.3. Contorno do Probl ena.

est ados

defini dos em Q e com condi ¢des i

u(x, t

u(x, t

0)
0)

Ugi(X)

Ug (X)

u(x, t

u(x, t

0)
0)

el ast odi nam cos

ni ci ai s dadas por:

Va(X)

Vo (X)

di

sti nt os

(2. 16)

(2.17)

(2.18)
(2.19)



Ent 80, para t>0

COudr + [plo, Ou, +vyu +u,udQ =
_r[p u lp( u, + vyu uou)d

p, Oudr + [plb, Ou, + vgu, + ugu dQ (2.20)
I I I i
r Q

onde o operador * significa convolucdo do tenpo, ou seja,
para t>0 e duas funcdes f e g temse:

f Dg:jrf (x,t =1)g(x,ndr :}f (x, ) g(x,t -ndr (2.21)

Sej am ent do doi s estados el astodi nam cos, um represent ando
o estado real do problema dado por (2.16) e o outro dado

por :
S =, p, b =a)ax - 93| (2.22)
cuja solucdo de (2.6) em um neio infinito e elastico, é

denom nada sol ucdo fundanental do desl ocamento e forcas de

superficie I, dadas por:

(1) = U L ED = ¢ 'I%ﬁﬁ . —LE— HE o
H O C,

14



+ rgiKSE -T- CLE-'- rhikSE -T- cr_%
1

(2. 24)

N

onde r=[0[¥kk-& & é o ponto fonte e x € a variavel de

canpo do problema, conforne figura (2.3). Alémdisto

Ci = Oy — Il

d, = 60§(r'kni +rong+ 3,0, - 5ryir’kryn)

-8

foo = @2r,r,r, —2r.n,

NN

2
- 1%«”1 -9 (12r r,—2rn - 26ikr,n)

2
1

a0
o

-3rn, —35,r,)

10 cs c;
W= —RZ2-1.n -22r .0
g|k Cl %Ci E,k i Ci Jit, ki ,n
1
hi = C_(zr,ir,kr,n —rine - 6ikr,n) (2.26)
2
Ent o, pelo Teorema Dindmico da reciprocidade, e

consi derando as equacgdes (2.23) a (2.26) chega-se a equacgao
i ntegral de contorno da el astodi nam ca, dada por:

15



Cik(§)“i(§1 t) + Ij.pi*k(xa t, & T)Ui(X, T)d 1dr =

_[_tf |k(X t, & )p(x, )dtdr +J’j’ufk(x,t, £ 1) b, (x, T)dT‘(2.27)
I( L £0) + ug (x) 0 (x, t, & 0))do

comos ternos livres de integrais dados por
(&) = 8, + IeiA'(;nJ’St Pi (x, ) (2.28)

onde °'p (x,&) é a forga de superficie fundanental da
estatica em T, e I € uma superficie esférica centrada no

ponto fonte & introduzida de forma a excluir este ponto

si ngul ar da superficie de integracéo.

A equacao integral de contorno para o caso de solicitacgdes
harmbni cas € obtida substituindo-se as equagbes (2.11),
(2.12), (2.13) na equagao (2.27). Assim a equacéao integral
fica:

Cik(E)Ul (E, (*))e_m Jj'p,k X, t, & ) (X (,o)e togrdr =
|

(2. 29)

Ol

ui (Xt & DR (x, wle™ “ddr + ;Uu?k(x, t, & 1B (x, we “dtdQ

e (E)U (e o)e " R 6 6) U a)ed () =
[T & )R a)e ™ a Ty >+Iu*k(x g 0)B (x )e”dofx) (2-30)

16



onde

Q*k (X, 3 (JL)) = j’u:k(x, t, & .l.)e—iwrd_l_
i (2.31)
[ (X, & (D) = ‘!pi*k(x1 t, & .l.)e—i oyt

Substituindo o resultado de (2.31) em (2.30) obtém se:

Ci (€ € w) + 1[F?*k(x, & ol (x, )dr(x) =
IQK(X’ & WP (x, @)l (x) + [U,(x & wB (x, w)dQ(x)

(2.32)

onde

(2. 33)
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F?*k(x’ 3 0)) = nr:2 {_ 6C§(5 rird .= 6ikr,m+ 6kmr,i + 6rn'r,k) O

01 —im(:—z_ —imcr—l i Bi mCLZ_ 1 MCL
Bﬂ% e H GB:ZG ae 1%+

(2. 34)

2.5 FORMULACAO COVPLETA NO DOM Nl O DA FREQUENCI A

Seja 0 caso em que 0 carreganento atuante em um det er m nado
probl ema fisico seja um carreganento peri édico genérico de
periodo T, do tipo nostrado na figura (2.4).

E possivel expressar este carregamento na forma de uma
série de ternps harndnicos em valores discretos de
frequéncia. A esta série da-se o none de série de Fourier
Estudos relativos a sua convergéncia podem ser obtidos
en?? e sua forma exponencial é do tipo:

p(t) = iPn Oe' (2. 35)

n=-o0

onde

18



_ _ 21
G =N =n— (2.36)

p

na qual os coeficientes conplexos de anplitude sao dados

por:

P - ifp(t) Ce' 9t n=0, £1, %2, . .. (2.37)
Tp 0
4 p(t)

Figura 2.4. Carreganmento peri odico genéri co.

Assim para se obter a solucdo de um determ nado probl ema
fisico sob um carreganento periodico genérico, basta
escrever este carregamento em um nunero satisfatéorio de
termos harmbnicos da série de Fourier. Para cada terno
Ww=1®, determna-se a solucdo da equagdo (2.32). A

solucdo final, segundo o Principio da Superposicdo dos

19



Efeitos, serd a soma de cada solucdo de cada terno

har ndni co da séri e.

Consi dere agora uma funcdo qual quer de carregamento néo
peri 6di ca no tenpo, representada na figura 2.5 pelas |inhas
continuas. A representacdo desta funcdo através da forma

exponenci al da série de Fourier pode ser obtida tomando-se
um intervalo de tenpo O<t<1; conb sendo o seu periodo.

Assim a funcdo poderia ser considerada periddica, conforne
as linhas continuas e tracejadas da figura 2.5.

A p(t)

—
=1
—

Figura 2.5. Carreganmento genéri co.

De (2.35) vem

[

pt) = SR Oe' ot (2.38)

n
n=-o

onde

20



_ _ 2
o =nw =nE (2.39)
Tp
e
1" .
P = _I_—J'p(t) Oe' “t dt n=0, 1, 2, . .. (2.40)
p 0

Fazendo- se T")qoo em (2.38) chega-se a expressdao da

Transformada Direta de Fourier, dada por
Pi o) = J’_“” p(t) e “'dt (2.41)

e a partir de (2.40) obtémse a expressdo da Transfornada

I nversa de Fourier, expressa por

pt) = L [P o) e tdo (2.42)

21

A solucdo nunérica da integral de contorno no domnio da
frequéncia (2.32) € obtida mis facilnmente que a
correspondente equacdo integral (2.27) no doninio do tenpo,
conforme visto na segdo 2.3. Assim a solucdo de (2.32),
obtida em funcdo da frequéncia w(dom nio da frequéncia),
pode ser transformada na solucdo no donminio do tenpo a
partir Transformada I nverssa de Fourier dada por

ux, t) = %TLKXOJ) Je'*'do (2.43)

21



cuja expressdo discretizada, para varios valores de

frequéncia w, pode ser apresentada, para varios interval os

de tenpo t,, através de

-1 21

Uix, o) 0e" ~ (2. 44)

z

ux, t,) =

e

onde N representa o nunero de intervalos de tenpo que
subdi videm o tenpo total de resposta T.

Sera utilizado o algoritmo  FFTI2-[22(Fast  Fourier
Transform para a determnm nacdo de ubgtn), uma vez que este

constitue umalgoritno bastante eficiente e preciso.

2. 6 AMORTECI MENTO

U nmaneira de se representar o conportanmento Vi sco-
el &stico de um neio no donminio da frequencia, poderia ser
obti da, si nmpl esnent e, substi tui ndo- se o] modul o de
el astici dade real (E) por um nbdul o de el astici dade conpl exo
expresso por

E = E(1+iof) (2. 45)

com

f = (2. 46)

¢
E

onde c representa o coeficiente de viscosidade do neio.
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Este tipo de representacdo do anorteci mento, denom nado
anorteci mento viscoso, no entanto, considera que a energia
de dissipacdo € dependente da frequencia. Este resultado,
segundo O ough!??| contradi z observacdes experinentais, na
qual , tomando-se um grande intervalo de frequencia w E
per manece constante, para a grande nmioria dos materiais

utilizados na engenhari a.

Devido a isto, E° é substituido em (2.45) por

E =E1+ig) (2.47)
onde g é o coeficiente de anorteci mento constante.

Assim uma maneira de estabel ecer uma aproxi magdo para o

nmecani sno de anortecinento em um neio el astico, pode ser
consegui da substituindo-se (2.47) em (2.4) e (2.5). Desta

forma
A= M1 +i9,) (2.48)
Wo=u(l+ig) (2. 49)

onde usual mente toma-se g1=9».

Esta segunda maneira de representacdo do anortecinmento é
denom nada anorteci nento histerético, encontrando um | argo
canpo de aplicacdo em problemas dinam cos envolvendo o
sol o. Una vantagem da fornul agcdo no doninio da frequéncia é

a facil consideracdo de tais tipos de anortecinmento.
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CAPI TULO Il - O METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO

3.1 | NTRODUCAO

Ser4 apresentado neste capitulo, de forma breve, a
formul acdo do Metodo dos El ementos de Contorno para andlise
de probl enas tridinensionais estacionarios, desenvolvida a
partir da equacdo integral de contorno frequéncia-
dependente apresentada no capitulo anterior. Aspectos
relativos as técnicas de obtencdo dos coeficientes das
matrizes originadas do Mtodo dos Elenentos de Contorno
serdao tanbém abordados. Em seguida, o procedinento de
geracao do sistema de equacbes algébricas resultante do
acopl amento entre subregi 6es de El ementos de Contorno sera
apresentado, seguido da consideragcdo de um tratanmento
alternativo do sistema conplexo e esparso resultante do
acopl anment o BE/ BE apl i cado a probl emas estaci onari os.

3.2 FORMULACAO DO METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO

Para a aplicacdo do Mtodo dos Elenmentos de Contorno em
probl emas de engenharia, faz-se necessario a discretizacao
do contorno destes probl emas em el enentos, interpol ando-se
as variaveis de canpo e geonetria ao longo do elenento, a
partir de val ores nodai s nos nMesnos. Resul t ados
satisfatorios sdo obtidos quando da utilizacdo de el ementos
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i soparanetri cos na discretizagdo de problemas fisicos. Para
estes elenentos, as funcdes de forma necessarias a
interpolacdo das variéaveis de canpo e geonetria, no
interior do elemento, s&o as nesmas!?®!. Exenplos de
el ement os de contorno sdo nostrados na figura (3.1).

As vari aveis de canmpo e geonetricas, de um elenento de
contorno, podem ser escritas em funcdo de seus valores

nodai s, do segui nte nodo:

X = M(r]k)xia
u = MM, (3.1)
pi = M(nk)jia

onde X;, UuU; e p; sé&o, respectivanente, as coordenadas
cartesi anas, conponentes de deslocanentos e forca de

superficie no interior de um elemento e X, U e P seus
val ores nodais. M, é a a-ésima funcdo de forma do el enmento,

definida em funcdo das coordenadas naturai s ng deste.

Estas funcdes de forma sé&o as nesnas utilizadas na
formul acdo de Elenmentos Finitos. Para o caso do elenento

triangul ar de seis nos

_Mmf2n, - , sea=1,2 3

o | e (3.2)

M,

I
»
o
o

onde B=0-3 e y=0-2. ni1 e n; sao as coordenadas naturais e

N = 1- (rll + r]z)
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6 Arl 6
7 1,1 1,1 4
5 70116 5(1, 1) 5 N,
1
1(0,1
. . (0,1)
8 > 2
4 g 4 6
2
1 2 0,0 5(1,0)
A-1,-1)|2 3(1,-1) 3 3 (0,0) )
3 4 N3
(a) quadrangul ar - 8 nés (b) triangular - 6 nos
An
4 4(-1,1) 3(1,1) i n
3 ' ' 1 3 2
3(0,1)
EV
& 1(-1,-1) 2(1,-1) 2 (0.0 .
2 1 2(1,0 N3
(c) quadrangul ar - 4 nés (d) triangular - 3 nos

Figura 3.1. Elenentos de contorno tipicos.

Para o el enento quadrangul ar de oito nés

0251+ &) (L +n)(§% +n, -1 , sea=1,3 57
M, =%),5Ql+22)(1-n0) , sea =26 (3.3)
F5qL + &) (1 - 1) seda =4 8

onde & e n sdo as coordenadas naturais. &= € No=NNa- &« €

Nge S840 as coordenadas do noé a.

O elenmento triangular de trés nés e o quadrangular de

quatro ndés possuem as segui ntes funcdes de fornma:

M, =n , sea=1,2, 3 (3. 4)
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M, =0281 +&)(1 +n) , sea=1,23,4 (3.5)

Substitui ndo as equacgdes (3.1) em (2.32) obtémse:

i\

)=

>

=1

) + EH P, ) M (n)dF(X(n))EJPa=
(3. 6)

U, () EM (n)dF(X(n))E’i”a

L;&Dj

onde ne é o nunero total de el enentos.

A contribuicdo da forgca de corpo foi omtida por
sinmplificacdo. Em nuitos casos procedi nentos alternativos
sdo utilizados para se transformar esta contribuicdo em
integral de superficie.

Apli cando-se a equacdo integral (3.6) para cada né
funcional do contorno, obtémse um sistena al gébrico que
pode ser conpactado na seguinte fornma matricia

HU = GP (3.7)

onde H e G sd8 as matrizes(ndo hermtianas) dos
coeficientes envolvendo P* e U*, respectivanente, e Ue P

sdo os vetores de deslocanento e forcga nodais.

Apl i cando-se as condi ¢cfes de contorno com as consequentes
trocas das colunas entre He G de forma a ter-se todas as
incognitas do |ado esquerdo, pode-se escrever o problema

aci nra cono:
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onde A é a matriz cheia e nao-sinétrica dos coeficientes de
influéncia, obtida a partir de He G y é o vetor das
vari avei s desconhecidas, e f o vetor excitacdo obtido pelo
produto da matriz G possivel nente nodificada pelas trocas
de colunas, e o vetor com os valores prescritos das

vari avei s.

As integrais da equacdo (3.6) sao avaliadas nunericanente
utilizando-se quadratura de (Gauss com as opc¢des de
subdoninios de integracdo para o0 caso de integrais néo
singulares - onde & # x, e concentracdo de nés emtorno do
ponto singular, para as integrais singulares da integral no
segundo nenbro da equacdo. Os ternos singulares da integra
no prinmeiro menbro da equacdo, juntanente com O prineiro
termo Gf, sao calculados juntos com a técnica de
desl ocanento de corpo rigido, conforne sera visto no

pr 6xi no t Opi co.

3. 3 | NTEGRACAO ESPACI AL

A obtencdo dos coeficientes das nmatrizes (3.7) se da
através de integrais de superficie ou volune. Devido a
di fi cul dade da obtencdo analitica destas, faz-se necesséario
a utilizacdo de processos nuneri cos para a sua
det er m nacao.
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As integrais originadas do nmétodo dos el enentos de contorno
se dividem em integrais ndo- si ngul ar es, fracanente
singulares e fortenente singulares. No prineiro caso, O

ponto fonte & ndo esta sobre o elenmento a ser integrado, e
neste caso, geralnente, utiliza-se o processo da quadratura
de Gauss sem maiores problenas!?. A convergéncia neste
caso se da através do aunmento dos pontos de integracao.
Para se aunentar a precisao(principalnmente em probl emas
el ast odi nam cos tenpo-dependentes) nos resultados 0s
el ement os sao dividi dos em vari os subel enentos que sao por
sua vez nmapeados em um sistema |ocal de coordenadas,
conforme figura (3.2). Assim as integrais dadas em (3.6),

podem ser dadas por

J i elo) DM rt( ZZP M) (0 e
(3.9)

JU x () )M, ()dr (x ( Zzufk M (0 Jo (e Jwkw

onde W, W e n¥ sdo os pesos e pontos de integracdo das

direcdes nl e n2, e Jr € a matri z Jacobi ana dada por

0X 0X, 0X X, OX ox, 0X
3 () = Xy OXg _ 0X; OXg 11 3 92 U4 O
r(ﬂ ) %%r ds or 0s g g

1 (3.10)
X, 0X, _ 0X, axzﬁﬂ
o ds 0s or E
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EC
Agq (01
C B s'
g
(a) Subel emento de integracgéo (b) Singularidade sobre o n6 C

Figura 3.2 Subel enmentos e processo de triangul ari zagao.

No caso das integrais fracanente singulares(& coincide com

x(r=0), mas a singularidade é da ordem r?!

guando r -0),
presente na integracdo dos deslocanmentos fundanentais, a
determ nacdo nunerica pode ser feita através da quadratura
de Gauss. Para aunentar a precisdo destas, utiliza-se a
transformacdo de coordenadas polares triangulares, que
proporciona aumento da quanti dade de pont os nas

proxi m dades destes pontos singulares(vide fig. 3.2).

No caso das integrais fortemente singulares(& coincide com

x(r=0), mas a singularidade é da ordem r-?2

quando r -0)
presente na i nt egracao das forcas de superficie
fundanmentai s, deslocanentos fundamentai s, estas s&o obtidas
inplicitamente a partir do critério de corpo rigido para

probl emas estaticos, que se baseia no fato de que para
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desl ocanento de corpo rigido em um corpo, h& auséncia de
t ensdes no nesno, assim

D N St = A - .
0o -~ H,, regidesfinitas
H
c;€+H =0 £ (3.11)
E% - Y 'H,, regidesinfinitas
E k;-i

onde °*H, é a forca de superficie fundanental da

el ast oest ati ca, dada por:

{{1-—2vﬁik-+3erk]pn—(1-—ZW(rJnk—r*nJ}
(3.12)

st _ 1
Hk(X’ g) = W

Assim o nucleo da dinéamca pode ser obtida através da

expressao
e (B H, = e+ S [TRTR) M@ T (3.19)

onde nse é o numero de elenmentos adjacentes ao ponto
singular & Maiores detal hes da obtencdo de (3.13) pode ser
obti do de Beskos[ 16].

3.4 S| STEMA DE EQUACCES ALGEBRI CAS CONSI DERANDO ACOPLANMENTO
ELEVENTOS DE CONTORNQ ELENMENTOS DE CONTORNO

O Meétodo dos Elenmentos de Contorno aplicado a problenas

envol vendo materiais honogéneos por partes, ou situacbes de
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coi nci dénci a ou quase coi nci déncia de superficies — conb em
problemas de fratura, pode ser desenvolvido, sem mais
probl emas, utilizando-se a técnica de subregido. A nesma
consi ste na subdivisdo do dominio emregi 6es isoladas e na
consi deragcdo da equacédo integral de contorno para cada uma
del as separadanente, aplicando-se em seguida as condi¢des
de acoplanento entre as diversas regi des. Nesta secdo, uma
t écni ca genéri ca de subr egi édo si mul ando materiai s

honbgéneos por partes é apresentada.
A técnica consiste em subdividir o dom nio em subregides,
separando-se o0s materiais ndo honbgéneos, e aplicar a

equacao (3.7) para cada subregi do, obtendo-se assim nsr
si st ermas

HU =GP, com i =1, nsr (3. 14)

onde nsr é o nunmero total de subregi fes.

Para acoplamento das nesmas, utiliza-se as equacdes de

conpatibilidade e equilibrio entre as interfaces. Qu seja,

U = U' e PI = —p (3.15)
onde U™ e P™ sao os vetores com os graus de |iberdade de
desl ocanentos e forcas de superficies pertencentes a

subregi &0 mcominterface coma regi ao n.

Para ilustrar conb se procede na resolucdo de tais
probl emas, consi dera-se o exenplo da Figura (3.3).
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Q2 | 03

Q1

Figura 3.3. Corpo com subregi 0es.

O sistema de equacbes al gébricas (3.7) para cada subregi do
ficaria da seguinte form

Subregi do 1
|:U1 |:| |:Pl |:|
[Hl H-2 He® Hl,zs]aJls [Gl G2 @3 Glzs]é}i,z @ (3. 16)
O
Hlesa E:)l 2,3%
Subregi do 2
|:U2’1 EPZl |:|
[ v b Hm]gg =[er ¢ @ G“B]SDM (3.17)

aJZ,l,SH HDZl3H
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Subregi do 3

OFt O P>t O
e 2 I—F*“]%z E:[G“ e} @@SE (3.18)
Hﬁl’za 833,1,25

onde os indices indicam a quais subregides os graus de

| i berdade dos bl ocos pertencem

Apl i cando-se as condi ¢cdes de interface, obtémse o problem

descrito da seguinte forma,

aJgt
SJ.L,Z
[pt 2
HJLB
H H? -G2 H®* -G° H?* -G** 0 0 0 0 OLp+3
%) Ll @t 0 0 13 @@L 3 - @3 OBEUl,zs
@ 0 0 H1 &t L2 @@L 0 H?2 &2 I_F)Eabl,23
OF
%Jz,s
[p2 3
s
[G" 0 OmIPO
=0 & 0gP'D
o o ePH
(3.19)
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Apl i cando-se as condi ¢cfes de contorno, obtémse o0 sistemm
gl obal na fornma de (3.8).

3.5 RESOLUCAO DE S| STEMAS LI NEARES COVPLEXQS

A utilizacdo da técnica de acoplanmento aunenta o namero de
graus de |iberdade do problema, porém gera um sistenma
final constituido por blocos de matrizes cheias e nulas,
conp nostrado na equacgdo (3.19). Uma inplenentacdo adequada
de algoritmobs nmultidomnios deve considerar apenas o0s
bl ocos n&o-nulos de matrizes, evitando-se operagdes com
zeros. Usualnente adota-se, na resolucdo dos sistemas
lineares resultantes, solvers diretos, conp por exenplo o
Método da Elimnacdo de Gauss, eventualnmente tirando
proveito da esparsidade da matriz dos coeficientes. Para se
obter wuma precisdo nmaior deste processo, utiliza-se a
técnica de pivotanento. Dos nétodos iterativos nais
| ar gament e di fundi dos em trabal hos recentes!?-1351  temse o
Mét odo de Lanczos e o Método de Gradiente Biconjugado que

serdo apresentados posteriornente.

A utilizacdo de solvers iterativos, no caso de problenas
el ast odi nam cos de acopl anmento, |eva a um grande aunento de
efici éncia conputacional na resolucdo de tais problenas,
principal mente quando usados com pré-condici onanento.
Prineiranente devido a sua nel hor performance para sistenas
de ordem elevada resultantes do nmétodo dos Elenentos de
Contorno, se conparado aos diretos. Além disSo, o fato dos
coeficientes da matriz do sistema |inear serem acessados

mai s rapidanente nestes solvers(as operagfes com esta
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matriz sdo de multiplicacdo e soma, portanto mais sinples
gue nos diretos), €é um outro fator que justifica a
utilizacdo de tais solvers.

Para matrizes conplexas e para varios sistemas(varias
frequénci as) espera-se um aunento consi der avel da
eficiéncia destes solvers iterativos em relagcdo aos

di ret os.

Neste trabal ho, considerou-se, tanbém para o caso de
solvers iterativos, a possibilidade de se tratar o sistem
conpl exo resultante do acoplanento multidoninio conmb sendo
um sistenma real equivalente ao prineiro. Assim um sistem
conpl exo de ordemn, da fornm

E(X11+ i y11) (X12+ i ylz) (X1n+ i yln)D[(ul+ i Vl)D E(b1+ i Cl)D
Ekle"' i yZl) (X22+ i yzz) (X2n+ i y2n) u,+ i Vz)H _ Ekbz"' i Cz)H
0 : : . : : =10 : U

. . . . . |:| |:| . |:|
gxnl-'- I ynl) (Xn2+ I yn2) (Xnn+ I ynn) un+ l Vn)a gbn-'- I Cn)a

€ equivalente ao sistema real de ordem 2n nostrado em
(3.21). Apesar deste ultinp ter ordem duas vezes nmior que
o conplexo, as operacbes sao feitas em aritinética real

Tanbém a nendria de armazenanento nao se nodifica, posto
que apenas dois blocos da matriz correspondentes a parte

real e inmagi nario sdo arnmazenados.
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Y Y o T VY %ul S Bblg
“Yau T Y ~Yan D]]uz 0 Dbz 0
: : Mm: 0 0O:0
ynl - yn2 H_ Ean
0= 0—0

X1 Xy N Dcl 0
X1 X:zz : B Eb:ZE

- O O- 0

an Xn2 E %:na

(3.21)
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CAPI TULO | V — METODOS DI RETCS

4.1 | NTRODUCAO

A necessidade de se resolver sistemas de equacdes |ineares
aparece em unma grande quanti dade de problemas cientificos.
Em engenharia, particularnente, faz-se necessario para a
analise precisa de problemas conplexos, a aplicacdo de
pr ocedi nent os NUMer i cos atraves dos quai s nodel os
mat emati cos continuos associados a tais problemas séo
al gebri zados, ou seja, sao transfornmados em sistema de
equacdes al gébricas. Dentre os procedi nentos nunericos nais
aplicados em Engenharia distinguemse o Mtodo dos
El ementos Finitos(FEM e o Mtodo dos Elenmentos de
Contorno(BEM, através dos quais problems definidos em
dom ni os gerais e sob consideracdo de condi ¢des de contorno
guai squer podem ser tratados. Segundo al guns pesqui sadores
a grande parte do tenpo de analise de problems de ordem
el evada em Engenharia relaciona-se com a resolucdo do
sistema de equacdes lineares cujo tenpo de processanento
cresce nao-linearnente coma ordemdo sistema. Sendo assim
em se tratando de sistemas de equagbOes associados com
probl emas préaticos de grande porte (alguns mlhares de
eqs.) € natural nente conveni ente estabel ecer al goritnps que
fornecam ndo apenas resultados precisos, ms tanbém a
sol ucao do si stena em t enpo de processamnent o
consi deravel nrente nmenor, em relacdo a outros processos de

resol ugao.
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Neste trabalho serdo estudados os netodos diretos e
iterativos de resolugdo de sistemas |lineares de equacgdes.
OGs métodos diretos sao aqueles em que o nunero de passos e
operacbes é pré-determ nado de nmaneira exata e que conduzem
a solucdo exata, a nenos de erros de arredondanento
i ntroduzi dos pela maqui na. Dentre as técnicas diretas, as
mai s eficientes sado baseados no Processo de Elim nagcdo de
Gauss. A idéia central deste nétodo é usar as operacdes
basi cas de uma matriz (multiplicacdo de uma |inha por uma
constante ndo-nula; troca de duas ou mais linhas; soma do
miltiplo de uma linha a outra), que ndo alteram a sol ucao
do sistema, numa fornma sistematica de nopdo que se
triangul arize o sistema a partir do qual a solucdo € obtida
por retrosubstituicdo.Qutra alternativa conputaci onal mente
equi valente a Elimnacdo de Gauss é o0 que se denom na
deconposi cdo LU da matriz A Neste processo a matriz A é
deconposta no produto de uma matriz triangular superior U e

uma matriz triangular inferior L.

4.2 O METODO DA ELI M NACAO DE GAUSS

Este método consiste na transformacdo de um sistenma |inear

da forma

AuX: + aAnXz + QisXs T QuXs T + awXn = b

AxX: + A=Xe: + AXs + QuXs + + axXn = b

QaX: + QX T QXs T QuXs T + awXos = bs ( 3 1)
a41X1 + a42X2 + a43X3 + a44X4 + + aAan = b4 )
auX:1 + AwX: + AwXs + awXs + ... + awXo = b
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em um si stema triangul ar superior equival ente dado por

alle + alZXZ + a13X3 + al4X4 + P + alan = bl
a' 2X: +  a' =Xs + a' uXs + ... + a' aXa = '
a''aXs +oa X + oL, + a'' aXa = b''; (3 2)
a.(3)44X4 + ... + a.(3)4an = b(3)4 '
+ a(n_l)nnxﬂ = b(n_l)n

cuja solucao é obtida por retrosubstitui cdo das conponentes
de x.

A transfornmacdo do sistema (3.1) no sistema (3.2) é
real i zada efetuando-se operacbOes elenmentares no prineiro

si stema. Essas operagdes séao:

a) troca de duas egs. do sistema
b) multiplicacdo de uma equagdo do sistema por uma
const ant e néo-nul a;

c) adi ¢do de duas eqs. do sistemm

4.2.1. Triangul ari zacdo do Si stena:

Passol:
El i m nacdo da incognita x; das egs. 2, 3,..., n de (3.2).
Consi derando-se uma |linha i qualquer, onde i= 2,3,...,n, a

elimnacdo de x; € obtida multiplicando-se a prineira |linha

a| 1 -, . .
por di:. = — e sonando-se 0 resultado com a iésinma linha
all

Deste procedinmento resulta o seguinte sistenma:
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auX: + AnXz + AQisXs + auXs + ... + AuXn = b.

Q' 2X. + a'sXs + a' wuXe + ... +auwxs = b':
Q' X, + a'sXs + oA aXe + ... + a' «Xa = bI 3
1 1 1 1 1 ( 3 3)
a =X+ a xXs+ a w«Xse + ... +a s, = b'.
a.l nZXZ + a' n3X3 + a' n4X4 + P + a.' nan = bI n
a. 1 ai a. i . .
comd: = e a,=a -— =a, -dw.ay, parai,j=2 (3.4)
a.ll a.ll
Passo 2:
El i m nacdo da incognita x, nas eqgs. 3,4,...,n.
Neste caso multiplica-se a segunda linha de (3.3) por
d . = ay “ e somando-se o resultado com a i-ésima |inha

a.22

do nesnmpb. Obtém se assim o Sistenn:

auX: + awX: + AdisXs + AuXs + C + AinXn = b.
a' »X: + a' »Xs + a' uXs + ... + a' aXa = b'.
a''sXs+ oA 'aXe + ... FalaXe = "
(] (I (] () ( 3' 5)
a aXs + a  wXa *t ... +a wXn = b 4
al ' n3X3 + a' ' n4X4 + PR + a' ' nan = b' ! n
. a' i - a' i.a' . .
comd' ;. = aij e a = aij — —_— = a i — di.. a 2
Az a 22 ( 3. 6)

para i,j =3
Procedendo-se assimna elimnacdo das demai s i ncognitas das

equacbes subsequentes chega-se ao seguinte sistema

triangul ari zado:
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auX: +  anX: + AisXs + AuXs T e + AwXn = b.

a' 2X: +  a' =Xs + a' uXs + ... + a' aXa = 2
a''eXs +oattaXse oL, + a'" X = b''. (3 7)
a.(3)44X4 + ... + a.(3)4an = b(3)4 '
+ a(n_l)nnxl'l = b(n_l)n

onde:
(m-1) (m-1) B> +
oM = gD a ima Mmoo gmD _gmD gmD g m,) 2m+1
ij ij (m-1) 1) m m
a m E‘n >1
(3.8a)
a(m—:L)_
(m-1) 4 1m
gy = = (3. 8b)
mm
b(n)j - b(m—l)j _ d(m—l)jm s S (3. 8(;)

4.2.2. Retrosubstituicao:

Seja o sistema triangular superior (3.7). Da n-ésim
equacao obtém se

B b(n—l)n
X = m (3 9)

Este resultado pode ser substituido n (n-1)-ésinma eqgs. Do
sistema (3.7), donde obtém se

Xpoy = e —— (3. 10)
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Repeti ndo-se o0 processo para as eqs. Restantes de (3.7)
pode-se entdo genericanente expressar a conponente Xxi do
vet or - sol ugcdo por

n
(i-1)  _ (i-1)
o DA . (3.11)
X = — , para i=n,n-1,..
a(l )ii

4.2.3. Pivotanento:

O pivotanento consiste na troca de |linhas e/ou colunas de
uma nmatriz de nodo a se obter conmo pivé o el enmento de nmi or
mbdulo da zona (submatriz onde ainda irdo ocorrer
transformacdes devido ao processo de triangul arizacdo) da
matriz a ser triangularizada. Com isso elimna-se tanto a
possi bi | i dade de di vi séo por zero durant e a
triangul arizacdo do sistema conb garante-se uma rmaior
preci sdo nos resultados obtidos. Apesar do aunento do
esforco conputaci onal necessario a resolucdo de um sistema
de egs. quando se considera a técnica de pivotanmento, este
processo senpre é reconendado, ja que divisdes por zero séo
senpre possiveis de ocorrer quando da resol ucdo de sistenas
gerai s de equacdes.

a) Pi votanento comtroca de |inhas:
A técnica de pivotamento com troca de |inhas consiste
em substituir a equacdo pivd pela equacdo que possua O
mai or el emento, em nddul o, dentre os coeficientes da
col una consi derada das |inhas subseqlentes.
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b) Pi votanento comtroca de col unas:

O pivotanento com troca de colunas consiste em
substituir a coluna que contém o elemento pivd pela
coluna que contenha o nmior elenmento, em nobdul o,
dentre os coeficientes da linha considerada das
col unas subsequent es.

E inportante notar que as trocas de colunas na matriz
dos coeficientes causam nudangcas na ordem das
conmponentes do vetor-solugdo, conp visto em (3.14).
Por isso faz-se necessario, ao se inplenmentar este
mét odo armazenar todas as trocas de col unas que venham
a ocorrer em um vetor que indique a posicao original
das conponentes do vetor-sol ugcdo. Ap6s a resolucao do
sistema o0 vetor-solucdo pode ser reordenado com

auxilio deste vetor.

c) Pi vot anent o t ot al

Consi ste em se escol her conp elenento pivd aquele de
mai or mddul o dentre todos os elenentos da zona ativa
da matriz dos coeficientes do sistema. Apesar deste
mét odo oferecer solugBes nmais precisas, 0O processo
el eva consideravel nente o tenpo total de resolucdo do
sistema, nao sendo conveniente a sua inplenentagao
para a resolucdo de sistemas bem condi ci onados.

4.2.4. Consideracao de varios vetores do lado direito de um

si st em:

A solucdo de um sistema para o0 caso da consideracdo de
varios vetores de ternps independentes no sistena pode ser
obtida com wuma dimnuicdo consideravel do esforcgo
conput aci onal caso os coeficientes d™', dados em (3.8c)
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sejam armazenados na parte inferior da matriz dos
coeficientes durante a etapa de triangularizagcdo do
si stema. Procedendo-se assim basta, ao ser introduzido um
novo vetor de ternos independentes b do lado direito do
sistema, transformar o vetor b segundo a equacdo (3.8b), e
em segui da obter a solugcdo por retrosubstitui¢cdo segundo a
expressao (3.11). Nota-se o0 ganho conputacional ao se
armazenar os coeficientes d™%., uma vez que ndo €

necessari o se triangul ari zar novanente o si stena.

E inportante ressaltar que no caso da consideracdo de
varios vetores de ternos i ndependent es durante o
pi votamento comtroca de |inhas deve-se arnmazenar as trocas
em um vetor para que, ao se introduzir um novo vetor de
ternos independentes, estes sejam conpativeis com as
equacdes do sistema. Ao se trocar uma |inha, deve-se,
tanbém trocar os coeficientes d™', do vetor de ternos

i ndependent es.

4.3 O METODO DA DECOVPOSI CAO LU

Este nmétodo <consiste na deconposi¢cdo da matriz dos
coeficientes A no produto de uma matriz triangular inferior
L por outra triangular superior U confornme nostrado abai xo:

zonal L&, | ap | Giz| Ay a,, J
=
zonal Gy | Gyl dy S
1
zona3 Wy, a, ay| ay, a,, O
H - O (3.15)
(a1 Qan Quz Ay a4
a: : O
O O
@an anZ an} an4 ann E
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onde

LIPH 0 1 u, Uj; U, ... U,[
%21 | 2 % S 1 Uy Uy UZnB
L = My Ta s B U = E 1 ugy .. usng
541 PR T I O 0 1 Usn
0 0 0 0
B 1w lo Tae o Dl s 15

As fornul as genéricas para a determ nacdo dos coeficientes
lij e u;; dos fatores triangulares podem ser obtidos
mul ti pli cando-se as zonas indicadas em (3.15) conp segue:

Zona 1:
ann=l 11
Zona 2:
az=l 2
a, =1y, Uy, O u, =a,/ly,
Ay = lg Ut ly O 1y = a1, Uy,
Zona 3.
Az =1y
Az, = lg . Upt+lg O Ty =ag,-1,. Uy,
; =1y Uy O uy =a;/ly,
Ay = oo Upgt 1oy Uy O Uy =(a= 1, U/l
Qgg = Dy Upgt lgy Upgt gy O 1y = @g— 15 Ujz= 15 Uy
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Consi der ando- se as zonas subsequent es

f ormul as genéri cas:

i=1,2,...,n

= a, = 3 ey =i+l 42, ..
k=1
j-1
a, ‘_§;|H-Um
ujk= i= j:j,j+1,j+2,,__
Iij
n-1
| = =i+,

>
=]
Q
=
=]
|
=}
™M
=]
~
c
x
=]

bserva-se que na obtencdo dos coeficientes

operacdes dentro de

uma determ nada

chega-se as seguintes

(3. 16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)

,n

(3. 20)

lij e ujj as

zona podem ser

real i zadas na ordem nostrada na figura (4.1):
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Figura 4.1. Direcdo de fatoracdo da matri z.

Veja que o coeficiente da diagonal principal é o ultino a
ser obtido, pois depende dos denais coeficientes da zona

gue estd sendo processada.

Através do processo acima a matriz A é entdo deconposta nas
matrizes L e U que podem ser arnmazenadas no nesnb espaco da

matriz A conforne nostrado abai xo:

My Up U Uy U, O

Em |5, Uy Uy, uan

Ma T s Us U, U (3.21)
E4l l 42 l 43 I 44 Ui .

0 : ;O

%nl Iz The 1o Inn%

Com os fatores triangulares L e U pode-se escrever o
si stema Ax=b na forna:
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LUx=b (3.22)
Fazendo-se y=Ux em (3.22) obtémse o sistemn
Ly=b (3.23)

onde o vetor y pode ser facilmente determ nado por
substituicdo direta. De posse de y chega-se entdo a sol ucao

do sistema por retrosubstitui cdo em
Ux=y (3.24)

O processo de substituicédo direta para a determ nacdo de y

nmenci onado aci ma é est abel eci do por

n

y; = b __Zuij'yi (3.25)

j=1+1

Ja& no processo de retrosubstituicdo para a determ nacdo de
x confornme (3.24) utiliza-se a seguinte expressao:

i-1
Yi — L X
x = JZ J (3. 26)
I I

Anal oganente ao netodo da Elimnacdo de Gauss, pode-se
t anbém adot ar pi votanmento na i npl enentacdo conput aci onal do

mét odo da deconposi ¢do LU
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4.4 TECNI CAS PARA MELHORAR A PRECI SAO DAS SOLUCCOES

Na analise de alguns sistemas |ineares podem ocorrer
situagbes em que cuidado especial envolvendo erros de
arredondanento nas operaclOes aritméticas realizadas no
conput ador preci sam ser tomados. Estas situacfes podem
| evar a resultados total mente errados ou inprecisos. Neste
caso, além das técnicas de pivotanmento (j& conentadas
anteriormente), utilizamse tanbém as segui ntes estratégi as
para a obtencdo de solugdes precisas, que nado foram

abor dadas no presente trabal ho.

e Uso de mais algarisnops significativos (precisdo dupla
por exenplo): comesta técnica a precisao € mnel horada,
mas temse conp inconveniente o fato de que nmais
espaco de arnmazenanmento de dados é requeri do.

e Mtriz de precondicionanmento: matriz utilizada para
nmel hor ar o] condi ci onanent o do si st enm, pr é-
mul ti plicando este por aquel a.

Cs al goritnmos baseados na Elim nagdo de Gauss desenvol vi dos
neste trabal ho possibilitam convenientenente, a resolucao
de um sistena |inear de eqs. al gébricas nos casos em que a
matriz dos coeficientes permanece constante e hé& varios
vetores do lado direito. Assim conmb no caso de fatoracéao
LU, com o processo da elimnacdo de Gauss apresentado aqui

€ tanbém requerido pouco esforco conputacional para a
consi deracdo de cada novo vetor do |lado direito do sistemn

Estes al goritnos sdo conveni entes, por exenplo, na analise
de problemas el astodindm cos lineares e transientes com o
Mét odo dos El enentos de Contorno. A elimnacdo de Gauss

50



assim cono qual quer outro processo de resolucdo direta de
sistema de eqs., coneca a ser inviavel para sistemas nuito
grandes, pois o nunero de operag¢des aumenta com o cubo da
ordem do sistena. Nestes casos se tornam mai s vantaj 0so 0s

al gori tnbs baseados em nét odos iterativos.
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CAPI TULO V — METODOS | TERATI VOS

5.1 | NTRODUCAO

7

Cs métodos iterativos sao aqueles em que a solucdo é
verificada em cada iteracdo, tomando-se por base a
aval i acdo do erro segundo al guna expressdo, se a solucao ja
convergiu. Dentre estes, o0s basicos tem sido pouco
utilizados na solucdo de equacbes |lineares resultantes da
al gebri zacdo de equacdes diferenciais que ocorrem em
probl emas de engenharia, pois, de um nodo geral, os
sistemas |ineares resultantes podem ndo ser adequados para
o tratanento através destes, j& que as matrizes resultantes
podem ser nao-sinetricas ou mal condicionadas, o que faz
com que, ou nao se atinja o convergéncia na obtencédo
iterativa da solucdo, ou obtenha-se a solugcdo para tenpos
mai ores de processanento em relacdo aos netodos diretos.
At ual nent e, no entanto, temse desenvolvido solvers
iterativos bastante eficientes na resolucdo de sistenmas
gerai s de equacdes lineares, sejamestes sinétricos ou nao.
Tais solvers se baseiam genericanente, na ortogonalizagéao
do vetor residuo para a n-ésina iteracdo emrelacdo a n-1
vetores |inearnente i ndependentes do subespaco de Krylov de

ordem n-1 que é definido por

KArs A=SPANr:, Ar, ArY L., A ] (5. 1)
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Apresenta-se, nesta sessdo, a fornulacdo conpleta dos
sol vers iterativos(Lanczos e Gradi ente Bi conj ugado)

destinados a resolucdo dos sistemas conplexos oriundos do
Met odo dos El enment os de Cont or no.

5.2 METODOS | TERATI VOS BASI COS

E inmportante tomar conhecinento dos nétodos iterativos
basi cos, muito enbora tais técnicas ndo sejam eficientes na
resol ugcédo de sistemas de equacgdes gerais, conp por exenpl o,
matriz de coeficientes ndo-sinmétrica ou namero espectral de
condi ci onanento(razao entre os autoval ores de nmior e nenor
nodul 0) el evado. Sendo dado o sistema de equacgdes:

Au=b (5.2)
com A ndo-singular, pode-se gerar um netodo iterativo

basi co adotando-se alguma matriz de particdo Q Pode-se
portanto escrever de (5.2):

(1 -1 +Q*Au=Q"b (5.3)

donde segue a férnmula iterativa, com | sendo a matriz

i denti dade conpl exa:

u™ =(I —Q*Au"+Q'b (5.4)

Assim escol hendo-se diferentes matrizes de particdo Q
pode-se, por conseguinte, gerar diferentes nétodos basicos.
Na geracao desses, deve-se, no entanto, atentar para o fato
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de que esses podem ser mais eficientes, se a matriz de
particdo Q for escol hida de tal sorte que:

a) O nunero de condicionanento de Q'A seja
significativanente nenor que o numero de
condi ci onanent o de A;

b) Gs coeficientes de Q séo facil nente obtidos;

c) Q! é facilnente deterninada

Conb exenplo de netodos iterativos bésicos citamse o
mét odo RF(Ri chardson, Q=l), o método de Jacobi(@&ED) e o
nmet odo de Gauss- Sei del (Q=D+L, onde D contém os coeficientes
da diagonal de A e, L, os coeficientes da parte inferior a
di agonal ). O método da fatoracdo inconpleta tanbém pode ser
visto conb um método iterativo basico no qual QLU=A

5.3 ACELERACAO POLI NOM AL

OCs métodos iterativos basicos sdo normal nente ineficientes
na resolucdo de sistemas gerais. A razdo de convergéncia
desses pode, no entanto, ser aunentada por neio de
pr ocessos de acel eracéo pol i nom al , que consi ste
basi camente na geracdo de uma nova sequéncia de vetores
obtida diretanente a partir da sequéncia fornecida pelos
mét odos basicos. Prova-se que um procedinmento iterativo

n

para a geracdo dos vetores u',u? ...,u" é um processo de

acel eracdo polinomal sobre um nétodo iterativo basico
gual quer definido pela matriz de particdo Q se temse que:

u" —u’OK(8% 1 -QA) (5. 5)
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onde 6°=Q'r° é o pseudo-residuo e K denota o subespaco de

Krylov associado a &’ e a |-Q'A(matriz de iteracido de

mét odo basico). Em consequéncia de (5.5), o residuo r" pode

ser expresso na forma de um polinémio em |I-Q'A, e o
procedi mrento é entdo denom nado procedi rento de acel eracéo
pol i nom al . Mas, dado que esse residuo € expresso
exatanente cono fungdo dos vetores-base do subespaco de
Krylov, ou seja, na forma de um polinbmo da matriz de
iteracdo do netodo basico, entdo os solvers baseados em
tais processos sdo conhecidos, tanbém com solvers de
Kryl ov.

5.4 ALGORI TMO DE LANCZGOS

Un processo de aceleracdo polinomal, que tem sido
eficientenente aplicado na resolucdo de sistemas de
equacbes lineares gerais, baseia-se no algoritnop de
tridiagonalizacdo de Lanczos, o qual é derivado conp
nostrado a seguir.

Sendo ¢ e ¢ vetores conhecidos, entdo duas sequéncias

—k+
de vetores c*' e ¢ 1(onde k=1,2,...,n - n €& a ordem da
matriz) podem ser derivados respectivamente de A e A’ a

partir das rel agdes:

8. C = Ack - Z h,.c' (5. 6a)
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= —k+1

k —
dk+1.C = ATt - Z hix.c (5.6b)

onde os h, e hix sdo determ nados sob inposicdo das

segui ntes condi ¢bes de ortogonal i dade:

c“imeh, e, ..., c (5. 7a)

c“oetc?ed ... c (5.7Db)

e o0os O, e O sao conplexos arbitrarios(fatores

normal i zadores, por exenplo). Mstra-se, indutivamente, que

0s vetores

sdo vetores de Krylov linearnente independentes entre si,

assimcono os vetores

t anbém o séo.

Para isto aplica-se recursivanente as fornulas (5.7), donde

se conclui que os vetores

sdo vetores de Krylov. A seguir verifica-se que se

0. Ct +o,Cl+o,cl+ . +o,cV=0, 0 ¢ C
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ou

—1 —2 —3 —N
0.C +0o,C +opC +...+toC =0, 0 ¢ C

ent ao

a, =0, =d; =... =0a, =0, nsN, O0ea € C emanbos os

~ . . —N+1
Em consequénci a disso segue que c¢""'=¢ =0,0 ¢ C, porque

esses, que pertencem a C' sdo obtidos sob a condicdo de
serem ortogonais a N vetores de ' linearnente

i ndepedentes, |ogo tém de ser nul os.

Expressando-se linearnente as rel acbes em (5.6), temse:

%]ll h12 e th%
h ... h
Aletcz . .cM=[ete2 . o I 2NU (5. 8)
0 N : %
O .
0o By hNND
ou ai nda
AC=CH (5.9)

e anal oganente expressa-se (5.6) cono

A"C=CH (5.10)

As condi cbes de ortogonalidade (5.7) sao matricial nente

dadas por:
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™0 %”.El cte’ ctc D %”.El 0
%:2,TD_1_2 N 2,7 1 2,T 22 2,T —nU 2,7 22

DL c c]z[E .C .C cv.c O_0O c.c
O: 0O e O : : : U U
D . D |:| . _1 . _2 . _ND D _
B 'H B".c cMlc ccHHO cMc

(5.11)

ou ai nda
C'C=D=CC (5.12)
De(5.9) e (5.10) obtémse, respectivanente,
C'AC=H e C A'C=H (5.13)
Mas segue de (5.12) que

=T —-1 —-T 1 _1—T
C=C'De C =(C D*=D*C (5.14)
e resulta entao de (5.13)

1A\ A~ 1~ L ATAT 1"

H=(D'C)XC D=DYC A'Q'D=D'HD (5.15)

onde temse do
forma superior, enquanto no

Hessenberg na forma inferior

h,=hi«=0, hix ¢ C, para i=1

| ogo

| ado esquerdo una matriz de Hessenberg na

|ado direito, uma matriz de

I sso inplica que

2,..., k-2 (5. 16)
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thy, hy, thB 'y, h'y 0 B

%'21 h,, thD= %‘l 12 Ny hy 0 (5.17)
B h, .. hBNE O : h' N’N_lg '

DO hN,N—l hNND %'m h',y h'ay h' O

De (5.16) vé-se que as matrizes H e H sdo tridiagonais e
podem ser representadas por:

[ B, L [ B2 B

D — —
%2 A By o _ %2 o2 Ps3 N
H=10 63 O3 D, H = U 63 (;(3 0
O O U - 0O
0 BnE O BnO
H Sy ong H ON O(NH

Tanmbém de (5.16) segue que as relacbes em (5.6)
sinplificamse para:

8 €t = Ac* = h,, .c*t = h,.ck = Ack - g, .c" o .c®  (5.18a)
Skt ¢t = ATCS - ﬁk-l,k.EH - ﬁkk.Ek = A" - Ek.Ek_l&k.Ek (5.18b)

Pré-nultiplicando anmbos os |ados das equacdes (5.18a) e

(5.18b) por c“" e c’T, respectivanmente, resulta:

_k,T k
De 4.18a 0 0 =c AcX —o c ¢k O o = C_k f\c
Tk
c'c
. _ _ KTATRK KT Ak
De 4.18b 0 0 = c“TAC' — e’ O ax = & k/j_f CkTA_Ck o,
c“Tc cTc
(5. 19)
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Tanbém das equagfes (5.18) resultam as rel agfes:

—k-1,T

k
De 4.18a 0 0=c Ak -p.c ¢ 0 g = ?TAkCl
C C
_ _ e _ k-1, TAT K
De 4.18b 0 0 = c**"AC* - Bc* >0 0 B = S 2C (5. 20)
Ck—l,TCk 1

As expressdes de B, e P« podem ainda ser sinplificadas.

Para isso utilizamse as relagdes (5.20). De (5.20a):

k

5 ¢ = Ac¥t -, c*? -, "t O AT =5 ¢k + ., "7+, cT
dai
- —k _ —k _ _ —k
E B Ck l,TATC B (Ack 1)TC _ (6k Ck + Bk_l Ck 2 + O(k_]_ Ck l)TC
k = L1—k1 L T—k-1 L T—k-1
Ck l,TC Ck l,TC Ck 1,TC
| ogo
K, ToK
— c“'c
Bk = 6k —k-1 (5 21)
Ck_l’TC
De (5.20b):
- —k —k-1 - —k-2 —k-1 —k-1 - —k -  —k-2 —k-1
&c = A'c - pk1C  —o,C O A'c T = &C + PkaC  + oy, C
| ogo
—k-1,T —k-1 —k, T
B Ac¥ (A'c )ct _ -Hc ek
B = ==z k1 kLT 4 T~ Ok 51T -1 (5.22)
c 'c c 'cC EE c H



O processo definido pelas equagcbes (5.18a), (5.18b),
(5.19), (5.21) e (5.22) constitui o algoritno de Lanczos
para a tridi agonalizacdo de matrizes gerai s ndo-sinetricas.
Esse algoritno pode tanbém ser aplicado na resolucdo de
sistemas |ineares de equacdes algébricas. Conp nostrado
anteriormente os vetores de Lanczos s&o tais que cV!=0.
Est abel ecendo-se um processo para a avaliacédo iterativa da
sol ugcdo de um sistema de equacOes qual quer de tal sorte que
os vetores-residuos ao |longo do processo sejam vetores de
Lanczos, vé-se entdo que no maxino N iteracbes, onde N é a
ordem do sistemm, atinge-se a solucdo exata do sistens,

caso se realizemoperacdes emaritmética infinita.

Consi derando-se una fornmula iterativa do tipo

n+l _

u - pn+1 yn+1rrI + pn+1 un +( l - pn+1)un_1 (5 23)

resulta umvetor residuo do tipo

et b - A" =b-p., Vs A" = 0,,; AU" =(1 - o, ,,)Au""

n-1

n n n-1
- pn+1yn+1Ar + pn+1r Tr - pn+1r

| ogo

% 1 Enﬂ:Arn_ 1 En_%_pnﬂén—l (524)
pn+1 yn+l n+1 n+1 yn+1

O vetor-residuo em (5.24) tem o aspecto dos vetores de
Lanczos derivados de A(eq. 5.18a). Considerando-se tanmbém

~ . . . n+1l —n+1
uma sequéncia de vetores auxiliares r do aspecto de ¢ ,

~ —n+1 .
que sao vetores r do ti pPo
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%—_ L EL"” = AT - g E’ - El; e EL“ (5. 25)
p”+1yn+1 n+1 p”+1yn+1

Pode-se entdo inpor que os vetores "' e P sej am
real mente vetores de Lanczos fazendo-se
1 _ 1 -
- = % =—=— = 8, (5. 26)
Pn+1 yn+1 Pn+1Yn+1
com
—n,T
1 1 ro A"
- _ = o —— (5.27)
yn+1 yn+1 r r

1—pn+1E: _g gt 5.28
(o o

- -n, T
%% a5 o5 Hror" 5. 29
n+l Ypyq E ’ " EF“_l,T'r -t H ( )

De (5.27) segue que

—n, T j
— rr
e (5. 30)

De (5.28) resulta, utilizando-se as rel agbes (5.26),
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O T 1 O
Pn+1 = E- B Ey;:l %j:—lﬁ: n1 Hg_n% (5.31)

_ Hr
2 - e (552

E, definindo-se portanto, p, = p1 =1 ,Vé-se que

pzzg- VZB_OT
H VlEF °

e i ndutivanmente nostra-se que

_ D —nT
c e =@ - Yo T 1 (5.33)
E

Pn+1 = Pn+1 = Y, Ern 1T n— 1Epn

ED]I:JI:I

O algoritnmo de Lanczos para a resolucdo iterativa de
sistemas de equacdes lineares é entdo estabelecido pela
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formula (5.23), onde os paréanetros p, e Yy, sao cal cul adas
por (5.33) e (5.30), respectivanente, e r" é deterninado de

(5.24). Para calculo dos paranmetros p, € Vy,, € necessario

n+l
tanbém a determ nacdo do vetor residuo auxiliar, que €
obtido de (5.25). Este algoritnb é geral, e pode ser
aplicado a qual quer sisterma ndo singular. A convergéncia é
garantida em no méxinb N iteracfes, podendo este ndo ser o
caso em conseqUéncia de erros de truncamento na execugao

das operacdes.

A razdo de convergéncia pode ser consideravel nente
mel horada, quando da consideracdo de procondicionadores
(acel eracdo de outros métodos diferentes do de Richardson).
O precondi ci onanent o baseado na matriz do método basico de
Jacobi tem se nostrado especial nente atraente e conduzido a
uma grande eficiéncia do algoritnb de Lanczos. O
precondi ci onanento de Gauss-Seidel normalnente reduz o
nunero de iteracbes necessarias para que a convergéncia
seja atingida, mas o nunmero de operacglGes por iteracao
aunmenta, de tal sorte que o tenpo de processanmento aunenta
em relagcdo ao uso do algoritnb de Lanczos com
precondi ci onanent o de Jacobi

No caso de sistenmas sinmétricos de equacdes |ineares, temse

que A=AT, e, por conseguinte, "' = o0 al goritno
sinplifica-se portanto para:
un+l = pn+1 yn+:l.r " + pn+1 un +( l - pn+1)un_1 (5 34)
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rn+1 = - pn+1 yn+1Ar " + pn+1 rn +( l - pr‘|+1)r - (5 35)

n,T,n _ Il =T n O
Vo = S =Pl 11 g (5. 36)
‘ r ¢ Q

O solver estabelecido pelas relacbes (5.34), (5.35) e
(5.36) €é conhecido conp algoritno de gradiente conjugado

“three-term forni.

5.5 ALGORI TMO DE GRADI ENTE Bl CONJUGADO

O processo de aceleracdo de Lanczos pode tanbém ser

expresso na seguinte fornma:

u™t = u" + A, p" (5.37)

onde os vetores p", que definem as dire¢6es de busca, séao

dados por:

0

I
o

. n
(5. 38)

v
=

-}

n +o(n.pn—l , N

Sendo a férmula iterativa dada por (5.37), segue que o0

residuo para a n-ésim iteracao € dado por:

r"m =b-Au" =r""t -, .Ap"*! (5.39)

65



Para as fornmulas iterativas auxiliares obtémse:

=1 -, Alp (5. 40)
e
0 0
=T ,n=0
p" = gn . (5. 41)
g ta,p o0zl

Da inposicdo da condicdo de que os vetores-residuos r"

sej am vetores de Lanczos, ou seja (ver eq. 4.11)
T =0,i #] (5.42)

Prova-se que as direcdes de busca p' sdo ortogonais as

. ~ Lo —j ~ N .
di recbes de busca auxiliares p emrelacdo a matriz A, ou

sej a:
pLAp =0,i #] (5. 43)

Com as rel agdes (5.42) e (5.43) denonstra-se facil nmente que
0os parametros XA,, e o, do processo iterativo sdo dados

por :

—(n-1),T _ —n, T
et roor”

Ai = =y O =

ST e % m (5.44)

O processo iterativo estabelecido por (5.37), (5.38),
(5.39), (5.40), (5.41) e (5.44) é conhecido conp algoritno

de gradi ente bi conjugado.
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Quando A €& simetrica recai-se no algoritno padrdo de
gradi ente conjugado, cuja fornula iterativa e direcdo de
busca sdo obtidas por (5.37) e (5.38) respectivanente, nas

cuj os paranetros i,, e o, Sao, agora, sinplificados para:

r(n—1),Trr1—1 r.n,Trn
Nt T e % S e T 5.45
n-1 p(n 1),T.Apn1 n r(n 1)'T.r”1 ( )
. s . —n —n
ja que A=A" e, assim r" =r e p"=p .

5.6 CRI TERI O DE CONVERGENCI A

Al ternativanente ao critério de parada descrito por Aradjo,
F.C., Mansur, WJ. e J.E.B. Milaghini[13] para sistenmas
al gébricos reais, pode-se verificar a convergéncia da
solucdo através da diferenca entre as solucbes atual e
anterior tomando-se por base unma determi nada tolerancia
cono explicitado na expressao abai xo:

n

- u"? (5. 46)
onde u" é o vetor solugdo na n-ésinm iteracao.

Para o caso de sistemas conpl exos, a verificacdo da sol ugcao
pode ser feita através da conparacdo das parcelas real e

imaginaria do erro com as tolerancias real e imaginéria,

respecti vanmente. Assim deve-se ter
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gr < real (u" —u") e g <imag(fu" - u"?) (5. 47)

onde & e € sdo0 as tolerancias real e inmginaria,

respectivamente. Eventualmente pode-se adotar ep=¢gj.
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CAPi TULO VI - APLI CACCES

6.1 | NTRODUCAO

Com o objetivo de validar os al goritnos desenvol vi dos neste
trabal ho, diversos problenmas tridinensionais frequéncia-
dependentes, envolvendo, em alguns casos, acoplanmento de
subregi des de contorno, foram analisados. A fim de
verificar a eficiéncia dos solvers iterativos em rel acao
aos diretos, as técnicas de resolucdo de sistemas |ineares
desenvol vi das, e apresentados na tabela 6.1, f or am
anal i sadas, observando-se o0s tenpos gastos na resol ugdo dos
sistemas resultantes, bemconp o nunero de iteracbes gastas
na resolucdo destes, no caso dos solvers iterativos.
Adot ou-se, no caso dos solvers iterativos, o critério de
parada descrito no capitulo 5, para o qual a toleréancia foi
est abel eci da em 1x10°8.

GS: El i m nagcdo de Gauss sem pi vot anent o;

GTL: El i m nacdo de Gauss comtroca de |inhas;

GPC. El i M nagcdo de Gauss comtroca de |inha e col una;
FLU: Fat oracédo LU,

LCPJ: Lanczos com precondi ci onanent o de Jacob;

LREPJ: [Lanczos real equival ente com precond. Jacob;

GbCPJ: |Gradiente biconjugado com precond. Jacob

GOREPJ: |Gradiente biconj. Real equiv. com precond. Jacob

Tabela 6.1. Solvers diretos e iterativos.
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Cs resul tados apresentados neste capitul o, obtidos através
do método da Elimnacdo de Gauss sem pivotanento, nao se
nodi fi caram quando da utilizacdo das diversas técnicas de
resolucdo de sistemas lineares, tanto iterativas quanto
diretas.

6. 2 CAVI DADE ESFERI CA SOB TENSAO PRESCRI TA

Ura cavidade esférica de raio 6 m esta subnetida a unmm
pressdo axial interna uniforme de 100 Pa. O neio sobre a
gual esta cavidade se encontra possui modul o de
el asticidade igual a 2.5x10° Pa, coeficiente de poisson
0. 25, massa especifica 100 kg/n? e coeficiente de

anorteci nento 0, 05.

E=2, 50E+06 Pa
v=0, 25
p=100 kg/ n8

X p=0, 05

Figura 6.1. Cavidade esférica: 56 el enentos, 170 nés.
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Esta cavidade foi discretizada, conforme figura (6.1), por
neio de elenentos de contorno parabdélicos de 8 nos,
totalizando 56 elenentos e 170 nés. Os resultados obtidos,
para o desl ocanento vertical do ponto A estéo apresentados
do deslocanento axial na

na tabela 6.2. A parte real

superficie da cavidade(ponto A) foi plotada em funcdo da

frequéncia do

frequéncia w=74.09 Hz(fig 6.2).

carreganento, normalizada em relacdo a

Frequénci a Parte Real Parte | magi nari a
0, 000 1, 495671816E- 04 0, 000000000E+00
10, 000 1, 623466772E- 04 - 3, 918423589E- 06
20, 000 1, 926398784E- 04 3,121488981E- 05
30, 000 1, 805920619E- 04 1, 078802572E- 04
40, 000 1, 120409148E- 04 1,421587119E- 04
50, 000 6, 100830322E- 05 1, 292524345E- 04
60, 000 3, 560477170E- 05 1, 093620560E- 04
70, 000 2,282611964E- 05 9, 216327738E- 05
80, 000 1, 568434663E- 05 7, 853463260E- 05
90, 000 1, 147056935E- 05 6, 819443490E- 05
100, 000 8, 778586122E- 06 6, 148404077E- 05
110, 000 7,151103138E- 06 5, 448023395E- 05
120, 000 5,611708470E- 06 5, 036461579E- 05
130, 000 5, 830303133E- 06 4,629167177E- 05
140, 000 4, 886075591E- 06 4, 260190976E- 05
150, 000 4, 240874590E- 06 3, 861509518E- 05

Tabel a 6. 2. Resul tados: Desl ocanmento Vertical do ponto A

OGs resultados, nostrados na figura 6.2, sao conparado com
os resultados obtidos por Donminguez!?®, que resolve o
probl ema utilizando mal ha com 26 el enent os parabdlicos de 9
nés. Resultados para pontos internos sdo apresentados na
figura 6.3. A fim de verificar a eficiéncia dos solvers
iterativos em relacdo aos diretos, sdo apresentados, na

tabela (6.2), os nuneros de iteracgbBes gastos na resolucao
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dos sistemas |ineares conpl exos oriundos da resolucédo deste
probl ena.

bservando-se as figuras (6.2) e (6.3), percebe-se unma
diferenca entre os valores obtidos neste trabalho e os
resul tados de Dominguez!?. Tal diferenca ocorre devido a
diferenca na discretizacdo do problema, uma vez que
utilizou-se aqui uma mal ha mai s refi nada, de 56
elementos(vide fig. 6.1), enquanto Domi nguez!?® wutiliza
apenas 24.

Cavi dade Axi al mente Carregada

50

— — — — Domingues

2,00

Parte real desloc.

Anpl i tude de Desl ocanent o( 1E-4 m)

0, 00

W wi(wi=74, 09 Hz)

Figura 6.2. Parte real do deslocanento axial em A
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Cavi dade Axi al nente Carregada

Desl ocanent o( 1E-4 m)
0

— —-—Deslocamento(wr/c1)=3 |~ \. . &/ . _ _ /A& Nyl

—- & - Deslocamento(wr/c1)=5

Domingues

raio(m

Figura 6.3. Parte real do desl ocanento em pontos i nternos.

A tabela 6.2 nostra os resultados de nedida de tenpos de
resolucdo dos sistemas lineares resultantes da solucdo do
problema 6.2. Estes tenpos foram obtidos para os solvers
iterativos precondicionados e para 0S processos de
el i m nacdo de Gauss, considerando pivotanento conpleto e
sem pi votamento. O numero méxi no de iteracbes permtido aos
solvers iterativos foi de duas vezes a ordem do sistema. A
tolerancia adotada para a verificagcdo da solugdo nos
processos iterativos foi a nesma utilizada para a efetuacéo
do pivotanento conpleto, e vale 1x108% Todos os solvers
t est ados neste exenpl o forneceram boas sol u¢cdes, nesnop para
0 caso do algoritno de Lanczos condi derando um sistenma rea

equi val ent e(LREPJ), onde observou-se que o erro da sol ugéao
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deste processo(ver

edq.

5. 47)

ndo atingiu a

t ol eranci a

est abel eci da. Cbservou-se ai nda que o processo de adocdo de

um si stema real

O processo

convergénci a desprendeu nais tenpo de anali se.

iterativo mais eficiente,

pel o contrério,

equi val ente ao sistema conpl exo ndo tornou

Sua

De um nodo

geral, pode-se observar que 0S processos iterativos,

ef etuando operacbes conpl exas, sdao ligeiranente mais

eficientes que o processo de Gauss, no exenplo 6. 2.

Tenpo de Resol ucdo/ Nunero de Iteracdes

Freq. | GS GPC LCPJ GhCPJ LREPJ GbREPJ
0 53,99| 85,35| 11,98/14|11, 81/13 7,42/ 14| 6,75/ 13
10 53, 99(137, 42| 11,98/14|13, 45/ 15|501, 52/1021 7,75/ 15
20 541137, 26| 13,62/16|13,52/15 38,77/ 78| 8,24/16
30 |[53,99|137, 15| 15,16/18|15,21/17|501, 52/1021| 10, 22/20
40 |53,99|137, 15| 16, 75/20(17, 79/ 20| 501, 53/ 1021| 12, 74/ 25
50 |[53,99|137,15| 19,17/23|22,24/25|501, 47/1021| 15, 22/30
60 541137, 15| 26, 31/ 32|28, 23/ 32| 501, 47/ 1021| 23,57/ 47
70 |[53,99|137,15| 31,03/38|32,57/37|501, 58/ 1021| 32,51/65
80 |[53,99|137, 15| 28, 67/35|30,87/35|501, 57/1021| 27,57/55
90 541137, 15| 39, 88/ 49|40, 37/ 46| 502, 68/ 1021| 41, 96/ 84
100 |53,99(137, 15| 45, 43/56|45, 53/ 52| 501, 52/ 1021|58, 33/ 117
110 |53,99(137, 15| 39,88/49|42,07/48| 501, 58/1021| 43,94/ 88
120 54|137,09| 61, 35/ 76|69, 81/80| 501, 64/ 1021|71, 68/ 144
130 |53,99(137, 15|80, 46/ 100 86, 29/ 99 47,13/ 95|132, 7/ 267
140 54| 137,1| 69, 32/86|72, 44/ 83| 501, 69/ 1021|120, 7/ 243
150 |53,99| 137,1| 78,87/98|91, 5/ 105|501, 53/1021| 146, 5/ 295

Tot.: 863,9 2142,8 589, 9 633, 7 6614, 6 760, 5
Tabela 6.3. Tenpos(s) de resol. Sistemas: aplicacdo 1.
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6.3 CUBO SOB TENSAO PRESCRI TA

Un cubo de aresta igual a 6 m e propriedades fisicas
semel hantes a aplicacdo anterior €& discretizado em 24
el enent os parabdlicos de 8 nds, gerando una nalha de 75
nés, apresentada na figura (6.4). Os desl ocanentos normais
a superficie deste cubo foram restringi dos, exceto em sua
face superior, onde foi aplicado una tenséo unifornme de

100 Pa. Consequentenente, a tensdo cisalhante é nula em
toda a superficie do corpo. As figuras (6.5 e (6.6)
apresentam os resul tados de deslocanento para a superficie
superior no ponto A e alguns valores de z, respectivanente,

em funcdo da frequéncia normalizadada emrelacdo a prineira

frequéncia de ressonancia wes=45.34 s, obtida quando o

mat erial assunme a propriedade de anortecinmento cono sendo
nul al?®. Resul tados obtidos para o ponto A sdo apresentados
na tabela 6.4. A tabela 6.5 apresenta resultados de tenpo

de resolucdo dos sistemas resultantes desta aplicacéao.

p0=100 Pa E=2, 50E+06 Pa
v=0, 25

) 0=100 kg/ n8
B=0, 05

| ] 7

Figura 6.4. Cubo: 24 elenmentos, 75 nés.
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Anpl i tude de Desl ocamento(1E-4 m)

Desl ocament o( 1E- 4m)

Figura 6.6. Parte rea

Cubo

sob Tensao Constante

—®—y=60m

Domingues

0
w wres(wr es=45, 34 Hz)
Figura 6.5. Parte real do deslocanento no ponto A
Cubo sob Tensao Constante
Domingues
— & — wl/c1=2.0 - T
— 4 — wl/c1=4.0 = - )
—e—wlc1=03 [~~~ ~ 7 7~ ) = - /: ”””””””””””
— o —wlc1=1.2 /"/. ____ =
- - )
0 1,5 3 4,5

el evagdo(m

do desl ocanent o pontos i nternos.

76




Frequénci a

Parte Real

Parte | magi naria

0, 000

2, 003666210E- 04

0, 000000000E+00

10, 000

2,084317651E- 04

-1,091169163E- 05

20, 000

2,403963735E- 04

-1,476507031E- 05

30, 000

3, 310955294E- 04

-2,951441048E- 05

40, 000

7, 903542545E- 04

-1, 989329417E- 04

50, 000

-5, 990559207E- 04

-1, 459369297E- 04

60, 000

-1, 667008935E- 04

-1, 791669207E- 05

70, 000

-7,396470918E- 05

- 8, 802628720E- 06

80, 000

- 3, 538540376E- 05

-7,995168474E- 06

90, 000

-2,167361434E- 05

-9, 484642585E- 06

100, 000

4, 800677290E- 05

6, 230284214E- 05

110, 000

6, 091636435E- 05

-4,972094269E- 06

120, 000

9, 899206298E- 05

-3, 074704065E- 05

130, 000

8, 766306852E- 05

- 2,406256612E- 04

140, 000

-1, 298527283E- 04

-7,526621724E- 05

150, 000

-4, 723367997E- 05

-1, 587242256E- 05

160, 000

-1, 320383439E- 05

-2,115984498E- 05

Tabel a 6. 4. Resul tados:

Gs resul tados,
superior(figura 6.5)
sdo bem pro6xi nos aos val ores de conparacao.

que neste caso,

tanto

mal has sdo i dénti cas.

Nesta apli cagéo,

senel hantes ao problema 6.2

Desl ocanento Verti cal

para deslocanento na
guanto pontos

ao contrario do problema anterior,

do ponto A

extrem dade
internos(figura 6.6),
Cabe ressaltar

as

adotou-se critério de parada e tol eréancia

As nedidas de tenpo tomadas

para a resolucdo deste problema nostram uma deficiéncia

mui to grande dos sol vers iterativos,

sistema ser

verifica(tabel a
consi deracdo de um sistema real

para o0 caso

efici énci a destes.

relati vanente

6.4) gue oS

sol vers

devi do

pequeno.

iterativos, nao

Mais uma  vez

pr ocedi nent os par a

mel hor ou

ao fato de ta

se

a

equi val ente ao conpl exo

a

Apesar disto, as respostas para todos os

sol vers anal i sados neste probl emas foram boas.
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Tenpo de Resol ucado/ Niunero de |teracgdes

Freq. GIL| GPC FLU GbCPJ GOREPJ
0| 26, 64] 22,08 20,65 66,46/ 142 32,96/ 126
8,67 26,69 22,14 20,65 59,92/ 128 49,33/ 189
10,00/ 26,7 22,13 20,65 60,85/ 130 52,45/ 201
20,00 26,7 22,19 20,65 60,85/ 130 49,6/ 190
30,00/ 26,69 22,14 20,65 63,66/ 136 52,94/ 203
34,68 26,69 22,13 20,65 66,02/ 141 49,87/ 191
40,00 26,69 22,14/ 20,65 65,53/ 140 50, 64/ 194
50, 00, 26,69 22,13 20,65 72,99/ 156 66, 74/ 256
57,81 26,69 22,19 20,71 77,17/ 165 74,04/ 284
60,00 26,69 22,14 20,65 82,77/177 87,82/ 337
70,00 26,7 22,14 20,65 91,61/ 196 118, 87 456
80,00/ 26,69 22,13 20,71 100/ 214 147,97 568
90,00 26,7 22,13 20,65 103,3/ 221 178, 6/ 686
100,00 26,7 22,13 20,65 118,7/ 254 197, 1/ 757
110,00 26,7 22,13 20,65 117,3/ 251 197/ 757
115,61 26,69 22,14 20,71 118,6/ 254 197/ 757
120,00 26,69 22,19 20,65 145,2/ 311 197/ 757
130,00 26,7 22,19 20,65 60,86/ 130 50, 14/ 192
140,00 26,69 22,19 20,65 61,79/ 132 49,59/ 190
150,00/ 26,69 22,19 20,65 67,83/ 145 56, 85/ 218
160,00 26,69 22,13 20,65 101,4/ 217 1627 622

Total . 560,5 465, 1 433,8 1763 2118

Tabela 6.5. Tenpo(s) de resol ucao sistenas:
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6.4 BARRA SOB OSClI LACAO DE BASE

Ura barra prismatica de secdo 4x4 me 20 m de conpri nmento,
sofre em sua extrem dade engastada, um desl ocanento
prescrito unitario. O doninio é discretizado em el enentos
par abdél i cos, conforne figura (6.7). As propriedades fisicas
desta, correspondem ao a¢o, e possuem oS Segui ntes val ores:
modul o de el asticidae 2.08x10' Pa, poisson 0.30 e massa
especifica de 7800 kg/ n?.

A figura (6.8) apresenta os resultados de deslocanmento no
ponto A(parte real) na extrem dade da barra em funcdo das
frequénci as nornalizadas(w.=52.66s'). Resultados obtidos para
di versos valores de anortecinmento sdo nostrados na figura
(6.9). Atabela 6.5 resultados de desl ocanento para o ponto
A e a tabela 6.6 nedidas de tenpo para esta aplicacgao.

: E=2, 08E+11 Pa
v=0, 30

p=7800 kg/ nB

Figura 6.7. Barra sob oscilacao de base:
56 el enenros, 170 nos.
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Barra Engastada sob Myvi nentacdo de Base

------ Sem anor t eci ment o

Doni ngues

Parte Real da Anplitude de Deslocanento na Extreni dade(m)

° 0 5 10 15 20 25 30 35 40
w wres(wr es=52, 66 s-1)
Figura 6.8. Parte real do deslocanento ponto A
Barra Engastada sob Movi mentacao de Base

| | 5 Il

Sem anort eci ment o

- @ -Anortecido(d=0,01)

T | —=o -Anorteci do(d=0, 05)

i l h —x -Anorteci do(d=0, 025)

Parte Real da Anplitude de Desl ocanento na
Extrem'éiade(n’)

0 5 10 15 20 25 30 35 40
w wres(w es=52, 66 s-1)

Figura 6.9. Parte real do deslocanento ponto A
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Frequénci a Parte Real Parte | magi naria
100 -1,1974488118 0, 0026726689
200 -1,4718046720 -0, 0016017559
300 5, 3560613038 -0, 0286184478
400 1,2115730818 -0,0017178282
500 1,1115185916 -0, 0010945032
600 2,1934215950 0, 0011406725
700 -4, 6500847010 0, 0323956075
800 -1, 3126530048 0, 0041828691
900 -1,0683452163 0, 0030871720
1000 -1, 4698209291 0, 0036254582
1100 -7,9657258105 - 0, 0592697503
1200 2,0643227887 -0, 0177757500
1300 1,1129829586 -0, 0078204032
1400 1, 0478497380 -0, 0067045224
1500 1,5812924328 -0, 0079150756
1600 17, 7150050672 0, 6999850288
1700 -1,7987015283 0, 0283117124

Tabel a 6.5. Resul t ados:

Da figura (6.8),
obtidos por este trabalho e a curva de conparacgao obtida
por Doni nguez!?®,
resol ugdo do problema. A curva de conparacédo foi

22 el enentos

observa-se diferenca entre os

utilizaram 56(figura 6.7).

Da anal i se

apl i cacao(tabel a
condi ci onanment o
processo de Gauss com pivotanmente funcionou apenas para

al guns si st emas
6. 6),

pode- se

Desl ocanento diregédo y. Ponto A

devido a adocdo de diferentes mal has na

enquanto o0s resultados deste trabalho

ori gi nados desta

verificar 0

sistemas resultantes, visto que

tolerancias da ordem de 1x10%°,

respostas foram boas.
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Tenpo de Resol ucédo/ Ninero de |teracdes

Freq. GS GPC GhCPJ GhREPJ
100 28, 45 64, 32 50,15/ 162 62,12/ 324
200 28, 46 64, 43 51,69/ 167 65,14/ 340
300 28, 45 64, 43 51,68/ 167 69,92/ 365
400 28, 39 64, 48 54,16/ 175 76,62/ 400
500 28, 45 64, 54 49,49/ 160 61,9/ 323
600 28,4 64, 49 49,22/ 159 73,93/ 386
700 28, 45 64, 48 53,22/ 172 85,95/ 449
800 28, 39 64, 48 49,55/ 160 65,37/ 341
900 28, 45 64, 48 47,35/ 153 65,14/ 340
1000 28,4 64, 53 49,49/ 160 67,28/ 351
1100 28, 46 64, 48 52,62/ 170 87,11/ 455
1200 28, 4 64, 48 57,83/ 187 86, 79/ 453
1300 28,4 64, 54 52,02/ 168 87,17/ 455
1400 28,4 64, 53 49,21/ 159 65,91/ 344
1500 28, 45 64, 53 50,75/ 164 65,09/ 340
1600 28, 45 64, 53 55,97/ 181 80,08/ 418
1700 28, 45 64, 54 51,35/ 166 68,99/ 360

Tabel a 6. 6. Tenpo(s) de resolucdo sistemas: Aplicacdo 6. 3.

6. 5 BARRA SOB CARREGAMENTO DE HEAVI S| DE

Ura barra prismiatica engastada, de largura igual a 1,
altura igual a 2 e conprinento 4, é subnetida a uma forca
constante, em sua extrem dade livre, aplicada subitamente e
mantida constante indefinidamente. Os resultados obtidos
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através da transformada de Fourier para 32 divisdes de
tenpo sdo nostrados nas figuras (6.11) e (6.12). A
geonetria e discretizacdo do problenma podem ser vistas na
figura (6.10).

El=1, 16E+07 Pa
v1=0, 00 Ponto B
p1=2 kg/ n8B

Ponto A

2.

pO

S
R Yy

hN

Figura 6.10. Barra sob carreganento constante
6 el enmentos, 20 ndés.

Consi der ando-se que foram utilizados apenas 32 subdivi sdes
do periodo de analise do problema(consequentenente 32
par anetros de Fourier) os resultados de desl ocanment os podem
ser considerados bons, conforme visto na figura (6.11). As
tensdes obtidas na regi @0 do engaste tiveram erros naiores
em relacdo a solucdo analitica, se conparadas aos
desl ocanentos(figura 6.12). Isto se deve ao fato de haver
maior dificuldade na reconstituicdo das tensbes de
contorno, as quais, por exenplo, apresentam saltos no
tenmpo, o que leva a umacurmul o de erro na sua obtencéo.
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Barra Engastada sob Carreganento Constante
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Barra Engastada sob Carreganento Constante
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Figura 6.12. Tensd@o direcédo y.
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6. 6 FUNDACAO Ri G DA

Um bl oco rigido apoiado em uma camada infinita de solo é
subnetido a um carregamento uniforme de 4,00x10* N e
anal i sado para varios valores de frequéncia. O bloco tem
altura de 0,76 m e possui base quadrada de 1,52 m As
propi edades do bl oco sdo: nbdul o de el asticidade igual a 25
GPa, poisson 0,00 e massa especifica de 2500 kg/nt. O solo
possui modul o de el asticidade 20 Ma, poisson 0,35 e nassa
especifica 1800 kg/ nt.

Bl oco

E=25, 0E+09 Pa p0=4, 00E+6 N
v=0, 00 l
p=2500 kg/ 8

7 1,52 m 7

0,76 m
k=

- e - e

- e - e

5,00 m

_———— —— —— _———— —— ——

S S
Sol o:
E=2, 00E+08 Pa

30,00 m 30,00 m v=0, 35
« / p=1800 kg/ n8

Figura 6.13. Fundacdo Rigida: 52 elem, 416 nos.

O problema foi resolvido através de el ementos parabdlicos
de 8 no6s, comob visto na figura (6.13). O bloco foi
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di scretizado em 16 elenentos, o solo em 36 com mais 36
el enent os encl osi ng. Val or es da parte real dos
desl ocanentos verticais para pontos em varias profundi dades
sdo nostrados na figura (6.13), para alguns valores de

frequénci a.

Fundacdo Ri gi da

Desl ocanment o(m)

— -0 — w=800

-0,03

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
Pr of undi dade(m)

Figura 6.14. Parte real deslocanento vertical. Eixo z.

6. 7 FUNDACAO FLEXi VEL

A nesma geonetria e carreganento do problena anterior ¢é
utilizada para a analise de um bloco flexivel de
propri edades: nmddulo de elasticidade igual a 25 WMa,
poisson 0,00 e massa especifica de 2500 kg/nf. O solo
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possui as mnesmas propriedades dadas anteriornente. Os

resul tados foram pl otados na figura (6.15).

Fundacgao Fl exi vel

II L] \ 7 \
. N " / N
Vol 1 I ’
a N [ ! N o o N\
S L (VAN A /
o ’l‘ \ o BN ~a ’
N : | \ ’ / bl
N .I,‘ \ [ , N / P ~
! 1 \ B, . / ~
\ \ ") A . ..B \ / \ 1 / JUPES cEEETIS
I . ' . P / :
- \ ol - i & R -t / &
= I < & e - — -+
& 2 13 4 5\ eV 8 o V-l %l 4
3 ! ! \ . S e e 7 ;
Z v \ N
,2 AN h - A\ \ J
B N [ \ SN Lo !
s o N P! N KA JERENN
g 3 N A /
% S . / L / \ / —e—w=0
8 ' Y v \ !
. \ /
\ Lol & \ _
i ! / — —— w=200
Vi : \ /
N ‘ \ / _
o Ay \ , -0 --w=400
Z 7777777 oo oo oo L AN R
I
‘ I N — & - W=600
|
|
1 — -0 — w=900
I
[} 1
°© L
S

Pr of undi dade(m)

Figura 6.15. Parte real deslocanento vertical. Eixo z.

As figuras (6.14) e (6.15) apresentam os resultados, para o
caso da fundacdo flexivel e rigida respectivanente, em
pontos pertencentes ao sol o, em funcdo de varias
frequéncias de carreganento. Nestes casos, a solucdo pode
estar um pouco conpronetida, uma vez que a nal ha adotada
para a resolucdo de tais problemas(fig. 6.13), devido a
[imtacdo de equipanento, foi bastante pobre. Esta
observacao é nais significante no caso da fundacédo rigida,
uma vez que existe uma singularidade na distribuicdo das

tensdes nos cantos do bl oco(fig. 6.16).
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Pont os de singul ari dade

Fundacéao fl exi vel Fundacédo rigi da

Figura 6.16. Distribuicédo de Tensbes no sol o.

6. 8 ACOPLAMVENTO ESTRUTURA- SOLO- ESTRUTURA

Nesta aplicacdo analisa-se a solucdo para pontos no
interior da camada sem -infinita de solo, ao |Iongo do eixo
z da figura (6.17), para o caso de dois blocos rigidos sob
carreganent o senoil dal dado por

p(t)= Po/ 2xsen(0, 628t), Po/ 2=2, 00x10* N (6.1)

Cs bl ocos foram discretizados em 6 elenmentos e o solo em
apenas 19 elenmentos com 21 enclosing, todos eles
par abdlicos de 8 nos, conforme figura(6.17). Gs resultados
sdo apresentados, para neio periodo de carreganento apenas,
na figura(6.18). Convém observar que a mal ha adotada para a
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resolucdo deste problema €& bastante pobre, podendo

prejudi car a solucdo, dada pela figura (6.18).

pO/ 2=2, 0E+6 N

3
.

Bl ocos:

E=25, OE+08 Pa
0

v=0, 0

v A :
o2 ) pe2500 ko/m8 ,

m

o,

5,00 m

Sol o:

30,00 m 30,00 m
x/ E=2, 00E+08 Pa
v=0, 35

p=1800 kg/ 8
Figura 6.17. Acoplanento sol o-estrutura: 33 elem, 314 noés.

Fundacdo sob Carreganento Senoi dal

0,00 0,50 1,00 1,50 2,00 2,50 3,00 3,50 4,00 4,50
8
= } .
S A - |
- TTm— - '
. - -
e T == T2
) = . ~vo_
- . -
3 - i
s 5 Pl ' '
© S I I N U Y SRR LR LT NI A~ -Tai.io LIl g - - s s e e
s ;E __________ et A Ao A
2 - ' '
© \f ~. o ' '
= = - - . e
g o ~ R ‘ T
8 A ~ - -7 - T T =TT T Tt T T
S < ~e- . _ —- " X
- T e T T ' -
% —m-d=1,0m [>.._ ‘ e
RREN ' e
. -
- ~o e
8 A-od=2.0m o R _x
S e g
' —-d=3,0 m *
—X—d=4,0 m

-0,004

Tenpo(s)

Figura 6.18. Deslocanento vertical no solo. Eixo z.
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6. 9 ACOPLAMENTO SOLO- SOLO- ESTRUTURA

Anal i sa-se neste exenpl o, a sol ugéao par a pont 0s
pertencentes as camadas finita e sem-infinita de solo, ao
longo do eixo z da figura (6.19), sob o carreganmento dado
pela eq. (6.1), onde agora P=4, 00x10* N. A geonetria e
di scretizacdo deste problema s&o apresentados na figura
(6.19), onde o bloco foi discretizado em 16 el enentos, as
camadas de solo finita e infinita em40 e 4, com 256 e 288
el enent os encl osi ng, respectivanente. Os resultados obtidos

sdo plotados na figura (6.20).

Bl oco: p0=4, OE+6 N

E=25, OE+08 Pa
0

v=0, O ‘
p=2500 kg/ 8 l ‘|‘|||| \ o
V4 44
3 1 (AT

0,76 m

Solo x| e . ; 4 y
E=1, 50E+08 Pa
v=0, 375 %

p=1300 kg/r8 7| L T ] ) }/

5,00 m

Sol o 2:

5,00 m
)
:
\
?
|
%
d
\
\
{
\
\
74
9

E=2, 00E+08 Pa
v=0, 35 <X CK K AKX KKK KKK e
p=1800 kg/n8

30,00 m 30,00 m

Figura 6.19. Acoplanento sol o-sol o-estrutura.
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Fundacdo sob Carreganmento Senoi dal

0,00 0,50 1,00 1,50 2,00 2,50 3,00 3,50 4,00 4,50
0 .
x ' X
-0,005 + - - .~ s o .l BUEEIEN
N So Tl ‘ T T,
RN T —eak e - Pt
. = ... | _ - -1 .
L L I N o I TS e S T
— ' \ AN ' ' [ /(
< <
o \\ A ' R R ’/
— N " ' 7
et N ’
g | \\\ \ ”"":' R : ///
0 00151 - - - - S - - - N\C - - - S L Ll
£ ‘ o
o ~o | >
° SO ///
& 002 e
——d=0,0 m
—a—-d=1,0m
--&--d=2,0 m . i i
00257 ) e gmmom [T T T TN oo coT ST T
—%—d=4,0 m
-0,03
Tenpo(s)

Figura 6.20. Deslocanmento vertical no solo. Eixo z.

6. 10 BARRA SOB CARREGAMENTO AXI AL SENO DAL

Trés problemas envolvendo uma barra prismitica engastada
sob carreganento senoidal com anplitude de 1KN e frequénci a
de 0,628 s'!, foram aqui consi derados.

Prineiranente se consi derou uma barra honogénea,
di scretizada com 18 elenentos parabdlicos e geonetria
idéntica a barra do problema 6.5. Considerou-se tanbém o
caso de uma barra com geonetria senelhante a prineira e
propri edades fisicas apresentas na figura (6.21). Por fim
a nesma barra do problema 6.5 foi dividida em trés
subregi 6es, cujas propriedades sao apresentadas tanbém na

fig. (6.21).
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Gs resultados obtidos, para deslocanmento axi al na
extrem dade das barras sdo nostrados nas figuras (6.22),
(6.23) e (6.24) para a barra honpbgénea, com duas e trés
subregi des, respectivanente. A tabela 6.7 apresenta tenpos
de resolucdo dos sistemas resultantes da resolucdo do
problema da barra com trés subregi des, para o solver de
gradi ente biconjugado precondi ci onado. E feita umm
conparacdo entre algoritnos que wutilizam técnicas de
el i m nacdo de operacdes sobre os blocos nulos das matrizes
dos sistemas acoplado, conforme visto no item 3.5 e
al goritnos que fazem operagdes sobre estes bl ocos.

El=1, 16E+07 Pa E1=2, 32E+07 Pa
v1=0, 00 v1=0, 00
p1=2 kg/ nB p1=2 kg/ nB8
°© E2=1, 16E+0°
~ T v2=0, 00
’ o p2=2 kg/ nB
IR o =
po .
' is icllh po
2 : A
o e Sk i
l ii\ o
dill
I

o
<
\/{
/0<
L
Q

o
\I1511:=01,0106E+07 Fa \';522::00'0508E+07 o B30, SBE+07 Pa

=0, ) v3=0, 00
p1=2 kg/ nB p2=2 kg/ n8 p3=2 kg/ n8

Figura 6.21. Barra sob carreganento axial senoi dal
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Barra sob Carreganmento Axial Senoi dal

<
o
]
0w
—o—barra
homogénea
T
T 7N Analitica
© ]
T w
£ o
[
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©
c
s 8
X W
2 [
o
€
g
©
o
o
7
& 3
]
o
<
o
i
a . R 3 4 5 6 7 8 9 10

Tenpo('s)

Figura 6.22. Deslocanento na extrem dade. Barra honpogénea

Barra sob Carregamento Axial Senoidal

5,E-04

—a— Barra com duas subregides

,,,,,,, Analitica

2,E-04

Desl ocanent o Axi al na extreni dade(m
-5,E-05

-3,E-04

-6, E-04

Tenpo(s)

Figura 6.23. Deslocanento na extrem dade. Duas regi 8es.
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Barra sob Carregamento Axial Senoi dal

5, E-04

—a&— Barra com trés subregides

....... Analitica

2,E-04

Desl ocanento Axial na extrem dade(n)
-5,E-05

-3,E-04

-6, E-04

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Tenpo(s)

Figura 6.24. Deslocanento na extrem dade. Trés regi des.

Gs resultados obtidos, para deslocamento axi al da
extrem dade livre da barra honogénea(fig. 6.22), estdo de
acordo com a solucado analitica, obtida a partir da teoria
de barras prismaticas. No segundo probl ena analisado, a
figura (6.23) nostra uma boa aproxinmagdo dos resultados
tedricos. No ultino problema desta aplicacdo, a barra, sob
o mesno carreganmento externo, dividida em trés subregi des
di stintas, os resultados nostrados na figura (6.24), mis
uma vez nostram uma conform dade com os val ores teoricos.
Neste exenplo, procurou-se conparar a eficiéncia dos
solvers iterativos com técnicas que elimnam operagcdes com
bl ocos nulos, em relacdo aos nesnos solvers, que operam
sobre bl ocos nulos. Pode-se concluir, da tabela 6.7, que
consegue-se uma nel hora bastante significativa(cerca de
509 ao se adotar processos para elimnar operacdes sobre
zeros, justificando a inplenentacdo de tais técnicas no
caso de probl emas de acopl anent o.
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Lanczos Precondi ci onado Lanczos Real Equival ente
Precondi ci onado

Freq. Sem zer os Com zer os Freq. Sem zer os Com zer os
Tenpo / Iter| Tenpo [/ lter Tenpo / Iter| Tenpo / lIter
0, 00| 116, 44 | 430|250, 46 / 500 0,00 86,24/ 401|133,58/ 498
0, 63| 127,81 / 472|238,48 | 476 0, 63114, 74/ 680(227,83/ 655
1,26|128,31 / 474 232 | 463 1,26|111,61/ 650/217,67/ 637
1,88| 125,61 / 464|230,47 |/ 460 1,88| 120,5/ 676| 226,4/ 688
2,51 114,3 | 422|211,95 / 423 2,51/109,63/ 665(222,66/ 625
3,14/ 125,62 /| 464|233,49 / 466 3,14(114,41/ 673|225,36/ 653
3,77(124,57 | 460|231,51 / 462 3,77(116,88/ 725(242,71/ 667
4,40/ 121,61 / 449|/232,01 / 463 4,40(112,11/ 717|240,19/ 640
5,03 124,02 / 458|229,43 /| 458 5,03(117,76/ 737(246,83/ 672
5,65/ 128,91 / 476/238,49 /| 476 5,65(118,97/ 694(/232,39/ 679
6,28/ 111,61 / 412|232,99 / 465 6, 28/130, 78/ 865(289,68/ 746
6,91/ 112,87 / 417/227,99 / 455 6,91(117,21/ 693(232,07/ 669
7,54/123,42 | 456|229,97 / 459 7,54(/123,09/ 705(236,07/ 703
8,17/112,65 / 416|228,49 / 456 8,17(127,54/ 767|256,78/ 728
8,80 128,8 / 476/229,97 /| 459 8,80(125,28/ 702(235,03/ 715
9,42\ 111,56 / 412(231,02 / 461 9,42|129,08/ 712(238,32/ 737
10,05|122,92 / 454|208,99 / 417||10,05 151,15/ 695/232,67/ 863
10, 68| 119, 68 / 442/ 204,98 / 409|]| 10, 68|151,49/ 865(289,56/ 865
11,31|122,93 / 454|228,49 /| 456|| 11,31|124,08/ 748|250,46/ 708
11,94|132,65 / 490 227,5 / 454]] 11,94(121,82/ 765|256,12/ 695
12,57|122,65 | 453|229,47 | 458|| 12,57|145,61/ 788|263,86/ 831
13,19| 111,55 / 412|211,52 / 422|]| 13,19(125,23/ 806(269,79/ 715

2670, 5 5019, 7 2695, 2 5266

Tabela 6.7. Conparacao entre tenpos, em segundos, de resol ucao
de sistemas |lineares, entre algoritnmo de Lanczos

com el i m nacdo de operacfes sobre zeros e sem
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CAPI TULO VI | — CONCLUSGES

No presente trabal ho desenvol veu-se um procedi nrento para a
anal i se nuneéri ca de pr obl emas tridi nensionais
est aci onari os, baseado na transformacdo do probl enma tenpo-
dependent e em um equi val ente, no doninio da frequéncia. Um
vez que a inplenentacdo deste ultinp pode ser facilnente
derivada de um algoritno fornmulado para a resolucdo de
probl emas estaticos, tornou-se possivel resolver problenmas
estacionarios gerais, sob carreganento periddico ou néao,
com unma consi deravel facilidade, inclusive no que se refere
a inplementacdo de anortecinento viscoso do naterial

caracteristica inportante na analise de problemas de

iteracdo sol o-estrutura

Um técnica que pernmitisse o acoplanento entre varias
subregi des de contorno foi elaborada, permtindo-se a
analise de problemas tridinmensionais de rmultidonnios
acopl ados, tais conmp problemas de acoplanento entre sol o-
estrutura com camada sem -infinita ou finita de solo, conp

visto no capitulo anterior.

A fimde verificar a eficiéncia dos solvers iterativos em
rel acdo aos diretos, procedeu-se a adaptacdo dos diversos
solvers, tanto diretos quanto iterativos, ao sistenas
conpl exos resultante do acopl anment o mul ti dom ni o.
Consi derou-se tanbém a possibilidade de substituir este
sistema conplexo resultante, por um sistema rea
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equi val ente, cuja ordem seria o dobro do prineiro, mas com
a vantagem de operar apenas sobre nunmeros reais. Conp este
sistema gera matrizes contendo una grande quantidade de
bl ocos nulos, tornou-se necessario a elaboracdo de um
algoritno que nédo operasse sobre estes blocos nulos. Tal
algoritno foi inplenmentado apenas nos solvers iterativos,
visto que estes efetuam apenas operacdes de nultiplicacao
coma matriz do sistema, permanecendo a forma da matriz do
si stema acopl ado inalterada. J& no caso dos diretos, com ou
sem pivotanento, as operagbes na matriz conduzem a um
procedi nrento bem mais conplexo o qual n&o foi abordado
neste trabal ho.

Com o objetivo de validar os procedi nentos aci na descritos,
foram anal i sados vari os problemas tridinmensionais, conforne
visto no capitulo anterior. No que diz respeito a analise
de eficiéncia dos solvers, cabe ressaltar que os resultados
de tenpos obtidos para resolucdo dos sistemas al gébricos
ndo sao inteiranente confiveis, uma vez que, para um NMesnmo
sistema, ocorreram variacdes consideraveis na obtencao
destes tenpos. Menciona-se ultinmnente, que neste trabal ho
desenvol veu-se uma inportante e geral ferranenta de analise
no doninio da frequéncia de problemas tridinensionais via o
Met odo dos El enment os de Contorno com uma consi deragdo de um
nuner o genérico de substrut ur as, cuj a efi ci énci a,
principalmente no que tange a aplicacdo dos solvers
iterativos, ainda precisa ser nelhor verificada a luz de
nodel os mai s adequadanent e estabel eci dos para os probl enas
em questdo, de nopdo que a observacdo do desenpenho dos
sol vers possa ser nelhor realcada. Que se considere, que
para a maioria dos problemas analisados, os nodelos 3D, os
guai s estdo ainda nmais associados a sistemas conplexos em

dupl a precisdo, foramfortenmente restringi dos emvirtude da
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capaci dade de nendria dos conputadores disponiveis na
i nstituicao. Tanmbém as limtacdes de velocidade de
processanent o dos equi pamentos i npedirama realizagdo de um
mai or nunero de analises, por exenplo considerando-se um
mai or nunero de frequéncias, de nodo que tanbém a
eficiéncia do algoritno de analise no dom nio transfornado

pudesse ser mel hor avali ada.
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