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Resumo

O principal objetivo desta tese é explorar o papel das interacoes nucleares du-
rante o universo primordial. Para tanto, importamos para a cosmologia um forma-
lismo da mecanica estatistica de equilibrio baseado em sistemas interagentes rela-
tivisticos. A partir deste formalismo e utilizando uma abordagem fenomenolégica
das interacoes nucleares, construimos equacgoes de estado cosmoldgicas constituidas
de fotons, léptons e hadrons interagentes, e aplicamos estas equagoes no modelo
padrao da cosmologia.

Supondo certas extrapolacoes, as equacoes de estado propostas sao capazes de
gerar um regime de expansao acelerada primordial (inflagdo) conectado continua-
mente com a era da radiagao existente durante a nuclessintese. Este periodo infla-
cionario é suficientemente intenso para resolver os problemas de planura e horizonte,
permitindo também uma explicacao natural de porque o universo esta se expandindo.
Contudo, devemos ressaltar que todos estes resultados sao obtidos apenas para um
universo simétrico de matéria e antimatéria.

Resumidamente falando, o trabalho realizado sugere que os processos de in-
teracao nuclear sao importantes para a evolucao do universo primordial podendo
inclusive ser os responsaveis pelo periodo inflacionario.

De uma perspectiva mais ampla, esta tese também tem por objetivo estabele-
cer um procedimento formal capaz de incluir termos de interagao como fonte de
gravitagao na cosmologia. Este procedimento é baseado na teoria de ensembles da
mecanica estatistica, e em principio pode ser aplicado sempre que o fluido césmico

estiver em equilibrio termodinamico.

Palavras Chaves: cosmologia; equacoes de estado; interacao forte; sistemas es-

tatisticos com interacao; hadrons.

Areas do conhecimento:1.05.01.03-7.
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Abstract

The main purpose of this thesis is to explore the role of the nuclear interactions
during the early universe. For that, we import to cosmology an equilibrium sta-
tistical mechanics formalism based for relativistic interacting systems. Using this
formalism and a phenomenological approach of the nuclear interactions, we built
cosmological equations of state including photons, leptons and interacting hadrons
and apply them to the cosmological standard model.

Supposing certain extrapolations, the proposed equations of state are able to
produce a primordial acceleration (inflation) continually linked with the radiation
era present during the nucleosynthesis. This inflationary period is effective enough
to solve the flatness and horizon problems, and it still allows a natural explanation
for why the universe is expanding. However, we must stress that all these results
are obtained only for a matter-antimatter symmetric universe.

The research made suggest that the nuclear interactions are important for the
early universe evolution and it might be the responsible for the inflationary period.

This thesis has also the purpose of establishing a formal procedure able to include
interaction terms as sources of gravitation in cosmology. This procedure is based
in the ensemble theory of statistical mechanics, and can in principle be applied

whenever the cosmic fluid is in thermodynamical equilibrium.
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Introducao

Até o presente momento, o maior sucesso da cosmologia se deve ao desenvolvi-
mento do chamado modelo padrao do Big Bang. Como se sabe, este modelo foi
estabelecido com base em dois principios condizentes com as observacoes em larga
escala do universo: o principio cosmoldgico, que postula que o universo é espacial-
mente homogéneo e isotropico, e o principio de tempo universal que admite para a
variedade M quadridimensional do espago-tempo uma topologia de produto direto
M = R X 5, e que permite a ado¢do de um tempo cosmolégico para a folheacao
da variedade M [1, 2]. Baseado nestes dois principios constréi-se um elemento de
linha conhecido como intervalo de Friedmann-Robertson-Walker (FRW) [3], [4]. Por
outro lado, os termos de fonte na cosmologia podem ser simulados satisfatoriamente
através do tensor energia-momento de um fluido perfeito. Entao, através da equagao
de Einstein é possivel derivar duas equagoes de movimento (equagoes de Friedmann)
para a cosmologia. Estas duas equacoes, juntamente com uma equagao que relaciona
a pressao p com a densidade de energia p, sao capazes de descrever a evolugao do
universo por completo.

A relacao entre p e p pode ser obtida diretamente através de uma equacdao de
estado (EoS) tipo p(p), ou indiretamente, quando p e p sdo obtidas através de funcoes
conhecidas como funcoes de distribuicao. E bastante razodvel supor também que
esta relacao possa ser determinada pelas varias abordagens da mecanica estatistica

Pode-se dividir a mecanica estatistica em duas dreas bem definidas [5]: ME
no equilibrio*, cuja abordagem se d&, por exemplo, via ensembles; e ME fora
do equilibrio, caracterizada por funcgoes de distribuicdo que geram, por exemplo,
equacgoes cinéticas, como as equacoes de Boltzmann e Vlassov-Landau. E impor-
tante ressaltar que, enquanto as funcoes de distribuicao podem descrever sistemas
estatisticos dentro e fora do equilibrio, a teoria dos ensembles, cujos entes funda-
mentais sao as fungoes de particao, sé existe para sistemas em equilibrio.

Em diferentes situagoes a cosmologia se vale de ambas as abordagens da ME. Por

*Entende-se por equilibrio o conceito de equilibrio termodinamico, onde se pode definir a

grandeza temperatura.
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exemplo: equagoes de estado obtidas via funcao de particao sao usadas para des-
crever o modelo AC DM, os periodos dominados pela radiacao ou pela matéria, etc.
6, 7]; j& as funcoes de distibuigdo determinadas através da equacao de Boltzmann
sao utilizadas nos modelos cosmoldgicos perturbativos relacionados diretamente com
as anisotropias na radiacao césmica de fundo e com o processo de formacao de es-
truturas [8].

Porém, na imensa maioria dos casos, os modelos cosmoldgicos levam em conta
apenas termos cinéticos, esquecendo-se dos chamados termos dinamicos referentes ao
processo de interacao entre os constituintes. De fato, a cosmologia padrao (sem levar
em conta os tratamentos perturbativos) apresenta uma descrigao dos constituintes
do universo na qual as interagoes tém o papel somente de produzir novas particulas
e termalizar o sistema [1, 6, 9]. J& a cosmologia moderna (perturbativa) introduz
os termos de interacao através da determinacao de funcoes de distribuicao com o
uso da equagao de Boltzmann [8]. Porém, mesmo nesta abordagem perturbativa, a
interacao é computada de forma demasiadamente parcial, uma vez que a defini¢ao
usual do tensor energia momento através das funcoes de distribuicao determina
apenas termos cinematicos da fungao pressao [10, 11]. Portanto, podemos afirmar de
forma contundente que, salvo poucas excessoes [12, 13], a “cosmologia atual nao
leva em conta, como fonte direta de gravitacao, termos de interacao”.

Antes de comecar a discussao sobre a real necessidade da inclusao dos termos
dinamicos na cosmologia, é importante definir quando se pode utilizar, para o fluido
cHésmico, a abordagem em equilibrio da ME.

O grande problema que enfrentamos na questao do equilibrio é que, segundo o

modelo padrao baseado na métrica de FRWT,

dr?
1 — kr?

o fluido césmico esté se expandindo.

ds* = dt* — a*(t) +r2d0* + r?sen*0d¢? | | (0.1)

Porém, durante o universo primordial, as taxas de reacao entre os vérios consti-
tuintes presentes sao muito maiores que a taxa de expansao do universo. Neste caso
podemos nos valer do conceito termodinamico de expansao quasi-estdtica e tratar o
fluido césmico como estando em equilibrio. Trataremos esta questao de forma mais
aprofundada no capitulo 1.

Conforme a temperatura vai diminuido as componentes do fluido césmico vao
se desacoplando [9, 8]. Surge entao a seguinte pergunta: uma vez que uma dada
componente separa-se do resto do fluido, sera que a condigao de equilibrio para esta

componente permanece valida? Através das funcoes de distribuicao, podemos colo-

TVia de regra adotaremos h = ¢ = 1.
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car a questao anterior de forma muito mais precisa. Supondo que a componente
desacoplada nao tenha auto-interacao, sera que existe em geral uma funcao de dis-
tribuicdo de equilibrio valida no espaco plano em expansao?* A resposta para esta
pergunta é nao [14]. Provar esta afirmacdo néo é trivial, mas ela estd ligada ao
fato de nao termos vetores de Killing tipo tempo espacialmente constantes em FRW
plano [11].

Porém, para certas situacoes limite, como nos casos de componentes ultra-
relativisticas e nao-relativisticas, é possivel construir fungoes de distribuicao no
equilibrio para o espago em expansao.

Veja-se que, desde o universo primordial, as particulas “estaveis” que se de-
sacoplam sao ultrarelativisticas (f6tons e neutrinos) ou nao relativisticas (matéria
bariénica e escura®), e permanecem neste estado até os dias de hoje. Portanto, é
licito tratéd-las via a abordagem da ME no equilibrio.

Concluimos entao que o fluido césmico usual, dentro do modelo do Big Bang pode
ser sempre tratado nas condigoes de equilibrio termodinamico, e que o tratamento
fora do equilibrio é necessario somente para a cosmologia perturbativa.

Voltemos agora para a discussao da inclusao dos termos de interagao como fonte
de gravitacao.

Qualitativamente, podemos separar o fluido césmico completo em trés compo-
nentes distintas: uma parte cinética T, relacionada com velocidades, uma parte
dinamica V', relacionada com interagoes e uma parte massiva M, relacionada com
as massas de repouso dos constituintes. Deste modo, a condicao necessaria para
que a interagao entre os constituintes seja uma fonte de gravitagao relevante para a

cosmologia é,

V(At) > T(AL) + M(AL), (0.2)

onde At representa um determinado periodo cosmoldgico.

Como cada periodo apresenta caracteristicas distintas (principalmente no que se
refere a interagdes), vamos nos limitar a discutir apenas dois periodos cosmolégicos:
universo recente, onde z < 20, e universo pré-nucleossintese (Pns), onde kT 2 20
MeV ou z 2 10'2.

Das vérias componentes do universo recente (f6tons, matéria nao-relativistica,
etc), uma das mais importantes para sua evolu¢do é a matéria nao-relativistica.

De fato, no momento atual (z = 0) a massa de repouso Myg desta componente

iDevido aos dados cosmolégicos mais recentes, vamos supor durante toda a tese que k = 0.
$Estamos considerando que a matéria escura ja era ndo relativistica no perfodo do seu

desacoplamento.
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corresponde a aproximadamente 30% do contetido total do universo [15], e con-
forme recuamos para o passado ela se torna cada vez mais relevante [16]. E im-
portante notarmos que a matéria nao-relativistica possui uma interacao Vyg (in-
teragao gravitacional Newtoniana), responsavel pela formagao e evolucao das estru-
turas do universo, e que os dados experimentais indicam um aumento na relevancia
desta interacao conforme z diminui (as estruturas estao crescendo) [17]. Como o
termo cinético Ty ¢ completamente desprezivel quando comparado com Myg, a
importancia da interacao gravitacional local Vg para a cosmologia pode ser deter-
minada através da comparacao entre Mygr e Vyg. Nao pretendemos responder a
esta questao nesta tese, porém vamos explicitar trés principais efeitos que controlam

a efetividade de Vyg.

1. Conforme o fator de escala a(t) aumenta, a distancia de interacao d = a(t)r
(onde r é a distancia comével) também o faz, diminuido assim a contribuicao

cosmoldgica de Vyg.

2. Em periodo de expansao desacelerada (acelerada), o horizonte comédvel au-
menta (diminui), aumentando (diminuindo) a participagdo césmica da in-

teragao gravitacional local.

3. Conforme o universo evolui, os constituintes basicos do fluido césmico se al-
teram, passando por estdgios como os de particulas fundamentais (nucleons,

etc.), nuvens de hidrogénio, galdxias e aglomerados de galdxias.

Lembrando que a interagao gravitacional Newtoniana ¢ uma interacao de longo
alcance, é de se pensar se ela de fato contribuira como fonte de gravitacao para o
universo atual.

No universo Pns, a alta temperatura do fluido césmico garante a existéncia de
uma grande quantidade de particulas (v, v, 7, K, etc.), sendo que a grande maioria
destas particulas interage entre si¥. Entdo, a pergunta a se fazer é: os vérios proces-
sos de interacao sao de fato importantes para a producao de gravitacao no periodo
Pns? Este tipo de andlise é relativamente complexo, pois o fluido deve ser anali-
sado como um todo. Lembremos que os termos de interacao podem ser positivos ou
negativos, dependendo do tipo de interagao (repulsiva ou atrativa) e pode haver can-
celamentos globais. Apesar disto, resultados recentes do RHIC (Relativistic Heavy
Ion Collider) [18], indicam que um fluido a altissimas temperaturas (poucas cen-
tenas de MeV') possui uma forte interacdo nuclear entre seus constituintes, sendo

inclusive capaz de gerar um estado tipo “liquido” para a matéria hadronica CGC

Y0 grau e o tipo de interacio variam para cada espécie.
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(Color Glass Condensate) [19]. Do ponto de vista da QCD, este sistema é constitu-
ido basicamente por trés quarks (u, d, s) e gluons, e nessa faixa de energia a interacao
forte entre estes quarks supera em muito as suas energias cinéticas e de repouso.
Portanto, para os quarks vale a relacao V,(Atp,s) > Ty (Atpps) + My (Atp,s). Ainda
assim, o fluido césmico apresenta outras espécies que devem ser computadas para
que o critério dado em (0.2) possa ser aplicado. O objetivo central desta tese ¢é
desenvolver uma EoS realista, que leve em conta os termos de interacao relevantes
para o periodo Pns, e explorar suas consequéncias para a cosmologia do universo
primordial.

A organizacao geral da tese é a seguinte: no primeiro capitulo daremos uma
descrigao geral do universo primordial tal qual aparece nos livros textos usuais. Em
particular, explicitaremos a idéia abstrata de inflacao e suas consequéncias mais
imediatas. O segundo capitulo é dedicado a construcao geral da teoria de sistemas
estatisticos interagentes em equilibrio. Neste capitulo mostraremos como associar a
parte dinamica de uma EoS a matriz S de um dado sistema. A ligacao da matriz
S com a teoria do espalhamento e o problema estatistico de dois corpos ¢é discutida
no terceiro capitulo. Mostraremos neste capitulo como escrever a interacao entre
dois corpos em termos das fungoes defasagens. No capitulo 4 serao apresentados as
caracteristicas gerais da interagao forte e suas particulas (hadrons), no regime de
baixas energias. Daremos énfase especial a abordagem experimental da interagao
hadroénica, via defasagens. A construcao da EoS para o universo primordial, bem
como suas consequéncias cosmologicas, sao apresentadas no quinto capitulo. Neste
capitulo, discutiremos também a validade da EoS proposta, e a possibilidade de um
regime inflacionério alavancado pelos efeitos de interagao. Os resultados finais sao
resumidos no sexto e ultimo capitulo, sendo as conclusoes da tese apresentadas no
final.



Capitulo 1

Universo Primordial Ideal

Neste capitulo, apresentaremos as caracteristicas gerais do modelo do Big Bang,
dando um maior enfoque ao universo primordial tal qual aparece nos livros textos
usuais [1, 6, 8, 9, 20]. Estamos interessados em estabelecer o contetido de particula
do fluido césmico, e em como ocorre o processo de termalizacao deste fluido. Abor-

daremos também alguns tépicos relacionados ao periodo inflacionario.

1.1 Introducao ao modelo cosmolégico padrao

O objetivo da cosmologia é o de descrever o universo e sua evolugao. Um conceito
preliminar importante para a cosmologia é que o universo, fisicamente falando, re-
presenta o todo material, ou seja, ele nao tem fronteiras e portanto nao é possivel
“sair” do universo. Dito isso, o universo pode ser tratado como um sistema fisico
isolado, cuja evolucao é determinada através de interacoes entre suas partes.

Das quatro interagoes fundamentais existentes, a mais importante para a cos-
mologia ¢ a interacao gravitacional, que como se sabe é bem descrita pela teoria da
Relatividade Geral. Baseado nesta teoria, criou-se um modelo cosmolégico padrao,
conhecido como modelo do Big Bang.

O modelo do Big Bang ¢ implementado pelas equacgoes de campo da Relatividade
Geral, através de dois principios fundamentais condizentes com as observagoes em
larga escala do universo: o principio cosmoldgico e o principio de tempo universal.
Através destes principios, obtem-se a métrica de FRW (0.1), e com o auxilio desta,

as equagoes de Friedmann,

o)~ [r3)-
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(é) - {% - #(Hi’m) ~ (1.2)

Nas equagoes acima a(t) representa o fator de escala, k o parametro de curvatura
assumindo valores de —1,0 e 1 e A a constante comoldgica do tipo geométrica*. Os
termos de fonte de gravitacao, densidade de energia p e pressao p, foram obtidos
supondo que o conteido do universo ¢ descrito por um tensor energia momento tipo
fluido perfeito. O sistema de coordenadas utilizado é o sistema que acompanha a
expansao (sistema comovel).

E possivel combinar as duas equacoes de Friedmann em uma terceira relagao que

expressa a dependéncia do fator de escala com os termos de fonte p e p:

d%z (pa’) = —3pa®. (1.3)
A expressao acima é também consequéncia direta da conservacao covariante do
tensor energia momento.
Para fins de comparagao com dados cosmolégicos observacionais, ¢ interessante

definir a funcao de Hubble e as densidades relativas:

a P 3H?
Ht Q= . = ,
(®) a’ Pe ol PTG

k A

v Oy = ——
a?H? AT 3HE

(1.4a)

o (1.4b)

I
o

onde Hy =73+ 4 Km s 'Mpc™' (constante de Hubble) [22].
Utilizando estas definigoes, a primeira equacao de Friedmann pode ser reescrita

CcOomao:

H2
— = Q7 + com Qp = Q-+ Q4. (1.5)
H;
Uma consequéncia direta desta ultima equagao é que, em principio, o parametro
de curvatura k pode ser determinado conhecendo-se o valor de € e de H. Em

particular, com os valores atuais temos:

Qo+ Qo = 1. (1.6)

Para determinar a evolu¢do do universo precisamos, além de (1.1) e (1.2), uma

terceira equacao que relaciona a pressao com a densidade de energia. Dentro do

*Por constante cosmoldgica geométrica entende-se que A pertence ao lado esquerdo das equagoes
de Einstein.
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modelo cosmoldgico padrao (nao perturbativo), esta relacao é usualmente obtida de
equagoes de estado derivadas da mecanica estatistica ideal (sem interagao). Segundo
o apéndice A, a pressao p;, a densidade numérica n; e a densidade de energia p; da

i-ésima componente de um fluido ideal sdo dadas por [1, 6, 8, 9]:

(P)d>p, (1.7a)

= s / P ED (1.7)

G |1512 3
n= s [ s h P (170

onde g; é a degenerescencia, E; é a relagao de dispersao relativistica, e f;(p) sao as

funcoes de distribuicao dadas por

1 3 1
[ePEimpi) £ 1] kT

(9 = (1.8
O sinal superior (inferior) é referente a estatistica de Bose-Einstein (Fermi-Dirac).
Observagao: aqui, o potencial quimico p; = pNf + m;, com pM® sendo o potencial
quimico nao relativistico que normalmente aparece nos livros texto padrao de ME
[21].

Nota-se que para aplicarmos (1.7b) e (1.7¢) nas equagbes de Friedmann, pre-
cisamos somar sobre todas as i-ésimas componentes.

Os texto classicos de cosmologia, como [1, 8 9, 6], seguem este tipo de abor-
dagem.

Existem dois limites bastante importantes das equagoes (1.7a), (1.7b) e (1.7¢)
para a caracterizagao da evolugao do universo: limite ultrarelativistico nao degene-
rado (KT > m; e kT > p; ),

i %giUfT)?’ (Bose - Einstein) 19)
n;,; =~ .
812020 (kT)*  (Fermi - Dirac)
pi =~ — g;gz(kT>4 (Bose—'EinsFein) 110)
i 830 gi(kT)* (Fermi - Dirac)
po= g (1.11)

3 Y

e limite nao relativistico (KT < m),
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n o~ g, (m2 ) e~ (m=m/kT (1.12)
T
pi =~ mkT < p;. (1.14)

Segundo a cosmologia observacional, o universo atual é constituido de cinco com-
ponentes: radiagao 7, neutrinos v, matéria barionica b, matéria escura dm e energia
escura de. O modelo cosmoldgico mais simples, condizente com os dados experimen-
tais, infere que os neutrinos e a radiagao sao componentes do tipo ultrarelativistico
determinadas por (1.11), a matéria baridnica e escura sao do tipo nao-relativistico
dadas por (1.13) e (1.14) e a energia escura é consequéncia da existéncia de uma
constante fundamental (constante cosmolégica). Note que, neste modelo, todas as
cinco componentes evoluem independentemente umas das outras.

Os valores atuais para estas componentes sao [22]:

Qo = (4,640,5) x 1077 Q0 < 0,014 (95% L. C.);  (1.15a)
Qo = 0,042 +0,005; Qamo = 0,20 £ 0, 04; (1.15b)
Qa0 = 0,76 £0,06; Qo = 1,003 +0,017. (1.15¢)

1.2 Caracteristicas gerais do universo pré-nucleossintese

O conceito de universo primordial é bastante vasto e engloba uma série de periodos
cosmoldgicos distintos. Por exemplo, é comum considerar as épocas do desacopla-
mento matéria-radiacao (k7 ~ 0,1 V'), da nucleossintese (KT, ~ 1 MeV) e da
transicao eletrofraca (k7 ~ 100 GeV') como pertencentes ao universo primordial.
Nesta tese, estamos interessados em um periodo especifico do universo primor-
dial, conhecido como periodo pré-nucleossintese (Pns). Definiremos este periodo
como sendo o periodo imediatamente anterior a nucleossintese, na qual os nucle-
ons (prétons e néutrons) estdo em equilibrio termodinamico com o resto do fluido
cosmico (KT, 2 20 MeV). Estritamente falando, qualquer faixa de energia acima
de 20 MeV pertence ao periodo Pns. Porém, nesta tese vamos retringir a analise a
até poucas centenas de MeV .

Para estudar o universo Pns, vamos supor que o modelo padrao possa ser ex-
trapolado até periodos anteriores a nucleossintese primordial. Esta extrapolacao
nao é muito ousada, uma vez que este modelo funciona muito bem até escalas de

1 MeV, sendo inclusive capaz de predizer a abundéancia dos elementos leves [23].
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Portanto, adotaremos uma postura otimista e utilizaremos o modelo padrao para
tentar descrever o periodo Pns.

Sabemos que o universo atual é dominado por uma componente de matéria nao-
relativistica mais uma componente de energia escura (A), e que as componentes
ultrarelativisticas (f6tons e neutrinos) sao completamente despreziveis. Porém, con-
forme retrocedemos ao passado a situacao muda de figura. De fato, utilizando as
EoS (1.11) e (1.14) em (1.3) é facil de mostrar que

4 3
Py = P~y0,00 (%) € Pbdm = Pb0,dm0 (%) . (116)
Agora, substituindo estes resultados na primeira equacao de Friedmann, vemos
que em um determinado momento as componentes ultrarelativisticas sobrepujam
todas as outras componentes, incluindo a curvatura. Utilizando os valores experi-
mentais atuais verifica-se que este momento ¢ por volta de k7', ~ 1 eV. Portanto, em
principio, as componentes ultrarelativisticas (UR) devem dominar completamente
a evolucao do universo durante o periodo Pns*. Um periodo cosmolégico dominado
exclusivamente por particulas ideais U R é comumente chamado na literatura de era
da radiacao.

As equacoes de Friedmann para o universo Pns podem ser escritas como:

(2)2 _ %;) (1.17)

(g) = —#(p—i—Sp). (1.18)

A préxima questao importante é quais sao as componentes relevantes do fluido
cHésmico neste periodo e, em particular, quais destas componentes sao UR. Para
responder a esta pergunta deve-se lembrar que, com o aumento de k7', o processo de
produgao de pares torna-se cada vez mais importante, gerando uma gama variada
de particulas. Restringindo a andlise a poucas centenas de MeV', podemos listar as

varias particulas relevantes baseados no modelo padrao de particulas:

e Bdésons fundamentais: féton (7).

e Léptons: elétrons (e™), pésitrons (e™), muon (p~), antimuons (u™), neutrinos

do elétron e do muon (v, v,) e antineutrinos do elétron e do muon (7, 7,,).

*Mostraremos no capitulo 5 que isto nao é bem verdade.
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e Hadrons: pions (7,7, 7%), kdons (KT, K—, K° K°), nucleons (p,n) e anti-

nucleons (p, 7).

Nesta relacao devemos chamar a atencao para dois fatos: a poucas centenas
de MeV a quantidade de tau (77) e antitau (7F) é bastante baixa, e portanto
os neutrinos e antineutrinos tauénicos (v,, ;) sao suprimidos; no caso de hédrons,
estamos levando em conta apenas os hadrons estaveis, desprezando assim o contetdo
de particula das vdrias ressonancias (maiores informagoes sao dadas no capitulo 4);

A seguir, listaremos uma série de propriedades destas particulas:

Particula | Massa (MeV') | Estados de Spin ¢g | Comportamento a 20 MeV
v 0 2 Ultrarelativistico
e, et 0,51 2 Ultrarelativistico
po,ut 105, 66 2 Nao relativistico
Ve,V Ve, Uy ~ 0 1 Ultrarelativistico
I 139,6 1 Nao relativistico
0 134,98 1 Nao relativistico
Kt K~ 493, 68 1 Nao relativistico
KO K° 497,65 1 Nao relativistico
D, D 938, 27 2 Nao relativistico
n,n 939, 57 2 Nao relativistico

Tabela 1.1: Propriedades das particulas relevantes para o fluido césmico Pns.

As quantidades termodinamicas destas particulas podem ser obtidas diretamente
das equagoes (1.7a), (1.7b) e (1.7¢), desde que se tenha conhecimento sobre o
poténcial quimico u; de cada uma delas. Supondo equilibrio quimicof, u; pode
ser determinado através de consideragoes sobre as leis de conservacao obedecidas
pelas varias reagoes possiveis. A regra basica é que pu; é aditivamente conservada

em todas as reacoes. Em particular:

(i) Fétons podem ser emitidos ou absorvidos em qualquer rea¢do em numero
arbitrario, ou seja p, = 0. De fato, fazendo E = hv em (1.8) reconhecemos a
distribuicao de Planck para um corpo negro. Os limites experimentais para o
potencial quimico do f6tons sdo u,/kT < 9 x 107° [24].

tA idéia de equilibrio qufmico na cosmologia estd intimamente ligada com a idéia de equilibrio

termodindmico. Comentaremos mais sobre isso na préxima segao.
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(i) A reacdo v + v « [ + [ implica que os potenciais quimicos de particulas e

antiparticulas sao iguais e opostos, p; = —puy.

(iii) Um possivel conjunto de reagdes que permite determinar os potenciais quimicos
das varias particulas listadas na tabela 1.1 sao:

€ +lVe < [ TV nE+pee +l; nt+pepu +uy
™ e wt ety e u 4o T eyt

K" o ut4v,; K o p +y K° K — 7% 4+ #°.

Portanto, os vérios potenciais quimicos estao relacionados da seguinte forma:

fle= = Hye = [ — Hu, = P — Ky} (1.19a)
Pt = Hpt — P Mo = = = f,s B0 = 21y = 0; (1.19b)
P+ = Myt — g, K- = Hp— = fl,; g0 = flgo = 2fig0 = 0. (1.19¢)

Por outro lado, devido ao modelo padrdo de particulast, existem apenas qua-
tro quantidades conservadas: carga N,, nimero barionico V,, nimero leptonico do
elétron N, e ntimero leptonico do muon N,,. Portanto, devem existir apenas quatro
potenciais quimicos independentes que tomaremos como sendo 08 iy, e, [y, € [y,
Note que uma anélise cuidadosa das relagoes (1.19a), (1.19b) e (1.19c) corrobora
esta conclusao.

Estas quatro quantidades conservadas sao determinadas através das densidades
numéricas das varias espécies em questao. Utilizando os conceitos do modelo padrao

de particulas temos:

Ny =ne = Ner + N0y — Nyt + 1Ny — N+ N — Nt + Ng— — Nt (1.20a)
Ny =np+n, —np —na; Ne =ne— + 1y, — Nt — Ns Ny = 1= + Ny — Nyt — N 5

(1.20D)

Agora, experimentalmente sabemos que o fluido césmico é, com boa aproximacao,
um meio eletricamente neutro, ou seja N, >~ 0. Sabemos também que a densidade
numérica baridnica é muito menor do que a densidade numérica dos fétons. De

fato, os dados atuais indicam que % < 107%. Esta razao permanece constante
vy

tPor modelo padrao de particulas entende-se o modelo eletrofraco mais QCD.
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desde o momento atual até o periodo Pns, pois durante todo este intervalo N, é
extritamente proporcional a a3 e n, ~ (kT)? é aproximadamente proporcional a
a~3. Infelizmente, sabe-se muito pouco sobre a densidade numérica dos neutrinos, e
portanto nao podemos determinar N, e N,,. Porém, como N, é pelo menos 8 ordens
de grandeza menor do que n,, € razodvel supor também que N, e N, sejam muito
menores que n,. Sendo assim, dentro de uma boa aproximagao, podemos considerar

os quatro nimeros quanticos como sendo iguais a zero:

N,=N,=N,=N,, =0. (1.21)

Agora, utilizando (1.21), fica ficil determinar os potenciais quimicos. Das equagoes
(1.20a) e (1.20b) e lembrando que os p’s de particulas e antiparticulas tém sinais
opostos, concluimos que Ny, Ny, N, e N, sao funcoes impares dos quatro potenciais
quimicos independentes pip, fle—, fy, € fi,,. Portanto, para que estas fungoes sejam

zero, devemos ter necessariamente,

i =0 (1.22)

para qualquer uma das espécies citadas na tabela 1.1.

Existe uma pequena quantidade de particulas que nao provém das reagoes de
producdo de pares (barions, elétrons e matéria escura). Estas particulas sdo com-
pletamente irrelevantes no periodo Pns (tipo era da radiac¢do), porém sao elas que
sobrevivem aos processos de aniquilagao e formam as estruturas do universo atual.

Para ver que elas sao de fato irrelevantes, vamos considerar que durante o uni-
verso Pns,

2 ~1078 . (1.23)

o

Neste caso, sabendo que N, ~ 0 e utilizando (1.15b), (1.16) e (1.23), obtemos:

ﬁb _ T T _ ’fldm my flb my
—~108 2 ~108 a5 25—
Ty N Ne N Mam Ty Mam

1078, (1.24)

onde 1y, .- € Mgy sao as densidades numeéricas de barions, elétrons e matéria escura
que constituem o universo atual; n, é a densidade de elétrons advindas da producao
de pares; m; e my,, sao as massa dos barions e da matéria escura com my < Mgy, -
E importante ressaltar que as razoes apresentadas acima sao constantes apenas no
caso de uma expansao tipo era da radiacao.

Da equagao (1.24), percebe-se que mesmo a componente ultrarelativistica dada

por f.- (elétrons atuais) é irrelevante quando comparada com n., ou n. (elétrons
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provenientes da produgao de pares). Portanto, é licito ignorarmos toda a matéria
atual na descri¢ao do universo Pns.

Feitas todas estas consideracoes sobre o fluido cosmico primordial podemos voltar
a descri¢@o do universo Pns. A densidade de energia que aparece em (1.17) e (1.18)

¢ determinada com o auxilio de (1.10) e da tabela 1.1:

9 972
Zp, = —(kET)*. 1.2
50 = 55 (KT) (1.25)

Substituindo pyr em (1.17) obtemos a fungao de Hubble em fungao de k7"

HET) = (g) _ @(’“m—? (1.26)

onde mp; = G2 = 1,221 x 102 MeV.
A relacao entre o fator de escala e a energia k7' é determinada comparando (1.25)
com (1.16):

pUR:p'Y+p€_+pe++pl/e+pl/p,+pl_/e+pl7p.:

k=2 (1.27)

a
onde A é uma constante que depende Tj e aqg.

Agora, substituindo esta ultima equagao em (1.26), e resolvendo a equagao

diferencial resultante com a condigao inicial a(t = 0) = 0, obtemos o seguinte

alt) = A (16;3)1/4 (mlpl)m. (1.28)

Por fim, substituindo (1.27) neste ultimo resultado, conseguimos relacionar a

resultado:

energia k7T com o tempo cosmologico:

16m3\ "Vt o V2
KT = — . 1.29
%) () 129

Estas quatro ultimas equagoes determinam a evolucao do universo primordial

em uma fase tipo era da radiacao.

1.3 Condicao de equilibrio para o fluido césmico

Na segao anterior utilizamos os conceitos de equilibrio quimico e termodinamico
para determinar as propriedades do fluido césmico Pns, mas em nenhum momento
dissemos quais sao as condigoes necessarias para que o equilibrio seja alcancado

durante este periodo.
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Este tipo de questao é usualmente abordada da seguinte forma [9]: uma dada
componente s6 estard em equilibrio com o resto do fluido césmico se as taxas de
reacao [';(T") desta componente com as outras particulas forem muito maiores que

a taxa de expansao do universo H (7). Neste caso, a relagao
I(T) > H(T) (1.30)

é satisfeita, e podemos aplicar o conceito termodinamico de expansdo quasi-estdtica,
em que, a cada infinitésimo de expansao, todo o fluido cdésmico esta em equilibrio
termodinamico. Se ['(T') representa a taxa de producdo de uma dada espécie de
particula, a condi¢ao (1.30) ¢ suficiente para que haja também o equilibrio quimico.

A existéncia de equilibrio termodinamico e quimico no universo Pns é extrema-

mente conveniente, pois ela permite que adotemos a mecanica estatistica usual

1
(2m)°
dades numéricas sejam obtidas através de equagoes do tipo de (1.7a).

definida no R 3 (espago de fase dado por [[ @xd®p), e que as vérias densi-

Usualmente, a taxa de interagao por particula é definida como:

I'=no|v], (1.31)

onde n é a densidade de particulas alvo e o |U] é a secao de choque da interagao
vezes a velocidade relativa entre as particulas.

A seguir, vamos estudar as condigoes de equilibrio para o universo Pns em uma
fase tipo era da radiagao. Nestas condigoes, a relagao entre (1.30) e o equilibrio ter-
modinamico cosmoldgico pode ser melhor entendida através da quantidade nimero

de interacoes por particula N;,;. Esta quantidade, definida como

Nie = / T (f)df, (1.32)
t
determina o nimero de interacoes sofridas por uma dada particula do tempo ¢ em
diante.
Supondo que a taxa de interagao é do tipo I'(KT) = B (kT)", onde B é uma
constante arbitraria e n > 2, podemos utilizar (1.29) para rescrever I'(kT") como
0,

n/2
(D) = BRT@)" = B m , (1.33)

sendo C' = ( 1677 )1/4.

2
Smp,

Substituindo (1.33) em (1.32), segue para n # 2:
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S n/2 n/2
Nipy = / B E} di— B {Q} 2 (1.34)
t

E utilizando (1.26), (1.29) e (1.33) temos:

1w
ot = 3 ) 1)

Da equacao acima é facil de ver que a condicao de equilibrio termodinamico

para a cosmologia pode ser escrita como em (1.30), uma vez que um alto nimero
de interagoes (N;,; > 1) propicia a termalizacao do fluido césmico.

O proximo passo é mostrar que o fluido Pns esta de fato em equilibrio. Para
isso, precisamos selecionar uma série de reagoes envolvendo as varias particulas deste
periodo e, a partir destas, mostrar que a condi¢ao (1.30) é satisfeita.

Neste estudo, utilizaremos seis conjuntos de interagoes:

(i) Interagoes eletromagnéticas entre léptons eletronicos ultrarelativisticos: et +

e- et te e +e e +e, ete.

(ii) Interacao eletromagnética entre mesons nao relativisticos e fétons: 7 + vy «
Ty, Ky o K5 4.

(ili) Interacdo eletromagnética entre léptons eletronicos e fétons (espalhamento

Compton): et + 7 < e + 1.

(iv) Interacoes fracas entre léptons eletronicos: v+, < e"+e™, v.+e « v +et,

etc..
(v) Interagoes fracas entre léptons muonicos e eletronicos: ve+p~ < v, +e”, etc..

(vi) Interacdo fraca entre léptons eletronicos e nucleons: n + v, <> e~ + p.

Veja que, nesta selecao, as interagoes fracas sao as responsaveis pela producao
7 7
de particulas e, portanto, somente elas contribuem para o equilibrio quimico.
As secoes de choque apresentadas a seguir sao aproximacoes de calculos em nivel

de arvore das vérias reagoes listadas [1, 9, 25].

(i) Primeiro conjunto de interacoes: A segdo de choque com alto mo-

mento transferido para o espalhamento et + et « et + et é

a2

(KT)”

, (1.36)

Optet ™
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onde a = 1/137 ¢é a constante de estrutura fina.
Agora, utilizando (1.9) e (1.31), podemos determinar a taxa de reagao deste

espalhamento,

31,202
2 72
Obs: a velocidade relativa entre particulas ultrarelativisticas é |U] ~ ¢ = 1.

o?(KT). (1.37)

[otor > Nt Optor =

Comparando entao I'ox.+ com a fun¢ao de Hubble (1.26) temos:

Feiei ~ 0,04a2mpl ~ 2,6 X 1016 MGV
kT kT
Desta tltima equacao é facil de ver que para 20 MeV < kT < poucas centenas

(1.38)

de MeV (perido Pns de interesse), a condi¢ao de termalizacao entre e~ e e é

completamente satisfeita.

(ii) Segundo conjunto de interagdes: Para 20 MeV < kT <100 MeV, o
espectro de corpo negro garante a existéncia de uma grande quantidade de fétons
com energias muito menores do que a massa do pion. Neste caso, o processo de es-
palhamento dos mesons 7% e K* com estes fétons pode ser tratado através da teoria
classica de particulas carregadas espalhadas por ondas eletromagnéticas. Portanto,

a secao de choque deste processo é a conhecida se¢ao de choque de Thomson,

8ra?

: (1.39)

or =
ij

onde j = 7t ou K*.
Utilizando a aproximacao nao-relativistica para a densidade numérica dos mesons

(1.12), podemos obter as taxas de reacao deste espalhamento:

m, kT . 8w’
Fj,yﬁnjO'T: ( ;ﬂ_ > (& J/kTX 3—771]2 (140)
Comparando I';, com a fun¢ao de Hubble (1.26) temos:
M ~ 0,1 L e T 0 Pmpy ~ (6. 9 x 10'° MeV) L e /R
H m kT kT
(1.41)

O termo exponencial na equagdo anterior faz com que a razao I';,/H seja bas-
tante sensivel a variacoes de kT'. Analizando estas variagoes, percebe-se que mesmo
para o pior dos casos (kT =20 MeV e j = K*),

FKi'y
H

~ 10*. (1.42)
kT=20 MeV
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Portanto, os mésons carregados encontram-se em equilibrio termodinamico com

a radiacao.

(iii) Terceiro conjunto de interagdes: A secao de choque para o espalha-

mento Compton a altas energias é

2ma’

yet = m2(1 + 2q)

onde ¢ = E,/m,, sendo E. a energia do féton incidente. Por altas energias entende-

o In(1 + 2¢), (1.43)

se que B, > m..
A energia média por féton pode ser estimada com o auxilio de (1.9) e (1.10),

p mt
E,="=—"(kT). (1.44)
n, 30 x 1,202
Subtituindo este resultado em (1.43) obtemos a dependéncia de 0.+ com kT
Agora, conhecendo a densidade nimerica de e* (1.9), podemos derivar a taxa

de reacao para este processo:

3,606 a?(kT)3
T m2(1 40,0555 %0

7 (kT)
)ln {1 +0,0555—} . (1.45)

Me

Poet ™ Net Oy =

Comparando esta taxa com a fun¢ao de Hubble (1.26), temos:

(1.46)

F 17
= (1,5 x 107 MeV) [1+5,4(’“T>} |
me (G +5.4)

e

Uma andlise numérica de (1.46) mostra que durante o periodo Pns de interesse,
arazao I+ /H é da ordem de 10'7, variando muito pouco com a energia k7. Por-
tanto, nesta faixa de energia o espalhamento Compton é extremamente eficiente na

termalizacao de e*.

(iv) Quarto conjunto de interagoes: A segdo de choque das interagoes

fracas referente aos processos envolvendo v,, 7., et e e é:
2 2
Oev, = G (KT, (1.47)

onde Gp ~1,2x 107" MeV~2 é a constante de Fermi.
Subsituindo (1.9) e (1.47) em (1.31), segue:

2GR (KT). (1.48)
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Agora, comparando a taxa de reagao I',, com a fungao de Hubble temos:

Feye —2,2 3 kT ’
Portanto, durante todo o periodo Pns, a condicao de termalizacao entre os

léptons eletronicos é satisfeita.

(v) Quinto conjunto de interagcdes: Como no conjunto anterior, a se¢ao

de choque das interacoes fracas entre os léptons eletronicos e muonicos é:

Oep =~ G2 (KT)*. (1.50)

Reestringindo a analise em 20 MeV < kT < 100 M eV, podemos tratar os muons
como sendo nao relativisticos. Neste caso, o taxa de reacao é obtida com o auxilio
(1.9) e (1.50):

3/2
Ty & 00y = 2G2 (KT) 7/ (gl—:) e~mw /KT (1.51)

Procedendo da forma padrao, construimos a razao

T, m, kT\*? m, kT \*?
“ ~ 0. 4G2 et —mp kT T —mu /KT 1.52
g oo TEm ( on ) ‘ 8,25 Mev2) °© (1.52)

Novamente, o termo exponencial de (1.52) faz com que a razao I'.,/H seja bas-
tante sensivel a variagoes de kT. Analizando o pior dos casos (KT = 20 MeV),

temos que
Le,

H

Apesar de I'¢;, nao ser muito maior que H, ainda assim podemos assumir equilibrio

~ 21. (1.53)
KT=20 MeV

termodinamico entre 1éptons muodnicos e eletronicos.

(vi) Sexto conjunto de interagées: Neste Ultimo conjunto, o calculo da
taxa de reacao por nucleon para a interacao p+ e~ — n + v, é um pouco diferente.

Segundo [9], para kT > 1MeV, temos o seguinte valor para I'je-_,,:

7
Ppe—n = o7 (14 393) G (KT (1.54)

onde g4 ~ 1, 26.

Procedendo da forma padrao, construimos a razao

Fpefﬂm/ 2 3 kT ’
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Da equagao acima ¢ imediato perceber que durante todo o periodo Pns, protons e

néutrons encontram-se em equilibrio termodinamico com os elétrons e seus neutrinos.

Antes de encerrarmos esta secao é importante fazer algumas consideracoes.

Nao foi feito nenhum calculo que mostre a condicao de equilibrio para os mesons
néutros (79, K° e K°). Porém, devido as reacoes m° «» v+ v e K% K° « 70 + 79
¢é bastante razodvel supor que estes mesons atinjam o equilibrio termodinamico por
volta de poucas dezenas de MeV .

Para os céalculos explicitos das seis taxas de reacao feitos anteriormente, usamos
as densidade numéricas de equilibrio (equagoes (1.9) e (1.12)). Portanto, as com-
paracoes entre I' e H realizadas “demonstram” o equilibrio através de um critério
de consisténcia.

A condigao (1.30) ¢é bastante vaga pois ela ndo quantifica o quao grande tem de
ser I' em relacao a H. Analises mais detalhadas, através da equacao de Boltzmann,
mostram que em geral o equilibrio é alcan¢ado com I'/ H sendo da ordem de algumas
unidades. E por esta razao que podemos considerar (1.53) como condi¢ao suficiente

de equilibrio.

1.4 Introducao a teoria geral da inflagao

1.4.1 Motivacao dos modelos inflacionarios

De um modo geral, a motivacao para a inflacao esta ligada a necessidade de termos
certas condicoes iniciais no universo primordial. De fato, se supusermos que o uni-
verso primordial é descrito somente por uma expansao tipo era da radiagdo (equagao
(1.28)), fica dificil reproduzir as caracteristicas do universo atual, sem a imposi¢ao
arbitraria de certas condigoes iniciais.

Vejamos a seguir algumas destas imposi¢oes que motivaram a idéia de inflacao.

Problema da planura

A primeira das equagoes de Friedmann (1.5) pode ser reescrita através da introdugao

do parametros de densidade €, como segue:

_ k _
Or —1= - = -, (1.56)

onde os (2’s sdo obtidos trocando Hy por H em (1.4b). A funcao 1/aH é conhecida
como raio de Hubble comdwvel.
Segundo dados recentes da cosmologia Q¢ ~ 1,003 o que implica que nos dias

de hoje o lado esquerdo de (1.56) é da ordem de grandeza de 1073. Agora, se
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expansao do universo é do tipo era de matéria® ou era da radiagao (casos usuais
do modelo cosmoldgico padrao), aH diminui com o passar do tempo, e portanto
‘QT — 1‘ aumenta. Neste caso, para o universo primordial ‘QT — 1‘ < 1073, o que
nos leva a seguinte pergunta. Por que nos instantes iniciais do universo a densidade

3c2H? ?
8rG

fino na condicao inicial de pr é conhecido pelo nome de problema da planura.

total pr era tao proxima da densidade critica p, = Este problema de ajuste

Para termos uma idéia de quao grande é este ajuste fino, vamos supor que dos
dias de hoje (Ty ~ 2,75 K) até o final do periodo Pns (kTp,s0 = 20 MeV/), o universo
tenha sido sempre dominado pela radiagao. Neste caso, (1.56) pode ser reescrita com
o auxilio das equagoes (1.26) a (1.29), e dos dados Qg e kTy ~ 2 x 1071 MeV:

~ B
Q7 — 1| =Gy O™ B~12x10"%. (1.57)
Portanto, no final do periodo Pns,
N Pns0 B —25
|QF —1|:m:3x10 : (1.58)
Pns0

Um célculo um pouco mais preciso, levando em conta o dominio da matéria a

partir de 1 eV, resulta em

QFrs0 1| ~ 1,5 x 1072, (1.59)

Ou seja, pr deve ser proximo de p. com aproximadamente 21 casas decimais de

precisao em T'p,, 40!

Problema do horizonte

Uma distancia comoével, bastante importante para a cosmologia, é a distancia na
qual a luz pode viajar (na auséncia de interagao) desde um ¢t = 0. Segundo a

métrica de FRW, esta distancia é definida como:

t

[ dt
n:/ﬁ. (1.60)

0

Uma vez que a informacao nao pode se propagar mais rapido do que avelocidade
da luz, a distancia comével 1 determina a méaxima distancia de separacao entre
duas regioes casualmente conectadas. Podemos pensar em 7 como sendo o horizonte

comovel.

*Equacao de estado dada por p = 0.
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Para entender o problema de horizonte € interessante reescrever 1 em termos do
raio de Hubble comével 1/aH.

a

a
1 da 1
n = /mg = /md(lna). (1.61)
0 0

Da equacao acima vemos que o raio de Hubble é a distancia maxima na qual
particulas podem viajar durante um tempo de expansao, i.e., grosseiramente o tempo
em que o fator de escala aumenta por um fator e ~ 2,78. Assim, o raio de Hubble
¢ um outro meio de medir se particulas estao causalmente conectadas umas com as
outras: se elas estao separadas por uma distancia maior do que (aH )_1, entao elas

nao podem se comunicar.

Existe uma diferenca sutil entre o raio de Hubble (a H )_1 e o horizonte comovél
7. Se particulas estao separadas por distancias maiores que 7, elas nunca poderao se
comunicar umas com as outras; e se elas estao separadas por uma distancia maior que
(aH )_1, entao elas nao se comunicam agora. Portanto, é possivel que n seja muito
maior do que (aH )_1, fazendo com que particulas separadas causualmente hoje
estejam em contato em épocas remotas. Para que isso ocorra, em algum momento
no passado o raio de Hubble deve ser bem maior do que o atual. Isto é possivel,
mas nao em épocas dominadas pela radiacao ou matéria, quando (aH )_1 aumenta
com o passar do tempo.

Por outro lado, quando se analisa a radiagao césmica de fundo (CMB), vemos
que ela é extremamente isotropica. A pergunta que se faz entao é como a CMB pode
ser isotropica se as maiores escalas observadas entraram no horizonte causal recen-
temente, muito tempo depois do desacoplamento? Ou em outras palavras, como é
possivel que a CMB vinda de toda a esfera celeste tenha a mesma temperatura, se
na recombinacao apenas regioes de poucos graus estavam em contato causal? Por-
tanto, dentro do modelo padrao usual, o universo “surge” ou sempre foi de principio,
extremamente isotrépico em larga escala. Esta imposi¢ao ad hoc é conhecida como
o problema do horizonte.

Procedendo de forma analoga ao problema da planura, vamos quantificar o au-

mento do raio de Hubble desde o final do periodo Pns até os dias de hoje:

RO _ (aH)PnSO
Rpnso (GH )o

~ 1,4 x 10 (1.62)

Portanto, a distancia comével maxima entre duas regioes casualmente conectadas

aumentou em 9 ordens de grandeza desde o final do periodo Pns.



Capitulo 1. Universo Primordial Ideal 23

Outros problemas

Além da planura e do horizonte, existem outros problemas que motivaram a criagao

de modelos inflacionérios.

e Origem das inomogenidades: Dentro do modelo padrao usual (ora dominado
pela matéria ora dominado pela radiagao), é muito dificil, se nao impossivel,
gerar condigoes iniciais casualmente ligadas capazes de produzir as varias es-
truturas (estrelas, galdxias, etc.) vistas em pequenas escalas. Este problema

estd intimamente ligado com o problema do horizonte.

o Reliquias indesejdveis: No contexto de teorias de Gauge unificadas, existe uma
variedade de particulas estaveis supermassivas que devem ter sido produzi-
das no universo primordial. Muitas dessas particulas sobrevivem aos varios
processos de aniquilacao e hoje em dia deveriam contribuir e muito com a den-
sidade de matéria, i.e., £2,,0 > 1. O modelo padrao usual nao possue nenhum
mecanismo capaz de livrar o universo atual da superabundancia de reliquias

indesejaveis.

Durante o decorrer desta tese, vamos nos focar somente nos problemas de planura
e de horizonte, por serem eles os de mais facil andlise. Isto porém, nao quer dizer

que os outros problemas tenham menos importancia.

1.4.2 Caracteristicas gerais da inflagao

Os modelos de inflagao nao sao substitutos do modelo cosmolégico primordial padrao,
mas sim uma adi¢ao a este. A inflacao ocorre em algum momento do periodo Pns,
e nao deve afetar nenhum dos sucessos do modelo padrao.

A definicao precisa de inflagao é qualquer época do periodo Pns, onde o fator de

escala esta acelerando.

Inflacio < 4 >0 (Pns). (1.63)

Uma expressao equivalente a condicao de inflacdo, com um maior apelo fisico, é:

(Pns) =

<0
dﬁ (_) <0 (Pns). (1.64)

- a
Inflagao & — =

d (1
Inflaca — | =
nflagao 7 (a) T
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Da equacgao acima vemos que a condi¢ao necesséria e suficiente para que ocorra
a inflacao, é que o raio de Hubble comédvel decresga com o tempo. Visto das coorde-
nadas fixas com relagao a expansao, o universo observavel se torna menor durante
a inflagao.

Utilizando a segunda equagao de Friedmann (1.18), podemos reescrever a condigao

(1.63) em termos do contetido de energia do universo:

Inflaggo < p+3p <0. (1.65)

Assumindo que a densidade de energia seja sempre positiva, é necessario que a
pressao torne-se negativa para satisfazer esta relagao.
E bastante comum na literatura parametrizar a equacao de estado cosmoldgica

da seguinte forma:

p=uwp, (1.66)

onde, em geral w, depende do tempo (ou temperatura).

Substituindo esta ltima relagdo em (1.65), obtemos:

1
Inflacao & 143w <0=w< —3 (1.67)

Um periodo de expansao acelerada conveniente pode resolver todos os problemas
mencionados na secao anterior. Os mais simples de se ver sao os problemas de
horizonte e planura que estao diretamente relacionados com o raio de Hubble (aH )",

Uma rapida inspe¢ao no problema da planura (1.56) mostra que, se raio de
Hubble diminuir com o tempo, é possivel eliminar o ajuste fino indesejado. Agora,
segundo (1.64), é exatamente isso que ocorre durante o periodo inflacionério. Visto
de outra forma, a expansao acelerada planifica a parte espacial do universo.

No problema do horizonte, a diminuigao de (aH)™! possibilita que o universo
observavel atual tenha se originado de uma pequena regiao dentro do raio de Hub-
ble, anterior a inflagdo. Portanto, antes do periodo de aceleracao, todo o fluido
do universo observavel estava em contato causal, resolvendo assim o problema de

horizonte.



Capitulo 2

Sistemas Estatisticos Interagentes

Neste capitulo pretende-se construir, via formalismo de ensembles, a teoria geral
perturbativa de sistemas estatisticos interagentes em equilibrio. Iremos apresentar
os dois principais tipos de expansao perturbativa para estes sistemas: expansao na
fugacidade z e expansao na constante de acoplamento g. Porém, como em cada
um desses casos o assunto é muito vasto, o estudo sera aprofundado apenas para
expansao em termos de z. Seguindo esta abordagem, mostraremos como associar
as grandezas termodinamicas (p(z,T), p(z,T), etc.) com a matriz S do sistema
em questao. Apresentaremos também um estudo sobre a construcao de equacoes
de estado (EoS) e suas aplicabilidades. O formalismo desenvolvido aqui fornecera a

base tedrica necessaria para a montagem de uma EoS realista para o universo Pns.

2.1 Sistemas estatisticos com uma componente

Como se sabe, a mecanica estatistica na abordagem de ensemble é a principal teo-
ria capaz de fornecer métodos para a construcao de EoS de sistemas hamiltoni-
anos em equilibrio termodinamico. Nesta abordagem, todas as caracteristicas ter-
modinamicas sao obtidas através das fungoes de particao.

Por outro lado, para sistemas interagentes tridimensionais é muito dificil obter
uma forma exata para as fungoes de particao, o que nos remete ao estudo perturba-
tivo (em série) destes sistemas.

Suponha um sistema estatistico no equilibrio, descrito pela seguinte Hamiltoni-

ana:

HZH()‘FQH], (2.1)

onde Hy é a Hamiltoniana do sistema livre e Hj representa todos os termos de

interacao regulados pelo parametro g.

25
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De forma geral, pode-se tentar expressar a funcao de particao macrocanonica ©
em termos de uma série. Normalmente, os dois parametros usados sao g e z, ou

seja:

(z,V,T) f: f: )g 2N, (2.2)

N=0 1=0
onde Gh ~ sao funcgoes dependentes apenas do volume V' e da temperatura 7. Na
representagao acima estamos supondo uma tunica componente (um unico tipo de
particula ou nimero quantico conservado), com um tunico termo de interagao.

A principal exigéncia para que © na forma de (2.2) represente corretamente a
funcao de particao é que as séries em g e z sejam convergentes. Ao utilizar uma
abordagem perturbativa, é essencial que esta condicao seja satisfeita.

Somando parcialmente as séries em (2.2), pode-se obter

O(z,V,T) ZGIVTz (2.3)

ou

O(z,V,T) ZQNVT (2.4)

Usualmente, as equagoes (2.3) e (2.4) sao as séries que de fato sao utilizadas na
obtencao da fungao de parti¢ao. A primeira delas (em g) é conhecida como expansao
na constante de acoplamento e a segunda (em z) como expansao na fugacidade. A
utilizacao de uma em detrimento da outra depende das caracteristicas do sistema
em questao.

2.1.1 Expansao em termos da constante de acoplamento

Usualmente, a expansao em termos da constante de acoplamento é conveniente
quando estamos tratando com os chamados sistemas fracamente acoplados, i.e., sis-
temas na qual a contribui¢ao da Hamiltoniana de interagao g H; para as quantidades
termodinamicas é pequena em comparacao com Hy.

Este tipo de expansao pode ser realizado tanto para o caso classico quanto para
o quantico (relativisticos ou nao). Comegaremos o estudo com o sistema cldssico
nao-relativistico.

A funcao de particao macrocanonica deste sistema é dada por:

00 N e—=Npm
OV =2 o / / OB PO BN BN, (2.5)



Capitulo 2. Sistemas Estatisticos Interagentes 27

onde
5 = P — Blunrtm) (2.6)
€
L . P
H<T17"'7TN;p17"'7pN) :HO(ph' 7pN)+gHI Tl:'-'a Z + ZV 711770]
1<J
(2.7)

sendo m a massa e V/ (73, 7;) o potencial de interagao entre as particulas i e j.

A integracao nos momentos em (2.5) é feita de forma trivial, dando

% N,—Npm "
N=0 ) 1<J
onde
1 _ B2 2n 3
= TEe = (29)

é conhecido como comprimento de onda térmico (nao relativistico).

Agora, expandindo a exponencial de (2.8), obtemos:

> v, Fj)] d*Nr., (2.10)

i<j

0o 00 N _—Npm _5 !
O(z,V.T) = ZZZ €>\3NN<!Z! . /

N=0 [=0

Comparando (2.10) com (2.2) identificamos as fungoes Gy v

. (=B) e Nom
GV = v

l
d*Nr. (2.11)

2 V)

1<j

A funcao de partigao dada em (2.10) é a equagao fundamental no tratamento es-
tatisticos de sistemas cldssicos nao-relativisticos fracamente acoplados. Dois pontos

importantes referentes a esta equacao devem ser observados:

(i) Devido ao integrando de d*z, a determinacio G;y ¢ relativamente compli-
cada. O procedimento padrao de analise envolve ferramentas de matematica
combinatdria e teoria dos graficos [5].

(ii) Nao é possivel realizar a soma parcial em z e obter a funcao G;(V, T, z) de (2.3).
Este fato faz com que, na expansao em termos de g, o ensemble macrocanonico

nao seja o ensemble mais conveniente [5].
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A seguir, vamos estudar o mesmo tipo de expansao para sistemas quanticos [26].

A funcao de particao macrocanonica destes sistemas é dada por:

O(z,V,T) = Tr [e_ﬁ(ﬁ_#@} 7 (2.12)
onde Q é o operador referente a uma quantidade conservada.
Através da definicao
K=Ky,+ gﬁf com Ky= Hy— u@, (2.13)

reescrevemos (2.12) como:

O(z,V,T) = Tr [e*ﬁf(]. (2.14)
Procedendo da forma usual para a teoria de perturbacao, definimos o operador

de “evolugao de temperatura”, andlogo ao operador de evolucao temporal [25],
U(r,7) = eTRog=(r=TK =70, (2.15)

Diferenciando U (7,7) com relagdo a 7 obtemos:

(7, 7) — Ko <g Fh) o—(r-DK ~TKo _
or
oU(t, 7 . N
WD ity (), 0. 7), (2.16)
-
onde
Hy (1), = e™M0He ™0, (2.17)

A partir da definicao de U (1,7) podemos escrever a func¢ao de partigao como:
O(z,V,T) =Tr [e—ﬁKOU(ﬁ, 0)] . (2.18)

Utilizando a condicao U (1,7) = 1, podemos integrar a equagao diferencial (2.16),

segue:

(7(7', T)=1- g/ﬁf (T1)o U(Tlﬂ_')dTl. (2.19)

Agora, iterando a equacao acima, determinamos a expansao perturbativa em g:

U(T,T’):i(—g)l/dﬁ_/ﬁd@... yldn (1 () Hr (7)o -l ()] (2:20)

=0
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onde T >1 >1>...>T1, > 0.
Substituindo este resultado em (2.18), obtemos:

0o B Ti—1
O(z,V,T) = Z (—g)l/dﬁ... / dn/Tr [e_ﬁKOI:II (11), LLHy (7)) - (2.21)
=0 0 0

Através da introducao de distribuicoes de Heaviside,

0 se =z <x

1
Q(x—xo):{ se T > X

é possivel escrever (2.21) como:

0(z,V,T) =Y _Gi(V.T,2)g, (2.22)
1=0
onde
( 1)l B B
Gi(V,T,z) = 0 /dTl.../dTlTT‘ {e_BKOT [HI (T1)g ---Hi (Tl)0i| } . (2.23)
0 0

Observacao: na equagao acima 1" denota a instrucao de ordenacao de temperatura
26], através das distribui¢oes de Heaviside.

Diferentemente do caso cléssico, a funcao de particao quantica pode ser expressa
exclusivamente como uma série na constante de acoplamento. Isto faz com que,
formalmente, (2.3) seja muito mais interessante a nivel quantico.

Para sistemas quanticos nao relativisticos, podemos expressar Ko e Hy na repre-

sentagao de nimero de ocupacao:

X k2 .
Ky = Z <% - u) a%a,; (2.24)

Hy= = > (ki ko| VAlks, k) af @), an, i, (2.25)
ki sk
onde V' é o potencial de interagao no espaco dos momentos, k; ¢ o conjunto de

variaveis de momento e spin k; = <ki, ai), &L e aj sao os operadores de criacao e

aniquilacao e A é o operador de simetrizacao, ou seja

A 1 )
A |k37 k4> = 5 (‘ki’n k4> + ’k37 k4>) ) p/ bOSOl’lS, (2268“)
P 1
A |k’3, k4> = 5 (|]{?3, k?4> - |k’3, ]f4>> 5 p/ férmions. (226}3)
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No caso nao relativistico, a quantidade conservada Q nada mais é do que o
numero de particulas representado pelo operador N.

Agora, para sistemas quanticos relativisticos, é interessante escrevermos Koe H;
na abordagem da segunda quantizacao. Vejamos um exemplo.

Suponha a seguinte densidade Lagrangeana de um campo escalar complexo *,

£~ (0,00)) (06 @) = mi(@d(0) - § (6016 @) . 21

Esta densidade Lagrangeana ¢ invariante sob a transformacao de gauge global
¢ — ¢ = e ¢p. Portanto, utilizando o teorema de Noether, determinamos a

quantidade conservada deste sistema:

Q=i [ dx (& @2d(@) - d2)20é" (7)) (2:28)

Com base nestas duas ultimas equacgoes escrevemos Ky e H;:

Fo = / P (137 (2) + V(@) V(&) + m*d(1)6 (7)

1 (6" ()00 (F) — H(@)005" (7)) | (2:29)
Ay =2 [owé @) (2.30)

A interpretacao de () fica clara quando definimos os operadores de criacao e

aniquilacdo para ¢ e ¢*:

o) = [ @+ R0, (231a)
@) = [ @ [n@n ] (2.31)

onde f;(z) = (2m)"*/2 e—h2 a£ e b£ sao operadores de criac@o e aj, e by, sdo operadores
de aniquilagao.

Fazendo algumas manipulagdes algébricas [25], obtemos:

Ko = / @k [VE +m? (alag + o) = (alog —vlo) | 232)

*Notagao usada: @ = (ug, @) é um quadrivetor, e [ d*u é uma integragao tridimensional.
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Portanto, do segundo termo de (2.32), vemos que no caso relativistico, a quan-
tidade conservada Q ¢é a carga, dada pela nimero de particulas N, menos o niimero
de antiparticulas Nj.

O formalismo do operador evolugao temperatura utilizado na determinacao de
(2.22) e (2.23), juntamente com a abordagem da segunda quantizacdo, da origem a

chamada teoria de campos a temperatura finita [27, 28].

2.1.2 Expansao em termos da fugacidade

O estudo de sistemas estatisticos a partir de uma série perturbativa na fugacidade
comecou por volta do final dos anos 30. Mayer e colaboradores desenvolveram
em 1937 um método sistematico de expansao em cluster para um sistema classico
nao-relativistico [29]. Logo em seguida (1938), Kahn e Uhlenbeck comegaram a
generalizacao do método para estatistica quantica [30], [31] e, em 1960, Lee e Yang
aperfeicoaram este tratamento para descrever em principio todas as ordens de per-
turbagao de um sistema quantico nao-relativistico [32]. Por fim, em 1969, Dashen,
Ma e Bernstein estenderam este método para um sistema quantico relativistico, onde
as interagoes sdo computadas via matriz S [33]. Cada um destes métodos aplica-se
a um sistema estatistico diferente, todavia, todos eles foram desenvolvidos em um
espago euclidiano estatico.

A funcao de particao macrocanonica, expandida na fugacidade, é dada pela série
(2.4), onde cada termo depende das fungoes de particdo canonicas Qn(V,T).

Para o estudo dos sistemas estatisticos classico e quantico é interessante escrever-

mos Qy em termos de fungoes W (71, ..., T ), como segue:

1
QNV,T) = ﬁ/W}é(f’l,...,f’N)der, (2.33)
Q

onde X = C' representa o sistema classico e X = () o sistema quantico.
No sistema cldssico (nao-relativistico), a fungao W§ expressa o fator de Boltz-
mann do termo de interacao da Hamiltoniana convenientemente normalizado, ou

seja

o e—N,Bm
WN(T’l,...,T’N) EWeXp —ﬁZVO"Z’,T’j) s (234)
i<j
onde V (7}, 7;) é o potencial entre as particulas, supostas interagindo duas a duas, e

A é o comprimento de onda térmico.
Substituindo (2.34) em (2.33), e o resultado em (2.4),
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0 ZNefNﬁm
@(V,T,z):ZW/eXp —BY V(i 7) | dVr, (2.35)

N=0 o i<j

recuperamos a expressao usual da funcao de particao macrocanonica de um sistema
classico (2.8). Note que, classicamente N! é o fator introduzido por Gibbs.

J& para um sistema quantico, a funcao Wf\? ¢ definida como:

W, o) = NS (U] 7 oo ) (7o P q;gy> e~PEY
= NUS (7, oy | A5 WY (U | 7, y)
= NU(F, oo | Wi |71, ooy P (2.36)

onde Hy é o Hamiltoniano completo do sistema de N particulas,

Hy |9Y) = BV |wl), (2.37)

com VY sendo um elemento de um conjunto completo de auto-estados, e UN = AUV
o mesmo elemento devidamente simetrizado.

O operador

A

Wy = Ae#Hn (2.38)

que aparece em (2.36) é conhecido como operador de densidade de probabilidade
simetrizado, onde A simetriza (antisimetriza) os estados de um sistema bosonico
(fermionico). Usualmente A pode ser construido a partir do operador de per-

mutagoes P
. 1 .
A= > 6,P, (2.39)
op
com 0, = 1 para bdsons, §, = £1 para férmions (+1 permutacoes pares ¢ —1
permutagoes impares) e a soma em p se extende para todas as N! permutagoes com

% normalizando o sistema. Para maiores informacoes ver apéndice A.

Utilizando a relagao de completeza nao simetrizada,

/|F1,...,FN) Ny (7, L Ty = 1, (2.40)
Q

e as equagoes (2.33) e (2.36), é ficil de verificar que
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Qn(V,T) = /Z (UN| 71, ) (71 T @gj> o BEY 3N,
Q a
= (WY ) I =N (W | A ) = Ty, (241)

ou seja, o traco do operador densidade de probabilidade devidamente simetrizado
determina a funcao de particao canonica.
Aplicando N transformadas de Fourier tridimensionais em (2.36), podemos es-

crever Wf\? no espaco dos momentos:

WO, ... ky) = N </¥;’11¥N( Wy El,...,EN>. (2.42)
Entao, analogamente a (2.33), obtemos:
1 .
Qn(V,T) = ﬁ/wﬁ(kl,...,kmdwk. (2.43)
9

Substituindo (2.42) em (2.43) e comparando o resultado com (2.41) vemos que

TrWN:/<E1,...,EN‘WN’%},...,EN> 4Nk (2.44)
Q

A funcao de partigdo macrocanonica pode ser determinada fazendo Hy — Hy—

1N, e lembrando que
N|wY) = N|w), (2.45)
segue-se que
OV.T2) = 3 Qu = =3 (W[ W) ()
N a,N

S

a,N

Ae=8(fn=nR) | gNy = [Ae-ﬁff } . (246)

O operador N é equivalente ao operador Q presente em (2.12).

Funcgoes de Ursell

No ensemble macrocanonico as quantidades termodinamicas estao associadas ao

potencial macrocanonico

1
Q= v InO(z,V,T), (2.47)



Capitulo 2. Sistemas Estatisticos Interagentes 34

e, como O(z,V,T) é dado em termos de uma série na fugacidade, é conveniente
expandirmos o In©(z,V,T) em z. Na auséncia de particulas, as grandezas ter-

modinamicas sao zero i.e., Qo = 1, portanto {2 pode ser expandido como segue:

1
0= Vln{l + Q2+ Q2% + Q325 + Qu2* + }

:%(Q12+Q222+Q323+Q4z4+..)_%(leﬂLQ?Z + Qa2 )

+ % (Qiz+ Q2 +...)° — % (Quz+ .0 + ..
Qiz | (21Q:— Q1) 2% | (31Qs — 31@xQ1 +2Q7) 2°

0 =
11V + 21V + 3V
| A . | 2 4
L (410, — 410;0, 12§VQ+4 1Q2Q7 —6Q1) = (2.48)

E interessante definir coeficientes da fugacidade by, ou seja

T) = i byz". (2.49)

Portanto, a partir de (2.48) e (2.49) os quatro primeiros by’s sdo dados por:

@1

by — =, (2.50a)
_(21Q2 - Q7)
by — Tl’ (2.50b)
3
L= (3!Qs — 3?;@1 + 2@1)’ (2.50c)
- (41Q, — 41Q30Q; — 142"6/2% +41Q:Q% — 6Q1) (2.50d)

Existe uma expressao fechada para o N-ésimo coeficiente da fugacidade [34],

N
by — NL Z — D)1 Bk [11Q1,21Qa,s ooy (N —  + D)1Qn—psa], (2.51)

onde By sao os polinomios de Bell. Estes polinomios estao relacionados com os co-
eficientes que aparecem no teorema multinomial, e podem ser determinados através

da seguinte relacao:

1| dY (& ’
S;
BNk; [81,82, -~-73N—k+1] = E d:L‘_N (Z ]J‘ ]> . (252)
=0

Outra forma de se determinar o by é com o auxilio das func¢oes de Ursell Uxy,
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bN = g—N/U])\f(Fl, ...,FN)dgrl---dSTNa (253)

onde gy leva em conta a degenerescéncia devido a graus de liberdade internos'.

Esta segunda forma é interessante, pois Ux se relaciona diretamente com W5 .
Por exemplo, as quatro primeiras fungoes Us sdo obtidas em termos de W5 com-
parando (2.53) com (2.33), e utilizando as equagoes (2.50a), (2.50b), (2.50c) e
(2.50d):

Uir(m) = Wik(m), (2.54)
Us (7, 7) = W5 (7, 7)) — WS (R) Wi (), (2.55)
U (7, 7, 75) = Wi (71, 7y, 73) — 3W5t (71, 7o ) Wit (73)
W (P W (P) Wi (75), (2.56)
U (71, 7, 7, 7)) = WS (7, Ty, e, 7y) — AWEN (71, 7, 73) WK (7))
—3W5S (71, To )Wk (3, 7)) + 12W55 (7, ) WK (7)) Wi (7))
—6W* (F) Wit (F) Wi (F5) Wit (7). (2.57)

As funcdes de Ursell* e os coeficientes da fugacidade sao conhecidas também
como funcoes de cluster e integrais de cluster respectivamente. Estes nomes vem
do fato de que estas duas quantidades estao diretamente relacionadas com a idéia

de diagramas conexos.

Definicao de diagrama conexo: Diagrama conexo de N particulas é um
diagrama onde todas as N particulas estao correlacionadas através de interagoes ou

efeitos estatisticos, direta ou indiretamente.

Em principio todos os possiveis estados de um sistema estatistico podem ser
decompostos em diagramas genéricos que levam em conta os varios processos de
correlagoes. Os termos @)y, determinados pelas fungoes densidades de probabilidade

W, sao obtidos pela soma de todos os diagramas distintos de N particulas. J4 as

tA contagem do nimero de estados degenerados depende crucialmente do tratamento dado
ao sistema. Por exemplo, para um sistema quantico esta contagem deve respeitar a condigao de

simetria da fungao de onda completa.
tNormalmente, termos como 3Ws (7, 7)WiX(73) aparecem devidamente simetrizados:

WX (71, 7o ) WK (73) + Wik (73, 71 ) WS () + WX (7, 73) WX (1), pois a integragao em d®rid>rad®rs

permite a troca de indices mudos.
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integrais de clusters by, determinadas pelas fungoes de Ursell U, sdao obtidas pelas

somas de todos os diagramas conexos, ou seja:

by = QVN x (Soma de todos os diagramas conexos de N particulas) . (2.58)

O procedimento de rearranjar os varios diagramas distintos em diagramas conexos
nao é trivial. Apresentaremos a seguir, o procedimento para sistemas quanticos [33].
O leitor interessado em ver o caso classico pode procurar em [21].

Baseado na expansao (2.22) e na equagao (2.46) podemos mostrar que

)
&
=
I
(e
|
NS
O\m

B
d... / drTr {e—ﬂf%T [ﬁf (71)g -1 (n)o]}, (2.59)

com

N
Hy (1), = e (Z H]> e Ko, (2.60)

ou seja, a interacao entre particulas é supostamente duas a duas.

A fungao de particdo macrocanonica é obtida através de (2.59),

O(2,V,T) = Tr [Ae—ﬁfﬂ . (2.61)

Cada termo em (2.59) possui uma representacao diagramatica. Um elemento
diagonal,

(K| AePK |k) com k= {EI,EQ...,%N}, (2.62)

é caracterizado pela soma de varios diagramas, na qual cada particula retorna ao

estado inicial em S, i.e., [¥), = [¥),. A figura 2.1 mostra um diagrama tipico.

=B

=0

Figura 2.1: Um diagrama especifico de um elemento diagonal de [ = 9 em (2.59)
e N =13 em (2.62). A integracdo corre de baixo para cima. As linhas pontilhadas
representam a interagao entre duas particulas. As linhas cheias representam as

particulas.
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Um diagrama genérico é constituido de uma série de partes mutuamente desco-

nexas, cuja a amplitude é dada por

[C1(k])C1(K})...C1(KT™)] [Ca(k3)Ca(K3)...Co(K52)] ... [Cr(ky)Cr(K2)...Crlk™)]
(2.63)
onde o diagrama conexo C; aparece m; vezes. Por exemplo, na figura 2.1 temos dois
tipos de diagramas conexos: um com trés interagoes que aparece uma vez, e outro
com duas interagoes que aparece trés vezes.
Procedendo com a soma nos k’s e lembrando que m;! permutacoes de C; levam

a mesma configuracao (estados idénticos), obtemos:

(TrCy)™ (TrCy)™  (TrC,)™

m1! mg! mn'

(2.64)

Agora, como o nimero de interagoes [ e o nimero de particulas N variam de 0
a 0o, a soma de todas as configuracoes distintas é determinada pela soma de n e de

todos os m; independentemente.

ST NCCIE YL NEeteh iy

m1! m2! mn‘

mi1=0 mo=0 mp=0

= exp(TrC)...exp (TrC,) ... =expTr(Cy + Cy+...). (2.65)

Os processos de correlagao estatistica, determinados pelo operador de simetrizacgao

A (2.39), também possuem uma representacao diagramaética, e.g.:

N=2el=2 N =3el=0 (sem interagao)

ALK AT AR

Figura 2.2: Representacoes diagramaticas de dois elementos de matriz dados por
termos de (2.62).

Este tipo de representacao sugere que as permutacoes sejam tratadas como tipos
especiais de interacao, chamadas de interacdo de troca. De fato, do ponto de vista
de particulas representadas por “pacotes de onda”, os efeitos estatisticos aparecem
devido a possibilidade de sobreposicao entre os “pacotes”das varias particulas. Sao
estas sobreposicoes que caracterizam as interagoes de troca.

Dentro deste contexto, a interacao de troca contribui na determinacao dos dia-

gramas conexos. Por exemplo, para o sistema sem interagao os diagramas conexos
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de N = 3 sao somente os dois ultimos diagramas da figura 2.2. No apéndice A
calculamos o potencial macrocanonico ideal )y através da contagem de diagramas
conexos de interacao de troca.

Uma vez feitas estas consideracoes, percebe-se de imediato que a inclusao da

interacao de troca na definigao dos C;’s, altera (2.65) da seguinte maneira:

Oz, V,T)="Tr [fle’ﬁk} =expTr(Ci+Cy+...). (2.66)

Note que os C; s desta dltima equacao nao sdo os mesmo apresentados em (2.65).
A dependeéncia na fugacidade pode ser explicitada lembrando que o trago de cada

um dos C; contém uma soma no nimero de particulas, i.e.,

Ae 0 =nN) |y Ny

Tr(Ci+Co+...) = Tr [fle_ﬁk} :Z<\II(JIV
N a,N

— ZZ<‘I’(§V|A€_MN“I’QV>C 2N
N=0 a N

- S 7 (AeﬁffN>CN N, (2.67)
N=0

onde o subescrito ¢y representa todos os diagramas conexos de N particulas.
A degenerescéncia associada aos graus de liberdade internos pode ser incluida
fazendo
Tr (Ae_ﬁ Hy >

N - [TT (fle_ﬁﬁN> ZN:| gN. (2.68)

CN CN
Observagao: em geral a degenerescéncia depende do niimero de particulas.

Utilizando (2.66), (2.67) e (2.68), escrevemos o potencial macrocanénico como:

1 > L an
Q=T) = HTr(Cit Cot ) = Y QVNTT [AG_BHN] AN (2.69)
N=0 N
E comparando esta ltima equagao com (2.49), obtemos
by = QVNTT [AeﬂHN]CN . (2.70)

Este resultado comprova a equagao (2.58) para sistemas quanticos.

O fato de by ser constituido apenas de diagramas conexos é importante para
explicitar a existéncia do limite termodinamico. As interagoes referentes a um di-
agrama de N particulas dependem das posi¢oes de N — 1 particulas. Ou seja,

uma vez fixado um referencial nao devemos ter uma direcao preferencial para a
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interacao (hipdtese de nao localidade). Supondo interagoes de curto alcange, a in-
tegracao de N — 1 coordenadas em (2.53) deve se extender a uma regiao limitada,
sendo esta regiao independente do volume V' do sistema. Neste caso, devido a in-
tegracao da coordenada restante, todos os diagramas conexos serao proporcionais
a V', e consequentemente by independe do volume do sistema. Portanto, no limite

termodinamico by (7, V') tende a um valor finito by (7).

Sistema classico nao relativistico

Segundo (2.34) temos:

—Bm
. . e
UL (R) = WE(R) = YR (2.71)
e=Bm\ 2
Ug (71,7) = < \3 ) [, 72), (2.72)
onde

¢é chamada de func¢ao de Mayer.
Com o auxilio de (2.34), é possivel mostrar que as fungdes de clusters cldssicas

podem ser decompostas em produtos de fungoes de Mayer [37], por exemplo:

—Bm\ 3
e T oo Lo
Ug(f’b 7:’2’7:’3> — ( 3 > (efﬁV(Tl7T2)e*ﬁV(Tl,TS)G*ﬁV(m,Ts)

_e BVI(FLTR) _ =BV(TTs) _ =BV (71,72) + 2)

Bm 3
= (S ) e - ) ) ) (e )

L e PV (L) =BV (F1Ts) | =BV (F1,72) =BV (7,7s) | =BV (F1.75) o= BV (72,7s)
_2€7BV(F1,F2) _ 267BV(7?1,’F3) _ 267BV(F17F2) + 3:|
e—PBm 3 — BV (71,72) —BV (71,7s)
BRUDE [fi2f13.f23 + (e 1) 1) (e 1) 1) 4
+ (eI 1) (e VT 1) 4 (e AV 1) (e PV )]

e=hm

)\3

U??(Fb T, T3) = < ) [fi2fisfos + fizfis + fiafos + fisfos) - (2.74)

Esta decomposicao pode ser feita em todas as ordens, onde as funcoes de Mayer

serao sempre os entes fundamentais na determinagao dos U (7, ..., Tx).
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Baseados nas fungoes de Ursell em termos de f(7;,7;), podemos escrever as trés

primeiras integrais de cluster na forma de diagramas conexos:

b, b,

ool % 2o P

Figura 2.3: Diagramas classicos que determinam os trés primeiras integrais de

cluster. Cada linha representa uma funcao de Mayer. Note que, a rigor, by nao é

um diagrama conexo.

O numero de diagramas conexos cresce muito rapido conforme N aumenta. Por
exemplo, para N = 2 temos um diagrama, para N = 3 temos quatro diagramas e

para N = 4 temos trinta e oito diagramas.

Sistema quantico relativistico

Por uma série de motivos, o caso quantico relativistico é bem mais complicado do

que o sistema classico nao-relativistico:

e Um sistema relativistico nao possui uma funcao de interacao como os poten-
ciais. De fato, a determinacao de uma hamiltoniana de interacao H; é muito

mais complicada.

e Existem efeitos de correlacao devido a estatistica quantica. Estes efeitos apare-

cem misturados com os efeitos dinamicos (interagoes).

e Sistemas quanticos podem possuir estados ligados discretos.

Apesar disto, existe um formalismo bastante geral que possibilita escrever as
fungoes de Ursell em termos da matriz S [33].
Assim como existe um operador Wy (2.38) associado a uma funcao W(7y, ..., Py ),

podemos definir um operador Uy tal que

US(F, ..., 7n) = NUF o, v Uy 7 o ) (2.75)
Substituindo (2.75) em (2.53) obtemos:
_9n = > 7T = ~ \ BN..__ 9N £
by = L[ (71 e O 73, ) 5 = SET0 Ty (2.76)

%
Q

Por comparagao direta com (2.70) vemos que
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Trly = Tr [Ae—ﬁfffv} . (2.77)

CN

Para poder escrever os by em termos da matriz S é necessario separar os efeitos
estatisticos dos efeitos dinamicos, pois sao somente estes ultimos que influénciam a

matriz S. O procedimento padrao de realizar esta separacao é construir
b0 = QVNTTU](\?), (2.78)
onde o indice 0 representa o sistema livre (sem interagao).

Como U 1(\? )¢ livre, ele contém apenas efeitos estatisticos. Portanto, basta subtrair

(2.78) de (2.76) para ficarmos apenas com efeitos dindmicos:

by — b0 = ngTr (UN _ U}VO)) . (2.79)

Com o auxilio de (2.79) e (2.49), obtem-se:

02— Q

i <bN - b§3)) N (2.80)
N=1

O préximo passo € mostrar que T'r ([7 N—U ](\(,))> pode ser escrito em termos de

um operador S associado & matriz S (ver capitulo 3). Utilizando (2.36), (2.54),

(2.55), (2.56) e (2.75) determina-se os trés primeiros termos:

Primeiro termo:
Tr <U1 — U1(0)> — TrWy — Trv” = TrAe P — TrAePH” = 0, (2.81)

onde a iltima igualdade ocorre pois Hy = H 1(0) (particula livre).

Sequndo termo:
Tr (Ug — (72(0)> = TrWy —Tr <W1W1> - [TrWQ(O) —Tr <W1(0)W1(0)>]
= TrW, — TTWQ(D) = TrAefH> Tr/ie_ﬁﬁém, (2.82)

sendo Hy o operador hamiltoniano de duas particulas.

Terceiro termo:
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3

Tr <Ug - U§0)> = TT’Wg — Z Tr (W;JW{C> + 2Tr (W1W1W1> +
i<j=1 e ki
3
SO - T (WO orr (WO W;m)]
1<j=1 e k#i,j
=Wy =T = S0 [T (W) — T (WO

i<j=1 e k#i,j

o - A ~(0)
= TrAe PHs _ Ty Ae=BHs

A( > e—ﬁ@wm)_e—ﬂ(ﬁéﬁuﬁiw))]’ (2.83)

i<j=1 e k#i,j

—Tr

onde Hj é o operador Hamiltoniano de trés particulas. Ja lf[ij ¢ o Hamiltoniano
de dois corpos e H, o Hamiltoniano de um tnico corpo com a soma gerando trés
termos (1:112 + 1:13; ﬁlg + I:IQ; ]:[23 + f[l) Note que a juncao dos operadores ﬁij com
H, pode ser realizada, pois eles atuam em sub-espagos distintos e portanto comutam
entre si.

Uma analise mais detalhada dos termos superiores revela que o trago de (ﬁ v—U ](VO )>

é composto de combinagoes lineares do tipo

Tr (fl'e‘ﬁﬁ/> —Tr (A’G_BHI(O)> : (2.84)

Por exemplo, (2.83) possui quatro termos deste tipo: no primeiro H' = H; e nos
outros trés H' = I:Iij + H,.
O procedimento de relacionar o operador densidade de probabilidade W' com a

matriz S comeca na definicao de operadores de Green, como segue:

G =(—H)" ¢ GO =(c—HO), (2.85)

sendo ¢ é uma variavel complexa, que quando identificada com o espectro de H' e
H'© gera polos. O fato de estarmos usando o mesmo ¢ para ambos os operadores
G e G'O tém implicagoes sobre o processo de espalhamento e serd discutido no
préximo capitulo.

Para escrever o traco de W’ em termos de G'(c) devemos realizar uma extensio
analitica na regiao de integracao de ¢. Sabendo que o Hamiltoniano H’ obedece

a uma equagao de autovalores tipo (2.37), procedemos com todos os calculos e
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obtemos:
371 A1 —BH' d —Bs A A
Trw'=Tr <A e ) =— [ =eImTr [A G (g)] ds. (2.86)
™

Os detalhes sao apresentados no apéndice B.

Portanto, partindo de (2.86) podemos reescrever (2.82) e (2.83) como:
. T d . /o R
Tr <U2 - U2<°)) S / & =< ImTr [A <02 - Gg‘)))} ds, (2.87)
T
com GZ sendo o operador de Green de ]:12, e

o0

~ ~ d
Tr <U3 - U§O)> == / = e ImTr
7T

3

A(Ga=69) = 3 Ay (G- GY)

i<j=1

dg,

—00

(2.88)
onde G ¢ dado por H e CAT’Z-j =(c— Flij — If[k)_l.
O proximo passo € definir os operadores T, Q, e S , todos funcoes da variavel

complexa g:

T(©) = VHVEEOV: Q) =6 [¢06)] (2.89)
Si) = O H¢HN), com V=gH =H-HY, (2.90)

Observagao: por economia de notacao, suprimimos o “linha” nos operadores Hamil-
tonianos e de Green.

A partir destas definigdes, pode-se provar as seguintes identidades (ver apéndice
B):

Q = 14+GOT; T=VQ; (2.91a)
G = GO LGOTGO. Ot =1 GOV, (2.91b)
GOt = GO Gt =G e TH=1~ (2.91c)

onde o “dagger” representa a conjugacao hermitiana e o asterisco a operacao de
conjugagao complexa.
Agora, munidos das defini¢oes (2.89) e (2.90) e das quatro identidades (2.91a) e

(2.91b), vamos estabelecer a importante relagao
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—4iImTr |G(s) — G(O)(g)} =T

—

9.
S5, (292
Js ] (2.92)
Para proceder com esta verificacdo substituimos (2.90) em (2.92) e usamos a
propriedade ciclica do traco:

(2.93)
Utilizando (2.91b) no primeiro termo de (2.93) e lembrando que V nao depende
de ¢ %—‘g/ = 0), temos:

i .00 B
a9 (1-cop) La_% s09 (yq). 2.04
S ( GV>8§ 05 G8<<V> (2.94)
A seguir, substituimos (2.91a) em (2.94):
7 o(iscor) G A T 80O
0120 = — GO L= <G<0>T> GO Lo
Js 05 Is 0s s 28
(2.95)
Agora, lembrando da definigao (2.85) de GO | segue:
0G® (¢ — HO)! . N2
= = —(c—H"?2=_(GO) . 2.96
o 5 (= HO)? =~ (¢©) (2.96)
Entao, substituindo (2.96) em (2.95) obtemos,

A

o Lo (60
o= (G )T.

(2.97)
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Para o caso do complexo conjugado de (2.93), podemos usar a propriedade ciclica

do traco e obter uma férmula andloga ao caso anterior,

Tr Q*g<ﬂ*>_l — Ty a@? o - (@) a;z* = 1| () 6%9

Como o complexo conjugado atua somente na variavel ¢, concluimos que

—
~\-1 O 4 . 2 .\ *
* 2O — _ (0)
(Q ) S =2 ((G ) T) . (2.99)
Com o auxilio de (2.97), (2.98), (2.99), (2.93) e (2.91b) e usando novamente a

ciclicidade do trago, provamos finalmente a relagao (2.92):

Tr

Slgﬁl — _Tr [2 (G“”)Q T—2 ((Cﬂ‘”)%) ] — _4iImTr [G _ G*(O)} .
(2.100)

Portanto, através desta relacao, a equagao (2.86) pode ser reescrita em termos

do operador S:

7 [dr (01 = o) = %eﬂcw A (é’)_l azg (S’)] . (2.101)

Note que a introducao de A’ é trivial uma vez que ele comuta com todos os outros
operadores.

Partindo deste tltimo resultado é possivel reescrever (2.87) e (2.88) da seguinte

forma:
—B< ?
~ B ~ (0) _ e A A_l_ ~
Tr (U2 { ) / " <A52 i 52> de, (2.102)
S e=PF 1 D a0,
Tr (Ug - U§0)> = /dE A Tr (AS3 18_E53 —Tr Z AijSijla_ESij y
i<j=1
(2.103)

com SQ associado a ﬁg, gg associado a H'g e S;; associado a ]:Iij + ﬁk.
De um modo geral, a estrutura de (2.101) determina a forma das integrais de
cluster:
gy [ e

Bs
0
on = bgv) v 471

Tr (ASHG%S) ds. (2.104)
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O subescrito ¢y representa todos os diagramas conexos de N particulas, em que a
interacao atua ao menos uma vez.

Esta tdltima equacao é uma das equacoes fundamentais para o tratamento es-
tatistico quantico relativistico no equilibrio. No proximo capitulo mostraremos que
S representa de fato o operador associado & matriz S fisical da teoria usual do es-
palhamento. Uma vez que S encontra-se na camada de massa, pode-se mostrar que

o trago do operador flg_la%g também o esta [33].

2.2 Equacoes de estado

Do ponto de vista termodinamico, equagoes de estado (EoS) sdo um conjunto de
equacoes ligadas a primeira lei da termodinamica capazes de descrever o comporta-
mento global do sistema. Por exemplo, se a primeira lei é expressa na representacao

1ak
da entropia*,

_ 1 p 1
dS = =dU + dV — =dN, (2.105)

entao as EoS deste sistema sao dadas por:

1 [0S

7 (UV.N) = (%)VN, (2.106a)
P _ (95

(U V.N) = (3V)U,N’ (2.106b)
a _ _ (95

F(UV,N) = (aN)va' (2.106¢)

Por outro lado, a ligagdo da termodinamica com a mecanica estatistica (desen-
volvida previamente) se da através do limite termodinamico. De um modo geral,
este limite consiste em fazermos as grandezas extensivas (S, U, V', N etc) tenderem
ao infinito, mantendo as razoes entre elas finitas. O papel deste limite vai além da
conexdo entre a mecanica estatistica e a termodinamica. E através dele que a ME de-
senvolvida previamente se torna uma teoria fisica. Veremos no capitulo seguinte que
o trago da matriz S sé apresenta elementos na camada de massa quando tomamos
o limite termodinamico. Portanto, é de suma importancia que este limite exista.

Dito isso, é interessante expressarmos a primeira lei em termos da densidade

numérica n e da densidade de energia p,

§Todos os seus elementos estdo na camada de massa, i.e., ¢ faz parte do espectro de H©).

*Por simplicidade, continuamos com um sistema de uma componente.
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N U
= = —, 2.107
n=y;oe p=g; (2.107)
Depois de algumas manipulacoes obtemos:
V p+p—pun uV
= — LASELEL S — —dn. 2.1
dS po + T dV T dn (2.108)

A primeira lei na forma de (2.108) implica que a entropia S é funcao de p, V e
n. Agora como S, U, N e V sao grandezas extensivas podemos escrever a seguinte

relagao:

S(p, AV,n) = AS(p,V,n). (2.109)

Derivando esta relagao em termos de A e depois pondo A\ = 1, segue:

d d dS(p, \V,n) oAV) A=1
180Vl = s Vi) = (e ) W) spvim) S
(g—i)p’nv =S(p.Vin) = S= (’)H’;‘m)v. (2.110)

A equagao (2.110) é a versao da relacao de Euler para as densidades numérica e

de energia. Diferenciando esta relagao obtemos:

Vi . (p+p—pn)V

(p+p—pn) v V. Vu
_ YdotYdp— P g Y~ T. (2.111
as T av + po—l— po T dn T du e aT. ( )

Agora, comparando esta ultima equacgao com a 1° lei, segue a equacgao de Gibbs-
Duhem:

(p+p— pn)

dl' = 0. 2.112
- 0 (2.112)

dp — ndp —

De (2.112) podemos entéao inferir que

(g_i];)“ _ w o (S_DT _ (2.113)

Uma importante consequéncia da equagao de Gibbs-Duhem ¢é que, das trés

equagaos de estado associadas a (2.108)

V 05
~ = (22 2.114
rovm=(3) (2.1140)
S oS
V =S (p,V, n) = (W)pm , (2114b)

p,V
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apenas duas sao independendes.

Em um sistema termodinamico constituido de uma entropia extensiva depen-
dente de M variaveis, é necessario conhecermos M — 1 equagoes de estado para
descrever o sistema completamente.

Como se sabe, além da representacao da entropia, existe uma série de repre-
sentagoes distintas e equivalentes capazes de descrever um sistema termodinamico.
Cada uma destas representagoes esta associada a fungoes especiais conhecidas como
potenciais termodinamicos. Apesar destes potenciais apresentarem caracteristicas
distintas, a descricao do sistema independe da representacao escolhida. Portanto, o
que dita a utilizacao de um determinado potencial é a conveniéncia.

O potencial termodinamico que surge naturalmente da mecanica estatistica é o
potencial macrocanonico 2 definido em (2.47). O conceito probabilistico inerente a

mecanica estatistica [21] nos permite escrever

N 1 N,
A " e~ PEa  Nr 2.11
Ty @(V,T,z); ve (2.115)
E 1 E
_ 4 o=PEa ,Nr 2.11
F =y @(V,T,z); veooc (2.116)
onde
OV, T,z) = e Pz, (2.117)
Utilizando (2.47) podemos reescrever n e p em termos de €2
0 oV, T,z2) o0
— s |In=2 2 222 2.11
0 OV, T, z) o0
= —— |In——222 == . 2.119
o) = —5 w52 - (55) (2.119)
As duas equacoes acima sugerem que
0N 0N n
A= |(—=—) d — | dz=—pd —dz. 2.12
(32). 0 (52) oo s foe o

Agora, lembrando que 3 = 1/kT e z = e P* reescremos (2.120) como:

n

:_(pﬂm)d(
kT

(kT)’
O préximo passo é introduzir em (2.121) a primeira lei da termodinamica sob a
forma de (2.108):

kT) 4 —=dp. (2.121)
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as 1 Lp+p—pun (p+ pn)
a0 =22 gy 2P TRy B gy TR ey + e (2122
WOV T i T e )+ e (2122)
Observe que, por questoes dimensionais, dividimos (2.108) por kV'.

Rearranjando os termos desta tltima equagao e utilizando (2.110) vemos que

S p | pn S (p—un)
Q0= —_ - — 4+ — N=— - —— 2.12
dtr=d (kV W T kT) TETW T (2.123)
Por fim, comparando este 1ltimo resultado com (2.110) obtemos:
p(2,5)
= Q. 2.124
T (2.124)

As equagoes (2.118), (2.119) e (2.124) nos permitem determinar a pressao p, a
densidade numérica n e a densidade de energia p de um sistema estatistico descrito
pelo ensemble macrocandnico. Estas equagoes sao a base das EoS cosmoldgicas
construidas no capitulo 5.

Na se¢ao 2.1.2 vimos que o potencial macrocanonico pode ser escrito como uma

série na fugacidade, (2.49). Neste caso, p, n e p sao dados por:

p(Z,T) — 9(27 ) — Z bNZN, (2125&)

n(z,T) = = ( (25) ZNsz (2.125b)

p(z,T) =~ (aQ(z ) > ZﬁbN N (2.125¢)

onde ja supomos tomado o limite termodinamico das integrais de cluster by dadas
m (2.53).
As fungoes p(z,T), n(z,T) e p(z, T) formarao o conjunto A de equagoes de estado.
Uma alternativa para a descricao do sistema de uma componente é construir
equagoes para a pressao p(n,T) e para a densidade de energia p(n,T) através da

“Inversao” de n(z,T). Este tipo de expansao é conhecida como ezpansdo do virial:

d (Z’TT) - gl:al(T)nl, (2.126a)
pin.T) _ i a(T)n!, (2.126b)
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onde a; e ¢; sao os coeficientes do virial para a pressao e a densidade de energia,
respectivamente. Estes coeficientes sao completamente determinados pelos by’s. No
apéndice C' apresentamos as formas explicitas dos primeiros coeficientes de a; e ¢;.

As fungoes p(n,T), p(n,T) e n(z,T) formardo o conjunto B de equagdes de
estado.

Baseados nestas cinco ultimas equagoes, podemos obter também outros dois
conjuntos de EoS distintos: p(n,T), p(z,T) e n(z,T) que chamaremos de conjunto
C; p(z,T), p(n,T) e n(z,T) que chamaremos de conjunto D. E possivel ainda
construir outros conjuntos de equacoes de estado, como por exemplo EoS baseadas
na expangao em termos da constante de acoplamento, eq. (2.3), porém este tipo de
estudo foge ao escopo desta tese.

Na sua forma completa os quatro conjuntos A, B, C e D sao equivalentes, porém
eles diferem quando truncamos as respectivas séries em uma determinada ordem.
Como para fins praticos nao é possivel somar estas séries, devemos entao realizar
um estudo comparando as caracteristicas perturbativas destes quatro conjuntos.

Esta analise pode ser feito através de diversos procedimentos, envolvendo desde
critérios formais (termodinamicos e estatisticos), a até critérios fenomenolégicos
ligados a consideracoes fisicas e resultados experimentais. Apresentaremos a seguir,
alguns critérios que ajudarao a decidir qual é o conjunto mais conveniente para

aplicarmos na cosmologia pré-nucleossintese.

2.2.1 O significado fisico das quantidades p, p e n

Dentro do escopo da mecanica estatistica no equilibrio, as densidades numeérica n e
de energia p tém um significado fisico bastante preciso. Esta duas quantidades sao
médias ponderadas pelo fator de Boltzmann, que no caso do ensemble macrocanonico
sao expressas pelas equagoes (2.115) e (2.116). Comparando (2.117) com (2.4), é
imediato perceber que (2.115) e (2.116) estao associadas a séries na fugacidade, ou
seja n(z,T), (2.118) e p(z,T), (2.119).

Por outro lado, se utilizarmos a série do virial p(n,T), a no¢ao estatistica asso-
ciada a densidade de energia se perde, podendo inclusive, no caso do truncamente
em uma dada ordem, levar a resultados fisicos estranhos.

Para ententer melhor estas idéias, vamos estudar um sistema especifico, onde a
Hamiltoniana de dois corpos é constituida de B estados discretos. Podemos idealizar
este sistema como sendo um sistema quantico nao relativistico onde os tinicos estados
interagentes relevantes sejam os estados ligados. Entao, baseado em (2.79) e (2.82)
temos:

by~ Y e PP, (2.127)

B
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Note que estamos ignorando os efeitos da estatistica quantica.

Neste caso, o segundo coeficiente da série de p(z,T), eq. (2.125¢), resulta em

0by
——= =Y Epe s 2.128
ey 2:128)
B
A equacao acima apresenta claramente a idéia de média estatistica sobre as
energias dos estados discretos.

Por outro lado, o segundo coeficiente do virial ¢ (C.4b), presente na série de
p(n,T), eq. (2.126b), é dado por:

— l 3% —BEB
=5 [Z (EB+ b a&) e ] : (2.129)

B

com b; >0e %—% < 0, devido a imposicao de positividade de n e p no caso ideal.

O coeficiente ¢y, além de nao possuir a forma usual de média estatistica dos
estados discretos, apresenta também um comportamento estranho em alguns casos
de Eg positivo. De fato, é possivel termos ¢y negativo com todos os Ep positivos.

Este tipo de argumento privilegia a equacao p(z,T) em detrimento da equagao
p(n,T).

Diferentemente de n e p, a pressao p nao possui uma interpretacao ligada a
médias estatisticas. No contexto da mecanica estatistica usual, a idéia de pressao
s6 aparece quando tomamos o limite termodinamico.

Um outro meio de atribuir um significado fisico ao conceito de pressao ¢é através
do tensor de stress II;;. Este meio ¢ bastante interessante, pois II;; nada mais é do
que a parte espacial do tensor energia-momento de um fluido 7},,. Ou seja, a pressao
que aparece no modelo do Big-Bang esta diretamente relacionada com II;;.

Por questao de simplicidade, vamos restringir o estudo do tensor de stress a
sistemas cldssicos nao relativisticos. Segundo a abordagem padrao [35], II;; é definido
através da pressao interna p, que é diferente da pressao superficial p de um sistema.

Definimos pressao superficial, considerando pdSdn como sendo a média do tra-
balho realizado por um campo de fronteira em um ensemble, quando o elemento d.S
da fronteira se move uma distancia dn normal a ela propria.

O paragrafo acima se refere apenas a fronteira de um ensemble, ou seja a relagao
entre este ensemble e o mundo exterior. Trataremos a seguir do conceito de pressao
interna ao ensemble.

A média do stress por unidade de area que cruza qualquer superficie imaginéria
dentro do ensemble é definida como sendo a forca resultante por unidade de area
exercida pelas particulas do lado A sobre o lado B, em conjunto com a transferéncia

de momento por unidade de area por segundo de A para B de particulas que cruzam



Capitulo 2. Sistemas Estatisticos Interagentes 52

a superficie de A para B e de B para A. O stress exercido pelo lado A sobre o lado B
é necessariamente igual e oposto ao stress exercido de B para A desde que as forcas
obedecam a terceira lei de Newton.

O stress 1I;; é definido, em geral, como um tensor simétrico de segunda ordem,
com seis componentes independentes: py., Dyy, Pzzs Days Paz> Py-- NO caso de termos
um fluido perfeito, o stress medido por um observador comovel se reduz necessaria-
mente a forma py,= Pyy= Dz = P, Pay= Pz-= Py = 0, devido a isotropia do fluido
neste referencial. A componente p deste tensor é chamada de pressao interna.

A forma simplificada das componentes de II;; e o célculo explicito de p através de
qualquer superficie interna sao imediatos para fluidos ideais (sem interagao). Neste
caso a forca entre as particulas é desprezivel, e portanto a componente p,, é tao
somente a taxa de transferéncia de z-momento através da unidade de superficie
unitaria normal ao eixo x.

Particulas com velocidade entre u e u + du carregam momento mu através da
superficie interna, e a quantidade de particulas que cruzam uma unidade de area
no tempo dt, nada mais é do que o nimero de particulas n presente no volume udt.
Portanto, pela lei de distribuigao de Maxwell, nn é dado por:

N 2

5 m \1/2
n(u) = Vudt <27Tk;T> e 2T du, (2.130)

e a componente p,, em um intervalo dt é:

Pz = /ﬁ(u)mudu = Tm (27:';T> / ule” 2T duy = VkT. (2.131)

—00

Resultados idénticos sao obtidos para py, € p...

Com um célculo similar a (2.131), é facil de verificar que a taxa de transferéncia
de z-momento através da unidade de superficie unitaria normal ao eixo y, definida
COMO Py, ¢ identicamente nula. Analogamente, temos p,,= p,. = 0.

Portanto, podemos escrever

Pideal = nkT. (2132)

A equacao (2.132) representa a pressao interna de um fluido sem interagao. Note
que através de modelos simples de teoria cinética dos gases, obtemos a mesma
equacao de estado para um gés ideal [36]. Porém, a pressao calculada via teoria
cinética é uma pressao exercida pelas particulas sobre a superficie do recipiente. O
que ocorre é que na auséncia de campos externos, a pressao interna é constante em

toda parte do fluido, e € igual a pressio na fronteira.
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Vamos supor agora que estamos tratando nao mais com um fluido ideal e sim
com um fluido de particulas interagentes. Entao, para o cédlculo da pressao interna,
além do termo de fluido ideal (2.132), obtido através da tranferéncia de momento,
temos também um termo extra baseado na interacao entre os constituintes.

Vale lembrar que, na auséncia de campos externos, continua valida a afirmacao
de que o stress interno é necessariamente uma pressao isotrépical igual a pressao de
fronteira.

Para o calculo deste termo extra, temos que calcular a média da forca por unidade
de area que todas as particulas de um lado da interface geométrica exercem sobre
aquelas particulas do outro lado.

Considerando uma fatia de um plano infinito de espessura df, vamos calcular a
média da forca dFpy exercida por todas as particulas que estao dentro desta fatia,

sobre uma particula P a uma distancia z.

"

Figura 2.4 - Geometria do sistema de interesse.

O numero médio de particulas entre r e r + dr a uma distancia r de P é:

n(r) = QWTdT%df exp|—V(r)/kT], (2.133)

onde V(r) é o potencial entre pares de particulas.

Esta equacao é conhecida como lei de distribuicao de Boltzmann para pares de
particulas, véalida somente para sistemas em equilibrio termodinamico.

A forga resultante ao longo do eixo PO, exercida por um elemento da fatia, é

dada por:

dFpo = n(r) cosd (—%—‘;) — oY g (_a_:{) exp[—V (r)/kT)dr.  (2.134)

"Esta afirmacdo é valida apenas no caso de potenciais centrais.
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A forca média que todas as particulas internas a esta fatia exercem sobre a

particula em P ¢é obtida integrando r de z até infinito:

dF = 27rN,gdf/ (_0_V) exp[—V (r)/kT)dr = LWde{eXP[_V(Z)/kT] — 1}

(2.135)
Observe que, por simetria, as componentes perpendiculares ao eixo PO se anulam.
Portanto, a forca média por unidade de area sobre particulas que estao dentro

de uma fatia com espessura dz, no qual ha %dz particulas é:

dF N2kT
Pint dS ™ V2

zdzdf{exp[-V (z)/kT] — 1}. (2.136)

Repassando z para z + f  a distancia entre 2 fatias quaisquer, e integrando
sobre todo o intervalo [0, oo], obtemos o stress total por unidade de area, devido ao

potencial V' (r):

N2kT [ [

Pint = —27 2 //(z + f)dzdf {exp|-V (z+ f)/kT] — 1} =
00
Dint = —QWNVIZT/mdx{exp[—V(x)/kT] - 1}/dy:
0 0
Pint = —27kT (g) / (e’v(r)/kT — 1) r’dr = ax(T)n’kT, (2.137)

sendo sendo ay(7") o segundo coeficiente do virial para sistemas cldssicos nao de-
generados dados por (C.2b) e (2.53).
Se juntarmos as equagoes (2.132), (2.137) e (C.2a) obtemos

p(n,T)
kT

que ¢é exatamente a mesma equagao (2.126a) truncada em segunda ordem.

= a1 (T)n + ay(T)n?, (2.138)

Portanto, para sistemas classicos nao relativisticos a pressao p(n,7T') possui um

significado fisico bastante claro, diferentemente de p(z,T).

YA fatia de espessura df foi colocada na origem, mas de modo geral ela estd a uma distancia f

da origem.
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2.2.2 Comparacao explicita entre as série z e n para a pressao

Como dito no comego do capitulo, a expansao em série da funcao de parti¢ao (ou das
equagoes de estado) s6 representard de fato as quantidades termodinamicas desejadas
se a série for convergente. Esta condicao é essencial também para podermos utilizar

a teoria de perturbagao e deixar o sistema bem mais tratavel.

Até o presente momento desenvolvemos trés tipos de expansoes distintas: a
primeira em termos da constante de acoplamento g, conveniente para sistemas fra-
camente acoplados; a segunda em termos da fugacidade z, conveniente quando z é
razoavelmente menor do que um; e a terceira em termos da densidade numérica n,

conveniente para sistema de baixa densidade.

Nesta secao, estamos interessados em analisar os varios conjuntos de equagoes
de estado dados como funcgoes de z ou n. A utilizacdo de um deste conjunto em
detrimento dos outros depende muito das caracteristicas do sistema em questao.
Contudo, as séries da pressao em termos de z e n podem ser parcialmente compara-

das sem especificarmos o sistema.

Do ponto de vista tedrico, uma caracteristica importante a favor da convergéncia
da série completa de p(n,T'), para o sistema cldssico nao relativistico, é que os co-
eficientes do virial a’s sao determinados por uma subclasse dos diagramas conexos
conhecidos por diagramas irredutiveis [21]. Estes diagramas sao facilmente detecta-
dos, pois eles sdo multiplamente conexos (uma particula interage com pelo menos
duas outras particulas). Da figura 2.3, segdo 2.1.2, vemos que para N = 3 apenas
um dos quatro diagramas € irredutivel. J& para N = 4 temos trinta e oito diagramas
conexos, dos quais apenas dez sao irredutiveis. Este corte nos diagramas faz com
que o tratamento perturbativo seja mais eficaz na série de p(n,T") do que na série
de p(z,T).

Ja do ponto de vista experimental, a expansao do virial p(n,T) descreve muito
bem a fase gasosa de sistemas nao relativistico. Podemos estudar, por exemplo,
o comportamento de uma série de gases através do potencial fenomenolégico de

Lennard-Jones,

vi-[(2)"-(2)]

onde o e € sao parametros arbitrarios positivos.

Como mostrado na figura a seguir, os dados experimentais concordam com as

curvas tedricas do segundo coeficiente do virial para a pressao (asg).



Capitulo 2. Sistemas Estatisticos Interagentes 56

Calculated quantum
mechanical curve
for He =

£
s Calculated quantum
n =15 mechanical curve =
& for Hp e A
-20 o Ny -
Calculated e CH,
-25 classical curve -
3 il

A Ne =
& He

Figura 2.5 - Esta figura mostra a concordancia entre os dados experimentais e
as curvas teodricas do segundo coeficiente do virial. Note que B na nossa notagao
representa o termo ay, T* = kT /c e o = 2'/5 é 0 minimo do potencial de Lennard-
Jonnes. A curva classica foi calculada através do método de Mayer, enquanto que
para as curvas de Hy e He foi utilizado o método de Beth-Uhlenbeck. Figura tirada
da pagina 164 de [37].

O principal ponto desta figura é que os dados experimentas sao ajustados por
uma série expandida em termos de n e nao da fugacidade z [39] e, como veremos a
seguir, as séries em z e n truncadas no segundo termo nao sao equivalentes.

Em primeira ordem de correcgao, as série de p(z,7), eq. (2.125a), e n(z,T), eq.
(2.125Db), podem ser escritas como:

p(z,T) =~ kT(byz+ byz?), (2.139a)
n(z,T) =~ (b1z+ 2by2?). (2.139b)

Agora, segundo (2.126a) e a equagao (C.2b) do apéndice C', a pressao em termos

de n e T é dada por:

b
p(n, T) ~nkT [a; + asn] = nkT [1 - b—gn} . (2.140)
1
A equag@o (2.140) ¢é diferente de invertermos (2.139b) através de Baskara, e
substituirmos o resultado em (2.139a):

n="bz+2b2> = bz 420> —n=0=

—b1 + \/ b% ‘|— 8b27’L
z = s

4by

(2.141)
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onde o sinal positivo foi escolhido para garantir a positividade da fugacidade.

Substituindo esta tltima equacao em (2.139a), obtemos:

2
_ 2 . 5
p/(n7T) = kT |b ( by + 42’1 + 8b2n> + by ( b1 + 4;)1 + 8b2n) N
2 2

p'(n,T)=kT

(2.142)

[1— /1 —8nay + 4a2n]

8&2

Por construc¢ao sabemos que p'(n(z,7),T) = p(z,T). Portanto, comparando
(2.140) com (2.142) fica nitido (pelo menos até segunda ordem) que p(n,T) é dife-
rente p(z,T).

Veja que, formalmente falando, a equagao p'(n,7T’) nao representa uma série na
densidade numérica. Contudo, a série do virial usual pode ser recuperada, aproxi-

mando a raiz de (2.142) pelos primeiros termos (hipdtese de baixa densidade):

S T) = k| LTt 40+ 8 (an)” 4 dayn
8(12
aon + (agn)?
p(n,T) ~ kT |———="| =kT [n+am?| =p(n,T). (2.143)
a2

2.2.3 Estabilidade termodinamica

A idéia de estabilidade termodinamica esta ligada ao principio de extremo da en-
tropia (ou energia). Segundo, este principio devemos ter dS = 0 e d*S < 0. A
primeira destas condigoes determina que a entropia seja um extremo e a segunda
implica que este extremo seja um méaximo. Enquanto que dS = 0 implica em um
sistema em equilibrio, d2S < 0 determina que este equilibrio é estavel.

Considere dois subsistemas idénticos, cada qual descrito por uma equacao fun-
damental do tipo S(U,V, N), separados por uma parede totalmente restritiva. Se
removermos uma quantidade AU de um dos sistemas e repassarmos para o outro

sistema, a segunda lei da termodinamica implica que

S(U+ AU, V,N)+ S(U — AU,V,N) < 2S5(U,V,N) para qualquer A. (2.144)

Uma andlise grafica mostra através da concavidade da entropia que (2.144) re-
presenta a condicao de estabilidade para uma variacao de AU. Se passarmos para

AU — 0, entao (2.144) se reduz a forma diferencial
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82S>
——) <o (2.145)
<8U2 V,N

Contudo, esta condicao é menos restritiva do que a condicao de concavidade
(2.144), que deve valer para todos os AU ao invés de somente para AU — 0.

O objetivo desta secao é determinar quais sao as restricdoes necessarias para
que as FEoS cosmoldgicas sejam estaveis. Para isso, é interessante reformularmos o
critério de estabilidade para a representacao de energia U. A transcri¢ao para esta
repressentacao é simples: da condicao d2S < 0 passamos para d*U > 0, condicao de
minima energia.

Agora, supondo um sistema descrito por?,

dU = TdS — pdV, (2.146)

a condicao de minima energia implica que

0*U 0?U
— ] > — > 2.14
(352)v_0’ (3‘/2)3_0 2447

92U 02U 02U \?
g A > 0. 2.14
(5) (5=) ~ (Gsaw) =0 2.115)

Enquanto as equagoes em (2.147) levam em conta as variagoes da entropia e

do volume separadamente, (2.148) representa a condigao de estabilidade para uma
variagao em conjunto de S e V.
Utilizando (2.146) na primeira condigao (2.147) obtemos:

GUN (0T _ (OTOUN _ (9T
052 ), \oS), \ouas), ~\oUu), ™

V [ 0p
Z(ZE)Y) > .
- <8T)V > 0, (2.149)

onde p é a densidade de energia.
Por outro lado, pode-se mostrar que na representagao da energia livre de Helmholtz
(F=U—-T58), temos [38]

) ) 5 2
(%)T _ (g%)v <37U>s _ <8%_8UV> ' (2.150)

0 fato de fazermos p; = 0 simplifica a anélise, e é uma Gtima aproximacdo para o universo

primordial (veja capitulo 1).
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Sabendo que nesta representacao

dF = —pdV — SdT, (2.151)

e utilizando as condigoes (2.147) e (2.148), obtemos:

O*F Op
- > — < 0. 2.152
(72),20 = (37),=° (2152)

E importante ressaltar que as condigoes (2.149) e (2.152) sio condicdes necessdrias
e suficientes para termos estabilidade local no sistema descrito por U(S, V). Sao es-
sas as duas condigoes que serao aplicadas nas equagoes de estados cosmologicas
construidas no capitulo 5.

Salvo raras excecoes, as condicoes de estabilidade sao imprescindiveis para po-
dermos utilizar as EoS sob a forma de séries, pois, instabilidades estao ligadas a
fenomenos de transicao de fase, e estes fendmenos sao indicativos de nao convergéncia

dessas séries.

2.3 Sistemas multicomponentes

Um sistema multicomponente pode ser entendido como um sistema que tenha mais
de um tipo de particula ou nimero quantico conservado. Este tipo de sistema
costuma também ter mais de um termo de interacao. Levando em conta estes dois

fatos, podemos generalizar a expressao (2.2) da seguinte forma:

O(z1,..,25,V,T) = Z Z Z Z GlrotaiNg (Vo TG gt 2N 2B

11=0 14=0N1=0 Np=0

(2.153)
onde temos B componentes com A termos de interacao distintos.
A Hamiltoniana deste sistema é dada por:
B A
H=> HY+Y gH (2.154)
N=1 =1

Veja que a forma de H ¢ suficientemente geral para representar os casos classico
nao-relativistico e quantico relativistico. Por exemplo, seja um gas de duas compo-

nentes X e Y'; classicamente a Hamiltoniana poderia ter a seguinte forma:

2 2
H:Z (M_X+21;;_1;) ‘|'9XXZVZ§(X+9YXZVUXY+9YYZVZ~]YY,

2m
X i<j i<j i<j
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onde Vj; sao os potenciais de interacao; agora, para o sistema quantico relativistico

na abordagem da segunda quantizagao [27], poderiamos ter:

H= %/dgﬂc {7??( + 7y + <V§5X>2 + (VQgY)Q + (mxﬂgxy + (mYQgY)Q

oy $2 ]

+ — + + —
axx 3 axy 1 gyy 3

sendo ¢y e ¢y os campos quantizados das componentes X e Y com os respectivos
momentos conjugados Tx e Ty.

Fazendo somas parciais em (2.153), podemos obter equagoes andlogas a (2.3) e
(2.4),

O(z1,..,28, V,T) = Z ZGZL (VT 2y, 2)gh g, (2.155)
11=0 14=0
ou
@(Zl,..,ZB,V,T Z Z C)N17 LNp VT) ZgB, (2156)
=0 Np=0

referentes as expansoes nas constantes de acoplamentos ¢g’s e nas fugacidades z’s.

2.3.1 Sistema multicomponente em termos das fugacidades

O tratamento de um sistema multicomponente em termos das fugacidades (2.156)
¢é completamente analogo ao tratamento para uma unica componente, desenvolvido
na se¢ao 2.1.2; e ja foi abordado diversas vezes na literatura [40, 41].

. . ~ X
Em linhas gerais, temos a fungao Wy, como

1
QNLH.’NB<M T> - N_ll / / WNl +NpB {TNl} {rNB}) 3N1 Nyp--- SNBTNsu

QN1 Qng

(2.157)
onde {7y, } é o conjunto de N; vetores referente a i-ésima componente.

Em seguida, expandimos o potencial macrocanonico €2 nas fugacidades,

1
a1, 25, T) = 0021, 25, V. T) = Z Zle, NpZ L 2NE(2.158)

N1=0 Np=0
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com by, o =0 (Ny = Ny = ... = Ng = 0) e os restantes by, _n,’s dados pelas

_ X
fungoes de Ursell U NipoNgo

9Na,...,N o 5
OV = m / / U§17~~,NB({TN1} AR {TNB})d?)NlTNlu-dgNBTNB.
O, g

(2.159)

Novamente gy, . n, leva em conta a degenerescéncia e U, f\fl ~p € determinado

pela soma de todos os diagramas conexos, lembrando que agora interagoes entre

componentes distintas ajudam na conexao. E facil de mostrar (porém trabalhoso)

que as fungées de Ursell sdo dadas pelas fungdes Wy ...np analogamente a (2.54),
(2.55), (2.56) e (2.57).

A seguir vamos particularizar o estudo para o caso relativistico de duas compo-

nentes.

Sistema quantico relativistico com duas componentes

As integrais de clusters de duas componentes podem ser escritas em termos de

operadores de Ursell tipo U N1, No

A

0 9Ny, N ~ 0
b — By, = STy (UNIM - U}Vl),NQ) , (2.160)

. (0) . : .
lembrando que a diferenca entre by, n, € by y, (sistema livre) separa os efeitos
dinamicos dos efeitos estatisticos.

Com o auxilio de (2.158), determinamos o potencial macrocanonico €2:
Q-0 = Z Z (le,N2 — bﬁfm) 22 (2.161)
Ni=1Na=1

onde )y é o potencial termodinamico do sistema livre dado por:

Q()(Zl, 29, T) = Qo(zl, T) + Qo(ZQ, T) (2162)

Desta ultima equacgao inferimos que os coeficiéntes b§337 , Sao diferentes de zero
somente se Ny £ 0e Ny =0ouse Ny #0e N; =0.

Seguindo os mesmos passos desenvolvidos na se¢ao 2.1.2, pode-se escrever o trago
de U NN, — U ](VOI)’ N, €m termos do operador S:

Uy S

; 70 e (G610 ¢
Tr (UNLNZ - UNLNQ) = | T | AST -8 de. (2.163)
CNy.Ng
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O subescrito ¢y, n, representa todos os diagramas conexos de N; + N, particulas
onde a interacao atua ao menos uma vez.
No caso particular onde temos apenas duas particulas, a complicada equacao

(2.163) se reduz a trés casos relativamente simples:

—Bs ?
~ e ~ ~ ~
Tr (UQ,O_U@)) _ / T [ AnoSy0 S | (2.1642)
—B¢ ?
~ e ~ ~ A
Tr (U()’Q_U(O)) — /471‘2 Tr AO’2SO’216_§ 0,2 dq, (2164b)
—ps ?
Tr (U —U(O)) _ /6 Tr [ A1877-28,, | de, 2.164
1,1 i r 1,197 1 e 11 ] as ( c)

onde os Sg 0 Sg 2€ Sl 1 estao relacionados com os trés operadores Hamiltonianos de

dois corpos. Note que A1 1 = 1, pois as particulas néo sao idénticas, e Tr <U ) = 0.

2.3.2 Equacgoes de estado multicomponentes

A contrugao das equagoes de estado, pressao p(z,..,zp,T), densidade de energia
p(z1, .., zp, T') e densidades numéricas ny(z1, .., 25, T), na(z1, .., 28, T)ye.e, np(21, -, 28, T')

sao feitas através da relacao usual entre termodinamica e mecanica estatistica:

o0

p(Zl, .oy 2B, T)

T =Qz1, ., 28, T Z Z b, ... ,NBZ{V ng, (2.165a)
=0 Np=0
oz, ..., 2, T =
TL,‘(Zl,...,ZB,T) = Z ( (Zl’a "ZB’ )) = Z Z NibNL“_,NBZ{Vl...ZgB,
zl VvTv{ZB}7£Zi N1=0 Np=0
(2.165Db)
plz, 28, T) _ (aﬁ(zl,...,zB,T)> _ — — Obn,...Ng N _Np
(KT)? OKT Vs A2y e, OkT) TN TR
(2.165¢)

onde {zp} é o conjunto das fugacidades de z; a zp.

Estas equagoes sao completamente andlogas ao conjunto A de FoS apresentadas
na secao 2.2.

Como no sistema de uma componente, podemos obter um outro conjunto de
EoS (conjunto B) escrevendo a pressao e a densidade de energia em termos das

densidades numéricas,
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T ° o
o k’TnB’ ! - Z Z aly,....lp (T)nlf---nf_é?, (2.166a)
11=0 =0
o, -5, T) = 3 3 b ple 2.166b
(kT)Q = Z Z g (T)ng..nf. (2.166b)
l1=0 =0

As duas equagoes acima nada mais sao do que a expansao do virial para um sis-
tema multicomponente, sendo os coeficientes do virial a;, . ;, € ¢,....1, determinados
pelos by, . ng’s. No apéndice C' apresentamos as formas explicitas dos primeiros
coeficientes a’s e ¢’s para um sistema de duas componentes. Os casos de mais de
duas componentes sao facilmente generalizados a partir deste sistema.

Toda a discussao sobre convergéncia e perturbagao feita na secao 2.2.2, extende-

se trivialmente ao caso multicomponente.



Capitulo 3

Teoria do Espalhamento e o Problema de Dois

Corpos

No capitulo anterior mostramos que os coeficientes da fugacidade by’s podem ser
escritos em termos de um operador S definido em (2.90). O objetivo da primeira
parte deste capitulo é mostrar que S representa de fato o operador associado a
matriz S de espalhamento fisica. Ja o restante do capitulo é dedicado ao problema
de dois corpos. Mostraremos que a matriz Sy referente ao espalhamento de dois
corpos pode ser associada as fungoes defasagens, e escreveremos a forma explicita

do segundo coeficiente da fugacidade by em termos destas fungoes.

3.1 Relagao da matriz S com o operador S

A matriz S de um dado sistema é definida como a matriz que conecta o estado inicial

{7 com o estado final U™ deste sistema. Estes estados podem ser entendidos como

estados assintoticamente espalhados de entrada (V) e de saida (W{).

Uma outra forma de entender o conceito de matriz S ¢é idealizar o processo de

espalhamento como descrito por estados estacionarios da Hamiltoniana completa.

) com o estado

Neste caso a matriz S conecta o estado “estaciondrio” de entrada W'~
. , . , + + . ~

“estacionario” de saida Wi, Portanto, podemos expressar U como combinagao

linear de \Il,g_):

qf,g‘)> , (3.1)

[WED) = Sk
K

onde Sis sao os elementos da matriz S. Nota-se que S, contém toda a informacao
dinamica sobre o sistema em questao.

Dentro da abordagem de estados estaciondarios, a matriz S de um sistema de N
particulas estd relacionada diretamente com a equagao de autovalores (2.37). Por

economia de notacao vamos suprimir o indice NV e escrever esta equagao como:

64
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A1) =B |w) = (B~ H9)w)=V|w,), (3.2)

onde ¥, sao auto-estados da Hamiltoniana completa de N particulas, E, é a auto
energia destes estados e V ¢ definido em (2.90).

Agora, supondo que FEy seja auto-valor de HO ¢ f , podemos entao resolver a
equagao (3.2) de forma implicita,

1
(B, — HO +ip

| UEY) = [0s) + )V [wi), (3.3)

com 7 — 0 de forma apropriada. O estado ¥, é autoestado de HO),

A equagao (3.3) é uma das equagoes fundamentais na teoria formal do espalha-
mento e é conhecida como equagao de Lippmann-Schwinger.

De fato, é facil de ver que (3.3) se reduz a (3.2): basta aplicar o operador
(Ey — HO 4in)~" de ambos os lados de (3.3) e em seguida tomar o limite de 1 — 0.

Nota-se que (3.3) é uma solucio de (3.2) se e somente se E, for autovalor de H
e HO. Em sistemas simples de espalhamento onde V =0 quando r — oo podemos
assumir que ambos os Hamiltonianos tém o mesmo espectro continuo E; € [0, o0
e a presenca da interagao nao altera este fato. Lembremos, porém que H pode ter
autoestados discretos correspondentes a estados ligados que nao tem contrapartida
em HO.

Na verdade, condicoes assintoticas definidas em um cubo de lado L tornam os
espectros de energia de H e HO discretos. Mesmo para os niveis de energia quase
continuos, os valores de H e H® tendem a nao coincidirem por causa do operador
de interacao V. Porém, esta diferenca, AF, tende a zero quando L — oo o que
corrobora a solucao (3.3). E bastante importante que os limites sejam tomados na
ordem correta: primeiro fazemos a sistema tender a infinito L — oo, e 86 depois
fazemos n — 0. Isto é necessario para que a funcao de onda associada ao sistema
esteja contida dentro do volume L3 [42].

Uma outra possivel solucao de (3.2) é dada por

1

() =
[¥:7) WSH(ES—]%(O)_@'U)

VIw). (3.5)

A diferenga entre os estados \Iflg_) e \I’fr) reside somente no sinal do termo 7.
No apéndice D mostramos explicitamente que, para o caso nao relativistico do es-

palhamento de dois corpos, esta diferenca de sinal faz com que as fun¢oes de onda
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\I/gf)(F) e wiP (7) associadas aos estados U e UlP) sejam de fato as funcdes de
onda assintoticamente espalhadas de entrada e de saida.
Agora, partindo da segunda equacao de (2.85), observa-se que quando o operador

de Green esta na camada de massa, ou seja ( = E, obtemos GGy como

. 1 . 1
GO(E,) = _ e GUYE,) = _ . (3.6)
(E, — HO +4n) (E, — HO —n)

Comparando este resultado com as equagoes (3.3) e (3.5), vemos que os operado-
res GO(E,) e GO*(E,) definidos no capitulo anterior determinam as duas solucoes

implicitas de \I{(f) e \Ilg(;), como:

W) =) + GOV o ) = )+ GOV O). 3)

De forma inteiramente andloga a (3.6), podemos definir também o operador G

na camada de massa:

"o 1 . OB = 1
G(ES) B (Es - ﬁ + iﬂ) ¢ (ES) B (Es - ]’i’ - in)' (38)

O préximo passo é mostrar que, se o auto-estado 1, da Hamiltoniana HO ¢

ortonormalizado, entao \Ifff) e \Il,(;) também o sao. Primeiramente, multiplicamos
(3.3) pelo operador (E, — H® +in) e adicionamos e subtraimos neste resultado um

termo tipo V [1s), ou seja:

(By — HO +in) [w{)
(Ey — H + in) |\If >

wsffgwmws+va>

(Bs — HO +in) |s) + V [1s) — V [805)
= (

[

B, - fﬁwmw»+vw»
o)+ (Bs — H +in) 'V [1b) = ) + GV [¥) . (3.9)

i) =

De forma totalmente analoga obtemos também

(W) = o) + (Bs — H —in) 7'V [vs) = [th) + GV 1)) . (3.10)

Agora, utilizando estas duas tltimas equagoes mostremos a ortonormalizacao de
v e w:
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() ‘\Ijl(ci)> _ <1Ds (B, — H + i)~ Ve, \Ij(i)>
<

[1 (B, — H +in) 1V}¢s

)
Ps \If —I—V(E HTFin)~ 1\I/,(Ci)>

=

U V(B - By g el
(

~

|0 — (B - B, £ i) 1V\1/,f)>

<

(
{
=
{

W, [0 (Ek—H(O)iin)‘IV\II,(f)>. (3.11)

Substituindo (3.3) e (3.5) temos entao:

(W W) = (s [94) = e (3.12)

Voltando a (3.1) e utilizando a ortonormalizacao de \If,i_), obtemos que o elemento

de matriz S é escrito como:

Sop = (¥ ‘qfﬁj)>. (3.13)

A seguir, vamos mostrar que, se G e G estdao na camada de massa, o operador
S definido no capitulo anterior representa de fato a matriz S.
Utilizando as equacdes (3.6) e (3.8), e as definicdes de O e , eq. (2.89), vemos

que:

(G‘(O)>_1 ) = G ‘\I,g+)> limn—0

G (GO) T = U) = Q) = [80), (3.14)

<é(0)*) -1 ) (é*) -1 ]\I/g_)> limn—0 y
& (G“’)*) T = [I0O) = @ ) = (W0, (3.15)

Segue de (3.14), outra relagdo importante para a nossa demostracao:

W) = (] Qi) =
= Q1. (3.16)
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Observacao: QO = 1 ndo é necessariamente verdade, portanto dizemos que os O’s
sao somente isométricos, nao unitarios.

Por fim, construimos o elemento de matriz do operador S, eq. (2.90), com dois
estados da Hamiltoniana livre, e manipulamos este elemento utilizando os resultados

(3.14), (3.15) e (3.16):

Q Ay —1a Ay fa
(Wl S 1) = (il (7)) = (] (27) Q)
— (4 | Q) = <\If§;) W) = Sy (3.17)
O tltimo passo é mostrar que o elemento de matriz (| S |15), quando escrito na

representacao de momento angular, esta sempre na camada de massa. Da defini¢ao
de S (2.90) e das relaces (2.91a) e (2.91b), temos:

§=(1-GOV) Q=14 COT - GO T =14 (GO - GO T, (318)
Agora, escrevendo o elemento de matriz de (3.18) e utilizando as formas explicitas
de GO ¢ GO* eq. (2.85), obtemos:
1
—HO 1y o — HO

1 1 .
_ , Tlv),  (3.19
ey el e (LA S B CRT)

ISt = i+ | | 710

- 5ks+|:

onde a parte complexa in é introduzida para deslocar o expectro de HO® do eixo
real.
Lembrando que ¢ é uma variavel de integragao real (ver capitulo 2) e usando a

seguinte representacao da distribuicao 9,

1 1
lim { — — , } = 27id(w),
n—0t |w—1m w+wm

reescrevemos (3.19) como:

Sks = 5ks — 2780 (C — Ek) Tks, (320)

onde Ty é conhecida como matriz de transicao. Observe que pela ordem dos limites,
esta equagao s6 € valida no limite termodinamico (V' — o0).

De (3.20) é facil de ver que, se Tys é nao singular, o elemento de matriz Sk, esté
necessariamente na camada de massa, pois ¢ = Ej. O problema surge quando a

matriz de transigao apresenta polos. Existem dois fatores que geram polos em Tj;.
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O primeiro desses fatores ocorre devido a existéncia de estados ligados no sistema.
O que acontece é que a matriz S na camada de massa nao possui estados ligados,
pois, como dito anteriormente, o espectro de HO nao contém estes estados. Isto faz
com os estados ligados aparecam através polos na matriz de transicao. Para evitar
este tipo de problema é necessario reformular todo o desenvolvimento apresentado na
secao 2.1.2, fazendo com que os polos aparecam explicitamente. Uma vez identificado
todos estes polos, eles podem ser reintroduzidos no sistema através da classificacao
dos estados assintoticos em canais. Por exemplo, para o caso de trés particulas com
um tunico estado ligado existem quatro canais: 1 e 2 ligados e 3 livre; 1 e 3 ligados
e 2 livre; 2 e 3 ligados e 1 livre; 1, 2 e 3 livres. O procedimento de separacao em
canais permite introduzir todos os estados ligados do sistema sem o aparecimento

de polos em T},. Maiores detalhes podem ser encontrados em [33].

O segundo fator capaz de gerar polos na matriz de transicao ocorre devido a
existéncia de diagramas de espalhamento multiplos. Este tipo de diagrama aparece

para N > 2 e envolve sempre momentos de estados intermedidrios (veja figura 3.1).

| | |

g

Py P Ps

Figura 3.1: Diagrama conexo de espalhamento duplo representando um elemento de

matriz de transicao Ty de trés corpos.

Se o elemento de matriz de transicao Tps de um diagrama de espalhamento
multiplo esta na representacao dos momentos, entao, devido a presenca de momentos
intermediarios, T} se torna singular. Estas singularidades dependem fortemente da
representacao escolhida. Dashen e Ma mostraram no comego dos anos 70 que, se os
elementos de matriz T' encontram-se na representacao de momento angular, estas

singularidades sao evitadas [43].

Feitas estas consideragoes, podemos concluir que na representacao de momento
angular e utilizando a abordagem dos canais, o operador S representa de fato o
operador associado a matriz S de espalhamento fisica para qualquer sistema de N

particulas.
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3.2 O problema de dois corpos

Até o presente momento, o modelo estatistico desenvolvido para o sistema quantico
relativistico é bastante geral, porém as suas equagoes sao demasiadamente compli-
cadas para serem tteis na construcao de uma EoS cosmoldgica. Com o intuito de
obter equagoes mais trataveis, vamos nos restringir a processos de interacao elastica
contendo apenas duas particulas. Isto significa que trabalharemos somento com o

operador g2, obtendo portanto, apenas o segundo coeficiente da fugacidade.

3.2.1 Relacao da matriz S; com as defasagens ¢,

De forma relativamente geral, o processo de interacao eldstica entre duas particulas
pode ser decomposto em varias partes invariantes sob rotacao. Ou seja, cada uma

destas partes depende apenas da distancia r entre as particulas (interacdo central),

Ve(r)y=H*— HO", (3.21)
onde a representa particulas de um determinado tipo de spin, isospin, etc.. Este
tipo de decomposicao esta de acordo com a hipotese de nao localidade, que diz que
um diagrama conexo de N particulas depende das posigoes de N — 1 particulas.

Uma vez tendo invariancia sobre rotagao, o momento angular total do sistema

se conserva.

Adendo: Usualmente, para a interacao nuclear, cada par especifico de hadrons
¢ determinado por uma interacao central, por exemplo: a interacao proton-neutron
(pn) de spin total S, momento angular total J e momento angular orbital L pode

ser representada por um operador de interacao central tipo Vi, L (r).

Neste caso, a matriz de espalhamento S, deve depender somente da energia e
do angulo entre os momentos iniciais e finais. Supondo particulas sem spin (por
simplicidade), a relacdo de completeza dos polindémios de Legendre nos permite

escrever a matriz S, na representagao dos momentos como

<E’ S 15’> = 5K — k)Y FP(k)P(k k), (3.22)
1=0
onde &'k = cosf, k = ‘ k ‘ e F}" sao coeficientes a serem determinados. Note que o

indice a especifica as caracteristicas internas das particulas em questao.

Agora, de (3.12) e (3.13) ¢ facil de ver que a matriz S ¢ unitéria,
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Y SiShy =Y (w) ’xp;*)> <qf§;) (WY = (B [w)y =5, (3.23)
k k

Portanto, na representacao dos momentos podemos escrever:

/ GERGE

Substituindo (3.22) em (3.24) temos:

da
S5

12”>* BK =5 <E - l%”) . (3.24)

i i Fe(k) (F2 (k)" k26(K — k) / Pk ") Py(kk")dQ = 6 (1‘5 . /5’) . (3.25)

Por outro lado, os polinomios de Legendre podem ser expressos em termos dos

harmonicos esféricos pelo chamado teorema da adigao,

l

PRI = o ST [vmd)] v i), (3.26)

Sabe-se também que os harmonicos esféricos formam uma base completa para
funcoes da direcao do vetor k, e este fato pode ser expressado pela relagao de

fechamento,

ZZ[Y"L ] " (k) = 5(1%,1%’). (3.27)

=0 m=—1

Substituindo, entao, (3.26) em um dos polindémios de (3.25),

f: i Fek ) k25K — k) x

=0 j=0
1 gn 4m 2 mizNl vm g O,
<[ AR Z_[Yj W] v =s (i-7) -
> 2141 E(K) (B (R) 005k 0 (K — ) / P k") <l<: k) a0 = § (;; _ ,;;) N
=0
(K= F) = Kok~ k) Zm ) (3.28)

Agora, se somarmos em [ a equacao (3.26) e utilizarmos (3.27), obtemos



Capitulo 3. Teoria do Espalhamento e o Problema de Dois Corpos 72

[%S) [e'S) l
3@+ 1) Bk ZZ{ ] (1%)_47r5(/%,/%'). (3.29)
=0 1=0 m=—1
Através da distribuicao delta na representacao de coordenadas esféricas,
- o Ok —=EK)_ [+ »
5 (k: - k:) = = (k k:> , (3.30)
reescrevemos (3.29) como:
Sk —k) = (2L+1) o o o
S Y Ak = (k - k) . (3.31)

1=0
Comparando (3.31) com (3.28),

2041) e - > ATk? ..
Z P(k) = |F (k) P(kE) =
=0

— 47Tk2 20+1
A+1)1° 2+ 1) yise
k= B | = m = B e, (3:32)

onde §%(k) sao fungdes reais da energia conhecidas pelo nome de defasagens.
Uma vez obtido o valor dos coeficientes F}*(k) podemos voltar para a expressao

(3.22) e reescreve-la como

F

ou com auxilio de (3.26)

da
Sy

- = (21 + 1) 50 ;
k> - Z 29t () py (7 k), (3.33)
=0

()8 |5y = ED Zzew ) [y ()] v )
= S Wp GlR) Z Z 20 [y (i v (). (3.34)

O préximo passo € expressar o elemento de matriz S§ na representagao orbital

de momento angular,

(7

com p representando a parte radial de coordenadas esféricas.

da
S5

£) =323 3 (F ) ltm| S5 ptm) (pim| E), (335)

p,p' LU mm/
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~

Separando k em uma direcao angular £ e em uma parte modular

ﬂ:h
podemos reescrever (3.35) como:

7

da
S5

By =S50 S0 o) (W maly (0 35 lplm) (ol ) (i [k} =
p;p’ LU mm/
=SONTST ] v ) (1) ) 83 pim) (ol K)
p,p LU mm/

(3.36)

onde usamos o fato de que estados “direcionais”* na representacao de momento

angular podem ser expressos pelas autofuncoes de momento angular orbital, os
A e s . . - g

harmonicos esféricos, i.e., <k’ [I'm’y = Y™ (K).

Finalmente, comparamos (3.34) com (3.36) e concluimos que

(p'l’m'| Sg |plm> = 62i5?(k)5p/7p511715m/7m. (337)

7z . ~ 10 7 .
Esta dltima equacao mostra que €29'(¥) é um auto-valor da matriz S na repre-
sentagao de momento angular orbital. No apéndice D veremos que, para o caso nao

relativistico, as fungoes Jf' (k) sao de fato as defasagens como conhecidas usualmente.

3.2.2 Relacao do segundo coeficiente da fugacidade com ¢,

Com base no desenvolvimento prévio, sabemos que os processos de interacao entre

duas particulas contribuem estatisticamente com um termo do tipo

Tr (05 - 03") = Tr | AS;1 28, | dE, 3.38
2o /Qm 2 9" (3.38)
equagao (2.102) na camada de massa.

Para fins praticos, é interessante decompor a parte elastica da interacao em varios
pedagos, sendo cada um deles dependentes apenas da distancia r = |7y — 7|. Neste
caso, devido a invariancia rotacional de cada um destes pedagos, a equagao (3.38) na
representacao de momento angular se divide em termos distintos e independentes,
rotulados pelo indice a (ver secdo anterior)!. Usualmente, estes termos dependem

dos possiveis estados internos (spin, isospin, etc.).

*Estados determinados apenas pela direcao dos vetores.
tEm sistemas contendo duas ou mais componentes, equagoes tipo (3.38) contém também termos

ineldsticos.
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A simetrizacao feita pelo operador A deve considerar o estado total* do termo a.
Por este motivo, é interessante passarmos a instrucao de simetrizagao para o indice
a.

Portanto, um termo simetrizado do sistema de duas particulas é dado por

<

- ~ 0\ @ dE A" O 4
Tr (05 - 0") = / e e | (S8) S 3.39
2 2 4 2 OE"? ( )
Outra caracteristica importante deste tipo de decomposicao é que, se realizarmos
uma transformacao de coordenadas para o sistema do centro de massa (c.m.), o
estado referente ao c.m. comporta-se como um estado livre (onda plana), ou seja,
obedece a H® . Para explorar este fato, é interessante estudar algumas propriedades

do invariante relativistico s:

=5 = (pl,LL +p2u)2 = m% + mg + 2]?1;4)5

w

w2 m% + m% + 2E1E2 — Qﬁl .ﬁg

w? m% + m% +2E,Ey — 2p1.ps + (]5? +]5%) — (]5? +ﬁ§)

W2 :Ef+E§—|—2E1E2—(ﬁl+ﬁ2)2:E2—ﬁ2:>

E? = P42, (3.40)

onde mie my sao as massas das duas particulas e

—

P = ﬁl +ﬁ2 (§] E = El + EQ. (341)

Agora, se passarmos para um referencial® “linha” correspondente ao centro de
massa, vemos que w ¢ de fato a energia do sistema,

w= E =FE|+ E, (3.42)

pois neste referencial P = 0. Este dltimo resultado é bastante conhecido na fisica

de particulas.

iEstado de momento angular mais estados internos.

S importante ressaltar a diferenca de uma transformacao de coordenadas para o sistema do
c.m. e uma mudanga para referencial do c.m.. No primeiro caso, mudamos as coordenadas mas
continuamos a fazer as medidas do referencial usual (normalmente o ref. do laboratério). J4
no segundo caso, as medidas sao feitas no referencial do c.m. e portanto P=0 sempre. O bom
referencial para a mecanica estatistisca é o referencial usual do laboratério, pois quando procedemos
a soma sobre todos os estados, devemos levar em conta a soma (integral) referente ao espago de
fase do c.m. d3>Rd®P.
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Outra interpretagao interessante para w vem da equagao (3.40). Segundo esta
equacao, F e P representam a energia e o momento do cluster de duas particulas e
portanto w é a massa deste cluster. Neste caso, toda a informagao sobre a interagao
estd presente na massa do cluster.

Como a interacao nao depende das variaveis do c.m., a integracao na energia F
e o operador derivada de S,, ambos em (3.39), sao repassados para

3 > —>
/dE—>/d3R/ d Pgdw e 9 3, (3.43)
(27) o Oow

onde d®Rd®P representa o espaco de fase do centro de massa.

Com o auxilio de (3.40) e (3.43), reescrevemos (3.39) como:

~ ~ a 3P =
Tr (Uz — U2(0)> = V/ d /al—we_ﬁV Prwpy

(2m)* ) A4mi

(Sg) - %Sg] . (3.44)

onde V é o volume.

O préximo passo é proceder com a integracao em d>P:

3 _ 00
/ @°r e PV L/PQeﬂVPQJF“JQdP = %f(ﬁ,w). (3.45)
m

(27?)3 272 )

Para determinar f((,w), é importante conhecer a representagao integral da

funcao de Bessel modificada, dada por

(L [V
K, (fw) = Mo+ \2o 0 \/mt dt. (3.46)
Derivando K,(fw) em relagao ao parametro 3, obtemos
4K, () () _ v CVE (BN [ o
i00) i ﬁK,,(ﬁw) o) <2w> /e TVt (3.47)

0
Portanto, a equacao (3.47) com v = 1 pode ser reescrita em termos de f(3,w):

dEy(Bw) _ 1, o0 (B .
Ww— ﬁKl(ﬂ ) (w) f(ﬁa ) (3-48>

Usando duas relagdes funcionais entre fungoes de Bessel modificadas [44], obte-

mos o resultado desejado:
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pukalpe) = 2000) - (2) 16.0) =
261 () = B Ko( ) + (5 ) fBw) =

Kao) = (5) 16.0) = S0 = Salh). (349

Substituindo (3.49) em (3.45) e este resultado em (3.44), temos:

e ] >
A~ o) %4 1 fa L0 A
_ 0y _ 2 L a 9 4a
Tr (U2 Us, ) 25 /w KQ(ﬁw)zlm'TT <52> 8w52] dw, (3.50)
M

onde M = my + my é 0 menor valor assumido por w.

Como a interacao de cada um destes a termos possui invariancia rotacional, a

. ~ s Sa
matriz S na representagao de momento angular apresenta auto-valores e (“’), eq.

(3.37). Portanto,
o (( rla%sa) rp1m>]
o (( ot 08067 sa> rpZm>]

28w (plm|In(S5®) [plm)]

/N
w(/g
~—
%’JQQDI
l\')p>
[
NE
M-

Iy
o
3
I
L

I
NE
M-

I
]

Mg L[]3
M“ ﬁMN

o (555)] - 55 2 5

=

(5) 1%5;] :4@§:(2z+1) a‘ifjiw). (3.51)

O

m=—

Note que a soma em p nao foi feita na equagao anterior, pois p representa a energia
do cluster de duas particulas e esta “soma’” ja é feita na integragao de w.
Substituindo (3.51) em (3.50) obtemos:

Tr (02 U2<°>) 2;32(%“) / (ﬁw)‘%afj ) o (3.52)

Esta ultima equagao nos permitira calcular o termo de interagao dois a dois de

um sistema relativistico de B componentes.
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Por fim, vamos explicitar a forma dos segundos coeficientes das fugacidades para
um sistema de duas componentes. Somando (3.52) em a e substituindo o resultado
em (2.160) temos:

1 N r 908 (w)]
bz,o—bg?()) = 257&2292’0 (2l+1)/w2K2(ﬁw) é—w QOdw, (3.53a)
a =0 2m, - D)
1 < r 908 (w)]
boo — by = 5 WZZ%Q (21 + 1) / W Ky (Bw) éw Ozdw, (3.53b)
a [=0 2ms - )
1 < ; 067 (w
by -0 = T ) gt (204 1) / w? Ky (Bw) Py, (3.53¢)
20 — / Ow 11
mi+mo

Observacao: a inclusao do indice a nos ¢’s é necessaria pois as degenerescéncias
dependem da simetrizacao e dos estados internos.

No apéndice D mostramos que, no limite nao relativistico, (3.53¢) se reduz ao
caso usual calculado por Beth e Uhlenbeck [30, 31].



Capitulo 4

Interacao Hadronica

Nos dois capitulos anteriores desenvolveu-se um método estatistico formal, através
da matriz S, para incluir interagoes na construgao de equagoes de estado. Por outro
lado, argumentaremos no capitulo seguinte que as interagoes relevantes para a EoS
do universo pré-nucleossintese sao as interagoes Hadronicas. Entao, o préximo passo

no desenvolvimento desta tese é apresentar e estudar este tipo de interacao.

4.1 Caracteristicas gerais dos sistemas hadronicos

Sistemas hadronicos sao sistemas de particulas que estao sob a influencia da forga
nuclear forte.

A interacao nuclear forte, ou simplesmente interacao forte, é uma das quatro
forcas fundamentamentais na natureza. Esta forca é de curto alcance, bastante
intensa e atua em escalas de tempo muito curtas. A tabela 4.1 compara as suas

caracteristicas com as interagoes fracas e eletromagnéticas [45].

Forga Intensidade | Escalas de tempo | Mediador

Forte 1 10723 s Gluon
Eletromagnética 1072 10716 s Féton

Fraca 10713 1078 s WeZ

Tabela 4.1: Comparagao entre as interagoes forte, fraca e eletromagnética. Os
valores de intensidade, normalizados pela interacao forte, devem ser entendidos com
parcimonia, pois eles dependem de uma série de fatores tais como distancia e escalas

de energia envolvidas.

Do ponto de vista fundamental, a interagao forte é descrita pela cromodinamica
quantica (QCD), e neste nivel os entes fundamentais sao os quarks e os gluons. A al-
tas energias a constante de acoplamento da QCD é pequena (liberdade assintética),

e portanto é possivel utilizar a teoria de perturbacao na descricao de fenémenos

78
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tipo espalhamento. Sao nestas escalas de energia que a QCD possui seus maiores
sucessos. Porém, o mesmo nao ocorre em escalas de mais baixa energia, onde o
tratamento perturbativo falha. Neste caso, é necessario utilizar modelos efetivos
como a Teoria de Pertubac¢do Quiral (ChPT), ou descri¢oes fenomenolégicas ex-
perimentais baseadas, por exemplo, nas defasagens. De qualquer forma, seja nos
modelos tedricos ou nos modelos fenomenolégicos, os entes fundamentais de sis-
temas hadronicos a baixas energias deixam de ser os quarks e os gluons para serem
os barions e os mésons.

Outra caracteristica importante da interacao forte é que mesmo a altas energias,
os quarks nao aparecem livres, ou seja, eles estao sempre confinados dentro dos
hadrons. Esta propriedade, conhecida como confinamento, é consequéncia do alto
valor da constante de acoplamento a grandes distancias* (baixas energias), e esté
intimamente ligada com a liberdade assintotica. Em principio, a QCD sendo a teoria
correta das interagoes fortes, deve ser capaz de prever o confinamento. Porém, até
o presente momento isto nao foi demonstrado.

Por outro lado, segundo as idéias que envolvem o grupo de renormalizacao
da QCD, a sua constante de acoplamento diminui conforme a energia do sistema
aumental [46]. Portanto, é possivel que em uma certa escala de temperatura, a
matéria hadronica desconfine em um plasma de quarks e gluons. Calculos tedricos
nao perturbativos (QCD na rede [47]) indicam que esta temperatura estd situada
aproximadamente entre 150 e 180 MeV. Porém, resultados recentes do acelerador
RHIC no laboratério de Brookhaven (Estados Unidos) nao acharam este plasma na
forma de gas livre [18], mas sim como um estado liquido tipo CGC (Color Glass
Condensate) [19].

4.1.1 Hadrons relevantes para o universo Pns

Os hadrons podem ser subdivididos em duas categorias: barions, constituidos de trés
quarks, e mésons, constituidos de um quark e um antiquark. Exemplos de barions
s@o prétons (p), neutrons (n), lambdas (A), deltas (A) etc.; e exemplos de mésons
sao pions (1), kdons (K), rhos (p), omegas (w), etc..

Os dois critérios adotados para determinar a relevancia cosmolégica destes hddrons
sao a massa e a estabilidade dos mesmos.

Vamos restringir o estudo do universo pré-nucleossintese a escalas de energia de

poucas centenas de MeV. Portanto, a densidade numérica de hadrons com massa

*Distancias da ordem do tamanho de um nucleon.
TA energia da particula é diferente da energia do sistema. A primeira pode ser associada com

a energia do feixe de um acelerador. J4 a segunda estd ligada com a temperatura do sistema.
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acima de 1 GeV deve ser relativamente pequena quando comparada com os hadrons
mais leves. Note que este mesmo critério faz com que seja mais conveniente utilizar
barions e mésons como entes fundamentais ao invés de quarks e gluons.

A idéia de estabilidade esta ligada a hadrons que nao decaem via interacao
forte. Ou seja, sob o ponto de vista desta interacao, podemos atribuir um contetido
de particula para os hadrons estaveis, e encarar o restante dos hadrons como res-
sonancias. Por exemplo, se considerarmos apenas mésons compostos pelos dois
quarks mais leves (7, p, w, etc.), somente os pions sdo estaveis.

Entao, baseados nestes dois critérios elegemos os pions, os kdons, os nucleons (p
e n) e suas respectivas antiparticulas como os tnicos hadrons relevantes do periodo
Pns.

Pions ()

Os pions sao os mésons existentes mais leves, com massa de aproximadamente 140
MeV. Eles tém spin zero e, portanto, seguem a estatistica de Bose-Einstein.
Existem trés tipos de pions [22]: 7% formado pelos quarks ud, 7~ formado pelos
quarks di e 7° formado pela combinacao (uﬂ — ch) /V/2. m* possuem uma massa
de 139,57 MeV e uma vida média de 2,6 x 1078 5. J4 o 7° possui uma massa de
134,98 MeV e uma vida média de 8,4 x 107'7 5. Note que, apesar de 7* serem

estavéis pela interacao eletromagnética, o mesmo nao ocorre para o m°

, Caso em que
. . 1 d d d . s ~ 0

o principal modo de decaimento € a reacao m — 7y + 7.
A pequena diferenca de massa entre pions ¥, sugere um tipo de classificacdo que

permite agrupar este pions em um estado tripleto

’X]"> =1 = |. (4.1)

™

Com base neste tipo de classificacao é interessante introduzir o conceito de isospin
(I;). Dizemos entao, que o méson 7 possui isospin 1, onde as projecoes +1, 0 e —1

U e 7 respectivamente. Até aqui esta classificacao é uma

correspondem a 71, 7
mera notacao. Porém, uma série de experimentos ao longo dos anos mostrou que a
interagao forte é invariante sobre rotacoes no espaco de isospin. Ou seja, o isospin

total se conserva sob qualquer processo envolvendo apenas a forca forte §. Existe

{Esta pequena diferenca estd associada & existéncia das cargas elétricas.
§A idéia original de isospin foi introduzida por Heisenberg [45] para tratar da “equivaléncia”

entre prétons e néutrons, e depois foi estendida para os outros hadrons.
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uma estreita analogia entre o spin e o isospin, o que inclui entre outras coisas, as
regras de soma tipo momento angular.

Devido a simetria de isospin podemos escrever o estado completo do pion como
o seguinte produto direto:

Im) = [¥i) @ [x"7), (4.2)

onde [¢] ) e |XI’T> estao associadas com os estados de momento angular orbital e de

isospin respectivamente.

Kdéons (K)

Os kaons sao os mésons estranhos existentes mais leves com massa aproximadamente
de 495 MeV e vida média de ~ 1078 s. Eles possuem spin zero e portanto seguem
a estatistica de Bose-Einstein.

Existem quatro tipos de kdons [22]: K formado pelos quarks us, K° formado
pelos quarks ds, K formado pelos quarks sd e K~ formado pelos quarks sa. KT
e K~ possuem uma massa de 493,68 MeV. Ja K° e K° possuem uma massa de
497,65 MeV .

Assim como os pions, os kdons também possuem uma simetria de isospin (Ig),

que possibilita agrupa-los em dois dubletos distintos:

X'*) = ( [; ) e |x'%)= ( f_(; ) : (4.3)

Segundo esta simetria, os mésons K e K possuem isospin 1/2, onde as projecoes
+1/2 e —1/2 correspondem a K+ e K para o primeiro dubleto, e K~ e K° para o
segundo dubleto.

Além da simetria de isospin, os kdons possuem também uma simetria de con-

jugacao de carga Cx. Entdo, os estados K e K podem ser agrupados em um dubleto

\f@:(§>, (1.4

onde o estado de conjugagao de carga tem valor 1/2, com projegoes +1/2 para K e

andlogo a (4.3):

—1/2 para K. O estado|XCK > obedece as regras de soma tipo momento angular.
Analogamente ao isospin, uma série de experiéncias mostrou que a simetria de

conjugacao de carga se extende a todos os hadrons, e pode ser enunciada da seguinte

maneira: a carga total se conserva sob qualquer processo envolvendo apenas as in-

teragoes forte e eletromagnética.
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Com o auxilio destas duas simetrias, pode-se escrever o estado completo do kdon

CcOomao:

1K) = [thim) ® [x") ® X)), (4.5)

) e ‘XCK> estao associadas as partes de momento angular orbital,

onde [¢,),
de isospin e de conjugacao de carga respectivamente.

Nucleons (N)

Os nucleons sao os barions existentes mais leves com massa aproximadamente de
940 MeV. Eles possuem spin 1/2; e portanto seguem a estatistica de Fermi-Dirac.
Existem quatro tipos de nucleons [22]: prdtons (p) e néutrons (n) formados
pelos quarks uud e ddu respectivamente, e suas anti-particulas p(zud) e n(ddu). p
e p possuem uma massa de 938,27 MeV com uma vida média superior & 102 anos.
Ja o n e n possuem uma massa de 939,57 MeV e uma vida média de 885 s.
Como nos casos anteriores, existe uma simetria de isospin (/y) que permite

agrupar p e n, € p e n em dois dubletos distintos:

') = (i) e |xX'W)= (i) (4.6)

onde o isospin do (anti)nucleon é 1/2 com a projecao +1/2 representando o (anti)préton
e projegao —1/2 representado o (anti)néutron.
Obviamente, os nucleons apresentam também a simetria de conjugagao de carga

(Cy). Ou seja, podemos agrupar N e N em um dubleto equivalente & (4.4),

|fw=<g>, (@)

onde {XCN> tem valor 1/2, com projecoes +1/2 para N e —1/2 para N.
Utilizando estas duas simetrias podemos escrever o estado completo do nucleon

da seguinte maneira:
IN) = [t ® [X*) @ [x'¥) ® [x), (4.8)

onde |Yf ), ‘XSN >, | XI”> e ‘XCK > estao associadas com as partes momento angular

orbital, de spin, de isospin e de conjugacao de carga respectivamente.

4.2 Abordagem fenomenolégica da interagcao hadronica

A abordagem fenomenolégica consiste em estudar os processos de interagao hadronica

através de certas parametrizagoes, que sao realizadas por fungoes arbitrarias reais
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dependentes da energia. Dentro do procedimento de analise de ondas parciais, estas
funcoes sao as defasagens 0, introduzidas no capitulo 3, e os parametros de inelas-
ticidade 7. Utilizando a classificagao espectroscopica, o conjunto de funcgoes ¢’s e
7’s representam de forma simplificada alguns dos varios processos de interacao entre
hédrons, sendo particularmente interessante na descrigao das interagoes envolvendo
pions, kaons e nucleons. E este tipo de procedimento que usaremos na montagem
da equacao de estado do universo pré-nucleossintese.

A seguir, apresentaremos de forma sucinta como relacionar os ¢’s e n7’s com 0s
dados experimentais obtidos através de secoes de choque.

O formalismo usual de teoria de espalhamento nos diz que a secao de choque

diferencial de um determinado processo é escrita como:

9 _ N|F@), (4.9)
ds
sendo N a normalizacdo e F(® a amplitude de espalhamento deste processo. O
indice a refere-se aos possiveis estados internos como spin, isospin etc..

Usaremos as variaveis de Mandelstam s, ¢, u que estao relacionadas no canal s
do c.m., a energia w, ao angulo de espalhamento #, e ao tri-momento ¢ da seguinte

forma:

s=w? t=-2¢°(1—cosf) e u=-2¢*(1+cosh). (4.10)

A expansao em ondas parciais no canal s é dada por

F (w,0) =" 20+ 1) £ (w) P(cos ), (4.11)
l

onde P, sao os polinomios de Legendre e

@_ [_ S (a)

com g sendo a massa® e

(s 1) "
T = 2 e S = nfexdi”. (4.13)

Note-se que, na ultima equacgao, a matriz Sl(a) é parametrizada pela defasagem 5l(a)

e pela inelasticidade nl(a).

*Supondo que o processo de espalhamento é realizado com particulas idénticas.
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Este tipo de parametrizagao ¢ interessante para expressar os dados de espalha-

mento, porém apresenta uma patologia devido a unitariedade de Sl(a). De fato,
T
5@ (S}‘”) —1 (4.14)

exige que
a a T a 2
m”(nl( )> =<77l( )> =1, (4.15)

e isto nem sempre ¢ satisfeito.

O que ocorre é que para nl(a) #+ 1, Sl(a) de (4.13) nao representa a matriz S
completa do sistema, ou seja, existem outros processos de espalhamento que com-
pensam a falta de unitariedade. Formalmente falando, no estudo de um tnico canal

de interacao (um processo), a parametrizagao correta da matriz S deve ser:
S@ = 26" (4.16)

Veja que, esta equacao nada mais é do que o principal resultado da secao 3.2.1, que
relaciona as defasagens com a matriz S.

A inclusao do parametro 7 de forma coerente exige que tratemos de um sis-
tema com pelo menos dois canais. Suponha que existam duas espécies distintas de
particulas x e y, e que cada uma dessas particulas interaja somente através de dois

Processos:

r+r — T+ y+y—y+y; (4.17a)
r+r — y+u; y+y—x+T. (4.17b)

Neste caso, a matriz S de | = 0 pode ser parametrizada por trés fungoes (7, 0.
e d,,) da seguinte forma:

77621611 /1 — nzei(ém+5yy)
S B ’i\/ 1— 1726i(611+5yy) neZiéyy . (418)

Em (4.18) Si1 e Sy sdo as amplitudes de espalhamento eldsticas (4.17a), e Si2
e Sy sdo as transicdes (4.17b). E facil de verificar de (4.18) respeita a condicao
SST =1, e portanto S é unitéria.

Este tipo de parametrizacao é amplamente utililizada com o formalismo de po-
tenciais separaveis [48, 49, 50] (apéndice E), sendo particularmente importante na

descricao de onda S do espalhamento kdon-kaon.
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4.2.1 Interacao entre pions, kaons e nucleons

De acordo com as simetrias de isospin e conjugacao de carga, podemos dividir ge-
nericamente em seis os processos “elasticos” de interacdo envolvendo pions, kdons
e nucleons. Sao eles: 7w, 7K, N, KK, KN e NN. Com o auxilio dos dados
experimentais de defasagens, ou de modelos fenomenolégicos, vamos descrever os
seis processos de espalhamento através de funcoes defasagens ajustadas. As especi-
ficacoes técnicas destes ajustes, incluindo as proprias funcoes e suas representacoes
graficas, sao apresentadas no apéndice F'.

Utilizando a notacao espectroscépica, (onda S — L =0, onda P — L = 1, onda
D — L =2, etc), apresentaremos a seguir, as caracteristicas dos seis processos de

espalhamento em questao.

Espalhamento 7

De forma simplificada, o espalhamento “elastico” pion-pion é representado por

T+7mT— T+, (4.19)

onde, devido a simetria de isospin, 7 mimetiza qualquer um dos trés pions conhecidos
(r+, 7~ ou ).

Segundo a abordagem de ondas parciais, o espalhamento 77 depende do mo-
mento angular orbital total L e do isospin total I. Consequentemente, as defasagens
deste espalhamento também dependem destas duas quantidades. Introduziremos,
entao, a notagao ¢y, ; para representar cada uma dessas defasagens.

Por ser um espalhamento de particulas idénticas com spin inteiro, o estado de
dois pions deve obedecer a estatistica de Bose-Einstein, e portanto, o estado total
(momento angular orbital mais isospin) deve ser simétrico.

O estado de momento angular pode ser expresso pelos harmonicos esféricos,
e uma rapida inspecao nessas autofuncoes revela que a paridade da parte orbital
depende exclusivamente da paridade de L. Se L for par o estado orbital é simétrico,
e se L for impar o estado orbital é antisimétrico.

A parte de isospin depende das regras de soma de momento angular, portanto
I =0,1 ou 2. A (anti)simetria do estado de isospin total |I, M;) é determinada

escrevendo-se este estado na base de isospin de cada um dos pions |my,, mp,). My é

tAs aspas foram colocadas para indicar que além dos processos verdadeiramente
eldsticos (m~ +p — 7 + p), estamos considerando também os processo de troca de carga
(7r_+p—>770+n).

YL é o momento angular total.
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a projecao do isospin total, e my, e my, sao as projegoes dos isospins I e Io de cada
um dos pions. Utilizando os coeficientes de Clebsch-Gordan temos:
Para I = 0:

1 1 1
0,0) =-=1|+1,—-1) — =10,0 —|—1,4+1). 4.20
Para [ = 1:
1 1
|1,—|—1) = §\+1,0>—§]0,—|—1>, (4.21a)
1 1
11,0) = §|+1,—1)—§\—1,+1>, (4.21b)
1 1
1,-1) = = -1 ——=|-1 . 4.21
L-1) = 510,.-1)=3|-1,0) (4:21¢)
Para [ = 2:
12,+2) = [+1,+1), (4.22a)
1 1
12,+1) = §|+1,0>+§|O,+1), (4.22b)
1 2 1
|2,0) = 6|+1’_1>+§|0’0>+6|_1’+1>7 (4.220)
1 1
2,-2) = |-1,-1). (4.22¢)

Analisando as equacoes acima é facil de perceber que o estado de isospin total
é simétrico se I = 2 ou 0 e antisimétrico se I = 1. E interessante notar também
que a degenerescencia destes estados é dada por 27 + 1, como no caso do momento
angular usual.

Vamos restringir a andlise do espalhamento pion-pion em L = 0, 1 ou 2, ou seja
ondas S, P e D. Neste caso, devido a imposicao de simetria temos as seguintes

defasagens:

Onda S doo = degenescéAnCi'a (1)
doo = degenescéncia (5)

Onda P 011 = degenescéncia (9

Onda D

(9)
d20 = degenescéncia (5)
(25

d22 = degenescéncia (25)

Tabela 4.2: Defasagens o7 ; do espalhamento 7. O nimero entre parénteses
representa a degenerescéncia completa que leva em conta as projecoes de momento
angular orbital (2L + 1) e de isospin (21 4 1).
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Os ajustes das fungoes dpo e 911 s@o feitos com os dados experimentais de de-
fasagens presentes nas referéncias [51, 52]. Ja os ajustes de dg 2, 020 € 2.9 s@0 realiza-
dos através de dados de defasagens [51, 53] baseados em modelagens fenomenolégicas
[54]. As formas explicitas destes ajustes juntamente com suas representagoes graficas

sao encontradas no apéndice F'.

Espalhamento 7K

O espalhamento “elastico” pion-kdon pode ser escrito genericamente por

T+ K — m+K, (4.23a)
t+K — 7+K, (4.23b)

onde, devido as simetrias de isospin, 7 representa 7+, 7~ ou 7°, e K representa K+
ou K°.

Porém, como dito anteriormente, qualquer processo de interagao forte é invari-
ante pela operacao de conjugacao de carga C. Portanto, se aplicarmos C em (4.23b)

obtemos:

T+ K —71+ K. (4.24)

Por outro lado, considerando a simetria de isospin, 7 = 7. Ou seja, as equagoes
(4.23a) e (4.23b) representam os mesmos processos, e portanto nao precisamos nos
preocupar em descreve-los separadamente.

Analogamente ao caso 7w, o espalhamento 7K depende somente do momento
angular orbital L e do isospin I. Portanto, as defasagens deste espalhamento podem
ser representadas pela notagao dz ;. Segundo as regras de soma para isospin, I =
1/2 ou 3/2.

Devido a falta de dados experimentais, vamos restringir o estudo do espalha-

mento pion-kdon a L = 0 ou 1, ou seja ondas S e P. Neste caso, temos as seguintes

defasagens:
Onda S do1 = degenescéAnci'a (4)
do3 = degenescéncia (8)
Onda P g = degenescéAnci.a (12)
013 = degenescéncia (24)

Tabela 4.3: Defasagens oy, o7 do espalhamento 7K. O ndmero entre parénteses
representa a degenerescéncia completa que leva em conta a existéncia de K e K, e

as projegoes de momento angular orbital (2L 4 1) e de isospin (21 + 1).
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Os ajustes das quatro funcoes dp1, 0o 3, 01,1 € 013 sao feitos com os dados ex-
perimentais de defasagens presentes na referéncia [55]. As formas explicitas destes
ajustes juntamente com suas representacgoes graficas sao também encontradas no

apéndice F'.

Espalhamento m/N

De forma genérica, o espalhamento “elastico” pion-nucleon é representado por

T+N — 7w+ N, (4.25a)
T+N — 7w+N, (4.25Db)

onde m e N mimetizam o tripleto (7+, 7% 77) e o dubleto (p,n) de isospins respe-

ctivamente.

Assim como no caso do espalhamento mK, podemos aplicar C' em uma das
equagoes acima e concluir que (4.25a) e (4.25b) representam processos equivalentes.

O espalhamento 7N depende do momento angular orbital L, do spin S e do
isospin /. Porém, nos processos de interacao usuais existe um acoplamento entre
L e S tipo J=1IL+ §, onde J é o momento angular total. Entao, como os pions
possuem spin zero, podemos escrever o estado 7N em termos de L, J e I. Neste
caso, as defasagens sao representadas pela notagao 0y, 27,27

Vamos restringir a andlise do espalhamento pion-nucleon em L = 0, 1 ou 2, ou
seja ondas S, P e D. Sabendo que I = 1/2 ou 3/2, obtemos as seguintes defasagens:

Onda S dsi1 = degenescAénc'ia (8)
ds31 = degenescéncia (16)
dp11 = degenescéncia (8)

Onda P dps1 = degenesc%nc?a (16)
dp1s = degenescéncia (16)
dps3 = degenescéncia (32)
dp1s = degenescéncia (16)

Onda D op1s = degenese?ne%a (24)
dpss = degenescéncia (32)
dpss = degenescéncia (48)

Tabela 4.4: Defasagens 0y, 2727 do espalhamento 7/N. O nimero entre parénteses
representa a degenerescéncia completa que leva em conta a existéncia de N e N, e
as projegoes de momento angular total (2J + 1) e de isospin (27 + 1).
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Os ajustes das dez funcoes apresentadas na tabela 4.4 sao feitos com os dados
experimentais de defasagens presentes em [56]. Tais ajustes constam no apéndice F

onde se encontram os graficos relevantes.

Espalhamento KK

O espalhamento “elastico” kdon-kaon é representado por

K+K — K+K, (4.26a)
K+K — K+K, (4.26b)
K+K — K+K, (4.26¢)

onde K mimetiza o dubleto de isospin (KT, KY).

Novamente, se aplicarmos o operador C em (4.26a) mostramos que este processo
é equivalente a (4.26b). Portanto, devemos nos preocupar apenas com a existéncia
de dois processos distintos.

Kéons sao bdsons, por conseguinte o estado deste sistema, composto por mo-
mento angular orbital L, isospin I e conjugacao de carga C', deve ser completamente
simetrizado.

A simetria da parte de momento angular acompanha a paridade de L, ou seja se L
for par o estado orbital é simétrico, e se L for impar o estado orbital é antisimétrico.

A simetria do estado de isospin é determinada escrevendo-se o estado de isospin
total |1, M) na base de isospin de cada um dos kdons |my,,m,). M; é a projegao
do isospin total, e my, e my, sao as projegoes dos isospins [; e I de cada um dos

kéons. Usando os coeficientes de Clebsch-Gordan temos:

Para I = 0:
11 1 1 11 1 1
=—|+=,—= ) —=|—=,+=). 4.2
Para [ = 1:
11,+1) +1 +1 (4.28a)
= - 4= .28a
b 27 2 )
11 1 1 11 1 1
1 = —|4+=, —= — ==, += 4.28b
1,0) 2‘+2, 2>+2‘ 2,+2>, (4.28D)
1 1
1,-1) = |—, —= ). 4.2
1,-1) \ 3 2> (4.28¢)

Do conjunto de equacoes anterior percebe-se que I = 0 e [ = 1 representam
estados antissimétrico e simétricos respectivamente. Novamente, a degenerescéncia
destes estados é dada por 21 + 1.
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Por 1ultimo, a simetria do estado de conjugacao de carga segue o mesmo pro-
cedimento do isospin fazendo-se as seguintes identificagoes: [ — C, M; — Mg,
L — Cy, Iy — Cy, my, — me, € mp, — me,. Portanto, C'=0 e C' = 1 representam
estados antisimétrico e simétricos respectivamente, e a degenerescéncia é dada por
2C' + 1.

Os dados existentes de espalhamento K K sao muito pobres e se resumem apenas
aonda S (L =0). De fato, estes dados sao obtidos sempre indiretamente, utilizando
o formalismo de potenciais separaveis [49, 50] (apéndice F). Outro problema que
enfrentamos é que os dados existentes dizem respeito apenas a processos do tipo
KK, eq. (4.26c). Entdo, por falta de op¢ao, vamos supor que os processos KK
e KK sao idénticos. Esta simplificacao, no contexto da conjugacao de carga, é
equivalente a dizermos que o espalhamento kdon-kdon nao depende de C.

Dito isto, podemos escrever as defasagens desse espalhamento através da notacao

1. Portanto, considerando a simetria, temos as seguintes defasagens para onda S:

Onda S doo = degenescéAnci'a (1)
do1 = degenescéncia (9)

Tabela 4.5: Defasagens d;,; dos espalhamentos KK e K K. O numero entre
parénteses representa a degenerescéncia completa que leva em conta a simetria
bosonica e as projecoes de momento angular orbital (2L + 1), de isospin (2/ + 1) e

de conjugagao de carga (2C + 1).

O ajuste das fungoes dg o € do 1 sdo feitos com os dados de defasagens [53, 57] e [58]
respectivamente, sendo ambos baseado em modelagens fenomenolégicas envolvendo
a abordagem de potenciais separaveis. No apéndice F' apresentamos graficamente

esses ajustes.

Espalhamento KN

O espalhamento “elastico” kdon-nucleon pode ser escrito genericamente por

K+N — K+N, (4.29a)
K+N — K+N, (4.29D)
K+N — K+N, (4.29¢)
K+N — K+N, (4.29d)

onde K e N representam os dubletos de isospin (K, K°) e (p,n) respectivamente.
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A aplicacao do operador C aos processos acima mostra que (4.29a) é equivalente
a (4.29b), e que (4.29¢) é equivalente a (4.29d). Portanto, devemos nos preocupar
apenas com a existéncia de dois processos distintos.

A representacao do estado kdon-nucleon é completamente andloga ao caso do
espalhamento 7/N. Ou seja, os estados podem ser escritos em termos do momento
angular orbital L, do momento angular total J e do isospin I. Portanto, é conve-
niente adotar a notacao dr, r2s para as defasagens.

Devido a falta de dados de espalhamento de particula-antiparticula (eq. (4.29¢)
ou (4.29d)), vamos supor novamente que os dois processos distintos envolvendo
kéons e nucleons apresentam a mesma amplitude de espalhamento. Neste caso,
restringindo a andlise a L = 0, 1 ou 2, e sabendo que I = 0 ou 1, obtemos as

seguintes defasagens:

Onda S ds01 = degenescAénc.ia (8)
ds11 = degenescéncia (24)
dpoa = degenescéncia (8)

Onda P dpos = degenesc%nc?a (16)
dp11 = degenescéncia (24)
dp13 = degenescéncia (48)
dpos = degenescéncia (16)

Onda D dpos = degenesc?nc?a (24)
dp1s = degenescéncia (48)
dpas = degenescéncia (72)

Tabela 4.6: Defasagens dy, 25 do espalhamento K N. O ntimero entre parénteses
representa a degenerescéncia completa que leva em conta a existéncia de K, K, N

e N, e as projecoes de momento angular total (2J 4 1) e de isospin (21 + 1).

Os ajustes das dez funcoes apresentadas na tabela 4.6 sao feitos com os dados
experimentais de defasagens presentes em [56]. As formas explicitas destes ajustes,

juntamente com suas representacoes graficas, sao encontradas no apéndice F'.

Espalhamento NN

O espalhamento “elastico” nucleon-nucleon é escrito como

N+N — N+N, (4.30a)
N+N — N+N, (4.30b)
N+N — N+N, (4.30c)
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onde N representa o dubleto de isospin (p,n). Note que, devido & simetria de
conjugagao de carga, apenas dois destes trés espalhamentos sao distintos.

Nucleons sao férmions, portanto o estado deste sistema, composto por momento
angular orbital L, spin .S, isospin [ e conjugacao de carga C, deve ser completamente
antisimetrizado.

De um modo geral, a simetrizacao dos estados internos do espalhamento NN
é analoga ao caso K K. De fato, estes estados sao construidos de acordo com as
equagoes (4.27), (4.28a), (4.28b) e (4.28¢c). Ou seja, para o estado de spin total
|S, Mg) temos S = 1 (simétrico) ou S = 0 (antisimétrico), e para os estados de
isospin e conjugacao de carga basta trocar S por I ou C.

Antes de classificar as defasagens nucleon-nucleon, vamos elencar algumas sim-

plificacoes que serao feitas:

e As defasagens dos espalhamentos proton-proton e préton-néutron sao bastante

parecidas. Entao, vamos supor que elas nao dependem do isospin 1.

e Em analogia com a independéncia do isospin, vamos supor também que as

defasagens nao dependem da conjugacao de carga C'.

e Restringiremos o estudoa L =0, 1 e 2.

Feitas essas consideragoes e lembrando da antisimetrizacao do estado completo,

podemos classificar as defasagens d251,1,,7 € suas degenerescéncias da seguinte maneira:

Onda S dis0 = degenescéAnci'a (10)
03,51 = degenescéncia (18)
d1.p1 = degenescéncia (18)
Onda P ds.p0 = degenesc%nc?a (10)
d3,p1 = degenescéncia (30)
d3,p2 = degenescéncia (50)
d1,p2 = degenescéncia (50)
Onda D d3p1 = degenesc{anc?a (18)
d3p2 = degenescéncia (30)
d3,p,3 = degenescéncia (42)

Tabela 4.7: Defasagens dag 11,7 do espalhamento NN. O ntimero entre parénteses
representa a degenerescéncia completa que leva em conta a simetria fermionica e as
projecoes de momento angular total (2J + 1), de isospin (27 + 1) e de conjugagao
de carga (2C' + 1).
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Os ajustes das dez fungoes apresentadas na tabela 4.7 sao feitos com os dados
experimentais de defasagens presentes em [56]. As formas explicitas destes ajustes,

juntamente com suas representacoes graficas, sao encontradas no apéndice F.



Capitulo 5

Universo Primordial Real

O objetivo deste capitulo é construir equagoes de estados (EoS) realistas para o
universo pré-nucleossintese (Pns), utilizando para tanto todo o desenvolvimento dos
capitulos anteriores. Uma vez construidas estas EoS, vamos estudar as varias apro-
ximagoes envolvidas e o seus regimes de validade. Pretendemos também avaliar as
consequencias cosmolégicas mais imediatas, incluindo um possivel efeito de expansao

acelerada (era inflaciondria).

5.1 Consideragoes gerais para o universo Pns real

Com o advento do processo de criagao de pares, o universo PnS apresenta uma
pluralidade de particulas que depende da energia considerada e da massa de repouso
de cada espécie. Por simplicidade, restringiremos o estudo da era primordial a poucas
centenas de MeV (20 MeV < kT < 300 MeV), limitando assim razoavelmente a

quantidade de particulas do periodo. Assim, conforme dito no capitulo 1,

e Bosons fundamentais: féton (7).

e Léptons: elétrons (e™), pdsitrons (e™), muons (x~), antimuons (u), neutrinos

do elétron e do muon (v, v,) e antineutrinos do elétron e do muon (7, 7,,).

e Hadrons: pions (7,7, 7%), kdons (K, K—, K° K°), nucleons (p,n) e anti-

nucleons (p,n).

Note que, na discriminacao dos hadrons relevantes usou-se, além da massa, o
critério de estabilidade sob interagoes fortes. Maiores detalhes sao dados na se¢ao
4.1.1.

Um ponto importante a ser ressaltado é que nao levaremos em conta a assime-

tria matéria-antimatéria, ou seja, desprezaremos a matéria do universo atual. Esta

94
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aproximacao ¢ totalmente licita para o periodo Pns no estagio de expansao tipo era
da radiagao (secao 1.2).

A palavra “real”, presente no titulo da segao (e do capitulo), se refere justamente
a relevancia dos processos de interagao para as FoS cosmoldgicas. Entao, em uma
primeira analise, devemos discutir quais das quatro interagoes fundamentais devem
estar presentes nas EoS do periodo Pns.

A interagao gravitacional, como a mais fraca das quatro interagoes, é inserida
na cosmologia somente através da equacao de Einstein, ou mais especificamente,
através das equacgoes de Friedmann. Nas escalas de energia de poucas centenas
de MeV, esta interagao nao deve influenciar a construcao das equacoes de estado
cosmoldgicas®.

A segunda interagao a ser considerada é a eletromagnética. Apesar desta in-
teragao ser responsavel pela termalizacao das particulas carregadas (ver capitulo 1),
ela nao produzird nenhum efeito relevante para as EoS primordiais. Esta afirmacgao

¢é baseada em duas importantes caracteristicas:

(i) A carga elétrica possui dois sinais distintos, sendo que particulas de sinais
iguais se repelem e particulas de sinais opostos se atraem. Isto faz com que
um fluido globalmente neutro sofra o fenomeno de blindagem (principio de
Debye), e consequentemente a interacao efetiva entre seus constituintes seja

de curto alcance.

(ii) A constante de acoplamento da interacao eletromagnética é relativamente pe-
quena (e* ~ 1/137).

Usando estas duas caracteristicas, podemos estimar a eficdcia da interagao eletro-
magnética para um fluido a dezenas de MeV composto apenas por elétrons e
positrons. Neste caso, a energia de interagao média U por elétron/pésitron [1] é

da ordem de

62

U~ — 5.1
- (5.1)

onde r é a distancia intereletronica média dada por:

1
re (ng) P~ T (5.2)

Veja a equagao (1.9).

*Pode ocorrer uma mudanga na descricao da mecanica estatistica, devido a variedade curva da

Relatividade geral. Nesta tese, nao consideraremos qualquer efeito desta natureza.
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J& a energia cinética média E,;, por elétron/pésitron é E;,, ~ kT. Portanto, E.;,
¢ aproximadamente duas ordens de grandeza maior que U. Estimativas andlogas
a esta, envolvendo as outras particulas carregadas, justificam a aproximacao de
desprezar a interacao eletromagnética na construcao das EoS.

A terceira interacao a considerar é a interagao forte. Apesar de ser uma interacao
de curto alcance, esta interagao, por possuir uma constante de acoplamento relati-
vamente alta, pode ser importante para cosmologia Pns. De fato, a forga forte é a
Unica interagao que consideraremos na construgao das EoS cosmolégicas. Maiores
informagoes sobre esta interacao foramo dadas no capitulo 4.

A quarta e tltima interagao é a interagao fraca. Esta interacgao é de curto alcance
como a forca forte, porém de intensidade muito menor (ver tabela 4.1). Neste
sentido, a interacao fraca nao deve ser uma fonte de gravitacao importante para a
cosmologia Pns, e portanto ¢ licito despreza-la na montagem das EoS primordiais.
Contudo, é importante ressaltar que esta interacao é responsavel pela termalizagao
das particulas neutras (ver capitulo 1), e pode ter um papel fundamental na resolucao
do problema de assimetria matéria-antimatéria.

Feitas estas consideracoes, dividimos as particulas relevantes no periodo Pns em

trés categorias:

1. v,e”, e, v, vy, Ve, 7, — particulas quanticas ultrarelativisticas ideais;
2. u~,ut — particul anti lativisticas ideais;
. pu~, ut — particulas quanticas relativisticas ideais;

3. nt,m, 7Y, KT, K=, K° K° p,p,n,n — particulas quanticas relativisticas inte-

ragentes.

Na proxima secao aplicaremos boa parte dos resultados dos capitulos anteriores

para montar explicitamente as equagoes de estado cosmologicas.

5.2 Equacoes de estado primordiais

Quando falamos em equacoes de estado primordiais estamos nos referindo a duas
equagoes distintas presentes no modelo padrao do Big Bang. A primeira destas EoS
¢é aquela para a pressao p, e a segunda ¢ uma equagao para a densidade de energia
p. Ambas equagoes sao necessarias na descri¢ao da evolugao do universo.

Porém, a construgao destas EoS pode ser feita de diferentes maneiras. De fato,
na secao 2.2 mostramos que tanto p quanto p podem ser escritos convenientemente

de duas formas distintas, perfazendo assim um total de quatro possiveis conjuntos
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de equagoes de estado *. Estes quatro conjuntos sao dados pelas combinacoes de
{p(z,T),p(n,T)} com {p(z,T),p(n,T)} onde z é a fugacidade e n é a densidade
numérica.

No caso da pressao existem fortes argumentos tedricos e experimentais (se¢ao
2.2.2), indicando a equacgao p(n,T") (série do virial) como sendo a forma mais correta
de construir a EoS da pressao. J4 para a densidade de energia a escolha entre p(z,T)
e p(n,T) nao é tao ébvia. Porém, uma argumentacao baseada no significado fisico
de p (segao 2.2) fornece um bom indicio de que p(z,T') é a forma mais conveniente
para expressar a densidade de energia. Voltaremos a discutir o caso de p na secao
5.3.1, quando falarmos de estabilidade termodinamica da EoS cosmoldgicas.

Portanto, a construgao das equagoes de estado das particulas relativisticas (in-
teragentes ou nao) sera feita com a série do virial para a pressao, e com a série da
fugacidade para a densidade de energia. A forma geral (multicomponente) para p e
p destas séries sao dadas pelas equagoes (2.166a) e (2.165¢) respectivamente. Outro
ponto importante é que devido a complexidade do sistema, consideraremos apenas
os primeiros termos de interacao (interacdo duas a duas) nas montagens das EoS de
particulas relativisticas. Neste caso, os processos elasticos da interacao podem ser
descritos corretamente pelas defasagens (secao 3.2.2).

De acordo com a classificacao da segao anterior, podemos dividir as equagaos

para a pressao e para a densidade de energia em trés partes distintas:

P = DPHad+ Pr+ DU, (5.3)
= PHad + PR+ PUR; (5.4)

onde os indices Had, R e UR representam os hadrons, as particulas relativisticas
ideais e as particulas ultrarelativisticas também ideais.
Procederemos a seguir, com a construcao explicita de cada uma destas trés

partes.

5.2.1 EoS para hadrons

Tendo em vista as varias simetrias apresentadas no capitulo anterior, o sistema de
hadrons pode ser tratado como um sistema interagente de trés componentes (pions
7, kdons K e nucleons N), cujas equagoes de estado sdo derivadas de (2.165¢) e
(2.1664).

Para a densidade de energia temos:

*Existem outras maneiras de construir EoS, porém elas nao serao abordadas nesta tese.
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B o [ Obiy Oby i by
= WD gen ™ aon ™ tagn T

PHad(Zr, 250, 2n, KT)
ab2NN 2

8b2ﬂ'ﬂ' 2 abQKK 2
Yoo oo K o) Nt

awaK abQTrN abQK'N
o) R T g N g K| 609
onde by’s sao os termos ideais dados em (A.34); by’s s@o os termos de interagao dois

a dois determinados em (2.160); e z’s s@o as fugacidades. E importante lembrar que

no universo Pns g, >~ px ~ puy ~ 0 (ver capitulo 1), ou seja
(5.6)

2 ™ 2 = zy = 1.

Agora, para a pressao,
2 2
PHad(Nx, N, nn, KT) = kT (alﬂnw + G1xNK + QINNN + QorpNy + Q2 KN+
2
+asNNTF + Qork Nk + GornTiany + aonngny) . (5.7)

onde aj; = ajx = a;y = 1 (termos ideais); ay’s sao os termos de interagao dois

a dois obtidos como funcao dos b;’s e by’s (equagoes (C.8b) e (C.8¢)); e n’s sao as

densidades numéricas, dadas por
77/7r<z7r7 ZKs 2N, kT) = blﬂ'zﬂ‘ + 2b27r7rz7?- + bQﬂ‘KZTFZK + bQﬂ‘NZTI'ZN7 (58)

= bigzi + 2bog ke + bork 2nzi + boanzrzn,  (5.9)

(5.10)

Nk (Zr, 25, 2N, KT)
binzn + 2b2NNZ]2\7 + borNZrZN + bag NZKZN -

nN(Zﬂ'a ZKyZN, kT)

Veja equagao(2.165b).
Uma caracteristica importante envolvendo a pressao e a densidade de energia é

que, devido as equagoes (5.6), (5.8), (5.9) e (5.10), prad € PHad Sa0 fungdes apenas

da energia kT

Os termos ideais b;’s sao escritos como:
(5.11)

Gi .
com ¢t=m, K oul.

bii =

T AN
Os coeficientes ¢’s correspondem aos valores assumidos pelos graus de liberdade,
com g, =3, gg =4 e gy =28. J& A; é o comprimento de onda térmico relativistico

dado por (ver apéndice A),
(5.12)

1 _ ArmZkT ( m; )
2 LT )

A3(1/KT) (2m)?
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onde m, = 0.1396 GeV, myx = 0.4957 GeV e my = 0.93826 GeV.

Em principio, um termo b, deve conter todos os processos de interacao envol-
vendo as duas particulas as quais ele se refere. Ou seja, devemos ter os processos
de espalhamento (eldstico e ineldstico) bem como os estados ligados. Porém, va-
mos argumentar que os inicos processos relevantes na determinacao dos bs’s sao os
processos de espalhamento elastico:

As energias tipicas dos estados ligados entre 7w, K e N sao da ordem de poucos
MeVT [59]. Entéao, em escalas de energia de dezenas ou centenas de MeV (universo
Pns), os processos envolvendo estados ligados sdo despreziveis quando comparados
com processos de espalhamento. De fato, nessas escalas é muito mais provavel que
um hadron ao encontrar outro seja espalhado, ao invés de formar um estado ligado.

O argumento em favor de negligenciar os processos de espalhamento ineldsticos
vem do sistema de dois canais de onda S (ver se¢ao 4.2 equagoes (4.17a) e (4.17b)).

Nesta caso, a matriz S pode ser parametrizado da seguinte forma,

21022 - _ 2 i(511+5 )

N 1 vy

S=| VT , (5.13)
/1 — 77261( wat0yy) ne 2yy

onde n é o parametro de inelasticidade que mede a eficiéncia de transformarmos
particulas x em particulas y, e d,, e dy, sao as defasagens relacionadas com as
interagoes x com x e y com ¥y respectivamente.

POr outro lado, a equagao mestra (3.39) determina que os by’s possuem sempre

um termo tipo

Tr = Tr |2 (S2) s (5.14)

or

()" s

Restringindo a andlise ao espalhamento de onda S e supondo que nao temos

estados internos, podemos determinar (5.14) para o sistema de dois canais parame-

trizado por (5.13), como segue:

A\ 1 776722’5” 4 /1_n267i(ém+ayy)
<52> = _ /—1_17264(511%%) ne2iu ) (5.15)

A on Oz ) 216
oS, oL 4 24z ) g5t 0z S
- = ( (52 o) )62i5yy > ; (5.16)

OE So1 <g—g + 22'7]%

com

TPor exemplo, o déuteron possui uma energia de ligacio de 2,2 MeV.



Capitulo 5. Universo Primordial Real 100

512 _ 521 _ ( 377 m 1— 772 (aéxx + %)) ei(5zz+5yy). (517)

OE - O0E ' OF

Entéao, substituindo (5.15) e (5.16) em (5.14), temos:

= 4i <85” + %) : (5.18)

Ir oE ' OF

(5)" 35

Por outro lado, pode-se obter a parte puramente elastica do sistema de dois

canais fazendo n = 1 em (5.13), ou seja:

246,
Sl B e T 0
St = ( - ) . (5.19)

Neste caso, o termo (5.14) resulta em

Qel _1iAel 2285%1 0
T |(85) 55 T2 O,
(06, D5,
= 42(8E + aE)’ (5.20)

idéntico a equacao (5.18). Ou seja, neste sistema os processos inelasticos nao afetam
o calculo de (5.14).

Este tipo de analise sugere fortemente que somente a parte elastica das interacoes
contribua na determinacao dos by’s.

Considerando apenas os processos elasticos, os seis termos de interacao sao dados
por equagoes do tipo (3.53a) e (3.53¢c). Portanto, com o auxilio dos vérios conjuntos
de defasagens apresentados na secao 4.2.1, podemos escrever a forma explicita dos
seis by’s.

No céalculo de cada um destes by’s é necessario realizar uma integracao envolvendo
a funcao de Bessel modificada K5 e varias derivadas de defasagens. Todas as seis
integracoes foram feitas numericamente com o auxilio do software Mathematica 5.0.
No procedimento de integracao reintroduzimos c e h de tal forma que as unidades de
comprimento e de energia sdo dadas em fm e em GeV respectivamentet. Os limites
superiores de integracao variam para cada by, porém, via de regra, eles estao na faixa
de 1 GeV a 2,5 GeV. Como a temperatura varia entre 20 MeV < kT < 300 MeV,

{Estas unidades sdo utilizadas nos graficos de quase todo o capitulo 5.
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os limites superiores escolhidos sao suficientes para incluir toda a parte relevante
dos integrandos?.

A seguir, vamos determinar cada um destes seis termos de interacao.

Pion-Pion:

b (WT) = L[ 2R, () [850’0 152,

273 kT Oow Oow
2may
0011 009, 0022
: : 2 : ) 21
+9 R +5 o T 5 N ]mdw (5.21)

Os nimeros que multiplicam as defasagens representam a degenerescéncia de cada
estado e sao dados na tabela 4.2.

0.8

b27[1[ (fm‘a)

0.6 -

0.4+

0.2

0.0 T T T T T 1
0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30

Energia em GeV

Figura 5.1: Gréfico do segundo coeficiente da fugacidade referente as interacoes
pion-pion by, em funcdo da energia k7'. Na integracao numérica de (5.21) utilizamos
2m, = 0,2792 GeV com um limite superior em 0,91 GeV.

Pion-kaon:

B kT T 9 w 0001 0do3
b (KT) = 55 / K (37) [4 oo P80 T
Mr+mg
SEPLLINENPYLIE] B (5.22)
Ow Ow |

A degenerescéncia de cada estado é dada na tabela 4.3.

A presenca da funcdo de Bessel Ky faz com que os integrandos decaiam rapidamente.
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0.84

by g (Fm™)

0.6

0.4+

0.24
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Figura 5.2: Gréfico do segundo coeficiente da fugacidade referente as interacoes
pion-kdon by em fungdo da energia k7. Na integragdo numérica de (5.22) uti-
lizamos m, + myg = 0,635 GeV com um limite superior em 1,3 GeV.

Pion-nucleon:

born (KT) = — / WK, <i> [8 51,1 116 573,1+

273 kT ow ow

Mp+my

0dp1, 0dp3.1 0dp13 0dp33
8 R + 16 R + 16 R + 32 %

0p13 9p15 00p 33 ddp 35
16—8w + 24 R + 32 R + 48 R

+ +

+ dw. (5.23)

TN

A degenerescéncia de cada estado é dada na tabela 4.4.

by ()

0.0 T T T T T 1
0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30
Energia em GeV

Figura 5.3: Grafico do segundo coeficiente da fugacidade referente as interacoes
pion-nucleon by,y em fungao da energia k7. Na integragdo numérica de (5.23)

utilizamos m, + my = 1,078 GeV com um limite superior em 1,6 GeV'.
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Kaon-kaon:
kT T w 8500 8501
boxk(kT) = —— | WK (-) ’ L ., 5.24
2k (KT) 273 AN {&u Ow | jp “ (5.24)
2mpg

A degenerescéncia de cada estado é dada na tabela 4.5.

0.204
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1
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Figura 5.4: Gréfico do segundo coeficiente da fugacidade referente as interagoes

kdon-kdon bog e em fungdo da energia k7. Na integragdo numérica de (5.24) uti-

lizamos 2myx = 0,99 GeV com um limite superior em 1,6 GeV .

Kaon-nucleon:

o0

+ 24

05,11

B kT 9 w 095,01
baen(KT) = 55 / K (37) [8 D

mg+my

o) o) o)
1820P0 | 16 90P03 | 5, 00P1

+ 48

+

Oow

0dp1 3

ow ow Oow
+16

+

a6
48="PL3 4 79

0dpo3 4 o4 09p o5
Oow

Oow Oow

A degenerescéncia de cada estado é dada na tabela 4.6.

+

Oow

dop,s

Oow

dw. (5.25)
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Energia em GeV
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Figura 5.5: Gréfico do segundo coeficiente da fugacidade referente as interacoes
kédon-nucleon byxy em fungdo da energia k7. Na integragdo numérica de (5.25)
utilizamos myg + my = 1,434 GeV com um limite superior em 1,99 GeV .

Nucleon-nucleon:

KT [ w 96 5
boxn (W) = 5 [ WK () [10 S50 4 187y
2mpy
001 p1 093 po 003 p1 003 p2
18R 4 100, DLy 50720
+18 R + 10 % + 30 R + R +
+506(517D72 i 188(537D’1 + 30653,D,2 + 428(53,D,3 dw. (526)
Oow Oow Oow ow | yn

A degenerescéncia de cada estado é dada na tabela 4.7.

Energia em GeV
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Figura 5.6: Grafico do segundo coeficiente da fugacidade referente as interacoes
nucleon-nucleon by y em funcdo da energia k7. Na integragdo numérica de (5.26)

utilizamos 2my = 1,877 GeV com um limite superior em 2,363 GeV .
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De um modo geral, os seis coeficientes by’s podem ser positivos crescentes (figuras
5.1, 5.2, 5.3 e 5.4) ou negativos decrescentes (figuras 5.5 e 5.6). Agora, se fizermos
uma comparacao grosseira com o caso classico nao relativistico (2.72), vemos que
os by’s positivos (negativos) estao associados com um potencial preponderantemente
negativo (positivo). Neste sentido, podemos identificar os espalhamentos nm, 7K,
mN e KK como dominantementes atrativos e os espalhamentos KN e NN como
dominantementes repulsivos.

Uma vez calculados os coeficientes b;’s e by’s, é bastante simples obter as densi-
dades numéricas (5.8), (5.9) e (5.10), e as equagaos de estado para os hadrons (5.5)
e (5.7).

5.2.2 EoS de particulas ideais

As particulas ideais (sem interagdo) se dividem em duas categorias: ultrarela-
tivisticas (v, e, et, ve, vy, Ue, 7,,) € relativisticas (p—, ut).

A construcao das equacoes de estado da parte ultrarelativistica é relativamente
simples, e ja foi feita no capitulo 1. Por completeza, repetiremos aqui os principais
resultados.

Para a densidade de energia pyg, eq. (1.25), temos:

9 97
PUR = Py + e+ Pet + o ¥ Pyt poc ¥ po = 5Py = E(’CTY{ (5.27)
E para a pressao pyg, eq. (1.11), temos:
puR = pUTR. (5.28)
E interessante também apresentar as vérias densidades numéricas (1.9):
3
Mem =M= = Ny € My, =My, = Ny, = Mg, = gnv (5.29)
com
2,404
n,(kT) = — (KT)?. (5.30)

Agora, a montagem das equacoes de estado da parte relativistica é andloga a
que foi feita para o caso dos hddrons, lembrando é claro que =~ e put sdo particulas
ideais (ver apéndice A).

Para a densidade de energia pg, eq. (2.165¢), temos:

0 0
b)) b))

V4

oK) " (KT %

pr(zu kT) = (KT)* : (5.31)
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onde bg?} e bng sao os termos ideais, eq. (A.34), dados por

o — G ),

= — .32
o N (2N kKT (5:32)

com m,, = 0.10566 GeV'. Como no caso dos hadrons, podemos fazer z, ~ 1 durante
todo o periodo Puns.

J& para a pressao pg, eq. (2.166a),
pr(n, kKT) = kT [alu”u + aQ#ni} , (5.33)

onde aj, e ag, sao os coeficientes do virial obtidos como funcao dos bﬁ) e bgzj
(equacoes (C.8b) e (C.8¢)); e n, ¢é a densidade numérica muodnica (2.165b) dada
port,

nu(zu, KT) = bﬁ)zu +2b%) 2 (5.34)

2p e

Observa-se que as pressoes pygr € pr € as densidades de energia pyr € pr sao
funcoes apenas da energia kT

O préximo passo é obter e estudar as equagoes de estado cosmoldgicas completas.

5.2.3 EoS completas

Substituindo as equagoes (5.5), (5.27) e (5.31) em (5.4) obtemos a EoS completa

para a densidade de energia p. O grafico de p em fungao de kT é mostrado na figura
5.7.

Completa
----- Ideal
~~~~~~~~ Ultrarelativistica

p (Gev/fim®)

T M T T T T T T T T
0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30
Energia em GeV

Figura 5.7: Grafico da densidade de energia p em GeV/fm?3 como funcao da
energia kT em GeV. Sao apresentadas nesta figura trés curvas: densidade de ener-

gia completa, que inclue todas as particulas e interac¢oes relevantes (linha cheia);
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densidade de energia ideal, que inclui todas as particulas sem considerar suas in-
teragoes (linha tracejada); densidade de energia ultrarelativistica, que inclui somente

as particulas ultrarelativisticas (linha pontilhada).

De um modo geral, as trés curvas de densidade de energia apresesentam cara-
cteristicas semelhantes, sendo todas elas positivas e crescentes. Da figura 5.7 vemos
que as componentes ultrarelativisticas dominam até por volta de 0,12 GeV. Entre
0,12 GeV e 0,16 GeV as outras particulas se tornam importantes (principalmente
7 e [), porém as interagoes ainda sao irrelevantes. E acima de 0,16 GeV, os ter-
mos de interacao entre hadrons comecam a ser importantes. Em 0,275 GeV as
partes ultrarelativistica, relativistica ideal e de interacao hadronica correspondem
respectivamente a 25%, 33% e 42% da densidade de energia total.

A EoS completa referente a pressao p é obtida substituindo (5.7), (5.28) e (5.33)
em (5.3). O gréafico de p em fungao de kT é mostrado na figura 5.8.

Completa
----- Ideal
------- Ultrarelativistica
0.2 K
’/
a0
S
=
() -
9 0.0 T T T T T 1
= 0.05 0.10 0.15 0. 0.25 0.30

Energiaem GeV
-0.14

-0.2 4

Figura 5.8: Grafico da pressao p em GeV/fm? como fungao da energia kT em
GeV. Sao apresentadas nesta figura trés curvas: pressao completa, que inclui todas
as particulas e interagoes relevantes (linha cheia); pressao ideal, que inclui todas as
particulas sem considerar suas interagoes (linha tracejada); pressao ultrarelativistica,

que inclui somente as particulas ultrarelativisticas (linha pontilhada).

Segundo a figura 5.8, até 0,14 GeV as trés curvas para a pressao apresentam
um comportamento similar, sendo todas positivas e crescentes. A partir deste valor,
os termos de interagao comecam a se fazer sentir e uma sibita mudanca ocorre
na equacao da pressao completa. Ela abranda o seu crescimento, atinje um valor
maximo em 0,175 GeV e logo em seguida decresce rapidamente. Por volta de 0,2
GeV, a curva da pressao completa torna-se negativa e prossegue em sua descendéncia

com uma taxa de decrescimento bastante elevada. Uma analise mais aprofundada
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sobre os processos de interacao revela que os espalhamentos 7w, 7K, 7N e KK sao
os responsaveis pelo decrescimo e pelo surgimento da pressao negativa. Ou seja,
interacoes do tipo atrativa tendem a diminuir o valor da pressao¥.

Vamos a seguir estudar a influéncia de certas aproximacgoes na densidade de
energia (5.4) e na pressao (5.3).

Na construgao das equagoes pr.qd € PHad fez-se uso de algumas aproximacoes,
duas das quais nao foram devidamente justificadas. A primeira diz respeito ao
truncamento da soma em [ nas equagoes (3.53a) e (3.53¢). Se compararmos estas
equagoes com as formas explicitas (5.21), (5.22), (5.23), (5.24), (5.25) e (5.26) dos
by’s, vemos que utilizamos apenas momentos angulares de [ = 0,1 e 2, ou seja,
onda S, P e D. Ja a segunda aproximacao envolve a extrapolacao dos dados de
defasagens dos processos de espalhamento KK, KN e NN (secao 4.2.1). De fato,
sem dar nenhuma justificativa adequada, consideramos que estes trés processos nao
dependem da carga total C.

Contudo, vamos mostrar de forma grafica que, nas escalas de energia considera-

das, estas duas aproximagoes nao afetam significativamente as EoS cosmoldgicas.

Completa
104 7 -----Sem KK, KN e NN
Completa 3 ------Sem onda D

-----Sem KK, KN e NN 021

8 -------Sem onda D
0.1 /\
0.0 :

T T T -
0.05 0.10 015 0y
Energia em GeV \:

p (GeV/im?)
p (GeV/fmd)

-0.14

-0.24

T T T T T
0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30
Energia em GeV

Figura 5.9: Graficos da densidade de energia e da pressao em funcao de £T'. Nesta
figura apresentamos trés curvas: equagoes de estado completas (linhas cheias); EoS
construidas sem os processos de espalhamento K K, KN e NN (linhas tracejadas);
equacoes de estado cujos processos de espalhamento se limitam as ondas S e P

(linhas pontilhadas).

Na figura 5.9, vemos que p e p dependem muito fracamente de momentos an-
gulares maiores que um. Isto ocorre porque as ondas parciais de maior momento
angular sao importantes apenas em escalas de alta energia. Para kT < 0,3 GeV

podemos nos restringir as ondas S e P. Ja os espalhamentos KK, KN e NN

TDiscutiremos sobre a validade desta equacio na préxima secio.
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sdo completamente irrelevantes! devido & ineficiéncia das interacdes e/ou devido &
grande diferenca entre a massa do sistema e as escalas de kT
Portanto, pelo menos a baixas energias, ¢ bastante razoavel utilizar as equagcoes

de estado completas (5.3) e (5.4) para tentar descrever a evolugao do univero Pns.

5.3 Validade das equacgoes de estado na cosmologia

Uma primeira aplicacao das EoS na cosmologia pode ser feita através da seguinte

parametrizacao:

p(kT) = w(kT)p(kT). (5.35)

Substituindo (5.35) na segunda equacao de Friedmann, eq. (1.18), obtemos:

. e
(9) - _WT 1+ 3w(kT)] p(kT). (5.36)
a

Agora, como a densidade de energia é sempre positiva crescente, a informacao so-
bre a taxa de aceleragao depende somente da fun¢ao paramétrica w (k7). Invertendo
(5.35) e utilizando as formas explicitas de p(kT) e p(kT'), construimos o grafico de

w(kT).

0.5

0.0 T T T T
0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30

o (kT)

Energia em GeV

-0.54

Completa
----- Ideal

Figura 5.10: Grafico de w em funcao de k7. Nesta figura apresentamos duas
curvas: funcao w completa, que inclui todas as particulas e interagoes relevantes
(linha cheia); fungao w ideal, que inclui todas as particulas sem considerar suas

interagoes (linha tracejada).

IA falta de dados experimentais para o espalhamento K K torna a veracidade desta afirmacao

um pouco discutivel.
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Na figura 5.10 vemos que até 0,11 GeV as duas curvas praticamente se so-
brepoem. A partir deste valor, w completo comeca a decrescer, tornando-se negativo
por volta de 0,2 GeV, enquanto que w ideal permanece positivo e aproximadamente
constante em 0, 3.

Se transportarmos o efeito da fungdo w para a equacao (5.36), vemos que a
taxa de expansao do universo sofre uma profunda mudanga entre 0,1 GeV < kT <
0,3 GeV. Ou seja, o universo sai de um periodo de expansao desacelerada muito
préoximo de uma era tipo radiagao, e transita continuamente para um periodo de
expansao acelerada. A comparacgao direta entre as duas curvas da figura 5.10 mostra
claramente que esta aceleragao ocorre devido aos processos de interagao hadronicas.

Como visto no capitulo 1, uma expansao acelerada primordial é bastante de-
sejavel para a cosmologia. Porém, antes de comegarmos a analisar as consequéncias
cosmoldgicas desta aceleragao, devemos nos perguntar se as EoS propostas sao real-
mente validas até 0,3 GeV. Esta questao é bastante complexa, porém crucial para
as aplicacoes cosmoldgicas futuras, e dedicaremos o restante da se¢ao a analisar este
problema.

A validade das fungdes p(kT') e p(kT) pode ser ameagada por trés fatores dis-
tintos: uma possivel transicao de fase gas-liquido devido a instabilidades na fungao
p(kT); a possibilidade de ocorrer o desconfinamento de hadrons em quaks e gluons; a
nao convergéncia das séries da pressao e da densidade de energia, que impossibilitaria

o tratamento perturbativo. Analisaremos cada um dos trés fatores separadamente.

5.3.1 Instabilidade nas EoS cosmolégicas

Na secao 2.2.3 mostramos que, para sistemas termodinamicos usuais, existem duas

condigbes necessarias e suficientes para que o sistema seja estavel, equagoes (2.149)

e (2.152):
V ([ 0p dp
— [ — > — < 0. .
T (3T)v =0 e (3V)T_O (5:87)

Porém, as equacoes da pressao e da densidade de energia foram obtidas respecti-
vamente através de séries nas densidades numéricas e nas fugacidades com o limite
termodinamico ja tomado. Nesse sentido, as condigbes presentes em (5.37) devem

ser repassadas para:

1 [ 0p 1 [ 0p
I > — | — > .
T <6T>U =0 =7 (aT)m =0 (538)

) <0=n, (@) >0, (5.39)
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onde n; = Ui ¢ a densidade numérica com ¢ = w, K, N ou pu.

A fungao p s6 depende de kT (z; = 1 para qualquer i), enquanto p depende de
kT e das densidades numéricas das quatro espécies. Portanto, a condigdo (5.39)
se desmembra em quatro, sendo todas necessarias para garantir a estabilidade do
sistema.

Da figura 5.7 é féacil de ver que p(kT,{z})* sempre satisfaz a condigao (5.38).
Contudo, o mesmo nao ocorre para p(kT,{n;}). De fato, sabendo que todas as
densidades numéricas sao funcoes positivas e crescentes de k7T, vemos da figura
5.8 que a pressao nao respeita as condigoes (5.39). Uma andlise mais detalhada da
funcao completa de p revela que sao os termos de interagao hadronica os responaveis
por violar a condigao de estabilidade. Entao, da figura 5.8, podemos concluir que
as EoS cosmologicas completas se tornam instaveis em algum ponto acima de 0, 14
GeV.

Em principio, esta instabilidade é um forte indicio de uma transicao de fase do
tipo gas-liquido e evidencia a perda de validade das EoS cosmoldgicas contruidas.
Porém, toda esta analise esta baseada em um sistema termodinamico usual como um
gas contido em um recipiente, e devido a duas caracteristicas especiais, o universo
nao pode ser encarado como um sistema deste tipo.

A primeira destas caracteristicas diz que o universo nao tem fronteiras. Neste
caso, a pressao superficial, diferente da pressao interna (ver segao 2.2.1), no existe.
Por outo lado, em um sistema termodinamico usual, sao muitas vezes os efeitos
de fronteira que geram as transicoes de fase, por exemplo: um sistema que possui
uma pressao superficial com termos de interacao atrativos relevantes tende a sair da
condicao de equilibrio, pois as particulas na superficie do sistema sao atraidas pelas
suas companheiras internas. Para o universo este efeito nao existe, e o tnico tipo
de pressao existente é a pressao interna.

A segunda caracteristica diz que na cosmologia a pressio (interna) entra como
fonte direta de gravitacdo. Esta particularidade da pressao cosmologica gera efeitos
bastante diversos da pressao usual de sistemas termodinamicos.

Em sistemas usuais estaveis espera-se que conforme o volume diminua a pressao
interna aumente. Esta condicdo, expressa por (5.39), é bastante importante, pois
ela evita o “desaparecimento”’do sistema. De fato, se dp/0V fosse positivo nada
impediria que o sistema colapsasse’. Por outro lado, na cosmologia um aumento da
pressao aumenta o efeito atrativo da gravitacao, e nesse sentido, um sistema cos-

molégico com dp/AV < 0 é instavel, ou seja, se o universo nao estiver se expandindo

*{z;} representa o conjunto das quatro fugacidades todas iguais a um.

TA estabilidade da matéria estd intimanente ligada a este efeito.
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ele tende a colapsar. Voltaremos a essa discussao na secao 5.4.3. E interessante
ressaltar a distinsao entre os efeitos da pressao interna na termodinamica usual e na
cosmologia: na termodinamica um aumento de p propicia um aumento do volume,
e na cosmologia o efeito é o contrario.

Feitas todas estas consideragoes, é bastante razoavel afirmar que o critério de
estabilidade (5.39) nao pode ser aplicado na cosmologia.

Um outro ponto a se observar diz respeito a escolha de p(z;,T) ao invés de
p(n;, T) (comego da secao 5.2). Se tivessemos construido a fungdo densidade de
energia em termos dos n;, ela apresentaria um comportamento similar a pressao
completa (figura 5.9), e portanto, segundo a condicao (5.38), p(n;, T') seria instavel.
Agora, diferentemente da pressao, a densidade de energia nao apresenta nenhum
comportamento diferenciado entre sistemas termodinamicos e cosmolégicos. Por-

tanto, a escolha de p(z;,T) em detrimento de p(n;,T) é corroborada pela condigao

de estabilidade (5.38).

5.3.2 Desconfinamento

Como dito no comecgo do capitulo 4, a constante de acoplamento da QCD diminui
conforme a energia k7T do sistema aumenta. Entao, é de se esperar que em uma
certa temperatura critica kT, esta constante de acoplamento seja suficientemente
baixa para permitir que a matéria hadronica se desconfine, formando um sistema
composto por quarks e gluons livres. Este tipo de fenomeno é muitas vezes chamado
de transicao de fase de hadrons em quarks e gluons, porém esta transicao é comple-
tamenta distinta da transicao de fase discutida na secao 5.3.1. Caso esta transicao
ocorra durante o periodo Pns, o nosso modelo de equagoes de estado perde validade
acima de kT,.. As EoS cosmoldgicas foram construidas assumindo que as particulas
fundamentais sao hadrons e nao quaks e gluons; a contagem de estados dos dois
sistemas sao totalmente diferentes.

Segundo célculos tedricos da QCD na rede [47], a temperatura critica estd situada
aproximadamente entre 150 e 180 MeV'. Estas simulagoes sao bastante complicadas
de se fazer e seus resultados dependem crucialmente do niimero de sabores de quarks
considerados.

Entretanto, do ponto de vista experimental, resultados recentes do acelerador
RHIC [18] indicam que o desconfinamento nao ocorre nas temperaturas previstas
pelos calculos de rede, pelo menos nao o desconfinamento em um plasma de quarks
e gluons [60]. Ao invés disto, nesta escala de temperatura, os experimentos do
RHIC acharam um novo estado para a matéria nuclear. Este estado corresponde a

um fluido perfeito (sem viscosidade) muitas vezes identificado como sendo um CGC
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(Color Glass Condensate) [19]. Diferentemente do plasma de quarks e gluons, as
correlagoes deste fluido nao sao despreziveis, ou seja as processos de interacao nuclear
sao relevantes. A modelagem fenomenolégica experimental deste novo estado da

matéria é bastante complicada e ainda gera muita discussao dentro da comunidade
[61].

Outro ponto importante é a diferenca entre os sistemas fisicos dos aceleradores
e o universo Pns. Como dito na secao anterior, a auséncia de fronteiras e o papel
da pressao como fonte de gravitacao pode gerar muitas diferencas entre estes dois
sistemas. Muitos trabalhos experimentais sobre desconfinamento fazem alusao ao
universo primordial, como se ele estivesse sendo criado em laboratério. Este tipo de

afirmagao estd longe de ser 6bvia e deveria ser feita com extrema cautela!

Seja do ponto de vista tedrico ou do ponto de vista experimental, o assunto sobre
desconfinamento no universo Pns é extremamente complicadot, e no estégio atual
em que se encontram estas pesquisas € muito dificil de utiliza-las para determinar a

validade das equagoes de estado cosmoldgicas propostas nesta tese.

5.3.3 Convergéncia das séries de p e p

O primeiro passo no estudo sobre a convergéncia da parte interagente’ das séries de

p e p é analisar a evolucao dos parametros de expansao 2’s e n’s.

Para a funcao de densidade de energia, a expansao é feita em termos das fu-
gacidades (parametros adimensionais), e como visto em (5.6) todos os z’s sdo iguais
a um. Neste sentido, a convergéncia de p depende diretamente dos coeficientes
da fugacidade b’s, e portanto das caracteristicas dos processos de interacao. Uma
condigao necessaria (mas nao suficiente) é que estas interagoes sejam de curto al-
cance. Esta condigao é plenamente satisfeita, uma vez que na construcao dos b’s

utilizamos apenas processos hadronicos.

Ja para a funcao da pressao a expansao ¢ feita em termos das densidades numéricas
dadas em (5.8), (5.9) e (5.10). Os grafico destas trés densidades sdo mostrados na
figura 5.11.

YO autor deve confessar que entende pouco dos trabalhos tedricos e experimentais sobre
descofinamento.

§ As partes ideais dessas equacdes se comportam muito bem e nio precisam ser estudadas.
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Figura 5.11: Grafico da densidade numérica n em funcao de k7. Nesta figura

apresentamos trés curvas: n, (linha cheia); ng (linha tracejada); ny (linha ponti-
lhada).

As densidades numéricas apresentadas na figura 5.11 nao sdo muito tuteis para
o estudo de convergéencia, pois elas nao sao parametros adimensionais. Um pro-
cedimento grosseiro para obter parametros adimensionais seria conhecer os alcances
efetivos d’s das vérias interacoes, e utilizar produtos tipo nd® como parametros de
convergéncia. Segundo, as referencias [59, 10] as interagoes hadronicas tratadas via
equacao de Schrodinger possuem alcances efetivos que variam em média entre 0, 25
fm (pion-pion) e 1,7 fm (nucleon-nucleon). Entao, através do critério anterior,
vemos que para kT = 0,3 GeV o parametro nd® é 0,1 para a interacao tipo pion-
pion e 8,9 para a interagao nucleon-nucleon. Em principio, este critério nos diz que
a série da pressao em termos de ny ¢ nao convergente, porém ele é extremamente
grosseiro e nao leva em conta uma série de fatores, como por exemplo a dependéncia
dos coeficientes do virial a’s em termos da temperatura.

Um procedimento bem mais interessante no estudo da convergencia da funcao
pressao seria o de comparar os termos de interagao dois a dois (as’s) com os préximos
termos da série, os (a3’s). Porém, como dito no comeco deste capitulo, o sistema
hadronico real envolvendo pions, kdons e nucleons é demasiadamente complicado e
permite somente a construcao dos termos de interacao dois a dois. Por outro lado,
existe um modelo de brinquedo proposto em [10], que segue as mesmas linhas gerais
desta tese, e por ser bastante simples permite o calculo analitico dos coeficientes do
virial as e az. Neste modelo, o fluido cosmico do periodo Pns é constituido apenas de
fotons e nucleons, onde os fétons v sao tratados da maneira padrao, e os nucleons N

como particulas classicas interagentes nao relativisticas. A interagao entre nucleons
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é descrita grosseiramente através de um potencial tipo poco quadrado-+tesfera dura:

V (MeV) 4

0.4 1.71 r (fm)

756 | —— —

Figura 5.12: Potencial nuclear para o modelo de brinquedo. Os parametros
deste potencial sao determinados através da energia de ligacao do deuteron, dos
raios quadraticos médios do préton e do deuteron e de dados de espalhamento de

nucleons a altas energias (cf. referéncia [62]).

A escolha deste potencial é justificada por dois fatos: (i) ele apresenta um com-
portamento qualitativo similar a alguns potenciais nucleares fenomenoldgicos de
sucesso, e.g., aqueles obtidos em [63, 64]; (ii) com este potencial é possivel calcular-
mos analiticamente as integrais de clusters até terceira ordem (as e ag).

A equacao para a pressao neste modelo é representada por p dada explicitamente

por
. . w2 (kT)* . . .
p(kT, ny) ~ % + (kT) [y + asity + asnd] (5.40)
com
fLN(/{ZT) ~ bl + 2()2 + 363, (541)

onde by, by, b3, as e az sao calculados analiticamente com o auxilio do apéndice C' e
das equagoes (2.53), (2.72) e (2.74).

O comportamente de p é qualitativamente equivalente a pressao completa p
(figura 5.8), com a diferenca de p se tornar negativo somente por volta de 0,42
GeV. Maiores informagoes sao dadas na referéncia [10].

O mais interessante deste modelo simplificado é que ele permite estudar a con-
vergéncia da série de p através da comparacao entre o segundo e o terceiro termo de

interacao. Para isso definiremos a seguinte funcao:

agfl?\[

FkT)=1-

(5.42)

asnA |’

Segundo esta definicio, quanto mais préximo de 1 a funcao F (kT) estiver, maior

é a possibilidade de convergéncia da série de p(kT,ny). Os comportamentos de
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F(kT) e da densidade numérica ny(kT) em funcao de kT sdo mostrados na figura
9.13:

1.00 5 64
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ny (fm)
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0.80 T T T T T
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Figura 5.13: Créficos das funcoes F(kT) e fin(kT).

O primeiro grafico da figura 5.13 indica que até 0,5 GeV o terceiro termo de
interagao ¢ relativamente desprezivel em comparagao com o segundo. Este tipo de
analise, utilizando apenas os primeiros termos, nao prova a convergéncia da série
p(kT,ny), porém é um bom indicio de que ela existe. Outro ponto importante,
mostrado na figura 5.13, é que esta convergeéncia parece persistir mesmo para valores
altos de ny.

Apesar deste modelo simplificado nao corresponder a realidade do universo Pns,
ele mostra que, mesmo para sistemas simples, o estudo da convergencia da funcao
pressao (e da densidade de energia) estd longe de ser trivial. Isto ocorre porque os
coeficientes de interagao (a’s ou b’s), cruciais para a convergencia de p e p, dependem
diretamente da soma dos diagramas conexos (ver capitulo 2), e é extremamente dificil
avaliar o comportamento destes diagramas no caso geral de N particulas interagindo.

Baseado nos indicios favoraveis do modelo de brinquedo, vamos admitir que as
equacoes de estado completas sao convergentes, e que elas representam, com boa

aproximagcao, as FoS cosmolégicas do periodo Pns até 0,3 GeV.

5.4 Consequéncias cosmolégicas

Nesta se¢ao, vamos assumir que as EoS propostas (5.3) e (5.4) sdo validas durante
todo o periodo Pns de interesse (20 MeV < kT < 300 MeV'), e explorar suas varias

consequéncias para a cosmologia primordial.
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5.4.1 O fator de escala a(kT) e o tempo t(kT) para curvatura nula

Primeiramente, devemos determinar a fator de escala a(kT'), e a funcdo tempo ¢(k7)
que permite associar o tempo cosmolégico com a temperatura. Partindo entao
da equagao de conservagao covariante do tensor energia momento, eq. (1.3), e da

primeira equagao de Friedmann, eq. (1.17), temos:

dp 3

da = ——(P +p), (5.43a)
N2
a 87TG

Reintroduzimos ¢ nas equacgoes de Friedmann.
Para obtermos a(kT') basta integrarmos (5.43a) da seguinte forma:

dp d(kT) 3 d(kT)  3(p+p)
d(kT) da a(p—i—p) 7 Tda  a d(‘ipT) -
a da/ kT _dp " kT _dp
d(kT) / d(kT") /
— = ———d(kT") = In =— / ———d (kT
a’ / 3(p+p) (kT°) (apnso) 3(p+p) (T
A Pnso kTpnso kTpnso
kT d
ET) = apps - AT _qkT"| 5.44
o(lT) = apoesp | = [ AT a (k) (5.44)
kTPnsO

onde o indice Pns0 indica o final do periodo pré-nucleossintese, ou seja kT'p,s0 =

20MeV.
Ja a fungao tempo t(kT') é obtida através de uma combinacao entre (5.43a) e

(5.43b):

dpdt 3 dp d(kT)
= B = _3=
drda PO T I0m a p+r)=
d (kT 1@ +
(dt ) 302 p(p + P _
d lcT)
t kT
/ dt = / Tt d(kT') =
87‘(’G
tms0 kTpnso 3(p+p)/F=r
tpnsy — 1t = / d(kT"). (5.45)
87TG

KTpmeo 3P+ o)/ Fep
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Como a pressido e a densidade de energia estio em unidades de GeV/fm? ¢é

8rG

Sz nestas unidades:

conveniente expressar a constante

8rG 9,96 x 102

3c2 (ms)2GeV/fm3;

(5.46)

neste caso, o intervalo de tempo t — tp,s ¢ dado em milisegundos.

Um ponto importante que deve ser analisado é a existéncia das fungoes a(kT') e

t(kT). Por exemplo, quando escrevemos

= —2(29 +p) #0 (5.47)

estamos supondo que existe a fungao inversa k7T'(a) durante todo o intervalo em que
3 . . , dp .

E(p—l— p) # 0. Veja que isto é verdade, se e somente se, a1 © univocamente crescente
ou decrescente. Caso contrario, a fungdo a(k7) possui méximos ou minimos e,

consequentemente, a sua inversa nao existe.

Da figura 5.7 vemos que % > 0, e portanto as funcoes a(kT"), t(kT) e suas

inversas estao bem definidas durante todo o intervalo de interesse.

As equagdes (5.44) e (5.45) descrevem a evolugao do universo pré-nucleossintese
para curvatura nula (kK = 0). Neste caso, uma andlise um pouco mais cuidadosa
destas duas equagoes revela que suas integrais divergem quando p = —p, e segundo as
EoS completas, isto ocorre quando a temperatura k7, ~ 0,2767 GeV (temperatura
critica). Devido a esta divergéncia, o célculo numérico de a(kT") e t(kT) préximo
de kT, é relativamente complicado. Por isso optamos por fazer uma parametrizagao
linear das fungdes pressao (5.3) e densidade de energia (5.4) no intervalo 0,276 <
ET < 0,277, e a partir destas parametrizacoes resolver analiticamente as equagoes
a(kT) e t(kT)*. O erro maximo introduzido em p e p devido estas parametrizagoes é
de aproximadamente 7/50000. Estas parametrizagoes serao necessarias para estudar

o regime inflacionario descrito na proxima secao.

O grafico do fator de escala em funcao de kT é mostrado na figura 5.14.

*Foi feito também uma parametrizacao polinomial quadratica e todos os resultados se

mantiveram.
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Figura 5.14: Gréafico do fator de escala a(kT) em unidades de ap,s para um
universo com curvatura nula (k = 0). No intervalo de 0,02 < kT < 0,276 real-
izamos uma integragao numérica com o auxilio do software Mathematica 5.0 uti-
lizando as equagoes (5.4) para a densidade de energia e (5.3) para a pressao. Entre
0,276 < ET < KT, utilizamos uma parametrizacao linear de p e p, e integramos

a(kT) analiticamente.

Segundo a figura 5.14, o fator de escala sempre decresce conforme k7T aumenta.

Ja a taxa de decréscimo % varia bastante, e conforme kT se aproxima de kT,
% — —o0. Ou seja, o fator de escala tende a zero quando kT — KT..

Para determinarmos o intervalo de tempo necessario para que a(k7,) — 0, basta
observar (5.45). Como p(kT) e % sdo maiores que zero entao, quando kT — kT,
o intervalo de tempo (tp,s0 —t) — 00. Ou seja, no nosso modelo com k = 0 nao
tem sentido falar em singularidade inicial, pois o intervalo de tempo necessario para
chegar em tp, 4 ¢ infinito. Note, porém, que o universo apresenta uma temperatura

mdxima dada por kT,. Discutiremos um pouco mais estes fendomenos na se¢ao 5.4.3.

5.4.2 O regime inflacionario

Uma das conseqiiéncias mais interessantes da inclusao de processos de interacao
hadronica nas EoS cosmoldgicas é o surgimento de um periodo de expansao acelerada
perfeitamente conectado com o periodo desacelerado tipo era da radiagao, que ocorre
durante a nucleossintese primordial (figura 5.10). Em termos da parametrizacao
(5.35), a funcdo w(kT') evolui continuamente de 1/3 (era da radiagao — k7' < 0,02
GeV) e tende a —1 ( kT — kT,).

A equacao (1.67) determina que a inflagdo (periodo de expansao acelerada du-

rante o universo primordial) ocorre quando w(kT") < —1/3. Como restrigdes fisicas
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impoem w(kT) > —1, definimos a era inflacionaria do nosso modelo dentro do

seguinte intervalo T:

_1 < w(kT) < —%. (5.48)

Com o auxilio da figura 5.10, vemos que a inflacao estd na faixa

0,2356 GeV ~ kT, .o < kT < kT, ~0,2767GeV . (5.49)

Segundo a ultima secao do capitulo 1, a existéncia de um periodo de aceleracao
primordial é bastante importante, pois resolve uma série de problemas cosmologicos
(planura, horizonte, origem de inomogenidades, etc.), sem termos de impor arbi-
trariamente certas condicoes iniciais. Porém, para que esta aceleragao resolva os
varios problemas cosmoldgicos, ela deve possuir certas caracteristicas especificas.

Estudaderemos a seguir os problemas de planura e horizonte, e mostraremos que
o regime inflacionario gerado pela nosso modelo é capaz de resolvé-los.

O problema de planura caracterizado por (1.56) mostra que a densidade de ener-
gia no final do periodo Pns pp,s deve ser proxima da densidade critica p. com
aproximadamente 21 casas decimais de precisao (1.59). Para ver como o periodo in-
flaciondrio é capaz de resolver este problema, basta utilizarmos (1.56) com a condigao

de contorno dado por (1.59).

1,5 x 107 a3, 0 Hpgo 1,5 x 1072 a3, 0 pPnso

@ —1] = (KT H*(KT)  a*(kT)p(kT)

(5.50)

onde Qp foi definido no comeco da secdo 1.4.1.
Desta ultima equacao e da figura 5.14, é facil de perceber que existe um valor
de kT onde Qg retorna para o valor observacional 1,003 atual, resolvendo assim o
problema de planura. Para determinar o quao préximo k7' deve estar da temperatura
critica kT, utilizamos as equagoes (5.4) para p(kT') e (5.44) para a(kT). O valor
encontrado é de
(kT panura — KTy = 10772, (5.51)

Neste caso, a(kT') aumentou 12 ordens de grandeza desde kT piunura até o final
do periodo pré-nucleossintese. Porém, segundo (5.45), esta grande variagao no fator
de escala ocorre em um intervalo de tempo de 2,25 ms, sendo que o intervalo de
expansao acelerada é de apenas 0,26 ms. Este resultado mostra que a alta taxa
inflacionaria, reducao de aproximadamente 10 ordens de grandeza em 0,26 ms,

planifica rapidamente o universo.

"Por restricdes fisicas entendemos as patologias existentes nos modelos cosmoldgicos tipo

phantom.
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O problema de horizonte nos diz que, desde o tp,s até os dias de hoje, o raio
de Hubble R = (aH)_l aumentou por um fator de 1,4 x 10%, eq. (1.62), ou seja,
a distancia comdével maxima entre duas regioes casualmente conectadas aumentou
em 9 ordens de grandeza desde o final do periodo Pns. Entao, para ver como este
problema é resolvido, devemos mostrar que desde proximo de k7T, até k1Tp,s O raio

de Hubble diminui 9 ordens de grandeza, ou seja,

R aPnsOHPnSO aPnsO\/ PPnso ‘ '

Analogamente ao caso da planura, pode-se determinar o quao proximo k7' deve

estar da temperatura critica k7., utilizando as equacgoes (5.4) para p(kT') e (5.44)

para a(kT"). Novamente, o valor encontrado ¢ de

|kThorizonte - chl = 10_35' (553)

Uma analise mais cuidadosa do raio de Hubble mostra que, desde o comecgo da
desaceleracao (kT =~ 0,2356 GeV) até os dias de hoje, R aumentou 1,75 x 101.
Porém, de kThorizonte até kThee 0 raio de Hubble diminuiu 1,8 x 10'°. Portanto,
anterior a kT}oionte todo o universo observavel atual estava em contato causal,
permitindo assim a termalizacao do fluido césmico.

Note que até kT pianura € kKThorizonte O termo de curvatura presente em (1.1) é
completamente desprezivel. Portanto, a andlise realizada nesta subsecao vale para
qualquer valor de curvatura (k = —1, 0 ou 1).

Apresentaremos a seguir um resumo em forma de tabela das principais cara-
cteristicas analisadas para o universo Pns durante o regime inflacionario. Utilizando

a convencao kTp,s = 0,020 GeV e ap,s = 1 temos:

At(ms) e i Qr — 1| | |T =T (GeV)
kTpnso 0 1 1 1,5 x 1072 ~ 0, 2567
kT el 1,99 5.1072 8x 1072 9,55 x 10724 | ~0,0411
EThorizonte | 2,25 | 1,9 x 10712 | 1,44 x 10° 1,003 107%
ETpianura | 2,25 | 1,9 x 10712 | 1,44 x 10° 1,003 107%

Tabela 5.1: Resumo das principais caracteristicas do universo Pns referente ao
regime inflacionario. Aqui kTp,s é a temperatura do final do periodo Pns, kT,
é a temperatura de expansao com aceleracao nula, kThorizonte € a temperatura que
resolve o problema de horizonte e kT anure € a temperatura que resolve o problema
de planura. O intervalo At =tp,so —t e R = (aH)_l.
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Reavaliacoes sobre o equilibrio termodinamico e a assimetria matéria-

antimatéria

No capitulo 1 mostrou-se que, para um universo tipo era da radiacao, pode-se as-
sumir equilibrio termodinamico e quimico, e desprezar a assimetria matéria-antimatéria.
Sera que estas afirmagcoes continuam validas quando o universo transita de uma era
da radiagao para um regime de expansao acelerada, situagao em que a(k7T') descresce

cada vez mais rapido?

(A) Equilibrio termodinamico e quimico: Na se¢ao 1.3 argumentamos que a
condigao necessaria e suficiente para que uma dada componente esteja em equilibrio

com o resto do fluido cdsmico é
Ly (kT) > H(KT), (5.54)

onde I'; = n;o |U] representa as taxas de reacao desta componente com as outras
particulas e H(kT') representa a taxa de expansao do universo (fun¢ao de Hubble).
Nessa mesma se¢ao utilizamos seis conjuntos de reagoes para verificar que, em uma

era da radiacao, todo o fluido césmico encontra-se de fato em equilibrio.

A seguir, repetiremos estes calculos para os mesmo cinco primeiros conjuntos de
reacoes,! lembrando que no regime inflaciondrio H(kT) ~ /p(kT) é dado por (5.4),
e que as densidades numéricas dos hadrons e dos muons sao dadas por (5.8), (5.9),
(5.10) e (5.34). Para maiores detalhes ver se¢ao 1.3.

(i) Interagoes eletromagnéticas entre léptons eletronicos ultrarelativisticos:

A secao de choque com alto momento transferido para o espalhamento e* + et «
et 4 et é oot ~ (;‘TQ)Q, onde o = 1/137 é a constante de estrutura fina. Portanto,

a taxa de reacao deste espalhamento é:

31,202
Leter 2 nesOeter = 5———a*(KT), (5.55)

onde n.+ é dado por (1.9).

Construindo a razao entre I',+.+ e a funcao de Hubble obtemos a figura 5.15.

tPor coeréncia ao capitulo 1, voltaremos a utilizar as unidades de ¢ = h = 1. Neste caso 1
fm =5,067 GeV~' e mp; = G712 =1,221 x 10" GeV.
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Figura 5.15: Evolugao de I'ex.+/H em fungao da energia k7. Veja que para
0,1 < kT <0,3, a condi¢ao (5.54) é completamente satisfeita.

(ii) Interacao eletromagnética entre hiadrons carregados e fétons de
baixas energias: O espectro de corpo negro garante que existe uma porcentagem
de fétons com energias muito menores do que a massa m; (j = 7=, K=, p ou p)’.
Neste caso, o processo de espalhamento dos hddrons com estes fétons (y+j < v+)
pode ser tratado através da teoria cléssica de particulas carregadas espalhadas por
ondas eletromagnéticas. Portanto, a secao de choque deste processo é a conhecida

~ 2
secao de choque de Thomson o = %’;s .
J

As taxas de reacao destes espalhamentos sao:

Smar’

3m2’

J

(5.56)

I'jy ~njor =mn; x

onde n; é dada em (5.8), (5.9) ou (5.10).

Graficando a razao L]f obtemos a figura 5.16.

§Quanto menor a massa e maior kT, pior é esta porcentagem. Por exemplo, a porcentagem de

.2
fétons de energia hr que satisfaz a condicao hv < mf(; com kT = 0,2 GeV é 0,1 % para pions,

1,1 % para kéons e 5 % para nucleons.
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Figura 5.16: Evolucao de I';,/H em funcao da energia k7. Veja que para 0,1 <

kT < 0,3, a condigao (5.54) é completamenta satisfeita nos trés casos.

(iii) Espalhamento Compton: A taxa de reacdo para o espalhamento Com-
pton (ejE + 7 et + 7v) a altas energias,
7 (kT)

3,606 2(kT)?
: o (1) I [140,0655——21 . (557)
™ mZ(l + 070555ﬂm—5) Me

[ex =

foi calculada em (1.45).

Comparando esta taxa com a fungao de Hubble obtemos a figura 5.17.
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Figura 5.17: Evolucao de I',.=/H em funcao da energia kT. Veja que para
0,1 < kT <0,3, a condi¢ao (5.54) é completamenta satisfeita.

(iv) Interacoes fracas entre léptons eletronicos: A taxa de reacao das

interacoes fracas referente aos processos envolvendo v, 7, e* e e,
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31,202

ElVe —
c 2 g2

G2(kT)?, (5.58)

foi determinada em (1.48), com G ~ 1,2x 1075 GeV =2 sendo a constante de Fermi.

Construindo a razao entre I';,, e H obtemos a figura 5.18.
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Figura 5.18: Evolucao de I'y,,/H em funcao da energia kT. Veja que para
0,1 < kT <0,3, a condigao (5.54) ¢ satisfeita.

(v) Interagoes fracas entre léptons muodnicos e eletronicos: A secao de
choque das interagoes fracas entre os léptons eletronicos e muonicos, e.g. v, + p~ <
v,+e, édada por o, ~ G% (kT)Q. Portanto, a taxa de reacao deste espalhamento

é:

T = 100y =~ 1, G2 (KT)?, (5.59)

com n, determinado em (5.34).

Flf[". Veja a figura

Procedendo da forma padrao, construimos o grafico da razao
5.19.
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Figura 5.19: Evolucao de I';,,/H em funcao da energia k7. Veja que para 0,1 <
kT < 0,3, a condi¢ao (5.54) é satisfeita.

As cinco figuras anteriores mostram que, mesmo durante o regime de expansao
acelerada, o fluido césmico encontra-se em equilibrio termodinamico e quimico. O
que ocorre é que apesar do fator de escala diminuir drasticamente o mesmo nao
ocorre com a fun¢ao de Hubble, e consequentemente a condi¢ao (5.54), valida du-
rante a era da radiagao, permanece valida na era inflacionaria.

Outro ponto em favor da existéncia do equilibrio é que, mesmo préximo de
EThorizonte; © tamanho do universo é muitas ordens de grandeza maior do que o
“tamanho” das particulas do fluido césmico. De fato, dos dias de hoje até kTp,0
o universo diminuiu¥ por um fator 3 x 1079, e de kTpnso até kThorizonte & reducao
foi de 1,5 x 1073 (tabela 5.1). Por outro lado, o universo observavel atual tem um
tamanho de 3000 Mpc ~ 9 x 10?* m. Ou seja, em kThorizonte O fator de escala é da
ordem 10? m. J4 o “tamanho” de uma particula pode ser estimado através do seu
comprimento de onda térmicoll A(kT). Para as varias particulas do fluido césmico,

Ai(EThorizonte) ¢ da ordem de um ou dois fm.

(B) Assimetria matéria-antimatéria: Na secao 1.2 mostramos que durante
o periodo Pns tipo era da radiacao, a pequena quantidade extra de materia em
relacao a antimatéria é completamente desprezivel na determinacao do fator de es-
cala. Porém, a situagao muda de figura quando passamos para o regime inflacionario.

O que ocorre é que a densidade numérica de particulas advindas da producao de

YEstamos assumindo que dos dias de hoje (Ty = 2,75 K) até kT = 1 eV, o universo é¢ dominado
por matéria nao relativistica, e a partir deste pondo até kTp,so 0 universo é dominado pela
radiagao.

IO comprimento de onda térmico representa grosseiramente o pacote de onda da particula.
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pares n; depende somente de k7', e a densidade numérica da parte extra de matéria
n; depende em principio de a=3. Ou seja, no limite em que p — —p, n; permanece
aproximadamente constante dado por kT, e n; diverge pois a(kT,) — 0.

Este tipo de dificuldade também existe nos regimes inflacionarios convencionais
realizados por campos escalares e ele esta intimamente ligado ao problema da ba-
riogénese. Nos modelos de campos escalares, é comum supor que durante a época
inflacionaria esta assimetria nao existia. Para tanto, utiliza-se uma série de ex-
trapolacoes do modelo padrao de particulas que normalmente envolvem violagao do
nimero barionico, violagdo C'P e processos fora do equilibrio [9]. Recentemente
foram propostos outros modelos que conseguem resolver este problema se valendo
apenas de violacao C'P**. Um interessante resumo de dez anos atras sobre o assunto
pode ser encontrado em [66].

Poderiamos pensar também que a assimetria de matéria-antimatéria nao existe
de principio, e portanto o nosso universo seria constituido de “ilhas” separadas de
matéria e antimatéria em igual quantidade. Porém, esta idéia foi excluida [67] devido
a restrigoes nos dados observacionais de radiagao césmica de fundo (microondas e
raios gama).

A discussao sobre a possibilidade de gerar um regime inflacionario totalmente
simétrico para o nosso modelo é bastante complicada e nao serd abordada nesta tese.
Contudo, gostariamos de comentar algumas mudancas que ocorreriam caso fosse in-
cluido o excesso de matéria nas equacoes de estado. As fungoes pressao e densidade
de energia seriam dependentes do fator de escala, ou seja p(kT,a) e p(kT,a). Neste
caso, (5.44) seria uma equagao diferencial nao linear e a anélise sobre o regime acele-
rado nao poderia ser feito através da forma paramétrica (5.35). Provavelmente nao
existiria uma temperatura critica, porém, devido as caracteristicas das interagoes,
fica dificil de saber se terfamos um regime inflacionario capaz de resolver os proble-

mas de planura e horizonte sem determinar de fato o fator de escala.

5.4.3 Origem e evolucao do universo para k =0

O estudo do periodo Pns feito nesta tese parte do conhecimento atual sobre o uni-
verso, e através deste, “evoluimos” as equacoes de Friedmann no sentido contrario
do tempo. Esta abordagem ¢é bastante interessante pois, além de estar mais préxima
aos dados, evita a delicada discussao sobre a origem do universo (se é que houve
uma).

Por outro lado, se quisermos especular sobre a origem do universo no contexto

**De um modo geral, estes modelos supoem que os processos de violagao C'P eram mais eficientes

durante um determinado periodo da era inflacionaria.
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do modelo proposto, a densidade de energia e a pressao iniciais (pin; € pini) devem

respeitar as condigoes:
pini < p(KT.) e pimi > p(kTL). (5.60)

Vamos admitir entdo que o universo (espago-tempo mais fluido cdsmico) surge
respeitando (5.60), e que, devido as altas taxas de interacao, este fluido inicial
rapidamente atinge o estado de equilibrio termodinamico. Sendo assim, ele é descrito
pelas equagoes (5.3) e (5.4). A relacdo entre o fator de escala a e a temperatura kT’
depende de (5.44), e de uma condi¢ao de contorno normalmente determinada pelos
valores atuais ag(kT%0).

Usualmente imagina-se que a origem do universo esteja associada a algum tipo de
fenomeno quantico, entao é razoavel supor que o tamanho do fator de escala esteja na
escala do mundo quantico (a < 1072 m). Por outro lado, vimos anteriormente que,
quando kT ~ kThorizonte, O fator de escala é da ordem 10?2 m. Portanto, espera-se
que o surgimento do universo seja anterior ao tempo thorizonte-

Feito estas consideracoes, podemos especular sobre as varias etapas da evolucao

do universo durante o periodo Pns:

1. Surgimento do universo no tempo t;,;. O fluido césmico rapidamente entra em

equilibrio com uma temperatura k7,;, onde kT}orizonte < ki < KT..

2. O universo comega a se expandir aceleradamente com uma equagao paramétrica
w(kT) ~ —1, eq. (5.35). Neste contexto, a erpansio do universo é con-

sequéncia natural das equacgoes de estado.

3. Durante o periodo inflaciondrio onde w(kT) ~ —1 aparecem as pequenas
inomogeneidades que estarao ligadas futuramente com a formagao de estru-
tura. Estas inomogeneidades surgem provavelmente devido a flutuagoes es-

tatisticas’t.

4. O universo sai do estagio inflaciondrio tipo w(kT) ~ —1 e entra em um regime
de expansao acelerada mais moderado. Em seguida, ele transita continua-
mente para um regime desacelerado até atingir uma expansao tipo era ra-
diacao, quando KT estd proximo de kT'p,q0- E durante este periodo que, em
algum momento, deve ser gerada a assimetria entre a matéria e a antimatéria

(possivelmente devido as violagoes de simetria da interagao fraca).

5. A ligacao entre o final do periodo Pns e a nucleossintese é feita de modo

continuo e suave.

T Este tipo de questdao ndo foi abordada nesta tese.
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Esses cinco passos apresentam uma idéia geral sobre a evolugao do universo
primordial. Contudo, nem todos eles foram analisados nesta tese. Talvez alguns dos
fenomenos desejaveis nao sejam possiveis no contexto do nosso modelo.

De fato, o principal objetivo desta secao nao é determinar a origem e a evolucao
do universo, mas sim mostrar que a sua expansao € uma conseqiiéncia direta do
modelo. Se o universo surge com uma equacao de estado tipo era da radiacao, a sua
tendéncia natural é colapsar, pois neste caso a gravitacao é atrativa. Por outro lado,
no modelo proposto a gravitagao é inicialmente repulsiva (p >~ —p), e é justamente

esta caracteristica que desencadeia o processo de expansao.



Capitulo 6

Consideracoes Finais

O principal objetivo desta tese foi explorar o papel das interacoes nucleares durante
o universo primordial. Para tanto, importamos para a cosmologia todo um forma-
lismo da mecanica estatistica de equilibrio. A partir deste formalismo, desenvolve-
mos métodos de construcao de equagoes de estado capazes de representar as varias
particulas do fluido césmico e suas respectivas interacoes. Por outro lado, através
de consideracgoes sobre as quatro interacoes fundamentais, argumentamos que os
processos de interacao relevantes para o periodo pré-nucleossintese sao aqueles en-
volvendo apenas a forca forte. Entao, utilizando uma abordagem fenomenoldgica da
interacao hadronica, construimos equagoes de estado cosmoldgicas constituidas de
fétons, 1éptons e hadrons interagentes, e aplicamos estas equagoes ao modelo padrao

da cosmologia.

No nosso desenvolvimento, estudamos os varios efeitos das EoS cosmolégicas em
um intervalo de energia de 0,02 GeV < kT < 0,3 GeV. Nao podemos afirmar
de forma contundente que as EoS propostas sejam validas durante todo este inter-
valo, porém se assumirmos a sua validade, estas equagoes produzem uma série de
resultados interessantes para o universo primordial. Segundo a analise realizada,
o nosso modelo é capaz de gerar um regime de expansao acelerada (infla¢ao) co-
nectado suavemente com a era da radiacao existente na nucleossintese primordial.
Este periodo inflaciondario ¢ suficientemente intenso para resolver os problemas de
planura e horizonte, e fornece também uma explicacao natural de porque o universo
estd se expandindo. Outra caracteristica importante do nosso modelo é a existéncia
de uma temperatura maxima k7T, para o fluido césmico. Contudo, devemos ressaltar
que todos estes resultados foram obtidos para um universo simétrico de matéria e

antimatéria.

As conseqiiéncias apontadas no pardagrafo anterior sdo mais gerais do que o mo-
delo de interacao do capitulo 5. De fato, para que elas sejam sempre validas, basta

termos em FRW um parametro continuo A (relacionado ou nao com interagoes) que
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descreva a evolugao de uma equagao de estado conhecida tipo p(\) = %, para uma
equagao de estado exdtica tipo p(A\) = —p(N), e que Z—f\’ seja maior que zero durante
todo o tempo.

A validade das EoS propostas foram discutidas sob trés aspectos distintos: es-
tabilidade, desconfinamento e convergéncia. Destes trés critérios, talvez o mais res-
tritivo para o nosso modelo seja o desconfinamento pois, diferentemente dos outros
dois, nao demos nenhum bom argumento em favor da preservacao dos hadrons du-
rante o intervalo de kT > 0,175 GeV'. Por outro lado, mesmo que o deconfinamento
ocorra nessas escalas de energia, os dados experimentais do RHIC [18] indicam que
um fluido constituido de quarks e gluons estaré fortemente correlacionado. Portanto,
espera-se que o papel da interacao forte continue sendo cosmologicamente relevante.
Nesse sentido, os resultados obtidos com nosso modelo devem ser qualitativamente
preservados.

Os outros dois critérios (estabilidade e convergéncia) estao relacionados direta-
mente com a validade do formalismo estatistico desenvolvido.

Em sistemas termodinamicos, o critério de estabilidade é usualmente utilizado
para analise de transicao de fase. Porém, na cosmologia, a auséncia de fronteiras
e o papel da pressao como fonte de gravitacao, torna esta analise muito mais com-
plexa. Devemos inclusive nos perguntar até que ponto o conceito termodinamico
de expansao quasi-estatica para o fluido cosmico é a tnica condicao necessaria para
que os procedimentos usuais da mecanica estatistica possam ser aplicados.

J& o critério de convergéncia estd relacionado com o aspecto formal de validade
da série e com o procedimento perturbativo da mesma. Como foi apontado na se¢ao
5.3.3, este tipo de analise é extremamente complicada para sistemas termodinamicos
bem simples, e conseqiiéntemente completamente inviavel para o universo Pns.

De uma perspectiva mais ampla, podemos considerar esta tese como uma ten-
tativa de estabelecer um procedimento formal capaz de incluir termos de interagao
como fonte explicita de gravitacao no modelo padrao. O papel das interagoes na
cosmologia abre novas portas para o estudo da evolugao do universo, e mesmo que
as equacoes de estado do nosso modelo nao forem estritamente validas durante
todo periodo Pns, podemos utilizar este formalismo para modelar outras épocas
cosmoldgicas. Talvez a inclusao das interagoes como fonte de gravitagao seja um
mecanismo mais apropriado do que campos escalares para gerar o regime de ex-

pansao acelerada durante o universo primordial.
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Sistema Estatistico Relativistico Ideal

Suponhamos um fluido ideal de uma componente com N particulas, dado pela

Hamiltoniana nao degenerada

HY |wNy = BN [wy. (A.1)

Neste caso, a funcao de particao canonica devidamente simetrizada é dada por

~

A|WNY e PE (A.2)

QY (V1) =3 (w

a

Aemt 1wy =3 (wd

onde A é o operador de simetrizacio definido em (2.39).

Como estamos tratando de um sistema ideal, EY pode ser decomposta em

Ezjzv = angjv (AS)
J

sendo n; o numero de particulas que estdo no estado de energia ¢; (energia de uma

particula). Nota-se que n; deve satisfazer a seguinte condigao:

> nj=N. (A.4)

Utilizando (A.3), vemos que a soma em a pode ser repassada para uma soma em

todos os conjuntos n;. Neste caso, (A.2) pode ser reescrita como:

QU1 =30 (). A)e T, (A5)

{n;}

onde ' respeita a condicio (A.4) e g {nj, 121} ¢ um fator estatistico que depende

do conjunto {n.} e do operador simetrizacio A.
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A seguir, vamos separar a analise em dois casos distintos: estatistica classica dada
pela distribuicao Maxwell-Boltzmann e estatistica quantica dada pelas distribuicoes

de Bose-Einstein e Fermi-Dirac.

A.1 Estatistica classica

Nesta estatistica, as particulas sao tratadas como distintas e, portanto, nao ha
necessidade do operador de simetrizacao, ou seja A=1e <\If]aV ‘ wN > =1.
Como as particulas sao distintas, o nimero total de permutacoes que distribuem

N particulas em {n;} conjuntos é dado por

N!

nl'ng' ’

Agora, incluindo o fator de corre¢do de Gibbs* 1/N!, obtemos o seguinte fator

estatistico para uma distribuicao tipo Maxwell-Boltzmann:

gM.B. = H L, (A.6)

J

Substituindo (A.6) em (A.5) temos:

1 —BXnje; 1 N! \ny
WD =3 e 7 = | ™)

{n;} J {n;} J

J

o7 . . . !
Utilizando o teorema multinomial podemos realizar a soma » ', como segue:

N

QVVT) =— [D e . (A7)

Adendo: Do binomio de Newtow pode-se determinar a expressao multinomial,

veja:

*Normalmente, o fator de Gibbs é interpretado como um fenémeno da indistinguibilidade das
particulas, porém isto s6 é verdadeiro para um sistema cldassico. A diferenca é que em um sistema
quantico as particulas nao devem ser “rotuladas”, ou seja so interessa quantas particulas estao em

um determinada estado, mas nao quais sao estas particulas.
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N
N n -n
(et m)™ = 3 i =

NNy
N _ ° ni . .na
(x1 +x2)" = Z Z nllnglxl L5 Oy ) =

NI
(21 +22)N = Z' T ah?.

onde > ’deverespeitar a condi¢do n;+mny = N. Portanto, generalizando a ultima
{n1,n2}
expressao, obtemos a conhecida expansao multinomial:

N! .
(x1+x2+...+xj+...)N:Z [Hn i () J] com Zn] = N. (A.8)
iy Li 7

Partindo de (A.7) e levando em conta a degenerescéncia de possiveis graus de

liberdade internos, podemos escrever a fungao de particao macrocanodnica 0, como:

0 9 0 N9
Oo(z,V,T) Z = 1> % [Z e—ﬁ(af‘“)] : (A.9)
N= N=0""" L j

onde g conta a degenerescéncia do sistema (projecao de spin, isospin, etc.) e u =

UnNg +m.
Logo, o potencial macrocanonico €2y é dado por:

In©y(z,V, T 9
oz = ROEVD) 0y, ZN'

exp (Z 6—6(6j—u)>

J

N
Z —B(ej— u)] —

_9 —B(ej—w)
= Ej:e 2 (A.10)

Qo(z,T) = %ln

O préximo passo é passarmos do limite discreto para o continuo através da

prescrigio Y, — (2m) " [[ d*zd?p, segue:

// Ble®) = 3 g ® /e‘ﬁe(md?’p. (A.11)
27r (2m)°

Utilizando a relagao de dispersao relativistica

Qo(2,T) =
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e(p) = V2 +m?, (A.12)

reescrevemos {1y da seguinte maneira:

z
Qo(2,T) = g—— Al
0(’27 ) gA?’(ﬁ)’ ( 3)
onde A é o comprimento de onda térmico relativistico definido como:
1 4m r 2 /o rm? Arm?
= e "dp = ——=—Ks(6m), A14
M)~ (2m) / ! P oy A

com K, sendo a fungao de Bessel modificada de segunda ordem. A integragao acima
é feita explicitamente no capitulo 3.
A pressao p, a densidade numérica n e a densidade de energia p sao determinadas

da forma usual:

Q
0
n(z,T) = 25~ (Q)yz = g%, (A.15b)
0 a (1
p(z,T) = ~95 (Qo)y,, = —zg% (F) : (A.15c¢)

Através das trés ultimas equacoes, podemos escrever a pressao e a densidade de

energia em termos da densidade numérica:

p(n,T) = nkT, (A.16a)

o (1
_ 3
Diferentemente de p(n,T'), a equagao de p(n,T’) é exatamente a mesma do caso

nao relativistico. Usando a forma explicita de A pode-se calcular a derivada em
(A.16b):

a 2
47mm? 0

p(n,T) = nkT —nA® [K>(Bm)]. (A.17)

(27)° 3 OB

Utilizando as férmulas de recursao para as fungoes de Bessel modificadas [44],



Apéndice A. Sistema Estatistico Relativistico Ideal 136

Tl _ ki) - 2Kale)

desenvolvemos (A.17) explicitamente:

mm® 0

4
p(n,T) = nkT —nA? (5 00m) [K>(Bm)] =
3
p(n,T) = nkT + nA3<42:TT% ﬁimKQ(ﬁm) + Ky (fm)| =
p(n,T) = 3nkT +nA® A Ky(Bm) = 3nkT + nmM (A.18)

(2m)° B Ky(pm)

No limite nao relativistico m > kKT = (m > 1, podemos usar as formas

assintoticas de Ks(x) e Ki(x) dadas por:

n =
5 &
Q Q
D Q)
I

N N
— —
+ 4+
+ 4+

N— " N

sendo x > 1.
Neste caso (A.18) é aproximado por

(1+5%) 3 15\
p(n, T) =~ 3nkT +nm ~3nkT +nm |1+ —— |1+ —— =

(1 FIt: ) 86m 86m

88m
(n,T) =~ 3nkT +nm 1+i—£ = 3nkT + nm 1—i =
P B 8m  8pm /) 28m
T T

p(n, T) ~ nm+ 3n2k =n (m + —3]; ) : (A.19)

Ou seja, no limite nao relativistico obtemos a massa de repouso m mais o termo

usual da energia de particulas monoatomicas %

A.2 Estatistica quantica

No caso da estatistica quantica, as particulas devem ser tratadas como completa-
mente indistintas, e o Unico jeito de fazermos isso, respeitando a conservacao de
probabilidade

‘P\Ifﬂ? = }\I/iv|2 (P é uma permutacao qualquer),
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é simetrizando (estatistica de Bose-Einstein) ou antissimetrizando (estatistica de
Fermi-Dirac) os estados Y. O operador A, definido em (2.39), é justamente o
operador que faz este papel.

Baseado na separagao feita em (A.5) vemos que para cada energia ¢; existem n;

estados |¢;) de tal forma que
22 =2 _nilés). (A.20)
J

Como o operador A simetriza ou antissimetriza estados idénticos, ele deve ser

desmembrado como segue:
A
A= Z il (A.21)
J

onde cada flj s6 atua no sub-espago composto por estados |¢;).

Entdo, aplicando A ao estado de N particulas TN temos:

(A.22)

A simetrizagao (S) ou antisimetrizagdo (A) dos n; estados |¢;) pode ser repre-

N R A,
‘\D;V> =AY) =3 = e = 3D m

A |, . Al
{n/’]' >57,] = ‘\I](]IV> :ZTLJ*—]‘ ]>.

sentada por:

o 1), - loh),
q”gj>SA: ‘¢J>2 |¢3>2 |¢J>2 , (A.23)

)

(670, 1950, - 197),

onde os nuimeros internos rotulam a degenerescéncia 7 do estado |¢;) e os externos
indicam a posicao, da esquerda para direita, de cada ket simples. Note também que
(5j>s a simbologia em (A.23)

para ¢j> temos de fato um determinante, mas para
A

representa um permanente®.
Para o caso da estatistica de Bose-Einstein (simétrico), nao existe nenhuma

restrigdo quanto aos estados |¢;). De fato, como

|65) =165) = =45 (A.24)

a quantidade

*Permanente é um determinante com todos os sinais positivos na expansao de Laplace.
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<\I'fzv‘ A |\IJZIV>B.EA - <‘Ijiv

D, - (W) -

B.E.

<<‘I’iv| Z”j |¢j>) = (0 |93 )pp =1 (A29)

B.E.

(| A1) g

Portanto, comparando (A.2) e (A.5), vemos que

9p.e. = L. (A.26)

Note que, como as particulas sao indistinguiveis, nao existe fator extra de contagem
(diferentemente do caso cldssico).
J& para a estatistica de Fermi-Dirac (antisimétrico), percebe-se por (A.23) que,

se tivermos dois ou mais kets simples idénticos |¢;), entao gz~5]> = 0. Entao, devido
A

a (A.24), vemos que ‘q;]> # 0 implica em n; = 0 ou 1 somente. Neste caso, uma
A

construgao analoga a (A.25) e (A.26) nos leva a seguinte equagao:

1 paran; =0oul,
Jgr.D. = P ’ (A.27)
0 para n; > 2.

Entao, com o auxilio das equagoes (A.5), (A.26) e (A.27), a fungao de particdo

macrocanonica pode ser escrita como:

Oo(z, V. T) = izNz/eﬂ%:njej = i Z'z;nj H (e‘ﬁsj)nj =
N=0 {n;} N=0 {n;} J

Oo(z,V,T) = ZZ H ze ’857 Z H ze 'BEJ : (A.28)
N=0{n;} no,M1,n2..

Obs: Veja que somar sobre todos os conjuntos {n;} sob a condigao (A.4), e depois
somar sobre todos os valores de N, é equivalente a somar sobre todos os valores
possiveis de n; independentemente.

A diferenca entre os sistemas B.E. e F.D. é que no primeiro caso as somas de
n; sao feitas para o intervalo [0, 00] e no segundo caso elas sao feitas entre [0, 1],

como ditam as equagoes (A.26) e (A.27). Reescrevendo (A.28) segue:

i) - [ [ [S ]+

ni n2

Oy(z,V,T) = HZ(ZG—B@)’”. (A.29)
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Se o sistema tiver graus de liberdade internos que assumam ¢ valores distintos

(projecao de spin, isospin, etc.), a fun¢ao de parti¢ao é reescrita como:

g
Ou(z, V.T) =[] |D (2 ™)™ | . (A.30)
J n;
Supondo €; > p para o caso de Bose-Einstein, podemos realizar a soma em

(A.30) e determinar o potencial macrocanonico:

Qo(z,T) = % Zln (1F ze 7)), (A.31)
J

onde o sinal superior (inferior) é referente a estatistica de Bose-Einstein (Fermi-
Dirac).
Utilizando a prescrigdo » . — (27r)_3 [[ @xdp e a relacao de dispersao rela-

tivistica, reescrevemos (A.31) como:

Qo(z,T) = (;;g)g /ln [1 F ze_ﬁ\/’m} d*p. (A.32)

Expandindo o logaritimo em série, 2y adquire a seguinte forma:

g (:l:l)N ! N/ —Nﬂ[\ /p2+m?2| ;3 (0) _N
Q T — — A.
o(z,7T) e )3 E 1 N z e d’p Ng 1bN z, (A.33)

onde

N-1
b0 = g (=D (A.34)

~INN(NB)
com A*(Nf3) definido a partir de (A.14) fazendo 3 — Nf3.
Com o auxilio de (A.33) é possivel determinar a pressao, a densidade numérica

e a densidade de energia,

p(z,T)=— =kT Z bgg)zN, (A.35a)
6 N=1
_ 0 — A (0N
n(zT) = 2 (Q)yr = NlebN ZN, (A.35b)
0 = b\
2,T)=—— (0 = — NN A.35¢
p( ) aﬁ ( O)Vz — 8/8 ( )
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Estas trés grandezas termodinamicas também podem ser escritas em termos da
funcao de distribuigao de particulas ideais f(p). Utilizando (A.32) e as defini¢oes de

p, n e p obtemos:

n= (Qi)g / F()dp, (A.36a)
0= o [ EOIGE. (A.36b)
b=t [ 5o (A.360)
onde
1) = ey © B0 = VT (A7

Por fim, é interessante analisar o limite nao relativistico (fm > 1) de (A.33).
Substituindo (A.14) e (A.34) em (A.33), e utilizando a expansdo assintdtica de K,

temos:

— (£D)NT drm?
BT = D g (27:;3NﬁK2(Nﬁm)zN:

0 (DN 4am? T
Qe z,T) =~ ( e~ NBm NB(uNr+mM)
0 (=T) = ) gy 2P Ng\ 2NBm

j=1

o EDYTm NP EDY! v
B —
o (37) = X e (439

12

QéVR(ZNRa T)

Este ultimo resultado é usualmente encontrado nos livros textos de ME [21].

A.3 Contagem de diagramas conexos

Este é um método alternativo para obtencao da funcao de particao de um sistema
quantico ideal. Neste método, a influéncia do operador de simetrizacao A ocorre
através da contagem dos diagramas conexos referentes as correlagoes estatisticas

(interacao de troca). Vejamos a seguir alguns exemplos de diagramas:
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TV WX

Figura A.1: Os diagramas de interacao de troca para N = 2, 3 e 4.

Precisamos, entao, analisar quais sao as contribuicoes de todos estes graficos.

Como visto em 2.1.2,

[ee]
1 N
Qo(2,T) = Z bg\?)zN com bg\?) = vTrUZ(\?), (A.39)
N=1
lembrando que U ](\? ) 6 a soma de todos os diagramas conexos de N particulas livres.
Na representacao dos momentos, um particular diagrama contribui da seguinte

forma:

o BHY v ooy = o Bler +otery) r,y ooy ) (A.40)

Uma vez que queremos calcular o traco do sistema ideal, podemos escrever

Tre*/BH(O) = Z (k1 ..y k| efﬁHf(\?) K1y k) (A.41)
kiyeeskon

O proximo passo € incluir os efeitos do operador de simetrizacao.

e Em um sistema de N particulas ideais o nimero de diagramas conexos rela-
cionados com a interagao de troca é (N — 1)!. Ezemplo: suponha um sistema
com 6 particulas. Para ser um diagrama conexo de troca a particula na posicao
1 pode ser colocada nas posicoes 2, 3,4, 5 ou 6, ou seja, temos cinco possibili-
dades. Imaginemos agora que esta particula seja colocada na posicao 4, neste
caso a particula que ocupava esta itima posicao deve ir para uma das posicoes
2,3,5 ou 6, portanto temos quatro possibilidades. Veja que se fizermos 1 indo
para 4 e 4 indo para 1 nao formamos um diagrama conexo. Procedendo de
forma andloga para as trocas das particulas restantes obtemos 5! diagramas

conexos.

e As particulas sao indistinguiveis. Portanto, devemos dividir o sistema de N
particulas por N! evitando assim contar uma mesma amplitude mais de uma

vez.
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e O nimero de permutagoes P de um diagrama conexo de N particulas é N —1.
Ezxemplo: em um sistema de 4 particulas uma possivel permutacao é 1 indo
em 2, 2 indo em 3 e 3 indo em 4, com 4 indo em 1 ja estando determinado.
Portanto, o sinal §, = (£1) de bdsons e férmions contribui com um fator
(£1)V-L

Levando em conta estes trés efeitos, e lembrando que os diagramas conexos de
troca s existem quando as energias sao idénticas (Ey, = Ep, = ... = Ey, —

particulas idénticas), podemos obter a soma de todos os diagramas conexos como:

2 (0) (DN (N —1)! —BNep (E£)N! —BNe

Finalmente, utilizando as conhecidas séries do In,

A
In(1 — LT T
n(l+z) -+ T T 1 +
2 .3 4

2 2
C(l—2) = s+ 4T T4
n(l —x) x+2+3+4+

e substituido (A.42) em (A.39), obtem-se:

1 & (£D)N Cane. n 1 ()N N
Qo(z,T) = =y —2 ) e MNa N — _ T (et
DR P
Qo(z,T) = :F%Zhl line_Be’“), (A.43)
k

ou seja, obtemos novamente o conhecido resultado (A.31) sem o fator de degenerescéncia.



Apéndice B

A

Calculo do Traco de W e Relacoes entre T , (e S.

B.1 Extensao analitica
Vejamos a seguir como escrever o traco do operador densidade de probabilidade
TrW = TrAe#H (B.1)

em termos de

G()=(s—H)™, (B.2)

sendo ¢ é uma variavel complexa.

Do calculo de variaveis complexas sabemos que

1 () de — f (<) se ¢op é um ponto interno ao contorno C, (B.3)
271 Jo (s — o) 0 se ¢op € um ponto externo ao contorno C'. '
Sabemos também que o Hamiltoniano obedece a equagao de autovalores

H|V,) = E,[V,), (B.4)

com W, sendo os respectivos autoestados.

Portanto, supondo uma representacao em série para (B.2) é ficil de mostrar que

GO = (s—H+m) |, (B.5a)

Gy = (¢ i) |w), (B.5h)

onde a parte complexa in é introduzida para deslocar o expectro de H do eixo real.

Por outro lado, utilizando (B.3) e (B.4) escrevemos:
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A B (2in) e=P<
TrA BH 2: BEs _ § ]{ B.
rae [S © ]A [ ¢—Es+in) (s Es—z'n)dg A’ (B.6)

com o contorno de integragao dado por:

Im

0 . Re

O subescrito A indica que a soma em s é devidamente simetrizada.
O polo superior é dado por — in e o polo inferior por + 7. Para que a tltima
passagem em (B.6) seja vélida devemos fazer o volume do sistema ir para infinito e

logo em seguida n — 07 (maiores detalhes sdo dados na se¢ao 3.1).

Comentdrio A extensdo analitica feita em (B.6) acima néo ¢ a tinica possivel.
De fato, outras extensoes levariam a resultados futuros diferentes. Porém, esta
extensao ¢ uma das mais convenientes para a resolucao deste problema, uma vez que
ela leva ao resultado que possui o bom limite nao relativistico para o coeficiente by
(ver se¢ao 3.2.2). A utilizagao de diferentes extensoes analiticas para gerar diferentes
resultados nao é novidade na fisica. Por exemplo, em teoria de espalhamento usa-se
de diferentes contornos de integracao para produzir efeitos distintos (ver capitulo 13
de [42]).

O préximo passo é escrever explicitamente as trés integrais de contorno em (B.6):

~ _ah 1 (2im) e~
TrAe P = — / . —dsp+
27”; J (o= ot i) (s — B — in) ’
R
/ (2in) e
Z/)f] 6_ Im
+ —dSim+
z (stm — Es+ 1) (St — Es —in) "
i (2in) e
/l//r/ 67 Re
+ : —dSpe ¢ B.7
()/ (gRe — b+ “7) (gRe - B, — “7) f ( )
A

onde R ¢é o raio do quarto de circulo.
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Sabendo que ¢ = Re = x + iy, vamos trabalhar separadamente com cada uma

das trés integrais:

w/2
(2in) e~ P iRe (2in) e~ PRe
I, = - —d¢y = = - = —df
(sp — Es +1in) (o — Es — in) (Re? — Eg +1in) (Re? — E; — in)
Cr 0
s 0 BRIcos(6) +isin(6)]
o ¥ 2 o — COS 7 81N
L = lim iRe” (2in) e do = 0. (B.8)

R—oo | (Re?® — Es+in) (Re? — E; —in)
0

Também temos:

C ) G = o) (s — B —in) ) Gy = Bo+ i) (iy = B, — i)
0

B (Qin)e*ﬂx .
L — / : , _dz., (B.9)

x— Ey+in) (xr — Es —in)

1dy

-R

onde na ultima passagens fizemos a mudanga de variavel x = y.

Is =

(Sre — Es + 1) (Sre — Es — in) x — By +in) (m—ES—m)
(B.10)

Substituindo estes trés ultimos resultados em (B.7) com R — oo obtemos:

R
2in) e PRre (2
( er/) € nge / 277 : dI )
0

St~

Py (2im) e P<
TrAe PH = d B.11
e Z/ (c—Eatin)(s—E.—in) | (B.11)
A

com ( integrado no eixo real.

Por fim, separamos (B.11) em duas integrais e utilizamos (B.2), (B.5a) e (B.5b):

Y 80 1 r e P r e P
TrAe ™ = — /—d—/—d
rae 2m'23: (g—ES—in)g (¢ — Es +1in) ¢
— 00 —00 A
1 r - - -1 A . -1
=5 eﬁg{Tfr[A<g—H—i77) }—TT{A(S'—H-FZ'T]) ]}dg
i
-1/ s 9 [ .
—Bs o * - = —Bs
=5 | Tr [AG(C) AG (g)] ds 5 | € ImTr [AG(g)} ds.

— 00 — 00
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Ou seja,
~ _ﬂﬁ. dg _6 A A
TrAe =— [ =eImTr [AG(g)] ds,
T
como em (2.86).

B.2 Identidades entre operadores

A partir das definicoes,

() = V+VEEOV: Q) =0 [¢06] (B.12)
Si) = OYMNU), com V=H-HO, (B.13)

vamos provar as identidades (2.91a) e (2.91b) utilizadas no capitulo 2.

Através das definigoes (B.2) e (B.13) obtemos a seguinte relagao fundamental:

(o) et = (- aO) (- A) =B O =7 (B.14)

Substituindo (B.14) na primeira equagao de (B.12), temos:

conforme (2.91b).

Outro resultado importante é que, como H e HO® g30 hermitianos,

N T ~ * A ~ A ~
(G<0>> _ (G@)) L Gh=Gr e TH=1T7 (B.16)
onde o dagger representa a conjugacao hermitiana e o asterisco a operacao de con-
jugacao complexa. As relagoes entre os operadores G’s sdo imediatas da definicao
(B.2) e a relacio do operador T’ é mostrada com auxilio de (B.15).

Da segunda equacao em (B.12) é possivel obter G = QGO que, quando com-

parada com (B.15), resulta em:

Q=1+GOT, (B.17)
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equacgao (2.91a).

Por outro lado, temos

o a1 VPR VRN B
O=G(CO) =1+G(GV) —1=1+G(GV) -GG =
A ~ ~ -1 A A
Q:1+G(@W0 —G*)=1+GV (B.18)
Comparando (B.17) com esta tltima identidade e utilizando o fato de os trans-

postos dos operadores G , @(0), V e T serem eles mesmos (B.16), obtemos o seguinte
resultado:

~ A A

G =07 = (67) = (6O1) = 760 = Ve = 7 =va (60) " =7
(B

Q,
.19)
como em (2.91a).

Por fim, vamos mostrar uma tltima identidade:

01— (G (0«»)1) S GOGT =14 UG — 1= 14 606 - GO (G0)
~ ~ ~ ~ -1 ~ ~
Q*:1+G@(G*—«ﬁ0 ):1—d%c (B.20)

segundo (2.91b).



Apéndice C

Calculo Explicito dos Coeficientes do Virial

C.1 Sistema de uma componente

Para a pressao, vale (2.126a):

% = ;al(T)nl. (C.1)

Substituindo (2.125a) e (2.125b) na equacao anterior obtemos:

blz + b222 + b323 + b4Z4 +...=m (blz + 2b222 + 3b323 + 4b424 + ) +
+as (blz + 2b222 —+ 3b323 + )2 + as (blz + 2b222 -+ )3 + ay (blz -+ )4 + ...

Comparando os termos de mesma ordem na fugacidade, segue:

by =a1by = a1 = 1, (CZ&)
b
bg = a12b2 -+ agb% = Q9 = —b—g, (C2b)
1
4b2  2b
b3 = a13bg + 462[)1&2 + agbi’ = as — b—42 — b—;, (C.QC)
1 1
by = a14by + 4b§a2 + 6bsbrag + a3bf6b2 + CL4bzl1 =
b b 45 2
bi b b b
Procedendo de forma andloga para a densidade de energia, eq. (2.126b),
P _ ZCZ(T)nl, (C.3)

(kT)*

=1
obtemos:
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b, 0by

z+ 22+ 0b;
d(kT)

akT)” " kT
“+cCo (blz -+ 2b222 -+ )2 + c3 (Z)IZ + )3 + ...

23 + .= (blZ + 2b222 + 3b323)

Definindo by = %, e comparando os termos de mesma poténcia em z, segue:

i)l = Clbl = 1 = b—, (C4a)
1
. by  2byb
by = ¢12by + Cgb% = Co = b—; — %, (C4b)
1 1
, by 3bsb;  Aboby  8b3D
by = ci3bs +dbabics t b = ey =g - T - e (Co)
1 1 1 1
E interessante notar que ¢, e c3 podem ser obtidos diretamente de as e as, ou
seja:
, 0 (b by  2boby
_ R R Rt R C.5
o=y (B) =+ T = )
e

. O [4b2  2b3\  8boby  1603by  2bs  Gbshy
T Ok < T bl v b a (GO
C.2 Sistema de duas componentes
Para a pressao, vale (2.166a):
p o0 o0
T > i, (T)ning. (C.7)
l1=112=1

Substituindo (2.165a) e (2.165b) na equagao anterior obtemos:

by oz1 + bo122 + bgpzf + bO’QZg + 112120 + bg}oZi + bo,gzg’ + 172712%22 + b1,2zlz§ +...=
= app + ai (b17021 + 262,0212 +b112122 + 3b370zf’ + Qbmzfzg + bnglzg + ) +
ao,1 (50712’2 + 2bo.92s + b1 12122 + 3bo 325 + ba125 20 + 2by 22125 + ) +
+ai (bLozl + 2b2,ozf + bl,lzlz}..) (60,122 + 2b0’gZ§ + blele...) +
+agp (bl,ozl + 262,0212 + b1712122...)2 + ap2 (bng + 21)0,223 + b1’12122...)2 +
+azp (b1oz + )3 + ap3 (bo122 + )3 + asq (boz1 + )2 (bo122 + ...) +
tagy (o2 +...) (boaza + ...)° + ...
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Comparando os termos de mesma ordem na fugacidade, segue:

app =0, aiobio =bio=ai0=1 apibo1 = bog = apy =1, (C.8a)
—b —b
a102b20 + a2,0bio =bao = ago = 62—2’0’ a0,12b02 + Go,zbg,l =bo2 = ap2 = b20’2’
1,0 0,1
(C.8b)
—b1a
(a1,0 4+ aop1) big + aiibiobos = big = a11 = —, (C.8¢)
b1,0bo,1
4b5,  2bsg
a1,03b3,0 + a2,04b270b1,0 + (Ig’obio = b370 = aszo = 1 — — 3 — (C9>
bio bio
4035 2bgs
ap,13bo,3 + ap,24b0 2bo 1 + a0,3bg,1 =bos = ap3 = b40’2 TR ot (C.10)
0,1 0,1

a1,02b21 + ao1ba1 + ar1 (2b20bo1 + b1,0b11) + a2,02011b10 + G2,1biobo,1 =by1 =
—2by1  Abyobiy by
biobon — bigbos  biob3:
a0,12b12 + a1,0b12 + a11 (202010 + bo1b11) + a022b11001 + al,zbalbl,o =bio =
—2b1y  4boobiy b4
Biibro  Biibio  B3.b1o

(C.11)

21 =

(C.12)

Q12 =

Procedendo de forma andloga para a densidade de energia, eq. (2.166b),

n ,n T .
p - 2 chhh nlan27 <C13)

11=012=0

obtemos:

8b1 0 L+ 0()0 1 o+ 86270 abo 2 2 + 6()171

(")(kT) G(kT) a(kT) 8(kT) o(kT)

= C0,0 + C1,0 (bl 021 + 2by 027 + b112122 + .. ) + Co,1 (bo 122 + 2bo 225 + biizize + .. ) +
+Cl,1 (b17021 =+ .. ) (bo 172 + .. )

2
z1 + 2129+ ... =

o ab
Definindo by, n, = b2

= S0 © comparando os termos de mesma potencia em z; e

29, segue:
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B I _big I o,
co0 = 0, crobip =0bip=cio= b co,1bog = bog = co1 = (C.14)
1,0 0,1
: b 2bs ob
102020 + 62,0530 =byo = 20 = % — Z’; 1’0, (C.15)
1,0 1,0
. b 2bg 2b
C0,12bg 2 + 00,25371 =bo2 = Co2 = bg—’2 - %a (C.16)
0,1 0,1
, b by ob bo1b
(0170 + 0071) b171 + Cl,lbl,ObO,l = bl,l = Cl,l = b 12)1 — b;’ObLl — b071b;71 . (017)
1,0%0,1 1,0Y0,1 1,0%,1

Analogamente ao caso de uma componente, ¢ interessante notar que cyp, co2 €

c1,1 podem ser obtidos diretamente de as g, ag2 € a1, ou seja:

ay1 = —

)

o — _L @ — _1.72_70 + 252,051,0 - ¢
Y AT \ B By b
by = -0 (bﬂ_2) _ _boa osbos
O(KT) \ b5, b5.1 b3 1 ’
9, < b1 ) _ b1 51,051,1 50,151,1 _ .
O(kT) \ b1,0bo 1 b1.0bo 1 biobo; bl,obal bl

(C.18)

(C.19)

(C.20)



Apéndice D

Limites Nao Relativisticos

D.1 O espalhamento nao relativistico

O espalhamento nao relativistico entre dois corpos pode ser mimetizado em um
sistema de uma particula espalhada por um potencial V(7), onde 7 é a distancia
relativa entre os dois corpos. A Hamiltoniana deste sistema é dada por

~2

ﬁ2:ﬁ<°)+‘7:§—+v<f), (D.1)
7

onde p é a massa reduzida. Observe que a Hamiltoniana completa contém também
a parte do centro de massa, mas esta nao influéncia no processo de espalhamento.

Primeiramente, vamos explicitar que, para este sistema, os estados \Ifg_) e \Ifgﬂ
representam funcoes de onda assintoticamente espalhadas de entrada e de saida
respectivamente. Partindo da equagao de Lippmann-Schwinger e sua analoga em
(3.7), temos

\plgi>>} , (D.2)

com as seguintes identificagoes:

G =GY e Gy =GO (D.3a)
(7 u) = v () (D.3b)

e ~ . eiEr
<T k> - <T7¢k> = wk(r) = (27‘(‘)3/2 (D3C)
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A equagao de Schrodinger deste sistema é:

1 k2
—@vwk + V(M) = EpUy = ﬂqjk = (D.4a)

com Ej > 0. Note-se que a interacao é suposta como sendo dependente apenas da
distancia interparticulas.

Utilizando o método de separacao de variaveis, temos

W, = Ry (60.9) = "0y, (D5)

onde Y;(6, ¢) sdo os harmonicos esféricos e w; (1) é solugdo da equagao de onda

radial,

Usando a equagao de auto-valores sob a forma (D.4b),

2 Il 4; 1) 2V () — k2| w(r) = 0. (D.6)

HU, = k20, ¢ HOW, = 20, (D.7)

¢ facil de ver que o operador GS—L (3.6), na representacao dos momentos, é escrito

como

~

€

AN 5(E/ — Eﬁ)
&) = (W2 — k2 £in)’ (D)

(7

e o operador de interacao V' na representacao das coordenadas é dado por

(FIV |y = 2uV (7)6 (7' — 7). (D.9)
Substituindo (D.3b), (D.3¢c), (D.8) e (D.9) em (D.2) obtemos:

(i) 3 3 3 3 e
W -+ [ [aw [ a ff/dkf/{

o(K — K" e_lk”ﬂ/ —~ ! —~ !
(k:2(—k:’2 i)in) (2 )3/22MV(7” )8 (7 — ) Wi (7 )} =

zk’ —7)
3 1 3370 (£) (=
A gy 2V ), (010

() = g

lembrando que 7 é uma quantidade “pequena’positiva e real.
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A seguir, vamos proceder com a integracao em k’. Em coordenadas esféricas,

temos:

oy iR (7= , OOdek/ “ Gk (7)) cos 0 .
/ (2 — (2 +in) ”/ L/@Q<Wim»m’ -

. iR (=) B otk (I7=7) efzk’(lfff*l)) v
| oy - / ==z =
ik (F—7) o7 k' etk (I7=7"])
B —C _ / K’ D.11
/ F—@xm) ~ iGr—r) ) =@ ) (D11

A integragao em £’ é feita através da extensao analitica por um contorno fechado
de meio circulo superior de raio R no plano complexo, mais o eixo real. Quando
tomamos R — oo a integral no semi-circulo tende a zero devido a exponencial, e a

integral no eixo real se reduz a (D.11). Entao, aplicando o teorema dos residuos,

segue:
ot 2 ik (|[F—7]) o ' ) )
=77 / (2 = (12 :I:z"r]))dkl = = 7"’\)27” [Residuos internos ao contorno] .
(D.12)
Para cada sinal de 7 o integrando de (D.12) possui 2 polos simples:
E =+\k2+in~+ k:j: (D.13)
2k:
Os polos internos ao contorno estao contidos no semi-plano superior
m A
K= +k+ % Gy,
m .
EF = —k+ % Gy -
Portanto, (D.12) resulta em
2 7 k! etk (I7=7]) +k 4 M) eFik(IT=]) o= 55 (I7=7])
— / ‘ VN Gt 1) Kask _ . (D.14)
i (|7 =) (k2 — (k% +in)) 2(ik+%)(|r—f”|)

—0o0

e substituindo este resultado em (D.10) obtemos:
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3 (7=

1 )
T (7) = g (7) — —/d?’r’e ¢ 2uV (7)) (7). (D.15)

A (|7 — |

E importante notar que a largura do pacote de onda é proporcional 1/n, o que
condiz com a necessidade de tomarmos os limites de L (tamanho do sistema) e n
(parametro de deslocamento do polo) na ordem correta, como dito na segao 3.1.

Tomando o limite de n — 07, a equacao (D.15) é reescrita como:

o))

VO =) - o [V (D)

(I7=71)
Esta tdltima relagao é uma das equacoes fundamentais do espalhamento pura-
mente elastico nao relativistico.
Vejamos a seguir a forma assintotica desta equacao, ou seja, quando 7 — o0.
Como o potencial sé é diferente de zero para i < a , onde a é o alcance maximo do

potencial, podemos aproximar a parte modular de (D.16):

k|F—7| = kVr2 =277 + 172 = kr — ki@’ + ... (D.17)

Agora, assintoticamente, é razodvel supor que r > ka®? e portanto podemos

desprezar os termos de ordem superior em (D.17), ou seja:

+ikr o
V0 =) - L [ RO eer, o

com k' = k7.

Observe que (D.18) tem a seguinte forma:

- +ikr
v =0F () = N [e”” 4 € e, (D.19)
onde
1 WA
FE) =~y [ T2V O ) (D.20)

com N = (2mr) /2.

Analizando a equagao (D.19) concluimos que vl e wlP representam de fato
fungdes de onda (esféricas) assintoticamente espalhadas de entrada e de saida, res-
pectivamente.

O termo f,gﬂ (7) é conhecido como amplitude de espalhamento, e veremos logo a

seguir que este termo é proporcional a matriz de transi¢ao Ty de um sistema nao
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relativistico. Da definigao (2.89) na camada de massa temos:
Tior = (ol T o) = (Wl V (1+GV) o). (D21)

Utilizando (3.9) nesta ultima equacao, segue:

Ty = (Y| 14 \Ill(g+)>

_ / i / dr (| 7) (7| VIR (7

fo,(j>> . (D.22)

Substituindo (D.3b), (D.3c) e (D.9) em (D.22) obtemos:

1 !
Tok = o / &’ / dPre=F V()6 (7 — ) UL (7)
m
1 o
= G / Y (AU (7 dPr. (D.23)
m

Note que o termo de 2u de (D.9) foi suprimido, pois o operador de interacao
v que entra na definigdo da matriz de transicao (D.21) é tdo somente o potencial
contido na equagao de Schrodinger usual (D.4a).

Comparando (D.20) com (D.23) temos:

Ty = ——— 197, (D.24)
(2m)" p
Por fim, vamos mostrar a equivaléncia entre a nocao usual de defasagem de um
sistema nao relativistico com aquela defasagem definida em termos da matriz S (ver
secao 3.2.1).
Partindo da equacao de Schrédinger radial (D.6) e lembrando que o potencial

espalhador V/(r) é zero para r > a, temos a seguinte solugao:

uhk(r)

Ryx(r) = = Ayji(kr) + Biny(kr) r> a, (D.25)

onde j; e n; sao as funcoes de Bessel esféricas de primeiro e segundo tipo.
Usando a aproximacao assintotica para as funcoes de Bessel esféricas, a equacao

anterior é reescrita como:

up (7 sin(kr — lmw/2 cos(kr — lm/2
oty = ) o g by ~nj2) g coshr — )

(D.26)
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~

wilr) Fm(m —in/2)  Bicos(kr - m/z)]

r kr A; kr
i —r/2 —Ir/2
_ 4 sin(kr — Im/2) + tand, cos(kr — Im/2)
kr kr
_ A c0s 6, sin(kr — Im/2) b sing, cos(kr — Im/2)
Cos 0; kr kr
_¢ [sm(kr —r/2 + (Mk))] ’ (D.27)
kr
onde C; é a normalizacao e J;(k) é a defasagem definida como
B
X; = —tand;. (D.28)

Usualmente a condicao de contorno na origem requer que a funcao de onda

Ry 1(r = 0) seja finita, o que na quase totalidade dos casos* implica

Agora, da teoria das fungoes de Bessel esféricas, sabemos que n; nao é regular na
origem. Portanto, na auséncia de interac¢ao (V' (r) = 0 para qualquer r), o coeficiente
By deve se anular devido a condigao (D.29). Com esta informagao podemos inferir
que a razao entre B; e A;, dada pela defasagem, mede a intensidade do espalhamento.
Esta razao é obtida resolvendo-se a equacao de Schrodinger completa (regiao r < a),
com condicoes de contorno suaves em r = a, que ligam esta solucao com a solucao
externa dada em (D.25).

O préximo passo é escrever a solugao assintdtica \Il (7“ 0), dada em (D.19), em
termos da solugdo assintética “:: Ym(H ¢). Usando (D.27) e sabendo que \I/,(f)

nao depende de ¢, escrevemos:

sin(kr — lr /2 + 6,(k))

ZCl )P,(cos )

kr
o [kr zfr/2+5l(k)} _ pmilkr—tm/248,(k)]
—ZC’l )P, (cos ) [ 57T }
e Zc \Py(cos ) (—i) it — € ic(mp@ose)( )l emionh)
2@kr : l 2ikr — l

(D.30)

*Em principio existe a possibilidade de u(r) ser proporcional r.
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Adendo: As ondas planas podem ser expandidas e termos dos polinémios de

Legendre:

e =" (20 + 1) (i")ju(kr) Pi(cos ),

=0

onde cost = k.7.
Utilizando a aprozimacdo assintdtica para jy(kr) dada em (D.26) reescrevemos

a equacao anterior como:

sin(kr — Im/2)

¢ ~ ; (20 +1) (i) - P(cos 0)
— i (20 + 1) (4" [ei(kT_lﬂ/z) — 64(1%47#2)} Py(cos0)
P 2ikr
eikr 22 o—ikr >
= o > (20 +1) Pcos ) — S lZ(zz +1)(=1)" P(cosh).  (D.31)

1=0 =0

Os coeficientes C; podem ser determinados comparando (D.30) com (D.19).
Substituindo (D.31) em (D.19) obtemos:

ikr

(20 4+ 1) P/(cos )+
1=0
e tkr o0 . etikr
- Z (20l +1) (—1) P/(cosf) +

e
v (r0) = N [2ikr

r

fé“(f)] =

\I/,(;L)(r, 0) =N lefT (ﬁ i (20l + 1) Py(cos ) + f,£+)(77)> +
=0
—ikr
5 > @+1)(-1) Pl(cose)] . (D.32)

Comparando as ondas de entrada (D.30) com (D.32) segue que

Ci(k) (i) em™® = N (20 + 1) (-1) =
Ci(k) = N (21 + 1) ile™®), (D.33)

E comparando as ondas de saida de (D.30) com (D.32), temos:
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1 e.¢]
L giouk) (+) )
2k E Ci(k)P(cos ) (—i) e _N<2@'k: ZEO (20 + 1) P(cos ) + f 7’)

o0

1

2ik
=0

21k

2151( )

() = ZQlJrl { o 1} P(cos6). (D.34)

(20 + 1) e ¥ P (cos ) = (L io: (20 + 1) P(cosf) + f(+)(”)) =

Substituindo este ultimo resultado em (D.24) obtemos:

MM — e2iou(k) _ 1]
T I = — 5 2l —+ 1 e — P COSQ . D35
=~y 2o 24 | g e (D.35)

A equagao (D.35) expressa a matriz de transigdo Ty em termos das defasagens.
Como se sabe, a matriz S pode ser escrita em termos da matriz de transicao
Tyk. Este procedimento é completamente andlogo a dedugao de (3.20), lembrando
somente que os operadores estao na camada de massa. Seguindo os mesmos passos,

escrevemos o elemento de matriz S§ como:

F

Agora, substituindo (3.31) em (D.36), segue:

Ga
Sy

/Z> ) <1§ - E’) — 21i8 (Ej, — Ey) T (D.36)

da
53

BY = sk~ 1) Y CLED p k) — 26 (By — B) T8,

7

= (20+1) . .- K* k?
zd(k—k’)z( s )Pl(k.k:’)—Qm‘d (ﬂ 2M) e,

= (21 +1 AR
:5(k—k’)z(l+ )Pl(kk) Apmio (k* — k) Tj,

atk- 1) EE D iy - 2’;:" 6 (k= k) + 8 (k4 k)] T,

(D.37)

onde utilizamos a relacao de dispersao nao relativistica e as seguintes propriedades

da funcao delta:

é(x) e 5(:1:2—a2):L[é(:c—a)—l—é(:c—l—a)].

d(ax) = 27a]
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K'[), o termo & (k + k') TS, &

Como k e k' sao sempre positivos (k = ’lg‘ ek =
sempre zero.
Finalmente, substituindo (D.35) em (D.37), obtemos:

71 &a _ / - (2l+1) 71
<k: Se k>—6(k:—k)lz_; o bR
1 . 0 621(5?(1@) 1
+m5(k—k)§(2l+l){ - ]Pl(cosé’)
s 20+ 1) s s
=0k — k)Y o Dl ke k), (D.38)

Comparando este tltimo resultado com (3.33), vemos que as defasagens usuais
de um sistema nao relativistico correspondem de fato com as fungoes reais of (k)

obtidas na segao 3.2.1.

D.2 O segundo coeficiente da fugacidade

Vamos mostrar que, no limite nao relativistico, a equagao (3.53c),

o0

o 1 — ) )
by — iy = 5 Za:lz(;gl’l (21 4 1) / W? Ky (Bw) [—aw N dw, (D.39)

mi1+me

se reduz ao caso usual calculado por Beth e Uhlenbeck [30, 31].
No limite nao relativistico (NR), podemos fazer as seguintes aproximacoes para

w em coordenadas do c.m.:

w2=Ef+E§+2E1Ez=m?+p2+m3+p2+2\/m%+p2\/m%+p2 =

2 2
p p
(w2)NR = mf +p°+ mg +p*+2 (ml + _2m1) (m2 + _2m2>

2 2 2 2 2
~ (my +mg) + P p? o o L =M2+P2( m1m2+m2+ml)
m ma m1Mmo
M? M
=M2+p2( ) = M?*+ —p? (D.40)
mimsa o

onde a massa reduzida p ¢ dada por:

(D.41)
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Assim como p < (m; ou my), temos também kT < M e portanto fw > 1.
Neste caso, a funcao de Bessel modificada Ky(w) pode ser aproximada por sua

forma assintética [44] como:

Ky (fw) ~ | /25 P com Bw > 1. (D.42)

Substituindo (D.42) e (D.40) em (D.39), e utilizando a relacao

0 0
dwf)_w dp— ap’

temos:

1 o0
(0) ~ a 2
(bl’l a b1’1>NR - 207 za: lZ:; gia (204 1) M7 x
/ T oM {85; @)} dp. (D.43)
20 1,1

M2+ %p2 Op

O argumento da exponencial de (D.43) pode ser aproximado por

M2+ —p — M1+ —— M+ = (D.44)

e, no restante desta equacao, faremos M 2 —|— p ~ M. Com estas mudancas,

(D.43) é reescrita como:

o0

(bra—b) = 26W3,/25M;Zg11 (20 +1 /e

0

PN A\ 2 [09)
= — @ 2+1) [ e P | L) dp. (D4
—(555) a1+ >O/e 5 o

Finalmente, fazendo M = 2m, p = % (sistema com uma componente) e lem-

brando a defini¢ao do comprimento de onda térmico (2.9), obtemos:

-8,

A menos do fator

R

26m

ZZQ (20 +1) / -6t [858;)]@. (D.46)

Tm, esta ultima expressao ¢é idéntica a equacao obtida por
Beth e Uhlenbeck em unidades naturais [21]. Este fator aparece pois algumas de
nossas defini¢oes sao diferentes daquelas contidas em [21]. De qualquer forma, os

resultados fisicos sao equivalentes.



Apéndice E

Formalismo de Potenciais Separaveis

O formalismo de potenciais separdaveis é um formalismo fenomenoldgico que per-
mite tratar coerentemente o espalhamento de canais acoplados de onda S. Este
formalismo é usualmente utilizado em sistemas envolvendo hadrons [48], sendo par-
ticularmente interessante no estudo da espectroscopia mesoénica [49, 50, 57]. Con-
siderando um sistema bastante simplificado, mostraremos como é possivel utilizar a
metodologia de potenciais separaveis para obter informacgoes sobre defasagens.
Suponha um sistema composto por duas espécies distintas de particulas z e y, e

que cada uma dessas interaja somente através de dois processos:

r4+r — r+x,  y+y—y+y; (E.1a)

r+r — y+uy; y+y—x+ . (E.1b)

Este sistema é acoplado e composto por dois canais (dois processos distintos para
cada tipo de particula). Assim sendo, os operadores de espalhamento T, S , V ete

sao representados por matrizes 2 X 2, e os estados por vetores de duas componentes.

A equagao de Lippmann-Schwinger, eq. (3.3),

[UEY) = [vs) + GOV WD)

pode ser reescrita com o auxilio de (D.22), como se segue:

(W VIU) = (| V [hg) + (| VGOV U =
(Wl T1g) = (@l V tbg) + D (@l V [1hr) (| G b} (b T Jabg)

s

= (Wl V 1) + > (| V) (] GO [0) (0 T ey}, (E-2)

onde na ultima passagem usamos o fato de |1;) ser um auto-estado de GO,

Agora, passando para o espago dos momentos, temos:

162
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N A d3s N N o
<17\T|§>=<17|V\(¥>+/W<ﬂVI§><ﬂG(O)\§><§1TIJ>7 (E.3)
sendo § o momento relativo interno, e ¢ e p 0os momentos relativos iniciais e finais
respectivamente.

O propagador GO escrito no referencial do c.m. é representado por uma matriz

diagonal,
@GP |5 =G"6;  com =12 (E.4)
onde ) )
Gl = — ¢ GP= — E.5
b (=2E.(s)+in 2= 2B(s) +1n (E5)
(6102411

Ey(s)=+/s*+m2 e E,(s)=,/s?+m2. (E.6)

A matriz de interagdo V' é convenientemente parametrizada através de um forma
tipo potencial separavel. Utilizando um potencial de rank um no espago dos mo-

mentos temos:

Vij = (Pl Vij q) = Az’jﬂz’(@)gj(m) com 1,J =12, (E.7)

onde );; sao as constantes de acoplamento e g sao os fatores de forma. Vj; é a
interacao elastica do canal 7, e V; 5 e V51 sao os processos de transicao satisfazendo

a seguinte simetria:

(A Vi2|@) = (@ Var ) com Az = dar. (E.8)

Os fatores de forma sao escritos na forma de Yamaguchi [68]:

g:() = \/?ﬁ £9)

sendo ji; a massa reduzida (py = %= e py = 5¢) e §; os parametros de escala.

A matriz de interacdo possui cinco parametros livres (dois 3’s e trés A’s) que de-
vem ser fixados pelas amplitutes de espalhamento T;; experimentais. Vamos adotar

a seguinte forma para as amplitudes de espalhamento:

Ty = 0Ty 1) = (|01 ts9;(0). (E.10)

onde t;; sao as amplitudes reduzidas de espalhamento.
Em (E.10) T e T, sdo as amplitudes de espalhamento eldsticas (E.1a), e 115 e

T sao as amplitudes de transigao (E.1Db).
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Agora, substituindo (E.4), (E.7) e (E.10) em (E.3), obtemos

d’s (0)
i =5+ Ain | =5 | 90(DG S (131)] L,
(27)

ou na forma matricial,

t = A+ ADt. (E.11)

Nesta equacao, ¢ é a matriz formada pelas componentes ¢;;, A é a matriz simétrica

A1 A
A= 7 TR (E.12)
)\21 )\22

e D é a matriz diagonal 2 x 2 das integrais,

das constantes de acoplamento

I B B
Dy = / G030 (E.13)

Veja que o problema original, resolver a equagao integral acoplada (E.3), foi

repassado para um problema de equagoes algébricas (E.11), cuja a solugao é:

t=(1-AD)"'\ (E.14)

Substituindo (E.14) em (E.10), obtemos a solu¢ao formal do problema de espa-
lhamento. A conexao entre as componentes da matriz 7;; e a matriz S sao dadas da

forma usual:

Sij = 5@‘ — 270 (§ - E) Eja (E15)

onde

E=2\/kZ+m2=2\/k2+m2, (E.16)

com k’s sendo os momentos dos respectivos canais.
Portanto, uma vez determinadas as componentes S;;, podemos utilizar a para-

metrizagao (4.18),

77622'611 ia/1 — nzei(§zz+5yy)
S = in/T — 2ei e tom) N2t ; (E.17)

para determinar as defasgens d,, e d,, e o parametro de inelasticidade.



Apéndice F

Ajuste e Graficos das Funcoes Defasagens

Os dados de defasagens sao parametros adimensionais dependentes da energia. Por
conveniencia, apresentaremos esse dados nas coordenadas do centro de massa, com
a energia w em GeV e as defasagens em radianos. Essas escolhas sao compativeis
com as equagoes da segao 3.2.2.

Todos os 41 ajustes foram feitos com o auxilio do programa Origin 6.1 através
dos métodos de regressao polinomial ou do ajuste de minimos quadrados nao li-
near (NLSF). O primeiro desses métodos é baseado em uma generalizagao direta do
procedimento de minimos quadrados linear, ja o segundo (NLSF) é baseado no al-
goritimo de Levenberg-Marquardt. Ambos os métodos levam em conta as incertezas
dos dados experimentais.

Na grande maioria dos ajustes, os dados de defasagens sao determinados dire-
tamente, através do procedimento descrito no comeco da segao 4.2. Porém, em
alguns ajustes, principalmente para as ondas D, é necessario utilizar algum tipo de
modelagem fenomenoldgica. Nestes casos, os dados de defasagens nao apresentam

incerteza. Indicaremos estes ajustes por um asterisco.

F.1 Espalhamento 7r

Os dados de defasagens de dpo e 611 [51, 52] foram obtidos diretamente da alta
estatistica de dados envolvendo o processo 7~ p — 7w 7 n . J4 os dados de 06,25 030

e 03, [51, 53] foram determinados através de modelos baseados na equagao de Roy

(69, 54].

F.1.1 Onda S

Defasagens ajustadas:

0.0 (w) = —1.132858 + 4.358887w — 0.112062w* — 4.515628w" + 3.76166w*, (F.1)

165
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80 (W) = —0.029702 + 1.229285w — 6.672552w” + 12.624014w” — 13.389099w" +
+8.571587w" — 3.111867w" + 0.483548w". (F.2)

Gréaficos:

0.00 |

20

005

010

015

020

nn 3g(rad)
nn Sy (rad)

05
025

00k 030 F

02 0.3 0.4 05 0.6 0.7 08 0.9 10 0.2 03 0.4 05 06 0.7 0.8 09
Energia em GeV Energia em GeV

Figura F.1: Graficos das defasagens de onda S para o espalhamento 7.

F.1.2 Onda P

Defasagem ajustada:

0.07042 — 2.79827

) =
11 (@) 1 + exp[(w — 0.75768) /0.05678]

+2.79827. (F.3)

Gréfico:

nn 844(rad)

0.2 0.3 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9
Energia em GeV

Figura F.2: Graficos das defasagens de onda P para o espalhamento 7.



Apéndice F. Ajuste e Graficos das Fungoes Defasagens 167

F.1.3 Onda D

Defasagens ajustadas:

050 (W) = —0.016565 + 0.14846w — 0.45934w + 0.497882w°, (F.4)

055 (w) = 0.008252 — 0.057238w + 0.129435w° — 0.1044960°. (F.5)

Gréaficos:

0.002

0.000 F

-0.002

-0.004 |-

-0.006 |-

-0.008

-0.010

nm 3yp(rad)
7 S, (rad)

-0.012

-0.014

-0.016 |

Energia em GeV Energia em GeV

Figura F.3: Graficos das defasagens de onda D para o espalhamento 7.

F.2 Espalhamento 7K

Os dados das defasagens 6.1, do 3, 01,1 € 01,3 [55] foram obtidos diretamente da alta
estatistica de dados envolvendo os processos K*p — K*ntn e K*p — Ktn~ At

F.2.1 Onda S
Defasagens ajustadas:
0.1 (w) = —5.010247 + 12.653939w — 8.279988w* + 0.683122w” + 0.846503w*, (F.6)

Jos(w) = —13.930392 4 119.285105w — 372.666628w° + 571.767394w
—466.993773w" + 194.961483w° — 32.738034w°. (F.7)

Graficos:
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14 00
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0.1 F
1.0
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0.0
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0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 1.1 12 13 0.6 0.7 08 0.9 1.0 11 1.2 13
Energia em GeV Energia em GeV

Figura F.4: Gréficos das defasagens de onda S para o espalhamento 7K.

F.2.2 Onda P

Defasagens ajustadas:

0.07488 — 2.92577

) = 2.92577 F.8
1 (@) = T = 0.89358) /0.02386] T ’ (E8)
913 (w) = —0.090561 + 0.395993w — 0.538057w? 4+ 0.218985w?. (F.9)
Graficos:
35 T T T T T T T T T T T T T T T
0.004
3.0
0.000
25
0004}
o~ 20 e}
E 15 % -0.008 |
uo“: S o2k
ig ol % 0.012
0.5 -0.016 |-
0.0 -0.020
0.6 077 0?8 079 170 1?1 172 173 076 077 0?8 079 170 171 1?2 173 14
Energia em GeV Energia em GeV

Figura F.5: Gréficos das defasagens de onda P para o espalhamento 7K.

F.3 Espalhamento 7N

Todas as dez defasagens [56] foram obtidas da alta estatistica de dados envolvendo

0

os processos ip — mEp e 7 p — 7°n. Dessas dez, apenas uma defasagem (5}3,375

necessitou de extrapolacao numérica.
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F.3.1 Onda S

Defasagens ajustadas:

6511 (w) = —19891.64 + 93084.73w — 181040.1w* + 187292w?
—108688.2w* + 33541.75w° — 4299.919w°, (F.10)

6531 (W) = 673.417002 — 2583.61w + 3953.457w”
—3013.391w® + 1143.012w* — 172.518152w°. (F.11)

Gréficos:
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07}
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01F

00F 06

11 . 1.2 . 13 . 14 . 15 . 176 1?1 1?2 1?3 174 175
Energia em GeV Energia em GeV

1?6
Figura F.6: Graficos das defasagens de onda S para o espalhamento 7/N.

F.3.2 Onda P

Defasagens ajustadas:

Sp11(w) = 1669.987 — 7609.227w + 14234.2w* — 13947w°
+7517.832w" — 2102.275w” + 236.577322w°, (F.12)

Opsi (w) = —2.128929 + 5.523651w — 4.378075w? + 1.007458w?, (F.13)

6p13(w) = —3.554699 + 11.546912w — 13.204036w° + 6.296532w* — 1.063763w?,

(F.14)
Sps3 (w) = 2.87771 exp|[— exp|—15.26877(w — 1.20441)]]. (F.15)

Graficos:



Apéndice F. Ajuste e Graficos das Fungoes Defasagens 170

0.00 |
-0.02
= —
©
g E 004 F
- o)
o o006
z s
z
& R 008
-0.10F
1 1 1 1 1 1 1 n 1 n 1 n 1 n 1 n 1
11 12 13 14 1.5 1.6 11 12 13 14 15 16
Energia em GeV Energia em GeV
3.0
25
6 = 20F
o
£ g
o o 15f
& &
b4 Lot
>
R E
0.5
00
_040 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
11 1.2 13 14 1.5 1.6 1.1 12 13 14 15 1.6
Energia em GeV Energia em GeV

Figura F.7: Graficos das defasagens de onda P para o espalhamento wN.

F.3.3 Onda D
Defasagens ajustadas:

0.06791 — 2.87854

5 =
P13 (W) =1 + exp[(w — 1.51256)/0.02554]

+2.87854, (F.16)

Spis(w) = —219.422866 + 841.266327w — 1285.647w?
+979.249716w° — 371.927398w* + 56.396786w°,  (F.17)

Spss (w) = 0.072127 — 0.136091w + 0.064177w?, (F.18)

a5 (W) = —1.132955 + 2.676234w — 2.041967w? + 0.4957860°. (F.19)

Graficos:
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Figura F.8: Graficos das defasagens de onda D para o espalhamento m/N.

F.4 Espalhamento KK

Os dados de ¢f , foram determinados através do modelo de potenciais separdveis de

trés canais acoplados (7, KK e um sistema efetivo 2727). Para tanto, utilizamos o

modelo “down-flat” (ajuste B)* presente na referéncia [57], e os dados de defasagens

experimentais do espalhamento pion-pion [53]. J4 os dados d;; foram determina-

dos com o auxilio do modelo de potenciais separaveis (apéndice E) de dois canais
acoplados (71 e KK). Utilizamos os resultados presentes no diagrama de Argand
das amplitudes de espalhamento do processo K K (figura 3 da referéncia [58]).

*Segundo a referéncia citada, este é o modelo que apresenta o menor 2.
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F.4.1 Onda S

Defasagens ajustadas:

50 (w) = 12014.5 — 56132.47w + 108662.5w* — 111524.1w°

+63983.09w* — 19451.61w® + 2447.86w°, (F.20)
0.00278 — 2.54757
oy = 2.54757. F.21
01 () 1 + exp[(w — 1.45946)/0.02376] * (F.21)
Gréficos:
00 25 .
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Figura F.9: Gréficos das defasagens de onda S para o espalhamento K K.

F.5 Espalhamento KN

Todas as dez defasagens [56] foram obtidas da alta estatistica de dados envolvendo
os processos Ktp — K™p e KN — KN para I = 0. Dessas dez, apenas duas

* * : ~ z_e
defasagens 07, 5 € 0 1 5 necessitaram de extrapolagdo numérica.
F.5.1 Onda S
Defasagens ajustadas:

601 (W) = 50267.64 — 178690.3w + 264013.5w* — 207513.2w>
+91508.23w* — 21464.90w° + 2092.334w°, (F.22)

6511 (w) = 6004.093 — 17599.4w + 20587.44w*
—12012.36w® + 3495.58w* — 405.826999.°. (F.23)

Graficos:
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Figura F.10: Gréficos das defasagens de onda S para o espalhamento K'N.

F.5.2 Onda P

Defasagens ajustadas:

§po1 (W) = 703.681387 — 1680.615w + 1492.044w? — 583.885909w” + 85.115229w?,

(F.24)
Spos(w) = 2430.09 — 6953.847w + 7927.335w?
—4500.485w% + 1272.411w* — 143.328512w°, (F.25)
Spi1(w) = 11068.27 — 40800.07w + 62502.72w? — 50919.19w°
123261.34w* — 5648.875w” + 569.634896°, (F.26)

Spis(w) = 208.051732 — 605.068347w + 701.39975w”
—406.388106w” + 118.086597w* — 13.801404w°.  (F.27)
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Figura F.11: Graficos das defasagens de onda P para o espalhamento K N.
F.5.3 Onda D
Defasagens ajustadas:
dpos(w) = 26.159145 — 387.62811w + 835.631703w?
—721.176219w” + 280.868146w”* — 41.182139.°,  (F.28)
0505 (W) = —20.612684 + 36.598027w — 21.437223w* + 4.140426w°, (F.29)
6p1s(w) = —1.484074 + 1.978638w — 0.6581w?, (F.30)

015 (W) = —13.719111 4 32.614659w — 28.60751w? + 10.957694w° — 1.545377",
(F.31)

Graficos:



Apéndice F. Ajuste e Graficos das Fungoes Defasagens 175

04}
~~
03 il
~ ©
o) <
8 02 s
bOD 4
X
Z o1}
X
0.0
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
14 15 1.6 1.7 18 1.9 20 14 1.5 1.6 1.7 18 1.9 20
Energia em GeV Energia em GeV
0.02
0.015
0.010
- - 0.005 |
ie] xe]
S E 0.000 |
‘&) e 0.005
a) a "l
2] 0
z z -0.010 |
X X
-0.015 |
-0.020 -
0.18 1 1 1 1 1 1 -0.025 1 1 1 1 1 1
14 15 1.6 1.7 18 19 20 14 1.5 1.6 1.7 1.8 1.9 20
Energia em GeV Energia em GeV

Figura F.12: Graficos das defasagens de onda D para o espalhamento K N.

F.6 Espalhamento NN

Todas as dez defasagens [56] foram obtidas diretamente da alta estatistica de dados

envolvendo o espalhamento elastico p +n — p + n.
F.6.1 Onda S
Defasagens ajustadas:
61,50 (W) = 3366.417 — 6250.75w + 4354.125w? — 1348.071w® + 156.44657w*, (F.32)

351 (w) = —1.1203 + 3.42101 exp|[—(w — 1.75742)/0.26432]
+195476.02507 exp|—(w — 1.75742) /0.01001]. (F.33)
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Figura F.13: Graficos das defasagens de onda S para o espalhamento NN.

F.6.2 Onda P

Defasagens ajustadas:

61.p1 (w) = 1992.727 — 3774.991w + 2682.298w* — 847.179203w* + 100.316207w?,
(F.34)

83.p0 (W) = —2.196938 + 2.73697((1 — exp[—(w — 1.84376)/0.01611])*17"%) x
exp|—(w — 1.84376)/0.55931],  (F.35)

83.p1 (w) = —1.34464 + 2.56031 exp|—(w — 1.4321)/0.32573] +
+2.56031 exp|[—(w — 1.4321)/0.33007], (F.36)

S3.p2 (W) = —19679.81714 + 44006.08475w — 36357.3577w? + 11232.4462w*
+1435.90917w* — 1897.27921w° + 467.14906w° — 38.44806w". (F.37)
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Figura F.14: Gréficos das defasagens de onda P para o espalhamento NN.

F.6.3 Onda D

Defasagens ajustadas:

51,D,2 (w) =

53,D71 (w) =

53,D,2 (w) =

53,D,3 (w)

—79416.6831 + 19484.7716w — 177685.8749w? + 60871.9257w°
+9096.5973w* — 13396.5589w” + 3817.5819w° — 372.5589w", (F.38)

51383.5211 — 116892.7245w + 89283.036w? — 9263.4498w3
—24833.0348w" + 15408.6021w® — 3755.7247w° + 343.724w", (F.39)

—53145.2014 + 129641.9637w — 119060.8609w” + 43320.916w*
+3117.2286w* — 7495.7043w° + 2208.7647w° — 217.4704w", (F.40)

—44261.827 + 107432.1624w — 93338.8443w? + 24268.4340w°
+13061.758w* — 10992.9672w® 4 2928.417w° — 281.4561w". (F.41)
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Figura F.15: Graficos das defasagens de onda D para o espalhamento NN.



Referéncias

1]

2]

[10]

V. Narlikar, Introduction to Cosmology, 2nd ed., Cambridge University Press,
Cambridge, 1993.

P. A. M. Dirac, The theory of gravitation in Hamiltonian form, Proceeding of
Royal Society A246, 333 (1958) — P. A. M. Dirac, Fization of Coordinates in
the Hamiltonian Theory of Gravitation, Physical Review 114, 924 (1959).

A. Friedmann, Uber die krummung des reumes, Zeitschrift fiir Physikalische
Chemie 10, 377 (1924) e Zeitschrift fiir Physikalische Chemie 21, 326 (1924)
— A. G. Lemaitre, A homogeneous universe of a constant mass and increa-
sing radius accounting for the radial velocity of extragalactic nebulae, Monthly
Notices of the Royal Astronomical Society 91, 483 (1931).

H. P. Robertson, Kinematics and world structure, The Astrophysical Journal
82, 248 (1935) — A. G. Walker, On Milne s theory of world-structure, Pro-
ceedings of the London Mathematical Society 42, 90 (1936).

R. Balescu, Fquilibrium and Non-Equilibrium Statistical Mechanics, John Wi-
ley and Sons, New York,1975.

S. Weinberg, Gravitation and Cosmology. Priciples and Aplications of The
General Theory of Relativity, John Wiley and Sons, New York, 1972.

R. Aldrovandi, R. R. Cuzinatto and L. G. Medeiros, Analytic solutions for the
A-FRW model, Foundations of Physics 36, 1736 (2006); [gr-qc/0508073].

S. Dodelson, Modern Cosmology: Anisotropies and Inhomogeneities in the

Universe, Academic Press, United States of America, 2003.

E. W. Kolb and M. S. Turner, The Farly Universe, Perseus Books, United
States of America, 1994.

R. Aldrovandi, R. R. Cuzinatto, L. G. Medeiros, Interacting Constituents in
Cosmology, 2007; [gr-qc/0705.1369].

179



REFERENCIAS 180

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

[22]

[23]

J. Bernstein, Kinetic Theory in the Expanding Universe, Cambridge University
Press, Cambridge, 1988.

R. Aldrovandi, J. Gariel & G. Marcilhacy, On the pre-nucleosynthesis cosmo-
logical period, (2002); [gr-qc/0203079].

A. Diez-Tejedor and A. Feinstein, Accelerating Universes from Short-Range
Interactions, Physics Letters A350, 315 (2006); [gr-qc/0505105].

E. L. Schiicking & E. A. Spiegel, Comments on Astrophysics and Space Physics
2. 1970.

D. N. Spergel et al, First year Wilkinson Microwave Anisotropy Probe
(WMAP) observations: determination of cosmological parameters, The As-
trophysical Journal Supplement 148, 175 (2003); [astro-ph/0302209].

D. Rapetti, S. W. Allen, M. A. Amin, R. D. Blandford, A kinematical ap-
proach to dark energy studies, Monthly Notices of the Royal Astronomical
Society 375, 1510 (2007); [astro-ph/0605683] — S. Permutter et al, Disco-
very of a supernova explosion at half the age of the universe, Nature 391,
51 (1998); [astro-ph/ 9712212] — A. G. Riess et al., Observational Evidence
from Supernovae for an accelerating universe and cosmological constant, The
Astronomical Journal 116, 1009 (1998); [astro-ph/9805201].

W. L. Freedman et al., Final Results from the Hubble Space Telescope Key
Project to Measure the Hubble Constant, The Astrophysics Journal 553, 47
(2001).

Relativistic Heavy Ion Collider, site - http://www.bnl.gov/rhic/.

E. Tancu & R. Venugopalan, The Color Glass Condensate and High Energy
Scattering in QCD, review for QGP3; [hep-ph/0303204].

A. R. Liddle e D. H. Lyth, Cosmological Inflation and Large-Scale Structure,
University Press, Cambridge, 2000.

R.K. Pathria, Statistical Mechanics, 2nd. ed., Butterworth Heinemann, Ox-
ford, 1996.

Particle Data Group, site - http://pdg.1bl.gov/.

W. L. Freedman e M. S. Turner, Measuring and Understanding the Universe,
Reviews of Modern Physics 75, 1433 (2003); [astro-ph/0308418].



REFERENCIAS 181

[24]

[25]

[26]

[27]

28]

[29]

[30]

[31]

[32]

D. J. Fixsen et al., The Cosmic Microwave Background Spectrum from the full
COBE FIRAS data set, The Astrophysical Journal 473, 576 (1996).

S. Gasiorowicz, Elementary Particle Physics, John Wiley and Sons, New York,
1966.

L. E. Reichl, A Modern Course in Statistical Physics, University of Texas
Press, Austin, 1980.

M. L. Bellac, Thermal Field Theory, Cambridge University Press, Cambridge,
2000.

J. I. Kapusta, Finite Temperature Field Theory, Cambridge University Press,
Cambridge, 1989.

J. E. Mayer et al, The Statistical Mechanics of Condensing Systems, Journal
of Chemical Physics 5, 67, 74, (1937).

E. Beth & G. E. Uhlenbeck, The Quantum Theory of the Non-Ideal Gas I:
Deviations from the classical theory, Physica 3, 729 (1936).

E. Beth & G. E. Uhlenbeck, The Quantum Theory of the Non-Ideal Gas II:
Behaviour at Low Temperatures, Physica 4, 915 (1937).

T. D. Lee & C. N. Yang, Many-Body Problem in Quantum Statistical Mecha-
nics, Physical Review 113, 1165; 116, 25, (1959).

R. Dashen, S-K. Ma & J. Bernstein, S-Matriz Formulation of Statistical Me-
chanics, Physical Review 187, 345, (1969). Errata — Physical Review A6, 851
(1972).

R. Aldrovandi, Special Matrices of Mathematical Physics, World Scientific,
Singapore, 2001.

R. H. Fowler, Statistical Mechanics, 2nd ed., Cambridge University Press,
Cambridge, 1955.

H. M. Nussenzveig, Curso de Fisica Basica 2, 3nd ed., Edgard Bliicher, Sao
Paulo, 1996.

J. O. Hirschfelder, C. F. Curtiss, R. B. Bird, Molecular Theory of Gases and
Liquids, John Wiley and Sons, New York, 1954.



REFERENCIAS 182

[38]

[39]

[40]

[41]

[42]

[45]

[46]

[47]

[48]

H.B. Callen, Thermodynamics and an Introduction to Thermostatistics, 2d
ed., John Wiley and Sons, New York, 1985.

Para o Hs, A. Michels & H. Goudeket, Physica 8, 347 (1941) — para He, A.
Michels & H. Wouters, Physica 8, 923 (1941) — para Ne, L. Holborn & J.
Otto, Zeitschrift fiir Physikalische Chemie 33, 1 (1925) — para A, A. Michels,
Hub. Wijker & Hk. Wijker, Physica 15, 627 (1949) — para Ny A. Michels, H.
Wouters & J. de Boer, Physica 1, 587 (1934) — para C'Hy4, A. Michels & G.
W. Nederbragt, Physica 3, 569 (1936).

C. R. Smith, R. Inguva & K. D. Lain, S-Matrix Theory of Reacting Plasmas,
Physical Review A23, 3285, (1981).

T. A. Osborn, Multispecies Cluster Exzpansion for the Grand Partion Function,
Physical Review A16, 334, (1977).

E. Merzbacher, Quantum Mechanics, 3rd. ed., John Wiley and Sons, New
York, 1998.

R. Dashen & S-K. Ma, Singular Three-Body Amplitudes in the Third Virial
Coefficient, Journal of Mathematical Physics 11, 1136 (1970) — R. Dashen & S-
K. Ma, Singularities in Forward Multiparticle Scattering Amplitudes and the S-

Matrixz Interpretation of Higher Virial Coefficients, Journal of Mathematical
Physics 12, 689 (1971).

I. S. Gradshteyn & I. M. Ryzhik, Table of Integrals Series and Products, 4th
ed., Academic Press, New York, 1965.

D. Griffiths, Introduction to Elementary Particles, John Wiley & Sons, New
York, 1987.

P. Becher, M. Béhm e H. Joos, Gauge Theories of strong and Electroweak
interactions, ed. John Wiley & Sons, New York, 1984.

A. Tawfik, The QCD phase diagram: A comparison of lattice and hadron
resonance gas model calculations, Physical Review D71, 54502 (2005); [hep-
ph/0412336] — F. Karsch, Lattice Results on QCD Thermodynamics, Nuclear
Physics A698, 199 (2002).

J. T. Londergan et al., Off-Shell #N Amplitudes via a Multichannel Separable
Potential, Annals of Physics 86, 147 (1974).



REFERENCIAS 183

[49]

[50]

[51]

[54]

[55]

[56]

[57]

[58]

L. Lesniak, Meson Spectroscopy and Separable Potentials, Acta Physica
Polonica B8, 1835 (1996).

R. Kaminski & L. Lesniak, Relativistic effects in scalar meson dynamics, Phy-
sical Review D50, 3145 (1994).

P. Estabrooks & A. D. Martin, 77 Phase-Shift Analysis Below the KK
Threshold, Nuclear Physics B79, 301 (1974).

L. Rosselet et al, Fzperimental study of 30 000 Ke4 decays, Physical Review
D15, 574 (1977) .

C. D. Froggatt & J. L. Petersen, Phase-Shift Analysis of w"n~ Scattering
Between 1.0 and 1.8 GeV Based on Fized Momentum Transfer Analyticity
(II), Nuclear Physics B129, 89 (1977).

J. L. Basdevant, C. D. Froggatt & J. L. Petersen, Construction of Phenome-
nological mw Amplitudes, Nuclear Physics B72, 413 (1974).

P. Estabrooks et al, Study of Km Scattering Using the Reactions K¥p —
K*rtn and K*¥p — K*a~A*T at 13 GeV/e, Nuclear Physics B133, 490
(1978).

Center for Nuclear Studies (Said Program), site: http://gwdac.phys.gwu.edu/,

dados on line.

R. Kaminski, L. Lesniak & B. Loiseau, Three channel model of meson-meson

scattering and scalar meson spectroscopy, Physics Letters B413, 130 (1997).

A. Furman & L. Lesniak, Coupled channel study of ag resonances, Physics
Letters B538, 266 (2002).

M. Sander & H. V. von Geramb, 7w, K7, and 7N potential scattering and a

prediction of a narrow o meson resonance, Physical Review C56, 1218 (1997).

D. H. Rischke, The Quark-Gluon Plasma in Fquilibrium, Progress in Particle
and Nuclear Physics 52, 197 (2004); [nucl-th/0305030].

A. Tawfik, Black Box QGP, (2006); [hep-ph/0604037].

H. Enge, Introduction to Nuclear Physics, Addison-Wesley, Massachusetts,
1966.



REFERENCIAS 184

[63]

[64]

[65]

[68]

[69]

R. Reid, Local Phenomenological Nucleon-Nucleon Potentials, Annals of
Physics 50, 411 (1968).

T. Hamada & 1. D. Johnston, A Potential Model Representation of Two-
Nucleon Data Below 315 MeV, Nuclear Physics 34, 382 (1962).

K.R.S. Balaji et al., Dynamical CP Violation in the Early Universe, Physics
Letters B595, 22 (2004); [hep-ph/040314] — K.R.S. Balaji et al., Dynamical
CP Violation in the Farly Universe and Leptogenesis, Physical Review D72,
56005 (2005); [hep-ph/050613].

A.D. Dolgov, Baryogenesis, 30 Years after, (1997); [hep-ph/9707419].

A.G. Cohen, A. De Rujula & S.L. Glashow, A Matter-Antimatter Universe?,
The Astrophysics Journal 495, 539 (1998); [astro-ph/9707087].

Y. Yamaguchi & Y. Yamaguchi, Two-Nucleon Problem When the Potential Is
Nonlocal but Separable, Physical Review 95, 1635 (1954).

S. M. Roy, Fzact Integral Equation for Pion-Pion Scattering Involving only
Physical Region Partial Waves, Physics Letters B36, 353 (1971).



Livros Gratis

( http://www.livrosgratis.com.br )

Milhares de Livros para Download:

Baixar livros de Administracao

Baixar livros de Agronomia

Baixar livros de Arquitetura

Baixar livros de Artes

Baixar livros de Astronomia

Baixar livros de Biologia Geral

Baixar livros de Ciéncia da Computacao
Baixar livros de Ciéncia da Informacéo
Baixar livros de Ciéncia Politica

Baixar livros de Ciéncias da Saude
Baixar livros de Comunicacao

Baixar livros do Conselho Nacional de Educacdo - CNE
Baixar livros de Defesa civil

Baixar livros de Direito

Baixar livros de Direitos humanos
Baixar livros de Economia

Baixar livros de Economia Doméstica
Baixar livros de Educacao

Baixar livros de Educacdo - Transito
Baixar livros de Educacao Fisica

Baixar livros de Engenharia Aeroespacial
Baixar livros de Farmacia

Baixar livros de Filosofia

Baixar livros de Fisica

Baixar livros de Geociéncias

Baixar livros de Geografia

Baixar livros de Histdria

Baixar livros de Linguas



http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1

Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo



http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1

