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Resumo

O principal objetivo desta tese é explorar o papel das interações nucleares du-

rante o universo primordial. Para tanto, importamos para a cosmologia um forma-

lismo da mecânica estat́ıstica de equiĺıbrio baseado em sistemas interagentes rela-

tiv́ısticos. A partir deste formalismo e utilizando uma abordagem fenomenológica

das interações nucleares, construimos equações de estado cosmológicas constituidas

de fótons, léptons e hádrons interagentes, e aplicamos estas equações no modelo

padrão da cosmologia.

Supondo certas extrapolações, as equações de estado propostas são capazes de

gerar um regime de expansão acelerada primordial (inflação) conectado continua-

mente com a era da radiação existente durante a nuclesśıntese. Este peŕıodo infla-

cionário é suficientemente intenso para resolver os problemas de planura e horizonte,

permitindo também uma explicação natural de porque o universo está se expandindo.

Contudo, devemos ressaltar que todos estes resultados são obtidos apenas para um

universo simétrico de matéria e antimatéria.

Resumidamente falando, o trabalho realizado sugere que os processos de in-

teração nuclear são importantes para a evolução do universo primordial podendo

inclusive ser os responsáveis pelo peŕıodo inflacionário.

De uma perspectiva mais ampla, esta tese também tem por objetivo estabele-

cer um procedimento formal capaz de incluir termos de interação como fonte de

gravitação na cosmologia. Este procedimento é baseado na teoria de ensembles da

mecânica estat́ıstica, e em prinćıpio pode ser aplicado sempre que o fluido cósmico

estiver em equiĺıbrio termodinâmico.

Palavras Chaves: cosmologia; equações de estado; interação forte; sistemas es-

tat́ısticos com interação; hádrons.

Áreas do conhecimento:1.05.01.03-7.
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Abstract

The main purpose of this thesis is to explore the role of the nuclear interactions

during the early universe. For that, we import to cosmology an equilibrium sta-

tistical mechanics formalism based for relativistic interacting systems. Using this

formalism and a phenomenological approach of the nuclear interactions, we built

cosmological equations of state including photons, leptons and interacting hadrons

and apply them to the cosmological standard model.

Supposing certain extrapolations, the proposed equations of state are able to

produce a primordial acceleration (inflation) continually linked with the radiation

era present during the nucleosynthesis. This inflationary period is effective enough

to solve the flatness and horizon problems, and it still allows a natural explanation

for why the universe is expanding. However, we must stress that all these results

are obtained only for a matter-antimatter symmetric universe.

The research made suggest that the nuclear interactions are important for the

early universe evolution and it might be the responsible for the inflationary period.

This thesis has also the purpose of establishing a formal procedure able to include

interaction terms as sources of gravitation in cosmology. This procedure is based

in the ensemble theory of statistical mechanics, and can in principle be applied

whenever the cosmic fluid is in thermodynamical equilibrium.
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5.2.1 EoS para hádrons . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97

5.2.2 EoS de part́ıculas ideais . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105

5.2.3 EoS completas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106

5.3 Validade das equações de estado na cosmologia . . . . . . . . . . . . . 109

5.3.1 Instabilidade nas EoS cosmológicas . . . . . . . . . . . . . . . 110

5.3.2 Desconfinamento . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112
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Introdução

Até o presente momento, o maior sucesso da cosmologia se deve ao desenvolvi-

mento do chamado modelo padrão do Big Bang. Como se sabe, este modelo foi

estabelecido com base em dois prinćıpios condizentes com as observações em larga

escala do universo: o prinćıpio cosmológico, que postula que o universo é espacial-

mente homogêneo e isotrópico, e o prinćıpio de tempo universal que admite para a

variedade M quadridimensional do espaço-tempo uma topologia de produto direto

M = R × �, e que permite a adoção de um tempo cosmológico para a folheação

da variedade M [1, 2]. Baseado nestes dois prinćıpios constrói-se um elemento de

linha conhecido como intervalo de Friedmann-Robertson-Walker (FRW) [3], [4]. Por

outro lado, os termos de fonte na cosmologia podem ser simulados satisfatoriamente

através do tensor energia-momento de um fluido perfeito. Então, através da equação

de Einstein é posśıvel derivar duas equações de movimento (equações de Friedmann)

para a cosmologia. Estas duas equações, juntamente com uma equação que relaciona

a pressão p com a densidade de energia ρ, são capazes de descrever a evolução do

universo por completo.

A relação entre p e ρ pode ser obtida diretamente através de uma equação de

estado (EoS) tipo p(ρ), ou indiretamente, quando p e ρ são obtidas através de funções

conhecidas como funções de distribuição. É bastante razoável supor também que

esta relação possa ser determinada pelas várias abordagens da mecânica estat́ıstica

(ME).

Pode-se dividir a mecânica estat́ıstica em duas áreas bem definidas [5]: ME

no equiĺıbrio∗, cuja abordagem se dá, por exemplo, via ensembles; e ME fora

do equiĺıbrio, caracterizada por funções de distribuição que geram, por exemplo,

equações cinéticas, como as equações de Boltzmann e Vlassov-Landau. É impor-

tante ressaltar que, enquanto as funções de distribuição podem descrever sistemas

estat́ısticos dentro e fora do equiĺıbrio, a teoria dos ensembles, cujos entes funda-

mentais são as funções de partição, só existe para sistemas em equiĺıbrio.

Em diferentes situações a cosmologia se vale de ambas as abordagens da ME. Por

∗Entende-se por equiĺıbrio o conceito de equiĺıbrio termodinâmico, onde se pode definir a
grandeza temperatura.

1
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exemplo: equações de estado obtidas via função de partição são usadas para des-

crever o modelo ΛCDM , os peŕıodos dominados pela radiação ou pela matéria, etc.

[6, 7]; já as funções de distibuição determinadas através da equação de Boltzmann

são utilizadas nos modelos cosmológicos perturbativos relacionados diretamente com

as anisotropias na radiação cósmica de fundo e com o processo de formação de es-

truturas [8].

Porém, na imensa maioria dos casos, os modelos cosmológicos levam em conta

apenas termos cinéticos, esquecendo-se dos chamados termos dinâmicos referentes ao

processo de interação entre os constituintes. De fato, a cosmologia padrão (sem levar

em conta os tratamentos perturbativos) apresenta uma descrição dos constituintes

do universo na qual as interações têm o papel somente de produzir novas part́ıculas

e termalizar o sistema [1, 6, 9]. Já a cosmologia moderna (perturbativa) introduz

os termos de interação através da determinação de funções de distribuição com o

uso da equação de Boltzmann [8]. Porém, mesmo nesta abordagem perturbativa, a

interação é computada de forma demasiadamente parcial, uma vez que a definição

usual do tensor energia momento através das funções de distribuição determina

apenas termos cinemáticos da função pressão [10, 11]. Portanto, podemos afirmar de

forma contundente que, salvo poucas excessões [12, 13], a “cosmologia atual não

leva em conta, como fonte direta de gravitação, termos de interação”.

Antes de começar a discussão sobre a real necessidade da inclusão dos termos

dinâmicos na cosmologia, é importante definir quando se pode utilizar, para o fluido

cósmico, a abordagem em equiĺıbrio da ME.

O grande problema que enfrentamos na questão do equiĺıbrio é que, segundo o

modelo padrão baseado na métrica de FRW†,

ds2 = dt2 − a2(t)

[
dr2

1− kr2
+ r2dθ2 + r2sen2θdφ2

]
, (0.1)

o fluido cósmico está se expandindo.

Porém, durante o universo primordial, as taxas de reação entre os vários consti-

tuintes presentes são muito maiores que a taxa de expansão do universo. Neste caso

podemos nos valer do conceito termodinâmico de expansão quasi-estática e tratar o

fluido cósmico como estando em equiĺıbrio. Trataremos esta questão de forma mais

aprofundada no caṕıtulo 1.

Conforme a temperatura vai diminuido as componentes do fluido cósmico vão

se desacoplando [9, 8]. Surge então a seguinte pergunta: uma vez que uma dada

componente separa-se do resto do fluido, será que a condição de equiĺıbrio para esta

componente permanece válida? Através das funções de distribuição, podemos colo-

†Via de regra adotaremos ~ = c = 1.
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car a questão anterior de forma muito mais precisa. Supondo que a componente

desacoplada não tenha auto-interação, será que existe em geral uma função de dis-

tribuição de equiĺıbrio válida no espaço plano em expansão?‡ A resposta para esta

pergunta é não [14]. Provar esta afirmação não é trivial, mas ela está ligada ao

fato de não termos vetores de Killing tipo tempo espacialmente constantes em FRW

plano [11].

Porém, para certas situações limite, como nos casos de componentes ultra-

relativ́ısticas e não-relativ́ısticas, é posśıvel construir funções de distribuição no

equiĺıbrio para o espaço em expansão.

Veja-se que, desde o universo primordial, as part́ıculas “estáveis” que se de-

sacoplam são ultrarelativ́ısticas (fótons e neutrinos) ou não relativ́ısticas (matéria

bariônica e escura§), e permanecem neste estado até os dias de hoje. Portanto, é

ĺıcito tratá-las via a abordagem da ME no equiĺıbrio.

Concluimos então que o fluido cósmico usual, dentro do modelo do Big Bang pode

ser sempre tratado nas condições de equiĺıbrio termodinâmico, e que o tratamento

fora do eqúılibrio é necessário somente para a cosmologia perturbativa.

Voltemos agora para a discussão da inclusão dos termos de interação como fonte

de gravitação.

Qualitativamente, podemos separar o fluido cósmico completo em três compo-

nentes distintas: uma parte cinética T , relacionada com velocidades, uma parte

dinâmica V , relacionada com interações e uma parte massiva M , relacionada com

as massas de repouso dos constituintes. Deste modo, a condição necessária para

que a interação entre os constituintes seja uma fonte de gravitação relevante para a

cosmologia é,

V (∆t) & T (∆t) + M(∆t), (0.2)

onde ∆t representa um determinado peŕıodo cosmológico.

Como cada peŕıodo apresenta caracteŕısticas distintas (principalmente no que se

refere a interações), vamos nos limitar a discutir apenas dois peŕıodos cosmológicos:

universo recente, onde z . 20, e universo pré-nucleosśıntese (Pns), onde kT & 20

MeV ou z & 1012.

Das várias componentes do universo recente (fótons, matéria não-relativ́ıstica,

etc), uma das mais importantes para sua evolução é a matéria não-relativ́ıstica.

De fato, no momento atual (z = 0) a massa de repouso MNR desta componente

‡Devido aos dados cosmológicos mais recentes, vamos supor durante toda a tese que k = 0.
§Estamos considerando que a matéria escura já era não relativ́ıstica no peŕıodo do seu

desacoplamento.
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corresponde a aproximadamente 30% do conteúdo total do universo [15], e con-

forme recuamos para o passado ela se torna cada vez mais relevante [16]. É im-

portante notarmos que a matéria não-relativ́ıstica possui uma interação VNR (in-

teração gravitacional Newtoniana), responsável pela formação e evolução das estru-

turas do universo, e que os dados experimentais indicam um aumento na relevância

desta interação conforme z diminui (as estruturas estão crescendo) [17]. Como o

termo cinético TNR é completamente despreźıvel quando comparado com MNR, a

importância da interação gravitacional local VNR para a cosmologia pode ser deter-

minada através da comparação entre MNR e VNR. Não pretendemos responder a

esta questão nesta tese, porém vamos explicitar três principais efeitos que controlam

a efetividade de VNR.

1. Conforme o fator de escala a(t) aumenta, a distância de interação d = a(t)r

(onde r é a distância comóvel) também o faz, diminuido assim a contribuição

cosmológica de VNR.

2. Em peŕıodo de expansão desacelerada (acelerada), o horizonte comóvel au-

menta (diminui), aumentando (diminuindo) a participação cósmica da in-

teração gravitacional local.

3. Conforme o universo evolui, os constituintes básicos do fluido cósmico se al-

teram, passando por estágios como os de part́ıculas fundamentais (nucleons,

etc.), nuvens de hidrogênio, galáxias e aglomerados de galáxias.

Lembrando que a interação gravitacional Newtoniana é uma interação de longo

alcance, é de se pensar se ela de fato contribuirá como fonte de gravitação para o

universo atual.

No universo Pns, a alta temperatura do fluido cósmico garante a existência de

uma grande quantidade de part́ıculas (γ, ν, π, K, etc.), sendo que a grande maioria

destas part́ıculas interage entre si¶. Então, a pergunta a se fazer é: os vários proces-

sos de interação são de fato importantes para a produção de gravitação no peŕıodo

Pns? Este tipo de análise é relativamente complexo, pois o fluido deve ser anali-

sado como um todo. Lembremos que os termos de interação podem ser positivos ou

negativos, dependendo do tipo de interação (repulsiva ou atrativa) e pode haver can-

celamentos globais. Apesar disto, resultados recentes do RHIC (Relativistic Heavy

Ion Collider) [18], indicam que um fluido a alt́ıssimas temperaturas (poucas cen-

tenas de MeV ) possui uma forte interação nuclear entre seus constituintes, sendo

inclusive capaz de gerar um estado tipo “ĺıquido” para a matéria hadrônica CGC

¶O grau e o tipo de interação variam para cada espécie.
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(Color Glass Condensate) [19]. Do ponto de vista da QCD, este sistema é constitu-

ido basicamente por três quarks (u, d, s) e gluons, e nessa faixa de energia a interação

forte entre estes quarks supera em muito as suas energias cinéticas e de repouso.

Portanto, para os quarks vale a relação Vq(∆tPns) ≥ Tq(∆tPns)+Mq(∆tPns). Ainda

assim, o fluido cósmico apresenta outras espécies que devem ser computadas para

que o critério dado em (0.2) possa ser aplicado. O objetivo central desta tese é

desenvolver uma EoS realista, que leve em conta os termos de interação relevantes

para o peŕıodo Pns, e explorar suas consequências para a cosmologia do universo

primordial.

A organização geral da tese é a seguinte: no primeiro caṕıtulo daremos uma

descrição geral do universo primordial tal qual aparece nos livros textos usuais. Em

particular, explicitaremos a idéia abstrata de inflação e suas consequências mais

imediatas. O segundo caṕıtulo é dedicado à construção geral da teoria de sistemas

estat́ısticos interagentes em equiĺıbrio. Neste caṕıtulo mostraremos como associar a

parte dinâmica de uma EoS à matriz S de um dado sistema. A ligação da matriz

S com a teoria do espalhamento e o problema estat́ıstico de dois corpos é discutida

no terceiro caṕıtulo. Mostraremos neste caṕıtulo como escrever a interação entre

dois corpos em termos das funções defasagens. No caṕıtulo 4 serão apresentados as

caracteŕısticas gerais da interação forte e suas part́ıculas (hádrons), no regime de

baixas energias. Daremos ênfase especial à abordagem experimental da interação

hadrônica, via defasagens. A construção da EoS para o universo primordial, bem

como suas consequências cosmológicas, são apresentadas no quinto caṕıtulo. Neste

caṕıtulo, discutiremos também a validade da EoS proposta, e a possibilidade de um

regime inflacionário alavancado pelos efeitos de interação. Os resultados finais são

resumidos no sexto e último caṕıtulo, sendo as conclusões da tese apresentadas no

final.



Caṕıtulo 1

Universo Primordial Ideal

Neste caṕıtulo, apresentaremos as caracteŕısticas gerais do modelo do Big Bang,

dando um maior enfoque ao universo primordial tal qual aparece nos livros textos

usuais [1, 6, 8, 9, 20]. Estamos interessados em estabelecer o conteúdo de part́ıcula

do fluido cósmico, e em como ocorre o processo de termalização deste fluido. Abor-

daremos também alguns tópicos relacionados ao peŕıodo inflacionário.

1.1 Introdução ao modelo cosmológico padrão

O objetivo da cosmologia é o de descrever o universo e sua evolução. Um conceito

preliminar importante para a cosmologia é que o universo, fisicamente falando, re-

presenta o todo material, ou seja, ele não tem fronteiras e portanto não é posśıvel

“sair” do universo. Dito isso, o universo pode ser tratado como um sistema f́ısico

isolado, cuja evolução é determinada através de interações entre suas partes.

Das quatro interações fundamentais existentes, a mais importante para a cos-

mologia é a interação gravitacional, que como se sabe é bem descrita pela teoria da

Relatividade Geral. Baseado nesta teoria, criou-se um modelo cosmológico padrão,

conhecido como modelo do Big Bang.

O modelo do Big Bang é implementado pelas equações de campo da Relatividade

Geral, através de dois prinćıpios fundamentais condizentes com as observações em

larga escala do universo: o prinćıpio cosmológico e o prinćıpio de tempo universal.

Através destes prinćıpios, obtem-se a métrica de FRW (0.1), e com o aux́ılio desta,

as equações de Friedmann,

(
ȧ

a

)2

=

[
8πG

3
ρ +

Λ

3

]
− k

a2
(1.1)

e

6
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(
ä

a

)
=

[
Λ

3
− 4πG

3
(ρ + 3p)

]
. (1.2)

Nas equações acima a(t) representa o fator de escala, k o parâmetro de curvatura

assumindo valores de −1, 0 e 1 e Λ a constante comológica do tipo geométrica∗. Os

termos de fonte de gravitação, densidade de energia ρ e pressão p, foram obtidos

supondo que o conteúdo do universo é descrito por um tensor energia momento tipo

fluido perfeito. O sistema de coordenadas utilizado é o sistema que acompanha a

expansão (sistema comóvel).

É posśıvel combinar as duas equações de Friedmann em uma terceira relação que

expressa a dependência do fator de escala com os termos de fonte p e ρ:

d

da

(
ρa3

)
= −3pa2. (1.3)

A expressão acima é também consequência direta da conservação covariante do

tensor energia momento.

Para fins de comparação com dados cosmológicos observacionais, é interessante

definir a função de Hubble e as densidades relativas:

H(t) ≡ ȧ

a
, Ω ≡ ρ

ρc

com ρc =
3H2

0

8πG
, (1.4a)

Ωk ≡ − k

a2H2
0

e ΩΛ ≡ Λ

3H2
0

, (1.4b)

onde H0 = 73± 4 Km s−1Mpc−1 (constante de Hubble) [22].

Utilizando estas definições, a primeira equação de Friedmann pode ser reescrita

como:

H2

H2
0

= ΩT + Ωk com ΩT = Ω + ΩΛ. (1.5)

Uma consequência direta desta última equação é que, em prinćıpio, o parâmetro

de curvatura k pode ser determinado conhecendo-se o valor de ΩT e de H. Em

particular, com os valores atuais temos:

ΩT0 + Ωk0 = 1. (1.6)

Para determinar a evolução do universo precisamos, além de (1.1) e (1.2), uma

terceira equação que relaciona a pressão com a densidade de energia. Dentro do

∗Por constante cosmológica geométrica entende-se que Λ pertence ao lado esquerdo das equações
de Einstein.
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modelo cosmológico padrão (não perturbativo), esta relação é usualmente obtida de

equações de estado derivadas da mecânica estat́ıstica ideal (sem interação). Segundo

o apêndice A, a pressão pi, a densidade numérica ni e a densidade de energia ρi da

i-ésima componente de um fluido ideal são dadas por [1, 6, 8, 9]:

ni =
gi

(2π)3

∫
fi(~p)d3p, (1.7a)

ρi =
gi

(2π)3

∫
Ei(~p)fi(~p)d3p, (1.7b)

pi =
gi

(2π)3

∫ |~p|2
3Ei(~p)

fi(~p)d3p, (1.7c)

onde gi é a degenerescencia, Ei é a relação de dispersão relativ́ıstica, e fi(~p) são as

funções de distribuição dadas por

fi(~p) =
1

[eβ(Ei−µi) ∓ 1]
, β ≡ 1

kT
. (1.8)

O sinal superior (inferior) é referente a estat́ıstica de Bose-Einstein (Fermi-Dirac).

Observação: aqui, o potencial qúımico µi = µNR
i + mi, com µNR

i sendo o potencial

qúımico não relativ́ıstico que normalmente aparece nos livros texto padrão de ME

[21].

Nota-se que para aplicarmos (1.7b) e (1.7c) nas equações de Friedmann, pre-

cisamos somar sobre todas as i-ésimas componentes.

Os texto clássicos de cosmologia, como [1, 8, 9, 6], seguem este tipo de abor-

dagem.

Existem dois limites bastante importantes das equações (1.7a), (1.7b) e (1.7c)

para a caracterização da evolução do universo: limite ultrarelativ́ıstico não degene-

rado (kT À mi e kT À µi ),

ni '
[

1,202
π2 gi(kT )3 (Bose - Einstein)

3
4

1,202
π2 gi(kT )3 (Fermi - Dirac)

, (1.9)

ρi '
[

π2

30
gi(kT )4 (Bose - Einstein)

7
8

π2

30
gi(kT )4 (Fermi - Dirac)

, (1.10)

pi =
ρi

3
; (1.11)

e limite não relativ́ıstico (kT ¿ m),
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ni ' gi

(
mikT

2π

)3/2

e−(m−µ)/kT , (1.12)

ρi ' mini, (1.13)

pi ' nikT ¿ ρi. (1.14)

Segundo a cosmologia observacional, o universo atual é constituido de cinco com-

ponentes: radiação γ, neutrinos ν, matéria bariônica b, matéria escura dm e energia

escura de. O modelo cosmológico mais simples, condizente com os dados experimen-

tais, infere que os neutrinos e a radiação são componentes do tipo ultrarelativ́ıstico

determinadas por (1.11), a matéria bariônica e escura são do tipo não-relativ́ıstico

dadas por (1.13) e (1.14) e a energia escura é consequência da existência de uma

constante fundamental (constante cosmológica). Note que, neste modelo, todas as

cinco componentes evoluem independentemente umas das outras.

Os valores atuais para estas componentes são [22]:

Ωγ0 = (4, 6± 0, 5)× 10−5; Ων0 < 0, 014 (95% L. C.); (1.15a)

Ωb0 = 0, 042± 0, 005; Ωdm0 = 0, 20± 0, 04; (1.15b)

Ωde0 = 0, 76± 0, 06; ΩT0 = 1, 003± 0, 017. (1.15c)

1.2 Caracteŕısticas gerais do universo pré-nucleosśıntese

O conceito de universo primordial é bastante vasto e engloba uma série de peŕıodos

cosmológicos distintos. Por exemplo, é comum considerar as épocas do desacopla-

mento matéria-radiação (kTγ ∼ 0, 1 eV ), da nucleosśıntese (kTγ ∼ 1 MeV ) e da

transição eletrofraca (kTγ ∼ 100 GeV ) como pertencentes ao universo primordial.

Nesta tese, estamos interessados em um peŕıodo espećıfico do universo primor-

dial, conhecido como peŕıodo pré-nucleosśıntese (Pns). Definiremos este peŕıodo

como sendo o peŕıodo imediatamente anterior à nucleosśıntese, na qual os nucle-

ons (prótons e nêutrons) estão em equiĺıbrio termodinâmico com o resto do fluido

cósmico (kTγ & 20 MeV ). Estritamente falando, qualquer faixa de energia acima

de 20 MeV pertence ao peŕıodo Pns. Porém, nesta tese vamos retringir a análise a

até poucas centenas de MeV .

Para estudar o universo Pns, vamos supor que o modelo padrão possa ser ex-

trapolado até peŕıodos anteriores à nucleosśıntese primordial. Esta extrapolação

não é muito ousada, uma vez que este modelo funciona muito bem até escalas de

1 MeV , sendo inclusive capaz de predizer a abundância dos elementos leves [23].
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Portanto, adotaremos uma postura otimista e utilizaremos o modelo padrão para

tentar descrever o peŕıodo Pns.

Sabemos que o universo atual é dominado por uma componente de matéria não-

relativ́ıstica mais uma componente de energia escura (Λ), e que as componentes

ultrarelativ́ısticas (fótons e neutrinos) são completamente despreźıveis. Porém, con-

forme retrocedemos ao passado a situação muda de figura. De fato, utilizando as

EoS (1.11) e (1.14) em (1.3) é fácil de mostrar que

ργ,ν = ργ0,ν0

(a0

a

)4

e ρb,dm = ρb0,dm0

(a0

a

)3

. (1.16)

Agora, substituindo estes resultados na primeira equação de Friedmann, vemos

que em um determinado momento as componentes ultrarelativ́ısticas sobrepujam

todas as outras componentes, incluindo a curvatura. Utilizando os valores experi-

mentais atuais verifica-se que este momento é por volta de kTγ ∼ 1 eV . Portanto, em

prinćıpio, as componentes ultrarelativ́ısticas (UR) devem dominar completamente

a evolução do universo durante o peŕıodo Pns∗. Um peŕıodo cosmológico dominado

exclusivamente por part́ıculas ideais UR é comumente chamado na literatura de era

da radiação.

As equações de Friedmann para o universo Pns podem ser escritas como:

(
ȧ

a

)2

=
8πG

3
ρ (1.17)

e

(
ä

a

)
= −4πG

3
(ρ + 3p) . (1.18)

A próxima questão importante é quais são as componentes relevantes do fluido

cósmico neste peŕıodo e, em particular, quais destas componentes são UR. Para

responder a esta pergunta deve-se lembrar que, com o aumento de kT , o processo de

produção de pares torna-se cada vez mais importante, gerando uma gama variada

de part́ıculas. Restringindo a análise a poucas centenas de MeV , podemos listar as

várias part́ıculas relevantes baseados no modelo padrão de part́ıculas:

• Bósons fundamentais: fóton (γ).

• Léptons: elétrons (e−), pósitrons (e+), muon (µ−), antimuons (µ+), neutrinos

do elétron e do muon (νe, νµ) e antineutrinos do elétron e do muon (ν̄e, ν̄µ).

∗Mostraremos no caṕıtulo 5 que isto não é bem verdade.
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• Hádrons: ṕıons (π+, π−, π0), káons (K+, K−, K0, K̄0), nucleons (p, n) e anti-

nucleons (p̄, n̄).

Nesta relação devemos chamar a atenção para dois fatos: a poucas centenas

de MeV a quantidade de tau (τ−) e antitau (τ+) é bastante baixa, e portanto

os neutrinos e antineutrinos tauônicos (ντ , ν̄τ ) são suprimidos; no caso de hádrons,

estamos levando em conta apenas os hádrons estáveis, desprezando assim o conteúdo

de part́ıcula das várias ressonâncias (maiores informações são dadas no caṕıtulo 4);

A seguir, listaremos uma série de propriedades destas part́ıculas:

Part́ıcula Massa (MeV ) Estados de Spin g Comportamento à 20 MeV

γ 0 2 Ultrarelativ́ıstico

e−, e+ 0, 51 2 Ultrarelativ́ıstico

µ−, µ+ 105, 66 2 Não relativ́ıstico

νe, νµ, ν̄e, ν̄µ ∼ 0 1 Ultrarelativ́ıstico

π+, π− 139, 6 1 Não relativ́ıstico

π0 134, 98 1 Não relativ́ıstico

K+, K− 493, 68 1 Não relativ́ıstico

K0, K̄0 497, 65 1 Não relativ́ıstico

p, p̄ 938, 27 2 Não relativ́ıstico

n, n̄ 939, 57 2 Não relativ́ıstico

Tabela 1.1: Propriedades das part́ıculas relevantes para o fluido cósmico Pns.

As quantidades termodinâmicas destas part́ıculas podem ser obtidas diretamente

das equações (1.7a), (1.7b) e (1.7c), desde que se tenha conhecimento sobre o

potêncial qúımico µi de cada uma delas. Supondo equilibrio qúımico†, µi pode

ser determinado através de considerações sobre as leis de conservação obedecidas

pelas várias reações posśıveis. A regra básica é que µi é aditivamente conservada

em todas as reações. Em particular:

(i) Fótons podem ser emitidos ou absorvidos em qualquer reação em número

arbitrário, ou seja µγ = 0. De fato, fazendo E = hν em (1.8) reconhecemos a

distribuição de Planck para um corpo negro. Os limites experimentais para o

potencial qúımico do fótons são µγ/kT < 9× 10−5 [24].

†A idéia de equiĺıbrio qúımico na cosmologia está intimamente ligada com a idéia de equiĺıbrio
termodinâmico. Comentaremos mais sobre isso na próxima seção.
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(ii) A reação γ + γ ↔ l + l̄ implica que os potenciais qúımicos de part́ıculas e

antipart́ıculas são iguais e opostos, µl = −µl̄.

(iii) Um posśıvel conjunto de reações que permite determinar os potenciais qúımicos

das várias part́ıculas listadas na tabela 1.1 são:

e− + ν̄e ↔ µ− + ν̄µ; n + p̄ ↔ e− + ν̄e; n + p̄ ↔ µ− + ν̄µ;

π+ ↔ µ+ + νµ; π− ↔ µ− + ν̄µ; π0 ↔ γ + γ;

K+ ↔ µ+ + νµ; K− ↔ µ− + ν̄µ; K0, K̄0 ↔ π0 + π0.

Portanto, os vários potenciais qúımicos estão relacionados da seguinte forma:

µe− − µνe = µµ− − µνµ = µn − µp; (1.19a)

µπ+ = µµ+ − µν̄µ ; µπ− = µµ− − µνµ ; µπ0 = 2µγ = 0; (1.19b)

µK+ = µµ+ − µν̄µ ; µK− = µµ− − µνµ ; µK0 = µK̄0 = 2µπ0 = 0. (1.19c)

Por outro lado, devido ao modelo padrão de part́ıculas‡, existem apenas qua-

tro quantidades conservadas: carga Nq, número bariônico Nb, número leptônico do

elétron Ne e número leptônico do muon Nm. Portanto, devem existir apenas quatro

potenciais qúımicos independentes que tomaremos como sendo os µp, µe− , µνe e µνµ .

Note que uma análise cuidadosa das relações (1.19a), (1.19b) e (1.19c) corrobora

esta conclusão.

Estas quatro quantidades conservadas são determinadas através das densidades

numéricas das várias espécies em questão. Utilizando os conceitos do modelo padrão

de part́ıculas temos:

Nq = ne− − ne+ + nµ− − nµ+ + np − np̄ + nπ− − nπ+ + nK− − nK+ ; (1.20a)

Nb = np + nn − np̄ − nn̄; Ne = ne− + nνe − ne+ − nν̄e ; Nm = nµ− + nνµ − nµ+ − nν̄µ ;

(1.20b)

Agora, experimentalmente sabemos que o fluido cósmico é, com boa aproximação,

um meio eletricamente neutro, ou seja Nq ' 0. Sabemos também que a densidade

numérica bariônica é muito menor do que a densidade numérica dos fótons. De

fato, os dados atuais indicam que Nb

nγ
≤ 10−8. Esta razão permanece constante

‡Por modelo padrão de part́ıculas entende-se o modelo eletrofraco mais QCD.
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desde o momento atual até o peŕıodo Pns, pois durante todo este intervalo Nb é

extritamente proporcional a a−3 e nγ ∼ (kT )3 é aproximadamente proporcional a

a−3. Infelizmente, sabe-se muito pouco sobre a densidade numérica dos neutrinos, e

portanto não podemos determinar Ne e Nm. Porém, como Nb é pelo menos 8 ordens

de grandeza menor do que nγ, é razoável supor também que Ne e Nm sejam muito

menores que nγ. Sendo assim, dentro de uma boa aproximação, podemos considerar

os quatro números quânticos como sendo iguais a zero:

Nq = Nb = Ne = Nm = 0. (1.21)

Agora, utilizando (1.21), fica fácil determinar os potenciais qúımicos. Das equações

(1.20a) e (1.20b) e lembrando que os µ’s de part́ıculas e antipart́ıculas têm sinais

opostos, concluimos que Nq, Nb, Ne e Nm são funções ı́mpares dos quatro potenciais

qúımicos independentes µp, µe− , µνe e µνµ . Portanto, para que estas funções sejam

zero, devemos ter necessariamente,

µi = 0 (1.22)

para qualquer uma das espécies citadas na tabela 1.1.

Existe uma pequena quantidade de part́ıculas que não provêm das reações de

produção de pares (bárions, elétrons e matéria escura). Estas part́ıculas são com-

pletamente irrelevantes no peŕıodo Pns (tipo era da radiação), porém são elas que

sobrevivem aos processos de aniquilação e formam as estruturas do universo atual.

Para ver que elas são de fato irrelevantes, vamos considerar que durante o uni-

verso Pns,
Nb

nγ

' 10−8 . (1.23)

Neste caso, sabendo que Nq ' 0 e utilizando (1.15b), (1.16) e (1.23), obtemos:

ñb

nγ

' 10−8;
ñe−

nγ

' ñe−

ne

' 10−8;
ñdm

nγ

' 5
mb

mdm

ñb

nγ

' 5
mb

mdm

10−8, (1.24)

onde ñb, ñe− e ñdm são as densidades numéricas de bárions, elétrons e matéria escura

que constituem o universo atual; ne é a densidade de elétrons advindas da produção

de pares; mb e mdm são as massa dos bárions e da matéria escura com mb ≤ mdm .

É importante ressaltar que as razões apresentadas acima são constantes apenas no

caso de uma expansão tipo era da radiação.

Da equação (1.24), percebe-se que mesmo a componente ultrarelativ́ıstica dada

por ñe− (elétrons atuais) é irrelevante quando comparada com nγ ou ne (elétrons
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provenientes da produção de pares). Portanto, é ĺıcito ignorarmos toda a matéria

atual na descrição do universo Pns.

Feitas todas estas considerações sobre o fluido cósmico primordial podemos voltar

à descrição do universo Pns. A densidade de energia que aparece em (1.17) e (1.18)

é determinada com o aux́ılio de (1.10) e da tabela 1.1:

ρUR = ργ + ρe− + ρe+ + ρνe + ρνµ + ρν̄e + ρν̄µ =
9

2
ργ =

9π2

30
(kT )4. (1.25)

Substituindo ρUR em (1.17) obtemos a função de Hubble em função de kT :

H(kT ) =

(
ȧ

a

)
=

√
4π3

5

(kT )2

mPl

, (1.26)

onde mPl ≡ G−1/2 = 1, 221× 1022 MeV .

A relação entre o fator de escala e a energia kT é determinada comparando (1.25)

com (1.16):

kT =
A

a
, (1.27)

onde A é uma constante que depende T0 e a0.

Agora, substituindo esta última equação em (1.26), e resolvendo a equação

diferencial resultante com a condição inicial a(t = 0) = 0, obtemos o seguinte

resultado:

a(t) = A

(
16π3

5

)1/4 (
t

mPl

)1/2

. (1.28)

Por fim, substituindo (1.27) neste último resultado, conseguimos relacionar a

energia kT com o tempo cosmológico:

kT =

(
16π3

5

)−1/4 (
t

mPl

)−1/2

. (1.29)

Estas quatro últimas equações determinam a evolução do universo primordial

em uma fase tipo era da radiação.

1.3 Condição de equiĺıbrio para o fluido cósmico

Na seção anterior utilizamos os conceitos de equiĺıbrio qúımico e termodinâmico

para determinar as propriedades do fluido cósmico Pns, mas em nenhum momento

dissemos quais são as condições necessárias para que o equiĺıbrio seja alcançado

durante este peŕıodo.
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Este tipo de questão é usualmente abordada da seguinte forma [9]: uma dada

componente só estará em equiĺıbrio com o resto do fluido cósmico se as taxas de

reação Γi(T ) desta componente com as outras part́ıculas forem muito maiores que

a taxa de expansão do universo H(T ). Neste caso, a relação

Γ(T ) À H(T ) (1.30)

é satisfeita, e podemos aplicar o conceito termodinâmico de expansão quasi-estática,

em que, a cada infinitésimo de expansão, todo o fluido cósmico está em equiĺıbrio

termodinâmico. Se Γ(T ) representa a taxa de produção de uma dada espécie de

part́ıcula, a condição (1.30) é suficiente para que haja também o equiĺıbrio qúımico.

A existência de equiĺıbrio termodinâmico e qúımico no universo Pns é extrema-

mente conveniente, pois ela permite que adotemos a mecânica estat́ıstica usual

definida no R 3 (espaço de fase dado por 1
(2π)3

∫∫
d3xd3p), e que as várias densi-

dades numéricas sejam obtidas através de equações do tipo de (1.7a).

Usualmente, a taxa de interação por part́ıcula é definida como:

Γ ≡ nσ |~v| , (1.31)

onde n é a densidade de part́ıculas alvo e σ |~v| é a seção de choque da interação

vezes a velocidade relativa entre as part́ıculas.

A seguir, vamos estudar as condições de equiĺıbrio para o universo Pns em uma

fase tipo era da radiação. Nestas condições, a relação entre (1.30) e o equiĺıbrio ter-

modinâmico cosmológico pode ser melhor entendida através da quantidade número

de interações por part́ıcula Nint. Esta quantidade, definida como

Nint =

∞∫

t

Γ(t̄)dt̄, (1.32)

determina o número de interações sofridas por uma dada part́ıcula do tempo t em

diante.

Supondo que a taxa de interação é do tipo Γ(kT ) = B (kT )n, onde B é uma

constante arbitrária e n > 2, podemos utilizar (1.29) para rescrever Γ(kT ) como

Γ(t),

Γ(t̄) = B [kT (t̄)]n = B

[
C

t̄

]n/2

, (1.33)

sendo C ≡
(

16π3

5m2
Pl

)−1/4

.

Substituindo (1.33) em (1.32), segue para n 6= 2:
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Nint =

∞∫

t

B

[
C

t̄

]n/2

dt̄ = B

[
C

t

]n/2
2t

(n− 2)
. (1.34)

E utilizando (1.26), (1.29) e (1.33) temos:

Nint =
1

(n− 2)

[
Γ(t)

H(t)

]
. (1.35)

Da equação acima é fácil de ver que a condição de equiĺıbrio termodinâmico

para a cosmologia pode ser escrita como em (1.30), uma vez que um alto número

de interações (Nint À 1) propicia a termalização do fluido cósmico.

O próximo passo é mostrar que o fluido Pns está de fato em equiĺıbrio. Para

isso, precisamos selecionar uma série de reações envolvendo as várias part́ıculas deste

peŕıodo e, a partir destas, mostrar que a condição (1.30) é satisfeita.

Neste estudo, utilizaremos seis conjuntos de interações:

(i) Interações eletromagnéticas entre léptons eletrônicos ultrarelativ́ısticos: e+ +

e− ↔ e+ + e−, e− + e− ↔ e− + e−, etc..

(ii) Interação eletromagnética entre mesons não relativ́ısticos e fótons: π± + γ ↔
π± + γ, K± + γ ↔ K± + γ.

(iii) Interação eletromagnética entre léptons eletrônicos e fótons (espalhamento

Compton): e± + γ ↔ e± + γ.

(iv) Interações fracas entre léptons eletrônicos: νe+ν̄e ↔ e++e−, νe+e+ ↔ νe+e+,

etc..

(v) Interações fracas entre léptons muônicos e eletrônicos: νe +µ− ↔ νµ +e−, etc..

(vi) Interação fraca entre léptons eletrônicos e nucleons: n + νe ↔ e− + p.

Veja que, nesta seleção, as interações fracas são as responsáveis pela produção

de part́ıculas e, portanto, somente elas contribuem para o equilibrio qúımico.

As seções de choque apresentadas a seguir são aproximações de cálculos em ńıvel

de árvore das várias reações listadas [1, 9, 25].

(i) Primeiro conjunto de interações: A seção de choque com alto mo-

mento transferido para o espalhamento e± + e± ↔ e± + e± é

σe±e± ' α2

(kT )2 , (1.36)
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onde α = 1/137 é a constante de estrutura fina.

Agora, utilizando (1.9) e (1.31), podemos determinar a taxa de reação deste

espalhamento,

Γe±e± ' ne±σe±e± =
3

2

1, 202

π2
α2(kT ). (1.37)

Obs: a velocidade relativa entre part́ıculas ultrarelativ́ısticas é |~v| ' c = 1.

Comparando então Γe±e± com a função de Hubble (1.26) temos:

Γe±e±

H
' 0, 04

α2mPl

kT
' 2, 6× 1016 MeV

kT
. (1.38)

Desta última equação é fácil de ver que para 20 MeV < kT < poucas centenas

de MeV (peŕıdo Pns de interesse), a condição de termalização entre e− e e+ é

completamente satisfeita.

(ii) Segundo conjunto de interações: Para 20 MeV < kT . 100 MeV , o

espectro de corpo negro garante a existência de uma grande quantidade de fótons

com energias muito menores do que a massa do ṕıon. Neste caso, o processo de es-

palhamento dos mesons π± e K± com estes fótons pode ser tratado através da teoria

clássica de part́ıculas carregadas espalhadas por ondas eletromagnéticas. Portanto,

a seção de choque deste processo é a conhecida seção de choque de Thomson,

σT =
8πα2

3mj

, (1.39)

onde j = π± ou K±.

Utilizando a aproximação não-relativ́ıstica para a densidade numérica dos mesons

(1.12), podemos obter as taxas de reação deste espalhamento:

Γjγ ' njσT =

(
mjkT

2π

)3/2

e−mj/kT × 8πα2

3m2
j

. (1.40)

Comparando Γjγ com a função de Hubble (1.26) temos:

Γjγ

H
' 0, 1

√(
1

mjkT

)
e−mj/kT × α2mPl '

(
6. 9× 1016 MeV

)
√(

1

mjkT

)
e−mj/kT .

(1.41)

O termo exponencial na equação anterior faz com que a razão Γjγ/H seja bas-

tante senśıvel a variações de kT . Analizando estas variações, percebe-se que mesmo

para o pior dos casos (kT = 20 MeV e j = K±),

ΓK±γ

H

∣∣∣∣
kT=20 MeV

' 104. (1.42)
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Portanto, os mésons carregados encontram-se em equiĺıbrio termodinâmico com

a radiação.

(iii) Terceiro conjunto de interações: A seção de choque para o espalha-

mento Compton a altas energias é

σγe± ' 2πα2

m2
e(1 + 2q)

ln(1 + 2q), (1.43)

onde q = Eγ/me, sendo Eγ a energia do fóton incidente. Por altas energias entende-

se que Eγ À me.

A energia média por fóton pode ser estimada com o aux́ılio de (1.9) e (1.10),

Eγ =
ργ

nγ

=
π4

30× 1, 202
(kT ). (1.44)

Subtituindo este resultado em (1.43) obtemos a dependência de σγe± com kT .

Agora, conhecendo a densidade númerica de e± (1.9), podemos derivar a taxa

de reação para este processo:

Γγe± ' ne±σγe± =
3, 606

π

α2(kT )3

m2
e(1 + 0, 0555π4(kT )

me
)
ln

[
1 + 0, 0555

π4(kT )

me

]
. (1.45)

Comparando esta taxa com a função de Hubble (1.26), temos:

Γγe±

H
' (1, 5× 1017 MeV )

me

(
me

(kT )
+ 5, 4

) ln

[
1 + 5, 4

(kT )

me

]
. (1.46)

Uma análise numérica de (1.46) mostra que durante o peŕıodo Pns de interesse,

a razão Γγe±/H é da ordem de 1017, variando muito pouco com a energia kT . Por-

tanto, nesta faixa de energia o espalhamento Compton é extremamente eficiente na

termalização de e±.

(iv) Quarto conjunto de interações: A seção de choque das interações

fracas referente aos processos envolvendo νe, ν̄e, e+ e e− é:

σeνe ' G2
F (kT )2 , (1.47)

onde GF ' 1, 2× 10−11MeV −2 é a constante de Fermi.

Subsituindo (1.9) e (1.47) em (1.31), segue:

Γeνe ' ne±σeνe '
3

2

1, 202

π2
G2

F (kT )5. (1.48)
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Agora, comparando a taxa de reação Γeνe com a função de Hubble temos:

Γeνe

H
' 3. 667 9× 10−2G2

F mPl(kT )3 '
(

kT

2, 54 MeV

)3

. (1.49)

Portanto, durante todo o peŕıodo Pns, a condição de termalização entre os

léptons eletrônicos é satisfeita.

(v) Quinto conjunto de interações: Como no conjunto anterior, a seção

de choque das interações fracas entre os léptons eletrônicos e muônicos é:

σeµ ' G2
F (kT )2 . (1.50)

Reestringindo a análise em 20 MeV < kT . 100 MeV , podemos tratar os muons

como sendo não relativ́ısticos. Neste caso, o taxa de reação é obtida com o aux́ılio

(1.9) e (1.50):

Γeµ ' nµσeµ ' 2G2
F (kT )7/2

(mµ

2π

)3/2

e−mµ/kT . (1.51)

Procedendo da forma padrão, construimos a razão

Γeµ

H
' 0, 4G2

F mPl

(
mµkT

2π

)3/2

e−mµ/kT '
(

mµkT

8, 25 MeV 2

)3/2

e−mµ/kT . (1.52)

Novamente, o termo exponencial de (1.52) faz com que a razão Γeµ/H seja bas-

tante senśıvel a variações de kT . Analizando o pior dos casos (kT = 20 MeV ),

temos que
Γeµ

H

∣∣∣∣
kT=20 MeV

' 21. (1.53)

Apesar de Γeµ não ser muito maior que H, ainda assim podemos assumir equiĺıbrio

termodinâmico entre léptons muônicos e eletrônicos.

(vi) Sexto conjunto de interações: Neste último conjunto, o cálculo da

taxa de reação por nucleon para a interação p + e− → n + νe é um pouco diferente.

Segundo [9], para kT À 1MeV , temos o seguinte valor para Γpe−→nν :

Γpe−→nν ' 7

60
π

(
1 + 3g2

A

)
G2

F (kT )5 , (1.54)

onde gA ' 1, 26.

Procedendo da forma padrão, construimos a razão

Γpe−→nν

H
' 0, 424 1G2

F mPl (kT )3 '
(

kT

1, 12 MeV

)3

. (1.55)
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Da equação acima é imediato perceber que durante todo o peŕıodo Pns, prótons e

nêutrons encontram-se em equiĺıbrio termodinâmico com os elétrons e seus neutrinos.

Antes de encerrarmos esta seção é importante fazer algumas considerações.

Não foi feito nenhum cálculo que mostre a condição de equiĺıbrio para os mesons

nêutros (π0, K0 e K̄0). Porém, devido as reações π0 ↔ γ + γ e K0, K̄0 ↔ π0 + π0

é bastante razoável supor que estes mesons atinjam o equiĺıbrio termodinâmico por

volta de poucas dezenas de MeV .

Para os cálculos expĺıcitos das seis taxas de reação feitos anteriormente, usamos

as densidade numéricas de equiĺıbrio (equações (1.9) e (1.12)). Portanto, as com-

parações entre Γ e H realizadas “demonstram” o equiĺıbrio através de um critério

de consistência.

A condição (1.30) é bastante vaga pois ela não quantifica o quão grande tem de

ser Γ em relação à H. Análises mais detalhadas, através da equação de Boltzmann,

mostram que em geral o equiĺıbrio é alcançado com Γ/H sendo da ordem de algumas

unidades. É por esta razão que podemos considerar (1.53) como condição suficiente

de equiĺıbrio.

1.4 Introdução à teoria geral da inflação

1.4.1 Motivação dos modelos inflacionários

De um modo geral, a motivação para a inflação está ligada à necessidade de termos

certas condições iniciais no universo primordial. De fato, se supusermos que o uni-

verso primordial é descrito somente por uma expansão tipo era da radiação (equação

(1.28)), fica dif́ıcil reproduzir as caracteŕısticas do universo atual, sem a imposição

arbitrária de certas condições iniciais.

Vejamos a seguir algumas destas imposições que motivaram a idéia de inflação.

Problema da planura

A primeira das equações de Friedmann (1.5) pode ser reescrita através da introdução

do parâmetros de densidade Ω̄, como segue:

Ω̄T − 1 =
k

a2H2
= −Ω̄k, (1.56)

onde os Ω̄’s são obtidos trocando H0 por H em (1.4b). A função 1/aH é conhecida

como raio de Hubble comóvel.

Segundo dados recentes da cosmologia Ω̄T0 ' 1, 003 o que implica que nos dias

de hoje o lado esquerdo de (1.56) é da ordem de grandeza de 10−3. Agora, se
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expansão do universo é do tipo era de matéria∗ ou era da radiação (casos usuais

do modelo cosmológico padrão), aH diminui com o passar do tempo, e portanto∣∣Ω̄T − 1
∣∣ aumenta. Neste caso, para o universo primordial

∣∣Ω̄T − 1
∣∣ ¿ 10−3, o que

nos leva à seguinte pergunta. Por que nos instantes iniciais do universo a densidade

total ρT era tão próxima da densidade cŕıtica ρ̄c = 3c2H2

8πG
? Este problema de ajuste

fino na condição inicial de ρT é conhecido pelo nome de problema da planura.

Para termos uma idéia de quão grande é este ajuste fino, vamos supor que dos

dias de hoje (T0 ' 2, 75 K) até o final do peŕıodo Pns (kTPns0 = 20 MeV ), o universo

tenha sido sempre dominado pela radiação. Neste caso, (1.56) pode ser reescrita com

o aux́ılio das equações (1.26) a (1.29), e dos dados Ω̄T0 e kT0 ' 2× 10−10 MeV :

∣∣Ω̄T − 1
∣∣ =

B

(kT )2 com B ' 1, 2× 10−22. (1.57)

Portanto, no final do peŕıodo Pns,

∣∣Ω̄Pns0
T − 1

∣∣ =
B

(kTPns0)
2 ' 3× 10−25. (1.58)

Um cálculo um pouco mais preciso, levando em conta o dominio da matéria a

partir de 1 eV , resulta em

∣∣Ω̄Pns0
T − 1

∣∣ ' 1, 5× 10−21. (1.59)

Ou seja, ρT deve ser próximo de ρ̄c com aproximadamente 21 casas decimais de

precisão em TPns0!

Problema do horizonte

Uma distância comóvel, bastante importante para a cosmologia, é a distância na

qual a luz pode viajar (na ausência de interação) desde um t = 0. Segundo a

métrica de FRW, esta distância é definida como:

η ≡
t∫

0

dt̄

a(t̄)
. (1.60)

Uma vez que a informação não pode se propagar mais rápido do que avelocidade

da luz, a distância comóvel η determina a máxima distância de separação entre

duas regiões casualmente conectadas. Podemos pensar em η como sendo o horizonte

comóvel.

∗Equação de estado dada por p = 0.
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Para entender o problema de horizonte é interessante reescrever η em termos do

raio de Hubble comóvel 1/aH.

η =

a∫

0

1

āH(ā)

dā

ā
=

a∫

0

1

āH(ā)
d (ln ā) . (1.61)

Da equação acima vemos que o raio de Hubble é a distância máxima na qual

part́ıculas podem viajar durante um tempo de expansão, i.e., grosseiramente o tempo

em que o fator de escala aumenta por um fator e ' 2, 78. Assim, o raio de Hubble

é um outro meio de medir se part́ıculas estão causalmente conectadas umas com as

outras: se elas estão separadas por uma distância maior do que (aH)−1, então elas

não podem se comunicar.

Existe uma diferença sutil entre o raio de Hubble (aH)−1 e o horizonte comovél

η. Se part́ıculas estão separadas por distâncias maiores que η, elas nunca poderão se

comunicar umas com as outras; e se elas estão separadas por uma distância maior que

(aH)−1, então elas não se comunicam agora. Portanto, é posśıvel que η seja muito

maior do que (aH)−1, fazendo com que part́ıculas separadas causualmente hoje

estejam em contato em épocas remotas. Para que isso ocorra, em algum momento

no passado o raio de Hubble deve ser bem maior do que o atual. Isto é posśıvel,

mas não em épocas dominadas pela radiação ou matéria, quando (aH)−1 aumenta

com o passar do tempo.

Por outro lado, quando se analisa a radiação cósmica de fundo (CMB), vemos

que ela é extremamente isotrópica. A pergunta que se faz então é como a CMB pode

ser isotrópica se as maiores escalas observadas entraram no horizonte causal recen-

temente, muito tempo depois do desacoplamento? Ou em outras palavras, como é

posśıvel que a CMB vinda de toda a esfera celeste tenha a mesma temperatura, se

na recombinação apenas regiões de poucos graus estavam em contato causal? Por-

tanto, dentro do modelo padrão usual, o universo “surge” ou sempre foi de prinćıpio,

extremamente isotrópico em larga escala. Esta imposição ad hoc é conhecida como

o problema do horizonte.

Procedendo de forma análoga ao problema da planura, vamos quantificar o au-

mento do raio de Hubble desde o final do peŕıodo Pns até os dias de hoje:

R0

RPns0

=
(aH)Pns0

(aH)0

' 1, 4× 109. (1.62)

Portanto, a distância comóvel máxima entre duas regiões casualmente conectadas

aumentou em 9 ordens de grandeza desde o final do peŕıodo Pns.
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Outros problemas

Além da planura e do horizonte, existem outros problemas que motivaram a criação

de modelos inflacionários.

• Origem das inomogenidades : Dentro do modelo padrão usual (ora dominado

pela matéria ora dominado pela radiação), é muito dif́ıcil, se não imposśıvel,

gerar condições iniciais casualmente ligadas capazes de produzir as várias es-

truturas (estrelas, galáxias, etc.) vistas em pequenas escalas. Este problema

está intimamente ligado com o problema do horizonte.

• Reĺıquias indesejáveis : No contexto de teorias de Gauge unificadas, existe uma

variedade de part́ıculas estáveis supermassivas que devem ter sido produzi-

das no universo primordial. Muitas dessas part́ıculas sobrevivem aos vários

processos de aniquilação e hoje em dia deveriam contribuir e muito com a den-

sidade de matéria, i.e., Ωm0 À 1. O modelo padrão usual não possue nenhum

mecanismo capaz de livrar o universo atual da superabundância de reĺıquias

indesejáveis.

Durante o decorrer desta tese, vamos nos focar somente nos problemas de planura

e de horizonte, por serem eles os de mais fácil análise. Isto porém, não quer dizer

que os outros problemas tenham menos importância.

1.4.2 Caracteŕısticas gerais da inflação

Os modelos de inflação não são substitutos do modelo cosmológico primordial padrão,

mas sim uma adição a este. A inflação ocorre em algum momento do peŕıodo Pns,

e não deve afetar nenhum dos sucessos do modelo padrão.

A definição precisa de inflação é qualquer época do peŕıodo Pns, onde o fator de

escala está acelerando.

Inflação ⇔ ä > 0 (Pns). (1.63)

Uma expressão equivalente à condição de inflação, com um maior apelo f́ısico, é:

Inflação ⇔ − ä

ȧ2
< 0 (Pns) ⇒

Inflação ⇔ d

dt

(
1

ȧ

)
=

d

dt

(
1

aH

)
< 0 (Pns). (1.64)
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Da equação acima vemos que a condição necessária e suficiente para que ocorra

a inflação, é que o raio de Hubble comóvel decresça com o tempo. Visto das coorde-

nadas fixas com relação à expansão, o universo observável se torna menor durante

a inflação.

Utilizando a segunda equação de Friedmann (1.18), podemos reescrever a condição

(1.63) em termos do conteúdo de energia do universo:

Inflação ⇔ ρ + 3p < 0. (1.65)

Assumindo que a densidade de energia seja sempre positiva, é necessário que a

pressão torne-se negativa para satisfazer esta relação.

É bastante comum na literatura parametrizar a equação de estado cosmológica

da seguinte forma:

p = ωρ, (1.66)

onde, em geral ω, depende do tempo (ou temperatura).

Substituindo esta última relação em (1.65), obtemos:

Inflação ⇔ 1 + 3ω < 0 ⇒ ω < −1

3
. (1.67)

Um peŕıodo de expansão acelerada conveniente pode resolver todos os problemas

mencionados na seção anterior. Os mais simples de se ver são os problemas de

horizonte e planura que estão diretamente relacionados com o raio de Hubble (aH)−1.

Uma rápida inspeção no problema da planura (1.56) mostra que, se raio de

Hubble diminuir com o tempo, é posśıvel eliminar o ajuste fino indesejado. Agora,

segundo (1.64), é exatamente isso que ocorre durante o peŕıodo inflacionário. Visto

de outra forma, a expansão acelerada planifica a parte espacial do universo.

No problema do horizonte, a diminuição de (aH)−1 possibilita que o universo

observável atual tenha se originado de uma pequena região dentro do raio de Hub-

ble, anterior à inflação. Portanto, antes do peŕıodo de aceleração, todo o fluido

do universo observável estava em contato causal, resolvendo assim o problema de

horizonte.



Caṕıtulo 2

Sistemas Estat́ısticos Interagentes

Neste caṕıtulo pretende-se construir, via formalismo de ensembles, a teoria geral

perturbativa de sistemas estat́ısticos interagentes em equiĺıbrio. Iremos apresentar

os dois principais tipos de expansão perturbativa para estes sistemas: expansão na

fugacidade z e expansão na constante de acoplamento g. Porém, como em cada

um desses casos o assunto é muito vasto, o estudo será aprofundado apenas para

expansão em termos de z. Seguindo esta abordagem, mostraremos como associar

as grandezas termodinâmicas (p(z, T ), ρ(z, T ), etc.) com a matriz S do sistema

em questão. Apresentaremos também um estudo sobre a construção de equações

de estado (EoS) e suas aplicabilidades. O formalismo desenvolvido aqui fornecerá a

base teórica necessária para a montagem de uma EoS realista para o universo Pns.

2.1 Sistemas estat́ısticos com uma componente

Como se sabe, a mecânica estat́ıstica na abordagem de ensemble é a principal teo-

ria capaz de fornecer métodos para a construção de EoS de sistemas hamiltoni-

anos em equiĺıbrio termodinâmico. Nesta abordagem, todas as caracteŕısticas ter-

modinâmicas são obtidas através das funções de partição.

Por outro lado, para sistemas interagentes tridimensionais é muito dif́ıcil obter

uma forma exata para as funções de partição, o que nos remete ao estudo perturba-

tivo (em série) destes sistemas.

Suponha um sistema estat́ıstico no equiĺıbrio, descrito pela seguinte Hamiltoni-

ana:

H = H0 + gHI , (2.1)

onde H0 é a Hamiltoniana do sistema livre e HI representa todos os termos de

interação regulados pelo parâmetro g.

25
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De forma geral, pode-se tentar expressar a função de partição macrocanônica Θ

em termos de uma série. Normalmente, os dois parametros usados são g e z, ou

seja:

Θ(z, V, T ) =
∞∑

N=0

∞∑

l=0

G̃l,N(V, T )glzN , (2.2)

onde G̃l,N são funções dependentes apenas do volume V e da temperatura T . Na

representação acima estamos supondo uma única componente (um único tipo de

part́ıcula ou número quântico conservado), com um único termo de interação.

A principal exigência para que Θ na forma de (2.2) represente corretamente a

função de partição é que as séries em g e z sejam convergentes. Ao utilizar uma

abordagem perturbativa, é essencial que esta condição seja satisfeita.

Somando parcialmente as séries em (2.2), pode-se obter

Θ(z, V, T ) =
∞∑

l=0

Gl(V, T, z)gl (2.3)

ou

Θ(z, V, T ) =
∞∑

N=0

QN(V, T )zN . (2.4)

Usualmente, as equações (2.3) e (2.4) são as séries que de fato são utilizadas na

obtenção da função de partição. A primeira delas (em g) é conhecida como expansão

na constante de acoplamento e a segunda (em z) como expansão na fugacidade. A

utilização de uma em detrimento da outra depende das caracteŕısticas do sistema

em questão.

2.1.1 Expansão em termos da constante de acoplamento

Usualmente, a expansão em termos da constante de acoplamento é conveniente

quando estamos tratando com os chamados sistemas fracamente acoplados, i.e., sis-

temas na qual a contribuição da Hamiltoniana de interação gHI para as quantidades

termodinâmicas é pequena em comparação com H0.

Este tipo de expansão pode ser realizado tanto para o caso clássico quanto para

o quântico (relativ́ısticos ou não). Começaremos o estudo com o sistema clássico

não-relativ́ıstico.

A função de partição macrocanônica deste sistema é dada por:

Θ(z, V, T ) =
∞∑

N=0

zNe−Nβm

(2π)3N N !

∫ ∫
e−βH(~r1,...,~rN ;~p1,...,~pN )d3Nrd3Np, (2.5)
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onde

z ≡ eβµ = eβ(µNR+m) (2.6)

e

H(~r1, ..., ~rN ; ~p1, ..., ~pN) = H0(~p1, ..., ~pN) + gHI(~r1, ..., ~rN) =
∑

i

~p2
i

2m
+ g

∑
i<j

V (~ri, ~rj),

(2.7)

sendo m a massa e V (~ri, ~rj) o potencial de interação entre as part́ıculas i e j.

A integração nos momentos em (2.5) é feita de forma trivial, dando

Θ(z, V, T ) =
∞∑

N=0

zNe−Nβm

λ3NN !

∫
exp

[
−βg

∑
i<j

V (~ri, ~rj)

]
d3Nr, (2.8)

onde

λ =
1

(2π)3

∫
e−

βp2

2m d3p =

√
2πβ

m
, (2.9)

é conhecido como comprimento de onda térmico (não relativ́ıstico).

Agora, expandindo a exponencial de (2.8), obtemos:

Θ(z, V, T ) =
∞∑

N=0

∞∑

l=0

zNe−Nβm (−βg)l

λ3NN !l!

∫ [∑
i<j

V (~ri, ~rj)

]l

d3Nr. (2.10)

Comparando (2.10) com (2.2) identificamos as funções G̃l,N :

G̃l,N(V, T ) =
(−β)l e−Nβm

λ3NN !l!

∫ [∑
i<j

V (~ri, ~rj)

]l

d3Nr. (2.11)

A função de partição dada em (2.10) é a equação fundamental no tratamento es-

tat́ısticos de sistemas clássicos não-relativ́ısticos fracamente acoplados. Dois pontos

importantes referentes a esta equação devem ser observados:

(i) Devido ao integrando de d3Nx, a determinação G̃l,N é relativamente compli-

cada. O procedimento padrão de análise envolve ferramentas de matemática

combinatória e teoria dos gráficos [5].

(ii) Não é posśıvel realizar a soma parcial em z e obter a função Gl(V, T, z) de (2.3).

Este fato faz com que, na expansão em termos de g, o ensemble macrocanônico

não seja o ensemble mais conveniente [5].
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A seguir, vamos estudar o mesmo tipo de expansão para sistemas quânticos [26].

A função de partição macrocanônica destes sistemas é dada por:

Θ(z, V, T ) = Tr
[
e−β(Ĥ−µQ̂)

]
, (2.12)

onde Q̂ é o operador referente a uma quantidade conservada.

Através da definição

K̂ ≡ K̂0 + gĤI com K̂0 = Ĥ0 − µQ̂, (2.13)

reescrevemos (2.12) como:

Θ(z, V, T ) = Tr
[
e−βK̂

]
. (2.14)

Procedendo da forma usual para a teoria de perturbação, definimos o operador

de “evolução de temperatura”, análogo ao operador de evolução temporal [25],

Û(τ, τ̄) ≡ eτK̂0e−(τ−τ̄)K̂e−τ̄ K̂0 . (2.15)

Diferenciando Û(τ, τ̄) com relação a τ obtemos:

∂Û(τ, τ̄)

∂τ
= −eτK̂0

(
gĤI

)
e−(τ−τ̄)K̂e−τ̄ K̂0 ⇒

∂Û(τ, τ̄)

∂τ
= −gĤI (τ)0 Û(τ, τ̄), (2.16)

onde

ĤI (τ)0 ≡ eτK̂0ĤIe
−τK̂0 . (2.17)

A partir da definição de Û(τ, τ̄) podemos escrever a função de partição como:

Θ(z, V, T ) = Tr
[
e−βK̂0Û(β, 0)

]
. (2.18)

Utilizando a condição Û(τ, τ) = 1, podemos integrar a equação diferencial (2.16),

segue:

Û(τ, τ̄) = 1− g

τ∫

τ̄

ĤI (τ1)0 Û(τ1, τ̄)dτ1. (2.19)

Agora, iterando a equação acima, determinamos a expansão perturbativa em g:

Û(τ, τ̄) =
∞∑

l=0

(−g)l

τ∫

τ̄

dτ1

τ1∫

τ̄

dτ2...

τl−1∫

τ̄

dτl

[
ĤI (τ1)0 ĤI (τ2)0 ...ĤI (τl)0

]
, (2.20)



Caṕıtulo 2. Sistemas Estat́ısticos Interagentes 29

onde τ > τ1 > τ2 > ... > τn > 0.

Substituindo este resultado em (2.18), obtemos:

Θ(z, V, T ) =
∞∑

l=0

(−g)l

β∫

0

dτ1...

τl−1∫

0

dτlTr
[
e−βK̂0ĤI (τ1)0 ...ĤI (τl)0

]
. (2.21)

Através da introdução de distribuições de Heaviside,

θ(x− x0) =

{
1 se x > x0

0 se x < x0

,

é posśıvel escrever (2.21) como:

Θ(z, V, T ) =
∞∑

l=0

Gl(V, T, z)gl, (2.22)

onde

Gl(V, T, z) =
(−1)l

l!

β∫

0

dτ1...

β∫

0

dτlTr
{

e−βK̂0T
[
ĤI (τ1)0 ...ĤI (τl)0

]}
. (2.23)

Observação: na equação acima T denota a instrução de ordenação de temperatura

[26], através das distribuições de Heaviside.

Diferentemente do caso clássico, a função de partição quântica pode ser expressa

exclusivamente como uma série na constante de acoplamento. Isto faz com que,

formalmente, (2.3) seja muito mais interessante a ńıvel quântico.

Para sistemas quânticos não relativ́ısticos, podemos expressar K̂0 e ĤI na repre-

sentação de número de ocupação:

K̂0 =
∑

~k

(
~k2

2m
− µ

)
â†~kâ~k (2.24)

e

ĤI =
1

4

∑

k1,...,k4

〈k1, k2|V Â |k3, k4〉 â†k1
â†k2

âk3 âk4 , (2.25)

onde V é o potencial de interação no espaço dos momentos, ki é o conjunto de

variáveis de momento e spin ki =
(
~ki, σi

)
, â†k e âk são os operadores de criação e

aniquilação e Â é o operador de simetrização, ou seja

Â |k3, k4〉 =
1

2
(|k3, k4〉+ |k3, k4〉) , p/ bósons, (2.26a)

Â |k3, k4〉 =
1

2
(|k3, k4〉 − |k3, k4〉) , p/ férmions. (2.26b)
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No caso não relativ́ıstico, a quantidade conservada Q̂ nada mais é do que o

número de part́ıculas representado pelo operador N̂ .

Agora, para sistemas quânticos relativ́ısticos, é interessante escrevermos K̂0 e ĤI

na abordagem da segunda quantização. Vejamos um exemplo.

Suponha a seguinte densidade Lagrangeana de um campo escalar complexo ∗,

£ =
(
∂µφ̂(x̃ )

)(
∂µφ̂∗(x̃ )

)
−m2 φ̂(x̃ )φ̂∗(x̃ )− g

4

(
φ̂(x̃ )φ̂∗(x̃ )

)2

. (2.27)

Esta densidade Lagrangeana é invariante sob a transformação de gauge global

φ → φ′ = e−iαφ. Portanto, utilizando o teorema de Noether, determinamos a

quantidade conservada deste sistema:

Q̂ = i

∫
d3x

(
φ̂∗(x̃)∂0φ̂(x̃)− φ̂(x̃)∂0φ̂

∗(x̃)
)

. (2.28)

Com base nestas duas últimas equações escrevemos K̂0 e ĤI :

K̂0 =

∫
d3x

[
π̂(x̃)π̂∗(x̃) +∇φ̂(x̃).∇φ̂∗(x̃) + m2φ̂(x̃)φ̂∗(x̃)

−µ
(
φ̂∗(x̃)∂0φ̂(x̃)− φ̂(x̃)∂0φ̂

∗(x̃)
)]

(2.29)

e

ĤI =
g

4

[
φ̂(x̃)φ̂∗(x̃)

]2

. (2.30)

A interpretação de Q̂ fica clara quando definimos os operadores de criação e

aniquilação para φ̂ e φ̂∗:

φ̂(x) =

∫
d3k̃

[
fk̃(x̃)ak̃ + f ∗

k̃
(x̃)b†

k̃

]
, (2.31a)

φ̂∗(x) =

∫
d3k̃

[
fk̃(x̃)bk̃ + f ∗

k̃
(x̃)a†

k̃

]
, (2.31b)

onde fk̃(x̃) = (2π)−3/2 e−k̃x̃, a†
k̃

e b†
k̃

são operadores de criação e ak̃ e bk̃ são operadores

de aniquilação.

Fazendo algumas manipulações algébricas [25], obtemos:

K̂0 =

∫
d3k̃

[√
k̃2 + m2

(
a†

k̃
ak̃ + b†

k̃
bk̃

)
− µ

(
a†

k̃
ak̃ − b†

k̃
bk̃

)]
. (2.32)

∗Notação usada: ũ = (u0, ~u) é um quadrivetor, e
∫

d3u é uma integração tridimensional.
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Portanto, do segundo termo de (2.32), vemos que no caso relativ́ıstico, a quan-

tidade conservada Q̂ é a carga, dada pela número de part́ıculas Na menos o número

de antipart́ıculas Nb.

O formalismo do operador evolução temperatura utilizado na determinação de

(2.22) e (2.23), juntamente com a abordagem da segunda quantização, dá origem à

chamada teoria de campos a temperatura finita [27, 28].

2.1.2 Expansão em termos da fugacidade

O estudo de sistemas estat́ısticos a partir de uma série perturbativa na fugacidade

começou por volta do final dos anos 30. Mayer e colaboradores desenvolveram

em 1937 um método sistemático de expansão em cluster para um sistema clássico

não-relativ́ıstico [29]. Logo em seguida (1938), Kahn e Uhlenbeck começaram a

generalização do método para estat́ıstica quântica [30], [31] e, em 1960, Lee e Yang

aperfeiçoaram este tratamento para descrever em prinćıpio todas as ordens de per-

turbação de um sistema quântico não-relativ́ıstico [32]. Por fim, em 1969, Dashen,

Ma e Bernstein estenderam este método para um sistema quântico relativ́ıstico, onde

as interações são computadas via matriz S [33]. Cada um destes métodos aplica-se

a um sistema estat́ıstico diferente, todavia, todos eles foram desenvolvidos em um

espaço euclidiano estático.

A função de partição macrocanônica, expandida na fugacidade, é dada pela série

(2.4), onde cada termo depende das funções de partição canônicas QN(V, T ).

Para o estudo dos sistemas estat́ısticos clássico e quântico é interessante escrever-

mos QN em termos de funções WX
N (~r1, ..., ~rN), como segue:

QN(V, T ) =
1

N !

∫

Ω

WX
N (~r1, ..., ~rN)d3Nr, (2.33)

onde X = C representa o sistema clássico e X = Q o sistema quântico.

No sistema clássico (não-relativ́ıstico), a função WC
N expressa o fator de Boltz-

mann do termo de interação da Hamiltoniana convenientemente normalizado, ou

seja

WC
N (~r1, ..., ~rN) ≡ e−Nβm

λ3N
exp

[
−β

∑
i<j

V (~ri, ~rj)

]
, (2.34)

onde V (~ri, ~rj) é o potencial entre as part́ıculas, supostas interagindo duas a duas, e

λ é o comprimento de onda térmico.

Substituindo (2.34) em (2.33), e o resultado em (2.4),
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Θ(V, T, z) =
∞∑

N=0

zNe−Nβm

N !λ3N

∫

Ω

exp

[
−β

∑
i<j

V (~ri, ~rj)

]
d3Nr, (2.35)

recuperamos a expressão usual da função de partição macrocanônica de um sistema

clássico (2.8). Note que, classicamente N ! é o fator introduzido por Gibbs.

Já para um sistema quântico, a função WQ
N é definida como:

WQ
N (~r1, ..., ~rN) ≡ N !

∑
a

〈
ΨN

a

∣∣ ~r1, ..., ~rN〉 〈~r1, ..., ~rN | Ψ̃N
a

〉
e−βEN

a

= N !
∑

a

〈~r1, ..., ~rN | Âe−βĤN
∣∣ΨN

a

〉 〈
ΨN

a

∣∣ ~r1, ..., ~rN〉

= N ! 〈~r1, ..., ~rN | ŴN |~r1, ..., ~rN〉 , (2.36)

onde ĤN é o Hamiltoniano completo do sistema de N part́ıculas,

ĤN

∣∣ΨN
a

〉
= EN

a

∣∣ΨN
a

〉
, (2.37)

com ΨN
a sendo um elemento de um conjunto completo de auto-estados, e Ψ̃N

a ≡ ÂΨN
a

o mesmo elemento devidamente simetrizado.

O operador

ŴN ≡ Âe−βĤN (2.38)

que aparece em (2.36) é conhecido como operador de densidade de probabilidade

simetrizado, onde Â simetriza (antisimetriza) os estados de um sistema bosônico

(fermiônico). Usualmente Â pode ser construido a partir do operador de per-

mutações P̂

Â =
1

N !

∑
p

δpP̂ , (2.39)

com δp = 1 para bósons, δp = ±1 para férmions (+1 permutações pares e −1

permutações impares) e a soma em p se extende para todas as N ! permutações com
1

N !
normalizando o sistema. Para maiores informações ver apêndice A.

Utilizando a relação de completeza não simetrizada,

∫

Ω

|~r1, ..., ~rN〉 d3Nr 〈~r1, ..., ~rN | = 1, (2.40)

e as equações (2.33) e (2.36), é fácil de verificar que
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QN(V, T ) =

∫

Ω

∑
a

〈
ΨN

a

∣∣ ~r1, ..., ~rN〉 〈~r1, ..., ~rN | Ψ̃N
a

〉
e−βEN

a d3Nr

=
∑

a

〈
ΨN

a

∣∣ Ψ̃N
a

〉
e−βEN

a =
∑

a

〈
ΨN

a

∣∣ Âe−βĤN
∣∣ΨN

a

〉
= TrŴN , (2.41)

ou seja, o traço do operador densidade de probabilidade devidamente simetrizado

determina a função de partição canônica.

Aplicando N transformadas de Fourier tridimensionais em (2.36), podemos es-

crever WQ
N no espaço dos momentos:

WQ
N (~k1, ..., ~kN) = N !

〈
~k1, ..., ~kN

∣∣∣ ŴN

∣∣∣~k1, ..., ~kN

〉
. (2.42)

Então, analogamente à (2.33), obtemos:

QN(V, T ) =
1

N !

∫

Ω

WQ
N (~k1, ..., ~kN)d3Nk. (2.43)

Substituindo (2.42) em (2.43) e comparando o resultado com (2.41) vemos que

TrŴN =

∫

Ω

〈
~k1, ..., ~kN

∣∣∣ ŴN

∣∣∣~k1, ..., ~kN

〉
d3Nk. (2.44)

A função de partição macrocanônica pode ser determinada fazendo ĤN → ĤN −
µN̂ , e lembrando que

N̂
∣∣ΨN

a

〉
= N

∣∣ΨN
a

〉
, (2.45)

segue-se que

Θ(V, T, z) =
∑
N

QN zN =
∑
a,N

〈
ΨN

a

∣∣ Ψ̃N
a

〉
e−β(EN

a −µN)

=
∑
a,N

〈
ΨN

a

∣∣ Âe−β(ĤN−µN̂) ∣∣ΨN
a

〉
= Tr

[
Âe−βK̂

]
. (2.46)

O operador N̂ é equivalente ao operador Q̂ presente em (2.12).

Funções de Ursell

No ensemble macrocanônico as quantidades termodinâmicas estão associadas ao

potencial macrocanônico

Ω ≡ 1

V
ln Θ(z, V, T ), (2.47)
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e, como Θ(z, V, T ) é dado em termos de uma série na fugacidade, é conveniente

expandirmos o ln Θ(z, V, T ) em z. Na ausência de part́ıculas, as grandezas ter-

modinâmicas são zero i.e., Q0 = 1, portanto Ω pode ser expandido como segue:

Ω =
1

V
ln

{
1 + Q1z + Q2z

2 + Q3z
3 + Q4z

4 + ...
}

=
1

V

(
Q1z + Q2z

2 + Q3z
3 + Q4z

4 + ...
)− 1

2V

(
Q1z + Q2z

2 + Q3z
3 + ...

)2
+

+
1

3V

(
Q1z + Q2z

2 + ...
)3 − 1

4V
(Q1z + ...)4 + ...

Ω =
Q1z

1!V
+

(2!Q2 −Q2
1) z2

2!V
+

(3!Q3 − 3!Q2Q1 + 2Q3
1) z3

3!V
+

+
(4!Q4 − 4!Q3Q1 − 12Q2

2 + 4!Q2Q
2
1 − 6Q4

1) z4

4!V
+ ... (2.48)

É interessante definir coeficientes da fugacidade bN , ou seja

Ω(z, T ) =
∞∑

N=1

bNzN . (2.49)

Portanto, a partir de (2.48) e (2.49) os quatro primeiros bN ’s são dados por:

b1 =
Q1

1!V
, (2.50a)

b2 =
(2!Q2 −Q2

1)

2!V
, (2.50b)

b3 =
(3!Q3 − 3!Q2Q1 + 2Q3

1)

3!V
, (2.50c)

b4 =
(4!Q4 − 4!Q3Q1 − 12Q2

2 + 4!Q2Q
2
1 − 6Q4

1)

4!V
. (2.50d)

Existe uma expressão fechada para o N -ésimo coeficiente da fugacidade [34],

bN =
1

N !V

N∑

k=1

(−1)k−1 (k − 1)!BNk [1!Q1, 2!Q2, ..., (N − k + 1)!QN−k+1] , (2.51)

onde BNk são os polinômios de Bell. Estes polinômios estão relacionados com os co-

eficientes que aparecem no teorema multinomial, e podem ser determinados através

da seguinte relação:

BNk [s1, s2, ..., sN−k+1] =
1

k!


 dN

dxN

( ∞∑
j=1

sj

j!
xj

)k



x=0

. (2.52)

Outra forma de se determinar o bN é com o aux́ılio das funções de Ursell UX
N ,
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bN =
gN

N !V

∫

Ω

UX
N (~r1, ..., ~rN)d3r1...d

3rN , (2.53)

onde gN leva em conta a degenerescência devido a graus de liberdade internos†.

Esta segunda forma é interessante, pois UX
N se relaciona diretamente com WX

N .

Por exemplo, as quatro primeiras funções UX
N são obtidas em termos de WX

N com-

parando (2.53) com (2.33), e utilizando as equações (2.50a), (2.50b), (2.50c) e

(2.50d):

UX
1 (~r1) = WX

1 (~r1), (2.54)

UX
2 (~r1, ~r2) = WX

2 (~r1, ~r2)−WX
1 (~r1)W

X
1 (~r2), (2.55)

UX
3 (~r1, ~r2, ~r3) = WX

3 (~r1, ~r2, ~r3)− 3WX
2 (~r1, ~r2)W

X
1 (~r3)

+2WX
1 (~r1)W

X
1 (~r2)W

X
1 (~r3), (2.56)

UX
4 (~r1, ~r2, ~r3, ~r4) = WX

4 (~r1, ~r2, ~r3, ~r4)− 4WX
3 (~r1, ~r2, ~r3)W

X
1 (~r4)

−3WX
2 (~r1, ~r2)W

X
2 (~r3, ~r4) + 12WX

2 (~r1, ~r2)W
X
1 (~r3)W

X
1 (~r4)

−6WX
1 (~r1)W

X
1 (~r2)W

X
1 (~r3)W

X
1 (~r4). (2.57)

As funções de Ursell‡ e os coeficientes da fugacidade são conhecidas também

como funções de cluster e integrais de cluster respectivamente. Estes nomes vêm

do fato de que estas duas quantidades estão diretamente relacionadas com a idéia

de diagramas conexos.

Definição de diagrama conexo: Diagrama conexo de N part́ıculas é um

diagrama onde todas as N part́ıculas estão correlacionadas através de interações ou

efeitos estat́ısticos, direta ou indiretamente.

Em prinćıpio todos os posśıveis estados de um sistema estat́ıstico podem ser

decompostos em diagramas genéricos que levam em conta os vários processos de

correlações. Os termos QN , determinados pelas funções densidades de probabilidade

WX
N , são obtidos pela soma de todos os diagramas distintos de N part́ıculas. Já as

†A contagem do número de estados degenerados depende crucialmente do tratamento dado
ao sistema. Por exemplo, para um sistema quântico esta contagem deve respeitar a condição de
simetria da função de onda completa.

‡Normalmente, termos como 3WX
2 (~r1, ~r2)WX

1 (~r3) aparecem devidamente simetrizados:
WX

2 (~r1, ~r2)WX
1 (~r3)+WX

2 (~r3, ~r1)WX
1 (~r2)+WX

2 (~r2, ~r3)WX
1 (~r1), pois a integração em d3r1d

3r2d
3r3

permite a troca de ı́ndices mudos.
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integrais de clusters bN , determinadas pelas funções de Ursell UX
N , são obtidas pelas

somas de todos os diagramas conexos, ou seja:

bN =
gN

V
× (Soma de todos os diagramas conexos de N part́ıculas) . (2.58)

O procedimento de rearranjar os vários diagramas distintos em diagramas conexos

não é trivial. Apresentaremos a seguir, o procedimento para sistemas quânticos [33].

O leitor interessado em ver o caso clássico pode procurar em [21].

Baseado na expansão (2.22) e na equação (2.46) podemos mostrar que

e−βK̂ =
∞∑

l=0

(−g)l

l!

β∫

0

dτ1...

β∫

0

dτlTr
{

e−βK̂0T
[
ĤI (τ1)0 ...ĤI (τl)0

]}
, (2.59)

com

ĤI (τ)0 = eτK̂0

(
N∑

i<j

Ĥij

)
e−τK̂0 , (2.60)

ou seja, a interação entre part́ıculas é supostamente duas a duas.

A função de partição macrocanônica é obtida através de (2.59),

Θ(z, V, T ) = Tr
[
Âe−βK̂

]
. (2.61)

Cada termo em (2.59) possui uma representação diagramática. Um elemento

diagonal,

〈κ| Âe−βK̂ |κ〉 com κ ≡
{
~k1, ~k2..., ~kN

}
, (2.62)

é caracterizado pela soma de vários diagramas, na qual cada part́ıcula retorna ao

estado inicial em β, i.e., |Ψ〉0 = |Ψ〉β. A figura 2.1 mostra um diagrama t́ıpico.

τ=β

τ=0

Figura 2.1: Um diagrama espećıfico de um elemento diagonal de l = 9 em (2.59)

e N = 13 em (2.62). A integração corre de baixo para cima. As linhas pontilhadas

representam a interação entre duas part́ıculas. As linhas cheias representam as

part́ıculas.
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Um diagrama genérico é constituido de uma série de partes mutuamente desco-

nexas, cuja a amplitude é dada por

[
C1(κ

1
1)C1(κ

2
1)...C1(κ

m1
1 )

] [
C2(κ

1
2)C2(κ

2
2)...C2(κ

m2
2 )

]
...

[
Cn(κ1

n)Cn(κ2
n)...Cn(κmn

n )
]
,

(2.63)

onde o diagrama conexo Ci aparece mi vezes. Por exemplo, na figura 2.1 temos dois

tipos de diagramas conexos: um com três interações que aparece uma vez, e outro

com duas interações que aparece três vezes.

Procedendo com a soma nos κ’s e lembrando que mi! permutações de Ci levam

à mesma configuração (estados idênticos), obtemos:

(TrC1)
m1

m1!

(TrC2)
m2

m2!
...

(TrCn)mn

mn!
. (2.64)

Agora, como o número de interações l e o número de part́ıculas N variam de 0

à ∞, a soma de todas as configurações distintas é determinada pela soma de n e de

todos os mi independentemente.

Tr
[
e−βK̂

]
=

∞∑
m1=0

(TrC1)
m1

m1!

∞∑
m2=0

(TrC2)
m2

m2!
...

∞∑
mn=0

(TrCn)mn

mn!
...

= exp (TrC1) ... exp (TrCn) ... = exp Tr (C1 + C2 + ...) . (2.65)

Os processos de correlação estat́ıstica, determinados pelo operador de simetrização

Â (2.39), também possuem uma representação diagramática, e.g.:

N = 2 e l = 2 N = 3 e l = 0 (sem interação)

Figura 2.2: Representações diagramáticas de dois elementos de matriz dados por

termos de (2.62).

Este tipo de representação sugere que as permutações sejam tratadas como tipos

especiais de interação, chamadas de interação de troca. De fato, do ponto de vista

de part́ıculas representadas por “pacotes de onda”, os efeitos estat́ısticos aparecem

devido à possibilidade de sobreposição entre os “pacotes”das várias part́ıculas. São

estas sobreposições que caracterizam as interações de troca.

Dentro deste contexto, a interação de troca contribui na determinação dos dia-

gramas conexos. Por exemplo, para o sistema sem interação os diagramas conexos
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de N = 3 são somente os dois últimos diagramas da figura 2.2. No apêndice A

calculamos o potencial macrocanônico ideal Ω0 através da contagem de diagramas

conexos de interação de troca.

Uma vez feitas estas considerações, percebe-se de imediato que a inclusão da

interação de troca na definição dos Ci’s, altera (2.65) da seguinte maneira:

Θ(z, V, T ) = Tr
[
Âe−βK̂

]
= exp Tr (C1 + C2 + ...) . (2.66)

Note que os Ci´s desta última equação não são os mesmo apresentados em (2.65).

A dependência na fugacidade pode ser explicitada lembrando que o traço de cada

um dos Ci contém uma soma no número de part́ıculas, i.e.,

Tr (C1 + C2 + ...) = Tr
[
Âe−βK̂

]
cN

=
∑
a,N

〈
ΨN

a

∣∣ Âe−β(ĤN−µN̂) ∣∣ΨN
a

〉
cN

=
∞∑

N=0

∑
a

〈
ΨN

a

∣∣ Âe−βĤN
∣∣ΨN

a

〉
cN

zN

=
∞∑

N=0

Tr
(
Âe−βĤN

)
cN

zN , (2.67)

onde o subescrito cN representa todos os diagramas conexos de N part́ıculas.

A degenerescência associada aos graus de liberdade internos pode ser incluida

fazendo

Tr
(
Âe−βĤN

)
cN

zN →
[
Tr

(
Âe−βĤN

)
cN

zN

]gN

. (2.68)

Observação: em geral a degenerescência depende do número de part́ıculas.

Utilizando (2.66), (2.67) e (2.68), escrevemos o potencial macrocanônico como:

Ω(z, T ) =
1

V
Tr (C1 + C2 + ...) =

∞∑
N=0

gN

V
Tr

[
Âe−βĤN

]
cN

zN . (2.69)

E comparando esta última equação com (2.49), obtemos

bN =
gN

V
Tr

[
Âe−βĤN

]
cN

. (2.70)

Este resultado comprova a equação (2.58) para sistemas quânticos.

O fato de bN ser constituido apenas de diagramas conexos é importante para

explicitar a existência do limite termodinâmico. As interações referentes a um di-

agrama de N part́ıculas dependem das posições de N − 1 part́ıculas. Ou seja,

uma vez fixado um referencial não devemos ter uma direção preferencial para a
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interação (hipótese de não localidade). Supondo interações de curto alcançe, a in-

tegração de N − 1 coordenadas em (2.53) deve se extender a uma região limitada,

sendo esta região independente do volume V do sistema. Neste caso, devido à in-

tegração da coordenada restante, todos os diagramas conexos serão proporcionais

a V , e consequentemente bN independe do volume do sistema. Portanto, no limite

termodinâmico bN(T, V ) tende a um valor finito bN(T ).

Sistema clássico não relativ́ıstico

Segundo (2.34) temos:

UC
1 (~r1) = WC

1 (~r1) =
e−βm

λ3
, (2.71)

UC
2 (~r1, ~r2) =

(
e−βm

λ3

)2

f(~r1, ~r2), (2.72)

onde

fij ≡ e−βV (~ri,~rj) − 1 (2.73)

é chamada de função de Mayer.

Com o auxilio de (2.34), é posśıvel mostrar que as funções de clusters clássicas

podem ser decompostas em produtos de funções de Mayer [37], por exemplo:

UC
3 (~r1, ~r2, ~r3) =

(
e−βm

λ3

)3 (
e−βV (~r1,~r2)e−βV (~r1,~r3)e−βV (~r2,~r3)

−e−βV (~r1,~r2) − e−βV (~r1,~r3) − e−βV (~r1,~r2) + 2
)

=

(
e−βm

λ3

)3 [(
e−βV (~r1,~r2) − 1

) (
e−βV (~r1,~r3) − 1

) (
e−βV (~r2,~r3) − 1

)

+e−βV (~r1,~r2)e−βV (~r1,~r3) + e−βV (~r1,~r2)e−βV (~r2,~r3) + e−βV (~r1,~r3)e−βV (~r2,~r3)

−2e−βV (~r1,~r2) − 2e−βV (~r1,~r3) − 2e−βV (~r1,~r2) + 3
]

=

(
e−βm

λ3

)3 [
f12f13f23 +

(
e−βV (~r1,~r2) − 1

) (
e−βV (~r1,~r3) − 1

)
+

+
(
e−βV (~r1,~r2) − 1

) (
e−βV (~r2,~r3) − 1

)
+

(
e−βV (~r1,~r3) − 1

) (
e−βV (~r2,~r3) − 1

)]
,

UC
3 (~r1, ~r2, ~r3) =

(
e−βm

λ3

)3

[f12f13f23 + f12f13 + f12f23 + f13f23] . (2.74)

Esta decomposição pode ser feita em todas as ordens, onde as funções de Mayer

serão sempre os entes fundamentais na determinação dos UC
N (~r1, ..., ~rN).
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Baseados nas funções de Ursell em termos de f(~ri, ~rj), podemos escrever as três

primeiras integrais de cluster na forma de diagramas conexos:

1 1 2
1 21

b3b1 b2

3 33 3

1 12 2 2

Figura 2.3: Diagramas clássicos que determinam os três primeiras integrais de

cluster. Cada linha representa uma função de Mayer. Note que, a rigor, b1 não é

um diagrama conexo.

O número de diagramas conexos cresce muito rápido conforme N aumenta. Por

exemplo, para N = 2 temos um diagrama, para N = 3 temos quatro diagramas e

para N = 4 temos trinta e oito diagramas.

Sistema quântico relativ́ıstico

Por uma série de motivos, o caso quântico relativ́ıstico é bem mais complicado do

que o sistema clássico não-relativ́ıstico:

• Um sistema relativ́ıstico não possui uma função de interação como os poten-

ciais. De fato, a determinação de uma hamiltoniana de interação HI é muito

mais complicada.

• Existem efeitos de correlação devido à estat́ıstica quântica. Estes efeitos apare-

cem misturados com os efeitos dinâmicos (interações).

• Sistemas quânticos podem possuir estados ligados discretos.

Apesar disto, existe um formalismo bastante geral que possibilita escrever as

funções de Ursell em termos da matriz S [33].

Assim como existe um operador ŴN (2.38) associado a uma função WQ
N (~r1, ..., ~rN),

podemos definir um operador ÛN tal que

UQ
N (~r1, ..., ~rN) ≡ N ! 〈~r1, ..., ~rN | ÛN |~r1, ..., ~rN〉 . (2.75)

Substituindo (2.75) em (2.53) obtemos:

bN =
gN

V

∫

Ω

〈~r1, ..., ~rN | ÛN |~r1, ..., ~rN〉 d3Nr =
gN

V
TrÛN . (2.76)

Por comparação direta com (2.70) vemos que
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TrÛN = Tr
[
Âe−βĤN

]
cN

. (2.77)

Para poder escrever os bN em termos da matriz S é necessário separar os efeitos

estat́ısticos dos efeitos dinâmicos, pois são somente estes últimos que influênciam a

matriz S. O procedimento padrão de realizar esta separação é construir

b
(0)
N =

gN

V
TrÛ

(0)
N , (2.78)

onde o ı́ndice 0 representa o sistema livre (sem interação).

Como Û
(0)
N é livre, ele contém apenas efeitos estat́ısticos. Portanto, basta subtrair

(2.78) de (2.76) para ficarmos apenas com efeitos dinâmicos:

bN − b
(0)
N =

gN

V
Tr

(
ÛN − Û

(0)
N

)
. (2.79)

Com o aux́ılio de (2.79) e (2.49), obtem-se:

Ω− Ω0 =
∞∑

N=1

(
bN − b

(0)
N

)
zN . (2.80)

O próximo passo é mostrar que Tr
(
ÛN − Û

(0)
N

)
pode ser escrito em termos de

um operador Ŝ associado à matriz S (ver caṕıtulo 3). Utilizando (2.36), (2.54),

(2.55), (2.56) e (2.75) determina-se os três primeiros termos:

Primeiro termo:

Tr
(
Û1 − Û

(0)
1

)
= TrŴ1 − TrŴ

(0)
1 = TrÂe−βĤ1 − TrÂe−βĤ

(0)
1 = 0, (2.81)

onde a última igualdade ocorre pois Ĥ1 = Ĥ
(0)
1 (part́ıcula livre).

Segundo termo:

Tr
(
Û2 − Û

(0)
2

)
= TrŴ2 − Tr

(
Ŵ1Ŵ1

)
−

[
TrŴ

(0)
2 − Tr

(
Ŵ

(0)
1 Ŵ

(0)
1

)]

= TrŴ2 − TrŴ
(0)
2 = TrÂe−βĤ2 − TrÂe−βĤ

(0)
2 , (2.82)

sendo Ĥ2 o operador hamiltoniano de duas part́ıculas.

Terceiro termo:
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Tr
(
Û3 − Û

(0)
3

)
= TrŴ3 −

3∑

i<j=1 e k 6=i,j

Tr
(
Ŵ ij

2 Ŵ k
1

)
+ 2Tr

(
Ŵ1Ŵ1Ŵ1

)
+

−
[
TrŴ

(0)
3 −

3∑

i<j=1 e k 6=i,j

Tr
(
Ŵ

ij(0)
2 Ŵ

k(0)
1

)
+ 2Tr

(
Ŵ

(0)
1 Ŵ

(0)
1 Ŵ

(0)
1

)]

= TrŴ3 − TrŴ
(0)
3 −

3∑

i<j=1 e k 6=i,j

[
Tr

(
Ŵ ij

2 Ŵ k
1

)
− Tr

(
Ŵ

ij(0)
2 Ŵ

k(0)
1

)]

= TrÂe−βĤ3 − TrÂe−βĤ
(0)
3

− Tr

[
Â

(
3∑

i<j=1 e k 6=i,j

e−β(Ĥij+Ĥk) − e
−β
�
Ĥ

(0)
ij +Ĥ

(0)
k

�)]
, (2.83)

onde Ĥ3 é o operador Hamiltoniano de três part́ıculas. Já Ĥij é o Hamiltoniano

de dois corpos e Ĥk o Hamiltoniano de um único corpo com a soma gerando três

termos (Ĥ12 + Ĥ3; Ĥ13 + Ĥ2; Ĥ23 + Ĥ1). Note que a junção dos operadores Ĥij com

Ĥk pode ser realizada, pois eles atuam em sub-espaços distintos e portanto comutam

entre si.

Uma análise mais detalhada dos termos superiores revela que o traço de
(
ÛN − Û

(0)
N

)

é composto de combinações lineares do tipo

Tr
(
Â′e−βĤ′

)
− Tr

(
Â′e−βĤ′(0)

)
. (2.84)

Por exemplo, (2.83) possui quatro termos deste tipo: no primeiro Ĥ ′ = Ĥ3 e nos

outros três Ĥ ′ = Ĥij + Ĥk.

O procedimento de relacionar o operador densidade de probabilidade Ŵ ′ com a

matriz S começa na definição de operadores de Green, como segue:

Ĝ′(ς) ≡ (ς − Ĥ ′)−1 e Ĝ′(0)(ς) ≡ (ς − Ĥ ′(0))−1, (2.85)

sendo ς é uma variável complexa, que quando identificada com o espectro de Ĥ ′ e

Ĥ ′(0) gera pólos. O fato de estarmos usando o mesmo ς para ambos os operadores

Ĝ′ e Ĝ′(0) têm implicações sobre o processo de espalhamento e será discutido no

próximo caṕıtulo.

Para escrever o traço de Ŵ ′ em termos de Ĝ′(ς) devemos realizar uma extensão

anaĺıtica na região de integração de ς. Sabendo que o Hamiltoniano Ĥ ′ obedece

a uma equação de autovalores tipo (2.37), procedemos com todos os cálculos e
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obtemos:

TrŴ ′ = Tr
(
Â′e−βĤ′

)
= −

∞∫

−∞

dς

π
e−βςImTr

[
Â′Ĝ′(ς)

]
dς. (2.86)

Os detalhes são apresentados no apêndice B.

Portanto, partindo de (2.86) podemos reescrever (2.82) e (2.83) como:

Tr
(
Û2 − Û

(0)
2

)
= −

∞∫

−∞

dς

π
e−βςImTr

[
Â

(
Ĝ2 − Ĝ

(0)
2

)]
dς, (2.87)

com Ĝ2 sendo o operador de Green de Ĥ2, e

Tr
(
Û3 − Û

(0)
3

)
= −

∞∫

−∞

dς

π
e−βςImTr

[
Â

(
Ĝ3 − Ĝ

(0)
3

)
−

3∑
i<j=1

Âij

(
Ĝij − Ĝ

(0)
ij

)]
dς,

(2.88)

onde Ĝ3 é dado por Ĥ3 e Ĝij ≡ (ς − Ĥij − Ĥk)
−1.

O próximo passo é definir os operadores T̂ , Ω̂, e Ŝ, todos funções da variável

complexa ς:

T̂ (ς) ≡ V̂ + V̂ Ĝ(ς)V̂ ; Ω̂(ς) ≡ Ĝ(ς)
[
Ĝ(0)(ς)

]−1

(2.89)

Ŝ(ς) ≡ Ω̂−1(ς∗)Ω̂(ς), com V̂ ≡ gĤI = Ĥ − Ĥ(0). (2.90)

Observação: por economia de notação, suprimimos o “linha” nos operadores Hamil-

tonianos e de Green.

A partir destas definições, pode-se provar as seguintes identidades (ver apêndice

B):

Ω̂ = 1 + Ĝ(0)T̂ ; T̂ = V̂ Ω̂; (2.91a)

Ĝ = Ĝ(0) + Ĝ(0)T̂ Ĝ(0); Ω̂−1 = 1− Ĝ(0)V̂ ; (2.91b)

Ĝ(0)† = Ĝ(0)∗; Ĝ† = Ĝ∗ e T̂ † = T̂ ∗, (2.91c)

onde o “dagger” representa a conjugação hermitiana e o asterisco a operação de

conjugação complexa.

Agora, munidos das definições (2.89) e (2.90) e das quatro identidades (2.91a) e

(2.91b), vamos estabelecer a importante relação
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−4iImTr
[
Ĝ(ς)− Ĝ(0)(ς)

]
= Tr

[
Ŝ−1∂Ŝ

∂ς
− ∂Ŝ−1

∂ς
Ŝ

]
≡ Tr

[
Ŝ−1

←→
∂

∂ς
Ŝ

]
. (2.92)

Para proceder com esta verificação substituimos (2.90) em (2.92) e usamos a

propriedade ćıclica do traço:

Tr

[
Ŝ−1

←→
∂

∂ς
Ŝ

]
= Tr




((
Ω̂∗

)−1

Ω̂

)−1 ∂

((
Ω̂∗

)−1

Ω̂

)

∂ς
−

∂

((
Ω̂∗

)−1

Ω̂

)−1

∂ς

(
Ω̂∗

)−1

Ω̂




= Tr


Ω̂−1Ω̂∗

∂
(
Ω̂∗

)−1

∂ς
Ω̂ + Ω̂−1Ω̂∗

(
Ω̂∗

)−1 ∂Ω̂

∂ς
+

−
(

∂Ω̂−1

∂ς
Ω̂∗

(
Ω̂∗

)−1

Ω̂ + Ω̂−1∂Ω̂∗

∂ς

(
Ω̂∗

)−1

Ω̂

)]

= Tr

[
Ω̂−1

←→
∂

∂ς
Ω̂ + Ω̂∗

←→
∂

∂ς

(
Ω̂∗

)−1
]

. (2.93)

Utilizando (2.91b) no primeiro termo de (2.93) e lembrando que V̂ não depende

de ς
(

∂V̂
∂ς

= 0
)
, temos:

Ω̂−1

←→
∂

∂ς
Ω̂ =

(
1− Ĝ(0)V̂

) ←→∂
∂ς

Ω̂ =
∂Ω̂

∂ς
− Ĝ(0)

←→
∂

∂ς

(
V̂ Ω̂

)
. (2.94)

A seguir, substituimos (2.91a) em (2.94):

Ω̂−1

←→
∂

∂ς
Ω̂ =

∂
(
1 + Ĝ(0)T̂

)

∂ς
− Ĝ(0)

←→
∂

∂ς
T̂ =

∂

∂ς

(
Ĝ(0)T̂

)
− Ĝ(0)

←→
∂

∂ς
T̂ = 2

∂Ĝ(0)

∂ς
T̂ .

(2.95)

Agora, lembrando da definição (2.85) de Ĝ(0) , segue:

∂Ĝ(0)

∂ς
=

∂(ς − Ĥ(0))−1

∂ς
= −(ς − Ĥ(0))−2 = −

(
Ĝ(0)

)2

. (2.96)

Então, substituindo (2.96) em (2.95) obtemos,

Ω̂−1

←→
∂

∂ς
Ω̂ = −2

(
Ĝ(0)

)2

T̂ . (2.97)
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Para o caso do complexo conjugado de (2.93), podemos usar a propriedade ćıclica

do traço e obter uma fórmula análoga ao caso anterior,

Tr

[
Ω̂∗
←→
∂

∂ς

(
Ω̂∗

)−1
]

= Tr




∂
(
Ω̂∗

)−1

∂ς
Ω̂∗ −

(
Ω̂∗

)−1 ∂Ω̂∗

∂ς


 = −Tr

[(
Ω̂∗

)−1
←→
∂

∂ς
Ω̂∗

]
.

(2.98)

Como o complexo conjugado atua somente na variável ς, concluimos que

(
Ω̂∗

)−1
←→
∂

∂ς
Ω̂∗ = −2

((
Ĝ(0)

)2

T̂

)∗
. (2.99)

Com o aux́ılio de (2.97), (2.98), (2.99), (2.93) e (2.91b) e usando novamente a

ciclicidade do traço, provamos finalmente a relação (2.92):

Tr

[
Ŝ−1

←→
∂

∂ς
Ŝ

]
= −Tr

[
2
(
Ĝ(0)

)2

T̂ − 2

((
Ĝ(0)

)2

T̂

)∗]
= −4iImTr

[
Ĝ− Ĝ(0)

]
.

(2.100)

Portanto, através desta relação, a equação (2.86) pode ser reescrita em termos

do operador Ŝ:

Tr
[
Â′

(
e−βĤ′ − e−βĤ′(0)

)]
=

∫
dς

4πi
e−βςTr

[
Â′

(
Ŝ ′

)−1
←→
∂

∂ς

(
Ŝ ′

)]
. (2.101)

Note que a introdução de Â′ é trivial uma vez que ele comuta com todos os outros

operadores.

Partindo deste último resultado é posśıvel reescrever (2.87) e (2.88) da seguinte

forma:

Tr
(
Û2 − Û

(0)
2

)
=

∫
e−βς

4πi
Tr

(
ÂŜ−1

2

←→
∂

∂ς
Ŝ2

)
dς, (2.102)

Tr
(
Û3 − Û

(0)
3

)
=

∫
dE

e−βE

4πi

[
Tr

(
ÂŜ−1

3

←→
∂

∂E
Ŝ3

)
− Tr

[(
3∑

i<j=1

ÂijŜ
−1
ij

←→
∂

∂E
Ŝij

)]]
,

(2.103)

com Ŝ2 associado a Ĥ2, Ŝ3 associado a Ĥ3 e Sij associado a Ĥij + Ĥk.

De um modo geral, a estrutura de (2.101) determina a forma das integrais de

cluster:

bN − b
(0)
N =

gN

V

∫
e−βς

4πi
Tr

(
ÂŜ−1

←→
∂

∂ς
Ŝ

)

c̃N

dς. (2.104)
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O subescrito c̃N representa todos os diagramas conexos de N part́ıculas, em que a

interação atua ao menos uma vez.

Esta última equação é uma das equações fundamentais para o tratamento es-

tat́ıstico quântico relativ́ıstico no equiĺıbrio. No próximo caṕıtulo mostraremos que

Ŝ representa de fato o operador associado à matriz S f́ısica§ da teoria usual do es-

palhamento. Uma vez que Ŝ encontra-se na camada de massa, pode-se mostrar que

o traço do operador ÂŜ−1
←→
∂
∂ς

Ŝ também o está [33].

2.2 Equações de estado

Do ponto de vista termodinâmico, equações de estado (EoS) são um conjunto de

equações ligadas à primeira lei da termodinâmica capazes de descrever o comporta-

mento global do sistema. Por exemplo, se a primeira lei é expressa na representação

da entropia∗,

dS =
1

T
dU +

p

T
dV − µ

T
dN, (2.105)

então as EoS deste sistema são dadas por:

1

T
(U, V,N) ≡

(
∂S

∂U

)

V,N

, (2.106a)

p

T
(U, V,N) ≡

(
∂S

∂V

)

U,N

, (2.106b)

µ

T
(U, V,N) ≡ −

(
∂S

∂N

)

U,V

. (2.106c)

Por outro lado, a ligação da termodinâmica com a mecânica estat́ıstica (desen-

volvida previamente) se dá através do limite termodinâmico. De um modo geral,

este limite consiste em fazermos as grandezas extensivas (S, U , V , N etc) tenderem

ao infinito, mantendo as razões entre elas finitas. O papel deste limite vai além da

conexão entre a mecânica estat́ıstica e a termodinâmica. É através dele que a ME de-

senvolvida previamente se torna uma teoria f́ısica. Veremos no caṕıtulo seguinte que

o traço da matriz S só apresenta elementos na camada de massa quando tomamos

o limite termodinâmico. Portanto, é de suma importância que este limite exista.

Dito isso, é interessante expressarmos a primeira lei em termos da densidade

numérica n e da densidade de energia ρ,

§Todos os seus elementos estão na camada de massa, i.e., ς faz parte do espectro de H(0).
∗Por simplicidade, continuamos com um sistema de uma componente.
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n ≡ N

V
e ρ ≡ U

V
. (2.107)

Depois de algumas manipulações obtemos:

dS =
V

T
dρ +

ρ + p− µn

T
dV − µV

T
dn. (2.108)

A primeira lei na forma de (2.108) implica que a entropia S é função de ρ, V e

n. Agora como S, U , N e V são grandezas extensivas podemos escrever a seguinte

relação:

S(ρ, λV, n) = λS(ρ, V, n). (2.109)

Derivando esta relação em termos de λ e depois pondo λ = 1, segue:

d

dλ
[S(ρ, λV, n)] =

d

dλ
[λS(ρ, V, n)] ⇒

(
∂S(ρ, λV, n)

∂(λV )

)

ρ,n

∂(λV )

∂λ
= S(ρ, V, n)

λ=1⇒
(

∂S

∂V

)

ρ,n

V = S(ρ, V, n) ⇒ S =
(ρ + p− µn) V

T
. (2.110)

A equação (2.110) é a versão da relação de Euler para as densidades numérica e

de energia. Diferenciando esta relação obtemos:

dS =
(ρ + p− µn)

T
dV +

V

T
dρ+

V

T
dp− V µ

T
dn− V n

T
dµ− (ρ + p− µn) V

T 2
dT. (2.111)

Agora, comparando esta última equação com a 1◦ lei, segue a equação de Gibbs-

Duhem:

dp− ndµ− (ρ + p− µn)

T
dT = 0. (2.112)

De (2.112) podemos então inferir que

(
∂p

∂T

)

µ

=
(ρ + p− µn)

T
e

(
∂p

∂µ

)

T

= n. (2.113)

Uma importante consequência da equação de Gibbs-Duhem é que, das três

equaçãos de estado associadas à (2.108)

V

T
(ρ , V, n) ≡

(
∂S

∂ρ

)

V,n

, (2.114a)

S

V
= s (ρ , V, n) ≡

(
∂S

∂V

)

ρ,n

, (2.114b)

−µV

T
(ρ , V, n) ≡

(
∂S

∂n

)

ρ,V

, (2.114c)
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apenas duas são independendes.

Em um sistema termodinâmico constituido de uma entropia extensiva depen-

dente de M variáveis, é necessário conhecermos M − 1 equações de estado para

descrever o sistema completamente.

Como se sabe, além da representação da entropia, existe uma série de repre-

sentações distintas e equivalentes capazes de descrever um sistema termodinâmico.

Cada uma destas representações está associada a funções especiais conhecidas como

potenciais termodinâmicos. Apesar destes potenciais apresentarem caracteristicas

distintas, a descrição do sistema independe da representação escolhida. Portanto, o

que dita a utilização de um determinado potencial é a conveniência.

O potencial termodinâmico que surge naturalmente da mecânica estat́ıstica é o

potencial macrocanônico Ω definido em (2.47). O conceito probabiĺıstico inerente à

mecânica estat́ıstica [21] nos permite escrever

n =
N

V
=

1

Θ(V, T, z)

∑
a,r

Nr

V
e−βEazNr , (2.115)

ρ =
E

V
=

1

Θ(V, T, z)

∑
a,r

Ea

V
e−βEazNr , (2.116)

onde

Θ(V, T, z) =
∑
a,r

e−βEazNr . (2.117)

Utilizando (2.47) podemos reescrever n e ρ em termos de Ω:

n (z, β) = z
∂

∂z

[
ln

Θ(V, T, z)

V

]

β

= z

(
∂Ω

∂z

)

β

, (2.118)

ρ (z, β) = − ∂

∂β

[
ln

Θ(V, T, z)

V

]

z

= −
(

∂Ω

∂β

)

z

. (2.119)

As duas equações acima sugerem que

dΩ =

(
∂Ω

∂β

)

z

dβ +

(
∂Ω

∂z

)

β

dz = −ρdβ +
n

z
dz. (2.120)

Agora, lembrando que β = 1/kT e z = e−βµ, reescremos (2.120) como:

dΩ = −(ρ + µn)

(kT )2 d (kT ) +
n

kT
dµ. (2.121)

O próximo passo é introduzir em (2.121) a primeira lei da termodinâmica sob a

forma de (2.108):
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dΩ =
dS

kV
− 1

kT
dρ +

1

V

ρ + p− µn

kT
dV − µ

kT
dn− (ρ + µn)

(kT )2 d (kT ) +
n

kT
dµ. (2.122)

Observe que, por questões dimensionais, dividimos (2.108) por kV .

Rearranjando os termos desta última equação e utilizando (2.110) vemos que

dΩ = d

(
S

kV
− ρ

kT
+

µn

kT

)
⇒ Ω =

S

kV
− (ρ− µn)

kT
. (2.123)

Por fim, comparando este último resultado com (2.110) obtemos:

p (z, β)

kT
= Ω. (2.124)

As equações (2.118), (2.119) e (2.124) nos permitem determinar a pressão p, a

densidade numérica n e a densidade de energia ρ de um sistema estat́ıstico descrito

pelo ensemble macrocanônico. Estas equações são a base das EoS cosmológicas

construidas no caṕıtulo 5.

Na seção 2.1.2 vimos que o potencial macrocanônico pode ser escrito como uma

série na fugacidade, (2.49). Neste caso, p, n e ρ são dados por:

p(z, T )

kT
= Ω(z, β) =

∞∑
N=1

bNzN , (2.125a)

n(z, T ) = z

(
∂Ω(z, β)

∂z

)

β

=
∞∑

N=1

NbNzN , (2.125b)

ρ(z, T ) = −
(

∂Ω(z, β)

∂β

)

z

= −
∞∑

N=1

∂bN

∂β
zN , (2.125c)

onde já supomos tomado o limite termodinâmico das integrais de cluster bN dadas

em (2.53).

As funções p(z, T ), n(z, T ) e ρ(z, T ) formarão o conjunto A de equações de estado.

Uma alternativa para a descrição do sistema de uma componente é construir

equações para a pressão p(n, T ) e para a densidade de energia ρ(n, T ) através da

“inversão” de n(z, T ). Este tipo de expansão é conhecida como expansão do virial :

p(n, T )

kT
=

∞∑

l=1

al(T )nl, (2.126a)

ρ(n, T )

(kT )2 =
∞∑

l=1

cl(T )nl, (2.126b)
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onde al e cl são os coeficientes do virial para a pressão e a densidade de energia,

respectivamente. Estes coeficientes são completamente determinados pelos bN ’s. No

apêndice C apresentamos as formas explicitas dos primeiros coeficientes de al e cl.

As funções p(n, T ), ρ(n, T ) e n(z, T ) formarão o conjunto B de equações de

estado.

Baseados nestas cinco últimas equações, podemos obter também outros dois

conjuntos de EoS distintos: p(n, T ), ρ(z, T ) e n(z, T ) que chamaremos de conjunto

C; p(z, T ), ρ(n, T ) e n(z, T ) que chamaremos de conjunto D. É posśıvel ainda

construir outros conjuntos de equações de estado, como por exemplo EoS baseadas

na expanção em termos da constante de acoplamento, eq. (2.3), porém este tipo de

estudo foge ao escopo desta tese.

Na sua forma completa os quatro conjuntos A, B, C e D são equivalentes, porém

eles diferem quando truncamos as respectivas séries em uma determinada ordem.

Como para fins práticos não é posśıvel somar estas séries, devemos então realizar

um estudo comparando as caracteŕısticas perturbativas destes quatro conjuntos.

Esta análise pode ser feito através de diversos procedimentos, envolvendo desde

critérios formais (termodinâmicos e estat́ısticos), a até critérios fenomenológicos

ligados a considerações f́ısicas e resultados experimentais. Apresentaremos a seguir,

alguns critérios que ajudarão a decidir qual é o conjunto mais conveniente para

aplicarmos na cosmologia pré-nucleosśıntese.

2.2.1 O significado f́ısico das quantidades p, ρ e n

Dentro do escopo da mecânica estat́ıstica no equiĺıbrio, as densidades numérica n e

de energia ρ têm um significado f́ısico bastante preciso. Esta duas quantidades são

médias ponderadas pelo fator de Boltzmann, que no caso do ensemble macrocanônico

são expressas pelas equações (2.115) e (2.116). Comparando (2.117) com (2.4), é

imediato perceber que (2.115) e (2.116) estão associadas a séries na fugacidade, ou

seja n(z, T ), (2.118) e ρ(z, T ), (2.119).

Por outro lado, se utilizarmos a série do virial ρ(n, T ), a noção estat́ıstica asso-

ciada à densidade de energia se perde, podendo inclusive, no caso do truncamente

em uma dada ordem, levar a resultados f́ısicos estranhos.

Para ententer melhor estas idéias, vamos estudar um sistema espećıfico, onde a

Hamiltoniana de dois corpos é constituida de B estados discretos. Podemos idealizar

este sistema como sendo um sistema quântico não relativ́ıstico onde os únicos estados

interagentes relevantes sejam os estados ligados. Então, baseado em (2.79) e (2.82)

temos:

b2 '
∑
B

e−βEB . (2.127)
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Note que estamos ignorando os efeitos da estat́ıstica quântica.

Neste caso, o segundo coeficiente da série de ρ(z, T ), eq. (2.125c), resulta em

−∂b2

∂β
=

∑
B

EBe−βEB . (2.128)

A equação acima apresenta claramente a idéia de média estat́ıstica sobre as

energias dos estados discretos.

Por outro lado, o segundo coeficiente do virial c2 (C.4b), presente na série de

ρ(n, T ), eq. (2.126b), é dado por:

c2 =
1

b2
1

[∑
B

(
EB +

2

b1

∂b1

∂β

)
e−βEB

]
, (2.129)

com b1 > 0 e ∂b1
∂β

< 0, devido a imposição de positividade de n e ρ no caso ideal.

O coeficiente c2, além de não possuir a forma usual de média estat́ıstica dos

estados discretos, apresenta também um comportamento estranho em alguns casos

de EB positivo. De fato, é posśıvel termos c2 negativo com todos os EB positivos.

Este tipo de argumento privilegia a equação ρ(z, T ) em detrimento da equação

ρ(n, T ).

Diferentemente de n e ρ, a pressão p não possui uma interpretação ligada a

médias estat́ısticas. No contexto da mecânica estat́ıstica usual, a idéia de pressão

só aparece quando tomamos o limite termodinâmico.

Um outro meio de atribuir um significado f́ısico ao conceito de pressão é através

do tensor de stress Πij. Este meio é bastante interessante, pois Πij nada mais é do

que a parte espacial do tensor energia-momento de um fluido Tµν . Ou seja, a pressão

que aparece no modelo do Big-Bang está diretamente relacionada com Πij.

Por questão de simplicidade, vamos restringir o estudo do tensor de stress a

sistemas clássicos não relativ́ısticos. Segundo a abordagem padrão [35], Πij é definido

através da pressão interna p, que é diferente da pressão superficial p̃ de um sistema.

Definimos pressão superficial, considerando p̃dSdn como sendo a média do tra-

balho realizado por um campo de fronteira em um ensemble, quando o elemento dS

da fronteira se move uma distância dn normal a ela própria.

O parágrafo acima se refere apenas à fronteira de um ensemble, ou seja a relação

entre este ensemble e o mundo exterior. Trataremos a seguir do conceito de pressão

interna ao ensemble.

A média do stress por unidade de área que cruza qualquer superficie imaginária

dentro do ensemble é definida como sendo a força resultante por unidade de área

exercida pelas part́ıculas do lado A sobre o lado B, em conjunto com a transferência

de momento por unidade de área por segundo de A para B de part́ıculas que cruzam
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a superf́ıcie de A para B e de B para A. O stress exercido pelo lado A sobre o lado B

é necessariamente igual e oposto ao stress exercido de B para A desde que as forças

obedeçam à terceira lei de Newton.

O stress Πij é definido, em geral, como um tensor simétrico de segunda ordem,

com seis componentes independentes: pxx, pyy, pzz, pxy, pxz, pyz. No caso de termos

um fluido perfeito, o stress medido por um observador comóvel se reduz necessaria-

mente à forma pxx= pyy= pzz = p, pxy= pxz= pyz = 0, devido à isotropia do fluido

neste referencial. A componente p deste tensor é chamada de pressão interna.

A forma simplificada das componentes de Πij e o cálculo expĺıcito de p através de

qualquer superf́ıcie interna são imediatos para fluidos ideais (sem interação). Neste

caso a força entre as part́ıculas é despreźıvel, e portanto a componente pxx é tão

somente a taxa de transferência de x-momento através da unidade de superf́ıcie

unitária normal ao eixo x.

Part́ıculas com velocidade entre u e u + du carregam momento mu através da

superf́ıcie interna, e a quantidade de part́ıculas que cruzam uma unidade de área

no tempo dt, nada mais é do que o número de part́ıculas ñ presente no volume udt.

Portanto, pela lei de distribuição de Maxwell, ñ é dado por:

ñ(u) =
N

V
udt

( m

2πkT

)1/2

e−
mu2

2kT du, (2.130)

e a componente pxx em um intervalo dt é:

pxx =

∫
ñ(u)mudu =

Nm

V

( m

2πkT

)1/2
∞∫

−∞

u2e−
mu2

2kT du =
N

V
kT. (2.131)

Resultados idênticos são obtidos para pyy e pzz.

Com um cálculo similar a (2.131), é fácil de verificar que a taxa de transferência

de x-momento através da unidade de superf́ıcie unitária normal ao eixo y, definida

como pxy, é identicamente nula. Analogamente, temos pxz= pyz = 0.

Portanto, podemos escrever

pideal = nkT. (2.132)

A equação (2.132) representa a pressão interna de um fluido sem interação. Note

que através de modelos simples de teoria cinética dos gases, obtemos a mesma

equação de estado para um gás ideal [36]. Porém, a pressão calculada via teoria

cinética é uma pressão exercida pelas part́ıculas sobre a superf́ıcie do recipiente. O

que ocorre é que na ausência de campos externos, a pressão interna é constante em

toda parte do fluido, e é igual à pressão na fronteira.
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Vamos supor agora que estamos tratando não mais com um fluido ideal e sim

com um fluido de part́ıculas interagentes. Então, para o cálculo da pressão interna,

além do termo de fluido ideal (2.132), obtido através da tranferência de momento,

temos também um termo extra baseado na interação entre os constituintes.

Vale lembrar que, na ausência de campos externos, continua válida a afirmação

de que o stress interno é necessariamente uma pressão isotrópica† igual à pressão de

fronteira.

Para o cálculo deste termo extra, temos que calcular a média da força por unidade

de área que todas as part́ıculas de um lado da interface geométrica exercem sobre

aquelas part́ıculas do outro lado.

Considerando uma fatia de um plano infinito de espessura df , vamos calcular a

média da força dFP0 exercida por todas as part́ıculas que estão dentro desta fatia,

sobre uma part́ıcula P a uma distância z.

θ
PO

r+dr

r

df

z

Figura 2.4 - Geometria do sistema de interesse.

O número médio de part́ıculas entre r e r + dr a uma distância r de P é:

n(r) = 2πrdr
N

V
df exp[−V (r)/kT ], (2.133)

onde V (r) é o potencial entre pares de part́ıculas.

Esta equação é conhecida como lei de distribuição de Boltzmann para pares de

part́ıculas, válida somente para sistemas em equiĺıbrio termodinâmico.

A força resultante ao longo do eixo PO, exercida por um elemento da fatia, é

dada por:

dFPO = n(r) cos θ

(
−∂V

∂r

)
= 2π

N

V
zdf

(
−∂V

∂r

)
exp[−V (r)/kT ]dr. (2.134)

†Esta afirmação é válida apenas no caso de potenciais centrais.
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A força média que todas as part́ıculas internas a esta fatia exercem sobre a

part́ıcula em P é obtida integrando r de z até infinito:

dF =
2πN

V
zdf

∞∫

z

(
−∂V

∂r

)
exp[−V (r)/kT ]dr =

−2πNkT

V
zdf{exp[−V (z)/kT ]− 1}.

(2.135)

Observe que, por simetria, as componentes perpendiculares ao eixo PO se anulam.

Portanto, a força média por unidade de área sobre part́ıculas que estão dentro

de uma fatia com espessura dz, no qual há N
V

dz part́ıculas é:

dpint =
dF

dS
= −2π

N2kT

V 2
zdzdf{exp[−V (z)/kT ]− 1}. (2.136)

Repassando z para z + f ‡ a distância entre 2 fatias quaisquer, e integrando

sobre todo o intervalo [0,∞], obtemos o stress total por unidade de área, devido ao

potencial V (r):

pint = −2π
N2kT

V 2

∞∫

0

∞∫

0

(z + f)dzdf{exp[−V (z + f)/kT ]− 1} ⇒

pint = −2π
N2kT

V 2

∞∫

0

xdx{exp[−V (x)/kT ]− 1}
x∫

0

dy ⇒

pint = −2πkT

(
N

V

)2
∞∫

0

(
e−V (r)/kT − 1

)
r2dr = a2(T )n2kT, (2.137)

sendo sendo a2(T ) o segundo coeficiente do virial para sistemas clássicos não de-

generados dados por (C.2b) e (2.53).

Se juntarmos as equações (2.132), (2.137) e (C.2a) obtemos

p(n, T )

kT
= a1 (T ) n + a2(T )n2, (2.138)

que é exatamente a mesma equação (2.126a) truncada em segunda ordem.

Portanto, para sistemas clássicos não relativ́ısticos a pressão p(n, T ) possui um

significado f́ısico bastante claro, diferentemente de p(z, T ).

‡A fatia de espessura df foi colocada na origem, mas de modo geral ela está a uma distância f

da origem.
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2.2.2 Comparação explicita entre as série z e n para a pressão

Como dito no começo do caṕıtulo, a expansão em série da função de partição (ou das

equações de estado) só representará de fato as quantidades termodinâmicas desejadas

se a série for convergente. Esta condição é essencial também para podermos utilizar

a teoria de perturbação e deixar o sistema bem mais tratável.

Até o presente momento desenvolvemos três tipos de expansões distintas: a

primeira em termos da constante de acoplamento g, conveniente para sistemas fra-

camente acoplados; a segunda em termos da fugacidade z, conveniente quando z é

razoavelmente menor do que um; e a terceira em termos da densidade numérica n,

conveniente para sistema de baixa densidade.

Nesta seção, estamos interessados em analisar os vários conjuntos de equações

de estado dados como funções de z ou n. A utilização de um deste conjunto em

detrimento dos outros depende muito das caracteŕısticas do sistema em questão.

Contudo, as séries da pressão em termos de z e n podem ser parcialmente compara-

das sem especificarmos o sistema.

Do ponto de vista teórico, uma caracteŕıstica importante a favor da convergência

da série completa de p(n, T ), para o sistema clássico não relativ́ıstico, é que os co-

eficientes do virial a’s são determinados por uma subclasse dos diagramas conexos

conhecidos por diagramas irredut́ıveis [21]. Estes diagramas são facilmente detecta-

dos, pois eles são multiplamente conexos (uma part́ıcula interage com pelo menos

duas outras part́ıculas). Da figura 2.3, seção 2.1.2, vemos que para N = 3 apenas

um dos quatro diagramas é irredut́ıvel. Já para N = 4 temos trinta e oito diagramas

conexos, dos quais apenas dez são irredut́ıveis. Este corte nos diagramas faz com

que o tratamento perturbativo seja mais eficaz na série de p(n, T ) do que na série

de p(z, T ).

Já do ponto de vista experimental, a expansão do virial p(n, T ) descreve muito

bem a fase gasosa de sistemas não relativ́ıstico. Podemos estudar, por exemplo,

o comportamento de uma série de gases através do potencial fenomenológico de

Lennard-Jones,

V (r) = 4ε

[(σ

r

)12

−
(σ

r

)6
]

,

onde σ e ε são parâmetros arbitrários positivos.

Como mostrado na figura a seguir, os dados experimentais concordam com as

curvas teóricas do segundo coeficiente do virial para a pressão (a2).
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.

Figura 2.5 - Esta figura mostra a concordância entre os dados experimentais e

as curvas teóricas do segundo coeficiente do virial. Note que B na nossa notação

representa o termo a2, T ∗ = kT/ε e r0 = 21/6σ é o mı́nimo do potencial de Lennard-

Jonnes. A curva clássica foi calculada através do método de Mayer, enquanto que

para as curvas de H2 e He foi utilizado o método de Beth-Uhlenbeck. Figura tirada

da página 164 de [37].

O principal ponto desta figura é que os dados experimentas são ajustados por

uma série expandida em termos de n e não da fugacidade z [39] e, como veremos a

seguir, as séries em z e n truncadas no segundo termo não são equivalentes.

Em primeira ordem de correção, as série de p(z, T ), eq. (2.125a), e n(z, T ), eq.

(2.125b), podem ser escritas como:

p(z, T ) ' kT (b1z + b2z
2), (2.139a)

n(z, T ) ' (b1z + 2b2z
2). (2.139b)

Agora, segundo (2.126a) e a equação (C.2b) do apêndice C, a pressão em termos

de n e T é dada por:

p(n, T ) ' nkT [a1 + a2n] = nkT

[
1− b2

b2
1

n

]
. (2.140)

A equação (2.140) é diferente de invertermos (2.139b) através de Báskara, e

substituirmos o resultado em (2.139a):

n = b1z + 2b2z
2 ⇒ b1z + 2b2z

2 − n = 0 ⇒

z =
−b1 +

√
b2
1 + 8b2n

4b2

, (2.141)
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onde o sinal positivo foi escolhido para garantir a positividade da fugacidade.

Substituindo esta última equação em (2.139a), obtemos:

p′(n, T ) = kT


b1

(
−b1 +

√
b2
1 + 8b2n

4b2

)
+ b2

(
−b1 +

√
b2
1 + 8b2n

4b2

)2

 ⇒

p′(n, T ) = kT

[
1−√1− 8na2 + 4a2n

8a2

]
. (2.142)

Por construção sabemos que p′(n(z, T ), T ) = p(z, T ). Portanto, comparando

(2.140) com (2.142) fica ńıtido (pelo menos até segunda ordem) que p(n, T ) é dife-

rente p(z, T ).

Veja que, formalmente falando, a equação p′(n, T ) não representa uma série na

densidade numérica. Contudo, a série do virial usual pode ser recuperada, aproxi-

mando a raiz de (2.142) pelos primeiros termos (hipótese de baixa densidade):

p′(n, T ) ' kT

[
1− 1 + 4a2n + 8 (a2n)2 + 4a2n

8a2

]
⇒

p′(n, T ) ' kT

[
a2n + (a2n)2

a2

]
= kT

[
n + a2n

2
]

= p(n, T ). (2.143)

2.2.3 Estabilidade termodinâmica

A idéia de estabilidade termodinâmica está ligada ao prinćıpio de extremo da en-

tropia (ou energia). Segundo, este prinćıpio devemos ter dS = 0 e d2S < 0. A

primeira destas condições determina que a entropia seja um extremo e a segunda

implica que este extremo seja um máximo. Enquanto que dS = 0 implica em um

sistema em equiĺıbrio, d2S < 0 determina que este equiĺıbrio é estável.

Considere dois subsistemas idênticos, cada qual descrito por uma equação fun-

damental do tipo S(U, V,N), separados por uma parede totalmente restritiva. Se

removermos uma quantidade ∆U de um dos sistemas e repassarmos para o outro

sistema, a segunda lei da termodinâmica implica que

S(U + ∆U, V,N) + S(U −∆U, V,N) ≤ 2S(U, V, N) para qualquer ∆. (2.144)

Uma análise gráfica mostra através da concavidade da entropia que (2.144) re-

presenta a condição de estabilidade para uma variação de ∆U . Se passarmos para

∆U → 0, então (2.144) se reduz a forma diferencial
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(
∂2S

∂U2

)

V,N

≤ 0. (2.145)

Contudo, esta condição é menos restritiva do que a condição de concavidade

(2.144), que deve valer para todos os ∆U ao invés de somente para ∆U → 0.

O objetivo desta seção é determinar quais são as restrições necessárias para

que as EoS cosmológicas sejam estáveis. Para isso, é interessante reformularmos o

critério de estabilidade para a representação de energia U . A transcrição para esta

repressentação é simples: da condição d2S < 0 passamos para d2U > 0, condição de

mı́nima energia.

Agora, supondo um sistema descrito por§,

dU = TdS − pdV, (2.146)

a condição de mı́nima energia implica que

(
∂2U

∂S2

)

V

≥ 0,

(
∂2U

∂V 2

)

S

≥ 0 (2.147)

e (
∂2U

∂S2

)

V

(
∂2U

∂V 2

)

S

−
(

∂2U

∂S∂V

)2

≥ 0. (2.148)

Enquanto as equações em (2.147) levam em conta as variações da entropia e

do volume separadamente, (2.148) representa a condição de estabilidade para uma

variação em conjunto de S e V .

Utilizando (2.146) na primeira condição (2.147) obtemos:

(
∂2U

∂S2

)

V

=

(
∂T

∂S

)

V

=

(
∂T

∂U

∂U

∂S

)

V

= T

(
∂T

∂U

)

V

≥ 0 ⇒
V

T

(
∂ρ

∂T

)

V

≥ 0, (2.149)

onde ρ é a densidade de energia.

Por outro lado, pode-se mostrar que na representação da energia livre de Helmholtz

(F = U − TS), temos [38]

(
∂2F

∂V 2

)

T

=

(
∂2U
∂S2

)
V

(
∂2U
∂V 2

)
S
−

(
∂2U

∂S∂V

)2

(
∂2U
∂S2

)
V

. (2.150)

§O fato de fazermos µi = 0 simplifica a análise, e é uma ótima aproximação para o universo
primordial (veja caṕıtulo 1).
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Sabendo que nesta representação

dF = −pdV − SdT, (2.151)

e utilizando as condições (2.147) e (2.148), obtemos:

(
∂2F

∂V 2

)

T

≥ 0 ⇒
(

∂p

∂V

)

T

≤ 0. (2.152)

É importante ressaltar que as condições (2.149) e (2.152) são condições necessárias

e suficientes para termos estabilidade local no sistema descrito por U(S, V ). São es-

sas as duas condições que serão aplicadas nas equações de estados cosmológicas

construidas no caṕıtulo 5.

Salvo raras exceções, as condições de estabilidade são imprescind́ıveis para po-

dermos utilizar as EoS sob a forma de séries, pois, instabilidades estão ligadas a

fenômenos de transição de fase, e estes fenômenos são indicativos de não convergência

dessas séries.

2.3 Sistemas multicomponentes

Um sistema multicomponente pode ser entendido como um sistema que tenha mais

de um tipo de part́ıcula ou número quântico conservado. Este tipo de sistema

costuma também ter mais de um termo de interação. Levando em conta estes dois

fatos, podemos generalizar a expressão (2.2) da seguinte forma:

Θ(z1, .., zB, V, T ) =
∞∑

l1=0

...

∞∑

lA=0

∞∑
N1=0

...

∞∑
NB=0

G̃l1,...,lA,N1,...,NB
(V, T )gl1

1 ...glA
A zN1

1 ...zNB
B ,

(2.153)

onde temos B componentes com A termos de interação distintos.

A Hamiltoniana deste sistema é dada por:

H =
B∑

N=1

HN
0 +

A∑

l=1

glH
l
I . (2.154)

Veja que a forma de H é suficientemente geral para representar os casos clássico

não-relativ́ıstico e quântico relativ́ıstico. Por exemplo, seja um gás de duas compo-

nentes X e Y ; classicamente a Hamiltoniana poderia ter a seguinte forma:

H =
∑

i

(
p2

iX

2mX

+
p2

iY

2mY

)
+ gXX

∑
i<j

V XX
ij + gY X

∑
i<j

V XY
ij + gY Y

∑
i<j

V Y Y
ij ,
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onde Vij são os potenciais de interação; agora, para o sistema quântico relativ́ıstico

na abordagem da segunda quantização [27], poderiamos ter:

Ĥ =
1

2

∫
d3x

[
π̂2

X + π̂2
Y +

(
∇φ̂X

)2

+
(
∇φ̂Y

)2

+
(
mX φ̂X

)2

+
(
mY φ̂Y

)2

+gXX
φ̂4

X

8
+ gXY

φ̂2
X φ̂2

Y

4
+ gY Y

φ̂4
Y

8

]
,

sendo φ̂X e φ̂Y os campos quantizados das componentes X e Y com os respectivos

momentos conjugados π̂X e π̂Y .

Fazendo somas parciais em (2.153), podemos obter equações análogas a (2.3) e

(2.4),

Θ(z1, .., zB, V, T ) =
∞∑

l1=0

...

∞∑

lA=0

Gl1,...,lA(V, T, z1, ..., zB)gl1
1 ...glA

A , (2.155)

ou

Θ(z1, .., zB, V, T ) =
∞∑

N1=0

...

∞∑
NB=0

QN1,...,NB
(V, T )zN1

1 ...zNB
B , (2.156)

referentes às expansões nas constantes de acoplamentos g’s e nas fugacidades z’s.

2.3.1 Sistema multicomponente em termos das fugacidades

O tratamento de um sistema multicomponente em termos das fugacidades (2.156)

é completamente análogo ao tratamento para uma única componente, desenvolvido

na seção 2.1.2, e já foi abordado diversas vezes na literatura [40, 41].

Em linhas gerais, temos a função WX
N1,...,NB

como

QN1,...,NB
(V, T ) =

1

N1!
...

1

NB!

∫

ΩN1

...

∫

ΩNB

WX
N1,...,NB

({~rN1} , ..., {~rNB
})d3N1rN1 ...d

3NBrNB
,

(2.157)

onde {~rNi
} é o conjunto de Ni vetores referente à i-ésima componente.

Em seguida, expandimos o potencial macrocanônico Ω nas fugacidades,

Ω(z1, ..., zB, T ) =
1

V
ln Θ(z1, ..., zB, V, T ) =

∞∑
N1=0

...

∞∑
NB=0

bN1,...,NB
zN1
1 ..zNB

B , (2.158)
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com b0,...,0 ≡ 0 (N1 = N2 = ... = NB = 0) e os restantes bN1,...,NB
’s dados pelas

funções de Ursell UX
N1,...,NB

,

bN1,...,NB
=

gN1,...,NB

V (N1!...NB!)

∫

ΩN1

...

∫

ΩNB

UX
N1,...,NB

({~rN1} , ..., {~rNB
})d3N1rN1 ...d

3NBrNB
.

(2.159)

Novamente gN1,...,NB
leva em conta a degenerescência e UX

N1,...,NB
é determinado

pela soma de todos os diagramas conexos, lembrando que agora interações entre

componentes distintas ajudam na conexão. É fácil de mostrar (porém trabalhoso)

que as funções de Ursell são dadas pelas funções WX
N1,...,NB

analogamente a (2.54),

(2.55), (2.56) e (2.57).

A seguir vamos particularizar o estudo para o caso relativ́ıstico de duas compo-

nentes.

Sistema quântico relativ́ıstico com duas componentes

As integrais de clusters de duas componentes podem ser escritas em termos de

operadores de Ursell tipo ÛN1,N2 :

bN1,N2 − b
(0)
N1,N2

=
gN1,N2

V
Tr

(
ÛN1,N2 − Û

(0)
N1,N2

)
, (2.160)

lembrando que a diferença entre bN1,N2 e b
(0)
N1,N2

(sistema livre) separa os efeitos

dinâmicos dos efeitos estat́ısticos.

Com o aux́ılio de (2.158), determinamos o potencial macrocanônico Ω:

Ω− Ω0 =
∞∑

N1=1

∞∑
N2=1

(
bN1,N2 − b

(0)
N1,N2

)
zN1
1 zN2

2 , (2.161)

onde Ω0 é o potencial termodinâmico do sistema livre dado por:

Ω0(z1, z2, T ) = Ω0(z1, T ) + Ω0(z2, T ). (2.162)

Desta última equação inferimos que os coeficiêntes b
(0)
N1,N2

são diferentes de zero

somente se N1 6= 0 e N2 = 0 ou se N2 6= 0 e N1 = 0.

Seguindo os mesmos passos desenvolvidos na seção 2.1.2, pode-se escrever o traço

de ÛN1,N2 − Û
(0)
N1,N2

em termos do operador Ŝ:

Tr
(
ÛN1,N2 − Û

(0)
N1,N2

)
=

∫
e−βς

4πi
Tr

(
ÂŜ−1

←→
∂

∂ς
Ŝ

)

c̃N1,N2

dς. (2.163)
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O subescrito c̃N1,N2 representa todos os diagramas conexos de N1 + N2 part́ıculas

onde a interação atua ao menos uma vez.

No caso particular onde temos apenas duas part́ıculas, a complicada equação

(2.163) se reduz a três casos relativamente simples:

Tr
(
Û2,0 − Û

(0)
2,0

)
=

∫
e−βς

4πi
Tr

(
Â2,0Ŝ

−1
2,0

←→
∂

∂ς
Ŝ2,0

)
dς, (2.164a)

Tr
(
Û0,2 − Û

(0)
0,2

)
=

∫
e−βς

4πi
Tr

(
Â0,2Ŝ

−1
0,2

←→
∂

∂ς
Ŝ0,2

)
dς, (2.164b)

Tr
(
Û1,1 − Û

(0)
1,1

)
=

∫
e−βς

4πi
Tr

(
Â1,1Ŝ

−1
1,1

←→
∂

∂ς
Ŝ1,1

)
dς, (2.164c)

onde os Ŝ2,0, Ŝ0,2 e Ŝ1,1 estão relacionados com os três operadores Hamiltonianos de

dois corpos. Note que Â1,1 = 1̂, pois as part́ıculas não são idênticas, e Tr
(
Û

(0)
1,1

)
= 0.

2.3.2 Equações de estado multicomponentes

A contrução das equações de estado, pressão p(z1, .., zB, T ), densidade de energia

ρ(z1, .., zB, T ) e densidades numéricas n1(z1, .., zB, T ), n2(z1, .., zB, T ),..., nB(z1, .., zB, T )

são feitas através da relação usual entre termodinâmica e mecânica estat́ıstica:

p(z1, ..., zB, T )

kT
≡ Ω(z1, ..., zB, T ) =

∞∑
N1=0

...

∞∑
NB=0

bN1,...,NB
zN1
1 ...zNB

B , (2.165a)

ni(z1, ..., zB, T ) ≡ zi

(
∂Ω(z1, ..., zB, T )

∂zi

)

V,T,{zB}6=zi

=
∞∑

N1=0

...

∞∑
NB=0

NibN1,...,NB
zN1
1 ...zNB

B ,

(2.165b)

ρ(z1, ..., zB, T )

(kT )2
≡

(
∂Ω(z1, ..., zB, T )

∂kT

)

V,{zB}
=

∞∑
N1=0

...

∞∑
NB=0

∂bN1,...,NB

∂ (kT )
zN1
1 ...zNB

B ,

(2.165c)

onde {zB} é o conjunto das fugacidades de z1 à zB.

Estas equações são completamente análogas ao conjunto A de EoS apresentadas

na seção 2.2.

Como no sistema de uma componente, podemos obter um outro conjunto de

EoS (conjunto B) escrevendo a pressão e a densidade de energia em termos das

densidades numéricas,
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p(n1, ..., nB, T )

kT
=

∞∑

l1=0

...

∞∑

lB=0

al1,...,lB(T )nl1
1 ...nlB

B , (2.166a)

ρ(n1, ..., nB, T )

(kT )2 =
∞∑

l1=0

...

∞∑

lB=0

cl1,...,lB(T )nl1
1 ...nlB

B . (2.166b)

As duas equações acima nada mais são do que a expansão do virial para um sis-

tema multicomponente, sendo os coeficientes do virial al1,...,lB e cl1,...,lB determinados

pelos bN1,...,NB
’s. No apêndice C apresentamos as formas expĺıcitas dos primeiros

coeficientes a’s e c’s para um sistema de duas componentes. Os casos de mais de

duas componentes são facilmente generalizados a partir deste sistema.

Toda a discussão sobre convergência e perturbação feita na seção 2.2.2, extende-

se trivialmente ao caso multicomponente.



Caṕıtulo 3

Teoria do Espalhamento e o Problema de Dois

Corpos

No caṕıtulo anterior mostramos que os coeficientes da fugacidade bN ’s podem ser

escritos em termos de um operador Ŝ definido em (2.90). O objetivo da primeira

parte deste caṕıtulo é mostrar que Ŝ representa de fato o operador associado à

matriz S de espalhamento f́ısica. Já o restante do caṕıtulo é dedicado ao problema

de dois corpos. Mostraremos que a matriz S2 referente ao espalhamento de dois

corpos pode ser associada às funções defasagens, e escreveremos a forma expĺıcita

do segundo coeficiente da fugacidade b2 em termos destas funções.

3.1 Relação da matriz S com o operador Ŝ

A matriz S de um dado sistema é definida como a matriz que conecta o estado inicial

Ψ
(−)
s com o estado final Ψ

(+)
s deste sistema. Estes estados podem ser entendidos como

estados assintoticamente espalhados de entrada (Ψ
(−)
s ) e de sáıda (Ψ

(+)
s ).

Uma outra forma de entender o conceito de matriz S é idealizar o processo de

espalhamento como descrito por estados estacionários da Hamiltoniana completa.

Neste caso a matriz S conecta o estado “estacionário” de entrada Ψ
(−)
s com o estado

“estacionário” de sáıda Ψ
(+)
s . Portanto, podemos expressar Ψ

(+)
s como combinação

linear de Ψ
(−)
k :

∣∣Ψ(+)
s

〉
=

∑

k

Sks

∣∣∣Ψ(−)
k

〉
, (3.1)

onde Sks são os elementos da matriz S. Nota-se que Sks contém toda a informação

dinâmica sobre o sistema em questão.

Dentro da abordagem de estados estacionários, a matriz S de um sistema de N

part́ıculas está relacionada diretamente com a equação de autovalores (2.37). Por

economia de notação vamos suprimir o ı́ndice N e escrever esta equação como:

64
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Ĥ |Ψs〉 = Es |Ψs〉 ⇒
(
Es − Ĥ(0)

)
|Ψs〉 = V̂ |Ψs〉 , (3.2)

onde Ψs são auto-estados da Hamiltoniana completa de N part́ıculas, Es é a auto

energia destes estados e V̂ é definido em (2.90).

Agora, supondo que Es seja auto-valor de Ĥ(0) e Ĥ, podemos então resolver a

equação (3.2) de forma implicita,

∣∣Ψ(+)
s

〉
= |ψs〉+

1

(Es − Ĥ(0) + iη)
V̂

∣∣Ψ(+)
s

〉
, (3.3)

com η → 0 de forma apropriada. O estado ψs é autoestado de Ĥ(0),

Ĥ(0) |ψs〉 = Es |ψs〉 . (3.4)

A equação (3.3) é uma das equações fundamentais na teoria formal do espalha-

mento e é conhecida como equação de Lippmann-Schwinger.

De fato, é fácil de ver que (3.3) se reduz a (3.2): basta aplicar o operador

(Es− Ĥ(0) + iη)−1 de ambos os lados de (3.3) e em seguida tomar o limite de η → 0.

Nota-se que (3.3) é uma solução de (3.2) se e somente se Es for autovalor de Ĥ

e Ĥ(0). Em sistemas simples de espalhamento onde V̂ → 0 quando r →∞ podemos

assumir que ambos os Hamiltonianos têm o mesmo espectro cont́ınuo Es ∈ [0,∞]

e a presença da interação não altera este fato. Lembremos, porém que Ĥ pode ter

autoestados discretos correspondentes a estados ligados que não tem contrapartida

em Ĥ(0).

Na verdade, condições assintóticas definidas em um cubo de lado L tornam os

espectros de energia de Ĥ e Ĥ(0) discretos. Mesmo para os ńıveis de energia quase

cont́ınuos, os valores de Ĥ e Ĥ(0) tendem a não coincidirem por causa do operador

de interação V̂ . Porém, esta diferença, ∆E, tende a zero quando L → ∞ o que

corrobora a solução (3.3). É bastante importante que os limites sejam tomados na

ordem correta: primeiro fazemos a sistema tender a infinito L → ∞, e só depois

fazemos η → 0. Isto é necessário para que a função de onda associada ao sistema

esteja contida dentro do volume L3 [42].

Uma outra posśıvel solução de (3.2) é dada por

∣∣Ψ(−)
s

〉
= |ψs〉+

1

(Es − Ĥ(0) − iη)
V̂

∣∣Ψ(−)
s

〉
. (3.5)

A diferença entre os estados Ψ
(−)
k e Ψ

(+)
k reside somente no sinal do termo iη.

No apêndice D mostramos explicitamente que, para o caso não relativ́ıstico do es-

palhamento de dois corpos, esta diferença de sinal faz com que as funções de onda
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Ψ
(−)
s (~r) e Ψ

(+)
s (~r) associadas aos estados Ψ

(−)
s e Ψ

(+)
s , sejam de fato as funções de

onda assintoticamente espalhadas de entrada e de sáıda.

Agora, partindo da segunda equação de (2.85), observa-se que quando o operador

de Green está na camada de massa, ou seja ζ = Es, obtemos Ĝ0 como

Ĝ(0)(Es) ≡ 1

(Es − Ĥ(0) + iη)
e Ĝ(0)∗(Es) ≡ 1

(Es − Ĥ(0) − iη)
. (3.6)

Comparando este resultado com as equações (3.3) e (3.5), vemos que os operado-

res Ĝ(0)(Es) e Ĝ(0)∗(Es) definidos no caṕıtulo anterior determinam as duas soluções

implicitas de Ψ
(+)
s e Ψ

(−)
s , como:

∣∣Ψ(+)
s

〉
= |ψs〉+ Ĝ(0)V̂

∣∣Ψ(+)
s

〉
e

∣∣Ψ(−)
s

〉
= |ψs〉+ Ĝ(0)∗V̂

∣∣Ψ(−)
s

〉
. (3.7)

De forma inteiramente análoga a (3.6), podemos definir também o operador Ĝ

na camada de massa:

Ĝ(Es) ≡ 1

(Es − Ĥ + iη)
e Ĝ∗(Es) ≡ 1

(Es − Ĥ − iη)
. (3.8)

O próximo passo é mostrar que, se o auto-estado ψs da Hamiltoniana Ĥ(0) é

ortonormalizado, então Ψ
(+)
s e Ψ

(−)
k também o são. Primeiramente, multiplicamos

(3.3) pelo operador (Es− Ĥ(0) + iη) e adicionamos e subtraimos neste resultado um

termo tipo V̂ |ψs〉, ou seja:

(Es − Ĥ(0) + iη)
∣∣Ψ(+)

s

〉
= (Es − Ĥ(0) + iη) |ψs〉+ V̂

∣∣Ψ(+)
s

〉 ⇒
(Es − Ĥ + iη)

∣∣Ψ(+)
s

〉
= (Es − Ĥ(0) + iη) |ψs〉+ V̂ |ψs〉 − V̂ |ψs〉
= (Es − Ĥ + iη) |ψs〉+ V̂ |ψs〉 ⇒∣∣Ψ(+)

s

〉
= |ψs〉+ (Es − Ĥ + iη)−1V̂ |ψs〉 = |ψs〉+ ĜV̂ |ψs〉 . (3.9)

De forma totalmente análoga obtemos também

∣∣Ψ(−)
s

〉
= |ψs〉+ (Es − Ĥ − iη)−1V̂ |ψs〉 = |ψs〉+ Ĝ∗V̂ |ψs〉 . (3.10)

Agora, utilizando estas duas últimas equações mostremos a ortonormalização de

Ψ
(−)
s e Ψ

(+)
s :
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〈
Ψ(±)

s

∣∣∣Ψ(±)
k

〉
=

〈
ψs + (Es − Ĥ ± iη)−1V̂ ψs

∣∣∣Ψ(±)
k

〉

=
〈[

1 + (Es − Ĥ ± iη)−1V̂
]
ψs

∣∣∣Ψ(±)
k

〉

= 〈ψs

∣∣∣Ψ(±)
k + V̂ (Es − Ĥ ∓ iη)−1Ψ

(±)
k

〉

= 〈ψs

∣∣∣Ψ(±)
k + V̂ (Es − Ek ∓ iη)−1Ψ

(±)
k

〉

= 〈ψs

∣∣∣Ψ(±)
k − (Ek − Es ± iη)−1V̂ Ψ

(±)
k

〉

= 〈ψs

∣∣∣Ψ(±)
k − (Ek − Ĥ(0) ± iη)−1V̂ Ψ

(±)
k

〉
. (3.11)

Substituindo (3.3) e (3.5) temos então:

〈
Ψ(±)

s

∣∣∣Ψ(±)
k

〉
= 〈ψs |ψk〉 = δks. (3.12)

Voltando a (3.1) e utilizando a ortonormalização de Ψ
(−)
k , obtemos que o elemento

de matriz S é escrito como:

Ssk =
〈
Ψ(−)

s

∣∣∣Ψ(+)
k

〉
. (3.13)

A seguir, vamos mostrar que, se Ĝ e Ĝ(0) estão na camada de massa, o operador

Ŝ definido no caṕıtulo anterior representa de fato a matriz S.

Utilizando as equações (3.6) e (3.8), e as definições de Ω̂∗ e Ω̂, eq. (2.89), vemos

que:

(
Ĝ(0)

)−1

|ψs〉 = Ĝ−1
∣∣Ψ(+)

s

〉 lim η→0
= 0 ⇒

Ĝ
(
Ĝ(0)

)−1

|ψs〉 =
∣∣Ψ(+)

s

〉 ⇒ Ω̂ |ψs〉 =
∣∣Ψ(+)

s

〉
, (3.14)

e

(
Ĝ(0)∗

)−1

|ψs〉 =
(
Ĝ∗

)−1 ∣∣Ψ(−)
s

〉 lim η→0
= 0 ⇒

Ĝ∗
(
Ĝ(0)∗

)−1

|ψs〉 =
∣∣Ψ(−)

s

〉 ⇒ Ω̂∗ |ψs〉 =
∣∣Ψ(−)

s

〉
. (3.15)

Segue de (3.14), outra relação importante para a nossa demostração:

δsk =
〈
Ψ(+)

s

∣∣∣Ψ(+)
k

〉
=

〈
Ω̂ψs

∣∣∣ Ω̂ψk

〉
= 〈ψs| Ω̂†Ω̂ |ψk〉 ⇒

Ω̂†Ω̂ = 1 = Ω̂−1Ω̂. (3.16)
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Observação: Ω̂Ω̂† = 1 não é necessariamente verdade, portanto dizemos que os Ω̂’s

são somente isométricos, não unitários.

Por fim, construimos o elemento de matriz do operador Ŝ, eq. (2.90), com dois

estados da Hamiltoniana livre, e manipulamos este elemento utilizando os resultados

(3.14), (3.15) e (3.16):

〈ψk| Ŝ |ψs〉 = 〈ψk|
(
Ω̂∗

)−1

Ω̂ |ψs〉 = 〈ψk|
(
Ω̂∗

)†
Ω̂ |ψs〉

= 〈Ω∗ψk |Ωψs〉 =
〈
Ψ

(−)
k

∣∣Ψ(+)
s

〉
= Sks. (3.17)

O último passo é mostrar que o elemento de matriz 〈ψk| Ŝ |ψs〉, quando escrito na

representação de momento angular, está sempre na camada de massa. Da definição

de Ŝ (2.90) e das relações (2.91a) e (2.91b), temos:

Ŝ =
(
1− Ĝ(0)∗V̂

)
Ω̂ = 1 + Ĝ(0)T̂ − Ĝ(0)∗T̂ = 1 +

(
Ĝ(0) − Ĝ(0)∗

)
T̂ . (3.18)

Agora, escrevendo o elemento de matriz de (3.18) e utilizando as formas explicitas

de Ĝ(0) e Ĝ(0)∗, eq. (2.85), obtemos:

〈ψk| Ŝ |ψs〉 = 〈ψk| 1 +

[
1

ς − Ĥ(0) + iη
− 1

ς∗ − Ĥ(0) − iη

]
T̂ |ψs〉

= δks +

[
1

ς − Ek + iη
− 1

ς∗ − Ek − iη

]
〈ψk| T̂ |ψs〉 , (3.19)

onde a parte complexa iη é introduzida para deslocar o expectro de Ĥ(0) do eixo

real.

Lembrando que ς é uma variável de integração real (ver caṕıtulo 2) e usando a

seguinte representação da distribuição δ,

lim
η→0+

[
1

ω − iη
− 1

ω + iη

]
= 2πiδ(ω),

reescrevemos (3.19) como:

Sks = δks − 2πiδ (ς − Ek) Tks, (3.20)

onde Tks é conhecida como matriz de transição. Observe que pela ordem dos limites,

esta equação só é válida no limite termodinâmico (V →∞).

De (3.20) é fácil de ver que, se Tks é não singular, o elemento de matriz Sks está

necessariamente na camada de massa, pois ς = Ek. O problema surge quando a

matriz de transição apresenta polos. Existem dois fatores que geram polos em Tks.
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O primeiro desses fatores ocorre devido à existência de estados ligados no sistema.

O que acontece é que a matriz S na camada de massa não possui estados ligados,

pois, como dito anteriormente, o espectro de Ĥ(0) não contêm estes estados. Isto faz

com os estados ligados apareçam através polos na matriz de transição. Para evitar

este tipo de problema é necessário reformular todo o desenvolvimento apresentado na

seção 2.1.2, fazendo com que os polos apareçam explicitamente. Uma vez identificado

todos estes polos, eles podem ser reintroduzidos no sistema através da classificação

dos estados assintóticos em canais. Por exemplo, para o caso de três part́ıculas com

um único estado ligado existem quatro canais: 1 e 2 ligados e 3 livre; 1 e 3 ligados

e 2 livre; 2 e 3 ligados e 1 livre; 1, 2 e 3 livres. O procedimento de separação em

canais permite introduzir todos os estados ligados do sistema sem o aparecimento

de polos em Tks. Maiores detalhes podem ser encontrados em [33].

O segundo fator capaz de gerar polos na matriz de transição ocorre devido à

existência de diagramas de espalhamento múltiplos. Este tipo de diagrama aparece

para N > 2 e envolve sempre momentos de estados intermediários (veja figura 3.1).

p
1

p
2

p
3

p
1

p
2 p

3

p
2

Figura 3.1: Diagrama conexo de espalhamento duplo representando um elemento de

matriz de transição Tks de três corpos.

Se o elemento de matriz de transição Tks de um diagrama de espalhamento

múltiplo está na representação dos momentos, então, devido à presença de momentos

intermediários, Tks se torna singular. Estas singularidades dependem fortemente da

representação escolhida. Dashen e Ma mostraram no começo dos anos 70 que, se os

elementos de matriz T encontram-se na representação de momento angular, estas

singularidades são evitadas [43].

Feitas estas considerações, podemos concluir que na representação de momento

angular e utilizando a abordagem dos canais, o operador Ŝ representa de fato o

operador associado à matriz S de espalhamento f́ısica para qualquer sistema de N

part́ıculas.
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3.2 O problema de dois corpos

Até o presente momento, o modelo estat́ıstico desenvolvido para o sistema quântico

relativ́ıstico é bastante geral, porém as suas equações são demasiadamente compli-

cadas para serem úteis na construção de uma EoS cosmológica. Com o intuito de

obter equações mais tratáveis, vamos nos restringir a processos de interação elástica

contendo apenas duas part́ıculas. Isto significa que trabalharemos somento com o

operador Ŝ2, obtendo portanto, apenas o segundo coeficiente da fugacidade.

3.2.1 Relação da matriz S2 com as defasagens δl

De forma relativamente geral, o processo de interação elástica entre duas part́ıculas

pode ser decomposto em várias partes invariantes sob rotação. Ou seja, cada uma

destas partes depende apenas da distância r entre as part́ıculas (interação central),

V̂ a(r) ≡ Ĥa − Ĥ(0)a, (3.21)

onde a representa part́ıculas de um determinado tipo de spin, isospin, etc.. Este

tipo de decomposição está de acordo com a hipótese de não localidade, que diz que

um diagrama conexo de N part́ıculas depende das posições de N − 1 part́ıculas.

Uma vez tendo invariância sobre rotação, o momento angular total do sistema

se conserva.

Adendo: Usualmente, para a interação nuclear, cada par espećıfico de hádrons

é determinado por uma interação central, por exemplo: a interação proton-neutron

(pn) de spin total S, momento angular total J e momento angular orbital L pode

ser representada por um operador de interação central tipo V pn
2S+1LJ

(r).

Neste caso, a matriz de espalhamento S2 deve depender somente da energia e

do ângulo entre os momentos iniciais e finais. Supondo part́ıculas sem spin (por

simplicidade), a relação de completeza dos polinômios de Legendre nos permite

escrever a matriz S2 na representação dos momentos como

〈
~k′

∣∣∣ Ŝa
2

∣∣∣~k
〉

= δ(k′ − k)
∞∑

l=0

F a
l (k)Pl(k̂

′.k̂), (3.22)

onde k̂′.k̂ = cos θ, k ≡
∣∣∣ ~k

∣∣∣ e F a
l são coeficientes a serem determinados. Note que o

ı́ndice a especifica as caracteŕısticas internas das part́ıculas em questão.

Agora, de (3.12) e (3.13) é fácil de ver que a matriz S é unitária,
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∑

k

S∗ksSky =
∑

k

〈
Ψ(+)

s

∣∣∣Ψ(−)
k

〉〈
Ψ

(−)
k

∣∣Ψ(+)
y

〉
=

〈
Ψ(+)

s

∣∣Ψ(+)
y

〉
= δsy. (3.23)

Portanto, na representação dos momentos podemos escrever:

∫ 〈
~k′

∣∣∣ Ŝa
2

∣∣∣~k′′
〉〈

~k
∣∣∣ Ŝa

2

∣∣∣~k′′
〉∗

d3k′′ = δ
(
~k − ~k′

)
. (3.24)

Substituindo (3.22) em (3.24) temos:

∞∑

l=0

∞∑
j=0

F a
l (k′)

(
F a

j (k)
)∗

k2δ(k′ − k)

∫
Pl(k̂

′.k̂′′)Pj(k̂.k̂′′)dΩ = δ
(
~k − ~k′

)
. (3.25)

Por outro lado, os polinômios de Legendre podem ser expressos em termos dos

harmônicos esféricos pelo chamado teorema da adição,

Pl(k̂.k̂′) =
4π

2l + 1

l∑

m=−l

[
Y m

l (k̂)
]∗

Y m
l (k̂′). (3.26)

Sabe-se também que os harmônicos esféricos formam uma base completa para

funções da direção do vetor ~k, e este fato pode ser expressado pela relação de

fechamento,

∞∑

l=0

l∑

m=−l

[
Y m

l (k̂)
]∗

Y m
l (k̂′) = δ

(
k̂, k̂′

)
. (3.27)

Substituindo, então, (3.26) em um dos polinômios de (3.25),

∞∑

l=0

∞∑
j=0

F a
l (k′)

(
F a

j (k)
)∗

k2δ(k′ − k)×

×
∫

Pl(k̂
′.k̂′′)

4π

2j + 1

j∑
m=−j

[
Y m

j (k̂)
]∗

Y m
j (k̂′′)dΩ = δ

(
~k − ~k′

)
⇒

∞∑

l=0

4π

2l + 1
F a

l (k′)
(
F a

j (k)
)∗

δl,jk
2δ(k′ − k)

∫
Pl(k̂

′.k̂′′)δ
(
k̂, k̂′′

)
dΩ = δ

(
~k − ~k′

)
⇒

δ
(
~k − ~k′

)
= k2δ(k − k′)

∞∑

l=0

|F a
l (k)|2 4π

2l + 1
Pl(k̂.k̂′). (3.28)

Agora, se somarmos em l a equação (3.26) e utilizarmos (3.27), obtemos
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∞∑

l=0

(2l + 1) Pl(k̂.k̂′) = 4π
∞∑

l=0

l∑

m=−l

[
Y m

l (k̂)
]∗

Y m
l (k̂′) = 4πδ

(
k̂, k̂′

)
. (3.29)

Através da distribuição delta na representação de coordenadas esféricas,

δ
(
~k − ~k′

)
=

δ(k − k′)
k2

δ
(
k̂, k̂′

)
, (3.30)

reescrevemos (3.29) como:

δ(k − k′)
k2

∞∑

l=0

(2l + 1)

4π
Pl(k̂.k̂′) = δ

(
~k − ~k′

)
. (3.31)

Comparando (3.31) com (3.28),

∞∑

l=0

(2l + 1)

4πk2
Pl(k̂.k̂′) =

∞∑

l=0

|F a
l (k)|2 4πk2

2l + 1
Pl(k̂.k̂′) ⇒

|F a
l (k)|2 =

[
(2l + 1)

4πk2

]2

⇒ F a
l (k) =

(2l + 1)

4πk2
e2iδa

l (k), (3.32)

onde δa(k) são funções reais da energia conhecidas pelo nome de defasagens.

Uma vez obtido o valor dos coeficientes F a
l (k) podemos voltar para a expressão

(3.22) e reescreve-la como

〈
~k′

∣∣∣ Ŝa
2

∣∣∣~k
〉

=
δ(k′ − k)

k2

∞∑

l=0

(2l + 1)

4π
e2iδa

l (k)Pl(k̂
′.k̂), (3.33)

ou com aux́ılio de (3.26)

〈
~k′

∣∣∣ Ŝa
2

∣∣∣~k
〉

=
δ(k′ − k)

k2

∞∑

l=0

l∑

m=−l

e2iδa
l (k)

[
Y m

l (k̂)
]∗

Y m
l (k̂′)

=
∑

p

〈k′| p〉 〈p| k〉
∞∑

l=0

l∑

m=−l

e2iδa
l (k)

[
Y m

l (k̂)
]∗

Y m
l (k̂′). (3.34)

O próximo passo é expressar o elemento de matriz Sa
2 na representação orbital

de momento angular,

〈
~k′

∣∣∣ Ŝa
2

∣∣∣~k
〉

=
∑

p,p′

∑

l,l′

∑

m,m′

〈
~k′ |p′l′m′〉 〈p′l′m′| Ŝa

2 |plm〉 〈plm| ~k
〉

, (3.35)

com p representando a parte radial de coordenadas esféricas.
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Separando ~k em uma direção angular k̂ e em uma parte modular
∣∣∣~k

∣∣∣ = k,

podemos reescrever (3.35) como:

〈
~k′

∣∣∣ Ŝa
2

∣∣∣~k
〉

=
∑

p,p′

∑

l,l′

∑

m,m′
〈k′| p′〉

〈
k̂′ |l′m′〉 〈p′l′m′| Ŝa

2 |plm〉 〈p| k〉 〈lm
∣∣∣k̂

〉
⇒

=
∑

p,p′

∑

l,l′

∑

m,m′

[
Y m

l (k̂)
]∗

Y m′
l′ (k̂′) 〈k′| p′〉 〈p′l′m′| Ŝa

2 |plm〉 〈p| k〉 ,

(3.36)

onde usamos o fato de que estados “direcionais”∗ na representação de momento

angular podem ser expressos pelas autofunções de momento angular orbital, os

harmônicos esféricos, i.e.,
〈
k̂′ |l′m′〉 = Y m′

l′ (k̂′).

Finalmente, comparamos (3.34) com (3.36) e concluimos que

〈p′l′m′| Ŝa
2 |plm〉 = e2iδa

l (k)δp′,pδl′,lδm′,m. (3.37)

Esta última equação mostra que e2iδa
l (k) é um auto-valor da matriz S na repre-

sentação de momento angular orbital. No apêndice D veremos que, para o caso não

relativ́ıstico, as funções δa
l (k) são de fato as defasagens como conhecidas usualmente.

3.2.2 Relação do segundo coeficiente da fugacidade com δl

Com base no desenvolvimento prévio, sabemos que os processos de interação entre

duas part́ıculas contribuem estatisticamente com um termo do tipo

Tr
(
Û2 − Û

(0)
2

)
=

∫
e−βE

4πi
Tr

(
ÂŜ−1

2

←→
∂

∂E
Ŝ2

)
dE, (3.38)

equação (2.102) na camada de massa.

Para fins práticos, é interessante decompor a parte elástica da interação em vários

pedaços, sendo cada um deles dependentes apenas da distância r = |~r2 − ~r1|. Neste

caso, devido à invariância rotacional de cada um destes pedaços, a equação (3.38) na

representação de momento angular se divide em termos distintos e independentes,

rotulados pelo ı́ndice a (ver seção anterior)†. Usualmente, estes termos dependem

dos posśıveis estados internos (spin, isospin, etc.).

∗Estados determinados apenas pela direção dos vetores.
†Em sistemas contendo duas ou mais componentes, equações tipo (3.38) contém também termos

inelásticos.
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A simetrização feita pelo operador Â deve considerar o estado total‡ do termo a.

Por este motivo, é interessante passarmos à instrução de simetrização para o ı́ndice

a.

Portanto, um termo simetrizado do sistema de duas part́ıculas é dado por

Tr
(
Û2 − Û

(0)
2

)a

=

∫
dE

4πi
e−βETr

[(
Ŝa

2

)−1
←→
∂

∂E
Ŝa

2

]
. (3.39)

Outra caracteŕıstica importante deste tipo de decomposição é que, se realizarmos

uma transformação de coordenadas para o sistema do centro de massa (c.m.), o

estado referente ao c.m. comporta-se como um estado livre (onda plana), ou seja,

obedece a H(0). Para explorar este fato, é interessante estudar algumas propriedades

do invariante relativ́ıstico s:

ω2 ≡ s = (p1µ + p2µ)2 = m2
1 + m2

2 + 2p1µp
µ
2

ω2 = m2
1 + m2

2 + 2E1E2 − 2~p1.~p2

ω2 = m2
1 + m2

2 + 2E1E2 − 2~p1.~p2 +
(
~p2

1 + ~p2
2

)− (
~p2

1 + ~p2
2

)

ω2 = E2
1 + E2

2 + 2E1E2 − (~p1 + ~p2)
2 = E2 − ~P 2 ⇒

E2 = ~P 2 + ω2, (3.40)

onde m1e m2 são as massas das duas part́ıculas e

~P ≡ ~p1 + ~p2 e E = E1 + E2. (3.41)

Agora, se passarmos para um referencial§ “linha”correspondente ao centro de

massa, vemos que ω é de fato a energia do sistema,

ω = E ′ = E ′
1 + E ′

2, (3.42)

pois neste referencial ~P = 0. Este último resultado é bastante conhecido na f́ısica

de part́ıculas.

‡Estado de momento angular mais estados internos.
§É importante ressaltar a diferença de uma transformação de coordenadas para o sistema do

c.m. e uma mudança para referencial do c.m.. No primeiro caso, mudamos as coordenadas mas
continuamos a fazer as medidas do referencial usual (normalmente o ref. do laboratório). Já
no segundo caso, as medidas são feitas no referencial do c.m. e portanto ~P = 0 sempre. O bom
referencial para a mecânica estatist́ısca é o referencial usual do laboratório, pois quando procedemos
a soma sobre todos os estados, devemos levar em conta a soma (integral) referente ao espaço de
fase do c.m. d3Rd3P .
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Outra interpretação interessante para ω vem da equação (3.40). Segundo esta

equação, E e ~P representam a energia e o momento do cluster de duas part́ıculas e

portanto ω é a massa deste cluster. Neste caso, toda a informação sobre a interação

está presente na massa do cluster.

Como a interação não depende das variáveis do c.m., a integração na energia E

e o operador derivada de Ŝ2, ambos em (3.39), são repassados para

∫
dE →

∫
d3R

∫
d3P

(2π)3dω e

←→
∂

∂E
→
←→
∂

∂ω
, (3.43)

onde d3Rd3P representa o espaço de fase do centro de massa.

Com o aux́ılio de (3.40) e (3.43), reescrevemos (3.39) como:

Tr
(
Û2 − Û

(0)
2

)a

= V

∫
d3P

(2π)3

∫
dω

4πi
e−β

√
~P 2+ω2

Tr

[(
Ŝa

2

)−1
←→
∂

∂ω
Ŝa

2

]
, (3.44)

onde V é o volume.

O próximo passo é proceder com a integração em d3P :

∫
d3P

(2π)3 e−β
√

~P 2+ω2
=

1

2π2

∞∫

0

P 2e−β
√

P 2+ω2
dP ≡ 1

2π2
f(β, ω). (3.45)

Para determinar f(β, ω), é importante conhecer a representação integral da

função de Bessel modificada, dada por

Kν(βω) =

√
π

Γ(ν + 1
2
)

(
β

2ω

)ν
∞∫

0

e−β
√

(t2+ω2)

√
(t2 + ω2)

t2νdt. (3.46)

Derivando Kν(βω) em relação ao parâmetro β, obtemos

dKν(βω)

d(βω)

d(βω)

dβ
=

ν

β
Kν(βω)−

√
π

Γ(ν + 1
2
)

(
β

2ω

)ν
∞∫

0

e−β
√

(t2+ω2)t2νdt. (3.47)

Portanto, a equação (3.47) com ν = 1 pode ser reescrita em termos de f(β, ω):

ω
dK1(βω)

d(βω)
=

1

β
K1(βω)−

(
β

ω

)
f(β, ω). (3.48)

Usando duas relações funcionais entre funções de Bessel modificadas [44], obte-

mos o resultado desejado:
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βωK0(βω) = 2K1(βω)−
(

β2

ω

)
f(β, ω) ⇒

2K1(βω) = βωK0(βω) +

(
β2

ω

)
f(β, ω) ⇒

K2(βω) =

(
β

ω2

)
f(β, ω) ⇒ f(β, ω) =

ω2

β
K2(βω) . (3.49)

Substituindo (3.49) em (3.45) e este resultado em (3.44), temos:

Tr
(
Û2 − Û

(0)
2

)a

=
V

2βπ2

∞∫

M

ω2K2(βω)
1

4πi
Tr

[(
Ŝa

2

)−1
←→
∂

∂ω
Ŝa

2

]
dω, (3.50)

onde M = m1 + m2 é o menor valor assumido por ω.

Como a interação de cada um destes a termos possui invariância rotacional, a

matriz S na representação de momento angular apresenta auto-valores e2iδa
l (ω), eq.

(3.37). Portanto,

Tr

[(
Ŝa

2

)−1
←→
∂

∂ω
Ŝa

2

]
=

∞∑

l=0

l∑

m=−l

[
〈plm|

(
(Sa)−1

←→
∂

∂ω
Sa

)
|plm〉

]

=
∞∑

l=0

l∑

m=−l

[
〈plm|

(
(Sa)−1 ∂Sa

∂ω
− ∂ (Sa)−1

∂ω
Sa

)
|plm〉

]

=
∞∑

l=0

l∑

m=−l

2
∂

∂ω
[〈plm| ln(Sa) |plm〉]

=
∞∑

l=0

l∑

m=−l

2

[
〈plm| |plm〉

(
2i

∂δa
l (ω)

∂ω

)]
= 4i

∞∑

l=0

l∑

m=−l

∂δa
l (ω)

∂ω
.

Tr

[(
Ŝa

2

)−1
←→
∂

∂ω
Ŝa

2

]
= 4i

∞∑

l=0

(2l + 1)
∂δa

l (ω)

∂ω
. (3.51)

Note que a soma em p não foi feita na equação anterior, pois p representa a energia

do cluster de duas part́ıculas e esta “soma” já é feita na integração de ω.

Substituindo (3.51) em (3.50) obtemos:

Tr
(
Û2 − Û

(0)
2

)a

=
V

2βπ3

∞∑

l=0

(2l + 1)

∞∫

M

ω2K2(βω)
∂δa

l (ω)

∂ω
dω. (3.52)

Esta última equação nos permitirá calcular o termo de interação dois a dois de

um sistema relativ́ıstico de B componentes.
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Por fim, vamos explicitar a forma dos segundos coeficientes das fugacidades para

um sistema de duas componentes. Somando (3.52) em a e substituindo o resultado

em (2.160) temos:

b2,0 − b
(0)
2,0 =

1

2βπ3

∑
a

∞∑

l=0

ga
2,0 (2l + 1)

∞∫

2m1

ω2K2(βω)

[
∂δa

l (ω)

∂ω

]

2,0

dω, (3.53a)

b0,2 − b
(0)
0,2 =

1

2βπ3

∑
a

∞∑

l=0

ga
0,2 (2l + 1)

∞∫

2m2

ω2K2(βω)

[
∂δa

l (ω)

∂ω

]

0,2

dω, (3.53b)

b1,1 − b
(0)
1,1 =

1

2βπ3

∑
a

∞∑

l=0

ga
1,1 (2l + 1)

∞∫

m1+m2

ω2K2(βω)

[
∂δa

l (ω)

∂ω

]

1,1

dω. (3.53c)

Observação: a inclusão do ı́ndice a nos g’s é necessária pois as degenerescências

dependem da simetrização e dos estados internos.

No apêndice D mostramos que, no limite não relativ́ıstico, (3.53c) se reduz ao

caso usual calculado por Beth e Uhlenbeck [30, 31].
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Interação Hadrônica

Nos dois caṕıtulos anteriores desenvolveu-se um método estat́ıstico formal, através

da matriz S, para incluir interações na construção de equações de estado. Por outro

lado, argumentaremos no caṕıtulo seguinte que as interações relevantes para a EoS

do universo pré-nucleosśıntese são as interações Hadrônicas. Então, o próximo passo

no desenvolvimento desta tese é apresentar e estudar este tipo de interação.

4.1 Caracteŕısticas gerais dos sistemas hadrônicos

Sistemas hadrônicos são sistemas de part́ıculas que estão sob a influencia da força

nuclear forte.

A interação nuclear forte, ou simplesmente interação forte, é uma das quatro

forças fundamentamentais na natureza. Esta força é de curto alcançe, bastante

intensa e atua em escalas de tempo muito curtas. A tabela 4.1 compara as suas

caracteŕısticas com as interações fracas e eletromagnéticas [45].

Força Intensidade Escalas de tempo Mediador

Forte 1 10−23 s Gluon

Eletromagnética 10−2 10−16 s Fóton

Fraca 10−13 10−8 s W e Z

Tabela 4.1: Comparação entre as interações forte, fraca e eletromagnética. Os

valores de intensidade, normalizados pela interação forte, devem ser entendidos com

parcimonia, pois eles dependem de uma série de fatores tais como distância e escalas

de energia envolvidas.

Do ponto de vista fundamental, a interação forte é descrita pela cromodinâmica

quântica (QCD), e neste ńıvel os entes fundamentais são os quarks e os gluons. A al-

tas energias a constante de acoplamento da QCD é pequena (liberdade assintótica),

e portanto é posśıvel utilizar a teoria de perturbação na descrição de fenômenos

78
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tipo espalhamento. São nestas escalas de energia que a QCD possui seus maiores

sucessos. Porém, o mesmo não ocorre em escalas de mais baixa energia, onde o

tratamento perturbativo falha. Neste caso, é necessário utilizar modelos efetivos

como a Teoria de Pertubação Quiral (ChPT), ou descrições fenomenológicas ex-

perimentais baseadas, por exemplo, nas defasagens. De qualquer forma, seja nos

modelos teóricos ou nos modelos fenomenológicos, os entes fundamentais de sis-

temas hadrônicos a baixas energias deixam de ser os quarks e os gluons para serem

os bárions e os mésons.

Outra caracteŕıstica importante da interação forte é que mesmo a altas energias,

os quarks não aparecem livres, ou seja, eles estão sempre confinados dentro dos

hádrons. Esta propriedade, conhecida como confinamento, é consequência do alto

valor da constante de acoplamento a grandes distâncias∗ (baixas energias), e está

intimamente ligada com a liberdade assintótica. Em principio, a QCD sendo a teoria

correta das interações fortes, deve ser capaz de prever o confinamento. Porém, até

o presente momento isto não foi demonstrado.

Por outro lado, segundo as idéias que envolvem o grupo de renormalização

da QCD, a sua constante de acoplamento diminui conforme a energia do sistema

aumenta† [46]. Portanto, é posśıvel que em uma certa escala de temperatura, a

matéria hadrônica desconfine em um plasma de quarks e gluons. Cálculos teóricos

não perturbativos (QCD na rede [47]) indicam que esta temperatura está situada

aproximadamente entre 150 e 180 MeV . Porém, resultados recentes do acelerador

RHIC no laboratório de Brookhaven (Estados Unidos) não acharam este plasma na

forma de gás livre [18], mas sim como um estado ĺıquido tipo CGC (Color Glass

Condensate) [19].

4.1.1 Hádrons relevantes para o universo Pns

Os hádrons podem ser subdivididos em duas categorias: bárions, constituidos de três

quarks, e mésons, constituidos de um quark e um antiquark. Exemplos de bárions

são prótons (p), neutrons (n), lambdas (Λ), deltas (∆) etc.; e exemplos de mésons

são ṕıons (π), káons (K), rhos (ρ), omegas (ω), etc..

Os dois critérios adotados para determinar a relevância cosmológica destes hádrons

são a massa e a estabilidade dos mesmos.

Vamos restringir o estudo do universo pré-nucleosśıntese a escalas de energia de

poucas centenas de MeV . Portanto, a densidade numérica de hádrons com massa

∗Distâncias da ordem do tamanho de um nucleon.
†A energia da part́ıcula é diferente da energia do sistema. A primeira pode ser associada com

a energia do feixe de um acelerador. Já a segunda está ligada com a temperatura do sistema.
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acima de 1 GeV deve ser relativamente pequena quando comparada com os hádrons

mais leves. Note que este mesmo critério faz com que seja mais conveniente utilizar

bárions e mésons como entes fundamentais ao invés de quarks e gluons.

A idéia de estabilidade está ligada a hádrons que não decaem via interação

forte. Ou seja, sob o ponto de vista desta interação, podemos atribuir um conteúdo

de part́ıcula para os hádrons estáveis, e encarar o restante dos hádrons como res-

sonâncias. Por exemplo, se considerarmos apenas mésons compostos pelos dois

quarks mais leves (π, ρ, ω, etc.), somente os ṕıons são estáveis.

Então, baseados nestes dois critérios elegemos os ṕıons, os káons, os nucleons (p

e n) e suas respectivas antipart́ıculas como os únicos hádrons relevantes do peŕıodo

Pns.

Ṕıons (π)

Os ṕıons são os mésons existentes mais leves, com massa de aproximadamente 140

MeV . Eles têm spin zero e, portanto, seguem a estat́ıstica de Bose-Einstein.

Existem três tipos de ṕıons [22]: π+ formado pelos quarks ud̄, π− formado pelos

quarks dū e π0 formado pela combinação
(
uū− dd̄

)
/
√

2. π± possuem uma massa

de 139, 57 MeV e uma vida média de 2, 6 × 10−8 s. Já o π0 possui uma massa de

134, 98 MeV e uma vida média de 8, 4 × 10−17 s. Note que, apesar de π± serem

estavéis pela interação eletromagnética, o mesmo não ocorre para o π0, caso em que

o principal modo de decaimento é a reação π0 → γ + γ.

A pequena diferença de massa entre ṕıons ‡, sugere um tipo de classificação que

permite agrupar este ṕıons em um estado tripleto

∣∣χIπ
〉

=




π+

π0

π−


 . (4.1)

Com base neste tipo de classificação é interessante introduzir o conceito de isospin

(Iπ). Dizemos então, que o méson π possui isospin 1, onde as projeções +1, 0 e −1

correspondem a π+, π0 e π− respectivamente. Até aqui esta classificação é uma

mera notação. Porém, uma série de experimentos ao longo dos anos mostrou que a

interação forte é invariante sobre rotações no espaço de isospin. Ou seja, o isospin

total se conserva sob qualquer processo envolvendo apenas a força forte §. Existe

‡Esta pequena diferença está associada à existência das cargas elétricas.
§A idéia original de isospin foi introduzida por Heisenberg [45] para tratar da “equivalência”

entre prótons e nêutrons, e depois foi estendida para os outros hádrons.
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uma estreita analogia entre o spin e o isospin, o que inclui entre outras coisas, as

regras de soma tipo momento angular.

Devido à simetria de isospin podemos escrever o estado completo do ṕıon como

o seguinte produto direto:

|π〉 = |ψπ
lm〉 ⊗

∣∣χIπ
〉
, (4.2)

onde |ψπ
lm〉 e

∣∣χIπ
〉

estão associadas com os estados de momento angular orbital e de

isospin respectivamente.

Káons (K)

Os káons são os mésons estranhos existentes mais leves com massa aproximadamente

de 495 MeV e vida média de ≈ 10−8 s. Eles possuem spin zero e portanto seguem

a estat́ıstica de Bose-Einstein.

Existem quatro tipos de káons [22]: K+ formado pelos quarks us̄, K0 formado

pelos quarks ds̄, K̄0 formado pelos quarks sd̄ e K− formado pelos quarks sū. K+

e K− possuem uma massa de 493, 68 MeV . Já K0 e K̄0 possuem uma massa de

497, 65 MeV .

Assim como os ṕıons, os káons também possuem uma simetria de isospin (IK),

que possibilita agrupa-los em dois dubletos distintos:

∣∣χIK
〉

=

(
K+

K0

)
e

∣∣χIK̄
〉

=

(
K−

K̄0

)
, (4.3)

Segundo esta simetria, os mésons K e K̄ possuem isospin 1/2, onde as projeções

+1/2 e −1/2 correspondem a K+ e K0 para o primeiro dubleto, e K− e K̄0 para o

segundo dubleto.

Além da simetria de isospin, os káons possuem também uma simetria de con-

jugação de carga CK . Então, os estados K e K̄ podem ser agrupados em um dubleto

análogo à (4.3):

∣∣χCK
〉

=

(
K

K̄

)
, (4.4)

onde o estado de conjugação de carga tem valor 1/2, com projeções +1/2 para K e

−1/2 para K̄. O estado
∣∣χCK

〉
obedece às regras de soma tipo momento angular.

Analogamente ao isospin, uma série de experiências mostrou que a simetria de

conjugação de carga se extende à todos os hádrons, e pode ser enunciada da seguinte

maneira: a carga total se conserva sob qualquer processo envolvendo apenas as in-

terações forte e eletromagnética.
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Com o aux́ılio destas duas simetrias, pode-se escrever o estado completo do káon

como:

|K〉 =
∣∣ψK

lm

〉⊗
∣∣χIK

〉⊗
∣∣χCK

〉
, (4.5)

onde |ψπ
lm〉,

∣∣χIπ
〉

e
∣∣χCK

〉
estão associadas às partes de momento angular orbital,

de isospin e de conjugação de carga respectivamente.

Nucleons (N)

Os nucleons são os bárions existentes mais leves com massa aproximadamente de

940 MeV . Eles possuem spin 1/2, e portanto seguem a estat́ıstica de Fermi-Dirac.

Existem quatro tipos de nucleons [22]: prótons (p) e nêutrons (n) formados

pelos quarks uud e ddu respectivamente, e suas anti-part́ıculas p̄(ūūd̄) e n̄(d̄d̄ū). p

e p̄ possuem uma massa de 938, 27 MeV com uma vida média superior à 1032 anos.

Já o n e n̄ possuem uma massa de 939, 57 MeV e uma vida média de 885 s.

Como nos casos anteriores, existe uma simetria de isospin (IN) que permite

agrupar p e n, e p̄ e n̄ em dois dubletos distintos:

∣∣χIN
〉

=

(
p

n

)
e

∣∣χIN̄
〉

=

(
p̄

n̄

)
, (4.6)

onde o isospin do (anti)nucleon é 1/2 com a projeção +1/2 representando o (anti)próton

e projeção −1/2 representado o (anti)nêutron.

Obviamente, os nucleons apresentam também a simetria de conjugação de carga

(CN). Ou seja, podemos agrupar N e N̄ em um dubleto equivalente à (4.4),

∣∣χCN
〉

=

(
N

N̄

)
, (4.7)

onde
∣∣χCN

〉
tem valor 1/2, com projeções +1/2 para N e −1/2 para N̄ .

Utilizando estas duas simetrias podemos escrever o estado completo do nucleon

da seguinte maneira:

|N〉 =
∣∣ψN

lm

〉⊗
∣∣χSN

〉⊗
∣∣χIN

〉⊗
∣∣χCN

〉
, (4.8)

onde |ψπ
lm〉,

∣∣χSN
〉
,
∣∣χIπ

〉
e

∣∣χCK
〉

estão associadas com as partes momento angular

orbital, de spin, de isospin e de conjugação de carga respectivamente.

4.2 Abordagem fenomenológica da interação hadrônica

A abordagem fenomenológica consiste em estudar os processos de interação hadrônica

através de certas parametrizações, que são realizadas por funções arbitrárias reais
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dependentes da energia. Dentro do procedimento de análise de ondas parciais, estas

funções são as defasagens δ, introduzidas no caṕıtulo 3, e os parâmetros de inelas-

ticidade η. Utilizando a classificação espectroscópica, o conjunto de funções δ’s e

η’s representam de forma simplificada alguns dos vários processos de interação entre

hádrons, sendo particularmente interessante na descrição das interações envolvendo

ṕıons, káons e nucleons. É este tipo de procedimento que usaremos na montagem

da equação de estado do universo pré-nucleosśıntese.

A seguir, apresentaremos de forma sucinta como relacionar os δ’s e η’s com os

dados experimentais obtidos através de seções de choque.

O formalismo usual de teoria de espalhamento nos diz que a seção de choque

diferencial de um determinado processo é escrita como:

dσ

dΩ
= N

∣∣F (a)
∣∣2 , (4.9)

sendo N a normalização e F (a) a amplitude de espalhamento deste processo. O

ı́ndice a refere-se aos posśıveis estados internos como spin, isospin etc..

Usaremos as variáveis de Mandelstam s, t, u que estão relacionadas no canal s

do c.m., à energia ω, ao ângulo de espalhamento θ, e ao tri-momento q da seguinte

forma:

s = ω2, t = −2q2 (1− cos θ) e u = −2q2 (1 + cos θ) . (4.10)

A expansão em ondas parciais no canal s é dada por

F (a) (ω, θ) =
∑

l

(2l + 1) f
(a)
l (w)Pl(cos θ), (4.11)

onde Pl são os polinômios de Legendre e

f
(a)
l =

√
s

s− 4µ2
T

(a)
l , (4.12)

com µ sendo a massa∗ e

T
(a)
l =

(
S

(a)
l − 1

)

2i
e S

(a)
l = η

(a)
l e2iδ

(a)
l . (4.13)

Note-se que, na última equação, a matriz S
(a)
l é parametrizada pela defasagem δ

(a)
l

e pela inelasticidade η
(a)
l .

∗Supondo que o processo de espalhamento é realizado com part́ıculas idênticas.
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Este tipo de parametrização é interessante para expressar os dados de espalha-

mento, porém apresenta uma patologia devido a unitariedade de S
(a)
l . De fato,

S
(a)
l

(
S

(a)
l

)†
= 1 (4.14)

exige que

η
(a)
l

(
η

(a)
l

)†
=

(
η

(a)
l

)2

= 1, (4.15)

e isto nem sempre é satisfeito.

O que ocorre é que para η
(a)
l 6= 1, S

(a)
l de (4.13) não representa a matriz S

completa do sistema, ou seja, existem outros processos de espalhamento que com-

pensam a falta de unitariedade. Formalmente falando, no estudo de um único canal

de interação (um processo), a parametrização correta da matriz S deve ser:

S
(a)
l = e2iδ

(a)
l . (4.16)

Veja que, esta equação nada mais é do que o principal resultado da seção 3.2.1, que

relaciona as defasagens com a matriz S.

A inclusão do parâmetro η de forma coerente exige que tratemos de um sis-

tema com pelo menos dois canais. Suponha que existam duas espécies distintas de

part́ıculas x e y, e que cada uma dessas part́ıculas interaja somente através de dois

processos:

x + x → x + x; y + y → y + y; (4.17a)

x + x → y + y; y + y → x + x. (4.17b)

Neste caso, a matriz S de l = 0 pode ser parametrizada por três funções (η, δxx

e δyy) da seguinte forma:

S =

(
ηe2iδxx i

√
1− η2ei(δxx+δyy)

i
√

1− η2ei(δxx+δyy) ηe2iδyy

)
. (4.18)

Em (4.18) S11 e S22 são as amplitudes de espalhamento elásticas (4.17a), e S12

e S21 são as transições (4.17b). É fácil de verificar de (4.18) respeita a condição

SS† = I, e portanto S é unitária.

Este tipo de parametrização é amplamente utililizada com o formalismo de po-

tenciais separáveis [48, 49, 50] (apêndice E), sendo particularmente importante na

descrição de onda S do espalhamento káon-káon.
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4.2.1 Interação entre ṕıons, káons e nucleons

De acordo com as simetrias de isospin e conjugação de carga, podemos dividir ge-

nericamente em seis os processos “elásticos”† de interação envolvendo ṕıons, káons

e nucleons. São eles: ππ, πK, πN , KK, KN e NN . Com o aux́ılio dos dados

experimentais de defasagens, ou de modelos fenomenológicos, vamos descrever os

seis processos de espalhamento através de funções defasagens ajustadas. As especi-

ficações técnicas destes ajustes, incluindo as próprias funções e suas representações

gráficas, são apresentadas no apêndice F .

Utilizando a notação espectroscópica, (onda S → L = 0, onda P → L = 1, onda

D → L = 2, etc)‡, apresentaremos a seguir, as caracteŕısticas dos seis processos de

espalhamento em questão.

Espalhamento ππ

De forma simplificada, o espalhamento “elástico” ṕıon-ṕıon é representado por

π + π → π + π, (4.19)

onde, devido a simetria de isospin, π mimetiza qualquer um dos três ṕıons conhecidos

(π+, π− ou π0).

Segundo a abordagem de ondas parciais, o espalhamento ππ depende do mo-

mento angular orbital total L e do isospin total I. Consequentemente, as defasagens

deste espalhamento também dependem destas duas quantidades. Introduziremos,

então, a notação δL,I para representar cada uma dessas defasagens.

Por ser um espalhamento de part́ıculas idênticas com spin inteiro, o estado de

dois ṕıons deve obedecer a estat́ıstica de Bose-Einstein, e portanto, o estado total

(momento angular orbital mais isospin) deve ser simétrico.

O estado de momento angular pode ser expresso pelos harmônicos esféricos,

e uma rápida inspeção nessas autofunções revela que a paridade da parte orbital

depende exclusivamente da paridade de L. Se L for par o estado orbital é simétrico,

e se L for impar o estado orbital é antisimétrico.

A parte de isospin depende das regras de soma de momento angular, portanto

I = 0, 1 ou 2. A (anti)simetria do estado de isospin total |I, MI〉 é determinada

escrevendo-se este estado na base de isospin de cada um dos ṕıons |mI1 ,mI2〉. MI é

†As aspas foram colocadas para indicar que além dos processos verdadeiramente
elásticos (π− + p → π− + p), estamos considerando também os processo de troca de carga(
π− + p → π0 + n

)
.

‡L é o momento angular total.
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a projeção do isospin total, e mI1 e mI2 são as projeções dos isospins I1 e I2 de cada

um dos ṕıons. Utilizando os coeficientes de Clebsch-Gordan temos:

Para I = 0:

|0, 0〉 =
1

3
|+1,−1〉 − 1

3
|0, 0〉+

1

3
|−1, +1〉 . (4.20)

Para I = 1:

|1, +1〉 =
1

2
|+1, 0〉 − 1

2
|0, +1〉 , (4.21a)

|1, 0〉 =
1

2
|+1,−1〉 − 1

2
|−1, +1〉 , (4.21b)

|1,−1〉 =
1

2
|0,−1〉 − 1

2
|−1, 0〉 . (4.21c)

Para I = 2:

|2, +2〉 = |+1, +1〉 , (4.22a)

|2, +1〉 =
1

2
|+1, 0〉+

1

2
|0, +1〉 , (4.22b)

|2, 0〉 =
1

6
|+1,−1〉+

2

3
|0, 0〉+

1

6
|−1, +1〉 , (4.22c)

|2,−1〉 =
1

2
|0,−1〉+

1

2
|−1, 0〉 , (4.22d)

|2,−2〉 = |−1,−1〉 . (4.22e)

Analisando as equações acima é fácil de perceber que o estado de isospin total

é simétrico se I = 2 ou 0 e antisimétrico se I = 1. É interessante notar também

que a degenerescência destes estados é dada por 2I + 1, como no caso do momento

angular usual.

Vamos restringir a análise do espalhamento ṕıon-ṕıon em L = 0, 1 ou 2, ou seja

ondas S, P e D. Neste caso, devido a imposição de simetria temos as seguintes

defasagens:

Onda S
δ0,0 ⇒ degenescência (1)

δ0,2 ⇒ degenescência (5)

Onda P δ1,1 ⇒ degenescência (9)

Onda D
δ2,0 ⇒ degenescência (5)

δ2,2 ⇒ degenescência (25)

Tabela 4.2: Defasagens δL,I do espalhamento ππ. O número entre parênteses

representa a degenerescência completa que leva em conta as projeções de momento

angular orbital (2L + 1) e de isospin (2I + 1).
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Os ajustes das funções δ0,0 e δ1,1 são feitos com os dados experimentais de de-

fasagens presentes nas referências [51, 52]. Já os ajustes de δ0,2, δ2,0 e δ2,2 são realiza-

dos através de dados de defasagens [51, 53] baseados em modelagens fenomenológicas

[54]. As formas explicitas destes ajustes juntamente com suas representações gráficas

são encontradas no apêndice F .

Espalhamento πK

O espalhamento “elástico” ṕıon-káon pode ser escrito genericamente por

π + K → π + K, (4.23a)

π + K̄ → π + K̄, (4.23b)

onde, devido as simetrias de isospin, π representa π+, π− ou π0, e K representa K+

ou K0.

Porém, como dito anteriormente, qualquer processo de interação forte é invari-

ante pela operação de conjugação de carga Ĉ. Portanto, se aplicarmos Ĉ em (4.23b)

obtemos:

π̄ + K → π̄ + K. (4.24)

Por outro lado, considerando a simetria de isospin, π̄ = π. Ou seja, as equações

(4.23a) e (4.23b) representam os mesmos processos, e portanto não precisamos nos

preocupar em descreve-los separadamente.

Analogamente ao caso ππ, o espalhamento πK depende somente do momento

angular orbital L e do isospin I. Portanto, as defasagens deste espalhamento podem

ser representadas pela notação δL,2I . Segundo as regras de soma para isospin, I =

1/2 ou 3/2.

Devido à falta de dados experimentais, vamos restringir o estudo do espalha-

mento ṕıon-káon a L = 0 ou 1, ou seja ondas S e P . Neste caso, temos as seguintes

defasagens:

Onda S
δ0,1 ⇒ degenescência (4)

δ0,3 ⇒ degenescência (8)

Onda P
δ1,1 ⇒ degenescência (12)

δ1,3 ⇒ degenescência (24)

Tabela 4.3: Defasagens δL,2I do espalhamento πK. O número entre parênteses

representa a degenerescência completa que leva em conta a existência de K e K̄, e

as projeções de momento angular orbital (2L + 1) e de isospin (2I + 1).



Caṕıtulo 4. Interação Hadrônica 88

Os ajustes das quatro funções δ0,1, δ0,3, δ1,1 e δ1,3 são feitos com os dados ex-

perimentais de defasagens presentes na referência [55]. As formas explicitas destes

ajustes juntamente com suas representações gráficas são também encontradas no

apêndice F .

Espalhamento πN

De forma genérica, o espalhamento “elástico” ṕıon-nucleon é representado por

π + N → π + N, (4.25a)

π + N̄ → π + N̄ , (4.25b)

onde π e N mimetizam o tripleto (π+, π0, π−) e o dubleto (p, n) de isospins respe-

ctivamente.

Assim como no caso do espalhamento πK, podemos aplicar Ĉ em uma das

equações acima e concluir que (4.25a) e (4.25b) representam processos equivalentes.

O espalhamento πN depende do momento angular orbital L, do spin S e do

isospin I. Porém, nos processos de interação usuais existe um acoplamento entre

L e S tipo ~J = ~L + ~S, onde J é o momento angular total. Então, como os ṕıons

possuem spin zero, podemos escrever o estado πN em termos de L, J e I. Neste

caso, as defasagens são representadas pela notação δL,2I,2J .

Vamos restringir a análise do espalhamento ṕıon-nucleon em L = 0, 1 ou 2, ou

seja ondas S, P e D. Sabendo que I = 1/2 ou 3/2, obtemos as seguintes defasagens:

Onda S
δS,1,1 ⇒ degenescência (8)

δS,3,1 ⇒ degenescência (16)

Onda P

δP,1,1 ⇒ degenescência (8)

δP,3,1 ⇒ degenescência (16)

δP,1,3 ⇒ degenescência (16)

δP,3,3 ⇒ degenescência (32)

Onda D

δD,1,3 ⇒ degenescência (16)

δD,1,5 ⇒ degenescência (24)

δD,3,3 ⇒ degenescência (32)

δD,3,5 ⇒ degenescência (48)

Tabela 4.4: Defasagens δL,2I,2J do espalhamento πN . O número entre parênteses

representa a degenerescência completa que leva em conta a existência de N e N̄ , e

as projeções de momento angular total (2J + 1) e de isospin (2I + 1).
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Os ajustes das dez funções apresentadas na tabela 4.4 são feitos com os dados

experimentais de defasagens presentes em [56]. Tais ajustes constam no apêndice F

onde se encontram os gráficos relevantes.

Espalhamento KK

O espalhamento “elástico” káon-káon é representado por

K + K → K + K, (4.26a)

K̄ + K̄ → K̄ + K̄, (4.26b)

K + K̄ → K + K̄, (4.26c)

onde K mimetiza o dubleto de isospin (K+, K0).

Novamente, se aplicarmos o operador Ĉ em (4.26a) mostramos que este processo

é equivalente a (4.26b). Portanto, devemos nos preocupar apenas com a existência

de dois processos distintos.

Káons são bósons, por conseguinte o estado deste sistema, composto por mo-

mento angular orbital L, isospin I e conjugação de carga C, deve ser completamente

simetrizado.

A simetria da parte de momento angular acompanha a paridade de L, ou seja se L

for par o estado orbital é simétrico, e se L for impar o estado orbital é antisimétrico.

A simetria do estado de isospin é determinada escrevendo-se o estado de isospin

total |I, MI〉 na base de isospin de cada um dos káons |mI1 ,mI2〉. MI é a projeção

do isospin total, e mI1 e mI2 são as projeções dos isospins I1 e I2 de cada um dos

káons. Usando os coeficientes de Clebsch-Gordan temos:

Para I = 0:

|0, 0〉 =
1

2

∣∣∣∣+
1

2
,−1

2

〉
− 1

2

∣∣∣∣−
1

2
, +

1

2

〉
. (4.27)

Para I = 1:

|1, +1〉 =

∣∣∣∣+
1

2
, +

1

2

〉
, (4.28a)

|1, 0〉 =
1

2

∣∣∣∣+
1

2
,−1

2

〉
+

1

2

∣∣∣∣−
1

2
, +

1

2

〉
, (4.28b)

|1,−1〉 =

∣∣∣∣−
1

2
,−1

2

〉
. (4.28c)

Do conjunto de equações anterior percebe-se que I = 0 e I = 1 representam

estados antissimétrico e simétricos respectivamente. Novamente, a degenerescência

destes estados é dada por 2I + 1.
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Por último, a simetria do estado de conjugação de carga segue o mesmo pro-

cedimento do isospin fazendo-se as seguintes identificações: I → C, MI → MC ,

I1 → C1, I2 → C2, mI1 → mC1 e mI2 → mC2 . Portanto, C = 0 e C = 1 representam

estados antisimétrico e simétricos respectivamente, e a degenerescência é dada por

2C + 1.

Os dados existentes de espalhamento KK são muito pobres e se resumem apenas

a onda S (L = 0). De fato, estes dados são obtidos sempre indiretamente, utilizando

o formalismo de potenciais separáveis [49, 50] (apêndice E). Outro problema que

enfrentamos é que os dados existentes dizem respeito apenas a processos do tipo

KK̄, eq. (4.26c). Então, por falta de opção, vamos supor que os processos KK̄

e KK são idênticos. Esta simplificação, no contexto da conjugação de carga, é

equivalente a dizermos que o espalhamento káon-káon não depende de C.

Dito isto, podemos escrever as defasagens desse espalhamento através da notação

δL,I . Portanto, considerando a simetria, temos as seguintes defasagens para onda S:

Onda S
δ0,0 ⇒ degenescência (1)

δ0,1 ⇒ degenescência (9)

Tabela 4.5: Defasagens δL,I dos espalhamentos KK e KK̄. O número entre

parênteses representa a degenerescência completa que leva em conta a simetria

bosônica e as projeções de momento angular orbital (2L + 1), de isospin (2I + 1) e

de conjugação de carga (2C + 1).

O ajuste das funções δ0,0 e δ0,1 são feitos com os dados de defasagens [53, 57] e [58]

respectivamente, sendo ambos baseado em modelagens fenomenológicas envolvendo

a abordagem de potenciais separáveis. No apêndice F apresentamos graficamente

esses ajustes.

Espalhamento KN

O espalhamento “elástico” káon-nucleon pode ser escrito genericamente por

K + N → K + N, (4.29a)

K̄ + N̄ → K̄ + N̄ , (4.29b)

K + N̄ → K + N̄ , (4.29c)

K̄ + N → K̄ + N, (4.29d)

onde K e N representam os dubletos de isospin (K+, K0) e (p, n) respectivamente.
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A aplicação do operador Ĉ aos processos acima mostra que (4.29a) é equivalente

a (4.29b), e que (4.29c) é equivalente a (4.29d). Portanto, devemos nos preocupar

apenas com a existência de dois processos distintos.

A representação do estado káon-nucleon é completamente análoga ao caso do

espalhamento πN . Ou seja, os estados podem ser escritos em termos do momento

angular orbital L, do momento angular total J e do isospin I. Portanto, é conve-

niente adotar a notação δL,I,2J para as defasagens.

Devido à falta de dados de espalhamento de part́ıcula-antipart́ıcula (eq. (4.29c)

ou (4.29d)), vamos supor novamente que os dois processos distintos envolvendo

káons e nucleons apresentam a mesma amplitude de espalhamento. Neste caso,

restringindo a análise a L = 0, 1 ou 2, e sabendo que I = 0 ou 1, obtemos as

seguintes defasagens:

Onda S
δS,0,1 ⇒ degenescência (8)

δS,1,1 ⇒ degenescência (24)

Onda P

δP,0,1 ⇒ degenescência (8)

δP,0,3 ⇒ degenescência (16)

δP,1,1 ⇒ degenescência (24)

δP,1,3 ⇒ degenescência (48)

Onda D

δD,0,3 ⇒ degenescência (16)

δD,0,5 ⇒ degenescência (24)

δD,1,3 ⇒ degenescência (48)

δD,1,5 ⇒ degenescência (72)

Tabela 4.6: Defasagens δL,I,2J do espalhamento KN . O número entre parênteses

representa a degenerescência completa que leva em conta a existência de K, K̄, N

e N̄ , e as projeções de momento angular total (2J + 1) e de isospin (2I + 1).

Os ajustes das dez funções apresentadas na tabela 4.6 são feitos com os dados

experimentais de defasagens presentes em [56]. As formas explicitas destes ajustes,

juntamente com suas representações gráficas, são encontradas no apêndice F .

Espalhamento NN

O espalhamento “elástico” nucleon-nucleon é escrito como

N + N → N + N, (4.30a)

N̄ + N̄ → N̄ + N̄ , (4.30b)

N + N̄ → N + N̄ , (4.30c)
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onde N representa o dubleto de isospin (p, n). Note que, devido à simetria de

conjugação de carga, apenas dois destes três espalhamentos são distintos.

Nucleons são férmions, portanto o estado deste sistema, composto por momento

angular orbital L, spin S, isospin I e conjugação de carga C, deve ser completamente

antisimetrizado.

De um modo geral, a simetrização dos estados internos do espalhamento NN

é análoga ao caso KK. De fato, estes estados são construidos de acordo com as

equações (4.27), (4.28a), (4.28b) e (4.28c). Ou seja, para o estado de spin total

|S, MS〉 temos S = 1 (simétrico) ou S = 0 (antisimétrico), e para os estados de

isospin e conjugação de carga basta trocar S por I ou C.

Antes de classificar as defasagens nucleon-nucleon, vamos elencar algumas sim-

plificações que serão feitas:

• As defasagens dos espalhamentos próton-próton e próton-nêutron são bastante

parecidas. Então, vamos supor que elas não dependem do isospin I.

• Em analogia com a independência do isospin, vamos supor também que as

defasagens não dependem da conjugação de carga C.

• Restringiremos o estudo a L = 0, 1 e 2.

Feitas essas considerações e lembrando da antisimetrização do estado completo,

podemos classificar as defasagens δ2S+1,L,J e suas degenerescências da seguinte maneira:

Onda S
δ1,S,0 ⇒ degenescência (10)

δ3,S,1 ⇒ degenescência (18)

Onda P

δ1,P,1 ⇒ degenescência (18)

δ3,P,0 ⇒ degenescência (10)

δ3,P,1 ⇒ degenescência (30)

δ3,P,2 ⇒ degenescência (50)

Onda D

δ1,D,2 ⇒ degenescência (50)

δ3,D,1 ⇒ degenescência (18)

δ3,D,2 ⇒ degenescência (30)

δ3,D,3 ⇒ degenescência (42)

Tabela 4.7: Defasagens δ2S+1,L,J do espalhamento NN . O número entre parênteses

representa a degenerescência completa que leva em conta a simetria fermiônica e as

projeções de momento angular total (2J + 1), de isospin (2I + 1) e de conjugação

de carga (2C + 1).
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Os ajustes das dez funções apresentadas na tabela 4.7 são feitos com os dados

experimentais de defasagens presentes em [56]. As formas explicitas destes ajustes,

juntamente com suas representações gráficas, são encontradas no apêndice F .



Caṕıtulo 5

Universo Primordial Real

O objetivo deste caṕıtulo é construir equações de estados (EoS) realistas para o

universo pré-nucleosśıntese (Pns), utilizando para tanto todo o desenvolvimento dos

caṕıtulos anteriores. Uma vez construidas estas EoS, vamos estudar as várias apro-

ximações envolvidas e o seus regimes de validade. Pretendemos também avaliar as

consequências cosmológicas mais imediatas, incluindo um posśıvel efeito de expansão

acelerada (era inflacionária).

5.1 Considerações gerais para o universo Pns real

Com o advento do processo de criação de pares, o universo PnS apresenta uma

pluralidade de part́ıculas que depende da energia considerada e da massa de repouso

de cada espécie. Por simplicidade, restringiremos o estudo da era primordial a poucas

centenas de MeV (20 MeV ≤ kT . 300 MeV ), limitando assim razoavelmente a

quantidade de part́ıculas do peŕıodo. Assim, conforme dito no caṕıtulo 1,

• Bósons fundamentais: fóton (γ).

• Léptons: elétrons (e−), pósitrons (e+), muons (µ−), antimuons (µ+), neutrinos

do elétron e do muon (νe, νµ) e antineutrinos do elétron e do muon (ν̄e, ν̄µ).

• Hádrons: ṕıons (π+, π−, π0), káons (K+, K−, K0, K̄0), nucleons (p, n) e anti-

nucleons (p̄, n̄).

Note que, na discriminação dos hádrons relevantes usou-se, além da massa, o

critério de estabilidade sob interações fortes. Maiores detalhes são dados na seção

4.1.1.

Um ponto importante a ser ressaltado é que não levaremos em conta a assime-

tria matéria-antimatéria, ou seja, desprezaremos a matéria do universo atual. Esta

94
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aproximação é totalmente ĺıcita para o peŕıodo Pns no estágio de expansão tipo era

da radiação (seção 1.2).

A palavra “real”, presente no t́ıtulo da seção (e do caṕıtulo), se refere justamente

à relevância dos processos de interação para as EoS cosmológicas. Então, em uma

primeira análise, devemos discutir quais das quatro interações fundamentais devem

estar presentes nas EoS do peŕıodo Pns.

A interação gravitacional, como a mais fraca das quatro interações, é inserida

na cosmologia somente através da equação de Einstein, ou mais especificamente,

através das equações de Friedmann. Nas escalas de energia de poucas centenas

de MeV , esta interação não deve influenciar a construção das equações de estado

cosmológicas∗.

A segunda interação a ser considerada é a eletromagnética. Apesar desta in-

teração ser responsável pela termalização das part́ıculas carregadas (ver caṕıtulo 1),

ela não produzirá nenhum efeito relevante para as EoS primordiais. Esta afirmação

é baseada em duas importantes caracteŕısticas:

(i) A carga elétrica possui dois sinais distintos, sendo que part́ıculas de sinais

iguais se repelem e part́ıculas de sinais opostos se atraem. Isto faz com que

um fluido globalmente neutro sofra o fenômeno de blindagem (prinćıpio de

Debye), e consequentemente a interação efetiva entre seus constituintes seja

de curto alcance.

(ii) A constante de acoplamento da interação eletromagnética é relativamente pe-

quena (e2 ∼ 1/137).

Usando estas duas caracteŕısticas, podemos estimar a eficácia da interação eletro-

magnética para um fluido a dezenas de MeV composto apenas por elétrons e

pósitrons. Neste caso, a energia de interação média Ū por elétron/pósitron [1] é

da ordem de

Ū ∼ e2

r
, (5.1)

onde r é a distância intereletrônica média dada por:

r ' (ne)
−1/3 ∼ 1

kT
. (5.2)

Veja a equação (1.9).

∗Pode ocorrer uma mudança na descrição da mecânica estat́ıstica, devido a variedade curva da
Relatividade geral. Nesta tese, não consideraremos qualquer efeito desta natureza.



Caṕıtulo 5. Universo Primordial Real 96

Já a energia cinética média Ecin por elétron/pósitron é Ecin ∼ kT . Portanto, Ecin

é aproximadamente duas ordens de grandeza maior que Ū . Estimativas análogas

a esta, envolvendo as outras part́ıculas carregadas, justificam a aproximação de

desprezar a interação eletromagnética na construção das EoS.

A terceira interação a considerar é a interação forte. Apesar de ser uma interação

de curto alcance, esta interação, por possuir uma constante de acoplamento relati-

vamente alta, pode ser importante para cosmologia Pns. De fato, a força forte é a

única interação que consideraremos na construção das EoS cosmológicas. Maiores

informações sobre esta interação foramo dadas no caṕıtulo 4.

A quarta e última interação é a interação fraca. Esta interação é de curto alcance

como a força forte, porém de intensidade muito menor (ver tabela 4.1). Neste

sentido, a interação fraca não deve ser uma fonte de gravitação importante para a

cosmologia Pns, e portanto é ĺıcito desprezá-la na montagem das EoS primordiais.

Contudo, é importante ressaltar que esta interação é responsável pela termalização

das part́ıculas neutras (ver caṕıtulo 1), e pode ter um papel fundamental na resolução

do problema de assimetria matéria-antimatéria.

Feitas estas considerações, dividimos as part́ıculas relevantes no peŕıodo Pns em

três categorias:

1. γ, e−, e+, νe, νµ, ν̄e, ν̄µ – part́ıculas quânticas ultrarelativ́ısticas ideais;

2. µ−, µ+ – part́ıculas quânticas relativ́ısticas ideais;

3. π+, π−, π0, K+, K−, K0, K̄0, p, p̄, n, n̄ – part́ıculas quânticas relativ́ısticas inte-

ragentes.

Na próxima seção aplicaremos boa parte dos resultados dos caṕıtulos anteriores

para montar explicitamente as equações de estado cosmológicas.

5.2 Equações de estado primordiais

Quando falamos em equações de estado primordiais estamos nos referindo a duas

equações distintas presentes no modelo padrão do Big Bang. A primeira destas EoS

é aquela para a pressão p, e a segunda é uma equação para a densidade de energia

ρ. Ambas equações são necessárias na descrição da evolução do universo.

Porém, a construção destas EoS pode ser feita de diferentes maneiras. De fato,

na seção 2.2 mostramos que tanto p quanto ρ podem ser escritos convenientemente

de duas formas distintas, perfazendo assim um total de quatro posśıveis conjuntos
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de equações de estado ∗. Estes quatro conjuntos são dados pelas combinações de

{p(z, T ), p(n, T )} com {ρ(z, T ), ρ(n, T )} onde z é a fugacidade e n é a densidade

numérica.

No caso da pressão existem fortes argumentos teóricos e experimentais (seção

2.2.2), indicando a equação p(n, T ) (série do virial) como sendo a forma mais correta

de construir a EoS da pressão. Já para a densidade de energia a escolha entre ρ(z, T )

e ρ(n, T ) não é tão óbvia. Porém, uma argumentação baseada no significado f́ısico

de ρ (seção 2.2) fornece um bom ind́ıcio de que ρ(z, T ) é a forma mais conveniente

para expressar a densidade de energia. Voltaremos a discutir o caso de ρ na seção

5.3.1, quando falarmos de estabilidade termodinâmica da EoS cosmológicas.

Portanto, a construção das equações de estado das part́ıculas relativ́ısticas (in-

teragentes ou não) será feita com a série do virial para a pressão, e com a série da

fugacidade para a densidade de energia. A forma geral (multicomponente) para p e

ρ destas séries são dadas pelas equações (2.166a) e (2.165c) respectivamente. Outro

ponto importante é que devido a complexidade do sistema, consideraremos apenas

os primeiros termos de interação (interação duas a duas) nas montagens das EoS de

part́ıculas relativ́ısticas. Neste caso, os processos elásticos da interação podem ser

descritos corretamente pelas defasagens (seção 3.2.2).

De acordo com a classificação da seção anterior, podemos dividir as equaçãos

para a pressão e para a densidade de energia em três partes distintas:

p = pHad + pR + pUR, (5.3)

ρ = ρHad + ρR + ρUR, (5.4)

onde os ı́ndices Had, R e UR representam os hádrons, as part́ıculas relativ́ısticas

ideais e as part́ıculas ultrarelativ́ısticas também ideais.

Procederemos a seguir, com a construção expĺıcita de cada uma destas três

partes.

5.2.1 EoS para hádrons

Tendo em vista as várias simetrias apresentadas no caṕıtulo anterior, o sistema de

hádrons pode ser tratado como um sistema interagente de três componentes (ṕıons

π, káons K e nucleons N), cujas equações de estado são derivadas de (2.165c) e

(2.166a).

Para a densidade de energia temos:

∗Existem outras maneiras de construir EoS, porém elas não serão abordadas nesta tese.
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ρHad(zπ, zK , zN , kT ) = (kT )2

[
∂b1π

∂ (kT )
zπ +

∂b1K

∂ (kT )
zK +

∂b1N

∂ (kT )
zN+

+
∂b2ππ

∂ (kT )
z2

π +
∂b2KK

∂ (kT )
z2

K +
∂b2NN

∂ (kT )
z2

N+

+
∂b2πK

∂ (kT )
zπzK +

∂b2πN

∂ (kT )
zπzN +

∂b2KN

∂ (kT )
zKzN

]
, (5.5)

onde b1’s são os termos ideais dados em (A.34); b2’s são os termos de interação dois

a dois determinados em (2.160); e z’s são as fugacidades. É importante lembrar que

no universo Pns µπ ' µK ' µN ' 0 (ver caṕıtulo 1), ou seja

zπ ' zK ' zN ' 1. (5.6)

Agora, para a pressão,

pHad(nπ, nK , nN , kT ) = kT
(
a1πnπ + a1KnK + a1NnN + a2ππn2

π + a2KKn2
K+

+a2NNn2
N + a2πKnπnK + a2πNnπnN + a2KNnKnN

)
, (5.7)

onde a1π = a1K = a1N = 1 (termos ideais); a2’s são os termos de interação dois

a dois obtidos como função dos b1’s e b2’s (equações (C.8b) e (C.8c)); e n’s são as

densidades numéricas, dadas por

nπ(zπ, zK , zN , kT ) = b1πzπ + 2b2ππz2
π + b2πKzπzK + b2πNzπzN , (5.8)

nK(zπ, zK , zN , kT ) = b1KzK + 2b2KKz2
K + b2πKzπzK + b2KNzKzN , (5.9)

nN(zπ, zK , zN , kT ) = b1NzN + 2b2NNz2
N + b2πNzπzN + b2KNzKzN . (5.10)

Veja equação(2.165b).

Uma caracteŕıstica importante envolvendo a pressão e a densidade de energia é

que, devido as equações (5.6), (5.8), (5.9) e (5.10), ρHad e pHad são funções apenas

da energia kT .

Os termos ideais b1’s são escritos como:

b1i =
gi

Λ3
i (1/kT )

, com i = π, K ou N . (5.11)

Os coeficientes g’s correspondem aos valores assumidos pelos graus de liberdade,

com gπ = 3, gK = 4 e gN = 8. Já Λi é o comprimento de onda térmico relativ́ıstico

dado por (ver apêndice A),

1

Λ3
i (1/kT )

=
4πm2

i kT

(2π)3 K2

(mi

kT

)
, (5.12)
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onde mπ = 0.1396 GeV , mK = 0.4957 GeV e mN = 0.93826 GeV .

Em prinćıpio, um termo b2 deve conter todos os processos de interação envol-

vendo as duas part́ıculas às quais ele se refere. Ou seja, devemos ter os processos

de espalhamento (elástico e inelástico) bem como os estados ligados. Porém, va-

mos argumentar que os únicos processos relevantes na determinação dos b2’s são os

processos de espalhamento elástico:

As energias t́ıpicas dos estados ligados entre π, K e N são da ordem de poucos

MeV † [59]. Então, em escalas de energia de dezenas ou centenas de MeV (universo

Pns), os processos envolvendo estados ligados são despreźıveis quando comparados

com processos de espalhamento. De fato, nessas escalas é muito mais provável que

um hádron ao encontrar outro seja espalhado, ao invés de formar um estado ligado.

O argumento em favor de negligenciar os processos de espalhamento inelásticos

vem do sistema de dois canais de onda S (ver seção 4.2 equações (4.17a) e (4.17b)).

Nesta caso, a matriz S pode ser parametrizado da seguinte forma,

Ŝ2 =

(
ηe2iδxx i

√
1− η2ei(δxx+δyy)

i
√

1− η2ei(δxx+δyy) ηe2iδyy

)
, (5.13)

onde η é o parâmetro de inelasticidade que mede a eficiência de transformarmos

part́ıculas x em part́ıculas y, e δxx e δyy são as defasagens relacionadas com as

interações x com x e y com y respectivamente.

POr outro lado, a equação mestra (3.39) determina que os b2’s possuem sempre

um termo tipo

Tr

[(
Ŝa

2

)−1
←→
∂

∂E
Ŝa

2

]
= Tr

[
2
(
Ŝa

2

)−1 ∂Ŝa
2

∂E

]
. (5.14)

Restringindo a análise ao espalhamento de onda S e supondo que não temos

estados internos, podemos determinar (5.14) para o sistema de dois canais parame-

trizado por (5.13), como segue:

(
Ŝ2

)−1

=

(
ηe−2iδxx −i

√
1− η2e−i(δxx+δyy)

−i
√

1− η2e−i(δxx+δyy) ηe−2iδyy

)
, (5.15)

e

∂Ŝ2

∂E
=

( (
∂η
∂E

+ 2iη ∂δxx

∂E

)
e2iδxx S12

S21

(
∂η
∂E

+ 2iη ∂δyy

∂E

)
e2iδyy

)
, (5.16)

com

†Por exemplo, o dêuteron possui uma energia de ligação de 2, 2 MeV .
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S12 = S21 =

(
− ∂η

∂E

ηi√
1− η2

−
√

1− η2

(
∂δxx

∂E
+

∂δyy

∂E

))
ei(δxx+δyy). (5.17)

Então, substituindo (5.15) e (5.16) em (5.14), temos:

Tr

[(
Ŝ2

)−1
←→
∂

∂E
Ŝ2

]
= 4i

(
∂δxx

∂E
+

∂δyy

∂E

)
. (5.18)

Por outro lado, pode-se obter a parte puramente elástica do sistema de dois

canais fazendo η = 1 em (5.13), ou seja:

Ŝel
2 =

(
e2iδxx 0

0 e2iδyy

)
. (5.19)

Neste caso, o termo (5.14) resulta em

Tr

[(
Ŝel

2

)−1
←→
∂

∂E
Ŝel

2

]
= Tr

[
2

(
2i∂δxx

∂E
0

0 2i∂δyy

∂E

)]

= 4i

(
∂δxx

∂E
+

∂δyy

∂E

)
, (5.20)

idêntico à equação (5.18). Ou seja, neste sistema os processos inelásticos não afetam

o cálculo de (5.14).

Este tipo de análise sugere fortemente que somente a parte elástica das interações

contribua na determinação dos b2’s.

Considerando apenas os processos elásticos, os seis termos de interação são dados

por equações do tipo (3.53a) e (3.53c). Portanto, com o aux́ılio dos vários conjuntos

de defasagens apresentados na seção 4.2.1, podemos escrever a forma explicita dos

seis b2’s.

No cálculo de cada um destes b2’s é necessário realizar uma integração envolvendo

a função de Bessel modificada K2 e várias derivadas de defasagens. Todas as seis

integrações foram feitas numericamente com o aux́ılio do software Mathematica 5.0.

No procedimento de integração reintroduzimos c e ~ de tal forma que as unidades de

comprimento e de energia são dadas em fm e em GeV respectivamente‡. Os limites

superiores de integração variam para cada b2, porém, via de regra, eles estão na faixa

de 1 GeV à 2, 5 GeV . Como a temperatura varia entre 20 MeV ≤ kT . 300 MeV ,

‡Estas unidades são utilizadas nos gráficos de quase todo o caṕıtulo 5.
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os limites superiores escolhidos são suficientes para incluir toda a parte relevante

dos integrandos§.

A seguir, vamos determinar cada um destes seis termos de interação.

Ṕıon-Ṕıon:

b2ππ(kT ) =
kT

2π3

∞∫

2mπ

ω2K2

( ω

kT

) [
∂δ0,0

∂ω
+ 5

∂δ0,2

∂ω
+

+9
∂δ1,1

∂ω
+ 5

∂δ2,0

∂ω
+ 25

∂δ2,2

∂ω

]

ππ

dω. (5.21)

Os números que multiplicam as defasagens representam a degenerescência de cada

estado e são dados na tabela 4.2.

Figura 5.1: Gráfico do segundo coeficiente da fugacidade referente às interações

ṕıon-ṕıon b2ππ em função da energia kT . Na integração numérica de (5.21) utilizamos

2mπ = 0, 2792 GeV com um limite superior em 0, 91 GeV .

Ṕıon-káon:

b2πK(kT ) =
kT

2π3

∞∫

mπ+mK

ω2K2

( ω

kT

) [
4
∂δ0,1

∂ω
+ 8

∂δ0,3

∂ω
+

+12
∂δ1,1

∂ω
+ 24

∂δ1,3

∂ω

]

πK

dω. (5.22)

A degenerescência de cada estado é dada na tabela 4.3.

§A presença da função de Bessel K2 faz com que os integrandos decaiam rapidamente.
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Figura 5.2: Gráfico do segundo coeficiente da fugacidade referente às interações

ṕıon-káon b2πK em função da energia kT . Na integração numérica de (5.22) uti-

lizamos mπ + mK = 0, 635 GeV com um limite superior em 1, 3 GeV .

Ṕıon-nucleon:

b2πN(kT ) =
kT

2π3

∞∫

mπ+mN

ω2K2

( ω

kT

) [
8
∂δS,1,1

∂ω
+ 16

δS,3,1

∂ω
+

+8
∂δP,1,1

∂ω
+ 16

∂δP,3,1

∂ω
+ 16

∂δP,1,3

∂ω
+ 32

∂δP,3,3

∂ω
+

+16
∂δD,1,3

∂ω
+ 24

∂δD,1,5

∂ω
+ 32

∂δD,3,3

∂ω
+ 48

∂δD,3,5

∂ω

]

πN

dω. (5.23)

A degenerescência de cada estado é dada na tabela 4.4.

Figura 5.3: Gráfico do segundo coeficiente da fugacidade referente às interações

ṕıon-nucleon b2πN em função da energia kT . Na integração numérica de (5.23)

utilizamos mπ + mN = 1, 078 GeV com um limite superior em 1, 6 GeV .



Caṕıtulo 5. Universo Primordial Real 103

Káon-káon:

b2KK(kT ) =
kT

2π3

∞∫

2mK

ω2K2

( ω

kT

) [
∂δ0,0

∂ω
+ 9

∂δ0,1

∂ω

]

KK

dω. (5.24)

A degenerescência de cada estado é dada na tabela 4.5.

Figura 5.4: Gráfico do segundo coeficiente da fugacidade referente às interações

káon-káon b2KK em função da energia kT . Na integração numérica de (5.24) uti-

lizamos 2mK = 0, 99 GeV com um limite superior em 1, 6 GeV .

Káon-nucleon:

b2KN(kT ) =
kT

2π3

∞∫

mK+mN

ω2K2

( ω

kT

) [
8
∂δS,0,1

∂ω
+ 24

δS,1,1

∂ω
+

+8
∂δP,0,1

∂ω
+ 16

∂δP,0,3

∂ω
+ 24

∂δP,1,1

∂ω
+ 48

∂δP,1,3

∂ω
+

+16
∂δD,0,3

∂ω
+ 24

∂δD,0,5

∂ω
+ 48

∂δD,1,3

∂ω
+ 72

∂δD,1,5

∂ω

]

KN

dω. (5.25)

A degenerescência de cada estado é dada na tabela 4.6.
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Figura 5.5: Gráfico do segundo coeficiente da fugacidade referente às interações

káon-nucleon b2KN em função da energia kT . Na integração numérica de (5.25)

utilizamos mK + mN = 1, 434 GeV com um limite superior em 1, 99 GeV .

Nucleon-nucleon:

b2NN(kT ) =
kT

2π3

∞∫

2mN

ω2K2

( ω

kT

) [
10

∂δ1,S,0

∂ω
+ 18

δ3,S,1

∂ω
+

+18
∂δ1,P,1

∂ω
+ 10

∂δ3,P,0

∂ω
+ 30

∂δ3,P,1

∂ω
+ 50

∂δ3,P,2

∂ω
+

+50
∂δ1,D,2

∂ω
+ 18

∂δ3,D,1

∂ω
+ 30

∂δ3,D,2

∂ω
+ 42

∂δ3,D,3

∂ω

]

NN

dω. (5.26)

A degenerescência de cada estado é dada na tabela 4.7.

Figura 5.6: Gráfico do segundo coeficiente da fugacidade referente às interações

nucleon-nucleon b2NN em função da energia kT . Na integração numérica de (5.26)

utilizamos 2mN = 1, 877 GeV com um limite superior em 2, 363 GeV .
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De um modo geral, os seis coeficientes b2’s podem ser positivos crescentes (figuras

5.1, 5.2, 5.3 e 5.4) ou negativos decrescentes (figuras 5.5 e 5.6). Agora, se fizermos

uma comparação grosseira com o caso clássico não relativ́ıstico (2.72), vemos que

os b2’s positivos (negativos) estão associados com um potencial preponderantemente

negativo (positivo). Neste sentido, podemos identificar os espalhamentos ππ, πK,

πN e KK como dominantementes atrativos e os espalhamentos KN e NN como

dominantementes repulsivos.

Uma vez calculados os coeficientes b1’s e b2’s, é bastante simples obter as densi-

dades numéricas (5.8), (5.9) e (5.10), e as equaçãos de estado para os hádrons (5.5)

e (5.7).

5.2.2 EoS de part́ıculas ideais

As part́ıculas ideais (sem interação) se dividem em duas categorias: ultrarela-

tiv́ısticas (γ, e−, e+, νe, νµ, ν̄e, ν̄µ) e relativ́ısticas (µ−, µ+).

A construção das equações de estado da parte ultrarelativ́ıstica é relativamente

simples, e já foi feita no caṕıtulo 1. Por completeza, repetiremos aqui os principais

resultados.

Para a densidade de energia ρUR, eq. (1.25), temos:

ρUR = ργ + ρe− + ρe+ + ρνe + ρνµ + ρν̄e + ρν̄µ =
9

2
ργ =

9π2

30
(kT )4. (5.27)

E para a pressão pUR, eq. (1.11), temos:

pUR =
ρUR

3
. (5.28)

É interessante também apresentar as várias densidades numéricas (1.9):

ne− = ne− =
3

4
nγ e nνe = nνµ = nν̄e = nν̄µ =

3

8
nγ (5.29)

com

nγ(kT ) =
2, 404

π2
(kT )3. (5.30)

Agora, a montagem das equações de estado da parte relativ́ıstica é análoga à

que foi feita para o caso dos hádrons, lembrando é claro que µ− e µ+ são part́ıculas

ideais (ver apêndice A).

Para a densidade de energia ρR, eq. (2.165c), temos:

ρR(zµ, kT ) = (kT )2

[
∂b

(0)
1µ

∂ (kT )
zµ +

∂b
(0)
2µ

∂ (kT )
z2

µ

]
, (5.31)
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onde b
(0)
1µ e b

(0)
2µ são os termos ideais, eq. (A.34), dados por

b
(0)
Nµ = 4

(−1)N−1

N

4πm2
µkT

(2π)3 N
K2

(
N

mµ

kT

)
, (5.32)

com mµ = 0.10566 GeV . Como no caso dos hádrons, podemos fazer zµ ' 1 durante

todo o peŕıodo Pns.

Já para a pressão pR, eq. (2.166a),

pR(nµ, kT ) = kT
[
a1µnµ + a2µn

2
µ

]
, (5.33)

onde a1µ e a2µ são os coeficientes do virial obtidos como função dos b
(0)
1µ e b

(0)
2µ

(equações (C.8b) e (C.8c)); e nµ é a densidade numérica muônica (2.165b) dada

por,

nµ(zµ, kT ) = b
(0)
1µ zµ + 2b

(0)
2µ z2

µ. (5.34)

Observa-se que as pressões pUR e pR e as densidades de energia ρUR e ρR são

funções apenas da energia kT .

O próximo passo é obter e estudar as equações de estado cosmológicas completas.

5.2.3 EoS completas

Substituindo as equações (5.5), (5.27) e (5.31) em (5.4) obtemos a EoS completa

para a densidade de energia ρ. O gráfico de ρ em função de kT é mostrado na figura

5.7.

Figura 5.7: Gráfico da densidade de energia ρ em GeV/fm3 como função da

energia kT em GeV . São apresentadas nesta figura três curvas: densidade de ener-

gia completa, que inclue todas as part́ıculas e interações relevantes (linha cheia);
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densidade de energia ideal, que inclui todas as part́ıculas sem considerar suas in-

terações (linha tracejada); densidade de energia ultrarelativ́ıstica, que inclui somente

as part́ıculas ultrarelativ́ısticas (linha pontilhada).

De um modo geral, as três curvas de densidade de energia apresesentam cara-

cteŕısticas semelhantes, sendo todas elas positivas e crescentes. Da figura 5.7 vemos

que as componentes ultrarelativ́ısticas dominam até por volta de 0, 12 GeV . Entre

0, 12 GeV e 0, 16 GeV as outras part́ıculas se tornam importantes (principalmente

π e µ), porém as interações ainda são irrelevantes. E acima de 0, 16 GeV , os ter-

mos de interação entre hádrons começam a ser importantes. Em 0, 275 GeV as

partes ultrarelativ́ıstica, relativ́ıstica ideal e de interação hadrônica correspondem

respectivamente a 25%, 33% e 42% da densidade de energia total.

A EoS completa referente a pressão p é obtida substituindo (5.7), (5.28) e (5.33)

em (5.3). O gráfico de p em função de kT é mostrado na figura 5.8.

Figura 5.8: Gráfico da pressão p em GeV/fm3 como função da energia kT em

GeV . São apresentadas nesta figura três curvas: pressão completa, que inclui todas

as part́ıculas e interações relevantes (linha cheia); pressão ideal, que inclui todas as

part́ıculas sem considerar suas interações (linha tracejada); pressão ultrarelativ́ıstica,

que inclui somente as part́ıculas ultrarelativ́ısticas (linha pontilhada).

Segundo a figura 5.8, até 0, 14 GeV as três curvas para a pressão apresentam

um comportamento similar, sendo todas positivas e crescentes. A partir deste valor,

os termos de interação começam a se fazer sentir e uma súbita mudança ocorre

na equação da pressão completa. Ela abranda o seu crescimento, atinje um valor

máximo em 0, 175 GeV e logo em seguida decresce rapidamente. Por volta de 0, 2

GeV , a curva da pressão completa torna-se negativa e prossegue em sua descendência

com uma taxa de decrescimento bastante elevada. Uma análise mais aprofundada
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sobre os processos de interação revela que os espalhamentos ππ, πK, πN e KK são

os responsáveis pelo decrescimo e pelo surgimento da pressão negativa. Ou seja,

interações do tipo atrativa tendem a diminuir o valor da pressão¶.

Vamos a seguir estudar a influência de certas aproximações na densidade de

energia (5.4) e na pressão (5.3).

Na construção das equações ρHad e pHad fez-se uso de algumas aproximações,

duas das quais não foram devidamente justificadas. A primeira diz respeito ao

truncamento da soma em l nas equações (3.53a) e (3.53c). Se compararmos estas

equações com as formas explicitas (5.21), (5.22), (5.23), (5.24), (5.25) e (5.26) dos

b2’s, vemos que utilizamos apenas momentos angulares de l = 0, 1 e 2, ou seja,

onda S, P e D. Já a segunda aproximação envolve a extrapolação dos dados de

defasagens dos processos de espalhamento KK, KN e NN (seção 4.2.1). De fato,

sem dar nenhuma justificativa adequada, consideramos que estes três processos não

dependem da carga total C.

Contudo, vamos mostrar de forma gráfica que, nas escalas de energia considera-

das, estas duas aproximações não afetam significativamente as EoS cosmológicas.

Figura 5.9: Gráficos da densidade de energia e da pressão em função de kT . Nesta

figura apresentamos três curvas: equações de estado completas (linhas cheias); EoS

construidas sem os processos de espalhamento KK, KN e NN (linhas tracejadas);

equações de estado cujos processos de espalhamento se limitam às ondas S e P

(linhas pontilhadas).

Na figura 5.9, vemos que ρ e p dependem muito fracamente de momentos an-

gulares maiores que um. Isto ocorre porque as ondas parciais de maior momento

angular são importantes apenas em escalas de alta energia. Para kT ≤ 0, 3 GeV

podemos nos restringir as ondas S e P . Já os espalhamentos KK, KN e NN

¶Discutiremos sobre a validade desta equação na próxima seção.
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são completamente irrelevantes‖ devido à ineficiência das interações e/ou devido à

grande diferença entre a massa do sistema e as escalas de kT .

Portanto, pelo menos a baixas energias, é bastante razoável utilizar as equações

de estado completas (5.3) e (5.4) para tentar descrever a evolução do univero Pns.

5.3 Validade das equações de estado na cosmologia

Uma primeira aplicação das EoS na cosmologia pode ser feita através da seguinte

parametrização:

p(kT ) = ω(kT )ρ(kT ). (5.35)

Substituindo (5.35) na segunda equação de Friedmann, eq. (1.18), obtemos:

(
ä

a

)
= −4πG

3
[1 + 3ω(kT )] ρ(kT ). (5.36)

Agora, como a densidade de energia é sempre positiva crescente, a informação so-

bre a taxa de aceleração depende somente da função paramétrica ω(kT ). Invertendo

(5.35) e utilizando as formas expĺıcitas de ρ(kT ) e p(kT ), construimos o gráfico de

ω(kT ).

Figura 5.10: Gráfico de ω em função de kT . Nesta figura apresentamos duas

curvas: função ω completa, que inclui todas as part́ıculas e interações relevantes

(linha cheia); função ω ideal, que inclui todas as part́ıculas sem considerar suas

interações (linha tracejada).

‖A falta de dados experimentais para o espalhamento KK torna a veracidade desta afirmação
um pouco discut́ıvel.
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Na figura 5.10 vemos que até 0, 11 GeV as duas curvas praticamente se so-

brepôem. A partir deste valor, ω completo começa a decrescer, tornando-se negativo

por volta de 0, 2 GeV , enquanto que ω ideal permanece positivo e aproximadamente

constante em 0, 3.

Se transportarmos o efeito da função ω para a equação (5.36), vemos que a

taxa de expansão do universo sofre uma profunda mudança entre 0, 1 GeV < kT <

0, 3 GeV . Ou seja, o universo sai de um peŕıodo de expansão desacelerada muito

próximo de uma era tipo radiação, e transita continuamente para um peŕıodo de

expansão acelerada. A comparação direta entre as duas curvas da figura 5.10 mostra

claramente que esta aceleração ocorre devido aos processos de interação hadrônicas.

Como visto no caṕıtulo 1, uma expansão acelerada primordial é bastante de-

sejável para a cosmologia. Porém, antes de começarmos a análisar as consequências

cosmológicas desta aceleração, devemos nos perguntar se as EoS propostas são real-

mente válidas até 0, 3 GeV . Esta questão é bastante complexa, porém crucial para

as aplicações cosmológicas futuras, e dedicaremos o restante da seção a análisar este

problema.

A validade das funções ρ(kT ) e p(kT ) pode ser ameaçada por três fatores dis-

tintos: uma posśıvel transição de fase gás-ĺıquido devido a instabilidades na função

p(kT ); a possibilidade de ocorrer o desconfinamento de hádrons em quaks e gluons; a

não convergência das séries da pressão e da densidade de energia, que impossibilitaria

o tratamento perturbativo. Analisaremos cada um dos três fatores separadamente.

5.3.1 Instabilidade nas EoS cosmológicas

Na seção 2.2.3 mostramos que, para sistemas termodinâmicos usuais, existem duas

condições necessárias e suficientes para que o sistema seja estável, equações (2.149)

e (2.152):
V

T

(
∂ρ

∂T

)

V

≥ 0 e

(
∂p

∂V

)

T

≤ 0. (5.37)

Porém, as equações da pressão e da densidade de energia foram obtidas respecti-

vamente através de séries nas densidades numéricas e nas fugacidades com o limite

termodinâmico já tomado. Nesse sentido, as condições presentes em (5.37) devem

ser repassadas para:

1

T

(
∂ρ

∂T

)

vi

≥ 0 ⇒ 1

T

(
∂ρ

∂T

)

ni

≥ 0, (5.38)

vi

(
∂p

∂vi

)

T

= −ni

(
∂p

∂ni

)

T

≤ 0 ⇒ ni

(
∂p

∂ni

)

T

≥ 0, (5.39)
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onde ni = 1
vi

é a densidade numérica com i = π, K, N ou µ.

A função ρ só depende de kT (zi = 1 para qualquer i), enquanto p depende de

kT e das densidades numéricas das quatro espécies. Portanto, a condição (5.39)

se desmembra em quatro, sendo todas necessárias para garantir a estabilidade do

sistema.

Da figura 5.7 é fácil de ver que ρ(kT, {zi})∗ sempre satisfaz a condição (5.38).

Contudo, o mesmo não ocorre para p (kT, {ni}). De fato, sabendo que todas as

densidades numéricas são funções positivas e crescentes de kT , vemos da figura

5.8 que a pressão não respeita as condições (5.39). Uma análise mais detalhada da

função completa de p revela que são os termos de interação hadrônica os responáveis

por violar a condição de estabilidade. Então, da figura 5.8, podemos concluir que

as EoS cosmologicas completas se tornam instáveis em algum ponto acima de 0, 14

GeV .

Em prinćıpio, esta instabilidade é um forte ind́ıcio de uma transição de fase do

tipo gás-liqúıdo e evidencia a perda de validade das EoS cosmológicas contruidas.

Porém, toda esta análise está baseada em um sistema termodinâmico usual como um

gás contido em um recipiente, e devido a duas caracteŕısticas especiais, o universo

não pode ser encarado como um sistema deste tipo.

A primeira destas caracteŕısticas diz que o universo não tem fronteiras. Neste

caso, a pressão superficial, diferente da pressão interna (ver seção 2.2.1), não existe.

Por outo lado, em um sistema termodinâmico usual, são muitas vezes os efeitos

de fronteira que geram as transições de fase, por exemplo: um sistema que possui

uma pressão superficial com termos de interação atrativos relevantes tende a sair da

condição de equiĺıbrio, pois as part́ıculas na superficie do sistema são atráıdas pelas

suas companheiras internas. Para o universo este efeito não existe, e o único tipo

de pressão existente é a pressão interna.

A segunda caracteŕıstica diz que na cosmologia a pressão (interna) entra como

fonte direta de gravitação. Esta particularidade da pressão cosmológica gera efeitos

bastante diversos da pressão usual de sistemas termodinâmicos.

Em sistemas usuais estáveis espera-se que conforme o volume diminua a pressão

interna aumente. Esta condição, expressa por (5.39), é bastante importante, pois

ela evita o “desaparecimento”do sistema. De fato, se ∂p/∂V fosse positivo nada

impediria que o sistema colapsasse†. Por outro lado, na cosmologia um aumento da

pressão aumenta o efeito atrativo da gravitação, e nesse sentido, um sistema cos-

mológico com ∂p/∂V < 0 é instável, ou seja, se o universo não estiver se expandindo

∗{zi} representa o conjunto das quatro fugacidades todas iguais a um.
†A estabilidade da matéria está intimanente ligada a este efeito.
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ele tende a colapsar. Voltaremos a essa discussão na seção 5.4.3. É interessante

ressaltar a distinsão entre os efeitos da pressão interna na termodinâmica usual e na

cosmologia: na termodinâmica um aumento de p propicia um aumento do volume,

e na cosmologia o efeito é o contrário.

Feitas todas estas considerações, é bastante razoável afirmar que o critério de

estabilidade (5.39) não pode ser aplicado na cosmologia.

Um outro ponto a se observar diz respeito à escolha de ρ(zi, T ) ao invés de

ρ(ni, T ) (começo da seção 5.2). Se tivessemos construido a função densidade de

energia em termos dos ni, ela apresentaria um comportamento similar à pressão

completa (figura 5.9), e portanto, segundo a condição (5.38), ρ(ni, T ) seria instável.

Agora, diferentemente da pressão, a densidade de energia não apresenta nenhum

comportamento diferenciado entre sistemas termodinâmicos e cosmológicos. Por-

tanto, a escolha de ρ(zi, T ) em detrimento de ρ(ni, T ) é corroborada pela condição

de estabilidade (5.38).

5.3.2 Desconfinamento

Como dito no começo do caṕıtulo 4, a constante de acoplamento da QCD diminui

conforme a energia kT do sistema aumenta. Então, é de se esperar que em uma

certa temperatura cŕıtica kTc, esta constante de acoplamento seja suficientemente

baixa para permitir que a matéria hadrônica se desconfine, formando um sistema

composto por quarks e gluons livres. Este tipo de fenômeno é muitas vezes chamado

de transição de fase de hádrons em quarks e gluons, porém esta transição é comple-

tamenta distinta da transição de fase discutida na seção 5.3.1. Caso esta transição

ocorra durante o peŕıodo Pns, o nosso modelo de equações de estado perde validade

acima de kTc. As EoS cosmológicas foram construidas assumindo que as part́ıculas

fundamentais são hádrons e não quaks e gluons; a contagem de estados dos dois

sistemas são totalmente diferentes.

Segundo cálculos teóricos da QCD na rede [47], a temperatura cŕıtica está situada

aproximadamente entre 150 e 180 MeV . Estas simulações são bastante complicadas

de se fazer e seus resultados dependem crucialmente do número de sabores de quarks

considerados.

Entretanto, do ponto de vista experimental, resultados recentes do acelerador

RHIC [18] indicam que o desconfinamento não ocorre nas temperaturas previstas

pelos cálculos de rede, pelo menos não o desconfinamento em um plasma de quarks

e gluons [60]. Ao invés disto, nesta escala de temperatura, os experimentos do

RHIC acharam um novo estado para a matéria nuclear. Este estado corresponde a

um fluido perfeito (sem viscosidade) muitas vezes identificado como sendo um CGC
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(Color Glass Condensate) [19]. Diferentemente do plasma de quarks e gluons, as

correlações deste fluido não são despreźıveis, ou seja as processos de interação nuclear

são relevantes. A modelagem fenomenológica experimental deste novo estado da

matéria é bastante complicada e ainda gera muita discussão dentro da comunidade

[61].

Outro ponto importante é a diferença entre os sistemas f́ısicos dos aceleradores

e o universo Pns. Como dito na seção anterior, a ausência de fronteiras e o papel

da pressão como fonte de gravitação pode gerar muitas diferenças entre estes dois

sistemas. Muitos trabalhos experimentais sobre desconfinamento fazem alusão ao

universo primordial, como se ele estivesse sendo criado em laboratório. Este tipo de

afirmação está longe de ser óbvia e deveria ser feita com extrema cautela!

Seja do ponto de vista teórico ou do ponto de vista experimental, o assunto sobre

desconfinamento no universo Pns é extremamente complicado‡, e no estágio atual

em que se encontram estas pesquisas é muito dif́ıcil de utiliza-las para determinar a

validade das equações de estado cosmológicas propostas nesta tese.

5.3.3 Convergência das séries de ρ e p

O primeiro passo no estudo sobre a convergência da parte interagente§ das séries de

ρ e p é analisar a evolução dos parâmetros de expansão z’s e n’s.

Para a função de densidade de energia, a expansão é feita em termos das fu-

gacidades (parâmetros adimensionais), e como visto em (5.6) todos os z’s são iguais

a um. Neste sentido, a convergência de ρ depende diretamente dos coeficientes

da fugacidade b’s, e portanto das caracteŕısticas dos processos de interação. Uma

condição necessária (mas não suficiente) é que estas interações sejam de curto al-

cance. Esta condição é plenamente satisfeita, uma vez que na construção dos b’s

utilizamos apenas processos hadrônicos.

Já para a função da pressão a expansão é feita em termos das densidades numéricas

dadas em (5.8), (5.9) e (5.10). Os gráfico destas três densidades são mostrados na

figura 5.11.

‡O autor deve confessar que entende pouco dos trabalhos teóricos e experimentais sobre
descofinamento.

§As partes ideais dessas equações se comportam muito bem e não precisam ser estudadas.
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Figura 5.11: Gráfico da densidade numérica n em função de kT . Nesta figura

apresentamos três curvas: nπ (linha cheia); nK (linha tracejada); nN (linha ponti-

lhada).

As densidades numéricas apresentadas na figura 5.11 não são muito úteis para

o estudo de convergência, pois elas não são parâmetros adimensionais. Um pro-

cedimento grosseiro para obter parâmetros adimensionais seria conhecer os alcances

efetivos d’s das várias interações, e utilizar produtos tipo nd3 como parâmetros de

convergência. Segundo, as referencias [59, 10] as interações hadrônicas tratadas via

equação de Schrödinger possuem alcances efetivos que variam em média entre 0, 25

fm (ṕıon-ṕıon) e 1, 7 fm (nucleon-nucleon). Então, através do critério anterior,

vemos que para kT = 0, 3 GeV o parâmetro nd3 é 0, 1 para a interação tipo ṕıon-

ṕıon e 8, 9 para a interação nucleon-nucleon. Em prinćıpio, este critério nos diz que

a série da pressão em termos de nN é não convergente, porém ele é extremamente

grosseiro e não leva em conta uma série de fatores, como por exemplo a dependência

dos coeficientes do virial a’s em termos da temperatura.

Um procedimento bem mais interessante no estudo da convergência da função

pressão seria o de comparar os termos de interação dois a dois (a2’s) com os próximos

termos da série, os (a3’s). Porém, como dito no começo deste caṕıtulo, o sistema

hadrônico real envolvendo ṕıons, káons e nucleons é demasiadamente complicado e

permite somente a construção dos termos de interação dois a dois. Por outro lado,

existe um modelo de brinquedo proposto em [10], que segue as mesmas linhas gerais

desta tese, e por ser bastante simples permite o cálculo anaĺıtico dos coeficientes do

virial a2 e a3. Neste modelo, o fluido cósmico do peŕıodo Pns é constituido apenas de

fótons e nucleons, onde os fótons γ são tratados da maneira padrão, e os nucleons N

como part́ıculas clássicas interagentes não relativ́ısticas. A interação entre nucleons
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é descrita grosseiramente através de um potencial tipo poço quadrado+esfera dura:

0

(MeV)

(fm)

V

r

75.6

0.4 1.71

Figura 5.12: Potencial nuclear para o modelo de brinquedo. Os parâmetros

deste potencial são determinados através da energia de ligação do deuteron, dos

raios quadráticos médios do próton e do deuteron e de dados de espalhamento de

nucleons a altas energias (cf. referência [62]).

A escolha deste potencial é justificada por dois fatos: (i) ele apresenta um com-

portamento qualitativo similar a alguns potenciais nucleares fenomenológicos de

sucesso, e.g., aqueles obtidos em [63, 64]; (ii) com este potencial é posśıvel calcular-

mos analiticamente as integrais de clusters até terceira ordem (a2 e a3).

A equação para a pressão neste modelo é representada por p̃ dada explicitamente

por

p̃(kT, ñN) ' π2(kT )4

45
+ (kT )

[
ñN + a2ñ

2
N + a3ñ

3
N

]
, (5.40)

com

ñN(kT ) ' b1 + 2b2 + 3b3, (5.41)

onde b1, b2, b3, a2 e a3 são calculados analiticamente com o aux́ılio do apêndice C e

das equações (2.53), (2.72) e (2.74).

O comportamente de p̃ é qualitativamente equivalente à pressão completa p

(figura 5.8), com a diferença de p̃ se tornar negativo somente por volta de 0, 42

GeV . Maiores informações são dadas na referência [10].

O mais interessante deste modelo simplificado é que ele permite estudar a con-

vergência da série de p̃ através da comparação entre o segundo e o terceiro termo de

interação. Para isso definiremos a seguinte função:

F̃ (kT ) ≡ 1−
∣∣∣∣
a3ñ

3
N

a2ñ2
N

∣∣∣∣ . (5.42)

Segundo esta definição, quanto mais próximo de 1 a função F̃ (kT ) estiver, maior

é a possibilidade de convergência da série de p̃(kT, ñN). Os comportamentos de
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F̃ (kT ) e da densidade numérica ñN(kT ) em função de kT são mostrados na figura

5.13:

Figura 5.13: Gráficos das funções F̃ (kT ) e ñN(kT ).

O primeiro gráfico da figura 5.13 indica que até 0, 5 GeV o terceiro termo de

interação é relativamente despreźıvel em comparação com o segundo. Este tipo de

análise, utilizando apenas os primeiros termos, não prova a convergência da série

p̃(kT, ñN), porém é um bom ind́ıcio de que ela existe. Outro ponto importante,

mostrado na figura 5.13, é que esta convergência parece persistir mesmo para valores

altos de ñN .

Apesar deste modelo simplificado não corresponder à realidade do universo Pns,

ele mostra que, mesmo para sistemas simples, o estudo da convergencia da função

pressão (e da densidade de energia) está longe de ser trivial. Isto ocorre porque os

coeficientes de interação (a’s ou b’s), cruciais para a convergencia de p e ρ, dependem

diretamente da soma dos diagramas conexos (ver caṕıtulo 2), e é extremamente dif́ıcil

avaliar o comportamento destes diagramas no caso geral de N part́ıculas interagindo.

Baseado nos ind́ıcios favoráveis do modelo de brinquedo, vamos admitir que as

equações de estado completas são convergentes, e que elas representam, com boa

aproximação, as EoS cosmológicas do peŕıodo Pns até 0, 3 GeV .

5.4 Consequências cosmológicas

Nesta seção, vamos assumir que as EoS propostas (5.3) e (5.4) são válidas durante

todo o peŕıodo Pns de interesse (20 MeV ≤ kT . 300 MeV ), e explorar suas várias

consequências para a cosmologia primordial.



Caṕıtulo 5. Universo Primordial Real 117

5.4.1 O fator de escala a(kT ) e o tempo t(kT ) para curvatura nula

Primeiramente, devemos determinar a fator de escala a(kT ), e a função tempo t(kT )

que permite associar o tempo cosmológico com a temperatura. Partindo então

da equação de conservação covariante do tensor energia momento, eq. (1.3), e da

primeira equação de Friedmann, eq. (1.17), temos:

dρ

da
= −3

a
(p + ρ), (5.43a)

(
ȧ

a

)2

=
8πG

3c2
ρ. (5.43b)

Reintroduzimos c nas equações de Friedmann.

Para obtermos a(kT ) basta integrarmos (5.43a) da seguinte forma:

dρ

d (kT )

d (kT )

da
= −3

a
(p + ρ) ⇒ d (kT )

da
= −3

a

(p + ρ)
dρ

d(kT )

⇒

a∫

aPns0

da′

a′
= −

kT∫

kTPns0

dρ
d(kT ′)

3(p + ρ)
d (kT ′) ⇒ ln

(
a

aPns0

)
= −

kT∫

kTPns0

dρ
d(kT ′)

3(p + ρ)
d (kT ′) .

a(kT ) = aPns0 exp


−

kT∫

kTPns0

dρ
d(kT ′)

3(p + ρ)
d (kT ′)


 , (5.44)

onde o ı́ndice Pns0 indica o final do peŕıodo pré-nucleosśıntese, ou seja kTPns0 =

20MeV .

Já a função tempo t(kT ) é obtida através de uma combinação entre (5.43a) e

(5.43b):

dρ

dt

dt

da
= −3

a
(p + ρ) ⇒ dρ

d (kT )

d (kT )

dt
= −3

ȧ

a
(p + ρ) ⇒

d (kT )

dt
= −3

√
8πG

3c2
ρ
(p + ρ)

dρ
d(kT )

⇒

t∫

tPns0

dt = −
kT∫

kTPns0

dρ
d(kT ′)

3(p + ρ)
√

8πG
3c2

ρ
d (kT ′) ⇒

tPns0 − t =

kT∫

kTPns0

dρ
d(kT ′)

3(p + ρ)
√

8πG
3c2

ρ
d (kT ′) . (5.45)
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Como a pressão e a densidade de energia estão em unidades de GeV/fm3 é

conveniente expressar a constante 8πG
3c2

nestas unidades:

8πG

3c2
=

9, 96× 102

(ms)2GeV/fm3
; (5.46)

neste caso, o intervalo de tempo t− tPns0 é dado em milisegundos.

Um ponto importante que deve ser analisado é a existência das funções a(kT ) e

t(kT ). Por exemplo, quando escrevemos

dρ

d (kT )

d (kT )

da
= −3

a
(p + ρ) 6= 0 (5.47)

estamos supondo que existe a função inversa kT (a) durante todo o intervalo em que
3
a
(p+ρ) 6= 0. Veja que isto é verdade, se e somente se, dρ

d(kT )
é univocamente crescente

ou decrescente. Caso contrário, a função a(kT ) possui máximos ou mı́nimos e,

consequentemente, a sua inversa não existe.

Da figura 5.7 vemos que dρ
d(kT )

> 0, e portanto as funções a(kT ), t(kT ) e suas

inversas estão bem definidas durante todo o intervalo de interesse.

As equações (5.44) e (5.45) descrevem a evolução do universo pré-nucleosśıntese

para curvatura nula (k = 0). Neste caso, uma análise um pouco mais cuidadosa

destas duas equações revela que suas integrais divergem quando p = −ρ, e segundo as

EoS completas, isto ocorre quando a temperatura kTc ' 0, 2767 GeV (temperatura

cŕıtica). Devido a esta divergência, o cálculo numérico de a(kT ) e t(kT ) próximo

de kTc é relativamente complicado. Por isso optamos por fazer uma parametrização

linear das funções pressão (5.3) e densidade de energia (5.4) no intervalo 0, 276 ≤
kT ≤ 0, 277, e a partir destas parametrizações resolver analiticamente as equações

a(kT ) e t(kT )∗. O erro máximo introduzido em p e ρ devido estas parametrizações é

de aproximadamente 7/50000. Estas parametrizações serão necessárias para estudar

o regime inflacionário descrito na próxima seção.

O gráfico do fator de escala em função de kT é mostrado na figura 5.14.

∗Foi feito também uma parametrização polinomial quadrática e todos os resultados se
mantiveram.
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Figura 5.14: Gráfico do fator de escala a(kT ) em unidades de aPns0 para um

universo com curvatura nula (k = 0). No intervalo de 0, 02 ≤ kT ≤ 0, 276 real-

izamos uma integração numérica com o aux́ılio do software Mathematica 5.0 uti-

lizando as equações (5.4) para a densidade de energia e (5.3) para a pressão. Entre

0, 276 ≤ kT ≤ kTc utilizamos uma parametrização linear de p e ρ, e integramos

a(kT ) analiticamente.

Segundo a figura 5.14, o fator de escala sempre decresce conforme kT aumenta.

Já a taxa de decréscimo da
d(kT )

varia bastante, e conforme kT se aproxima de kTc,
da

d(kT )
→ −∞. Ou seja, o fator de escala tende a zero quando kT → kTc.

Para determinarmos o intervalo de tempo necessário para que a(kTc) → 0, basta

observar (5.45). Como ρ(kT ) e dρ
d(kT )

são maiores que zero então, quando kT → kTc,

o intervalo de tempo (tPns0 − t) → ∞. Ou seja, no nosso modelo com k = 0 não

tem sentido falar em singularidade inicial, pois o intervalo de tempo necessário para

chegar em tPns0 é infinito. Note, porém, que o universo apresenta uma temperatura

máxima dada por kTc. Discutiremos um pouco mais estes fenômenos na seção 5.4.3.

5.4.2 O regime inflacionário

Uma das conseqüências mais interessantes da inclusão de processos de interação

hadrônica nas EoS cosmológicas é o surgimento de um peŕıodo de expansão acelerada

perfeitamente conectado com o peŕıodo desacelerado tipo era da radiação, que ocorre

durante a nucleosśıntese primordial (figura 5.10). Em termos da parametrização

(5.35), a função ω(kT ) evolui continuamente de 1/3 (era da radiação – kT ≤ 0, 02

GeV ) e tende a −1 ( kT → kTc).

A equação (1.67) determina que a inflação (peŕıodo de expansão acelerada du-

rante o universo primordial) ocorre quando ω(kT ) < −1/3. Como restrições f́ısicas
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impõem ω(kT ) > −1, definimos a era inflacionária do nosso modelo dentro do

seguinte intervalo †:

−1 < ω(kT ) < −1

3
. (5.48)

Com o aux́ılio da figura 5.10, vemos que a inflação está na faixa

0, 2356 GeV ' kTacel < kT < kTc ' 0, 2767GeV . (5.49)

Segundo a última seção do caṕıtulo 1, a existência de um peŕıodo de aceleração

primordial é bastante importante, pois resolve uma série de problemas cosmológicos

(planura, horizonte, origem de inomogenidades, etc.), sem termos de impor arbi-

trariamente certas condições iniciais. Porém, para que esta aceleração resolva os

vários problemas cosmológicos, ela deve possuir certas caracteŕısticas espećıficas.

Estudaderemos a seguir os problemas de planura e horizonte, e mostraremos que

o regime inflacionário gerado pela nosso modelo é capaz de resolvê-los.

O problema de planura caracterizado por (1.56) mostra que a densidade de ener-

gia no final do peŕıodo Pns ρPns0 deve ser próxima da densidade cŕıtica ρ̄c com

aproximadamente 21 casas decimais de precisão (1.59). Para ver como o peŕıodo in-

flacionário é capaz de resolver este problema, basta utilizarmos (1.56) com a condição

de contorno dado por (1.59).

∣∣Ω̄T − 1
∣∣ =

1, 5× 10−21a2
Pns0H

2
Pns0

a2(kT )H2(kT )
=

1, 5× 10−21a2
Pns0ρPns0

a2(kT )ρ(kT )
, (5.50)

onde Ω̄T foi definido no começo da seção 1.4.1.

Desta última equação e da figura 5.14, é fácil de perceber que existe um valor

de kT onde Ω̄T retorna para o valor observacional 1, 003 atual, resolvendo assim o

problema de planura. Para determinar o quão próximo kT deve estar da temperatura

cŕıtica kTc utilizamos as equações (5.4) para ρ(kT ) e (5.44) para a(kT ). O valor

encontrado é de

|kTplanura − kTc| ' 10−35. (5.51)

Neste caso, a(kT ) aumentou 12 ordens de grandeza desde kTplanura até o final

do peŕıodo pré-nucleosśıntese. Porém, segundo (5.45), esta grande variação no fator

de escala ocorre em um intervalo de tempo de 2, 25 ms, sendo que o intervalo de

expansão acelerada é de apenas 0, 26 ms. Este resultado mostra que a alta taxa

inflacionária, redução de aproximadamente 10 ordens de grandeza em 0, 26 ms,

planifica rapidamente o universo.

†Por restrições f́ısicas entendemos as patologias existentes nos modelos cosmológicos tipo
phantom.
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O problema de horizonte nos diz que, desde o tPns0 até os dias de hoje, o raio

de Hubble R = (aH)−1 aumentou por um fator de 1, 4 × 109, eq. (1.62), ou seja,

a distância comóvel máxima entre duas regiões casualmente conectadas aumentou

em 9 ordens de grandeza desde o final do peŕıodo Pns. Então, para ver como este

problema é resolvido, devemos mostrar que desde próximo de kTc até kTPns0 o raio

de Hubble diminui 9 ordens de grandeza, ou seja,

RPns0

R
=

a (kT ) H (kT )

aPns0HPns0

=
a (kT )

√
ρ(kT )

aPns0
√

ρPns0

. (5.52)

Analogamente ao caso da planura, pode-se determinar o quão próximo kT deve

estar da temperatura cŕıtica kTc, utilizando as equações (5.4) para ρ(kT ) e (5.44)

para a(kT ). Novamente, o valor encontrado é de

|kThorizonte − kTc| ' 10−35. (5.53)

Uma análise mais cuidadosa do raio de Hubble mostra que, desde o começo da

desaceleração (kTacel ' 0, 2356 GeV ) até os dias de hoje, R aumentou 1, 75× 1010.

Porém, de kThorizonte até kTacel o raio de Hubble diminuiu 1, 8 × 1010. Portanto,

anterior a kThorizonte todo o universo observável atual estava em contato causal,

permitindo assim a termalização do fluido cósmico.

Note que até kTplanura e kThorizonte o termo de curvatura presente em (1.1) é

completamente despreźıvel. Portanto, a análise realizada nesta subseção vale para

qualquer valor de curvatura (k = −1, 0 ou 1).

Apresentaremos a seguir um resumo em forma de tabela das principais cara-

cteŕısticas analisadas para o universo Pns durante o regime inflacionário. Utilizando

a convenção kTPns0 = 0, 020 GeV e aPns0 = 1 temos:

∆t(ms) a
aPN

R
RPnso

∣∣Ω̄T − 1
∣∣ |T − Tc| (GeV )

kTPns0 0 1 1 1, 5× 10−21 ' 0, 2567

kTacel 1, 99 5.10−2 8× 10−2 9, 55× 10−24 ' 0, 0411

kThorizonte 2, 25 1, 9× 10−12 1, 44× 109 1, 003 10−35

kTplanura 2, 25 1, 9× 10−12 1, 44× 109 1, 003 10−35

Tabela 5.1: Resumo das principais caracteŕısticas do universo Pns referente ao

regime inflacionário. Aqui kTPns0 é a temperatura do final do peŕıodo Pns, kTacel

é a temperatura de expansão com aceleração nula, kThorizonte é a temperatura que

resolve o problema de horizonte e kTplanura é a temperatura que resolve o problema

de planura. O intervalo ∆t = tPns0 − t e R = (aH)−1.
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Reavaliações sobre o equiĺıbrio termodinâmico e a assimetria matéria-

antimatéria

No caṕıtulo 1 mostrou-se que, para um universo tipo era da radiação, pode-se as-

sumir equiĺıbrio termodinâmico e qúımico, e desprezar a assimetria matéria-antimatéria.

Será que estas afirmações continuam válidas quando o universo transita de uma era

da radiação para um regime de expansão acelerada, situação em que a(kT ) descresce

cada vez mais rápido?

(A) Equiĺıbrio termodinâmico e qúımico: Na seção 1.3 argumentamos que a

condição necessária e suficiente para que uma dada componente esteja em equiĺıbrio

com o resto do fluido cósmico é

Γi(kT ) À H(kT ), (5.54)

onde Γi = niσ |~v| representa as taxas de reação desta componente com as outras

part́ıculas e H(kT ) representa a taxa de expansão do universo (função de Hubble).

Nessa mesma seção utilizamos seis conjuntos de reações para verificar que, em uma

era da radiação, todo o fluido cósmico encontra-se de fato em equiĺıbrio.

A seguir, repetiremos estes cálculos para os mesmo cinco primeiros conjuntos de

reações,‡ lembrando que no regime inflacionário H(kT ) ∼
√

ρ(kT ) é dado por (5.4),

e que as densidades numéricas dos hádrons e dos muons são dadas por (5.8), (5.9),

(5.10) e (5.34). Para maiores detalhes ver seção 1.3.

(i) Interações eletromagnéticas entre léptons eletrônicos ultrarelativ́ısticos:

A seção de choque com alto momento transferido para o espalhamento e± + e± ↔
e± + e± é σe±e± ' α2

(kT )2
, onde α = 1/137 é a constante de estrutura fina. Portanto,

a taxa de reação deste espalhamento é:

Γe±e± ' ne±σe±e± =
3

2

1, 202

π2
α2(kT ), (5.55)

onde ne± é dado por (1.9).

Construindo a razão entre Γe±e± e a função de Hubble obtemos a figura 5.15.

‡Por coerência ao caṕıtulo 1, voltaremos a utilizar as unidades de c = ~ = 1. Neste caso 1
fm = 5, 067 GeV −1 e mPl ≡ G−1/2 = 1, 221× 1019 GeV .
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Figura 5.15: Evolução de Γe±e±/H em função da energia kT . Veja que para

0, 1 ≤ kT ≤ 0, 3, a condição (5.54) é completamente satisfeita.

(ii) Interação eletromagnética entre hádrons carregados e fótons de

baixas energias: O espectro de corpo negro garante que existe uma porcentagem

de fótons com energias muito menores do que a massa mj (j = π±, K±, p ou p̄)§.

Neste caso, o processo de espalhamento dos hádrons com estes fótons (γ+j ↔ γ+j)

pode ser tratado através da teoria clássica de part́ıculas carregadas espalhadas por

ondas eletromagnéticas. Portanto, a seção de choque deste processo é a conhecida

seção de choque de Thomson σT = 8πα2

3mj
.

As taxas de reação destes espalhamentos são:

Γjγ ' njσT = nj × 8πα2

3m2
j

, (5.56)

onde nj é dada em (5.8), (5.9) ou (5.10).

Graficando a razão
Γjγ

H
obtemos a figura 5.16.

§Quanto menor a massa e maior kT , pior é esta porcentagem. Por exemplo, a porcentagem de
fótons de energia hν que satisfaz a condição hν ≤ mjc2

10 com kT = 0, 2 GeV é 0, 1 % para ṕıons,
1, 1 % para káons e 5 % para nucleons.
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Figura 5.16: Evolução de Γjγ/H em função da energia kT . Veja que para 0, 1 ≤
kT ≤ 0, 3, a condição (5.54) é completamenta satisfeita nos três casos.

(iii) Espalhamento Compton: A taxa de reação para o espalhamento Com-

pton (e± + γ ↔ e± + γ) a altas energias,

Γγe± ' 3, 606

π

α2(kT )3

m2
e(1 + 0, 0555π4(kT )

me
)
ln

[
1 + 0, 0555

π4(kT )

me

]
, (5.57)

foi calculada em (1.45).

Comparando esta taxa com a função de Hubble obtemos a figura 5.17.

Figura 5.17: Evolução de Γγe±/H em função da energia kT . Veja que para

0, 1 ≤ kT ≤ 0, 3, a condição (5.54) é completamenta satisfeita.

(iv) Interações fracas entre léptons eletrônicos: A taxa de reação das

interações fracas referente aos processos envolvendo νe, ν̄e, e+ e e−,
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Γeνe '
3

2

1, 202

π2
G2

F (kT )5, (5.58)

foi determinada em (1.48), com GF ' 1, 2×10−5 GeV −2 sendo a constante de Fermi.

Construindo a razão entre Γeνe e H obtemos a figura 5.18.

Figura 5.18: Evolução de Γeνe/H em função da energia kT . Veja que para

0, 1 ≤ kT ≤ 0, 3, a condição (5.54) é satisfeita.

(v) Interações fracas entre léptons muônicos e eletrônicos: A seção de

choque das interações fracas entre os léptons eletrônicos e muônicos, e.g. νe +µ− ↔
νµ + e−, é dada por σeµ ' G2

F (kT )2. Portanto, a taxa de reação deste espalhamento

é:

Γeµ ' nµσeµ ' nµG
2
F (kT )2 , (5.59)

com nµ determinado em (5.34).

Procedendo da forma padrão, construimos o gráfico da razão Γeµ

H
. Veja a figura

5.19.



Caṕıtulo 5. Universo Primordial Real 126

Figura 5.19: Evolução de Γeµ/H em função da energia kT . Veja que para 0, 1 ≤
kT ≤ 0, 3, a condição (5.54) é satisfeita.

As cinco figuras anteriores mostram que, mesmo durante o regime de expansão

acelerada, o fluido cósmico encontra-se em equiĺıbrio termodinâmico e qúımico. O

que ocorre é que apesar do fator de escala diminuir drasticamente o mesmo não

ocorre com a função de Hubble, e consequentemente a condição (5.54), válida du-

rante a era da radiação, permanece válida na era inflacionária.

Outro ponto em favor da existência do equiĺıbrio é que, mesmo próximo de

kThorizonte, o tamanho do universo é muitas ordens de grandeza maior do que o

“tamanho” das part́ıculas do fluido cósmico. De fato, dos dias de hoje até kTPns0

o universo diminuiu¶ por um fator 3 × 10−9, e de kTPns0 até kThorizonte a redução

foi de 1, 5× 10−13 (tabela 5.1). Por outro lado, o universo observável atual tem um

tamanho de 3000 Mpc ' 9× 1024 m. Ou seja, em kThorizonte o fator de escala é da

ordem 102 m. Já o “tamanho” de uma part́ıcula pode ser estimado através do seu

comprimento de onda térmico‖ Λ(kT ). Para as várias part́ıculas do fluido cósmico,

Λi(kThorizonte) é da ordem de um ou dois fm.

(B) Assimetria matéria-antimatéria: Na seção 1.2 mostramos que durante

o peŕıodo Pns tipo era da radiação, a pequena quantidade extra de materia em

relação a antimatéria é completamente despreźıvel na determinação do fator de es-

cala. Porém, a situação muda de figura quando passamos para o regime inflacionário.

O que ocorre é que a densidade numérica de part́ıculas advindas da produção de

¶Estamos assumindo que dos dias de hoje (T0 = 2, 75 K) até kT = 1 eV , o universo é dominado
por matéria não relativ́ıstica, e a partir deste pondo até kTPns0 o universo é dominado pela
radiação.

‖O comprimento de onda térmico representa grosseiramente o pacote de onda da part́ıcula.
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pares ni depende somente de kT , e a densidade numérica da parte extra de matéria

ñi depende em prinćıpio de a−3. Ou seja, no limite em que p → −ρ, ni permanece

aproximadamente constante dado por kTc, e ñi diverge pois a(kTc) → 0.

Este tipo de dificuldade também existe nos regimes inflacionários convencionais

realizados por campos escalares e ele está intimamente ligado ao problema da ba-

riogênese. Nos modelos de campos escalares, é comum supor que durante a época

inflacionária esta assimetria não existia. Para tanto, utiliza-se uma série de ex-

trapolações do modelo padrão de part́ıculas que normalmente envolvem violação do

número bariônico, violação CP e processos fora do equiĺıbrio [9]. Recentemente

foram propostos outros modelos que conseguem resolver este problema se valendo

apenas de violação CP ∗∗. Um interessante resumo de dez anos atrás sobre o assunto

pode ser encontrado em [66].

Poderiamos pensar também que a assimetria de matéria-antimatéria não existe

de prinćıpio, e portanto o nosso universo seria constituido de “ilhas” separadas de

matéria e antimatéria em igual quantidade. Porém, esta idéia foi excluida [67] devido

a restrições nos dados observacionais de radiação cósmica de fundo (microondas e

raios gama).

A discussão sobre a possibilidade de gerar um regime inflacionário totalmente

simétrico para o nosso modelo é bastante complicada e não será abordada nesta tese.

Contudo, gostaŕıamos de comentar algumas mudanças que ocorreriam caso fosse in-

cluido o excesso de matéria nas equações de estado. As funções pressão e densidade

de energia seriam dependentes do fator de escala, ou seja p(kT, a) e ρ(kT, a). Neste

caso, (5.44) seria uma equação diferencial não linear e a análise sobre o regime acele-

rado não poderia ser feito através da forma paramétrica (5.35). Provavelmente não

existiria uma temperatura cŕıtica, porém, devido as caracteŕısticas das interações,

fica dif́ıcil de saber se teŕıamos um regime inflacionário capaz de resolver os proble-

mas de planura e horizonte sem determinar de fato o fator de escala.

5.4.3 Origem e evolução do universo para k = 0

O estudo do peŕıodo Pns feito nesta tese parte do conhecimento atual sobre o uni-

verso, e através deste, “evoluimos” as equações de Friedmann no sentido contrário

do tempo. Esta abordagem é bastante interessante pois, além de estar mais próxima

aos dados, evita a delicada discussão sobre a origem do universo (se é que houve

uma).

Por outro lado, se quisermos especular sobre a origem do universo no contexto

∗∗De um modo geral, estes modelos supõem que os processos de violação CP eram mais eficientes
durante um determinado peŕıodo da era inflacionária.
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do modelo proposto, a densidade de energia e a pressão iniciais (ρini e pini) devem

respeitar as condições:

ρini < ρ(kTc) e pini > p(kTc). (5.60)

Vamos admitir então que o universo (espaço-tempo mais fluido cósmico) surge

respeitando (5.60), e que, devido as altas taxas de interação, este fluido inicial

rapidamente atinge o estado de equiĺıbrio termodinâmico. Sendo assim, ele é descrito

pelas equações (5.3) e (5.4). A relação entre o fator de escala a e a temperatura kT

depende de (5.44), e de uma condição de contorno normalmente determinada pelos

valores atuais a0(kTγ0).

Usualmente imagina-se que a origem do universo esteja associada a algum tipo de

fenômeno quântico, então é razoável supor que o tamanho do fator de escala esteja na

escala do mundo quântico (a ≤ 10−9 m). Por outro lado, vimos anteriormente que,

quando kT ' kThorizonte, o fator de escala é da ordem 102 m. Portanto, espera-se

que o surgimento do universo seja anterior ao tempo thorizonte.

Feito estas considerações, podemos especular sobre as várias etapas da evolução

do universo durante o peŕıodo Pns:

1. Surgimento do universo no tempo tini. O fluido cósmico rapidamente entra em

equiĺıbrio com uma temperatura kTini, onde kThorizonte < kTini < kTc.

2. O universo começa a se expandir aceleradamente com uma equação paramétrica

ω(kT ) ' −1, eq. (5.35). Neste contexto, a expansão do universo é con-

sequência natural das equações de estado.

3. Durante o peŕıodo inflacionário onde ω(kT ) ' −1 aparecem as pequenas

inomogeneidades que estarão ligadas futuramente com a formação de estru-

tura. Estas inomogeneidades surgem provavelmente devido a flutuações es-

tat́ısticas††.

4. O universo sai do estágio inflacionário tipo ω(kT ) ' −1 e entra em um regime

de expansão acelerada mais moderado. Em seguida, ele transita continua-

mente para um regime desacelerado até atingir uma expansão tipo era ra-

diação, quando kT está próximo de kTPns0. É durante este peŕıodo que, em

algum momento, deve ser gerada a assimetria entre a matéria e a antimatéria

(possivelmente devido as violações de simetria da interação fraca).

5. A ligação entre o final do peŕıodo Pns e a nucleosśıntese é feita de modo

cont́ınuo e suave.

††Este tipo de questão não foi abordada nesta tese.
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Esses cinco passos apresentam uma idéia geral sobre a evolução do universo

primordial. Contudo, nem todos eles foram analisados nesta tese. Talvez alguns dos

fenômenos desejáveis não sejam posśıveis no contexto do nosso modelo.

De fato, o principal objetivo desta seção não é determinar a origem e a evolução

do universo, mas sim mostrar que a sua expansão é uma conseqüência direta do

modelo. Se o universo surge com uma equação de estado tipo era da radiação, a sua

tendência natural é colapsar, pois neste caso a gravitação é atrativa. Por outro lado,

no modelo proposto a gravitação é inicialmente repulsiva (p ' −ρ), e é justamente

esta caracteŕıstica que desencadeia o processo de expansão.



Caṕıtulo 6

Considerações Finais

O principal objetivo desta tese foi explorar o papel das interações nucleares durante

o universo primordial. Para tanto, importamos para a cosmologia todo um forma-

lismo da mecânica estat́ıstica de equiĺıbrio. A partir deste formalismo, desenvolve-

mos métodos de construção de equações de estado capazes de representar as várias

part́ıculas do fluido cósmico e suas respectivas interações. Por outro lado, através

de considerações sobre as quatro interações fundamentais, argumentamos que os

processos de interação relevantes para o peŕıodo pré-nucleosśıntese são aqueles en-

volvendo apenas a força forte. Então, utilizando uma abordagem fenomenológica da

interação hadrônica, construimos equações de estado cosmológicas constituidas de

fótons, léptons e hádrons interagentes, e aplicamos estas equações ao modelo padrão

da cosmologia.

No nosso desenvolvimento, estudamos os vários efeitos das EoS cosmológicas em

um intervalo de energia de 0, 02 GeV < kT < 0, 3 GeV . Não podemos afirmar

de forma contundente que as EoS propostas sejam válidas durante todo este inter-

valo, porém se assumirmos a sua validade, estas equações produzem uma série de

resultados interessantes para o universo primordial. Segundo a análise realizada,

o nosso modelo é capaz de gerar um regime de expansão acelerada (inflação) co-

nectado suavemente com a era da radiação existente na nucleosśıntese primordial.

Este peŕıodo inflacionário é suficientemente intenso para resolver os problemas de

planura e horizonte, e fornece também uma explicação natural de porque o universo

está se expandindo. Outra caracteŕıstica importante do nosso modelo é a existência

de uma temperatura máxima kTc para o fluido cósmico. Contudo, devemos ressaltar

que todos estes resultados foram obtidos para um universo simétrico de matéria e

antimatéria.

As conseqüências apontadas no parágrafo anterior são mais gerais do que o mo-

delo de interação do caṕıtulo 5. De fato, para que elas sejam sempre válidas, basta

termos em FRW um parâmetro cont́ınuo λ (relacionado ou não com interações) que

130
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descreva a evolução de uma equação de estado conhecida tipo p(λ) = ρ(λ)
3

, para uma

equação de estado exótica tipo p(λ) = −ρ(λ), e que dρ
dλ

seja maior que zero durante

todo o tempo.

A validade das EoS propostas foram discutidas sob três aspectos distintos: es-

tabilidade, desconfinamento e convergência. Destes três critérios, talvez o mais res-

tritivo para o nosso modelo seja o desconfinamento pois, diferentemente dos outros

dois, não demos nenhum bom argumento em favor da preservação dos hádrons du-

rante o intervalo de kT > 0, 175 GeV . Por outro lado, mesmo que o deconfinamento

ocorra nessas escalas de energia, os dados experimentais do RHIC [18] indicam que

um fluido constituido de quarks e gluons estará fortemente correlacionado. Portanto,

espera-se que o papel da interação forte continue sendo cosmologicamente relevante.

Nesse sentido, os resultados obtidos com nosso modelo devem ser qualitativamente

preservados.

Os outros dois critérios (estabilidade e convergência) estão relacionados direta-

mente com a validade do formalismo estat́ıstico desenvolvido.

Em sistemas termodinâmicos, o critério de estabilidade é usualmente utilizado

para análise de transição de fase. Porém, na cosmologia, a ausência de fronteiras

e o papel da pressão como fonte de gravitação, torna esta análise muito mais com-

plexa. Devemos inclusive nos perguntar até que ponto o conceito termodinâmico

de expansão quasi-estática para o fluido cósmico é a única condição necessária para

que os procedimentos usuais da mecânica estat́ıstica possam ser aplicados.

Já o critério de convergência está relacionado com o aspecto formal de validade

da série e com o procedimento perturbativo da mesma. Como foi apontado na seção

5.3.3, este tipo de análise é extremamente complicada para sistemas termodinâmicos

bem simples, e conseqüêntemente completamente inviável para o universo Pns.

De uma perspectiva mais ampla, podemos considerar esta tese como uma ten-

tativa de estabelecer um procedimento formal capaz de incluir termos de interação

como fonte expĺıcita de gravitação no modelo padrão. O papel das interações na

cosmologia abre novas portas para o estudo da evolução do universo, e mesmo que

as equações de estado do nosso modelo não forem estritamente válidas durante

todo peŕıodo Pns, podemos utilizar este formalismo para modelar outras épocas

cosmológicas. Talvez a inclusão das interações como fonte de gravitação seja um

mecanismo mais apropriado do que campos escalares para gerar o regime de ex-

pansão acelerada durante o universo primordial.



Apêndice A

Sistema Estat́ıstico Relativ́ıstico Ideal

Suponhamos um fluido ideal de uma componente com N part́ıculas, dado pela

Hamiltoniana não degenerada

Ĥ
(0)
N

∣∣ΨN
a

〉
= EN

a

∣∣ΨN
a

〉
. (A.1)

Neste caso, a função de partição canônica devidamente simetrizada é dada por

Q
(0)
N (V, T ) =

∑
a

〈
ΨN

a

∣∣ Âe−βĤ
(0)
N

∣∣ΨN
a

〉
=

∑
a

〈
ΨN

a

∣∣ Â
∣∣ΨN

a

〉
e−βEN

a , (A.2)

onde Â é o operador de simetrização definido em (2.39).

Como estamos tratando de um sistema ideal, EN
a pode ser decomposta em

EN
a =

∑
j

njεj, (A.3)

sendo nj o número de part́ıculas que estão no estado de energia εj (energia de uma

part́ıcula). Nota-se que nj deve satisfazer a seguinte condição:

∑
j

nj = N. (A.4)

Utilizando (A.3), vemos que a soma em a pode ser repassada para uma soma em

todos os conjuntos nj. Neste caso, (A.2) pode ser reescrita como:

Q
(0)
N (V, T ) =

∑

{nj}

′g
(
{nj} , Â

)
e
−β
P
j

njεj

, (A.5)

onde
∑′ respeita a condição (A.4) e g

{
nj, Â

}
é um fator estat́ıstico que depende

do conjunto {nε} e do operador simetrização Â.
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A seguir, vamos separar a análise em dois casos distintos: estat́ıstica clássica dada

pela distribuição Maxwell-Boltzmann e estat́ıstica quântica dada pelas distribuições

de Bose-Einstein e Fermi-Dirac.

A.1 Estat́ıstica clássica

Nesta estat́ıstica, as part́ıculas são tratadas como distintas e, portanto, não há

necessidade do operador de simetrização, ou seja Â = 1 e
〈
ΨN

a

∣∣ ΨN
a

〉
= 1.

Como as part́ıculas são distintas, o número total de permutações que distribuem

N part́ıculas em {nj} conjuntos é dado por

N !

n1!n2!...
.

Agora, incluindo o fator de correção de Gibbs∗ 1/N !, obtemos o seguinte fator

estat́ıstico para uma distribuição tipo Maxwell-Boltzmann:

gM.B. =
∏

j

1

nj!
. (A.6)

Substituindo (A.6) em (A.5) temos:

Q
(0)
N (V, T ) =

∑

{nj}

′ ∏
j

1

nj!
e
−β
P
j

njεj

=
1

N !

∑

{nj}

′


 N !∏

j

nj!

∏
j

(
e−βεj

)nj


 .

Utilizando o teorema multinomial podemos realizar a soma
∑′, como segue:

Q
(0)
N (V, T ) =

1

N !

[∑
j

e−βεj

]N

. (A.7)

Adendo: Do binômio de Newtow pode-se determinar a expressão multinomial,

veja:

∗Normalmente, o fator de Gibbs é interpretado como um fenômeno da indistinguibilidade das
part́ıculas, porém isto só é verdadeiro para um sistema clássico. A diferença é que em um sistema
quântico as part́ıculas não devem ser “rotuladas”, ou seja só interessa quantas part́ıculas estão em
um determinada estado, mas não quais são estas part́ıculas.
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(x1 + x2)
N =

N∑
n=0

N !

n!(N − n)!
xn

1x
N−n
2 ⇒

(x1 + x2)
N =

N∑
n1=0

N∑
n2=0

N !

n1!n2!
xn1

1 xn2
2 δn2,N−n1

⇒

(x1 + x2)
N =

∑

{n1,n2}

′ N !

n1!n2!
xn1

1 xn2
2 .

onde
∑

{n1,n2}
′ deve respeitar a condição n1+n2 = N. Portanto, generalizando a última

expressão, obtemos a conhecida expansão multinomial:

(x1 + x2 + ... + xj + ...)N =
∑

{nj}

′
[∏

j

N !

nj!
(xj)

nj

]
com

∑
j

nj = N. (A.8)

Partindo de (A.7) e levando em conta a degenerescência de posśıveis graus de

liberdade internos, podemos escrever a função de partição macrocanônica Θ0 como:

Θ0(z, V, T ) ≡
[ ∞∑

N=0

Q
(0)
N (V, T )zN

]g

=




∞∑
N=0

1

N !

[∑
j

e−β(εj−µ)

]N



g

, (A.9)

onde g conta a degenerescência do sistema (projeção de spin, isospin, etc.) e µ =

µNR + m.

Logo, o potencial macrocanônico Ω0 é dado por:

Ω0(z, T ) ≡ ln Θ0(z, V, T )

V
=

g

V
ln

∞∑
N=0

1

N !

[∑
j

e−β(εj−µ)

]N

⇒

Ω0(z, T ) =
g

V
ln

[
exp

(∑
j

e−β(εj−µ)

)]
=

g

V

∑
j

e−β(εj−µ). (A.10)

O próximo passo é passarmos do limite discreto para o cont́ınuo através da

prescrição
∑

ε → (2π)−3 ∫∫
d3xd3p, segue:

Ω0(z, T ) =
g

(2π)3 V

∫ ∫
e−β[ε(~p)−µ]d3xd3p = g

z

(2π)3

∫
e−βε(~p)d3p. (A.11)

Utilizando a relação de dispersão relativ́ıstica
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ε(~p) =
√

~p2 + m2, (A.12)

reescrevemos Ω0 da seguinte maneira:

Ω0(z, T ) = g
z

Λ3(β)
, (A.13)

onde Λ é o comprimento de onda térmico relativ́ıstico definido como:

1

Λ3(β)
≡ 4π

(2π)3

∞∫

0

p2e−β
√

p2+m2
dp =

4πm2

(2π)3 β
K2(βm), (A.14)

com K2 sendo a função de Bessel modificada de segunda ordem. A integração acima

é feita explicitamente no caṕıtulo 3.

A pressão p, a densidade numérica n e a densidade de energia ρ são determinadas

da forma usual:

p(z, T ) ≡ Ω0

β
= g

z

βΛ3
, (A.15a)

n(z, T ) ≡ z
∂

∂z
(Ω0)V,T = g

z

Λ3
, (A.15b)

ρ(z, T ) ≡ − ∂

∂β
(Ω0)V,z = −zg

∂

∂β

(
1

Λ3

)
. (A.15c)

Através das três últimas equações, podemos escrever a pressão e a densidade de

energia em termos da densidade numérica:

p(n, T ) = nkT, (A.16a)

ρ(n, T ) = −nΛ3 ∂

∂β

(
1

Λ3

)
. (A.16b)

Diferentemente de ρ(n, T ), a equação de p(n, T ) é exatamente a mesma do caso

não relativ́ıstico. Usando a forma explicita de Λ pode-se calcular a derivada em

(A.16b):

ρ(n, T ) = −nΛ3 ∂

∂β

(
4πm2

(2π)3 β
K2(βm)

)
⇒

ρ(n, T ) = nkT − nΛ3 4πm2

(2π)3 β

∂

∂β
[K2(βm)] . (A.17)

Utilizando as fórmulas de recursão para as funções de Bessel modificadas [44],
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dK2(z)

dz
= −K1(z)− 2

z
K2(z),

desenvolvemos (A.17) explicitamente:

ρ(n, T ) = nkT − nΛ3 4πm3

(2π)3 β

∂

∂(βm)
[K2(βm)] ⇒

ρ(n, T ) = nkT + nΛ3 4πm3

(2π)3 β

[
2

βm
K2(βm) + K1(βm)

]
⇒

ρ(n, T ) = 3nkT + nΛ3 4πm3

(2π)3 β
K1(βm) = 3nkT + nm

K1(βm)

K2(βm)
. (A.18)

No limite não relativ́ıstico m À kT ⇒ βm À 1, podemos usar as formas

assintóticas de K2(x) e K1(x) dadas por:

K1(x) ≈
√

π

2x
e−x

(
1 +

3

8x
+ ...

)
,

K2(x) ≈
√

π

2x
e−x

(
1 +

15

8x
+ ...

)
,

sendo x À 1.

Neste caso (A.18) é aproximado por

ρ(n, T ) ' 3nkT + nm

(
1 + 3

8βm

)
(
1 + 15

8βm

) ' 3nkT + nm

(
1 +

3

8βm

)(
1 +

15

8βm

)−1

⇒

ρ(n, T ) ' 3nkT + nm

(
1 +

3

8βm
− 15

8βm

)
= 3nkT + nm

(
1− 3

2βm

)
⇒

ρ(n, T ) ' nm +
3nkT

2
= n

(
m +

3kT

2

)
. (A.19)

Ou seja, no limite não relativ́ıstico obtemos a massa de repouso m mais o termo

usual da energia de part́ıculas monoatômicas 3kT
2

.

A.2 Estat́ıstica quântica

No caso da estat́ıstica quântica, as part́ıculas devem ser tratadas como completa-

mente indistintas, e o único jeito de fazermos isso, respeitando a conservação de

probabilidade

∣∣PΨN
a

∣∣2 =
∣∣ΨN

a

∣∣2 (P é uma permutação qualquer),
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é simetrizando (estat́ıstica de Bose-Einstein) ou antissimetrizando (estat́ıstica de

Fermi-Dirac) os estados ΨN
a . O operador Â, definido em (2.39), é justamente o

operador que faz este papel.

Baseado na separação feita em (A.5) vemos que para cada energia εj existem nj

estados |φj〉 de tal forma que

∣∣ΨN
a

〉
=

∑
j

nj |φj〉 . (A.20)

Como o operador Â simetriza ou antissimetriza estados idênticos, ele deve ser

desmembrado como segue:

Â =
∑

j

Âj

nj!
, (A.21)

onde cada Âj só atua no sub-espaço composto por estados |φj〉.
Então, aplicando Â ao estado de N part́ıculas ΨN

a , temos:

∣∣∣Ψ̃N
a

〉
≡ Â

∣∣ΨN
a

〉
=

∑
j

Âj

nj!

∑
i

ni |φi〉 =
∑

j

∑
i

ni
Âj |φi〉

nj!
δij ⇒

∣∣∣Ψ̃N
a

〉
=

∑
j

nj
Âj |φj〉

nj!
.

(A.22)

A simetrização (S) ou antisimetrização (A) dos nj estados |φj〉 pode ser repre-

sentada por:

∣∣∣φ̃j

〉
S,A

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣φ1
j

〉
1

∣∣φ2
j

〉
1

...
∣∣φn̄

j

〉
1∣∣φ1

j

〉
2

∣∣φ2
j

〉
2

...
∣∣φn̄

j

〉
2

: : :∣∣φn̄
j

〉
1

∣∣φn̄
j

〉
2

...
∣∣φn̄

j

〉
n̄

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, (A.23)

onde os números internos rotulam a degenerescência n̄ do estado |φj〉 e os externos

indicam a posição, da esquerda para direita, de cada ket simples. Note também que

para
∣∣∣φ̃j

〉
A

temos de fato um determinante, mas para
∣∣∣φ̃j

〉
S

a simbologia em (A.23)

representa um permanente∗.

Para o caso da estat́ıstica de Bose-Einstein (simétrico), não existe nenhuma

restrição quanto aos estados |φj〉. De fato, como

∣∣φ1
j

〉
=

∣∣φ2
j

〉
= ... =

∣∣φn̄
j

〉
, (A.24)

a quantidade

∗Permanente é um determinante com todos os sinais positivos na expansão de Laplace.
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〈
ΨN

a

∣∣ Â
∣∣ΨN

a

〉
B.E.

=
〈
ΨN

a

∣∣∣Ψ̃N
a

〉
B.E.

=

(
〈
ΨN

a

∣∣ ∑
j

nj
Âj |φj〉

nj!

)

B.E.

⇒

〈
ΨN

a

∣∣ Â
∣∣ΨN

a

〉
B.E.

=

(
〈
ΨN

a

∣∣ ∑
j

nj |φj〉
)

B.E.

=
〈
ΨN

a

∣∣ΨN
a

〉
B.E.

= 1. (A.25)

Portanto, comparando (A.2) e (A.5), vemos que

gB.E. = 1. (A.26)

Note que, como as part́ıculas são indistingúıveis, não existe fator extra de contagem

(diferentemente do caso clássico).

Já para a estat́ıstica de Fermi-Dirac (antisimétrico), percebe-se por (A.23) que,

se tivermos dois ou mais kets simples idênticos |φj〉, então
∣∣∣φ̃j

〉
A

= 0. Então, devido

a (A.24), vemos que
∣∣∣φ̃j

〉
A
6= 0 implica em nj = 0 ou 1 somente. Neste caso, uma

construção análoga a (A.25) e (A.26) nos leva à seguinte equação:

gF.D. =

{
1 para nj = 0 ou 1,

0 para nj ≥ 2.
(A.27)

Então, com o aux́ılio das equações (A.5), (A.26) e (A.27), a função de partição

macrocanônica pode ser escrita como:

Θ0(z, V, T ) =
∞∑

N=0

zN
∑

{nj}

′e
−β
P
j

njεj

=
∞∑

N=0

∑

{nj}

′z
P
j

nj ∏
j

(
e−βεj

)nj ⇒

Θ0(z, V, T ) =
∞∑

N=0

∑

{nj}

′ ∏
j

(
ze−βεj

)nj
=

∑
n0,n1,n2...

∏
j

(
ze−βεj

)nj
. (A.28)

Obs: Veja que somar sobre todos os conjuntos {nj} sob a condição (A.4), e depois

somar sobre todos os valores de N , é equivalente à somar sobre todos os valores

posśıveis de nj independentemente.

A diferença entre os sistemas B.E. e F.D. é que no primeiro caso as somas de

nj são feitas para o intervalo [0,∞] e no segundo caso elas são feitas entre [0, 1],

como ditam as equações (A.26) e (A.27). Reescrevendo (A.28) segue:

Θ0(z, V, T ) =

[∑
n0

(
ze−βε0

)n0

][∑
n1

(
ze−βε1

)n1

][∑
n2

(
ze−βε2

)n2

]
... ⇒

Θ0(z, V, T ) =
∏

j

∑
nj

(
ze−βεj

)nj
. (A.29)
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Se o sistema tiver graus de liberdade internos que assumam g valores distintos

(projeção de spin, isospin, etc.), a função de partição é reescrita como:

Θ0(z, V, T ) =
∏

j


∑

nj

(
ze−βεj

)nj




g

. (A.30)

Supondo εj > µ para o caso de Bose-Einstein, podemos realizar a soma em

(A.30) e determinar o potencial macrocanônico:

Ω0(z, T ) =
∓g

V

∑
j

ln
(
1∓ ze−βεj

)
, (A.31)

onde o sinal superior (inferior) é referente a estat́ıstica de Bose-Einstein (Fermi-

Dirac).

Utilizando a prescrição
∑

ε → (2π)−3 ∫∫
d3xd3p e a relação de dispersão rela-

tiv́ıstica, reescrevemos (A.31) como:

Ω0(z, T ) =
∓g

(2π)3

∫
ln

[
1∓ ze−β

√
~p2+m2

]
d3p. (A.32)

Expandindo o logaŕıtimo em série, Ω0 adquire a seguinte forma:

Ω0(z, T ) =
g

(2π)3

∞∑
N=1

(±1)N−1

N
zN

∫
e
−Nβ

h√
p2+m2

i
d3p =

∞∑
N=1

b
(0)
N zN , (A.33)

onde

b
(0)
N = g

(±1)N−1

NΛ3(Nβ)
, (A.34)

com Λ3(Nβ) definido a partir de (A.14) fazendo β → Nβ.

Com o aux́ılio de (A.33) é posśıvel determinar a pressão, a densidade numérica

e a densidade de energia,

p(z, T ) ≡ Ω0

β
= kT

∞∑
N=1

b
(0)
N zN , (A.35a)

n(z, T ) ≡ z
∂

∂z
(Ω0)V,T =

∞∑
N=1

Nb
(0)
N zN , (A.35b)

ρ(z, T ) ≡ − ∂

∂β
(Ω0)V,z = −

∞∑
N=1

∂b
(0)
N

∂β
zN . (A.35c)
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Estas três grandezas termodinâmicas também podem ser escritas em termos da

função de distribuição de part́ıculas ideais f(~p). Utilizando (A.32) e as definições de

p, n e ρ obtemos:

n =
g

(2π)3

∫
f(~p)d3p, (A.36a)

ρ =
g

(2π)3

∫
E(~p)f(~p)d3p, (A.36b)

p =
g

(2π)3

∫ |~p|2
3E(~p)

f(~p)d3p, (A.36c)

onde

f(~p) =
1

[z−1eβE(~p) ∓ 1]
e E(~p) =

√
~p2 + m2. (A.37)

Por fim, é interessante analisar o limite não relativ́ıstico (βm À 1) de (A.33).

Substituindo (A.14) e (A.34) em (A.33), e utilizando a expansão assintótica de K2

temos:

ΩNR
0 (z, T ) =

∞∑
j=1

g
(±1)N−1

N

4πm2

(2π)3 Nβ
K2(Nβm)zN ⇒

ΩNR
0 (z, T ) '

∞∑
j=1

g
(±1)N−1

N

4πm2

(2π)3 Nβ

√
π

2Nβm
e−NβmeNβ(µNR+m) ⇒

ΩNR
0 (zNR, T ) '

∞∑
j=1

g
(±1)N−1

N5/2

(
m

2πβ

)3/2

eNβµNR =
g

λ3

∞∑
j=1

(±1)N−1

N5/2
zN

NR. (A.38)

Este último resultado é usualmente encontrado nos livros textos de ME [21].

A.3 Contagem de diagramas conexos

Este é um método alternativo para obtenção da função de partição de um sistema

quântico ideal. Neste método, a influência do operador de simetrização Â ocorre

através da contagem dos diagramas conexos referentes às correlações estat́ısticas

(interação de troca). Vejamos a seguir alguns exemplos de diagramas:
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N = 2 N = 3 N = 4

Figura A.1 : Os diagramas de interação de troca para N = 2, 3 e 4.

Precisamos, então, analisar quais são as contribuições de todos estes gráficos.

Como visto em 2.1.2,

Ω0(z, T ) =
∞∑

N=1

b
(0)
N zN com b

(0)
N =

1

V
TrÛ

(0)
N , (A.39)

lembrando que Û
(0)
N é a soma de todos os diagramas conexos de N part́ıculas livres.

Na representação dos momentos, um particular diagrama contribui da seguinte

forma:

e−βH
(0)
N |k1, ..., kN〉 = e−β(εk1

+...+εkN ) |k1, ..., kN〉 . (A.40)

Uma vez que queremos calcular o traço do sistema ideal, podemos escrever

Tre−βH
(0)
N =

∑

k1,...,kN

〈k1, ..., kN | e−βH
(0)
N |k1, ..., kN〉 . (A.41)

O próximo passo é incluir os efeitos do operador de simetrização.

• Em um sistema de N part́ıculas ideais o número de diagramas conexos rela-

cionados com a interação de troca é (N − 1)!. Exemplo: suponha um sistema

com 6 part́ıculas. Para ser um diagrama conexo de troca a part́ıcula na posição

1 pode ser colocada nas posições 2, 3, 4, 5 ou 6, ou seja, temos cinco possibili-

dades. Imaginemos agora que esta part́ıcula seja colocada na posição 4, neste

caso a part́ıcula que ocupava esta útima posição deve ir para uma das posições

2, 3, 5 ou 6, portanto temos quatro possibilidades. Veja que se fizermos 1 indo

para 4 e 4 indo para 1 não formamos um diagrama conexo. Procedendo de

forma análoga para as trocas das part́ıculas restantes obtemos 5! diagramas

conexos.

• As part́ıculas são indistingúıveis. Portanto, devemos dividir o sistema de N

part́ıculas por N ! evitando assim contar uma mesma amplitude mais de uma

vez.
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• O número de permutações P de um diagrama conexo de N part́ıculas é N −1.

Exemplo: em um sistema de 4 part́ıculas uma posśıvel permutação é 1 indo

em 2, 2 indo em 3 e 3 indo em 4, com 4 indo em 1 já estando determinado.

Portanto, o sinal δp = (±1) de bósons e férmions contribui com um fator

(±1)N−1.

Levando em conta estes três efeitos, e lembrando que os diagramas conexos de

troca só existem quando as energias são idênticas (Ek1 = Ek2 = ... = EkN
→

part́ıculas idênticas), podemos obter a soma de todos os diagramas conexos como:

TrÛ
(0)
N =

(±1)N−1(N − 1)!

N !

∑

k

e−βNεk =
(±1)N−1

N

∑

k

e−βNεk . (A.42)

Finalmente, utilizando as conhecidas séries do ln,

ln(1 + x) = x− x2

2
+

x3

3
− x4

4
+ ...

− ln(1− x) = x +
x2

2
+

x3

3
+

x4

4
+ ...

e substituido (A.42) em (A.39), obtem-se:

Ω0(z, T ) =
1

V

∞∑
N=1

(±1)N−1

N

∑

k

e−βNεkzN =
1

V

∑

k

∞∑
N=1

(±1)N−1

N

(
ze−βεk

)N ⇒

Ω0(z, T ) = ∓ 1

V

∑

k

ln
(
1∓ ze−βεk

)
, (A.43)

ou seja, obtemos novamente o conhecido resultado (A.31) sem o fator de degenerescência.



Apêndice B

Cálculo do Traço de Ŵ e Relações entre T̂ , Ω̂ e Ŝ.

B.1 Extensão anaĺıtica

Vejamos a seguir como escrever o traço do operador densidade de probabilidade

TrŴ = TrÂe−βĤ (B.1)

em termos de

Ĝ(ς) ≡ (ς − Ĥ)−1, (B.2)

sendo ς é uma variável complexa.

Do cálculo de variáveis complexas sabemos que

1

2πi

∮

C

f(ς)

(ς − ς0)
dς =

{
f(ς0) se ς0 é um ponto interno ao contorno C,

0 se ς0 é um ponto externo ao contorno C.
(B.3)

Sabemos também que o Hamiltoniano obedece à equação de autovalores

Ĥ |Ψs〉 = Es |Ψs〉 , (B.4)

com Ψs sendo os respectivos autoestados.

Portanto, supondo uma representação em série para (B.2) é fácil de mostrar que

Ĝ(ς) |Ψs〉 =
(
ς − Ĥ + iη

)−1

|Ψs〉 , (B.5a)

Ĝ∗(ς) |Ψs〉 =
(
ς∗ − Ĥ − iη

)−1

|Ψs〉 , (B.5b)

onde a parte complexa iη é introduzida para deslocar o expectro de Ĥ do eixo real.

Por outro lado, utilizando (B.3) e (B.4) escrevemos:

143
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TrÂe−βĤ =

[∑
s

e−βEs

]

A

=
1

2πi

[∑
s

∮
(2iη) e−βς

(ς − Es + iη) (ς − Es − iη)
dς

]

A

, (B.6)

com o contorno de integração dado por:

C R

Re

Im

R

θ

0

O subescrito A ı́ndica que a soma em s é devidamente simetrizada.

O polo superior é dado por − iη e o polo inferior por + iη. Para que a última

passagem em (B.6) seja válida devemos fazer o volume do sistema ir para infinito e

logo em seguida η → 0+ (maiores detalhes são dados na seção 3.1).

Comentário A extensão anaĺıtica feita em (B.6) acima não é a única posśıvel.

De fato, outras extensões levariam a resultados futuros diferentes. Porém, esta

extensão é uma das mais convenientes para a resolução deste problema, uma vez que

ela leva ao resultado que possui o bom limite não relativ́ıstico para o coeficiente b2

(ver seção 3.2.2). A utilização de diferentes extensões anaĺıticas para gerar diferentes

resultados não é novidade na f́ısica. Por exemplo, em teoria de espalhamento usa-se

de diferentes contornos de integração para produzir efeitos distintos (ver caṕıtulo 13

de [42]).

O próximo passo é escrever explicitamente as três integrais de contorno em (B.6):

TrÂe−βĤ =
1

2πi

∑
s





∫

CR

(2iη) e−βςθ

(ςθ − Es + iη) (ςθ − Es − iη)
dςθ+

+

0∫

iR

(2iη) e−βςIm

(ςIm − Es + iη) (ςIm − Es − iη)
dςIm+

+

R∫

0

(2iη) e−βςRe

(ςRe − Es + iη) (ςRe − Es − iη)
dςRe





A

, (B.7)

onde R é o raio do quarto de ćırculo.
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Sabendo que ζ = Reiθ = x + iy, vamos trabalhar separadamente com cada uma

das três integrais:

I1 =

∫

CR

(2iη) e−βςθ

(ςθ − Es + iη) (ςθ − Es − iη)
dςθ =

π/2∫

0

iReiθ (2iη) e−βReiθ

(Reiθ − Es + iη) (Reiθ − Es − iη)
dθ

I1 = lim
R→∞

π/2∫

0

iReiθ (2iη) e−βR[cos(θ)+i sin(θ)]

(Reiθ − Es + iη) (Reiθ − Es − iη)
dθ = 0. (B.8)

Também temos:

I2 =

0∫

iR

(2iη) e−βςIm

(ςIm − Es + iη) (ςIm − Es − iη)
=

0∫

iR

(2iη) e−βiy

(iy − Es + iη) (iy − Es − iη)
idy

I2 =

0∫

−R

(2iη) e−βx

(x− Es + iη) (x− Es − iη)
dx, (B.9)

onde na última passagens fizemos a mudança de variável x = iy.

I3 =

R∫

0

(2iη) e−βςRe

(ςRe − Es + iη) (ςRe − Es − iη)
dςRe =

R∫

0

(2iη) e−βx

(x− Es + iη) (x− Es − iη)
dx.

(B.10)

Substituindo estes três últimos resultados em (B.7) com R →∞ obtemos:

TrÂe−βĤ =
1

2πi


∑

s

∞∫

−∞

(2iη) e−βς

(ς − Es + iη) (ς − Es − iη)
dς




A

, (B.11)

com ζ integrado no eixo real.

Por fim, separamos (B.11) em duas integrais e utilizamos (B.2), (B.5a) e (B.5b):

TrÂe−βĤ =
1

2πi

∑
s




∞∫

−∞

e−βς

(ς − Es − iη)
dς −

∞∫

−∞

e−βς

(ς − Es + iη)
dς




A

=
1

2πi

∞∫

−∞

e−βς

{
Tr

[
Â

(
ς − Ĥ − iη

)−1
]
− Tr

[
Â

(
ς − Ĥ + iη

)−1
]}

dς

=
−1

2πi

∞∫

−∞

e−βςTr
[
ÂĜ(ς)− ÂĜ∗(ς)

]
dς =

−2i

2iπ

∞∫

−∞

e−βςImTr
[
ÂĜ(ς)

]
dς.
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Ou seja,

TrÂe−βĤ = −
∞∫

−∞

dς

π
e−βςImTr

[
ÂĜ(ς)

]
dς,

como em (2.86).

B.2 Identidades entre operadores

A partir das definições,

T̂ (ς) ≡ V̂ + V̂ Ĝ(ς)V̂ ; Ω̂(ς) ≡ Ĝ(ς)
[
Ĝ(0)(ς)

]−1

(B.12)

Ŝ(ς) ≡ Ω̂−1(ς∗)Ω̂(ς), com V̂ ≡ Ĥ − Ĥ(0), (B.13)

vamos provar as identidades (2.91a) e (2.91b) utilizadas no caṕıtulo 2.

Através das definições (B.2) e (B.13) obtemos a seguinte relação fundamental:

(
Ĝ(0)

)−1

− Ĝ−1 =
(
ς − Ĥ(0)

)
−

(
ς − Ĥ

)
= Ĥ − Ĥ(0) = V̂ . (B.14)

Substituindo (B.14) na primeira equação de (B.12), temos:

T̂ = V̂ + V̂ ĜV̂ =
(
Ĝ(0)

)−1

− Ĝ−1 +

((
Ĝ(0)

)−1

− Ĝ−1

)
Ĝ

((
Ĝ(0)

)−1

− Ĝ−1

)
⇒

T̂ =
(
Ĝ(0)

)−1

− Ĝ−1 +
(
Ĝ(0)

)−1

Ĝ
(
Ĝ(0)

)−1

− 2
(
Ĝ(0)

)−1

+ Ĝ−1

= −
(
Ĝ(0)

)−1

+
(
Ĝ(0)

)−1

Ĝ
(
Ĝ(0)

)−1

⇒ Ĝ = Ĝ(0) + Ĝ(0)T̂ Ĝ(0), (B.15)

conforme (2.91b).

Outro resultado importante é que, como Ĥ e Ĥ(0) são hermitianos,

(
Ĝ(0)

)†
=

(
Ĝ(0)

)∗
; Ĝ† = Ĝ∗ e T̂ † = T̂ ∗, (B.16)

onde o dagger representa a conjugação hermitiana e o asterisco a operação de con-

jugação complexa. As relações entre os operadores Ĝ’s são imediatas da definição

(B.2) e a relação do operador T̂ é mostrada com aux́ılio de (B.15).

Da segunda equação em (B.12) é posśıvel obter Ĝ = Ω̂Ĝ(0), que, quando com-

parada com (B.15), resulta em:

Ω̂ = 1 + Ĝ(0)T̂ , (B.17)
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equação (2.91a).

Por outro lado, temos

Ω̂ = Ĝ
(
Ĝ(0)

)−1

= 1 + Ĝ
(
Ĝ(0)

)−1

− 1 = 1 + Ĝ
(
Ĝ(0)

)−1

− ĜĜ−1 ⇒

Ω̂ = 1 + Ĝ

((
Ĝ(0)

)−1

− Ĝ−1

)
= 1 + ĜV̂ . (B.18)

Comparando (B.17) com esta última identidade e utilizando o fato de os trans-

postos dos operadores Ĝ, Ĝ(0), V̂ e T̂ serem eles mesmos (B.16), obtemos o seguinte

resultado:

ĜV̂ = Ĝ(0)T̂ ⇒
(
ĜV̂

)T

=
(
Ĝ(0)T̂

)T

⇒ T̂ Ĝ(0) = V̂ Ĝ ⇒ T̂ = V̂ Ĝ
(
Ĝ(0)

)−1

= V̂ Ω̂,

(B.19)

como em (2.91a).

Por fim, vamos mostrar uma última identidade:

Ω̂−1 =

(
Ĝ

(
Ĝ(0)

)−1
)−1

= Ĝ(0)Ĝ−1 = 1 + Ĝ(0)Ĝ−1 − 1 = 1 + Ĝ(0)Ĝ−1 − Ĝ(0)
(
Ĝ(0)

)−1

Ω̂−1 = 1 + Ĝ(0)

(
Ĝ−1 −

(
Ĝ(0)

)−1
)

= 1− Ĝ(0)V̂ , (B.20)

segundo (2.91b).



Apêndice C

Cálculo Expĺıcito dos Coeficientes do Virial

C.1 Sistema de uma componente

Para a pressão, vale (2.126a):

p

kT
=

∞∑

l=1

al(T )nl. (C.1)

Substituindo (2.125a) e (2.125b) na equação anterior obtemos:

b1z + b2z
2 + b3z

3 + b4z
4 + ... = a1

(
b1z + 2b2z

2 + 3b3z
3 + 4b4z

4 + ...
)
+

+a2

(
b1z + 2b2z

2 + 3b3z
3 + ...

)2
+ a3

(
b1z + 2b2z

2 + ...
)3

+ a4 (b1z + ...)4 + ...

Comparando os termos de mesma ordem na fugacidade, segue:

b1 = a1b1 ⇒ a1 = 1, (C.2a)

b2 = a12b2 + a2b
2
1 ⇒ a2 = −b2

b2
1

, (C.2b)

b3 = a13b3 + 4b2b1a2 + a3b
3
1 ⇒ a3 =

4b2
2

b4
1

− 2b3

b3
1

, (C.2c)

b4 = a14b4 + 4b2
2a2 + 6b3b1a2 + a3b

2
16b2 + a4b

4
1 ⇒

a4 =
−3b4 + 4b2

2
b2
b21

+ 6b3
b2
b1
−

(
4b22
b41
− 2b3

b31

)
b2
16b2

b4
1

=
−3b4

b4
1

− 20b3
2

b6
1

+
18b3b2

b5
1

. (C.2d)

Procedendo de forma análoga para a densidade de energia, eq. (2.126b),

ρ

(kT )2 =
∞∑

l=1

cl(T )nl, (C.3)

obtemos:

148
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∂b1

∂(kT )
z +

∂b2

∂(kT )
z2 +

∂b3

∂(kT )
z3 + ... = c1

(
b1z + 2b2z

2 + 3b3z
3
)

+c2

(
b1z + 2b2z

2 + ...
)2

+ c3 (b1z + ...)3 + ...

Definindo ḃN ≡ ∂bN

∂(kT )
, e comparando os termos de mesma potência em z, segue:

ḃ1 = c1b1 ⇒ c1 =
ḃ1

b1

, (C.4a)

ḃ2 = c12b2 + c2b
2
1 ⇒ c2 =

ḃ2

b2
1

− 2b2ḃ1

b3
1

, (C.4b)

ḃ3 = c13b3 + 4b2b1c2 + c3b
3
1 ⇒ c3 =

ḃ3

b3
1

− 3b3ḃ1

b4
1

− 4b2ḃ2

b4
1

+
8b2

2ḃ1

b5
1

. (C.4c)

É interessante notar que c2 e c3 podem ser obtidos diretamente de a2 e a3, ou

seja:

ȧ2 = − ∂

∂(kT )

(
b2

b2
1

)
= − ḃ2

b2
1

+
2b2ḃ1

b3
1

= −c2, (C.5)

e

ȧ3 =
∂

∂(kT )

(
4b2

2

b4
1

− 2b3

b3
1

)
=

8b2ḃ2

b4
1

− 16b2
2ḃ1

b5
1

− 2ḃ3

b3
1

+
6b3ḃ1

b4
1

= −2c3. (C.6)

C.2 Sistema de duas componentes

Para a pressão, vale (2.166a):

p

kT
=

∞∑

l1=1

∞∑

l2=1

al1,l2(T )nl1
1 nl2

2 . (C.7)

Substituindo (2.165a) e (2.165b) na equação anterior obtemos:

b1,0z1 + b0,1z2 + b2,0z
2
1 + b0,2z

2
2 + b1,1z1z2 + b3,0z

3
1 + b0,3z

3
2 + b2,1z

2
1z2 + b1,2z1z

2
2 + ... =

= a0,0 + a1,0

(
b1,0z1 + 2b2,0z

2
1 + b1,1z1z2 + 3b3,0z

3
1 + 2b2,1z

2
1z2 + b1,2z1z

2
2 + ...

)
+

a0,1

(
b0,1z2 + 2b0,2z

2
2 + b1,1z1z2 + 3b0,3z

3
2 + b2,1z

2
1z2 + 2b1,2z1z

2
2 + ...

)
+

+a1,1

(
b1,0z1 + 2b2,0z

2
1 + b1,1z1z2...

) (
b0,1z2 + 2b0,2z

2
2 + b1,1z1z2...

)
+

+a2,0

(
b1,0z1 + 2b2,0z

2
1 + b1,1z1z2...

)2
+ a0,2

(
b0,1z2 + 2b0,2z

2
2 + b1,1z1z2...

)2
+

+a3,0 (b1,0z1 + ...)3 + a0,3 (b0,1z2 + ...)3 + a2,1 (b1,0z1 + ...)2 (b0,1z2 + ...) +

+a2,1 (b1,0z1 + ...) (b0,1z2 + ...)2 + ...
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Comparando os termos de mesma ordem na fugacidade, segue:

a0,0 = 0, a1,0b1,0 = b1,0 ⇒ a1,0 = 1, a0,1b0,1 = b0,1 ⇒ a0,1 = 1, (C.8a)

a1,02b2,0 + a2,0b
2
1,0 = b2,0 ⇒ a2,0 =

−b2,0

b2
1,0

, a0,12b0,2 + a0,2b
2
0,1 = b0,2 ⇒ a0,2 =

−b0,2

b2
0,1

,

(C.8b)

(a1,0 + a0,1) b1,1 + a1,1b1,0b0,1 = b1,1 ⇒ a1,1 =
−b1,1

b1,0b0,1

, (C.8c)

a1,03b3,0 + a2,04b2,0b1,0 + a3,0b
3
1,0 = b3,0 ⇒ a3,0 =

4b2
2,0

b4
1,0

− 2b3,0

b3
1,0

, (C.9)

a0,13b0,3 + a0,24b0,2b0,1 + a0,3b
3
0,1 = b0,3 ⇒ a0,3 =

4b2
0,2

b4
0,1

− 2b0,3

b3
0,1

, (C.10)

a1,02b2,1 + a0,1b2,1 + a1,1 (2b2,0b0,1 + b1,0b1,1) + a2,02b1,1b1,0 + a2,1b
2
1,0b0,1 = b2,1 ⇒

a2,1 =
−2b2,1

b2
1,0b0,1

+
4b2,0b1,1

b3
1,0b0,1

+
b2
1,1

b2
1,0b

2
0,1

, (C.11)

a0,12b1,2 + a1,0b1,2 + a1,1 (2b0,2b1,0 + b0,1b1,1) + a0,22b1,1b0,1 + a1,2b
2
0,1b1,0 = b1,2 ⇒

a1,2 =
−2b1,2

b2
0,1b1,0

+
4b0,2b1,1

b3
0,1b1,0

+
b2
1,1

b2
0,1b

2
1,0

. (C.12)

Procedendo de forma análoga para a densidade de energia, eq. (2.166b),

ρ(n1, n2, T )

(kT )2 =
∞∑

l1=0

∞∑

l2=0

cl1,l2(T )nl1
1 nl2

2 , (C.13)

obtemos:

∂b1,0

∂(kT )
z1 +

∂b0,1

∂(kT )
z2 +

∂b2,0

∂(kT )
z2
1 +

∂b0,2

∂(kT )
z2
2 +

∂b1,1

∂(kT )
z1z2 + ... =

= c0,0 + c1,0

(
b1,0z1 + 2b2,0z

2
1 + b1,1z1z2 + ...

)
+ c0,1

(
b0,1z2 + 2b0,2z

2
2 + b1,1z1z2 + ...

)
+

+c1,1 (b1,0z1 + ...) (b0,1z2 + ...) + ...

Definindo ḃN1,N2 ≡ ∂bN1,N2

∂(kT )
, e comparando os termos de mesma potencia em z1 e

z2, segue:
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c0,0 = 0, c1,0b1,0 = ḃ1,0 ⇒ c1,0 =
ḃ1,0

b1,0

, c0,1b0,1 = ḃ0,1 ⇒ c0,1 =
ḃ0,1

b0,1

, (C.14)

c1,02b2,0 + c2,0b
2
1,0 = ḃ2,0 ⇒ c2,0 =

ḃ2,0

b2
1,0

− 2b2,0ḃ1,0

b3
1,0

, (C.15)

c0,12b0,2 + c0,2b
2
0,1 = ḃ0,2 ⇒ c0,2 =

ḃ0,2

b2
0,1

− 2b0,2ḃ0,1

b3
0,1

, (C.16)

(c1,0 + c0,1) b1,1 + c1,1b1,0b0,1 = ḃ1,1 ⇒ c1,1 =
ḃ1,1

b1,0b0,1

− ḃ1,0b1,1

b2
1,0b0,1

− ḃ0,1b1,1

b1,0b2
0,1

. (C.17)

Analogamente ao caso de uma componente, é interessante notar que c2,0, c0,2 e

c1,1 podem ser obtidos diretamente de a2,0, a0,2 e a1,1, ou seja:

ȧ2,0 = − ∂

∂(kT )

(
b2,0

b2
1,0

)
= − ḃ2,0

b2
1,0

+
2b2,0ḃ1,0

b3
1,0

= −c2,0, (C.18)

ȧ0,2 = − ∂

∂(kT )

(
b0,2

b2
0,1

)
= − ḃ0,2

b2
0,1

+
2b0,2ḃ0,1

b3
0,1

= −c0,2 (C.19)

e

ȧ1,1 = − ∂

∂(kT )

(
b1,1

b1,0b0,1

)
= − ḃ1,1

b1,0b0,1

+
ḃ1,0b1,1

b2
1,0b0,1

+
ḃ0,1b1,1

b1,0b2
0,1

= −c1,1. (C.20)



Apêndice D

Limites Não Relativ́ısticos

D.1 O espalhamento não relativ́ıstico

O espalhamento não relativ́ıstico entre dois corpos pode ser mimetizado em um

sistema de uma part́ıcula espalhada por um potencial V (~r), onde ~r é a distância

relativa entre os dois corpos. A Hamiltoniana deste sistema é dada por

Ĥ2 = Ĥ(0) + V̂ =
p̂2

2µ
+ V (r̂), (D.1)

onde µ é a massa reduzida. Observe que a Hamiltoniana completa contém também

a parte do centro de massa, mas esta não influência no processo de espalhamento.

Primeiramente, vamos explicitar que, para este sistema, os estados Ψ
(−)
s e Ψ

(+)
s

representam funções de onda assintoticamente espalhadas de entrada e de sáıda

respectivamente. Partindo da equação de Lippmann-Schwinger e sua análoga em

(3.7), temos

∣∣∣Ψ(±)
k

〉
= |ψk〉+ Ĝ±

0 V̂
∣∣∣Ψ(±)

k

〉
⇒

〈
~r, Ψ

(±)
k

〉
= 〈~r, ψk〉+

∫
d3r′

∫
d3k′

∫
d3r′′

∫
d3k′′

{
〈~r

∣∣∣~k′
〉

〈
~k′

∣∣∣ Ĝ±
0

∣∣∣~k′′
〉〈

~k′′ |~r′〉 〈~r′| V̂ |~r′′〉 〈~r′′
∣∣∣Ψ(±)

k

〉}
, (D.2)

com as seguintes identificações:

Ĝ+
0 = Ĝ(0) e Ĝ−

0 = Ĝ(0)∗ (D.3a)〈
~r, Ψ

(±)
k

〉
= Ψ

(±)
k (~r); (D.3b)

〈~r
∣∣∣~k

〉
= 〈~r, ψk〉 = ψk(~r) =

ei~k~r

(2π)3/2
. (D.3c)

152
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A equação de Schrödinger deste sistema é:

− 1

2µ
∇2Ψk + V (|~r|)Ψk = EkΨk =

k2

2µ
Ψk ⇒ (D.4a)

−∇2Ψk + 2µV (|~r|)Ψk = k2Ψk, (D.4b)

com Ek > 0. Note-se que a interação é suposta como sendo dependente apenas da

distância interpart́ıculas.

Utilizando o método de separação de variáveis, temos

Ψk = Rl,k(r)Y
m
l (θ, φ) =

ul,k(r)

r
Y m

l (θ, φ), (D.5)

onde Y m
l (θ, φ) são os harmônicos esféricos e ul,k(r) é solução da equação de onda

radial,

[
− d2

dr2
+

l(l + 1)

r2
+ 2µV (r)− k2

]
ul,k(r) = 0. (D.6)

Usando a equação de auto-valores sob a forma (D.4b),

ĤΨk = k2Ψk e Ĥ(0)Ψk = k2Ψk, (D.7)

é fácil de ver que o operador Ĝ±
0 (3.6), na representação dos momentos, é escrito

como

〈
~k′

∣∣∣ Ĝ±
0

∣∣∣~k′′
〉

=
δ(~k′ − ~k′′)

(k2 − k′2 ± iη)
, (D.8)

e o operador de interação V̂ na representação das coordenadas é dado por

〈~r′| V̂ |~r′′〉 = 2µV (~r′)δ (~r′′ − ~r′) . (D.9)

Substituindo (D.3b), (D.3c), (D.8) e (D.9) em (D.2) obtemos:

Ψ
(±)
k (~r) = ψk(~r) +

∫
d3r′

∫
d3k′

∫
d3r′′

∫
d3k′′

{
ei~k′~r

(2π)3/2

δ(~k′ − ~k′′)
(k2 − k′2 ± iη)

e−i~k′′~r′

(2π)3/2
2µV (~r′)δ (~r′′ − ~r′) Ψ

(±)
k (~r′′)

}
⇒

Ψ
(±)
k (~r) = ψk(~r)− 1

(2π)3

∫ ∫
d3r′d3k′

ei~k′(~r−~r′)

(k′2 − (k2 ± iη))
2µV (~r′)Ψ(±)

k (~r′), (D.10)

lembrando que η é uma quantidade “pequena”positiva e real.
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A seguir, vamos proceder com a integração em ~k′. Em coordenadas esféricas,

temos:

∫
d3k′

ei~k′(~r−~r′)

(k′2 − (k2 ± iη))
= 2π

∞∫

0

k′2dk′
π∫

0

eik′(|~r−~r′|) cos θ

(k′2 − (k2 ± iη))
sin θdθ ⇒

∫
d3k′

ei~k′(~r−~r′)

(k′2 − (k2 ± iη))
= 2π

∞∫

0

k′
(
eik′(|~r−~r′|) − e−ik′(|~r−~r′|))

i (|~r − ~r′|) (k′2 − (k2 ± iη))
dk′ ⇒

∫
d3k′

ei~k′(~r−~r′)

(k′2 − (k2 ± iη))
=

2π

i (|~r − ~r′|)

∞∫

−∞

k′eik′(|~r−~r′|)

(k′2 − (k2 ± iη))
dk′. (D.11)

A integração em k′ é feita através da extensão anaĺıtica por um contorno fechado

de meio ćırculo superior de raio R no plano complexo, mais o eixo real. Quando

tomamos R → ∞ a integral no semi-ćırculo tende a zero devido à exponencial, e a

integral no eixo real se reduz a (D.11). Então, aplicando o teorema dos reśıduos,

segue:

2π

i (|~r − ~r′|)

∞∫

−∞

k′eik′(|~r−~r′|)

(k′2 − (k2 ± iη))
dk′ =

2π

i (|~r − ~r′|)2πi [Reśıduos internos ao contorno] .

(D.12)

Para cada sinal de η o integrando de (D.12) possui 2 polos simples:

k′ = ±
√

k2 ± iη ' ±
(

k ± iη

2k

)
. (D.13)

Os polos internos ao contorno estão contidos no semi-plano superior

k′ = +k +
iη

2k
→ Ĝ+

0 ,

k′ = −k +
iη

2k
→ Ĝ−

0 .

Portanto, (D.12) resulta em

2π

i (|~r − ~r′|)

∞∫

−∞

k′eik′(|~r−~r′|)

(k′2 − (k2 ± iη))
dk′ = 4π2

(±k + iη
2k

)
e±ik(|~r−~r′|)e−

η
2k

(|~r−~r′|)

2
(±k + iη

2k

)
(|~r − ~r′|) , (D.14)

e substituindo este resultado em (D.10) obtemos:
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Ψ
(±)
k (~r) = ψk(~r)− 1

4π

∫
d3r′

e±ik(|~r−~r′|)e−
η
2k

(|~r−~r′|)

(|~r − ~r′|) 2µV (~r′)Ψ(±)
k (~r′). (D.15)

É importante notar que a largura do pacote de onda é proporcional 1/η, o que

condiz com a necessidade de tomarmos os limites de L (tamanho do sistema) e η

(parâmetro de deslocamento do polo) na ordem correta, como dito na seção 3.1.

Tomando o limite de η → 0+, a equação (D.15) é reescrita como:

Ψ
(±)
k (~r) = ψk(~r)− 1

4π

∫
d3r′

e±ik(|~r−~r′|)

(|~r − ~r′|) 2µV (~r′)Ψ(±)
k (~r′). (D.16)

Esta última relação é uma das equações fundamentais do espalhamento pura-

mente elástico não relativ́ıstico.

Vejamos a seguir a forma assintótica desta equação, ou seja, quando ~r → ∞.

Como o potencial só é diferente de zero para ~r′ < a , onde a é o alcance máximo do

potencial, podemos aproximar a parte modular de (D.16):

k |~r − ~r′| = k
√

r2 − 2~r.~r′ + r′2 = kr − kr̂.~r′ + ... (D.17)

Agora, assintoticamente, é razoável supor que r À ka2 e portanto podemos

desprezar os termos de ordem superior em (D.17), ou seja:

Ψ
(±)
k (~r) ' ψk(~r)− e±ikr

4πr

∫
e∓i~k′.~r′2µV (~r′)Ψ(±)

k (~r′)d3r′, (D.18)

com ~k′ ≡ kr̂.

Observe que (D.18) tem a seguinte forma:

Ψ
(±)
k (~r) = Ψ

(±)
k (r, θ) = N

[
ei~k~r +

e±ikr

r
f±k (~r)

]
, (D.19)

onde

f±k (~r) = − 1

4πN

∫
e∓i~k′.~r′2µV (~r′)Ψ(±)

k (~r′)d3r′, (D.20)

com N = (2π)−3/2.

Analizando a equação (D.19) concluimos que Ψ
(−)
s e Ψ

(+)
s representam de fato

funções de onda (esféricas) assintoticamente espalhadas de entrada e de sáıda, res-

pectivamente.

O termo f
(+)
k (~r) é conhecido como amplitude de espalhamento, e veremos logo a

seguir que este termo é proporcional à matriz de transição Tk′k de um sistema não
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relativ́ıstico. Da definição (2.89) na camada de massa temos:

Tk′k ≡ 〈ψk′| T̂ |ψk〉 = 〈ψk′| V̂
(
1 + ĜV̂

)
|ψk〉 . (D.21)

Utilizando (3.9) nesta última equação, segue:

Tk′k = 〈ψk′| V̂
∣∣∣Ψ(+)

k

〉

=

∫
d3r′

∫
d3r 〈ψk′| ~r′〉 〈~r′| V̂ |~r〉 〈~r

∣∣∣Ψ(+)
k

〉
. (D.22)

Substituindo (D.3b), (D.3c) e (D.9) em (D.22) obtemos:

Tk′k =
1

(2π)3/2

∫
d3r′

∫
d3re−i~k′~r′V (~r′)δ (~r − ~r′) Ψ

(+)
k (~r)

=
1

(2π)3/2

∫
e−i~k′~rV (~r)Ψ

(+)
k (~r)d3r. (D.23)

Note que o termo de 2µ de (D.9) foi suprimido, pois o operador de interação

V̂ que entra na definição da matriz de transição (D.21) é tão somente o potencial

contido na equação de Schrödinger usual (D.4a).

Comparando (D.20) com (D.23) temos:

Tk′k = − 2π

(2π)3 µ
f

(+)
k (~r). (D.24)

Por fim, vamos mostrar a equivalência entre a noção usual de defasagem de um

sistema não relativ́ıstico com aquela defasagem definida em termos da matriz S (ver

seção 3.2.1).

Partindo da equação de Schrödinger radial (D.6) e lembrando que o potencial

espalhador V (r) é zero para r > a, temos a seguinte solução:

Rl,k(r) =
ul,k(r)

r
= Aljl(kr) + Blnl(kr) r > a, (D.25)

onde jl e nl são as funções de Bessel esféricas de primeiro e segundo tipo.

Usando a aproximação assintótica para as funções de Bessel esféricas, a equação

anterior é reescrita como:

Rl,k(r) =
ul,k(r)

r
' Al

sin(kr − lπ/2)

kr
−Bl

cos(kr − lπ/2)

kr
⇒ (D.26)
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ul,k(r)

r
' Al

[
sin(kr − lπ/2)

kr
− Bl

Al

cos(kr − lπ/2)

kr

]

= Al

[
sin(kr − lπ/2)

kr
+ tan δl

cos(kr − lπ/2)

kr

]

=
Al

cos δl

[
cos δl

sin(kr − lπ/2)

kr
+ sin δl

cos(kr − lπ/2)

kr

]

= Cl

[
sin(kr − lπ/2 + δl(k))

kr

]
, (D.27)

onde Cl é a normalização e δl(k) é a defasagem definida como

Bl

Al

≡ − tan δl. (D.28)

Usualmente a condição de contorno na origem requer que a função de onda

Rl,k(r = 0) seja finita, o que na quase totalidade dos casos∗ implica

ul,k(0) = 0. (D.29)

Agora, da teoria das funções de Bessel esféricas, sabemos que nl não é regular na

origem. Portanto, na ausência de interação (V (r) = 0 para qualquer r), o coeficiente

Bl deve se anular devido a condição (D.29). Com esta informação podemos inferir

que a razão entre Bl e Al, dada pela defasagem, mede a intensidade do espalhamento.

Esta razão é obtida resolvendo-se a equação de Schrödinger completa (região r < a),

com condições de contorno suaves em r = a, que ligam esta solução com a solução

externa dada em (D.25).

O próximo passo é escrever a solução assintótica Ψ
(+)
k (r, θ), dada em (D.19), em

termos da solução assintótica
ul,k(r)

r
Y m

l (θ, φ). Usando (D.27) e sabendo que Ψ
(+)
k

não depende de φ, escrevemos:

Ψ
(+)
k (r, θ) =

∞∑

l=0

Pl(cos θ)
ul,k(r)

r
=

∞∑

l=0

Cl(k)Pl(cos θ)
sin(kr − lπ/2 + δl(k))

kr

=
∞∑

l=0

Cl(k)Pl(cos θ)

[
ei[kr−lπ/2+δl(k)] − e−i[kr−lπ/2+δl(k)]

2ikr

]

=
eikr

2ikr

∞∑

l=0

Cl(k)Pl(cos θ) (−i)l eiδl(k) − e−ikr

2ikr

∞∑

l=0

Cl(k)Pl(cos θ) (i)l e−iδl(k).

(D.30)

∗Em prinćıpio existe a possibilidade de u(r) ser proporcional r.
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Adendo: As ondas planas podem ser expandidas e termos dos polinômios de

Legendre:

ei~k~r =
∞∑

l=0

(2l + 1) (il)jl(kr)Pl(cos θ),

onde cos θ = k̂.r̂.

Utilizando a aproximação assintótica para jl(kr) dada em (D.26) reescrevemos

a equação anterior como:

ei~k~r '
∞∑

l=0

(2l + 1) (il)
sin(kr − lπ/2)

kr
Pl(cos θ)

=
∞∑

l=0

(2l + 1) (il)

[
ei(kr−lπ/2) − e−i(kr−lπ/2)

2ikr

]
Pl(cos θ)

=
eikr

2ikr

∞∑

l=0

(2l + 1) Pl(cos θ)− e−ikr

2ikr

∞∑

l=0

(2l + 1) (−1)l Pl(cos θ). (D.31)

Os coeficientes Cl podem ser determinados comparando (D.30) com (D.19).

Substituindo (D.31) em (D.19) obtemos:

Ψ
(+)
k (r, θ) = N

[
eikr

2ikr

∞∑

l=0

(2l + 1) Pl(cos θ)+

−e−ikr

2ikr

∞∑

l=0

(2l + 1) (−1)l Pl(cos θ) +
e+ikr

r
f

(+)
k (~r)

]
⇒

Ψ
(+)
k (r, θ) = N

[
eikr

r

(
1

2ik

∞∑

l=0

(2l + 1) Pl(cos θ) + f
(+)
k (~r)

)
+

−e−ikr

2ikr

∞∑

l=0

(2l + 1) (−1)l Pl(cos θ)

]
. (D.32)

Comparando as ondas de entrada (D.30) com (D.32) segue que

Cl(k) (i)l e−iδl(k) = N (2l + 1) (−1)l ⇒
Cl(k) = N (2l + 1) ileiδl(k). (D.33)

E comparando as ondas de sáıda de (D.30) com (D.32), temos:
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1

2ik

∞∑

l=0

Cl(k)Pl(cos θ) (−i)l eiδl(k) = N

(
1

2ik

∞∑

l=0

(2l + 1) Pl(cos θ) + f
(+)
k (~r)

)
⇒

1

2ik

∞∑

l=0

(2l + 1) e2iδl(k)Pl(cos θ) =

(
1

2ik

∞∑

l=0

(2l + 1) Pl(cos θ) + f
(+)
k (~r)

)
⇒

f
(+)
k (~r) =

∞∑

l=0

(2l + 1)

[
e2iδl(k) − 1

2ik

]
Pl(cos θ). (D.34)

Substituindo este último resultado em (D.24) obtemos:

Tk′k = − 2π

(2π)3 µ

∞∑

l=0

(2l + 1)

[
e2iδl(k) − 1

2ik

]
Pl(cos θ). (D.35)

A equação (D.35) expressa a matriz de transição Tk′k em termos das defasagens.

Como se sabe, a matriz S pode ser escrita em termos da matriz de transição

Tk′k. Este procedimento é completamente análogo à dedução de (3.20), lembrando

somente que os operadores estão na camada de massa. Seguindo os mesmos passos,

escrevemos o elemento de matriz Sa
2 como:

〈
~k′

∣∣∣ Ŝa
2

∣∣∣~k
〉

= δ
(
~k − ~k′

)
− 2πiδ (Ek − Ek′) Tk′k (D.36)

Agora, substituindo (3.31) em (D.36), segue:

〈
~k′

∣∣∣ Ŝa
2

∣∣∣~k
〉

= δ(k − k′)
∞∑

l=0

(2l + 1)

4πk2
Pl(k̂.k̂′)− 2πiδ (Ek − Ek′) T a

k′k

= δ(k − k′)
∞∑

l=0

(2l + 1)

4πk2
Pl(k̂.k̂′)− 2πiδ

(
k2

2µ
− k′2

2µ

)
T a

k′k

= δ(k − k′)
∞∑

l=0

(2l + 1)

4πk2
Pl(k̂.k̂′)− 4µπiδ

(
k2 − k′2

)
T a

k′k

= δ(k − k′)
∞∑

l=0

(2l + 1)

4πk2
Pl(k̂.k̂′)− 2µπi

k
[δ (k − k′) + δ (k + k′)] T a

k′k,

(D.37)

onde utilizamos a relação de dispersão não relativ́ıstica e as seguintes propriedades

da função delta:

δ(ax) =
1

|a|δ(x) e δ
(
x2 − a2

)
=

1

2 |a| [δ (x− a) + δ (x + a)] .



Apêndice D. Limites Não Relativ́ısticos 160

Como k e k′ são sempre positivos (k =
∣∣∣~k

∣∣∣ e k′ =
∣∣∣~k′

∣∣∣), o termo δ (k + k′) T a
k′k é

sempre zero.

Finalmente, substituindo (D.35) em (D.37), obtemos:

〈
~k′

∣∣∣ Ŝa
2

∣∣∣~k
〉

= δ(k − k′)
∞∑

l=0

(2l + 1)

4πk2
Pl(k̂.k̂′)

+
1

4πk
δ (k − k′)

∞∑

l=0

(2l + 1)

[
e2iδa

l (k) − 1

k

]
Pl(cos θ)

= δ(k − k′)
∞∑

l=0

(2l + 1)

4πk2
Pl(k̂.k̂′)e2iδa

l (k). (D.38)

Comparando este último resultado com (3.33), vemos que as defasagens usuais

de um sistema não relativ́ıstico correspondem de fato com as funções reais δa
l (k)

obtidas na seção 3.2.1.

D.2 O segundo coeficiente da fugacidade

Vamos mostrar que, no limite não relativ́ıstico, a equação (3.53c),

b1,1 − b
(0)
1,1 =

1

2βπ3

∑
a

∞∑

l=0

ga
1,1 (2l + 1)

∞∫

m1+m2

ω2K2(βω)

[
∂δa

l (ω)

∂ω

]

1,1

dω, (D.39)

se reduz ao caso usual calculado por Beth e Uhlenbeck [30, 31].

No limite não relativ́ıstico (NR), podemos fazer as seguintes aproximações para

ω em coordenadas do c.m.:

ω2 = E2
1 + E2

2 + 2E1E2 = m2
1 + p2 + m2

2 + p2 + 2
√

m2
1 + p2

√
m2

2 + p2 ⇒
(
ω2

)
NR

' m2
1 + p2 + m2

2 + p2 + 2

(
m1 +

p2

2m1

)(
m2 +

p2

2m2

)

' (m1 + m2)
2 + p2 + p2 +

m2p
2

m1

+
m1p

2

m2

= M2 + p2

(
2m1m2 + m2

2 + m2
1

m1m2

)

= M2 + p2

(
M2

m1m2

)
= M2 +

M

µ
p2, (D.40)

onde a massa reduzida µ é dada por:

µ =
m1m2

M
. (D.41)
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Assim como p ¿ (m1 ou m2), temos também kT ¿ M e portanto βω À 1.

Neste caso, a função de Bessel modificada K2(βω) pode ser aproximada por sua

forma assintótica [44] como:

K2(βω) '
√

π

2βω
e−βω com βω À 1. (D.42)

Substituindo (D.42) e (D.40) em (D.39), e utilizando a relação

dω
∂

∂ω
= dp

∂

∂p
,

temos:
(
b1,1 − b

(0)
1,1

)
NR

' 1

2βπ3

∑
a

∞∑

l=0

ga
1,1 (2l + 1) M2 ×

∞∫

0

√√√√
π

2β
√

M2 + M
µ

p2
e
−β
q

M2+M
µ

p2

[
∂δa

l (p)

∂p

]

1,1

dp. (D.43)

O argumento da exponencial de (D.43) pode ser aproximado por

√
M2 +

M

µ
p2 = M

√
1 +

p2

µM
' M +

p2

2µ
, (D.44)

e, no restante desta equação, faremos
√

M2 + M
µ

p2 ' M . Com estas mudanças,

(D.43) é reescrita como:

(
b1,1 − b

(0)
1,1

)
NR

' M2

2βπ3

√
π

2βM

∑
a

∞∑

l=0

ga
1,1 (2l + 1)

∞∫

0

e
−β

�
M+ p2

2µ

� [
∂δa

l (p)

∂p

]

1,1

dp

=
e−βM

π

(
M

2πβ

)3/2 ∑

l;a

ga
1,1 (2l + 1)

∞∫

0

e−β p2

2µ

[
∂δa

l (p)

∂p

]

1,1

dp. (D.45)

Finalmente, fazendo M = 2m, µ = m
2

(sistema com uma componente) e lem-

brando a definição do comprimento de onda térmico (2.9), obtemos:

(
b2 − b

(0)
2

)
NR

' e−2βm

λ3

√
8

π

∑
a

∞∑

l=0

ga (2l + 1)

∞∫

0

e−β p2

m

[
∂δa

l (p)

∂p

]
dp. (D.46)

A menos do fator e−2βm

λ3 , esta última expressão é idêntica a equação obtida por

Beth e Uhlenbeck em unidades naturais [21]. Este fator aparece pois algumas de

nossas definições são diferentes daquelas contidas em [21]. De qualquer forma, os

resultados f́ısicos são equivalentes.



Apêndice E

Formalismo de Potenciais Separáveis

O formalismo de potenciais separáveis é um formalismo fenomenológico que per-

mite tratar coerentemente o espalhamento de canais acoplados de onda S. Este

formalismo é usualmente utilizado em sistemas envolvendo hádrons [48], sendo par-

ticularmente interessante no estudo da espectroscopia mesônica [49, 50, 57]. Con-

siderando um sistema bastante simplificado, mostraremos como é posśıvel utilizar a

metodologia de potenciais separáveis para obter informações sobre defasagens.

Suponha um sistema composto por duas espécies distintas de part́ıculas x e y, e

que cada uma dessas interaja somente através de dois processos:

x + x → x + x; y + y → y + y; (E.1a)

x + x → y + y; y + y → x + x. (E.1b)

Este sistema é acoplado e composto por dois canais (dois processos distintos para

cada tipo de part́ıcula). Assim sendo, os operadores de espalhamento T̂ , Ŝ, V̂ etc

são representados por matrizes 2×2, e os estados por vetores de duas componentes.

A equação de Lippmann-Schwinger, eq. (3.3),

∣∣Ψ(+)
s

〉
= |ψs〉+ Ĝ(0)V̂

∣∣Ψ(+)
s

〉

pode ser reescrita com o aux́ılio de (D.22), como se segue:

〈ψp| V̂
∣∣Ψ(+)

q

〉
= 〈ψp| V̂ |ψq〉+ 〈ψp| V̂ Ĝ(0)V̂

∣∣Ψ(+)
q

〉 ⇒
〈ψp| T̂ |ψq〉 = 〈ψp| V̂ |ψq〉+

∑
r,s

〈ψp| V̂ |ψr〉 〈ψr| Ĝ(0) |ψs〉 〈ψs| T̂ |ψq〉

= 〈ψp| V̂ |ψq〉+
∑

s

〈ψp| V̂ |ψs〉 〈ψs| Ĝ(0) |ψs〉 〈ψs| T̂ |ψq〉 , (E.2)

onde na última passagem usamos o fato de |ψs〉 ser um auto-estado de Ĝ(0).

Agora, passando para o espaço dos momentos, temos:

162
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〈~p| T̂ |~q〉 = 〈~p| V̂ |~q〉+

∫
d3s

(2π)3 〈~p| V̂ |~s〉 〈~s| Ĝ(0) |~s〉 〈~s| T̂ |~q〉 , (E.3)

sendo ~s o momento relativo interno, e ~q e ~p os momentos relativos iniciais e finais

respectivamente.

O propagador Ĝ(0) escrito no referencial do c.m. é representado por uma matriz

diagonal,

〈~s| Ĝ(0)
ij |~s〉 = Ĝ

(0)
i δij com i, j = 1, 2, (E.4)

onde

Ĝ
(0)
1 =

1

ζ − 2Ex(s) + iη
e Ĝ

(0)
2 =

1

ζ − 2Ey(s) + iη
, (E.5)

com

Ex(s) =
√

s2 + m2
x e Ey(s) =

√
s2 + m2

y. (E.6)

A matriz de interação V̂ é convenientemente parametrizada através de um forma

tipo potencial separável. Utilizando um potencial de rank um no espaço dos mo-

mentos temos:

Vij ≡ 〈~p| V̂ij |~q〉 = λijgi(|~p|)gj(|~q|) com i, j = 1, 2, (E.7)

onde λij são as constantes de acoplamento e g são os fatores de forma. Vii é a

interação elástica do canal i, e V1,2 e V2,1 são os processos de transição satisfazendo

a seguinte simetria:

〈~p| V̂12 |~q〉 = 〈~q| V̂21 |~p〉 com λ12 = λ21. (E.8)

Os fatores de forma são escritos na forma de Yamaguchi [68]:

gi(|~p|) =

√
2π

µi

1

~p2 + β2
i

, (E.9)

sendo µi a massa reduzida (µ1 = mx

2
e µ2 = my

2
) e βi os parâmetros de escala.

A matriz de interação possui cinco parâmetros livres (dois β’s e três λ’s) que de-

vem ser fixados pelas amplitutes de espalhamento Tij experimentais. Vamos adotar

a seguinte forma para as amplitudes de espalhamento:

Tij ≡ 〈~p| T̂ij |~q〉 = gi(|~p|)tijgj(|~q|), (E.10)

onde tij são as amplitudes reduzidas de espalhamento.

Em (E.10) T11 e T22 são as amplitudes de espalhamento elásticas (E.1a), e T12 e

T21 são as amplitudes de transição (E.1b).
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Agora, substituindo (E.4), (E.7) e (E.10) em (E.3), obtemos

tij = λij + λin

∫
d3s

(2π)3

[
gn(|~s|)Ĝ(0)

n δnmgm(|~s|)
]
tmj,

ou na forma matricial,

t = λ + λDt. (E.11)

Nesta equação, t é a matriz formada pelas componentes tij, λ é a matriz simétrica

das constantes de acoplamento

λ =

(
λ11 λ12

λ21 λ22

)
, (E.12)

e D é a matriz diagonal 2× 2 das integrais,

Dii =

∫
d3s

(2π)3 gi(|~s|)Ĝ(0)
i gi(|~s|). (E.13)

Veja que o problema original, resolver a equação integral acoplada (E.3), foi

repassado para um problema de equações algébricas (E.11), cuja a solução é:

t = (1− λD)−1λ. (E.14)

Substituindo (E.14) em (E.10), obtemos a solução formal do problema de espa-

lhamento. A conexão entre as componentes da matriz Tij e a matriz S são dadas da

forma usual:

Sij = δij − 2πiδ (ς − E) Tij, (E.15)

onde

E = 2
√

k2
x + m2

x = 2
√

k2
y + m2

y, (E.16)

com k’s sendo os momentos dos respectivos canais.

Portanto, uma vez determinadas as componentes Sij, podemos utilizar a para-

metrização (4.18),

S =

(
ηe2iδxx i

√
1− η2ei(δxx+δyy)

i
√

1− η2ei(δxx+δyy) ηe2iδyy

)
, (E.17)

para determinar as defasgens δxx e δyy e o parâmetro de inelasticidade.



Apêndice F

Ajuste e Gráficos das Funções Defasagens

Os dados de defasagens são parâmetros adimensionais dependentes da energia. Por

conveniência, apresentaremos esse dados nas coordenadas do centro de massa, com

a energia ω em GeV e as defasagens em radianos. Essas escolhas são compat́ıveis

com as equações da seção 3.2.2.

Todos os 41 ajustes foram feitos com o aux́ılio do programa Origin 6.1 através

dos métodos de regressão polinomial ou do ajuste de mı́nimos quadrados não li-

near (NLSF). O primeiro desses métodos é baseado em uma generalização direta do

procedimento de mı́nimos quadrados linear, já o segundo (NLSF) é baseado no al-

goŕıtimo de Levenberg-Marquardt. Ambos os métodos levam em conta as incertezas

dos dados experimentais.

Na grande maioria dos ajustes, os dados de defasagens são determinados dire-

tamente, através do procedimento descrito no começo da seção 4.2. Porém, em

alguns ajustes, principalmente para as ondas D, é necessário utilizar algum tipo de

modelagem fenomenológica. Nestes casos, os dados de defasagens não apresentam

incerteza. Indicaremos estes ajustes por um asterisco.

F.1 Espalhamento ππ

Os dados de defasagens de δ0,0 e δ1,1 [51, 52] foram obtidos diretamente da alta

estat́ıstica de dados envolvendo o processo π−p → π−π+n . Já os dados de δ∗0,2, δ∗2,0

e δ∗2,2 [51, 53] foram determinados através de modelos baseados na equação de Roy

[69, 54].

F.1.1 Onda S

Defasagens ajustadas:

δ0,0 (ω) = −1.132858 + 4.358887ω − 0.112062ω2 − 4.515628ω3 + 3.76166ω4, (F.1)

165
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δ∗0,2 (ω) = −0.029702 + 1.229285ω − 6.672552ω2 + 12.624014ω3 − 13.389099ω4 +

+8.571587ω5 − 3.111867ω6 + 0.483548ω7. (F.2)

Gráficos:

Figura F.1: Gráficos das defasagens de onda S para o espalhamento ππ.

F.1.2 Onda P

Defasagem ajustada:

δ1,1 (ω) =
0.07042− 2.79827

1 + exp[(ω − 0.75768)/0.05678]
+ 2.79827. (F.3)

Gráfico:

Figura F.2: Gráficos das defasagens de onda P para o espalhamento ππ.
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F.1.3 Onda D

Defasagens ajustadas:

δ∗2,0 (ω) = −0.016565 + 0.14846ω − 0.45934ω2 + 0.497882ω3, (F.4)

δ∗2,2 (ω) = 0.008252− 0.057238ω + 0.129435ω2 − 0.104496ω3. (F.5)

Gráficos:

Figura F.3: Gráficos das defasagens de onda D para o espalhamento ππ.

F.2 Espalhamento πK

Os dados das defasagens δ0,1, δ0,3, δ1,1 e δ1,3 [55] foram obtidos diretamente da alta

estat́ıstica de dados envolvendo os processos K±p → K±π+n e K±p → K±π−∆++.

F.2.1 Onda S

Defasagens ajustadas:

δ0,1 (ω) = −5.010247+12.653939ω− 8.279988ω2 +0.683122ω3 +0.846503ω4, (F.6)

δ0,3 (ω) = −13.930392 + 119.285105ω − 372.666628ω2 + 571.767394ω3

−466.993773ω4 + 194.961483ω5 − 32.738034ω6. (F.7)

Gráficos:
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Figura F.4: Gráficos das defasagens de onda S para o espalhamento πK.

F.2.2 Onda P

Defasagens ajustadas:

δ1,1 (ω) =
0.07488− 2.92577

1 + exp[(ω − 0.89358)/0.02386]
+ 2.92577, (F.8)

δ1,3 (ω) = −0.090561 + 0.395993ω − 0.538057ω2 + 0.218985ω3. (F.9)

Gráficos:

Figura F.5: Gráficos das defasagens de onda P para o espalhamento πK.

F.3 Espalhamento πN

Todas as dez defasagens [56] foram obtidas da alta estat́ıstica de dados envolvendo

os processos π±p → π±p e π−p → π0n. Dessas dez, apenas uma defasagem δ∗D,3,5

necessitou de extrapolação numérica.
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F.3.1 Onda S

Defasagens ajustadas:

δS,1,1 (ω) = −19891.64 + 93084.73ω − 181040.1ω2 + 187292ω3

−108688.2ω4 + 33541.75ω5 − 4299.919ω6, (F.10)

δS,3,1 (ω) = 673.417002− 2583.61ω + 3953.457ω2

−3013.391ω3 + 1143.012ω4 − 172.518152ω5. (F.11)

Gráficos:

Figura F.6: Gráficos das defasagens de onda S para o espalhamento πN .

F.3.2 Onda P

Defasagens ajustadas:

δP,1,1 (ω) = 1669.987− 7609.227ω + 14234.2ω2 − 13947ω3

+7517.832ω4 − 2102.275ω5 + 236.577322ω6, (F.12)

δP,3,1 (ω) = −2.128929 + 5.523651ω − 4.378075ω2 + 1.007458ω3, (F.13)

δP,1,3 (ω) = −3.554699 + 11.546912ω − 13.204036ω2 + 6.296532ω3 − 1.063763ω4,

(F.14)

δP,3,3 (ω) = 2.87771 exp[− exp[−15.26877(ω − 1.20441)]]. (F.15)

Gráficos:
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Figura F.7: Gráficos das defasagens de onda P para o espalhamento πN .

F.3.3 Onda D

Defasagens ajustadas:

δD,1,3 (ω) =
0.06791− 2.87854

1 + exp[(ω − 1.51256)/0.02554]
+ 2.87854, (F.16)

δD,1,5 (ω) = −219.422866 + 841.266327ω − 1285.647ω2

+979.249716ω3 − 371.927398ω4 + 56.396786ω5, (F.17)

δD,3,3 (ω) = 0.072127− 0.136091ω + 0.064177ω2, (F.18)

δ∗D,3,5 (ω) = −1.132955 + 2.676234ω − 2.041967ω2 + 0.495786ω3. (F.19)

Gráficos:



Apêndice F. Ajuste e Gráficos das Funções Defasagens 171

Figura F.8: Gráficos das defasagens de onda D para o espalhamento πN .

F.4 Espalhamento KK

Os dados de δ∗0,0 foram determinados através do modelo de potenciais separáveis de

três canais acoplados (ππ, KK̄ e um sistema efetivo 2π2π). Para tanto, utilizamos o

modelo “down-flat” (ajuste B)∗ presente na referência [57], e os dados de defasagens

experimentais do espalhamento ṕıon-ṕıon [53]. Já os dados δ∗0,1 foram determina-

dos com o aux́ılio do modelo de potenciais separáveis (apêndice E) de dois canais

acoplados (πη e KK̄). Utilizamos os resultados presentes no diagrama de Argand

das amplitudes de espalhamento do processo KK̄ (figura 3 da referência [58]).

∗Segundo a referência citada, este é o modelo que apresenta o menor χ2.
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F.4.1 Onda S

Defasagens ajustadas:

δ∗0,0 (ω) = 12014.5− 56132.47ω + 108662.5ω2 − 111524.1ω3

+63983.09ω4 − 19451.61ω5 + 2447.86ω6, (F.20)

δ∗0,1 (ω) =
0.00278− 2.54757

1 + exp[(ω − 1.45946)/0.02376]
+ 2.54757. (F.21)

Gráficos:

Figura F.9: Gráficos das defasagens de onda S para o espalhamento KK.

F.5 Espalhamento KN

Todas as dez defasagens [56] foram obtidas da alta estat́ıstica de dados envolvendo

os processos K+p → K+p e KN → KN para I = 0. Dessas dez, apenas duas

defasagens δ∗D,0,5 e δ∗D,1,5 necessitaram de extrapolação numérica.

F.5.1 Onda S

Defasagens ajustadas:

δS,0,1 (ω) = 50267.64− 178690.3ω + 264013.5ω2 − 207513.2ω3

+91508.23ω4 − 21464.9ω5 + 2092.334ω6, (F.22)

δS,1,1 (ω) = 6004.093− 17599.4ω + 20587.44ω2

−12012.36ω3 + 3495.58ω4 − 405.826999ω5. (F.23)

Gráficos:
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Figura F.10: Gráficos das defasagens de onda S para o espalhamento KN .

F.5.2 Onda P

Defasagens ajustadas:

δP,0,1 (ω) = 703.681387− 1680.615ω + 1492.044ω2 − 583.885909ω3 + 85.115229ω4,

(F.24)

δP,0,3 (ω) = 2430.09− 6953.847ω + 7927.335ω2

−4500.485ω3 + 1272.411ω4 − 143.328512ω5, (F.25)

δP,1,1 (ω) = 11068.27− 40800.07ω + 62502.72ω2 − 50919.19ω3

+23261.34ω4 − 5648.875ω5 + 569.634896ω6, (F.26)

δP,1,3 (ω) = 208.051732− 605.068347ω + 701.39975ω2

−406.388106ω3 + 118.086597ω4 − 13.801404ω5. (F.27)

Gráficos:
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Figura F.11: Gráficos das defasagens de onda P para o espalhamento KN .

F.5.3 Onda D

Defasagens ajustadas:

δD,0,3 (ω) = 26.159145− 387.62811ω + 835.631703ω2

−721.176219ω3 + 280.868146ω4 − 41.182139ω5, (F.28)

δ∗D,0,5 (ω) = −20.612684 + 36.598027ω − 21.437223ω2 + 4.140426ω3, (F.29)

δD,1,3 (ω) = −1.484074 + 1.978638ω − 0.6581ω2, (F.30)

δ∗D,1,5 (ω) = −13.719111 + 32.614659ω − 28.60751ω2 + 10.957694ω3 − 1.545377ω4.

(F.31)

Gráficos:
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Figura F.12: Gráficos das defasagens de onda D para o espalhamento KN .

F.6 Espalhamento NN

Todas as dez defasagens [56] foram obtidas diretamente da alta estat́ıstica de dados

envolvendo o espalhamento elástico p + n → p + n.

F.6.1 Onda S

Defasagens ajustadas:

δ1,S,0 (ω) = 3366.417− 6250.75ω + 4354.125ω2− 1348.071ω3 + 156.44657ω4, (F.32)

δ3,S,1 (ω) = −1.1293 + 3.42101 exp[−(ω − 1.75742)/0.26432]

+195476.02507 exp[−(ω − 1.75742)/0.01001]. (F.33)

Gráficos:
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Figura F.13: Gráficos das defasagens de onda S para o espalhamento NN .

F.6.2 Onda P

Defasagens ajustadas:

δ1,P,1 (ω) = 1992.727− 3774.991ω + 2682.298ω2 − 847.179203ω3 + 100.316207ω4,

(F.34)

δ3,P,0 (ω) = −2.196938 + 2.73697((1− exp[−(ω − 1.84376)/0.01611])1.17758)×
exp[−(ω − 1.84376)/0.55931], (F.35)

δ3,P,1 (ω) = −1.34464 + 2.56031 exp[−(ω − 1.4321)/0.32573] +

+2.56031 exp[−(ω − 1.4321)/0.33007], (F.36)

δ3,P,2 (ω) = −19679.81714 + 44006.08475ω − 36357.3577ω2 + 11232.4462ω3

+1435.90917ω4 − 1897.27921ω5 + 467.14906ω6 − 38.44806ω7. (F.37)

Gráficos:
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Figura F.14: Gráficos das defasagens de onda P para o espalhamento NN .

F.6.3 Onda D

Defasagens ajustadas:

δ1,D,2 (ω) = −79416.6831 + 19484.7716ω − 177685.8749ω2 + 60871.9257ω3

+9096.5973ω4 − 13396.5589ω5 + 3817.5819ω6 − 372.5589ω7, (F.38)

δ3,D,1 (ω) = 51383.5211− 116892.7245ω + 89283.036ω2 − 9263.4498ω3

−24833.0348ω4 + 15408.6021ω5 − 3755.7247ω6 + 343.724ω7, (F.39)

δ3,D,2 (ω) = −53145.2014 + 129641.9637ω − 119060.8609ω2 + 43320.916ω3

+3117.2286ω4 − 7495.7043ω5 + 2208.7647ω6 − 217.4704ω7, (F.40)

δ3,D,3 (ω) = −44261.827 + 107432.1624ω − 93338.8443ω2 + 24268.4340ω3

+13061.758ω4 − 10992.9672ω5 + 2928.417ω6 − 281.4561ω7. (F.41)



Apêndice F. Ajuste e Gráficos das Funções Defasagens 178

Gráficos:

Figura F.15: Gráficos das defasagens de onda D para o espalhamento NN .
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Paulo, 1996.

[37] J. O. Hirschfelder, C. F. Curtiss, R. B. Bird, Molecular Theory of Gases and

Liquids, John Wiley and Sons, New York, 1954.
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