Instituto de Fisica Teorica
Universidade Estadual Paulista

IFT

TESE DE DOUTORAMENTO IFT-T.008/07

Abordagem de Modelos Baseados em Agentes no Estudo de Séries

Temporais Financeiras

Antonio Fernando Crepaldi

Orientador

Gerson Francisco

Co-Orientador

Fernando Fagundes Ferreira

Setembro de 2007



Livros Gratis

http://www.livrosgratis.com.br

Milhares de livros gratis para download.



Dedicatoria

A minha doce Juliana



Agradecimentos

Ao prof. Dr. Gerson Francisco pela orientagao e pela amizade construida ao
longo desses anos.

Ao meu amigo e co-orientador, prof. Dr. Fernando Fagundes Ferreira, pela
grande e essencial contribuigao nesse trabalho.

A minha esposa, Ana Lucia, e a minha filha, Juliana, pela dedicacao que lhes
furtei.

Aos professores, Dra. Viviane M. de Oliveira, Dr. Paulo R. A. Campos e Dr.
Camilo Rodrigues Neto pela cooperagao em artigos publicados.

Aos amigos do grupo de pesquisa, Bira, Antonio Vitor, Marcio, Muruganandam,
Paulo, André e David por toda convivéncia proveitosa nesses anos.

Aos professores do Instituto de Fisica Tedrica (IFT) por partilharem seus conhe-
cimentos e experiéncias.

Aos funcionarios do IFT, pelo pronto atendimento as necessidades.

A Universidade Estuadual Paulista Julio de Mesquita Filho’ pelo ensino gratuito

e de qualidade.

11



Resumo

Na abordagem de modelos baseados em agentes, um sistema ¢é descrito como
uma colecao de entidades autonomas — os agentes — que tomam decisoes com base
em um conjunto de regras. No primeiro modelo investigado nessa tese os agentes
possuem diferentes crengas quanto ao preco fundamental dos ativos. Esse compor-
tamento torna o modelo mais robusto no que diz respeito a variacao de parametros e
condicoes iniciais para geracao de fatos estilizados em séries temporais de retornos.
Em seguida explorou-se com mais detalhes um conjunto de regularidades estatisticas
das séries temporais geradas pelos modelos multi-agentes. Além disso discuti-se a
possibilidade de calibracao desses modelos a partir de dados do mercado real. Final-
mente, investiga-se um modelo que apresenta quebra de sincronicidade nos tempos
de transacoes, permitindo que os agentes negociem em diferentes escalas de tempo.
Observa-se que, além desse modelo preservar as propriedades das versoes sincronas,

ele ainda exibe uma transicao de um regime monofractal para multifractal.

Palavras Chaves: modelos baseados em agentes, Jogo da Minoria, fatos estilizados

em mercados financeiros, multifractalidade.

Areas do conhecimento: 3080203-2; 1050704-3; 1030202-6.
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Abstract

In the agents based modeling approach a system is described as a collection of
autonomous entities - the agents that make decisions based on a set of rules. In the
first model investigated in this thesis the agents possess different beliefs regarding the
fundamental asset prices. This behavior makes the model more robust with respect
to the variation of parameters and initial conditions that generate the stylized facts
of returns time series. Next a set of statistical regularities from the time series
generated by multiple agents was explored in more detail. In addition it is discussed
the possibility of calibration of the model using real market data. Finally, a model
which presents synchronicity breaking in transaction time is investigated, which
allows agents to trade at different time scales. It is observed that this model not only
preserves the properties of the synchronous version but also exhibits the transition

from a monofractal to a multifractal regime.

Key Words: agent-based models, Minority Game, stylized facts in financial market,

multifractality.
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Capitulo 1

Introducao

Os gregos, nao se sabe muito bem se de maneira autéctone ou se na forma de
interferéncia com os povos do oriente, criaram a filosofia no século VI a.C.. Os
primeiros fisésofos dedicavam-se ao entendimento da natureza, trabalhando basica-
mente com o problema de definir quais os elementos que eram a esséncia da matéria
(terra, agua, fogo e ar). Esse foi o periodo cosmolédgico, em que a explicagdo dos
acontecimentos da natureza, que se dava por meio de mitos, cede lugar a uma ex-
plicacao racional sobre a ordem do mundo. O surgimento de Sécrates, no cenario da
filosofia, muda o problema-foco, da natureza para o Homem e a busca filoséfica torna-
se em entender a vida virtuosa. Esse periodo que vai de Sécrates até Aristételes é
denominado antropolédgico e os temas dominantes sao a ética, a politica e a teoria
do conhecimento. Aristételes, apesar de trabalhar sob a linha filoséfica socratica,
dedicou-se também a filosofia natural, trabalhando, as vezes, como bidlogo (o sis-
tema de classificacao dos seres vivos utilizado na biologia é uma li¢ao aristotélica),
as vezes, como fisico, mas principalmente utilizando sua capacidade para organizar a
filosofia e 0 pensamento ocidental. Muitas de suas idéias foram acolhidas pela Igreja
Catdlica que passou, a partir do século 111 d.C., a ser sua guardia e divulgadora (com
censura, claro). Na Idade Média, Aristoteles era considerado o Filésofo e inspirou

vérios tedlogos, entre eles, o doutor da Igreja Catélica, santo Tomés de Aquino [1].

No século XVII d.C., ocorre uma mudanca brusca na forma de pensar sobre
os problemas da natureza e nao mais a heranca da légica aristotélica serve como
refugio. Galileo Galilei e seus experimentos poem por terra dois mil anos de tradi¢ao
aristotélica. Assim, pode-se dizer que nasce a ciéncia moderna, como apresentado
no conceito de Karl Popper: A ciéncia é um conjunto de hipdteses que levam a
conclusoes passiveis de confrontagao empirica [2].

Esse edificio da ciéncia é construido nas bases sélidas do determinismo, da causa-

lidade e em termos da linguagem com que ¢ escrita, nas equagoes diferenciais.

O século XX é prédigo em teorias que irao modificar esses conceitos, enquanto



unica forma de se fazer ciéncia. Exemplos classicos sao a Mecanica Quantica, a
Teoria do Caos e as teorias sobre Sistemas Complexos.

A existéncia de problemas que apresentam muitos graus de liberdade, feedbacks
positivos e negativos, interacoes nao-lineares entre suas partes constitutivas nao
sao bem postos no formalismo de equacoes diferenciais. Além disso, essas carac-
teristicas tornam muito limitada a capacidade de previsibilidade sobre o problema.
Essas questoes estao presentes em varias areas da ciéncia, como fisica, computagao,
economia, biologia, etc., e é a teoria da complexidade que surge como uma nova
forma de abordé-los.

Complexidade é o tema mais abrangente no qual este trabalho se insere. Nao
existe uma definicao fechada sobre complexidade, contudo, um consenso sobre seu
significado, embora vago, ¢ o de sistema formado por varias partes que interagem de
maneira nao linear, de tal forma que o método analitico nao é suficiente para descre-
ver o sistema, ja que nao se pode separa-lo em elementos independentes. Algumas
propriedades genéricas lhe sao caracteristicas, como auto-organizacao e propriedades
emergentes.

A auto-organizacao refere-se ao processo em que a organizacao interna de um
sistema aumenta, sem ser guiada ou gerenciada por uma fonte externa. Ja as pro-
priedades emergentes referem-se as novas caracteristicas que o sistema apresenta que
sao impossiveis de predizer como um resultado geral de interagoes individuais [3, 5].
Exemplo desses comportamentos na fisica é a magnetizagao espontanea.

Em geral, sistemas complexos aparecem naturalmente no comportamento cere-
bral, na biologia, no funcionamento dos mercados, na economia, em problemas da
teoria de informacao, na computagao, etc.

A complexidade pode ser observada numa regiao intemedidria entre a ordem
total e a completa desordem [3, 4]. Uma analogia pode ser feita com a agua.
Esta substancia no estado solido representa a ordem total, é um sistema cristalino,
periédico. A dgua no estado gasoso (vapor d’agua) é nao previsivel e desordenada.
No estado liquido a 4dgua representaria a complexidade, moléculas unidas mas que
tém uma certa mobilidade [3].

Existem varias medidas que tentam captar a complexidade de um sistema. Al-
guns exemplos sao a complexidade computacional, medida informacional, tamanho
da descricao de entidades regulares em um conjunto, dentre outras. Mas parece nao
haver uma medida capaz de encontrar o conjunto de todas as regularidades de uma
entidade [4].

Uma categoria especial de sistemas complexos é aquele denominado Sistema
Complexo Adaptativo (SCA), que além das caracteristicas de complexidade, possui

a capacidade de mudar e aprender com a experiéncia, ou seja, as interacoes internas



entre os agentes e entre os agentes e o meio resultam em um processo em que
os agentes se adaptam ou aprendem [3, 5]. Diversos sistemas bioldgicos (evolugao
bioldgica, sistema imunolégico) e sociais (mercado financeiro, evolucao linguistica)
sao exemplos de SCA.

A dificuldade de utilizar a abordagem tradicional da ciéncia (equagoes diferen-
ciais, tratamento analitico) para entender o comportamento de sistemas complexos,
levou a busca de métodos alternativos para esse fim. Um tratamento promissor
para o desenvolvimento em dominios complexos ¢é a utilizagao de simulagao com-
putacional de sistemas compostos de agentes autonomos que interagem entre si. Os
chamados modelos baseados em agentes sao simulagoes que envolvem individuos
interagindo global ou localmente com outros membros da populacao. Os agentes
podem representar pessoas, organizacoes sociais ou células.

Esses modelos sao muito interessantes para simular SCA, uma vez que o modelo
computacional pode representar o meio ambiente, os agentes e as regras de interagao
interna e externa. Os agentes sao processos implementados no computador, que tém
autonomia (eles controlam suas préprias acoes), habilidade social (eles interagem
uns com os outros por meio de algum tipo de linguagem) e reatividade (eles podem
perceber o meio ambiente e responder a ele).

Uma das principais qualidades dos modelos baseados em agentes é desvendar
propriedades emergentes de um SCA e permitir observar as interagoes microscépicas
que levaram ao surgimento dessas propriedades.

Apesar de nao existir uma receita para construcao de modelos baseados em
agentes, algumas caracteristicas permeiam esses modelos, tais como: os agentes sao
projetados para lidar com informacoes do meio ou com aquelas obtidas da relagao
com outros agentes; os agentes executam regras a todo instante, sendo que estas sao
ingredientes fundamentais dessa técnica; ocorréncia do processo de aprendizagem
mediante a dinamica de interacao interna e externa.

Existe uma grande quantidade de formas de construgao dos modelos baseados em
agentes, porém ¢é dificil encontrar um modelo coerente que produza bons resultados.

Nos ultimos dez anos, tém-se uma contribuigao significativa dos fisicos na cons-
trucao de um tipo de modelo baseado em agentes que busca reproduzir em simulagao
computacional o comportamento do mercado financeiro. Esse modelo, denominado
Jogo da Minoria, se vale da lei econoémica da oferta e demanda [7]. Assim, na
forma mais simples do Jogo da Minoria, pode ser estabelecido um mapeamento
binério entre as acoes comprar=1 e vender=0. Os agentes decidem, com base em
estratégias, que acao tomar (0 ou 1). Ao final de uma rodada, apura-se um excesso
de oferta ou de demanda e, como na lei economica, se beneficiam aqueles que tomam

a acao contraria ao excesso apurado, portanto o grupo minoritario.



O Jogo da Minoria tem mostrado propriedades emergentes interessantes, entre
elas, a ocorréncia de transicao de fase, conforme se altera um determinado parametro
de controle.

Estudos mostram que o mercado financeiro possui comportamentos estatisticos
que independem do tipo de ativo negociado [26, 27]. Assim, o mercado de agoes,
cambio, commodities, indices e taxas tém comportamentos que podem ser estatis-
ticamente generalizados. Essas caracteristicas sao chamadas fatos estilizados [25].
Dentre eles, pode-se citar como os mais importantes: caudas gordas, auséncia de
autocorrelacao linear dos retornos, decaimento lento da autocorrelacao dos retornos
absolutos e a ocorréncia de agrupamentos de volatilidade (volatility clustering).

O objetivo principal deste trabalho é estudar os fatos estilizados em séries tem-
porais geradas por alguns tipos de modelos do Jogo da Minoria. Ja os objetivos
especificos sao: i) propor uma forma alternativa do Jogo da Minoria que se mostre
mais robusta em gerar os fatos estilizados (que nao seja muito dependente da reali-
zagao e de valores de parametros); ii) Utilizar alguns fatos estilizados do mercado
financeiro, mais especificamente, valores obtidos do indice S&P500, com a intencao
de verificar a possibilidade de calibracao de dois tipos de modelos do Jogo da Mi-
noria (modelo Grande Canénico e modelo de Pregos Fundamentais Heterogéneos);
iii) Criar um modelo com grupos de agentes, atuando no mercado de forma nao
sincronizada, buscando obter um resultado observado nos conjuntos de dados do
mercado real, a multifractalidade.

A distribui¢do dos assuntos nesta tese se faz da seguinte forma: no capitulo 2
desenvolve-se em pormenores o modelo do Jogo da Minoria; no capitulo 3 é feita
uma revisao de literatura das pesquisas em fatos estilizados no mercado financeiro;
o capitulo 4 traz uma nova proposta de modelagem do Jogo da Minoria, o modelo de
Pregos Fundamentais Heterogéneos (PFH); no capitulo 5 estuda-se o comportamento
de alguns fatos estilizados do indice S&P500 para fins de calibragao de modelos do
Jogo da Minoria e no ultimo capitulo propoe-se um modelo de Jogo da Minoria
contendo grupos de agentes que atuam de modo nao sincronizado e cujos resultados
apresentam multifractalidade, uma caracteristica nao observada em outros modelos,

mas presente nos dados do mercado financeiro.



Capitulo 2

Modelos Baseados em Agentes

2.1 O problema do bar El Farol

A racionalidade perfeita, logica e dedutiva adotada em modelos economicos foi
criticada por Arthur [6] no trabalho que se tornou um marco da modelagem baseada
em agentes. Na visao dele, os problemas tratados pelos modelos economicos sao
complicados demais, e expoe duas razoes para explicar porque a racionalidade dedu-
tiva falha nessas situacoes. Primeiro, a partir de um certo nivel de complexidade, a
utilizagao da racionaliade humana ¢é ineficaz, ou seja, a racionalidade humana é limi-
tada; segundo, situacoes de interacao entre agentes sao problemas mal-definidos. Um
agente nao pode confiar que os outros agentes em uma negociacao agirao utilizando
racionalidade perfeita e, portanto, seu comportameto sera baseado em hipdteses.
Pode-se observar que a segunda razao advém da primeira, ou seja, os outros agentes
nao agem com racionalidade perfeita porque esta nao compete ao problema a ser
tratado. Entao, é a caracteristica do problema que impede um tratamento légico
dedutivo.

Nesse ponto Arthur [6] pergunta ”Como os humanos raciocinam em situagoes
que sao complicadas ou mal-definidas?” A resposta ele encontra na psicologia mo-
derna. O ser humano tem uma capacidade dedutiva moderada e também utiliza
essa forma de raciocinio com uma freqiiéncia moderada. Porém, os seres humanos
tém facilidade de reconhecer padroes, e transformam os problemas complicados em
problemas mais simples adotando essa percepcao. Ou seja, quando nao se tem a
definicao completa do problema ou sua racionalidade total, usam-se modelos simples
baseados em hipoteses, que sao construcoes baseadas no reconhecimento de padroes,
resultando no tipo de raciocinio indutivo.

Para exemplificar o raciocinio indutivo Arthur [6] propde o problema do bar El
Farol (uma referéncia a um bar em Santa Fé, Estados Unidos, que uma vez por

semana apresenta musica Irlandesa ao vivo). Toma-se um conjunto de N pessoas,



que é fixado em N=100. Essas pessoas decidem, de forma independente, se irao ao
bar na noite em que hé apresentacao de musica ao vivo. A permanéncia ou visita
ao bar é considerada agradavel se ele nao estiver muito cheio, ou de maneira mais
especifica, tiver menos que 60 frequentadores dos 100 possiveis. Os frequentadores,
ou agentes do jogo, nao tém como saber antecipadamente quantas pessoas irao ao
bar. Cada agente decide ir ao bar se tiver uma expectativa de freqiiéncia menor que
60 pessoas, em caso contrario ele permanece em casa.

A tnica informacao disponivel, a todos os agentes, é o nimero de frequentadores
do bar nas d semanas anteriores.

Nao ha apenas um modelo que todos os agentes possam usar para prever o
nimero de frequentadores do bar e, entao, tomar uma decisao, o que representaria
uma solugao dedutiva. Ao contrario, existe um grande ntimero de modelos de expec-
tativas que cada agente pode utilizar e comparativamente,a priori, nao se consegue
estabelecer qual é melhor, ou seja, cada agente poderia expor a razao de sua expec-
tativa sem que se possa invalidar a argumentacao. Deste modo, o problema é dito
mal-definido, ja que nao existe uma solucao racional dedutiva, um modelo tnico
racional considerado correto [6].

Portanto, cada agente possuird um conjunto de f preditores, ou hipdteses for-
madas a partir da informacao das freqiiéncias observadas nas d semanas. Por exem-
plo, um dos f preditores, de um determinado agente, estabelece que nessa semana a
freqiiéncia ao bar serd a média geométrica das d/2 mais recentes semanas (sendo d
um numero par). Esses preditores sao inicialmente estabelecidos para cada agente,
de forma aleatoria, a partir de um grande conjunto de tipos diferentes de preditores.

Os agentes permanecem com os f preditores durante todo o jogo, porém, a cada
rodada é verificada a eficacia do preditor usado para tomada de decisao feita. Assim,
para escolher o preditor em certo periodo t, o agente observa aquele com melhor
desempenho.

A simulacao computacional do problema do bar El Farol, como descrito anterior-

mente, apresenta dois resultados significativos [6]:
1. A freqiiéncia média no bar, a cada semana, converge para 60 pessoas.

2. Entre os preditores que mais acertam, 40% fazem previsoes acima de 60 e 60%
abaixo de 60. Ou seja, o conjunto de preditores ativos (aqueles dentre os f que
sao realmente utilizados e portanto tém uma medida de precisao) parte-se em

uma razao média 40/60.

Esse resultado é robusto a mudancas nos elementos do conjunto de tipos de

preditores. Portanto, desde que o conjunto tenha um espectro abrangente, havera



convergéncia, no espago dos preditores, para uma configuragao 40/60. Isto implica
nao haver necessidade de que inicialmente o espago tenha a configuragao 40/60,
porém , de modo contrario, ndo se conseguira a configuracao 40/60 se o espectro de
preditores for muito restrito.

O sistema apresenta um processo de aprendizagem e adaptacao, pois a cada
rodada do jogo os agentes verificam a precisao do preditor usado naquele instante.

Apdés um tempo inicial de aprendizagem os preditores em uso sao mutuamente
coadaptados [6]. Essa idéia de adaptacao é evolucionista, no sentido darwiniano de
sobrevivéncia da espécie melhor adaptada ao meio. Isso nao significa que o sistema
seja evolucionario, o que implicaria em mutagoes nos preditores, o que nao ocorre,
pois eles sao mantidos fixos (f para cada agente) durante o tempo de simulagao.

Desse modo, pode-se comparar a evolucao temporal do sistema a um processo
natural, ecolégico, em que um conjunto consistente de hipéteses ou preditores ativos

(espécies) funcionam bem com cada outro, sob algum critério (meio ambiente).

2.2 O Jogo da Minoria

A simulacao do problema do bar El Farol ja contém uma grande parte das regras
de elaboracao do Jogo da Minoria. Mas falta a caracteristica principal desse tipo de
jogo, que é estabelecer um grupo minoritério a cada jogada (no caso do bar El Farol
um grupo representando 59% da populacao é considerado vencedor, pois visita o bar
e consegue aproveitar a noite) e instituir que os agentes pertencentes a este grupo
sejam os vencedores ou logrem lucro. Uma espécie de reproducao computacional
da lei da oferta e da demanda. Assim, quando dentre um conjunto de negociantes
de determinado ativo, a minoria é ofertante, o preco sobe, beneficiando o lado da
oferta. No caso contrario a minoria é demandante e o preco cai, beneficiando esse
grupo.

Challet e Zhang em [7] propoem o modelo do Jogo da Minoria. Uma simulagao
bindria (0 e 1) que busca mimetizar a dindmica de um mercado de ativos. Dada uma
populagao de N (impar) agentes ou jogadores, cada um possuindo um conjunto de
S estratégias (de certa forma equivalente aos preditores descritos na segao anterior),
deverao decidir, a cada jogada, e de forma independente, fazer parte de um grupo
A ou B. Caso o grupo escolhido pelo jogador seja o grupo minoritario, ele fard
parte dos vencedores naquela etapa e receberd um ponto. Assim, se A for o grupo
minoritario a informacao disponibilizada é o nimero 1, caso contrario, a informacao
serd o nimero 0. Portanto, no decorrer do jogo tem-se uma seqiiéncia de bits (0 e
1) informando qual o grupo minoritario em cada etapa.

O jogador tem uma memoria limitada a respeito da seqiiéncia de bits. Ele



consegue reter os ultimos m bits da seqiiéncia e toma sua decisao com base nessa
informacgao. O conjunto de estratégias é fixado para cada jogador no inicio do jogo.
Uma dada estratégia é uma estrutura com as possiveis combinagoes dos bits (0 e 1)
em uma seqiiéncia de tamanho m, como dado de entrada, e um bit, como dado de
saida, representando a acao a ser tomada. Um exemplo de estratégia para m=3 ¢

apresentado na tabela 2.1.

Tabela 2.1: Possivel estratégia para um sinal de tamanho m=3.

sinal
000
001
010
011
100
101
110
111

o
L)

N

@}

O R O Rk = O O =

Assim, um jogador que tenha como estratégia a tabela 2.1 e observa que a in-
formacao vigente (histérico do jogo), é, por exemplo, 010, tomara a acao 0, ou seja,
pertencer ao grupo B.

Existem 2™ modos possiveis de configura¢io da informagao (dados de entrada)
para uma determinada estratégia e como cada uma dessas configuracoes pode apre-
sentar duas agoes diferentes, verifica-se que o nimero de possiveis estratégias ¢ igual
a 22", O espaco das estratégias cresce rapidamente com o aumento de m. Para
m=2,3,4 o nimero de estratégias possiveis é 16, 256, 65.536. As S estratégias que
competem a cada jogador sao escolhidas aleatériamente e serao mantidas fixas ao
longo do jogo.

Pode-se analisar o jogo sob a 6tica de dois extremos. O primeiro, em que apenas
um jogador decide ficar de um lado, por exemplo no grupo A, e todos os outros no
grupo oposto, B. Nesse caso, apenas um jogador recebera pontuacao. O segundo,

% jogadores decidem por um grupo e os restantes (N27+1)

(N-1)
2

Tomando o ganho total como uma medida de desempenho social, nota-se que a

em que por outro grupo.

Portanto, jogadores receberao pontos por pertencerem ao grupo minoritario.

ocorréncia do segundo caso é preferivel e o resultado do jogo flutuara entre esses

extremos.



Para iniciar a simulagao um conjunto de m bits é gerado, e também ¢ sorteada,
para cada jogador, uma dentre suas S estratégias, a fim de que tomem suas decisoes
(0 ou 1). A cada jogada, todas as S estratégias, de cada jogador, sdo avaliadas
como vencedoras ou nao, baseado nos m bits passados e no resultado minoritario
da jogada atual. Essa pontuagao é feita mesmo para as estratégias que nao foram
utilizadas na jogada, portanto é uma pontuagao virtual. Assim, ao longo do jogo as
estratégias vao acumulando pontos na medida de sua precisdo (o jogador pertencer
ao grupo minoritario), como se fossem usadas em todas as jogadas. Porém, somente
a estratégia que até aquele instante tenha acumulado o maior nimero de pontos
virtuais sera a tomadora de decisao.

O jogo apresenta uma simetria entre os grupos A e B [7]. A figura 2.1 mostra
um histograma do nimero de agentes pertencentes ao grupo A, ou seja, a freqtiéncia
com que um determinado tamanho de grupo A ocorre. O histograma de B é o
reflexo no espelho da figura 2.1, a freqiiéncia do nimero de agentes no grupo A, por

exemplo n(A)=601, é a mesma que n(B)=400.
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Figura 2.1: Histograma da freqiiéncia do grupo A (N=1001, m=8, S=5). Fonte [7], p.
412.

O histograma da figura 2.1 mudara de configuracao, tornando-se mais concen-
trado em torno de 500 na medida em que aumenta-se a memoria, m, para um dado

conjunto N, S. A figura 2.2 apresenta o nimero de agentes presentes no grupo A

N

em funcao do tempo. Verifica-se a ocorréncia de uma flutuagao em torno de 3



agentes. Porém, essa flutuacao é menor quando aumenta-se a memoria m. Uma

N
2

Quando A tem valor um pouco menor que

representa uma melhor distribuicao de recursos.

%, significa que um grande nimero de
agentes compoem a minoria. No caso em que A tem valor um pouco acima de %,

flutuagao menor em torno de

é o grupo B que representa uma minoria expressiva. Entao, uma grande flutuagao
representa um desperdicio, uma vez que muitos agentes poderiam tomar parte no
grupo minoritario, e ganhar pontos, sem prejuizo para os que ja pertenciam aquele

grupo.
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Figura 2.2: Freqiiéncia do grupo A em fungao do tempo, para uma populagao de 1001

jogadores e memdria de tamanhos (a) 6, (b) 8. Fonte [7], p. 410.

Tem-se uma série temporal do nimero de agentes que escolhem o grupo A. O
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desvio padrao, o, da série é uma medida da eficiéncia do sistema na distribuicao de
recursos [8]. Quanto menor o, mais amplo é o grupo minoritério.

O comportamento de o apresenta propriedades muito interessantes, conforme
varia-se m [8]. Se o fosse calculado para a série descrita anteriormente, porém, com
os agentes tomando decisoes de forma aleatéria, o resultado seria uma distribuicao de
probabilidade do tipo Binomial, onde o = /N.p.(1 — p) = 5, sendo p a probabilidade
de um agente pertencer ao grupo A. Na figura 2.3 tem-se o valor de ¢ em fungao
de m, com N = 101 e S = 2. Para um dado m, tem-se um conjunto de pontos

representando 32 realizagoes, independentes, do jogo.
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Figura 2.3: o como funcao de m para N = 101 e s = 2, mostrando 32 realizagoes

independentes, com 10.000 unidades de tempo para cada valor de m. O valor de o para
cada realizacao é denotado por um ponto. A linha pontilhada horizontal representa o valor

de o para uma realizagdo com comportamento aleatério. Fonte [8], p. 2204.

Analisando a figura 2.3 pode-se destacar:

1. Para m pequeno o valor médio de o é bem maior que o desvio padrao do jogo
com escolha aleatéria ( ¢ = 5, linha pontilhada no grafico). Existe também,

nesse caso, para o mesmo m, uma grande dispersao dos valores de o.

2. Para m=6 o valor médio de ¢ atinge um ponto de minimo, e esse valor ¢ menor

que aquele calculado para o jogo com escolha aleatéria.
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3. Para valores de m> 6, o valor médio de o volta a crescer e para m grande,
o — 5. Observa-se também, para um mesmo m, uma queda acentuada na

dispersao dos valores de o.

Portanto, pode-se distinguir dois tipos de comportamento do sistema, um supe-
rior e outro inferior ao valor critico m., que neste caso é igual a 6. E melhor com-
preender a dinamica nessas duas regioes diferentes analisando a informacao contida
na série temporal, G, formada pela seqiiéncia de 0’s e 1’s correspondentes aos grupos
minoritdrios. Para estudar essa série toma-se a probabilidade condicional P(1|uy),
que ¢é a probabilidade de se encontrar o nimero 1 na seqiiéncia de um determinado
vetor 1, de k elementos [3]. Se, por exemplo, k=2, ;1 é uma das 2¥ = 22 = 4 com-
binagoes possiveis de 0’s e 1’s. Portanto, seguindo esse exemplo, poderia se pensar
na P(1]01), que é a probabilidade de se ter o valor 1 dada a ocorréncia do vetor 01,
observada em toda a série G. E bom lembrar que os agentes obtém informacao da
série G, em pedacos de tamanho m, pois a acao, prevista em determinada estratégia,
¢ tomada com base em um vetor desse tamanho.

Simulando um jogo com N = 101, m = 4 ¢ S = 2, tem-se a probabilidade
condicional P(1|uy) como mostrado na figura 2.4. Em (a) k=4, e portanto tem-se
2F = 2% = 16 tipos diferentes de u. Verifica-se, entdo, que para m=k, P(1|u) = %,
ou seja, nessas condicoes o jogador nao consegue obter informacgoes de G, pois é
indiferente aos valores de p que ele observa, uma vez que todos apresentam a mesma
possibilidade de, na préxima jogada, ser seguido pelo grupo representado por 1. Mas
G nao é uma série gerada de forma aleatéria, e como se pode observar em (b), quando

k=5, tem-se 2F = 25 = 32 tipos diferentes de p, e alguns deles apresentam P(1|u)
1
2
nao esta disponivel aos jogadores. No caso (a) diz-se que o mercado é eficiente ja

bem superiores a s e outros bem inferiores. Entretanto, como k>m essa informacao

que nenhuma estratégia com m< 4 pode obter sucesso maior que 50% [8].
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Figura 2.4: (a) Histograma da probabilidade condicional P(1 | p) com k = 4 para uma
série com m = 4. Os valores bindrios de u estao representados na base 10. (b) Histograma
da probabilidade condicional P(1 | u) com k = 5 para uma série com m = 4. Fonte [§],
p. 2204.
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Repetindo essa analise, porém adotando agora k=m,.=6, em um jogo com os
mesmos parametros, N=101 e S=2, observa-se pela figura 2.5 que diferentemente
do que aconteceu na figura 2.4 (a), quando k=m, o histograma nao é mais uniforme,
agora a informacao é acessivel ao jogador e no sentido descrito anteriormente o

mercado nao é eficiente.
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Figura 2.5: Histograma da probabilidade condicional P(1 | ui) com k = 6 para uma
jogada com m = 6. Os valores bindrios de p estao representados na base 10. Fonte [§],
p.2205.

Construindo-se gréaficos de o como fungao de m para vérios valores de N verifica-
se que a forma geral da figura 2.3 se mantém, mas o valor de m,. é proporcional a In N
e os valores de o e da sua dispersao, Ao, tém comportamentos diferentes conforme
a regiao. Para m< m,, o e Ao sao proporcionais a N, e para m> m,, 0 e Ao sao
proporcionais a v/N [8].

Usando argumentos semelhantes aos da teoria de campo médio, obtém-se em
primeira aproximacao que %2 ¢é fungao apenas de % = 2 [8]. Isso pode ser observado
na figura 2.6, construida utilizando S = 2 e véarios valores de N e m, em uma escala
log-log. Interessante notar que os pontos caracterizam o desenho de uma curva com
o mesmo aspecto daquela imaginada para interpolar os valores médios de o (para
um dado m) na figura 2.3, e que possui ponto de minimo z. = % separando as
duas regioes em que o sitema tem comportamentos diferentes. Caso z seja fixado

2 ’ s .
em um certo valor k, e como % s6 depende de z, deduz-se que o é proporcional a

v N para um dado z, independente de z ser maior ou menor que z..
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Figura 2.6: 02/N como fungdo de z = 2™ /N para vérios valores de N, em uma escala
log-log. Fonte [8], p. 2205.

As duas regides em que o sistema apresenta comportamentos diferentes sao re-
sultantes da competicao entre dois efeitos [§8]. O primeiro é a existéncia de uma
dinamica peridédica que produz uma forte correlagao positiva entre a ocorréncia de
um determinado vetor de tamanho p na série G e a agao que o agente tomara a partir
dessa informagao. Para pequenos valores de pu, ocorréncias impares desse vetor em
G(1%,3%, ...,vez que p aparece em G) resultam em um subsequente grupo minoritério
formado por um nimero de participantes préximo a IN/2, enquanto ocorréncias pares
(2%,4%,...,vez que p aparece em G) resultam em grupos minoritdrios menores [9].

Essa inversao ciclica de comportamento pode ser entendida a partir da atuali-
zacao da pontuacao das estratégias e da quantidade de estratégias semelhantes.
Quando m ¢ relativamente pequeno, existe uma probabilidade razoavel de que um
agente tenha duas estratégias bastante semelhantes. Inicialmente faz-se necessario
estabelecer os parametros do jogo: a memoria m = 2; cada jogador tem apenas 2
estratégias e para um grupo deles, denominado (), essas duas estratégias diferem
apenas no caso do vetor p = 01; finalmente, no caso do grupo (2, supoe-se que para
s=1 a agao prescrita para a ocorréncia em G do vetor 01 seja 1 (comprar), enquanto
para s=2 seja 0 (vender). E como é caracteristica do grupo as agoes correspondentes

aos demais p sdo iguais em s=1 e em s=2 [9]. Quando a 12 jogada ocorre, a
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escolha das estratégias para todos os jogadores é aleatéria e portanto é de se esperar
que o grupo da minoria se estabeleca préximo de N/2. Considerando que o grupo
minoritario seja aquele que tomou a agdo 1 (comprar), a estratégia correspondente
tera sua pontuacao atualizada recebendo um ponto. O jogo continua e na proxima
vez que o vetor 01 ocorrer (ocorréncia par) as estratégias do grupo € diferirdao apenas
por um ponto, ou seja, todos tomarao a decisdo 1 (comprar), novamente, e quanto
maior for esse grupo de jogadores maior serd o conjunto de agentes tomando a
decisao de compra. Portanto, a minoria sera estabelecida pela acao contraria, ou
seja, 0 (vender). Na ocorréncia par do vetor 01 o grupo minoritario serd menor
do que aquele estabelecido na 12 vez que o 01 apareceu em G. Na terceira vez que
o vetor 01 ocorrer em G, novamente a minoria se estabelecerd em torno de N/2,
pois as duas estratégias do grupo €2 terao a mesma pontuacao e sera indiferente
a escolha de s=1 ou s=2, como no inicio do jogo. Esse processo continua por
todo o periodo do jogo. A dinamica de inversao ciclica produz respostas opostas na
seqiiéncia de gupos minoritdrios. Assim, P(1|ug<n) terd valor préximo a 0,5 para
todo m suficientemente pequeno.

O segundo efeito é a coordenacao que surge entre as respostas dos agentes,
fazendo com que o fique abaixo do valor do desvio padrao calculado para um jogo de

escolhas aleatérias. A regiao de maior coordenagao, e portanto menor o, é quando
2m

N
dindmica periddica (primeiro efeito) se sobrepoe a coordenacao na agao dos agentes

= ¢ da ordem de 1. Verifica-se, portanto, que para z suficientemente pequeno a
(segundo efeito). Préximo a z. a dinamica periddica desaparece, sobressaindo o efeito
de coordenacao. Esse efeito desaparecera, na medida em que z se torne suficiente-
mente maior que z., € 0 jogo convergira para um comportamento do tipo random
walk. O desaparecimento do segundo efeito pode ser entendido de forma qualitativa.
Cada estratégia escolhida por um agente tem 2™ linhas, cada uma delas indicando
uma certa agao a tomar, conforme o tipo de u. Entao, o ranking de estratégias
para cada agente deve coordenar as acoes dos agentes para 2" vetores diferentes.
Com o aumento de m para um dado N, torna-se mais dificil ter uma estratégia em
que as agoes propostas para os diversos p sejam consistentemente vitoriosas. Essa
dificuldade de coordenagao, leva o jogo a apresentar um comportamento que tende

aquele apresentado por sistemas com escolhas aleatérias.

2.3 Interpretacao geométrica

E interessante analisar a estrutura de cooperacao do Jogo da Minoria a partir de
uma abordagem geométrica.

O espaco de estratégias pode ser representado em um hipercubo Booleano de di-
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mensao 2™, cujos pontos contém as 22" distintas estratégias do Jogo da Minoria [10].
Tomando nesse hipercubo duas estratégias vizinhas, que difiram suas prescricoes de
acao para apenas um determinado p, ou seja, as estratégias sao diferentes em 1
bit apenas, diz-se que a distancia de Hamming entre elas é unitaria. Esse tipo de
medida de distancia conta o nimero de bits diferentes entre duas estratégias.
Tomando s e t como estratégias pertencentes ao hipercubo H,,, a distancia de

Hamming pode ser escrita como [11]:

D, (s,t) = ; | s(i) —t(i) | . (2.1)

Se a distancia for normalizada, tém-se d,,(s,t) = Dy, (s,t)/2™.
Uma outra maneira de escrever a distancia de Hamming ¢ a partir dos agentes.
Tomando dois agentes i e j [17]:
— (a;—ay)? 1 1
d@j = fj = 5 — §aiaj (22)

O traco sobrescrito representa uma média da variavel em relacao a p e a letra a

representa a agao tomada pelo agente.

Pequenas distancias de Hamming significam a existéncia de estratégias altamente
correlacionadas e jogadores que as possuam tendem a obter a mesma decisao. Por
outro lado, se duas estratégias sao descorrelacionadas, as decisoes serao coincidentes
com probabilidade 1/2. Em termos de distancia de Hamming isso significaria 1/2
2m = 2m=1 34 que 2™ é a distancia de Hamming mdxima.

Uma medida do grau de diversidade (ou independéncia), existente em um con-
junto de estratégias, é dado pela contagem das suas estratégias descorrelacionadas
[10]. Assim, é interessante proceder essa contagem a partir do hipercubo Booleano.
Existe dentre as estratégias, um subconjunto A, de 2™ pares de pontos em que,
para cada par, a distancia de Hamming é méaxima, ou seja, esses pares sao anti-
correlacionados, dado que as duas estratégias de um par apresentam agoes opostas
para um mesmo p. Mais ainda, a distancia entre qualquer das estratégias de A
com uma outra estratégia que nao seja a sua antipoda, sera da metade da distancia

2m=1 portanto mutualmente independentes.

maxima de Hamming, ou seja,
E necessério observar que é possivel formar subconjuntos que tenham estratégias
anti-correlacionadas, porém as outras distancias medidas nesse grupo nao serao des-
correlacionadas.
Existe uma forma de construcao que permite obter os elementos que compoem
o subconjunto A. Toma-se inicialmente as possiveis estratégias para o caso m=1,

conforme figura 2.7.
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Figura 2.7: As quatro possiveis estratégias para m=1.

Pode-se observar que cada estratégia contém um vetor (2% coluna) cujas compo-
nentes sao as agoes. Cada um desses vetores irao gerar dois novos, que possuirao
o dobro do tamanho do vetor original. Os novos vetores surgem da concatenagao
(®) do vetor original, ora com ele préprio, ora com o seu antipoda. Na figura 2.8 é
mostrado o resultado da aplicacao dessa dinamica no vetor acao que esta represen-
tado na estratégia (a) da figura 2.7. Assim observa-se que [0, 0] ® [0,0] = [0, 0, 0, 0],
(vetor acao da estratégia (e)) e que [0,0]®[1, 1] = [0, 0, 1, 1] (vetor agao da estratégia
(f)), ambas da figura 2.8.

(e) (f)

0 0|0 0 0|0
0 1(0 0 1,0
1 0|0 1 0|1
1 1|0 1 1|1

Figura 2.8: As duas novas estratégias criadas a partir do vetor agao [0,0], com m=2.

Portanto, de forma geral, o subconjunto A, que contém 21 elementos, é

construido de forma recorrente utilizando as operagoes:

V0O @ vE) — v,
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17452 ®QVE = V(Q*j);

Em que V; = 1 — Vj e j representa a ordem 2™, ou seja, no exemplo dado, os
vetores de ordem 4 foram obtidos daqueles de ordem 2. E assim por diante sao
construidos os de ordem mais alta.

O numero de pontos do subconjunto A, Ny = 2™+l representa um espaco re-
duzido de estratégias, que desempenha um importante papel no modelo do Jogo da

Minoria. A idéia é comparar Ny com o nimero de estratégias na populagao N S[10]:

1. NS > Ny(regiao saturada) - Os jogadores tém a disposigao estratégias posi-
tivamente correlacionadas para utilizar. O efeito de manada (muitos agentes
fazendo a mesma coisa) é inevitdvel a despeito da adaptabilidade dos jogadores
e resultara em flutuagoes maiores que aquelas geradas por um processo do tipo

caminho aleatdrio.

2. NS ~ Ny(regiao critica ou de cooperacao) - As estratégias utilizadas pelos
N jogadores sao bastante independentes e uma pequena parte que esta anti-

correlacionada possibilita a obtencao de decisoes opostas.

3. NS < Ny(regiao aleatoéria) - A anti-correlagao esta fortemente presente e os

jogadores parecem utilizar estratégias aleatorias.

Tomando S = 2 como feito em [8], o caso (2) representard o ponto de minimo
da curva de o/N versus z (figura 2.6), pois na regiao de cooperagao Ny/SN =
2. ~ 1. De forma geral z = Ny/SN e os resultados obtidos por Savit et al. em [§]
podem ser explicados pela interpretagao geométrica de Zhang [10], conforme exposto

anteriormente de (1) a (3).

2.4 Simplificacoes na dinamica do Jogo da Minoria

Algumas simplificagoes feitas no Jogo da Minoria possibilitaram traté-lo de forma
analitica sem perder a riqueza de sua dindmica [12]. Essas simplificagdes sao: ir-
relevancia da memoria [14], dinamica linear de pontuagao das estratégias [15, 13] e
formulagao analitica da distribui¢do de probabilidade da escolha de estratégias [15].

No modelo descrito até o momento, m é colocado como o tamanho da memoria,
no sentido que os agentes observam ou ”lembram” do resultado dos m tultimos
grupos vencedores, ou seja, com base em um vetor de tamanho m, em que hé uma
seqiiéncia historica de 0 e 1, os agentes tomam suas decisoes.

Porém, Cavagna [14] mostra que m nao tem um carater de memoria, mas é ape-

nas uma caracteristica geométrica do modelo que delimita o espaco de estratégias.
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Em vez de guardar em um vetor os 0’s e 1’s representando os m tultimos grupos mi-
noritarios, Cavagna faz uma modificagao no modelo: em cada tempo t, o vetor que
servira como parametro para que os agentes tomem suas decisoes sera inventado, ou
seja, o vetor é criado aleatoriamente em cada tempo t.

Verifica-se, entao, que as propriedades do Jogo da Minoria sao preservadas, como
por exemplo, a existéncia de um ¢ minimo inferior aquele que ocorreria caso o jogo
fosse aleatorio, o formato da curva o versus m apresentado pelo Jogo da Minoria
original e também o formato da curva onde se estabelece z.. No texto, daqui por
diante, havera uma mudanca de nomenclatura, de z para «, pois representa a forma
consagrada na literatura. Assim assume-se z. = ..

O ponto crucial é que todos os agentes devem possuir a mesma informacgao a
cada tempo t. Portanto, o agente nao precisa ter uma memoria de um tempo real
histérico, mas uma mesma informagao, nao importando se ela é verdadeira ou falsa.
Nesse sentido a memoria dos agentes é irrelevante. Nao existe a necessidade de
explicitar um tempo passado para obter-se as caracteristicas relevantes que surgem
no Jogo da Minoria.

Inicialmente, no Jogo da Minoria, era atribuido em cada rodada 1 (um) ponto
as estratégias vencedoras, ou seja, aquelas que levariam o jogador a fazer parte
do grupo da minoria. Somava-se o numero de jogadores que tinham tomado uma
determinada decisao, por exemplo vender. Comparava-se o tamanho desse grupo
com N/2, caso ele tivesse tamanho menor seria o grupo vencedor. Depois, para cada
agente e estratégia, atualizava-se a pontuacao, verificando se a acao levaria ou nao
o agente a pertencer ao grupo minoritario. A simplificacao foi adotar uma dinamica
linear para a pontuagao [12, 13, 15]:

u(t) A(t)

ist 1: ist_i377 2
Uil +1) = Uia(t) — a0 20 (2.

S) ¢ a agao tomada

pelo agente i com base na estratégia s, dado o sinal p e A(t) = XN, aﬁiti)(t).

onde U; s representa a atualizacao de pontos das estratégias, aZ

Entao a estratégia s é recompensada (U; s(t + 1) > U, 5) quando prediz correta-
u(t)

mente o sinal da minoria, isto é, se a; ., = —signA(t) e penalizada no caso contrario.
No Jogo da Minoria original, a estratégia s;(t) que cada agente i utiliza no tempo

t é aquela que possui a mais alta pontuagao [12]:

si(t) = arg maxs U, 4(t). (2.4)

Isso introduz uma descontinuidade matemédtica dificil de lidar analiticamente
[12]. Mas Cavagna et al. em [15] sugeriram superar essa dificuldade utilizando um

modelo probabilistico de escolha das estratégias:
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eF Ui’s(t)

- Zs/ €F U,L"S/(t)’

onde I' > 0 é uma constante. A equagao (2.5) é a distribui¢ao de Gibbs e I' aparece

Prob[s;(t) = s] (2.5)

como uma ”inversa da temperatura individual” [12].

A equagao (2.5) pode ser reescrita como:

1

Problsi(t) = s = 1 IPEACROE O (2:6)
e no caso de apenas duas estratégias s e s,
1
PTOb[Sz‘(t) = S] = W, (27)

sendo AU = U, 4(t) — U, «(t).

Tomando I"' — oo na equagao (2.7) verificam-se os seguintes resultados:

1. AU >0 — Prob[s;(t) = s] =1,
2. AU < 0 — Prob[s;(t) = s] =0,
3. AU =0 — Prob[s;(t) = s] = 1/2,

o que retoma o Jogo da Minoria tradicional.

Resumindo, a dinamica do Jogo da Minoria simplificado é descrito pelas equagoes

[12]:
o Uis(t)
Prob[s;(t) = s] = SO (escolha das estratégias) (2.8)
s/ 6 1,8
1
Problu(t) =v| = 5 V= 1,...,P (distribui¢do de probabilidade de ), (2.9)
onde P = 2™. N
A(t) = Zagg)(t) (mercado agregado) (2.10)
i=1
Alt
Us(t+1) =U;4(t) — a”(t)ﬁ (aprendizagem) (2.11)

2,8
* N
Challet e Marsili em [13] mostram que o Jogo da Minoria pode ser descrito como
um sistema de spin e, como « = P/N varia, ele estd submetido a uma dinamica de
transicao de fase com quebra de simetria. A simetria quebrada corresponde a uma

alteracao na equivaléncia entre duas agoes:
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1. Fase simétrica (o < ) - ambas as agdes (comprar e vender) sao tomadas pela

minoria com a mesma freqiiéncia.

2. Fase assimétrica (o > a,) - em cada um dos P estados possiveis, a minoria

toma mais frequentemente uma acao que outra.

Enquanto para a < a. todos os agentes usam todas as suas estratégias, para
a > a. uma finita fracado ¢ dos jogadores acaba usando somente uma estratégia, o
que no formalismo de spin é andlogo & uma magnetizacao espontéanea [13].

Vérios estudos numéricos mostram que variando o nimero S de estratégias, o
comportamento do Jogo da minoria permanece qualitativamente o mesmo, porém o
efeito de cooperagao se manifesta mais fortemente no caso de S = 2 [12]. Pensando
nisso e na equivaléncia com um sistema de spin, introduziu-se uma conveniente
notagao para um Jogo da Minoria com duas estratégias, a estratégia 1 nominada

como +1 e a estratégia 2 como —1 [13]:

W = et T S e " (2.12)

Deste modo cada estratégia para o agente i pode ser escrita como afjm = wi'+s;&!
com s; = +£1. Supondo agoes iguais para estratégias diferentes, ou seja, para s; =
+1,a" ; = a” ;ovalor dew # 0 e { = 0. Portanto se w # 0, entao £ = 0 e vice-versa.

O resultado agregado do mercado, no tempo t, sera escrito nas novas varidaveis

CcOomao:

N N N
Ap=>ak, =" 4+ > ;¢ onde QM =D wi. (2.13)
i=1 =1

i=1

Nesta dinamica a diferenca entre as atualizagoes das duas estratégias é o resul-

tado mais importante, tanto que cada agente pode ser descrito em termos da varidvel
[12]:

Upi(t) —U_4i(t)

Yi(t) =T ; (2.14)
A distribuigao de probabilidade dos s;(t) torna-se:
Probjs;(t) = +1] H”a;mY(t) (2.15)
E para finalizar o modelo, descreve-se a dinamica de Y;(t)
Vit +1) = Vit) — €A (2.16)

Para verificar como obter (2.15) e (2.16), consulte o apéndice A.
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2 como discutido

Uma medida importante no Jogo da Minoria é a variancia o
anteriormente. A simplificagdo proposta por Cavagna em [14] informa que Prob(u, =
u) = 1/P. Aplicar esse conceito e sabendo que 0% = (A?), onde A é descrito na

nova notagao proposta por Challet e Marsili em [13], resulta em:

1 P N N
ot S 2 Y b (si) + D i (i) (2.17)
p=1 i=1 ij=1

onde (arg.) significa tormar uma média temporal do argumento e

P P
he= 5 O = S e (2.18)
p=1 p=1
O termo h; mede a diferenga que existe na correlagao de cada uma das estratégias
com {2*, enquanto o termo de acoplamento J;; considerada a interacao entre os
agentes, assim como a interacao prépria (J;;). O calculo detalhado de (2.17) pode
ser visto no apéndice B.

Ap6s ter redefinido o modelo do Jogo da Minoria em termos das varidveis w!’ ®

e
&t ) Challet e Marsili [13] propdem a explicac¢do que é a chave para o comportamento
do modelo. Segundo eles para cada p existem agentes que sempre tomam a mesma
decisao. Isso acontece pela contribuicao de Q* em A, ja que Q" é a soma de todos
os agentes cujas estratégias, dado um certo pu, sao indiferentes para a tomada de
decisdo, pois preconizam a mesma acao a ser tomada. Isso produz um viés em A
sempre que p; = p. Para medir esse viés é definido o parametro de ordem que

identifica a transicao de fase do modelo [13, 16]:

H=133 (A u = (A7 (219)

p=1

onde (A | u) é a média condicional de A dado que p; = p. A barra sobrescrita em
1 P

(A)? é uma simplificacio para a média em P, ou seja, substitui o termo B 21

A varidvel H é chamada de previsibilidade [22] e mede a presenca de informacao
ou arbitragem no sinal de A [13]. O comportamento de H em fun¢ao de a é dado
na figura 2.9.

Observa-se, basicamente, que H = 0 para a < a. ¢ H > 0 para a > a.. Nesse
ultimo caso um agente pode detectar ou explorar a informagao existente, caso uma
de suas estratégias for mais correlacionada com (A | p) que as outras.

Challet et al. [13, 12] notaram que se v; = (Y;(t + 1) — Y;(¢)) # 0, entdo
(Y;) ~ v; t cresce linearmente no tempo, e o spin dos agentes tera sempre o mesmo

valor s; = signv;. Os agentes que se comportam dessa maneira foram denominados
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Figura 2.9: Acima: 0?/N vs a = P/N para P = 2™ com m = 5,6 e 7. Abaixo: H e ¢
versus « para o mesmo sistema de tamanho P. A linha vertical pontilhada corresponde a
a = 0,34 ~ a.. Fonte [13], p. R6272.

agentes congelados, uma vez que o spin é fixo [13]. A partir da equagao (2.16)

conforme apéndice C pode-se escrever v; como:

N N
vi=—hi =) Jijls;) = —Q& — Y &&my (2.20)
j=1 J=1

onde m; = (s;) é a magnetizacao. Se v; # 0, o que implica que (Y;) diverge para

t — 00, tem-se:

PR N -
Q&+ &Em,

j=1

m; = signv; = — sign =+1. (2.21)

De outro modo, o agente i nao esta congelado, considerando um tempo muito

grande, se (Y;) for finito, o que requer que v; = 0, isto é:

N
0=—v; =Q&+ > &&my (2.22)
j=1

Se todos os agentes, a nao ser i, fazem suas escolhas aleatoriamente, isto é,
m; = (s;) = 0 para j # i entao v; = —h; — J;; m;. Se v; # 0, entao, m; = signv; =
—sign(h; — J;;m;). Essa equac@o tem solucao se | h; |> J;; [13], e nesse caso o
agente i é congelado, pois a correlagao das suas estratégias com 2* é maior que o

termo de auto-interacao.
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Ao tomar-se a derivada da previsibilidade em relacao a magnetizagao, conforme

apendice D, obtém-se:

OH

om;

= —2u; (2.23)

Portanto, se v; = 0 em (2.23), g—ﬁi = 0, o agente i nao esta congelado e m; toma
valores no intervalo (—1,1). No caso contrario, v; # 0, g—i = —2v; e a magnetizacao
do agente i é m; = signv; = +1.

Por fim é interessante estabelecer a relacdo que existe entre a variancia o2 e a

previsibilidade, H:

o =H+ i?(l —m?). (2.24)
=1

A demonstracao de (2.24) pode ser obtida no apéndice E.

2.5 O modelo Grande Canodnico

A eficiéncia de mercado é uma hipdtese fundamental na ciéncia econéomica. Uma
versao fraca dessa hipotese afirma que, usando apenas o preco do passado, nao se
consegue predizer o seu movimento futuro [20]. Supondo que o prego seja previsivel,
esta oportunidade desaparecerda em um mercado competitivo e eficiente. Isso pode
ser visto da forma a seguir. Admita a possibilidade de antever uma oportunidade de
preco, e que essa previsao seja um movimento de alta no preco de uma commodity,
amanha. Entao compra-se essa commodity hoje, para vendé-la amanha. Mas muitos
tomarao a mesma decisao e esse ganho esperado desaparecera, pois amanha havera
uma grande oferta daquele produto. Ou seja, se existe a possibilidade de arbitragem
ela desaparecera devido a acao dos especuladores. Esse mecanismo é bastante difun-
dido e aceito entre os economistas. Porém algumas observagoes empiricas parecem
nao corroborar essa idéia. Como explicagao, os defensores da hipotese de eficiéncia
de mercado afirmam que essas observacoes sao anomalias sem significado[20].

Utilizando uma amostra, correspondente a 32 anos (1966-1998) dos dados diarios,
de um indice contendo 400 grandes empresas do NYSE, Zhang [20] transformou-a
em sinais, +, correspondendo a variagoes positivas didrias, e —, variacoes negati-
vas didrias. Estabeleceu um vetor de memoéria, p de tamanho m = 3 e a partir
dai verificou a probabilidade condicional p(+ | p). Deste modo, a p(+ | — + +)
é a probabilidade do mercado ter uma alta apds uma baixa que foi precedida de
duas variagoes positivas. Foi contruido um histrograma, figura 2.10, representando

todas as 23 possiveis combinagoes de p. O valor mais relevante observado é para
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p(+ | +—+) que atinge 65%. Ou seja, os participantes desse mercado, que atuam di-
ariamente, teriam possibilidade de obter lucro a partir dessa ineficiéncia constatada.

Além desse histograma foi construido outro, figura 2.11, para verificar como a

1.0

0.8

0.6 |

P(+|p)

04 A

0.2

Figura 2.10: Preco didrio de fechamento do NY 400 Composite Indexr durante 32 anos.
Esses dados foram utilizados para construir a probabilidade condicional. Condicional sobre
a ultima observacao, por exemplo, a figura mostra qual a probabilidade da existéncia
de uma variacao + apds a observacao de uma seqiiéncia +++. Os pontos nas colunas

representam a importancia relativa da amostragem. Fonte [20], p. 32.

probabilidade para cada p variava no tempo. A amostra de 32 anos foi dividida em
4 observagoes de 8 anos. Percebeu-se, entao, uma consideravel sobreposicao entre
dois periodos consecutivos. Se um especulador construir um método a partir da ob-
servacao dos ultimos 8 periodos ele podera utiliza-lo também nos proximos 8. Para
periodos mais curtos, como um ano, a sobreposi¢ao mostrou-se ainda mais pronun-
ciada, levando a conclusao de que o comportamento do mercado varia lentamente.
Esses resultados claramente nao sao uma ”prova” de que o mercado é ineficiente,
mesmo porque hé observagoes empiricas que confirmam o contrario. O ponto é que
nao é necessario muito esforco para encontrar violagoes da hipotese de eficiéncia de
mercado [20].

Aparentemente, o mercado tem o comportamento de um jogo de soma zero, em
que alguns espertos ganham na medida em que outros perdem. Mas, em geral é
razoavel pensar que a maioria dos participantes do mercado se beneficiam dessa

dinamica, pela propria persisténcia do processo. Entao, caberia perguntar: quem

26



Pl+|1)

Figura 2.11: Os dados da fig. 2.10 agora foram quebrados em 4 segmentos, e a probabili-
dade condicional foi calculada para cada um deles. Pode-se observar que cada periodo de
8 anos comparado com o préximo, exibe alguma sobreposi¢ao. Isso mostra que os com-

portamentos do mercado sao um tanto persistentes, permitindo que estratégias lucrativas

sejam construidas. Fonte [20], p. 33.
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injeta dinheiro no mercado? A resposta surge quando se procede a divisao de seus
participantes em dois tipos: os produtores e os especuladores [20].

Os produtores participam do mercado observando necessidades que sao alheias
a dinamica do mesmo. Na realidade, o termo é conveniente para designar desde
individuos que se utilizam do mercado para fazer hedge até o turista que busca fazer
cambio. Como exemplo para o primeiro caso, pode-se pensar em uma industria que
necessita saldar um financiamento de uma maquina, feito em moeda estrangeira,
com vencimento em determinada data futura e procura no mercado um contrato
para fixar a taxa de cambio, e assim, salvagardar-se de flutuagoes na cotacao. A
motivacao é exdgena ao mercado: assegurar um valor para o custo do financiamento
de uma maquina. No segundo caso um turista pode desejar trocar moeda estrangeira
por moeda local para consumir no pais, sem estar preocupado se a taxa de cambio
hoje é conveniente para troca, do ponto de vista do mercado de cambio. Novamente
a motivagao ¢ exdégena ao mercado: consumir produtos e servigos.

J& os especuladores buscam vantagem na movimentagao do mercado, tentando
lucrar com um processo de arbitragem. Exemplos sao grandes instituicoes finan-
ceiras, fundos de hedge, ou até mesmo pessoas fisicas, que por meio de corretoras de
valores, atuam no mercado.

Resumidamente pode-se caracterizar os dois tipos de agentes da seguinte forma
[12]:

1. Produtores
e Injetam elementos de previsao nas flutuagoes aparentemente aleatorias
do mercado;

e O interesse desse agente é em negdcios externos ao mercado;

e Participam do mercado para suas proprias necessidades de um modo pre-

visivel, indiferentes as pequenas flutuacoes de precos;

e Possuem perspectiva de longo prazo.
2. Especuladores

e Compram e vendem ativos sem se preocupar com seu valor intrinseco;

e Sao exclusivamente dirigidos pela perspectiva de ganhar com as flutuacoes

de pregos;
e Exploram a previsibilidade introduzida pelos produtores;

e Fazem transagoes visando pequenos retornos num horizonte de curto

prazo.
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A primeira vista parece que o produtor injeta dinheiro no mercado e o especu-
lador, usando de alguma estratégia, se apropria desse valor. Nesses termos, com-
parando com um sistema bioldgico, o especulador seria um parasita. Na verdade,
a analogia de associacao bioldgica que existe entre esses agentes é a simbiose [20].
O especulador exerce uma fungao social, mesmo sem querer, de tornar o mercado
liquido.

Essa simbiose pode, por exemplo, ser observada no mercado de seguro de au-
tomoveis. O proprietario de um automovel que faz um seguro sabe que, em média,
ele paga mais do que recebera da seguradora. Apesar do fluxo de caixa ser favoravel
a seguradora, as pessoas tém a percepcao de que ¢ um bom negbcio pagar seguro.
A resposta para esse comportamento, aparentemente nao logico, esta na funcao de
utilidade: os consumidores, em geral, sao avessos ao risco. Eles podem pagar mais
do que a esperanca matematica do seguro para livrar-se do seu proprio risco.

Portanto nesse processo de simbiose os produtores proporcionam informacao e
ganhos positivos aos especuladores enquanto que os especuladores reduzem as perdas
dos produtores providénciando liquidez no mercado.

Essa configuragao do mercado dividido em dois tipos de agentes, produtores
e especuladores, foi incorporado ao jogo da minoria [17, 18]. Os produtores sao
representados por agentes com apenas uma estratégia, s = 1[17, 12]. Portanto, seu
comportamento ¢ deterministico: dado um certo pu, representando os grupos mi-
noritarios em dado horizonte temporal, o produtor agira sempre da mesma maneira.
Ja o especulador é um agente tipico do Jogo da Minoria tradicional, possuindo
vérias estratégias[17, 12]. Esse agente tenta extrair do jogo as informagoes que sao
injetadas pelo produtor.

Challet et al. em [17] analisam as alteragdes no Jogo da Minoria provocadas pela
diversificacao das estratégias do especulador. Assim, tomando um jogo com S = 2,

pode-se impor que a probabilidade de um agente ter duas estratégias iguais é:

P(ai_, =d__)=c Vpu. (2.25)

Essa é uma medida da correlagao média entre as duas estratégias de cada agente, ou
seja, a proporgao de u(s) para os quais a escolha dos agentes é a mesma, e portanto
viesada. O Jogo da Minoria tradicional corresponde ao caso de independéncia,
¢ = 1/2. Dois outros casos especiais sao de interesse: ¢ = 1, que corresponde a ter
uma Unica estratégia e ¢ = 0, onde todos os agentes tém estratégias opostas e os
resultados nao sao assimétricos ou viesados.

Um panorama do comportamento do Jogo da Minoria com alteragoes do parametro

¢ pode ser visto na figura 2.12. Quando ¢ = 0 observa-se que o jogo permanece sem-
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Figura 2.12: Diagrama de fase do Jogo da Minoria com diversificagao de estratégias.
A transicao de fase no Jogo da Minoria padrao corresponde a linha vertical pontilhada

¢ =1/2. As circunferéncias brancas sao dados numéricos. Fonte [17], p. 291.

pre na fase simétrica (« varia e nenhuma transicao de fase ocorre). Com o aumento
de ¢ tem-se dois efeitos: um aumento do viés no resultado, Q* ~ VcN e uma
reducao da capacidade de adaptagao, j& que a aprendizagem ocorre quando &' # 0
(conforme apresentado na se¢ao 2.4, quando w!' = 1, £ = 0, portanto o aumento de
Qr = SN w! implica em aumentar o niimero de agentes com &' = 0).

Como o viés depende de ¢, implica que uma transicao de fase de segunda ordem
ocorre na medida que esse parametro é alterado. Por exemplo, fixado o (tomando
uma linha horizontal no grafico da figura 2.12) ao variar-se ¢ o jogo passa da fase
simétrica para a assimétrica.

Em outra simulagao Challet et al. [17] estabelecem um jogo com N especuladores
e p N produtores, sendo p a proporcao de produtores por especulador. A introducao
de produtores acrescenta um viés aquele causado pelos especuladores, levando a um
viés total da ordem de /(¢ + p) N. Portanto, dado um P = 2™ fixo, a transi¢do de
fase pode ser obtida pela modificacao de uma das variaveis: ¢, p, N ou pelo nimero
de produtores p N.

Dada a agao tomada por todos os agentes, o ganho do agente i no tempo t é:

N
gi(t) = —al() A"O(t)  sendo AMD(t) = 3" al{) . (2.26)

J
J=1
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Em [17] toma-se fixo o niimero de especuladores e varia-se o nimero de produ-
tores, obtendo-se assim o comportamento do ganho médio por agente, conforme a

figura 2.13. Na fase simétrica os especuladores eliminam toda informagcao disponivel,

Gain per agent

=]
-

4 6 B 10
Mumber of producers [P]

Figura 2.13: Ganho dos produtores e especuladores versus o nimero de produ-
tores (em P unidades); o numero de especuladores estd fixado em N = 641
(c=0,m=28,5 =2, a = 0,4, média sobre 200 realizagdes). As linhas s@o previsoes
tedricas. Fonte [17], p. 292.

e o viés (que s6 pode advir dos produtores, pois ¢ = 0 e N estd fixo) que eventual-
mente aconteca é eliminado pelos especuladores, que em um nimero bem maior
nessa fase dominarao o valor de A, ou seja, a probabilidade condicional (A | u) = 0.
E como os ganhos sao tomados como valores médios, uma eventual perda, dado um
certo p é compensada por um ganho em outro p de forma que por simetria, nessa
fase o ganho dos produtores é nulo e dos especuladores negativo.

O ganho dos especuladores, que inicialmente é negativo, aumenta monotonica-
mente com o aumento do nimero de produtores. Quando esse ultimo atinge um
valor critico, os especuladores nao conseguem mais remover toda a informacao, e
uma transi¢ao de segunda ordem ocorre (linha pontilhada vertical). A partir dai, o
ganho dos produtores torna-se negativo, pois a assimetria que ele causa agora nao ¢
absorvida e esse excesso o leva sempre para o grupo da maioria, e portanto, a perdas.
A partir de um certo ponto, o nimero de produtores é suficientemente grande para
que o ganho dos especuladores sejam, em média, positivos.

Um grafico em que o numero de produtores fosse fixo, e variasse o nimero de
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especuladores, os ganhos médios dos agentes teriam comportamento inverso daquele
apresentado na figura 2.13. Assim, o ganho dos especuladores decresceria com o
aumento dos especuladores e o ganho dos produtores, que inicialmente seria negativo,
cresceria com a entrada de mais especuladores no mercado.

Um especulador no Jogo da Minoria é forcado a negociar no mercado mesmo
que, com as estratégias que ele tem, resulte em perder dinheiro. Essa caracteristica
que destoa da realidade ¢ resolvida quando se permite ao agente nao participar do
mercado em determinado instante de tempo, devido a fraca performance do seu
conjunto de estratégias. Dessa forma o nimero de agentes varia no tempo e em
analogia a mecanica estatistica, que denomina de grande canonico os sistemas onde
o numero de particulas varia, o jogo da minoria que contempla esse comportamento
¢ chamado de Jogo da Minoria Grande Candnico [12].

O critério para o especulador decidir se permanece ou nao no mercado é a exis-
téncia de ao menos uma estratégia que gera, em média, um ganho maior que €. O
valor de € pode ser visto como um valor de referéncia, uma taxa de juros ou como
um custo de oportunidade [12].

A caracteristica de permitir a flutuacao do numero de especuladores torna o
Jogo da Minoria Grande Canonico capaz de apresentar crashes em suas séries de
retornos [12, 18]. A responsavel pelos grandes movimentos de pregos é a multidao
de agentes inativos que em dado instante apenas observa o movimento de pregos do
mercado e em um instante posterior pode, ao mesmo tempo, entrar no mercado para
negociar. Essa atitude sincronizada ocorre porque enquanto esses agentes observam
o mercado, eles conseguem apenas perceber a dinamica dos agentes que estao ativos,
sem ter acesso a configuracao de mercado caso fossem levadas em consideragao as
estratégias dos outros agentes que também nao estao negociando, portanto, um
inativo nao consegue ”sentir” o outro. Entao, os inativos que possuem estratégias
semelhantes sao atraidos para o mercado ao mesmo tempo e eles podem, assim,
entrar no mercado de forma sincronizada gerando um crash.

Um modelo de Jogo da Minoria Grande Canodnico é apresentado em [21]. Ele
consiste de N agentes interagindo, onde IV, sao os produtores e os remanecentes
Ny = N — N, sao especuladores. Os agentes sao dotados com s =0, ..., S estratégias
que sao mantidas fixas desde o inicio. As estratégias permitem que eles tomem
decisoes como comprar, vender ou nao negociar, a cada tempo t. Para ser bem
sucedido no jogo, cada agente procura permanecer no grupo da minoria, isto é,
comprar ativos quando a maioria vende e vice-versa. Na realidade, o mecanismo de
mercado é mais complexo. Apesar disso, a regra da minoria lembra a lei da oferta e
demanda. Por simplicidade, mapeia-se o histérico dos pregos p(t) em uma seqiiéncia

bindria. Cada bit representa um sinal da variacao de precos entre t — 7 e t, para
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uma conveniente escala 7. Padroes podem ser construidos a partir da seqiiéncia
bindria, pela definicao de um vetor de tamanho m que representa um pedaco da
seqiiéncia. O numero total de diferentes padroes é P = 2™. Esses padroes sao
dependentes do tempo, e eles correspondem a informacao publica que é denotada
por pu(t). A estratégia é projetada para ler uma informagao p(t) e retornar ao agente
uma decisao correspondente. No caso dos especuladores, as decisoes sao denotadas
por aj, = £1,0, onde i = 1,..., N,; enquanto que a decisdo dos produtores ¢é
denotada por b = %1, onde j = 1,...,N,. Observa-se que os produtores tém
somente uma estratégia que depende da informacao, p, e portanto eles estao sempre
negociando, isto é, comprando e vendendo ativos. Por outro lado, especuladores tém
mais que uma estratégia além de contar com a estratégia nula s = 0, que permite a
eles nao negociar, ajy = 0. A cada tempo t, todos os jogadores tomam suas decisoes

individuais, e entao, é computado o excesso de demanda A(t), que é definido como:

Np N
Ay =S80 + S P (). (2.27)
j=1 i=1

O desempenho das estratégias é dado pela funcao de pontuagao:

Ui,s<t -+ 1) = Uz,s(t) — aﬁs(t) A(t) + 65075, (228)

onde 5 corresponde ao valor maximo de U; ; no tempo t, s = mazs;U; 5, e € > 0 ¢ a
taxa de juros recebida por nao negociar e € < 0 significa um incentivo a negociar.

Uma outra versao do tipo Grande Canoénico foi proposta em [23]. Nesse caso
nao ha dois tipos de agentes. Toma-se um agente com comportamento tipico do
Jogo da Minoria tradicional, porém com a possibilidade que ele nao participe de
uma rodada do jogo, caso seu nivel de confianca na estratégia melhor pontuada,
naquele momento, nao atinja um valor minimo, r,,;,. O nivel de confianca, em dado
instante, é determinado pela taxa de sucesso r de sua melhor estratégia sobre os
ultimos T' passos do jogo.

E razodvel esperar que 7, > 0,5, pois o ganho médio dos jogadores deve cobrir
custos de transacao e comissoes que sao pagas para participar no mercado. O niimero
de jogadores ativos no jogo, Nusives, flutua mais intensamente quando r,,;,, = 0,5 do

que quando 7., # 0,5, sujerindo que 7,,;;, = 0,5 represente um valor critico[23].
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Capitulo 3

Fatos Estilizados

O conhecimento da natureza estatistica das séries temporais é importante para
o mercado de ativos, tanto no que concerne ao calculo de risco, bem como no
mecanismo de formacgao de pregos de derivativos e outros instrumentos financeiros.
Um dos principais interesses dos fisicos na area de financas esta no desafio cientifico
de compreender a dinamica das grandes flutuagoes em sistemas complexos com um
grande numero de elementos interagentes [24]. Dois aspectos importantes que pos-
sibilitaram um aumento do nimero de pesquisas em séries financeiras foram a cres-
cente disponibilidade de dados de alta freqiiéncia (bases de dados com freqiiéncia
de segundos) sobre os precos praticados nos mais diversos tipos de mercados e a
utilizacdo de métodos computacionais [25, 26, 27]. A anélise desses dados permi-
tiram a observacao de um conjunto de caracteristicas estatisticas que sao comuns
aos varios tipos de instrumentos, mercados, e em diferentes periodos. Essas pro-
priedades ou caracteristicas sdo chamadas de fatos estilizados [25] e sdo consistentes
com a possibilidade da existéncia de resultados "universais” [24]. Elas nao estao
associadas a nenhuma técnica paramétrica aplicada aos dados e portanto fornecem
somente informagoes qualitativas sobre as séries utilizadas. Apesar disso, os fatos
estilizados sao tao restritivos que torna-se dificil gerar séries estocasticas que pos-
suam tais propriedades [25]. Apesar de alguns pesquisadores, no passado, tomarem
a abordagem de caos para tratar as séries financeiras, elas sao melhor modeladas
por processos estocdsticos [26]. Os fisicos buscam caracterizar esses processos inves-
tigando sua correlacao temporal e estudando o comportamento assintético de sua
fungao de distribuicao de probabilidade [26].

Uma critica feita as andlises financeiras que se baseiam na causalidade dos movi-
mentos do mercado financeiro, a partir de fatos economicos e politicos, é que diferen-
tes ativos nao sao necessariamente influenciados pelos mesmos conjuntos de eventos
de informagoes [25]. Sendo assim, as séries de pregos dos diferentes ativos exibiriam

propriedades diversas, ou seja, caberia o seguinte tipo de pergunta: por que as pro-
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priedades estatisticas do preco futuro do café seriam similares ao comportamento
de preco das agdes da Petrobras ou da taxa de cambio real/dolar? No entanto, as
pesquisas em dados empiricos mostram a existéncia dos fatos estilizados permeando

os diversos tipos de mercados financeiros [25, 26, 27].

3.1 Escala em dados financeiros

Em financas a escala é dada em unidades monetarias que variam no tempo. As
transacoes ocorrem de forma aleatéria no tempo e com variacao de intensidade.
Assim deve-se observar a escala de pregos e a escala de tempo [26].

Nao sao as séries de pregos, propriamente, que interessam para andlise. Quando
pensa-se em escala de precos é em relagao ao incremento dos precos. Essa varidvel

aleatéria pode ser inicialmente definida como a variagao absoluta dos pregos:

Z(t) = P(t + At) — P(t), (3.1)

onde P é o preco e t o tempo. Esse conceito traz problemas de escala. As acoes
das empresas tém precos bem diferentes, e portanto as variagoes absolutas de pregos
serao desconexas. Além desse aspecto, as variagoes absolutas de precos, tomadas
em escalas longas de tempo, tendem a ser proporcionais ao prego[27], assim como
descrito para diferentes agoes.

De forma alternativa, pode-se analizar a variacao absoluta de precos deflacionada

ou descontada[26]

Zy(t) = [P(t + At) — P()]D(t), (3.2)

onde D(t) é o fator de desconto ou fator de deflagao. Assim como a variagao absoluta
de pregos, esse tipo de variagao tem o mérito de ser linear e possibilita trabalhar em
termos de uma "moeda constante”. Porém o fator de desconto é dificil de predizer
em longos periodos e também existe o problema da escolha do fator, que nao é tnico,
ja que existem varios tipos de indices inflacionarios.

Para resolver o problema de escala existente na variagao absoluta de precos,

define-se o conceito de variagao relativa de precos ou retorno:

P(t+ At) — Py

Zr(t) = P(t)

(3.3)

Assim agoes de empresas distintas que apresentam variacoes absolutas de precos

muito diferentes em um dia, podem apresentar variacoes relativas de precos similares.
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O problema que permanece é que os retornos sao sensiveis a mudancas na escala
para horizontes longos de tempo [26].
Uma outra maneira é tomar o retorno como a diferenca sucessiva do logaritmo

de preco:

r(t) = InP(t + At) — InP(t) (3.4)

O mérito dessa abordagem ¢ a possibilidade de prescindir de deflatores ou fatores
de desconto (desde de que sejam constantes no tempo, o que nao pode ser tomado
como boa aproximacao em escalas longas de tempo) [26]. Se existe um fator de
correcao intrinseco, como por exemplo inflagao, a prépria dinamica do método ira

desconté-la:

r(t) = In[P(t + At)(I)] — In[P(t)(])]
r(t) = InP(t + At) + In(I) — In[P(t)] — In(I)
r(t) = InP(t + At) — InP(t)

O problema é que o célculo do retorno introduz uma transformacao nao linear
que afeta as propriedades estatisticas de um processo estocéstico [26].

Se for considerado regimes de alta freqiiéncia, em que o incremento na variacao
percentual ou relativa dos precos é pequena, o calculo que toma a diferenca entre
o logaritmo dos precos se aproxima daquele obtido para a varia¢ado percentual(ver
apéndice F). Como exemplo, em um dia, é comum alteragoes em acoes da ordem de
Z, = 1%. Fazendo o célculo do retorno tem-se r(t) = 0.995%.

Entre essas medidas de variacao de precos, aquela que é mais largamente utilizada
em estudos de séries temporais financeiras ¢ o retorno r(t). Portanto, para iniciar
uma analise das propriedades estatisticas de uma série financeira, o primeiro trabalho
a ser feito é transformar a série de precos em uma série de retornos.

Em termos de escala temporal pode-se considerar 3 candidatos [26]: o tempo
fisico, o tempo de mercado (periodo em que determinado mercado de ativos funciona)
e o numero de transagoes.

A principal limitacao do tempo fisico é o desconhecimento de como modelar o
processo estocastico no periodo em que o mercado nao realiza transagoes, como o
periodo noturno e finais de semana.

Essa limitacao também compromete o tempo de mercado, na medida em que
existe um lapso de tempo muito maior entre o fechamento dos negdécios em um

dia para a abertura no dia seguinte e os intervalos entre os dados de negdcios que
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ocorrem no mesmo dia. Em [27] observou-se que a variancia do retorno medido
entre o fechamento de um dia e a abertura do dia subsequente representava em
termos da variancia observada entre abertura e fechamento do mesmo dia: 25%
no caso do S&P500, 80% no mercado de cambio Libra/ddlar e 16% no mercado
de taxa de juros de titulos de longo prazo da divida do governo Alemao. Além
disso a atividade de negociacao dentro de um mesmo dia varia muito em termos de
volume ou de nimero de negdcios. A volatilidade é mais alta nos horarios préximos
a abertura e ao fechamento [26].

Por tltimo pode-se indexar o tempo ao nimero de transagoes que ocorrem no
mercado de um certo ativo financeiro. Deste modo, o que interessa é a ocorréncia
sucessiva do ntimero de transacoes. Os dados obtidos dessa forma sao conhecidos
como tick-by-tick. Com isso elimina-se uma fonte de aleatoriedade, o tempo entre
duas transacoes consecutivas, porém a outra fonte de aleatoriedade permanece, o

volume de transacao [26].

3.2 Propriedades do retorno

Nessa se¢ao serao tratados os fatos estilizados relacionados com as propriedades

dos retornos. Sao eles:

e Caudas gordas;

e Assimetria ganho/perda;

e Gaussianidade agregativa;

e Caudas gordas condicionais;

e Auséncia de autocorrelagao (linear);

e Decaimento lento da autocorrelagao dos retornos absolutos.

O modelo de dinamica de pregos mais comum, assume que [nP(t) é um processo
difusivo e que seus incrementos sao distribuidos conforme uma Gaussiana [26]. Esse
modelo, conhecido como movimento Browniano geométrico possui uma série de sim-
plificagbes que facilitam seu célculo analitico [24]. Entretanto, os dados empiricos

mostram uma distribuicao mais leptocurtica que a Gaussiana, com o centro da dis-

tribuicdo mais estreito e caudas mais gordas [26, 24, 28]. O termo caudas gordas
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se refere as distribuicoes cujas caudas sao maiores comparativamente a distribuicao
Gaussiana [25]. Quanto maior a freqiiencia dos dados maior é o grau de leptocurtose
observado [26]. Na figura 3.1 observa-se a distribuicao de probabilidade empirica
do retorno de acoes da Xerox em comparacao com a distribuicao de probabilidade

Gaussiana.

10°

pdf

S(t)/o

Figura 3.1: Funcao de densidade de probabilidade empirica do retorno S (de alta
freqiiéncia) das agoes da Xerox negociadas no New York Stock Ezchange durante os anos
1994 e 1995. S é ponderado com o desvio padrao . O grafico semi-log mostra a leptocur-
tose natural observada nos dados empiricos. Para comparacao a distribuicao Gaussiana é

mostrada em linha continua. Fonte [26], p. 62.

Uma maneira de medir quanto uma determinda distribuicao desvia de uma dis-

tribuigdo normal ¢é utilizar a medida de curtose [25]:

N B Gr) D 55)

g

Assim definida, a curtose para uma distribuicao gaussiana é nula, e para dis-
tribuicoes que apresentam cauda gorda x > 0.
Em seu trabalho pioneiro Mandelbrot notou que além do fato da distribuicao

dos retornos nao ser uma Gaussiana, havia uma propriedade interessante, chamada

38



tempo de escala: a forma funcional da distribuicao dos retornos era similar, mesmo
alterando o intervalo de tempo At de um dia até 1 més [24]. Motivado pelas caudas
gordas e pela estabilidade funcional para diferentes escalas de tempo, Mandelbrot
propos que a distribuigao dos retornos seguia uma distribuicao de Lévy-estével [24].
O problema é que essa distribuigao tem segundo momento infinito [26], dificultando
a aplicacao de modelos.

Um método para verificar se determinado momento de uma distribuigao ¢ finito
foi proposto por Mandelbrot [25]. Constréi-se um gréafico do momento da amostra
versus o tamanho da amostra. Se o momento tedrico for finito, o momento da
amostra ird eventualmente convergir para uma regiao préoxima de seu valor tedrico
e flutuar em torno desse valor. No caso do momento ser infinito, o momento da
amostra, ou sera divergente como funcao do tamanho da amostra, ou exibird com-
portamento erratico e grandes flutuacoes.

Comparando os dados de mercado com uma Lévy-estavel e uma Gaussiana
observa-se que o centro da distribuicao é bem ajustada pela Lévy-estavel, mas na
cauda os dados se distribuem entre a Lévy-estavel e uma Gaussiana, o que mostra
que os dados tem distribuigdo com variancia finita[26]. A figura 3.2 compara a
fungao de densidade de probabilidade dos dados (alta freqiiéncia) dos retornos do
indice S&P 500 com uma distribuigao Gaussiana e também com a uma distribuicao
de Lévy-estavel.

A cauda de uma distribuicao de Lévy-estavel, com 0 < a < 2, apresenta lei de

poténcia na forma [26, 27]:

P(x) ~ =059, (3.6)

Mas estudos [24] mostraram que os dados empiricos apresentam lei de poténcia
com « ~ 3, ou mesmo valores maiores 3 < a < 5 [27], 0 que é uma medida confir-
mando que o decaimento na cauda é mais rapido do que aquele apresentado por uma
Lévy-estavel. O problema que se coloca é: com um valor de « fora do regime de uma
Lévy-estavel, como a distribuicao dos dados mantém a forma funcional para vérias
escalas de tempo? Uma possivel explicagao é que os dados devem estar distribuidos
conforme uma Lévy truncada, em que as caudas seguem aproximadamente uma ex-
ponencial [24, 26]. Esse truncamento assegura a existéncia de um segundo momento
finito, porém este argumento nao responde a pergunta, pois a Lévy truncada nao é
uma distribuicao estavel [24].

Como os dados de mercado apresentam variancia finita e a distribuicao é nao
estavel espera-se, devido ao Teorema Central do Limite, que para valores cada vez

maiores de At a distribuicao apresente uma convergéncia para a Gaussiana. Uma

39



D) (gt r————— g i g o ——— N —

Log,, P(2)

Figura 3.2: Funcao de densidade de probabilidade empirica do retorno Z (de alta
freqiiéncia, At = 1 min.), ponderado com o desvio padrao o, do indice S&P 500 com-
parado com uma distribui¢do Gaussiana (linha pontilhada) e com uma distribuicao de
Lévy-estavel (linha continua) de indice o = 1,40 e fator de escala v = 0,00375 obtido de
P(0) medido quando At = 1 min. Fonte [26], p. 69.
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maneira de verificar essa convergéncia é observar a quebra de escala para longos
intervalos de tempo, ja que a variancia finita implica que a escala é aproximada e
vélida somente em um intervalo de tempo finito [26].

A convergeéncia para uma distribuicao Gaussiana que os dados de mercado apre-
sentam, quando sao tomados intervalos cada vez maiores de At é chamada de Gaus-
sianidade agregativa [25]. Porém, em sentido oposto, quanto menor At mais pro-
nunciadas sao as caudas.

Resumindo, uma Lévy truncada se ajusta muito bem para descrever os dados de
mercado [26, 24, 27], mas é nao estével e deve convergir para uma Gaussiana. Porém,
os dados empiricos mantém sua forma funcional para grandes valores de At. Em
[24] verifica-se que a forma funcional é mantida para escalas de aproximadamente
4 dias(1560 minutos de tempo de mercado). Apds esse periodo os resultados sao
consistentes com uma convergéncia vagarosa para uma distribuicao Gaussiana. Esse
comportamento é compativel com a observagao feita em [26], onde a quebra de escala
da distribuigao (Lévy para Gaussiana) ocorre em aproximadamente 10* minutos.

A modelagem com Lévy truncada tem uma limitacao para descrever os dados
de mercado: assumir incrementos independentes e identicamente distribuidos (i.i.d.)
26, 24]. A observagao empirica mostra uma longa persisténcia da fungao de autocor-
relagao das volatilidades dos retornos [24], que serd tratada em detalhes na préxima
secao. Por enquanto, é suficiente saber que a Lévy truncada falha em descrever a
dependéncia temporal observada nos dados de mercado [26].

Em [24] para comprovar que a correlagao existente na volatilidade é a causa do
efeito de tempo de escala nos dados empiricos, foram feitas duas simulacoes que
verificam a taxa de convergéncia dos dados para uma distribuicao Gaussiana.

Primeiro foi comparada a taxa de convergéncia da distribuicao dos retornos para
uma série gerada por computador com a mesma distribui¢ao da série real (S&P500),
sé que estatisticamente independente.

A série gerada por computador tinha lei de poténcia com o ~ 3. Essa série
apresentou rapida convergéncia para uma distribuicao Gaussiana, conforme o au-
mento do nimero de varidveis aleatéria i.i.d., denotado por n. Ao atingir n = 256
a distribuicao ja apresentava comportamento Gaussiano.

Para confirmar o resultado anterior a série real Gaj—1min. (t) foi tomada e des-
trufu-se a dependéncia temporal, embaralhando (misturando) seus dados, criando
uma nova série G¥ (t), em que os retornos sio estatisticamente independentes. Adicio-
nando-se 0s n consecutivos retornos da série embaralhada, G¥(t), construfu-se a
série de retornos GE(t). Observou-se que a série GZ(t) criada também convergia
rapidamente para uma Gaussiana, conforme o aumento de n. Isso confirma que a

dependéncia temporal causa o comportamento de tempo de escala observado.
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Um fenomeno que também denota a caracteristica de persisténcia nas séries de
mercado ¢ a chamada cauda gorda condicional. Mesmo apos filtrar as séries de
retorno (utilizando modelos do tipo GARCH [29]) para eliminar agrupamentos de
volatilidade, a série resultante ainda exibe caudas gordas, apesar de serem caudas
menos pesadas que aquelas observadas na distribui¢ao original [25].

Outra distribuicao que também apresenta caudas gordas é a t-Student. Como
mostrado em [27], trés tipos diferentes de mercado (agoes, cambio e titulos piblicos)
tiveram seus dados muito bem ajustados tanto por uma Lévy truncada como por
uma t-Student. Segundo Bouchaud e Potters [27] os dados de mercado nao tém
comportamento suficientemente preciso de forma a poder escolher entre uma dis-
tribuicao de Lévy truncada e uma distribuigao t-Student, e a escolha entre uma das
duas é guiada por conveniéncia matemédtica. A figura 3.3 apresenta a comparagao
da distribuicao de probabilidade acumulada dos retornos do indice S&P 500 com
as distribuicoes: Levy truncada, t-Student e Gaussiana. Observa-se que os dados
apresentam cauda mais pesada que uma Gaussiana e sao bem ajustados tanto por

uma Levy truncada como por uma t-Student.
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Figura 3.3: Funcao de distribuicao de probabilidade acumulada P~ (n) (para n > 0) e
P, (n) (para n < 0) para os retornos do indice S&P 500, com 7 = 30 min. (lado esquerdo,

com escala log-log) e com 1 dia (lado direito, escala semi-log). Fonte [27], p. 96.

As caudas da distribui¢ao dos retornos observados no mercado também apresen-
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tam uma caracteristica de assimetria (skewness). A intensidade dos movimentos que
representam quedas ou perdas é maior que aqueles que representam ganhos, levando
a constatagao de terceiro momento negativo[25]. Segundo Bouchaud e Potters [27],
o efeito de skewness nas séries temporais financeiras é bem pequeno, muito menor
que as curtoses observadas. E por ser pequeno é muito sensivel a quantidade que se
toma para estudo: o incremento absoluto dos pregos, Z(t), ou o incremento relativo
dos pregos, r(t). Um exemplo dessa sensibilidade é dada pela seguinte comparagao:
seja r(t) distribuido de forma Gaussiana com o < 1. Por definigao, a skewness de
7(t) é nula, mas a variavel aleatéria e"® tem uma skewness positiva igual a 30.

Além de tentar compreender as caracteristicas que permitam estabelecer uma
forma funcional, mais préxima possivel do comportamento observado para os dados
empiricos, existe o interesse em estudar o comportamento da correlacao dos dados
de retorno.

No primeiro caso, o estudo das caudas por exemplo, tém implicacao direta na
quantificagao do risco. Ja no segundo caso, a idéia seria quantificar correlacoes que
permitissem inferir o futuro conhecendo dados do passado.

A funcao de autocorrelagao é dada por:

C(1) = corr(r(t, At), (r(t + 7, At)), (3.7)

onde C' é a autocorrelacdo, r o retorno, 7 o incremento temporal, t o tempo, At o

intervalo de tempo entre dados sucessivos da série e corr é a correlacao, dada por:

corr(X,Y) = BIXY] - E[X]E[Y}, (3.8)

0x0y

onde E[] é a esperanca matematica e o o desvio padrao.

A fungao de autocorrelagao, para os retornos de mercado, apresenta uma tendéncia
rapida para valores proximos de zero [26, 27, 24, 25, 28]. Para 7 ~ 15 minutos é
possivel assumir esse fato [27, 25, 24]. Em escala de tempo muito curta, entretanto,
existe uma fraca (mas estatisticamente significativa) autocorrelagdo dos retornos
[27]. A figura 3.4 mostra a fungdo de autocorrelacao dos retornos do indice S&P
500, com At = 1 min. Observa-se que apds 20 minutos considera-se os dados de-
scorrelacionados. O valor da autocorrelagao a um nivel de ruido estd de acordo com
a hipdtese de eficiéncia de mercado[24]. Caso houvesse autocorrelagao dos retornos,
os agentes no mercado poderiam elaborar estratégias para ganhar dinheiro com es-
sas informagdes, o que é chamado arbitragem e violaria a hipdtese de eficiéncia[25].
Porém, a disponibilidade das informacoes faz com que o processo de arbitragem se

anule.
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Figura 3.4: Gréfico semi-log da funcao de autocorrelagdo dos retornos do indice S&P

500 em uma escala temporal At = 1 min. A linha continua inclinada corresponde a um

decaimento exponencial. Fonte [24], p. 5307.
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Assumindo que a disponibilidade de informagdes leva a ganhos extraordinarios,
portanto existéncia de arbitragem, mais pessoas tenderiam a usar as informacgoes
para conseguir esse ganho e esse aumento na oferta ou demanda por um papel,
dependendo da informagdo (comprar ou vender) anularia o ganho extraordinério.
Portanto, a possibilidade de arbitragem tende a reduzir as correlacoes, exceto para
pequenos intervalos de tempo[25]. Além do aspecto da arbitragem, existe o fato das
correlagoes serem tao pequenas que nao permitem auferir lucro: o retorno potencial
é menor que os custos de transacao para uma estratégia de negociacao com alta
freqliéncia, até mesmo para operadores que tém acesso direto ao mercado|27].

A auséncia de autocorrelacao (linear) dos retornos poderia servir de argumento
para justificar a utilizacao de modelos do tipo passeio aleatdrio, que pressupoe a
independéncia de incrementos da variavel aleatoria, no caso incremento nos pregos.
Porém, sabe-se que a auséncia de autocorrelacao em uma série nao pressupoe inde-
pendéncia, mas verifica-se a reciproca. A independéncia implicaria que fungoes nao
lineares dos retornos nao apresentassem autocorrelagao[25, 24]. Entretanto isso nao
se verifica[27, 25, 24]. Fungoes nao lineares como o valor absoluto ou o quadrado dos
retornos apresentam autocorrelagdo positiva[25]. A amplitude dos retornos (valor
absoluto do retorno), por exemplo, mostra correlagdo que persiste por varios meses
e é caracterizado por um decaimento assintético com lei de poténcia [24]. A figura
3.5 mostra a funcao de autocorrelacao dos retornos absolutos do indice S&P 500.
H&4 um decaimento lento seguindo uma lei de poténcia.

Em trabalho recente, Silva et al. [43] analisaram 27 empresas e selecionaram
4 destas para apresentar os resultados. Duas companhias que tém papéis transa-
cionados na NASDAQ), a Intel e a Microsoft e duas outras, a IBM e a Merck que
participam da NYSE. A faixa temporal analisada foi jan/1993 a jan/2000.

O trabalho mostra que para 7 da ordem de 1 hora até um més (20 dias - tempo de
mercado), denominado tempo mesoscépico [43], a parte central (99%) da distribuigao
de probabilidade dos retornos, normalizado pelo desvio padrao, segue uma funcao
exponencial, diferentemente do caso de tempos microscopicos, da ordem de minu-
tos, que apresentam distribuicao de probabilidade com lei de poténcia na cauda.
Conforme 7 aumenta, a partir de 1 hora, as distribuicoes se alteram tomando a
caracteristica de uma Gaussiana. Portanto, em um 7 mesoscépico a distribuicao de

probabilidades dos retornos interpola entre as distribuicoes exponencial e Gaussiana.
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Figura 3.5: Gréfico log-log da funcao de autocorrelagao dos retornos absolutos do indice
S&P 500 em uma escala temporal At = 1 min. A linha continua corresponde a um ajuste

(regressao) com lei de poténcia, cujo expoente ¢é igual a 0,29+ 0,05. Fonte [24], p. 5307.

3.3 Propriedades da volatilidade do retorno

A presenca de correlacao de longo alcance, seja para o valor absoluto ou quadratico
do retorno, sugere que deve existir algum outro processo estocastico fundamen-
tal adicionado ao préprio processo de variagao de prego [26, 30]. Esse processo é
chamado volatilidade [26].

A volatilidade é uma medida da flutuacdo média do preco de mercado em um
dado periodo de tempo[30] e é de grande importancia préatica na determinagao do
risco[26, 27, 30, 32], constituindo-se em parametro chave nos modelos de apre¢amento
de derivativos[26, 27, 32].

Apesar do grande interesse pratico, a volatilidade nao é diretamente observavel[27].
O que se faz é estima-la por alguma forma de aproximacao. A forma frequentemente
utilizada para estimacao é o calculo do desvio padrao do retorno em determinado
periodo[26]. Mas existem outras maneiras: média do valor absoluto do retorno,

métodos de maxima verossimilhanga e métodos Bayesianos[26].
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Na seqiiéncia os fatos estilizados relacionados com a volatilidade sao elencados
e posteriormente serao trabalhados dentro de um contexto geral das propriedades
estatisticas da volatilidade.

e Intermiténcia;

e Agrupamento de volatilidade(volatility clustering);
e Efeito de alavancagem:;

e correlacao volume/volatilidade.

A simples observagao de uma série temporal de retornos de um ativo mostra que a
volatilidade é dependente do tempo, assumindo altos niveis em periodo de incerteza
e revertendo para baixos valores em periodos de calmaria [27]. Esse comportamento
de grandes rupturas na intensidade de variacao dos retornos, que acontecem irregu-
larmente na série temporal, caracteriza o fato estilizado denominado intermiténcia
[25]. Esse termo ¢ usado em analogia a fluxos turbulentos: periodos de relativa
tranquilidade (fluxo laminar) sdo interrompidos por intensos picos de atividades
[27]. Na figura 3.6 é possivel comparar o retorno didrio do indice Dow Jones, no
qual é visivel o comportamento de intermiténcia, com uma série de retorno diario
de um movimento Browniano geométrico.

Assim como o retorno, hé interesse em estudar a volatilidade no seu aspecto
de distribuicao de probabilidades e medidas de correlagdo. Em [30] a distribuic¢ao
da volatilidade de uma série de dados do S&P500 apresentou bom ajuste por uma
log-normal, e no limite de tempo longo a expectativa é de uma convergéncia lenta
(devido a correlagoes) para Gaussiana (Teorema Central do Limite). Porém nos
trabalhos de Micciché et al. [32] e também no de Bouchaud e Potters [27] verifica-se
que a distribuicao log-normal subestima os valores da cauda da distribui¢ao empirica
da volatilidade. Nesses dois trabalhos sao utilizados alternativamente ao ajuste log-

normal, uma distribuicao Gama invertida do tipo:

O'g —oo/o (3 9)
T(wot e |

P(o) =

onde 0y ¢ a variancia média e p um parametro de controle.
As fungoes Gama tendem a superestimar os valores da cauda em relacao aos
dados de mercado. Ou seja, os valores empiricos da volatilidade, na regiao de cauda,

distribuem-se entre uma log-normal e uma Gama inversa.
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Figura 3.6: Gréfico superior: retorno didrio do indice Dow Jones desde 1900. E possivel
ver claramente a natureza intermitente da flutuacao da volatilidade. Grafico inferior:
retorno diario para um movimento Bowniano geométrico, mostrando a auséncia de padrao.

Fonte [27], p. 108.

A funcao de autocorrelacao da volatilidade, estimada como média local do valor
absoluto da variagao de precos, ou como o desvio padrao do retorno, é bem descrita
por uma lei de poténcia [26]. A correlagao da volatilidade pode ser investigada
também pelos métodos: espectro de poténcia, que é a transformada de Fourier da
fungao de autocorrelacao, e andlise de flutuagoes sem tendéncia (conhecido pela sigla
em inglés DFA - Detrended Flutuation Analysis). Este método consiste nos seguintes
passos [34, 35]:

1. A partir da série temporal original x(i), ¢ = 1,2,..., N, define-se a série tem-
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poral integrada y(i), como:

(2

y(i) = > 2(j); (3.10)

Jj=1

2. Divide-se a série temporal integrada de tamanho N em n = N/I caixas,
sem interseccao. Em cada caixa, contendo [ dados, é construida uma reta

de tendéncia com base no método de minimos quadrados;

3. Define-se, entao, o caminho sem tendéncia como a diferenca entre a série in-
tegrada, y(7) e os valores estimados a partir do método dos minimos quadrados,

yrit(i), para cada caixa;

4. Calcula-se, entao, o desvio padrao dessa flutuacao por meio da féormula:

1n_1 (k+1)1
HOENEDY [ > () —yfit(i)P]; (3.11)

N 20 |imkit1

5. Repete-se o calculo da equagao (3.11) para diferentes valores de [ e assim é

estabelecida a relagao entre F'(I) e [.

Em geral, o grafico gerado para essa relagdo segue uma lei de poténcia, e F(I)
escala como F(I) ~ [°, onde ¢ é denominado expoente do DFA ou expoente de
escala.

Utilizando o método do DFA para a volatilidade de uma série do S&P 500,
Cizeau et al. [30] conseguiram uma lei de poténcia com expoente do DFA ( = 0,9
para vérios valores de periodo(T" = 120min.; 600min.; 2100min.) conforme a figura
3.7. Com o mesmo método (e conjunto de dados) em [31] Liu et al. também encon-
traram um comportamento de lei de poténcia. Porém apurou-se duas tendéncias,
Gy = 0,66 para t < t, ~ 600min. e (o) = 0,93 para t > t, ~ 600min. Este
ultimo valor condizente com [30] pois varre a mesma faixa de tempo (acima de
103min.). Nesse mesmo trabalho foram feitas medidas do espectro de poténcia do
modulo do retorno, resultando em valores 3; = 0,31 e 5 = 0,90 para as faixas
f > fe ~ 1/600min. e f < f, ~ 1/600min, respectivamente. Portanto, o espec-
tro de poténcia para a correlacao da volatilidade mostra um comportamento do
tipo 1/f[26]. O espectro representativo para processos estocésticos do tipo passeio
aleatério, possuem espectro de poténcia da forma S(f) = 1/f2 e é o que se observa
para as séries de retorno.

Essa caracteristica da funcao de autocorrelagao demonstra o comportamento de
memoria de longo alcance exibido pela volatilidade, além de caracterizar o fato es-

tilizado denominado agrupamento de volatilidade (volatility clusterring), em que
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grandes variacoes de precos sao mais provaveis de serem seguidas por grandes
variacoes de precos, ou seja, eventos de alta volatilidade tendem a formar agru-

pamentos no tempo[25].
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Figura 3.7: Flutuagao F(t) da volatilidade com 7' = 120,600 e 2100 min., calculado
usando Detrended Fluctuation Analysis (DFA). As melhores retas de ajuste apresentam

lei de poténcia com os expoentes a = 0,91;0,89 e 0,91. Fonte [30], p. 444.

Outra medida de dependéncia nao linear nos retornos é o chamado efeito de

alavancagem|25]:

L(7) = corr(| r(t + 7, At) |2, 7(t, At)) (3.12)

A correlacao dos retornos com seus quadrados tem valor negativo e decaem a
zero com o aumento de 7. Essa correlacao negativa implica que retornos negativos
levam a um aumento da volatilidade e retornos positivos a diminuem. Porém, nao
se pode tomar o efeito de alavancagem no sentido inverso, ou seja, a volatilidade
alavancando o retorno, L(7) # L(—7). O que se verifica é que L(7) para 7 < 0 é
insignificante[25].

Bouchaud e Potters em [27] estudaram o efeito de alavancagem para agoes indi-
viduais e para indice de agoes. A correlacao retorno-volatilidade é de curto alcance,
apresentando o seguinte decaimento temporal: aproximadamente 10 dias para indice
de acoes e em torno de 50 dias para agoes individuais. A amplitude da correlagao
também é diferente nos dois casos, mostrando ser maior para indices de acoes do

que para agoes individuais.
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Outro estudo foi ajustar a fungao de correlagao por uma exponencial[27]:

L(l) = — A/ (3.13)

onde A é a amplitude, [ o incremento temporal e T, o periodo. Constatou-se que o
efeito de alavancagem para indices tem maior amplitude(A = 18; T, = 9,3 dias) e
tende a zero mais rapidamente com [ comparativamente ao comportamento de agoes
individuais(A = 1,9; 7, = 69 dias).

Ainda nesse trabalho [27] Bouchaud e Potters construiram um modelo retardado
para a variacao de pregos, em que essa variacao € proporcional a uma certa média
dos precos passados. Tal modelo, que faz uma juncao entre comportamento aditivo
dos precos e comportamento multiplicativo, leva ao surgimento de uma correlagao
retorno-volatilidade que se adapta bem aos dados empiricos. Um subproduto do
modelo é o aparecimento de skewness negativa, o que leva Bouchaud e Potters a
afirmarem que o efeito de alavancagem induz skewness na distribuicao dos retornos.

Anteriormente verificou-se que a correlagao retorno-retorno mostra convergéncia
rapida em direcao a zero. Ja a correlagao retorno-volatilidade caracteriza o efeito
de alavancagem, ou seja, existe uma correlacao negativa entre o retorno do passado
e a volatilidade do futuro[27]. Por fim, outra correlacao de interesse é a retorno-
volume. Essa mostra as mesmas caracteristicas do efeito de alavancagem: ¢é negativa,
significando que a atividade de negociagao aumenta apds uma queda do retorno[27].

Em [33] foi feito um estudo do espectro de poténcia do nidmero de negdcios
diarios de 88 acoes movimentadas na Bolsa de Nova York com diferentes niveis de
capitalizacao. As agbes mais capitalizadas mostraram espectro de poténcia da forma
S(f) = 1/f e as menos capitalizadas S(f) = 1/f7, com v < 1. Como ja foi colocado,
S(f)=1/f, também é a forma do espectro de poténcia da volatilidade.

Esses comportamentos da série de volume de negocios leva ao fato estilizado de-
nominado correlagao volume/volatilidade, ou seja, o volume de negdcios esté correla-
cionado com todas as medidas de volatilidade[25]. Apesar dos pesquisadores darem
menos atengao as propriedades estatisticas do volume de negdcios, compreender seu

comportamento é importante para estimar a liquidez dos ativos[33].

51



Capitulo 4

Modelo Baseado em Agentes com Precos

Fundamentais Heterogéneos

Um dos modelos de multi-agentes de maior sucesso para o mercado financeiro
¢ o Jogo da Minoria Grande Canonico (JMGC) [18], descrito no capitulo 2. De
acordo com essa abordagem, os fatos estilizados surgem como um fenémeno critico,
que ocorre em uma regiao de separagao entre um regime ergédico e um nao ergédico
[19]. Préximo do ponto critico, os agentes se auto-organizam para explorar toda a
informacao disponivel no mercado com o propésito de minimizar a volatilidade, e
de forma que o mercado tenha eficiéncia informacional. O JMGC é muito simples
e possui poucos parametros. As recentes investigacoes desse modelo tém mostrado
uma variedade muito interessante de propriedades como transicao de fase, crashes e
criticalidade auto-organizada [8, 12, 5]. Por causa da sua simplicidade o modelo pode
ser estudado analiticamente [16, 36, 37]. Todavia, o surgimento de fatos estilizados
no JMGC nao é facil de se conseguir, ele depende da realizagao, até mesmo quando
considerado o mesmo conjunto de parametros.

Muitos autores tém introduzido modelos com especuladores que acreditam na
existéncia de um prego fundamental p; de um ativo, que também pode ser adaptado
durante a evolucao dos pregos. A idéia neste capitulo é desenvolver um modelo
onde os fundamentalistas discordam sobre o preco fundamental. Serd mostrado que
quando os fundamentalistas tém crencas heterogéneas a respeito do preco fundamen-
tal, os fatos estilizados surgem para uma grande faixa de conjunto de parametros.
Na realidade, a principal hipotese no Jogo da Minoria é que os agentes tém racionali-
dade limitada. Embora os agentes recebam a mesma informacgao a cada tempo t,
eles processam a informacao de maneira diferente, devido ao alto grau de hetero-
geneidade nas suas estratégias. Parece claro considerar heterogeneidade nas crencgas
dos agentes sobre o preco fundamental, e entao investigar o seu papel no padrao de
formagao das flutuacoes de precos. A crenca dos agentes sera tomada como uma

opiniao subjetiva, que surge do julgamento sobre o nivel de preco justo do ativo.
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Esse conceito de preco estd baseado em percepgoes, or¢amentos ou necessidades.
Na literatura economica, a crenca ¢ um elemento na formagao das chamadas pre-

feréncias.

4.1 O modelo

O modelo aqui desenvolvido é similar ao JMGC. Existem N agentes que possuem
uma estratégia a = +1 parai =1,...,Nepu =20,...,P —1. A cada tempo t
eles processam uma informacao publica p = u(t) com o propédsito de tomar uma
decis@ao. Contudo, uma fragdo p = N,/N dos agentes tem uma percepcao individual
sobre o valor fundamental do preco da agao 6;. A quantidade 6; é uma varidvel
aleatéria uniformemente distribuida no intervalo [0, ..., 00.). E permitido a um

fundamentalista nao seguir sua estratégia quando:

Lp(t) =

> A

t'<t

>0, e Uj(t)<0 para i€][l,...,Ng. (4.1)

O agente ¢ nao participa do mercado ¢;(t) = 0 enquanto a condic¢ao (4.1) é mantida,

de outra maneira ¢;(t) = 1. O excesso de demanda A(t) é estimado como

Alt) = Y eit)al®. (4.2)

Os fundamentalistas comportam-se como especuladores e a atualizacao das suas

estratégias U;(t) sao atualizadas por:

Uit +1) = Uy(t) — a"D(t) A(t) — e (4.3)

No limite 6,,,, — 0 retoma-se o modelo JMGC. Por outro lado, quando 6,,,,, —
00, o retorno r(t) torna-se deterministico, pois somente os produtores irao negociar.
Para um finito, mas nao muito grande, valor de #,,,,, um dado especulador poten-
cial ¢ esperara a variacao de preco exceder o limiar de negociacao 6; para especular,
desde que eles considerem desvios da variacao de prego e seus respectivos valores
fundamentais como uma fonte de oportunidade de arbitragem. Além disso, os es-
peculadores mantém atualizadas a pontuacao de suas estratégias a cada tempo t

qualquer que seja o nivel de precos.

4.2 Resultados e discussao

O foco inicial da andlise do modelo serd o retorno r(t). Na figura 4.1 é mostrada

uma série tipica de retornos para diferentes valores de parametros. Como pode ser
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visto, a série temporal apresenta agrupamentos de volatilidade, que sao caracteriza-
dos por grandes e intermitentes flutuacoes. De fato, a heterogeneidade com respeito
a crenca sobre o preco fundamental é responsavel pela producao de tais padroes.
De maneira oposta ao modelo Grande Canonico tradicional, o modelo aqui apresen-
tado nao necessita ajustar os parametros para produzir fatos estilizados. As séries
temporais da figura 4.1 sao consistentes com as séries temporais reais de retornos
didrios e podem ser produzidas em uma grande faixa de valores para os parametros,

o que é um indicativo da robustez do modelo.

time

Figura 4.1: Evolu¢ao temporal do retorno r. Os parametros utilizados sao
N = 10.000, P = 64, e (a) Opmaz = 1.000 € p = 0,5; (b) ez = 1.500 e p = 0,5; e
(¢) Omaz = 1.500 e p = 0,6.

Na figura 4.2 é apresentado outro exemplo para a série temporal dos retornos
(fig. 4.2a) juntamente com suas autocorrelagoes associadas C'! e a fungao de auto-

correlagao dos retornos absolutos C? (fig. 4.2b) que sao definidas como:

1y _ et T)r(E) — (et + 7)) (r ()
Ci(r) = E0) (4.4)
C2(r) = (Lrt+7)r@) ) = rit+7) D{ArE) D (4.5)

(I @) [*) ’
respectivamente, onde (...) representa uma média temporal. Essa realizacao é par-

ticularmente interessante. A série parece ser uma (Gaussiana a maior parte do tempo,

exceto no intervalo t € [24000,...,24600] onde grandes flutuagdes ocorrem. Como
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uma conseqiiéncia dessas flutuagoes, surge uma estrutura nao trivial nas correlagoes.
A fig. 4.2b mostra que os retornos sao completamente descorrelacionados, o que sig-
nifica que os especuladores estao explorando toda a informagao disponivel. Entre-
tanto, a medida da correlacao absoluta dos retornos C?(7) apresenta um decaimento
lento, que pode ser interpretado como uma correlagao de longo alcance nos retornos,
evidenciando uma memdria de curto alcance na série (linha na fig. 4.2b). Esses re-
sultados qualitativos estao de acordo com os dados empiricos do mercado financeiro.
A figura 4.2¢ contém a distribuigao de probabilidade dos retornos P(r) como uma
funcao de r. E possivel observar, claramente, que a distribuicao de probabilidade
exibe caudas gordas. Isso nao é uma surpresa, desde que flutuagoes da volatilidade,
que sao devidas as correlagoes nao-lineares nas séries temporais, levam a caudas
gordas na fun¢ao de distribuigao dos retornos [27]. Essa realizagdo também mostra
uma assimetria na distribuicao de probabilidade, a chamada skewness. No caso a
skewness ¢ negativa. Em geral, o sinal da skewness é determinado pela condicao

inicial. A skewness surge da auséncia de consenso a respeito do preco fundamental.

Cl1)
T T
w [

Figura 4.2: (a) Evolucao temporal dos retornos. (b) Autocorrelacao dos retornos (linha
pontilhada) e autocorrelagao do valor absoluto dos retornos (linha continua) como funcéo
de 7. (c) Distribui¢ao de probabilidade dos retornos P(r) como fungao de r. Os parametros
utilizados sao N = 1.000, P = 100, 0z = 100 e p = 0,6. Em (c) é observado caudas

gordas e skewness negativa.

Um outro modo de analisar a correlacao em uma série temporal é utilizar o

método do DFA (Detrended Flutuation Analysis) como foi destacado no capitulo
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3. Na figura 4.3 o valor médio de ¢ (expoente do DFA), para a série de retorno,
¢é apresentado como funcao do parametro de controle a. Observa-se que (, para o
modelo de Pregos Fundamentais Heterogéneos (PFH), ficou abaixo de 0,5, ou seja,
¢é anti-persistente. Isso é coerente com o aspecto de reversao a média inerente ao
modelo. Nota-se também que para a pequeno as barras de erros sao bem maiores
comparadas com aquelas observadas proximas de a = 1. O valor médio de ( se

estabiliza préoximo de 0,45 conforme o aumenta.

0.5

0.45 k

04 k

0.35 k

0.25 i

0.2 | i

0.15 : 5
0.1 1

Figura 4.3: Valor médio de ¢ da série de retornos em fungao do parametro de controle a.
Os parametros utilizados sdo P = 64 e 0,4, = 200. A média é feita sobre 21 realizacoes,

cada uma com 10.000 pontos. O valor de N ¢ alterado de modo a variar o parametro «.

A fim de quantificar tais desvios da funcao de distribuicao de probabilidade, em
relagdo a uma distribuicio Gaussiana, serd utilizada a curtose xk = (u4)/{c?) — 3,
onde (yu4) é o momento de quarta ordem dos retornos e o é o desvio padrao dos
retornos. Na figura 4.4 é mostrado um grafico da curtose como funcao do parametro
a = P/N. O resultado mostra uma clara dependéncia da curtose k4 com «. Mais
precisamente, a curtose k4 decresce continuamente com o aumento do parametro
a. Para altos valores de «, que correspondem a um numero grande de padroes
P, a distribuicao de probabilidade dos retornos aproxima-se de uma distribuicao
Gaussiana. Por outro lado, quando « diminui surgem grandes flutuacoes, e entao a
curtose torna-se alta. A barra de erro torna-se grande para pequenos valores de a,
e torna-se negligenciavel para a > 0.1.

Para entender melhor a flutuacao da volatilidade que surge no modelo é necessario

comentar o papel que os especuladores desempenham no sistema. Os especuladores
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Figura 4.4: A curtose k como fungao do parametro de controle . Os parametros utiliza-
dos sao N = 1.000, 6,4 = 100 e p =0, 6.

negociam de tal maneira que causam reversao a média na série de pregos [12].
Quando a variacao de pregos é pequena, somente poucos agentes podem negociar no
mercado como especuladores. Entretanto, todos os especuladores mantém atuali-
zadas as pontuagoes das suas estratégias (aprendizagem). Durante esse periodo de
aprendizagem eles detectam arbitragens coletivas (a variacao de pregos ultrapassa
seus limiares de negociagao) e entao eles coordenam suas decisdes, que amplificam
a variacao de precos, isto é, o excesso de demanda | A(t) | aumenta. Inicialmente, o
mecanismo supracitado atrai mais especuladores (efeito de manada). Por enquanto,
as pontuacoes das estratégias reduzirao até o ponto que eles seguirao a maioria, e
entao o nimero de agentes inativos aumenta. Como conseqiiéncia, a variacao de
precos decresce e os especuladores tendem a comportar-se como produtores nova-

mente.
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Capitulo 5

Estudo de Fatos Estilizados no Jogo da Minoria

Como exposto no capitulo 3, as séries temporais financeiras sao caracterizadas
por propriedades denominadas fatos estilizados. As mais importantes dessas pro-
priedades sao os agrupamentos de volatilidade, as distribuicoes de probabilidade
com caudas gordas e a presenca de memoria de longo alcance na série temporal
dos retornos absolutos. Essas observacoes empiricas corroboram a idéia de que os
incrementos de precos nao sao independentes, portanto eles nao podem ser descritos

por um modelo do tipo passeio aleatorio.

A descoberta dos fatos estilizados a partir da investigagao empirica do mercado
financeiro faz surgir novas questoes na teoria de finangas. Uma delas é saber qual o
mecanismo responsavel por aquelas propriedades estatisticas. A partir desse conheci-
mento a expectativa é aperfeicoar a modelagem de risco e evitar grandes perdas, que
sao prejudiciais para a economia e organizacoes sociais que investem no mercado
financeiro, como os fundos de pensoes. Uma abordagem bem sucedida que trata
desse assunto é a modelagem baseada em agentes. Uma vantagem dessa metodologia
é dar uma descricao microscépica ao mercado. Além disso , ela permite mostrar que

flutuacoes anomalas de precos podem ser causadas por mecanismos endogenos.

Varios modelos baseados em agentes tém sido propostos para explicar o mecanis-
mo de mercado. O modelo mais explorado pela comunidade dos fisicos é o Jogo da
Minoria [18]. No capitulo 2 e 4 verificou-se que quando é permitido aos agentes do
Jogo da Minoria nao negociar (Jogo da Minoria Grande Canénico), no caso de um
desempenho ruim, observa-se os principais fatos estilizados na séries temporais de
retornos de precos. Para o JMGC tradicional os fatos estilizados surgem préximos
a transicao de fase, sugerindo que o mercado se auto-organiza préximo a um ponto
critico. O problema que ocorre com o JMGC é que ele nao é robusto. Até quando
sao fixados parametros corretos, os fatos estilizados dependem da realizacao. Alter-
nativamente, como exposto no capitulo 4, ha modelos que sao habéis para reproduzir

os fatos estilizados em uma longa faixa de parametros.
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Neste capitulo pretende-se simular varias realizacoes do JMGC, em uma longa
faixa do parametro de controle «, e assim conseguir a descrigao do comportamento
de varias medidas da série de retorno, como desvio padrao, curtose e o expoente
do DFA (¢). As mesmas medidas sao realizadas para o mercado, obtendo-se uma
descricao da distribuicao de probabilidade das mesmas. Isso é feito com o intuito de
saber em que faixa de medidas o mercado opera. Essa informacao permite comparar
os dados obtidos com as simulacoes do JMGC e observar se o modelo é capaz de
reproduzir o mercado e, se isso ocorre, qual a faixa do parametro de controle «.

Um outro estudo é feito utilizando o modelo de Heston. Esse modelo mostrou-se
bastante eficiente para descrever o comportamento dos dados dos trés mais expres-
sivos indices do mercado americano de agoes: S&P500, Dow-Jones e Nasdaq [42].
A partir das equacoes do modelo sao estabelecidas curvas tedricas de distribuicoes
de probabilidades e sao mostrados no mesmo grafico, a fim de comparacao, a dis-
tribuigao dos dados obtidos com modelos de Jogo da Minoria: o Grande Canonico
tradicional e o de Pregos Fundamentais Heterogéneos (PFH). Como o modelo de
Heston representa bem a distribuicao de probabilidade de indices do mercado de
acoes, o objetivo é verificar se os modelos de Jogo da Minoria possuem a mesma
dinamica para as distrubuicoes de probabilidades do mercado real, via modelo de

Heston.

5.1 O modelo de Heston

Modelos com volatilidade estocastica tém recebido grande atencao da literatura
financeira, especialmente em relagao a pregos de opgoes [38]. No modelo de Heston
[39] a volatilidade e o prego de ages seguem um processo difusivo.

Verificagoes empiricas do modelo de Heston foram feitas tanto para agdes [40, 41,
42, 43] como para opgoes [44, 45] e uma boa concordancia com os dados empiricos
foi encontrada nesses estudos. A versao utilizada do modelo de Heston nos estudos
[41, 42, 43] de agbes é uma modificacao da solugao original e tem-se desenvolvido
dentro de uma férmula diferente, com parametros que apresentam uma simples
interpretacao. E essa versao modificada do modelo original que sera empregada
neste capitulo.

O caminho formal de apresentar o modelo de Heston é por meio de duas equacoes
diferenciais estocésticas (EDE), que podem apresentar os seus movimentos Browni-

anos correlacionados:
dSt = uSt dt -+ UtSt th(l) (51)
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dvy = —y (v — 0) dt + r/v AW, (5.2)

Aqui o subscrito ¢ indica a dependéncia temporal, p o parametro de tendéncia,
Wt(l) and Wt(2) sao processos aleatorios de Wiener, o; é a volatilidade dependente
do tempo e v; = 02 é a variancia. Em geral, o processo de Wiener em (5.2) pode ser

correlacionado com o processo de Wiener em (5.1):

AW = paw ) +\/1 - p2dz,, (5.3)

onde, Z; é um processo de Wiener independente de Wt(l), e p € [—1,1] é o coeficiente
de correlagao. Observa-se que (5.1) e (5.2) s@o bem conhecidas em finangas. Elas
representam, respectivamente, o processo log-normal das agoes utilizado por Black-
Merton-Scholes (B-M-S) [46, 47] e a EDE com reversao a média de Cox-Ingersoll-
Ross (CIR) utilizada em modelos de taxas de juros [48].

Para resolver a (5.1) and (5.2) juntamente com (5.3), inicialmente introduz-se
a varidvel retorno sem tendéncia x; = In(S;/Sy) — ut. Dal em diante, resolve-se
a equagao de Fokker-Planck (5.4) para a probabilidade de transicdo P(z,v|v;), a
fim de encontrar o retorno x e a volatilidade v no tempo ¢, dado que o retorno sem

tendeéncia é x = 0 e, no tempo t = 0 a variancia é v;.

0 0 10
%l = Yo, [(v—0)P] + 5%(2}” (5.4)
0? 1 02 K2 02
TP ae D) T 5 WP+ 5 g P):

A solugao analitica geral da (5.4) para P;(x, v | v;) foi obtida em [41]. A densidade
de probabilidade marginal P;(x | v;) pode entdo ser diretamente comparada ao valor
empirico do retorno das acoes. Contudo, v; é tratado como um parametro extra.
Para permitir isso, assume-se que v; tenha distribuicao estaciondria IL,(v) na equacao
diferencial estocéstica de CIR (5.2):

@ a—1 2 9
M(v) = —— —— e/ ==L (5.5)

)
52

Usando (5.5) obtém-se a distribui¢ao de probabilidade do retorno sem tendéncia
By(x),

P(z) = /0 T dv L (v;) Py | v2) (5.6)

onde a solucao final é
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1 +o00 .
Pi(x) = Py /_Oo dp, ePer+Fi(pa) (5.7)

COo1
0
F(p.) = 5 It (5.8)
26 Qt P2 -T?+ 297 Ot
_ % In [cosh > + 275 7 sinh >
onde
I' =~ +ipkp, (5.9)
(§]
Q= /T2 + K2(p2 — ip,). (5.10)

Nesse ponto é relevante mencionar que solugoes analiticas, para todas as densi-
dades de probabilidades, s@o obtidas utilizando a transformada de Fourier (5.7). Isto
é, a equacao de Fokker-Planck (5.4) pode ser resolvida usando uma transformada
de Fourier ou de Laplace para chegar a férmula da funcao caracteristica (5.7). Para
detalhes sobre a solugao ver [41].

A operacao para remover a dependéncia de volatilidade inicial da densidade
marginal de probabilidade P;(z |v;) usando (5.6) foi inicialmente introduzida em
[41]. Esta operacao subtrai um grau de liberdade e portanto simplifica a densidade
marginal de probabilidade final.

Duas simplificacoes posteriores sao, entao, feitas para chegar-se a forma funcional
utilizada neste capitulo. A primeira hipétese é considerar (5.1) e (5.2) descorrela-
cionadas. Isso é equivalente a tomar p = 0 na (5.8). Esta aproximagdo mostrou-se
aceitdvel para algumas companhias e indices do mercado americano [41, 42, 43] mas
pode nao ser boa para diferentes mercados [49]. A préxima hipétese de aproximagao
resulta Pi(z, p = 0) em uma funcdo simétrica.

Troca-se em (5.7) p, — p. +1/2 e p = 0 para encontrar

+oo .
Pi(x) = e—w/2/ Pz ezpszrFt(pz)’ (5.11)

—00 2T

onde o = 2v6/K?,

Fi(p,) = - cosh — + sinh —

2 2
ot ln[ %t Q;QV %t, (5.12)
v
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Q= /72 + K22 + 1/4) = 71+ p2(k2/72). (5.13)

Finalmente, abandona-se o termo e~*/2 (uma vez que x é pequeno). Nota-se que
ambas aproximagoes (5.13) sdo necessarias para produzir uma nova fungao carac-
teristica que corretamente converge para a unidade quando p, = 0. A forma fun-

cional final para P,(x) é:

“+o00

APa ipywt Fo(p,
Pi(x) :_ %em +E(pa) (5.14)
t O 2+ Ot
Fi(p,) = O;t —aln [cosh; + 2;2_ sinh ;] , (5.15)
t=nt, a=2v0/s* Q=1+ (pr/7)?, of=(2?)=0t (5.16)

A variancia o? = (x?) (5.16) de Py(z) (5.15) aumenta linearmente com o tempo,
enquanto a média é (x;) = 0. O modelo de Heston foi expresso por quatro parametros,
i, 0, a e v. Dois parametros, u e 6, podem ser prontamente encontrados a partir
dos dados. A tendéncia p é encontrada tomando os retornos e subtraindo destes o
seu valor médio de forma a ter-se os retornos sem tendéncia x. O valor de 6 pode ser
encontrado calculando a variancia dos retornos sem tendéncia, conforme a equacao
(5.16). Portanto, restam dois parametros, cujos valores sdo encontrados utilizando
o método de minimos quadrados entre o valor empirico P (z) e o tedrico P;(z).

Os parametros a e 7 representam, respectivamente, a forma geral da curva e a
taxa de relaxagdo de Py(z) para uma distribuigdo Gaussiana [41, 43]. Para inter-
valos de tempo curto, Pi(z) (5.14) reduz-se a uma exponencial (se a = 1), ja para

intervalos de tempo longo reduz-se a uma Gaussiana [43]:

Py(z) exp(—|x|y/2/0t), t~: vt <K 1, (5.17)
exp(—x?/20t), t=n~t>1.

5.2 Comparagoes com o S&P500

Nessa secao o interesse é obter o comportamento do mercado real a partir
da analise das distribuig¢oes acumuladas de probabilidades dos retornos do indice
S&P500 em relagao as variaveis: ¢ - expoente do DFA (Detrended Flutuation Analy-
sis), curtose e volatilidade.
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Esse conhecimento mostrara se é possivel, e em que faixa, calibrar o modelo do
JMGC para reproduzir o comportamento estatistico do mercado real. Ou seja, o
modelo produz dados cuja estatistica nas varidveis de estudo possue um conjunto
de valores compativeis com aqueles apresentados pelo S&P5007 Se isso acontece, é
possivel calibrar o modelo.

Os dados de retorno do S&P500 utilizados neste estudo sao didrios e correspon-
dem ao periodo compreendido entre 1982 e 1999.

A distribui¢ao acumulada de ¢, para o indice S&P500, conforme figura 5.1(a),
mostra que 40% dos dados sao anti-persistentes e 60% persistentes. A maior parte
dos dados, 60%, apresenta ¢ entre 0,45 e 0,65. Os restantes 40% estao distribuidos
em ¢ < 0,45, 20%, e ( > 0,65, 20%. A grande maioria dos dados do S&P500, cerca

(a) (b)
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Figura 5.1: Distribui¢oes de probabilidades acumuladas das varidveis: (a) ¢, (b) curtose

e (c) volatilidade. Todas as medidas sao feitas para o indice S&P500.

de 90%, possuem curtose menor que 20 (figura 5.1 (b)). E em apenas 5% dos dados

a curtose é maior que 40, sendo o valor méaximo obtido foi de 140. Essas medidas
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corroboram a existéncia de fatos estilizados como caudas gordas e agrupamentos de
volatilidade.

Nao se verifica volatilidade inferior a 0,18 para o S&P500 (figura 5.1 (¢)). Em
torno de 90% dos dados desse indice tém o entre 0,18 e 0,4, sendo que o valor
maximo observado para o foi de 0,65.

Na figura 5.2 tem-se o comportamento do JMGC nas variaveis curtose, variancia

e (, todas em funcao do parametro de controle a.
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Figura 5.2: As varidveis: (a)curtose, (b) volatilidade e (c¢) ¢ sdo mostradas em fungao do
parametro de controle . Sao 21 diferentes valores de « e a barra de erro corresponde,

para cada «, a 40 realizacoes de simulagao.

No caso da curtose ha trés regimes diferentes, o primeiro, para valores baixos de
a, a curtose é estavel em torno de 15 e também apresenta barras de erro pequenas.
Para 0,2 < a < 0,04 a curtose tem médias altas e grandes flutuacoes. No terceiro
regime, quando « > 0,04 o comportamento torna-se praticamente Gaussiano, ou
seja, a curtose tem média zero com flutuagoes bem pequenas. No ponto em que
a = 0,02 é possivel obter todo o espectro de valores da curtose apresentado pelo

S&P500. Porém, sao os baixos valores de a que apresentam curtoses (com pequenas
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barras de errros) consistentes com 90% da distribuigao de probabilidade acumulada
da curtose do S&P500.

Essa grande flutuacao apresentada pela curtose pode ser explicada pela multi-
fractalidade dos conjunto de dados naquela regiao. O capitulo 6 tratara do aspecto
de multifractalidade no JMGC em detalhes, por hora, é interessante saber que o
JMGC apresenta os dois regimes, monofractal e multifractal, e que esse ultimo
ocorre justamente na faixa do parametro de controle o que gera a grande flutuacao

da curtose.

Como a multifractalidade representa o escalonamento dos momentos estatisticos
de um conjunto e a curtose, grosso modo, ¢ uma razao entre momentos, quando a
curtose mostra aquela grande flutuacao é porque a constante de proporcionalidade
entre os momentos (caracteristica de monofractalidade) dé lugar a uma fungao que

governa essa proporcionalidade (caracteristica de multifractalidade).

Outra varidvel observada é o expoente do DFA (¢). Como apresentado no
capitulo 3 essa varidavel é utilizada para medir a correlagao da volatilidade. Para
retomar o conceito rapidamente, pode-se dizer que ( é o expoente da lei de poténcia
que se verifica na relagao entre F(1) e [, onde F(l) é o devio padrao da flutuacao
observada na diferenca quadratica entre a série temporal integrada dos retornos e
os respectivos valores de linhas de tendéncias locais, e [ é o tamanho da caixa ou
janela com que se divide a série integrada dos retornos. Assim valores de ( abaixo
de 0,5 demonstram anti-persisténcia e valores acima de 0,5 persisténcia, e por fim,

o valor 0,5 demonstra que os dados nao possuem tendéncia.

A mesma ruptura de transicao de fase observada em « = 0,02 para a curtose
se repete para o grafico de (. O valor de ( se estabiliza em torno de 0,45 para
valores altos de «, e o sistema apresenta comportamento anti-persistente, o que é
coerente com o aspecto de reversao a média inerente ao modelo. Ao compararem-se
esses dados com aqueles obtidos para o S&P500, verifica-se que o JMGC apresenta
valores em uma faixa, para ¢, que corresponde a apenas 20% da distribuicao de
probabilidade acumulada de ¢ para o S&P500. E ainda mais, boa parte dos dados
empiricos tem comportamento persistente, o que nao apresenta paralelo nos valores

simulados.

A variancia apresenta o comportamento esperado para o jogo da minoria. Um
comportamento linearmente inverso em relacao a « até proximo de ., onde o com-
portamento assemelha-se a uma parabola com valor de minimo e a parte crescente
da parabola transforma-se em curva que tende a saturacao. Essa saturacao ocorre

em torno de zero.
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5.3 Comparacoes com o modelo de Heston

Nessa sec¢ao serao comparados os dados gerados pelos modelos JMGC (Jogo da
Minoria Grande Canonico) e PFH (Pre¢os Fundamentais Heterogéneos) com as cur-
vas teoricas de densidade de probabilidade acumulada e densidade de probabilidade,
obtidas por meio do modelo de Heston.

Na figura 5.3 temos dois graficos em que as linhas continuas representam os
valores analiticos obtidos com o modelo de Heston. Os gréficos em (a) e (b) sao
realizacoes diferentes da simulagao do modelo JMGC. Como os gréficos sao da-
dos na forma semi-log, as representacoes lineares correspondem a distribuicoes de
probabilidade exponenciais. Deslocamentos abaixo dessas linhas correspondem a de-
caimentos que tendem a uma Gaussiana e deslocamentos acima das mesmas linhas

correspondem a distribuicoes com tendéncia a lei de poténcia.

(a)

CDF(-1); 1-CDF(r)

L L L L L L
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03

L L L L L L L L L
0 0.1 0.2 03 04 05 06 07 08 09

retorno, r retorno, r

Figura 5.3: Distribui¢ao de probabilidade acumulada dos retornos. As cinco diferentes
distribuigoes correspondem a diferentes valores de 7 = 1,5,7,9,11 (7 cresce no sentido em
que aumenta a dispersdo das distribuigoes). As linhas continuas representam os valores

do modelo de Heston enquanto os dados obtidos para o JMGC sao mostrados em pontos.
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Na figura 5.4 tem-se a distribui¢ao de probabilidade acumulada para o modelo
PFH. Os graficos em (a) e (b) representam realizagoes distintas. Da mesma maneira

que feito para o JMGC a comparacao ocorre entre os dados do PFH e o modelo de

Heston.
(a) (b)
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Figura 5.4: Distribui¢ao de probabilidade acumulada dos retornos. As cinco diferentes
distribuigoes correspondem a diferentes valores de 7 = 1,5,7,9, 11 (7 cresce no sentido em
que aumenta a dispersdo das distribuigdes). As linhas continuas representam os valores
do modelo de Heston enquanto os dados obtidos para o modelo PFH sao mostrados em

pontos.

Na figura 5.5 os graficos apresentam as distribuigoes de probabilidades para
varios valores de 7. Verifica-se que quanto mais curto é o periodo dos dados, mais
eles tendem a uma distribui¢ao com caudas pesadas. Em (b) tem-se uma certa as-
simetria, o lado positivo da distribuicao possui cauda mais pesada que o de uma
Gaussiana, ja o lado negativo segue uma distribuicao Gaussiana. Esse comporta-
mento de assimetria nao é verificado em (a). Os graficos em (a) e (b) sdo apenas
realizacoes diferentes para o modelo JMGC.

Na figura 5.6, tanto em (a) como em (b) ha demonstracoes nitidas de caudas
gordas. No caso de (a) as caudas decaem ainda mais lentamente que aquelas ob-
servadas em uma distribui¢ao exponencial. Os grafios mostrados em (a) e (b) sao

realizacoes diferentes para o modelo PFH.
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Figura 5.5: Distribuigao de probabilidade dos retornos. As cinco diferentes distribuiges
correspondem a diferentes valores de 7 = 1,5,7,9, 11 (7 cresce no sentido em que aumenta
a dispersao das distribuigoes). As linhas continuas representam os valores do modelo de

Heston enquanto os dados obtidos para o modelo JMGC sao mostrados em pontos.

(a) (b)

retorno, r retorno, r

Figura 5.6: Distribui¢ao de probabilidade dos retornos. As cinco diferentes distribuigoes
correspondem a diferentes valores de 7 = 1,5,7,9,11 (7 cresce no sentido em que aumenta
a dispersao das distribui¢oes). As linhas continuas representam os valores do modelo de

Heston enquanto os dados obtidos para o modelo PFH sao mostrados em pontos.
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Outros fatos estilizados, como auséncia de autocorrelacao linear dos retornos, in-
termiténcia e agrupamento de volatilidade sao observados tanto nos modelos JMGC
como PFH. A skewness foi observada de forma nao consistente, seja por nao ocorrer
sempre, seja por apresentar a assimetria ganho/perda de forma invertida, isto é, o
lado positivo da distribuicao de probabilidade que apresentou cauda pesada, como
foi mostrado para o PFH. O efeito de alavancagem nao foi observado nos dados
simulados dos modelos e a correlagdo volume/volatilidade nao foi verificada devido
a falta dos dados de volume do S&P500.
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Capitulo 6

Regime de transicao multifractal em um modelo

de Jogo da Minoria dessincronizado

Existem varios modos de caracterizar as correlagoes de longo alcance, seja em
séries temporais reais ou geradas por modelos. Alguns desses métodos sao as fungoes
de autocorrelagao, densidade espectral(a partir de transformadas de Fourier ou de
wavelet) e fungoes de distribui¢ao de probabilidades. Além desses métodos, a andlise
fractal e multifractal fornecem mais informacoes sobre a auto-similaridade dos ex-
poentes de escalamento.

Nesse capitulo serd utilizado o expoente de Hurst obtido por meio do método da
fungao de estrutura [50], e o espectro de singularidade obtido por meio do método
do médulo maximo da transformada de wavelet MMMTW [51] para mostrar, re-
spectivamente, a estrutura fractal e multifractal dos sinais gerados por um Jogo da
Minoria composto por grupos que negociam em tempos diferentes.

Virias versoes modificadas do modelo original, para torna-lo mais realista, sao
tratdaveis analiticamente, no estado estacionario, via réplica ou métodos de funcao
geratriz [11, 13, 54, 37]. Tais métodos levam a um entendimento profundo das pro-
priedades macroscépicas do sistema. Infelizmente, muitos fenémenos interessantes
ocorrem em uma fase nao ergodica onde a abordagem analitica falha.

Intimeros modelos do Jogo da Minoria, onde os agentes atuam sincronicamente
na tomada de decisao, foram explorados na literatura, dentre os quais alguns foram
discutidos nos capitulos precedentes. Aqui serda abordada uma versao onde a sin-
cronicidade é removida, permitindo aos agentes negociar em diferentes escalas de
tempo. Para diferentes distribuigoes de freqiiéncia tem sido mostrado em [59, 60, 61]
que esses modelos essencialmente preservam muitas das propriedades estatisticas
de Jogos da Minoria sincronizados, tais como, transicao de fase, agrupamentos de
volatilidade, distribuicao de probabilidade com caudas gordas, etc. Entretanto, es-
sas caracteristicas dependem da distribuicao da freqiiéncia de transacoes. Neste

trabalho, sera focado o caso onde as informagoes processadas pelos agentes sao as
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mesmas e que a distribuicao de freqiiéncia de entrada no mercado sera deterministica.

Surpreendemente, encontrou-se um regime onde a série temporal dos retornos
exibe comportamento multifractal, uma caracteristica que surge nos dados do mer-
cado real. Assim é importante explorar a propriedade de multi escala em dados
gerados artificialmente. Muitos estudos empiricos [52, 53] tem apontado na diregao
de presenca do aspecto multifractal nos dados reais como um fato estilizado. Mode-
los do Jogo da Minoria incorporam esse efeito, por meio da utilizagao de uma regra
de transacao mais realista. Antes de apresentar as técnicas para detectar multifrac-
talidade, faz-se na proxima secao uma breve introducao sobre fractais e multifractais

e sua interpretagao geométrica.

6.1 Dimensao Fractal

6.1.1 Box-counting

A dimensao de um conjunto é uma de suas propriedades basicas. Uma maneira
relativamente simples para determinar a dimensao de um conjunto é o método de-
nominado dimensao de box-counting. Para alguns tipos de conjuntos esse método
fornece uma medida nao inteira para a dimensao e por conta disso Mandelbrot
denominou esses conjuntos de fractais [55].

A idéia do box-counting é a de recobrir um determinado conjunto que esta situ-
ado em um espaco n-dimensional com uma malha de cubos n-dimensionais, cujas
arestas tem tamanho €. Para contar o nimero minimo de cubos N(g) necessérios
para realizar essa tarefa, utilizam-se valores sucessivamente menores de ¢ [55]. Um
exemplo muito interessante é dado em [56], onde esse método é utilizado para reco-
brir um mapa representando a costa da Noruega (que é bastante irregular). Caso
a costa da Noruega fosse uma curva bem definida de comprimento L, a expectativa
seria que o numero de quadrados necessarios para cobri-la, N(¢), fosse inversamente
proporcional a e, de tal maneira que L(¢) = eN(e) se aproximasse da constante L
conforme ¢ diminuisse. Porém nao é o que acontece nesse caso.

Tomando-se um grafico log-log do tamanho da costa da Noruega versus € nao se
observa convergéncia de L(e) para valor algum, conforme diminui-se . Na verdade,

0 que se observa é uma reta que pode ser aproximada pela férmula:
L(g) = ag~Po) (6.1)

onde a seria o valor encontrado caso houvesse a convergéncia da curva da costa da
Noruega para um valor fixo L (no caso de uma curva ordindria, o que implicaria

em Dy = 1) e Dy é a dimensao. O expoente de € em 6.1 é a tangente da reta
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apresentada no gréafico e seu valor aproximado é —0,52. Portanto conclui-se que a
costa da Noruega tem dimensao fractal Dy ~ 1,52 [56].
De maneira formal a dimensao de um conjunto, utilizando o método de boz-

couting, é dada por [55]:

In N
DO = lim - (6)

e—0 Ini
€

(6.2)

6.1.2 Dimensao de Hausdorf

Uma outra definicao de dimensao, que apesar de ser um tanto mais complicada
comparativamente a dimensao de boz-counting, mas possui algumas vantagens, é a
chamada dimensao de Hausdorff. Em muitos conjuntos, principalmente em dinamica
cadtica, essas duas formas de calcular dimensoes sao equivalentes [55].

Para tratar da dimensao de Hausdorff é necessario, primeiramente, introduzir
o conceito de medida de Hausdorff. Seja A um conjunto em um espago cartesiano
n-dimensional. O didmetro de A, denotado por | A |, é a maior distancia entre dois

pontos x e y em A,

|Al=sup |z —y]. (6.3)

r,yeA
Seja S;, ¢+ > 1 uma colegao contével de subconjuntos do espaco cartesiano, tal

que o diametro ¢; de S; tenha a propriedade:

de tal maneira que os subconjuntos S; recubram A, A C U; S;. Entao define-se a

medida M&(6) [55]:

ME(5) = inf > el (6.5)
=1

i .

A idéia é minimizar a soma M (§) utilizando, para recobrir A, subconjuntos S;
que tenham diametro menor ou igual a . A d-dimensao da medida de Hausdorff é

obtida de (6.5) no limite § — 0, ou seja:

M = lim M (6). (6.6)

Portanto, a partir dessa definicao, é possivel recobrir o conjunto A com subcon-
juntos S; que nao tém todos o mesmo tamanho, mas apenas o diametro deve ser
menor que 0. A d-dimensao da medida de Hausdorff é rigorosamente o menor valor

obtido para todos os possiveis recobrimentos de A por S; [56].
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Pode-se mostrar que a medida de Hausdorff tem os seguintes valores em funcao
de d:

Md: 0 s d>DO,
" oo, d<DO

O valor critico d = Dy que torna M finita é chamado de dimensao de Hausdorff
[55]. E interessante notar que é a posicao do salto em M% como uma funcao de d

que é importante para a caracterizacao da dimensao de Hausdorff [56].

6.1.3 Multifractal

Um atrator em um espaco de fase N-dimensional pode, utilizando-se o conceito de
boz-counting, ser recoberto por cubos N-dimensionais de aresta . Uma Orbita tipica
de um atrator cadtico visitara varios cubos que recobrem o atrator. Tomando uma
condigao inicial xg, pode-se definir uma medida que representa a fracao de tempo

que a orbita gasta em um dado cubo C; como [58]:

7](017 X0, T)
T )

onde n(C;,x0,T) é o tempo acumulado que a 6rbita iniciada em xy no tempo t = 0

p(Ci, o) = lim (6.7)

gastou em um cubo ¢ no intervalo de tempo 0 < t < T. A chamada medida
natural de um cubo C; é aquela em que a proporgao de tempo gasto pela érbita no
cubo, independe do valor da condicao inicial xy. Portanto, na auséncia de qualquer
conhecimento detalhado da érbita, pode-se dizer que a medida natural, u(C;), é a
probabilidade de um ponto da drbita cair em determindado cubo i [58].

Na definicao da dimensao de boz-counting todos os cubos N-dimensionais de
aresta ¢ sao contados igualmente, indistintamente. A contagem considera simples-
mente o numero de cubos para os quais a medida natural é nao nula (u(C;) # 0)
[58]. E desejavel que se tenha uma medida capaz de dar pesos maiores para os
cubos que tenham um valor de probabilidade maior, ou seja, cubos em que a orbita
permanece por um tempo maior devem ser contados com um peso maior.

Uma medida que permite levar em consideracao essa caracteristica ¢ a chamada

dimensao generalizada, ou espectro de dimensoes. Ela é dada na forma [56, 58]:

1 . In I(q,¢)

D, = i
q—1e=0 In e

: (6.8)

onde I(q,¢) é

Ia.e) = Y ulC)], (6.9)



sendo ¢ um indice continuo,—oo < ¢ < oo. Considerando ¢ > 0 na equagao (6.9)
percebe-se que os cubos com valor maior de p(C;) tém uma maior influéncia na
determinacao de Dy, ou seja, cubos que tém maior probabilidade passam a ter peso
maior no somatério, devido ao expoente g. No caso de tomar-se ¢ = 0, as equacoes
(6.9) e (6.8) retomam o conceito de boz-counting.

No caso de todos os cubos terem aproximadamente a mesma medida u(C;) ~
1/N(¢), a equacdo (6.9) resultard em I =~ [N(g)]!=? e portanto a equacio (6.8)
reduz-se a férmula da dimensao de boz-counting para qualquer ¢g. Assim, D, = D
independente do valor de g. Entretanto, u(C;) pode variar muito com i, e como
conseqiiéncia D, também variard com ¢. Uma medida para a qual D, varia com ¢
¢ chamada medida multifractal[58].

Tomando-se a equagao (6.8) com ¢ — 1 e aplicando a regra de L’Hopital tem-se:

YO W(C) I u(C)

In ¢

Dy = lim [ , (6.10)

que é a chamada dimensao de informacao. Outro caso particular de interesse é a

dimensao de correlagao, que ocorre ao tomar-se ¢ = 2 em (6.8), resultando

(6.11)

Uma propriedade importante de D; esta relacionada com a escala local da medida
natural em uma pequena bola. Seja B.(x) a bola N-dimensional de raio e centrada

no ponto x. Entao define-se a dimensao pontual da medida p no ponto x como [58]:

h(x) = lim P AUB(X) (6.12)

e—0 In ¢

A dimensao pontual h(x) é também chamada de expoente de singularidade, pois
a partir de (6.12) pode-se escrever u[B.(x)] ~ "¥). Caso seja tomado u(B.(x)) ~
1/N(e) em (6.10), assim como feito anteriormente para demonstrar a possibilidade
de D, = Dy independente de g, verifica-se que h(x) = D;. Os pontos para os quais
h(x) # D, sao responsaveis pela diferenca entre Dy e D; e pela variacdo de D, com
¢ para uma medida multifratal [58].

A cada cubo C; de um certo recobrimento pode ser associado um indice de

h;

singularidade h; = In[u(C;)]/Ine ou de outra maneira u(C;) = €". O ntmero de

cubos dN (h) que pertencem a uma faixa h e h + dh podem ser contados como [58]:

dN(h) = p(h) /™ dh. (6.13)
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O expoente de € em (6.13) pode ser compreendido da seguinte maneira: calcula-se
a dimensao pontual h(x) para cada ponto x, toma-se o conjunto de pontos que
apresentam h(x) = h, e denota-se a dimensao de boz-counting desse conjunto como
f (h). Interpretando h; como a dimensao pontual de um ponto no centro do cubo,
entdo pode-se tomar f(h) em x como f(h).

A quantidade f(h) pode ser relacionada a D, utilizando-se (6.13) para expressar
I(q,e) [58]:

I(q.) = / dh' p(h') =) cak
_ / di’ p(h'y (/) )= W} (6.14)
Para e pequeno, 1/¢ é muito grande. Assim a principal contribuigao na integral
(6.14) surge na vizinhanga do méximo da funcao f(h') —q I’

No caso de f(h') ser uma funcdo suave de h’, o maximo dessa fungdo ocorre

quando A’ = h(q), deste modo

f'(M@)=q e f'(h(g) <0. (6.15)

Devido a contribui¢ao principal na equacao (6.14), I(q, €) pode ser tomada como:

I(g, &) ~ en(1/2) h(a)=a hia)l} (6.16)
que substituido em (6.8) leva a

1

D(h) = qj[q h(q) — f(h(q))]. (6.17)

A partir das equagoes (6.15) e (6.17) é possivel obter parametricamente o espectro

de D(h). De modo contréario f(h) pode ser obtido a partir de (6.17). Multiplica-se

(6.17) por (¢ — 1) e diferenciando-se em relagao a g tem-se:

D(h) (¢ —1) = [qh(q) — f(h(q))]
D'(h) (q—1)+ D(h) = hlq)+qh'(q) —[f(h(q) P'(q)], (6.18)

usando (6.15) em (6.18),

D'(h) (¢ — 1) + D(h) = h(q), (6.19)
e definindo D(h) (¢ — 1) = 7(q) tem-se
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™(q) = h(q), (6.20)

0 que permite reescrever (6.17) como

f(h(q) =q7'(q) —7(q) (6.21)

Para um dado valor de ¢, as equagoes (6.20) e (6.21) permitem a correspondéncia
de f e h, especificando parametricamente f(h). Por exemplo, tomando ¢ = 1,
h(q) = D, por (6.20) e f(h(q)) = Dy por (6.21).

6.2 Jogo da Minoria com diferentes escalas de tempo

Como foi mostrado em capitulos anteriores, uma versao simples do Jogo da mino-
ria consiste em um conjunto de N agentes adaptativos, também chamados especu-
ladores, munidos de S estratégias que mapeiam uma informagao publica u, com
uma decisdo de comprar ou vender ativos, a; (t) = £1, 7 =1... Ny, s = 1...65.
Cada estratégia é gerada no inicio do jogo e é mantida fixa ao longo de toda a
dinamica. Além disso, as estratégias tém uma funcao payoff, U; s(t), que descreve o

desempenho de todas as estratégias no tempo, de acordo com a seguinte regra:
Uis(t +1) = Uss(t) — af (1) A(t), (6.22)

onde A(t) = 3, a} - (t). Essa funcdo é computada para todas as estratégias indepen-
dentemente de sua utilizacao em um dado periodo. A informagao publica é gerada
de forma aleatéria, a cada passo do jogo, com distribuicao uniforme no intervalo
[0, P]. Lembre-se que P representa o nimero de padroes informacionais. A decisao
¢ tomada de acordo com aj . (t), onde s* é o simbolo para a estratégia melhor pon-

*

tuada (s* = maxs U;5). No caso de empate, a decisao é feita por langamento de
moeda.

Um outro modelo aprimorado é o Jogo da Minoria Grande Canonico, que consiste
de dois grupos distintos, os produtores e os especuladores. Os produtores tem uma
Unica estratégia, suas decisoes sao uma funcao de p apenas, e portanto eles estao
sempre transacionando no mercado. Os especuladores tém uma estratégia extra, s =
0, que permite a eles nao negociarem quando suas estratégias nao sao suficientemente
lucrativas. Nesse modelo as o desempenho das estratégias seguem a seguinte funcao
de pontuacao:

Ui,s(t + 1) = Ui,s(t> - ags(t)A(t) + 6(50,5 (623)
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onde €, é um nimero real pequeno, que pode ser positivo (taxa de juros) ou negativo
(uma medida de aversao ao risco para os agentes). Devido a existéncia da estratégia
nula o numero de agentes flutua ao longo do jogo.

Entretanto, uma caracteristica nao realista dos modelos de Jogo da Minoria é
que os agentes transacionam na mesma escala de tempo e que diferentes eventos
ocorrem também na mesma frequéncia. Isso pode ser melhorado pela introducao de
g grupos de tamanho N compostos apenas por especuladores, cada grupo g; atua no
mercado com diferente escala de tempo ts;, de acordo com Jogo da Minoria simples
ou grande canonico. Todos os agentes, independentemente do grupo, tem acesso
a mesma informacao p e suas funcoes payoff sao atualizadas virtualmente a cada
periodo. No presente modelo foi adotado a versao Grande Canonica, com somente
um grupo de produtores que possue N, membros agindo na menor escala de tempo
dentre aquelas utilizadas por todos os grupos. As escalas de tempo sao escolhidas
como didrias, semanais e mensais semelhantemente ao mercado real. O parametro
de ordem toma o nimero total de agentes e é escrito como o = QLN.

Vérios autores estudaram modelos similares [59, 60, 61]. As caracteristicas bésica
do comportamento do Jogo da Minoria, até mesmo considerando diferentes dis-
tribuigoes de tempo de escala de transacoes, permanecem igualmente para modelos
em que as transacoes tém frenqiiéncia sincronizada. O parametro de controle a exibe
alguma dependéncia com o parametro da distribuicao de freqiiéncia. As flutuacgoes,
qualitativamente, preservam caracteristicas similares. Quando a diferenca na escala
de tempo dos grupos |ts; —ts;|, ¢ # j, aumenta, os grupos tornam-se independentes
e o Jogo da Minoria comporta-se como se fosse monocromatico. Curiosamente, o
mercado tem uma volatilidade maior para pequenas diferencas de escala de tempo

A, isto é, quando os grupos processam dados que sao muito préximos no tempo.
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6.3 Analise estatistica

O Jogo da Minoria e suas variagoes foram extensivamente explorados em diversos
estudos. A capacidade deles gerarem propriedades estatisticas universais qualita-
tivamentes similares aquelas do mercado financeiro é a principal aplicacao desses
modelos. Do ponto de vista estatistico, o fato conhecido é que a distribuicao de
probabilidade dos retornos nas séries temporais do Jogo da Minoria é Gaussiano,
exceto em torno do ponto critico. Na regiao subcritica (o < a.), é possivel en-
contrar certas realizacoes com caudas gordas mas nao necessariamente seguindo um

decamimento com lei de poténcia.

Quando é permitida a interagao entre grupos compostos por agentes que transaci-
nam em diferentes escalas de tempos, as propriedades estatisticas sao qualitativa-
mente preservadas. Na figura 6.1 o grafico da curtose mostra 40 realizagoes cor-
respondentes a condigoes iniciais diferentes. Na figura da esquerda apresenta-se a
curva da previsibilidade e da volatilidade contra «. Essencialmente, pode-se ver que

o comportamento dessas curvas segue aquele observado no caso monocromatico.

A figura da direita reporta a curtose em fungao de «. Verifica-se nas simulagoes
que para o > . a série temporal gerada por esse modelo tem uma distribuicao
normal. Entretanto, na regiao de o pequeno, muitas realizagoes tém curtose x alta,
que aumenta quando « decresce. Essa quantidade estatistica tem uma barra de
erro larga indicando uma possivel mudanga abrupta no comportamento do sistema.
Essa flutuagao é essencialmente devida a diferenca de escala nos momentos das
funcoes de densidade de probabilidade, uma vez que o quarto momento escala com

um expoente maior que aquele verificado para o segundo momento, um indicio da

multifractalidade.
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6.4 Analise da funcao de estrutura

Uma primeira analise em busca de evidéncias da existéncia de multifractalidade nos
dados gerados pelo JM sera obtida pelo estudo da chamada funcao de Estrutura

(FE), largamente utilizada em estudos de turbuléncia, sendo definida como:
S (A) = (|Y (t; + A) = Y (£,)]9) oc A, (6.24)

onde i denota o i-ésimo ponto e ( ) denota a média no ensemble. Aqui, Y (¢;) é o log
prego e seu incremento é o retorno R; = Y (t; + A) — Y (¢;) no intervalo A.

A FE pode ser observada como uma generalizacao da funcao de autocorrelacao
(¢ = 2). Para um sinal que é invariante sob escala e auto-similar, o sinal é dito frac-
tal quando h(q) é o mesmo para todos os ¢; caso contrario, é dito multifractal [57].
Uma outra caracteristica do método da Funcao de Estrutura é sua capacidade de
identificar nao estacionaridade nas séries temporais. Isso é feito de forma simples,
pelo célculo do exponte h(g). As séries estaciondrias sao caracterizadas pela in-
variancia translacional de todas as suas estatisticas. Quando a série for estacionaria
ao longo de todo o intervalo nao existe comportamento de escala, ou seja, h(q) = 0.

A anélise das séries dos retornos do JM padrao feita em [62] usando o método
da raiz unitaria mostrou que elas sao estacionarias. Uma andlise similar pode ser
feita para o presente modelo. Na parte superior da Fig. 6.2 e da Fig. 6.3 exibe-se
a FE para os retornos, S,(A), para a = 0.05 e o = 0.84, respectivamente. Pode-se
ver que os incrementos de Y (t;) sdo estaciondrios para ambos valores de a.

Embora a série temporal para os retornos sejam estaciondrias em um intervalo
longo, observa-se que o regime de escala para o log prego Y (¢;) pode ser diferente.
Para examinar essa questao, foi feito o grafico da FE para a soma acumulativa do
logPreco (ver Fig. 6.3 e Fig. 6.2, gréficos do meio) onde a regidao de escala esta
representada pela linha continua. Portanto, a regiao de escala nao segue necessaria-
mente aquela observada para os retornos. Para valores pequenos de A o sistema nao
apresenta similaridade estatistica o que leva a uma auséncia de escala. Por outro
lado, por razoes de limite informacional, ocorre uma saturagao do escalamento para
altos valores de A ( em sistemas fisicos isso se da porque a energia é limitada,
forgando a saturagao do escalamento). Contudo, hd uma regiao intermediaria onde
os momentos de ordem ¢ seguem uma lei de escala, logo a série do log prego nao é
estaciondria.

E conveniente analisar com mais detalhe como o escalamento depende dos mo-
mentos. O comportamento do expoente da FE é dado pela Eq. (6.24), ou seja, pela
inclinagao da curva definido pelo grafico h(q), contra ¢q. Para a Fig. 6.2 (quadro

inferior), correspondente a o = 0.05, a dependéncia é nao linear com ¢, indicando
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que o sinal é multifractal. Mas na Fig. 6.3 (quadro inferior), para o« = 0.84, a de-
pendéncia é linear com ¢, indicando que o sinal é fractal. Notamos que em ambas
figuras, a inclinacao da curva continua fornece o expoente de Hurst.* Embora ¢
possa ser qualquer niimero real, momentos negativos sao dificeis de avaliar devido a
problemas de divergéncia e sao tratados usando o método wavelet que sera descrito
na secao 6.5.
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Figura 6.2: Funcdo de estrutura S,(A), para os retornos, R(t) (grafico supe-
rior), e sua soma acumulada de Y (¢) (grafico do meio), ambos para a = 0.05 e
q = 1.0,2.0,...6.0 de cima para baixo. Grafico inferior: escalamento da funcao de
estrutura dada pela Eq. (6.24). A inclinagdo da curva no ponto ¢ = 2 corresponde
ao expoente de Hurst(linha continua escura). A dependéncia nao linear observada
no ajuste da curva com os dados indica multifractalidade.

*O Hurst mede o escalamento da varidncia, que corresponde ao valor de ¢ = 2 no célculo da
Fungao de Estrutura.
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Figura 6.3: Funcao de estrutura S,(A), para os retornos, R(t) (grafico supe-
rior), e sua soma acumulada de Y (¢) (grifico do meio), ambos para a = 0.84 e
qg = 1.0,2.0,...6.0 de cima para baixo. Grafico inferior: escalamento da funcao de
estrutura dada pela Eq. (6.24). A inclina¢do da curva no ponto ¢ = 2 corresponde
ao expoente de Hurst (linha continua escura). A dependéncia linear observada no

ajuste da curva com os dados indica fractalidade.

81



6.5 Analise Multifractal

Um dado sinal pode ser considerado como auto-similar com expoente de escalamento
h se suas propriedades estatisticas sao invariantes sob transformacoes simultaneas
do tempo t e da amplitude Y'(t),

t—bt =t Y =Y =Y, (6.25)

onde b é um constante positiva arbitraria e h é o expoente de escalamento dado pela
Eq.(6.24).

Um método usual para calcular h é baseado na abordagem de funcao de estru-
tura, como mostrado na secao 6.4. No caso fractal, apenas um expoente é suficiente
para caracterizar a propriedade de escalamento do sinal, que é o expoente de Hurst.
A contrapartida local do expoente de Hurst é o chamado expoente de Holder. En-
quanto o expoente de Hurst dé o escalamento dos momentos de uma fungao auto-
similar que tem o mesmo h em todo lugar, o expoente de Holder é sua avaliacao
local, e nesse caso o sinal nao tém uma distribuicao uniforme de singularidades para
qualquer ¢. O sinal é agora multifractal e necessita nao somente de um expoente de
Hurst, mas um conjunto de expoentes de Holder para ser caracterizado, o chamado
espectro multifractal.

Para obter um espectro multifractal completo usa-se a transformada de wavelet.
A familia de wavelet utilizada neste trabalho é a n-ésima derivada da Gaussiana
(DOGn), cuja transformada tem n momentos decrescentes e que remove as tendéncias
polinomiais de ordem n — 1 do sinal. Devido a propriedade de escalamento do sinal
a ser preservada pela transformada de wavelet, torna-se possivel obter o espectro

multifractal por meio desse método.

A transformada de wavelet do sinal Y (t) é definida como:

(A by) = szj (j _Abo), (6.26)

onde A > 0 é a escala a ser analisada, 1 é a wavelet mae, N é o nimero de pontos
na direcao j e Y; = Y (¢;). A wavelet mae a ser usada aqui sdo a primeira e segunda
derivadas da Guassiana. As propriedades estatisticas de escalamento das medidas
singulares encontradas nas séries de tempo podem ser caracterizadas pelo espectro
de singularidades D(h), onde h é o expoente de Holder. Uma das melhores maneiras
de acessar o espectro de singularidades diretamente das séries temporais ¢ a partir
do método MMMTW [51]. O espectro de singularidade e os expoentes de Holder
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Figura 6.4: (a) Expoente de Holder h(q) e (b) Espectro de singularidade D(h) ambos
para a = 0.05.

sao obtidos a partir das seguintes equagoes:

1 i I
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(6.28)
onde T (A b))
Tyl A, bi(A)] = — el bl D)) (6.29)

C San TelA bi(A)]]
e a soma ¢ sobre todo o conjunto da transformada de wavelet de médulo maximo. Na
pratica o espectro de singularidades, D(h), e os expoentes de Holder, h, sdo obtidos
a partir do grafico log-log das Egs. (6.27) e (6.28), indicadas pelas linhas tracejadas
nas figuras 6.4a,b. Cada linha na figura corresponde a diferentes valores de ¢q. Para
grandes valores de A nao ha escalamento, o que se deve esperar, pois o sistema
atinge seu limite fisico dado pela escassez ou limitacao das riquezas e recursos. O
espectro multifractal correspondente a regiao de escalamento, estd desenhado na
figura Fig. 6.5.

Uma forma de interpretar o espectro multifractal é por meio do expoente de
Holder. Por exemplo, para sinais conhecidos como o movimento Browniano fra-
cionario podemos ter as seguintes situagoes: quando h = 0.5 obtemos o movimento
Browniano usual, onde a probabilidade de ocorrerem flutuacoes positivas e negati-

vas sao as mesmas; para h < 0.5 é mais provavel ter a proxima flutuagao com sinal
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oposto ao da ultima flutuacao, chamado de movimento antipersistente; por outro
lado, quando com h > 0.5 é mais provavel ter a proxima flutuagdo com o mesmo
sinal que a tltima, e o processo é persistente. Sinais antipersistentes tem mais flu-
tuagoes locais e parecem ser mais irregulares em escalas pequenas. Sua variancia
diverge mais lentamente com o tempo do que a variancia do sinal persistente. Esse
ultimo flutua em escala grande e parece ser suave. Essa discussao ¢ feita em [63] e
uma interpretacao mais detalhada é dada em [64].
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Figura 6.5: Espectro multifractal para trés valores de o = 0.01,0.05 e 0.84.

Serao analisadas agora as propriedades fractais e multifractais da dinamica do
modelo em fungao do parametro de controle . Na fig. 6.5 observamos que na
regiao ergodica a = 0.84 o espectro é fechado quase colapsando em um ponto. Esta
regiao é claramente fractal o que ja era esperado pois as series temporais de retorno
sao Gaussianas. Logo apds a transicao, na regiao subcritica, o espectro é largo
evidenciando a multifractalidade.

O espectro multifractal pode ser representado pelos seus pontos extremos, isto
é, pelos seus valores minimos a esquerda, h;, a direita, h,., e pelo seu valor maximo
(topo), hg. Vale observar aqui que, quanto mais largo for o espectro, i.e. quanto
maior a diferenca entre h, e h;, mais evidente é a presenca de multifractalidade.
Noés estudamos o comportamento dos pontos extremos como funcao de « para
caracterizar a transicao do regime fractal para o multifractal, como mostrado na
Fig. 6.6. Nesta figura a largura do espectro aumenta quando « decresce realizando
uma transi¢ao suave do regime fractal para o multifractal. Essa transicao apresenta

uma grande flutuac¢ao no extremo representado por h; na regiao subcritica (o < a..)
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Figura 6.6: Pontos extremos do espectro multifractal , definido no texto, para «

variando de 0.0080 a 0.84. Barra de erro obtido para 20 realizacoes

ou na fase nao ergédica. Os pontos de h; descrevem o escalamento das flutuacoes
dos grandes valores da série temporal, a barra de erro reflete a dependéncia de h,
com a realizacao. Por outro lado, h, captura o escalamento dos pequenos valores
da série de tempo e apresenta uma alteracao de patamar na vizinhaca da transicao
de fase do sistema (a.). Os pontos dados por hg oscilam ao redor de 0,5, valor este
observado para o movimento browniano.

Na fase nao ergédica, o sistema ¢ dito ser informacionalmente eficiente, nao
preditivel, onde nao é possivel arbitrar por meio da exploracao dos padroes presentes
na série temporal. Esta propriedade é coerente com a natureza multifractal da série
gerada pelo modelo, sendo mais rica que aquela dada por um processo fractal que

se espera introduzir maior previsibilidade.
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Capitulo 7

Conclusao

O mercado financeiro possui uma dinamica caracteristica de sistemas complexos.
Tais sistemas sao constituidos por agentes que vao ao mercado fazer negdcios ou, em
linguagem mais familiar aos fisicos, eles interagem. O mecanismo que governa essa
interacao ainda é desconhecido, contudo, o resultado foi objeto de estudo desta tese.
Notavelmente, os dados gerados pela dinamica do mercado financeiro apresentam
intrigantes regularidades estatisticas. Assim como observado em vérios fendomenos
da natureza, eles possuem leis de escala, auto-organizacao, correlacoes de longo al-
cance, para citar algumas propriedades. Tudo isso reforga a idéia da existéncia de
padroes regulares ou irregulares no tempo, que sao produzidos ao longo da interagao
e que, eventualmente, podem ser reproduzidos por modelos microscopicos. A van-
tagem de tais modelos € a interpretacao do sistema. Por exemplo, o Jogo da Minoria
leva a uma visao de que o mercado ¢ um sistema que se auto-organiza ao redor do
ponto critico, onde muitos dos fatos estilizados emergem. Alternativamente, foi
mostrado no Capitulo 4 que existe um modelo que também gera fatos estilizados,
mas nao apresenta auto-organizacao. A construcao e a investigacao de modelos mi-
croscopicos constituiu o principal objeto de estudo desta tese e os resultados serao

resumidos nos paragrafos que seguem.

O Jogo da Minoria Grande Canénico (JMGC) é capaz de gerar séries de retornos
com fatos estilizados. Porém, esses comportamentos surgem apenas quando o mode-
lo esta ajustado para valores do parametro a préoximos ao valor critico a., o que
significa que os fatos estilizados surgem como um fenémeno critico em uma regiao
que separa um regime ergodico de um nao-ergédico. Além disso, a ocorréncia dos
fatos estilizados nas séries geradas depende da realizacao, mesmo considerando um

conjunto igual de parametros.

No capitulo 4 foi introduzido o modelo de Precos Fundamentais Heterogéneos
(PFH), um tipo de Jogo da Minoria em que os especuladores assumem pregos fun-

damentais diferentes para tomarem decisoes. Esse modelo mostrou-se tao simples

86



quanto o JMGC, mas apresentou a vantagem de ser mais robusto na produgao de
fatos estilizados. Alterando o conjunto de parametros p, a, #, encontrou-se uma vasta
faixa de valores, que reproduzem de forma bem realista, uma série temporal finan-
ceira. As propriedades estatisticas dos dados gerados estao em acordo com aquelas
presentes no mercado financeiro real. Em particular, o modelo mostrou-se eficiente
em gerar séries temporais que apresentam agrupamentos de volatilidade, auséncia
de autocorrelagao dos retornos, caudas gordas e lento decaimento da autocorrelagao
dos retornos absolutos. Mostrou-se também o comportamento da curtose e do ex-
poente da DFA, ambos em funcao do parametro de controle oe. Os valores de curtose
que sao coerentes com a presenca de caudas gordas ocorrem para pequenos valores
de « e os valores obtidos para o expoente da DFA indicam que o modelo tem um
comportamento anti-persistente.

Um estudo que busca detalhar em termos quantitativos, algumas variaveis cujo
comportamento indica a presenca de fatos estilizados nas séries temporais, foi feito
no capitulo 5. A partir da distribuicao de probabilidade acumulada das variaveis
curtose, expoente da DFA e volatilidade do indice S&P500, determinou-se o intervalo
de variagao dessas quantidades. A maioria dos ativos (90%) apresentou curtose entre
5 e 20, portanto o modelo para explicar esse comportamento tem que ser capaz de
produzir uma distribuicao leptocurtica. Este efeito é importante no gerenciamento
de risco dos ativos. A volatilidade apresentou variacao entre 0,2 e 0,4. Ja o expoente
da DFA revelou que o conjunto de ativos analisados possui um comportamento
persistente em sua maioria. Os modelos de Jogo da Minoria estudados mostraram ser
capazes de reproduzir séries com distribuicao leptocirtica e permitem a calibragao
da volatilidade. A maioria dos fatos estilizados estao presentes nas séries geradas por
esses modelos, contudo essas séries sao sempre anti-persistentes. Para superar esta
limitacao, deve-se investigar mais detalhadamente os modelos mistos que introduzem
agentes que atuam de maneira diferente daqueles do Jogo da Minoria.

Em um segundo momento, analisou-se as distribuicoes de probabilidade dos re-
tornos. Verificou-se a Gaussianidade agregativa em ambos os modelos. Para estudar
a forma de decaimento dessas distribuicoes foi feito um ajuste utilizando o modelo
de Heston que apresenta decaimento exponencial. A comparacao dos dados gerados
pelos modelos, com o ajuste do modelo de Heston, mostrou a coexisténcia de decai-
mentos que seguem uma lei de poténcia com decaimentos exponenciais para periodos
curtos. Apesar de nao existir uma escala natural de tempo para o Jogo da Minoria,
observou-se, por meio do comportamento das distribui¢oes de probabilidade, que os
dados das séries geradas sao similares a séries financeiras de retornos diarios. Se-
ria interessante variar drasticamente os parametros dos modelos ou introduzir um

novo parametro, a fim de estabelecer uma maneira de controlar a escala temporal
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do sitema.

Foi mostrado no Capitulo 6 que a dinamica do Jogo da Minoria dessincronizado é
muito rica, apresentando flutuagoes anomalas que surgem devido a correlagoes fortes,
similares aquelas observadas em sistemas fora do equilibrio. A multifractalidade é
um dos fatos estilizados mais dificeis de se obter em séries temporais geradas a partir
de modelos de agentes para o mercado. Vérias versoes do jogo da minoria sincrono
nao apresentaram essa propriedade. A quebra da sincronizacao das transacoes foi um
ingrediente capaz de gerar multifractalidade em uma ampla regiao do espaco de fase.
Este modelo, modificado qualitativamente, preserva as propriedades estatisticas e a
tratabilidade do modelo padrao, como transicao de fase entre regime ergddico e nao
ergddico, anti-persisténcia na série temporal de retorno, volatilidade aglomerada,
entre outras. A série temporal do preco gerada pelo modelo aqui apresentado nao é
estaciondaria, pelo menos na faixa onde se observa um escalanamento acentuado de
acordo com a figura 6.4. Contudo, analisando a funcao de estrutura, verifica-se que
a série dos retornos é estacionaria. Finalmente, observou-se uma transicao suave de
um regime fractal para um regime multifractal, a medida que o parametro de controle
a decresce. Embora haja uma dependéncia com a realizacao, é claro o alargamento
do espectro multifractal conforme figura 6.6. A multifractalidade reflete a presenca
de padroes irregulares na série de tempo, o que implica no aumento da dificuldade
de previsibilidade. Neste sentido, existe uma coeréncia entre a previsibilidade das
diferentes fases do sistema e o espectro multifractal. Portanto, a regiao fractal
¢é justamente aquela em que a fungao previsibiliade ¢ diferente de zero. Embora
haja uma controvérsia sobre a existéncia de multifractalidade em séries financeiras,
foi mostrado aqui que a multifractalidade pode nao ser um artefato ou um efeito
aparente, mas o resultado da dessincronizacao das transagoes financeiras.

Este trabalho abre muitas perspectivas de investigacoes futuras. Pode-se en-

derecar entre elas:

e Criar modelos especificos para negociagao de ativos em mercados futuros;
e Buscar formas de calibragao para cada modelo;

e Introduzir nos modelos uma forma de medir o volume de negécios e, assim,

poder verificar o efeito alavancagem nos dados das séries simuladas;
e Introduzir distribuigoes de freqiiéncia mais gerais que aquela utilizada para

gerar a dessincronizacao de atuacao dos agentes e estudar os seus aspectos

multifractais;
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e Fazer testes de inferéncia estatistica que permitam decidir sobre a multifrac-
talidade das séries financeiras.

Finalmente, a tarefa mais desafiadora nesta linha de pesquisa é encontrar a
funcao payoff que capture o mecanismo do mercado real. Com isso seria possivel
fazer estratégias de investimentos, controle de risco e previsoes, de forma a antever

e buscar prevencao para as crises financeiras.
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Apéndice A

Calculo da distribui¢ao de probabilidade de s;(t) e
da dinamica de Y;(¢)

A.1 Ciélculo da distribuigio Prob[s;(t) = +1] = =22tho

1 4 tanh Y;-(t)

Probls;(t) = £1] = 5

Tomando as identidades trigonométricas:

sinh(x) = %; cosh(z) = 626;
ih e

tanh(z) = sinh(x) _ e 7

cosh(z) e +e®

T

e substituindo a tanh(x) na equacao (A.1) tem-se:

le? —e® 1 e —e” I (e"Fe™)(e"—e™)

20t feT i 2(e* 4+ e2) i 2(e* 4+ e77)
2e* B 2e* B 1
2(er —e ) 2e%(l+e2) 14 e 2

(A.2)

Ou seja, pode-se escrever,

1 1 1

Substituindo Y;(t) = FW em (A.3) retoma-se a forma de distribuicao

de probabilidade para um jogo em que cada agente dispoe de duas estratégias:

1

P?"Ob[si(t) = S] = m

(A.4)
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1+tanh }/z(t)
2

O valor negativo em se deve ao fato da tanh ser uma funcao impar, ou

seja, tanh[—Y;(t)] = —tan[Y;(t)]. Como o que se quer nesse caso ¢ fazer o calculo de

FM, significa tomar o valor de —Y;(t).

A.2 Cilculo da dinamica de Y;(t)

Inicia-se somando as atualizagoes de cada estratégia (s = +1 e s = —1)
At
Unslt+1) = Up(t) a0 A0
At
O U (t+1) = U_(t)— aﬁf(t)]gf)

A(t)
N

— FW e da varidvel

(") — aéfgf)). (A.5)

1,—

Ui#(t + 1) —U; (t + 1) = Ui,+(t) — UL,(t) +

,—

Reescrevendo a equagao (A.5) em funcao de Y;(t)

P ® _ 1 (®)
§ = 5, tem-se:
Yiit+1) Y1) ) A(t)
2 =92 — e T/ A6
r r & N’ (4.6)
e fazendo apenas as simplificacoes chega-se a expressao:
At
Vit +1) = vi(t) - 10 (A7)
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Apéndice B

Desenvolvimento da equacao da variancia o2

A variancia é a média temporal dos desvios quadraticos do excedente de oferta ou

demanda:

o? = (A?). (B.1)
Mas A pode ser escrita em termos das variaveis €2 e &,
N
A:Q“t—l—Zsifft, <B2)
i=1

que substituindo em (B.1) retorna:

o = <<Q 53 si@“t>2> . (B.3)

Desenvolvendo o termo quadratico obtem-se:

N N N
o’ = <(Q’“)2> + <2 Qe siff“> - <(Z s> sjg;.“> > : (B.4)
i=1 i=1 j=1
Devido ao travalho de Cavagna, sabe-se que a média temporal para {2 pode ser
tomada como uma média em p:
1< 1
(QHt) :TZQW :T(a QU= b 2 L D)), (B.5)

t=1

e como a distribuicao de probabilidade é uniforme,

a=b=c=...=n=%k entdo

M| =
v i

portanto,

() — ]13 > (B.7)
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e reescreve-se a equagao (B.4) como:

P N N
2_: Qu Z: (QFr s ey + <Z§ft§ft3i3j> ' (B.8)

0]

Tomando-se h; = %ZP Qrele J; ;= 5:1 §1'EY a equacao (B.8)
P
()2 +2 Zh Si +ZJ” SiSj), (B.9)
,u:l =1 1,J
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Apéndice C

Calculo de v;

Dada a equacao:
r
Yilt+1) = Yilt) = €AW,

v; pode ser escrito em termos de (C.1), como:

vi=(Yi(t+1) = Yi(t) = -

Substituindo o valor de A(t) em (C.2) tem-se:

v; = b <§€“ (Qm + ig’“s')>
‘ N\ j=1 A

Resolvendo as médias temporais em (C.3) encontra-se:

N N

r_ JN o\ r N
=y T (D) € =~ T4 3Gl
j=1

Jj=1

E como h; = Qu&} e Ji; = €€}, (C.4) é escrita na forma:

N
V; X —hz — Z JZ'J‘(SJ')

j=1
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Apéndice D

Calculo de

0H
8mi

Tomando-se a definicao de H:
H = <A>27

e escrevendo A em funcao de €) e &, encontra-se:

2

N
i=1
Desenvolvendo-se o quadrado do binomio, tem-se:

2

H = (Q")2+2Qn %gfmi + (i @“mi) .
; =1

=1

Toma-se, entao, a derivada de (D.3) em relacao a m;:

OH — 0 | N
= 2 Quer B, B,
ami 0 + 52 + aml [; gz m; jz::l 5] m]

Y

O desenvolvimento da derivada do ltimo termo a direita em (D.4) produz:

on _ 2 Quet +
5’mi

N N
€S et + (zgfmi) 6.
j=1 i=1

Os indices mudos dos somatorios podem ser rearranjados de modo a ter-se:

0H

= 2 QugH

N
j=1
que pode ser simplificado para:

OH

=2
Gmi

N
Qe+ s#s;-‘mj] :
j=1
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Uma vez que o termo entre parénteses em (D.7) representa —v;, entao

0OH
8mi

= -2 V;.
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Apéndice E

CAalculo da relacao entre o2 e H

Como demonstrado no apéndice tal, o2 pode ser escrita como:

N N
O'2 = (Q“)Q + 2 th<81> + Z Ji7j<8i8j>, (El)
i=1 1,j

onde a barra é adotada para designar a média em P,ou seja,

1 & S
2 Z:(Q“)2 = (Qr)2. (E.2)
pn=1
Retomando os valores de h; e J; j, (E.1) torna-se:

N N
o = (V)2 +2 Y (s + Y ' (s;s5). (E.3)
=1

ij=1
Partindo da definicao de H (eq.1.19) e de A (eq.1.13) tem-se:

H={A7? = <<Q# + é@“tsi> >2. (E.4)

Realizando a média temporal, e desenvolvendo o termo quadratico encontra-se:

N N
H = ()2 +2 > Qrel(si) + D &€ (si)sy). (E.5)
=1 ij=1
Subtraindo a eq.(E.5) da eq. (E.3), tem-se:
N N
H-o"= Z 555?(&)(%) - Z f%f(sisﬁy (EG)
ij=1 ij=1

Desmembrando-se os somatérios em (E.6) e retomando a denominagdo, J; ; = &' §§L ,

encontra-se:

N N N N
H = 0'2 + Z Ji,i<8i>2 + Z Ji,j<8i><5j> - Z Jw<812> — Z Ji,j <Si8j>. (E?)
i=j i#j i=j i#j
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Como para i # j o dltimo termo de (E.7) é reescrito como

N N
o Jig(siss) = > Ji(si)(s;),
i2 i2

entao, H é dado por:

N N N
H=0o>+ Z Ji,i<5i>2 - Z Ji,i<3?> =0’ + Z Ji,i(<5i>2 - (
,J

i,j ,J

Uma vez que s; = 1, (E.9) torna-se:

N
H= 0'2 + Z Ji,i(<5i>2 - 1)
i=1

(E.8)
2. (BY)

2

(E.10)

Rearranjando (E.10) e utilizando as igualdades m; = (s;) e J;; = (&/')?, obtem-se:

ﬁ=H+§@W(Lw@
i=1
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Apéndice F

Aproximacao de variacao percentual por diferenca

de logaritmos

Quando se tem uma variacao percentual pequena de preco, o valor dessa variagao

pode ser aproximada como a diferenga dos logaritimos de precos:

P — P

ANP =
% Py

=r(t, At) = In(FP,) — In(P,_1). (F.1)

Para demonstrar esse resultado inicia-se reescrevendo a primeira igualdade em

(F.1):

g

t—1

=A%P +1. (F.2)

Tomando o logaritimo de (F.2), obtem-se:

P

In (P L ) = In(P,) —In(P—y) = In (A%P +1). (F.3)
t—1

Agora, é necessario retomar o conceito de diferencial. Consegue-se o valor de

uma funcao, dado que houve um acréscimo na variavel que representa o seu dominio,

utilizando:

df (x)
dx

flz+ Ax) = f(z) + Azx. (F.4)

Entao, tomando f(z) =1In(1 + z) na eq. (F.4), encontra-se:

In(l + 2 + Az) ~ In(1 + ) + (ﬁxx). (F.5)

Fazendo as aproximacoes z = 0, e Az = «, um valor muito pequeno:
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In(1+a) = a. (F.6)

Portanto, caso a variacao de pregos seja pequena, conforme (F.6), a igualdade

mais a direita em (F.3) pode ser escrita como:

In(14+ A%P) =~ A%P. (F.7)
As outras igualdades em (F.3) permitem escrever:

I

t—1

A%P =~ In ( > =In(P,) — In(P_y). (F.8)
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