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Resumo

Nosso objeto de estudo sao teorias classicas de campo que possuem soélitons
topoldgicos e um ntmero infinito de quantidades conservadas.Em particular, nossos
modelos exibem a assim chamada ”carga de Hopf”. Esta carga surge porque, para
solucoes com energia finita, nossas teorias definem mapeamentos de um espago-
tempo compactificado em um espaco alvo S%.Demonstramos que o conjunto de
quantidades conservadas de nossos modelos estd relacionado com a invariancia da
Lagrangiana sob os difeomorfismos de area do espago alvo.Nossos modelos sao bas-
tante relacionados com o modelo de Skyrme-Faddeev e, portanto, apresentamos
uma breve introducao a este modelo.Usando o método de Lie, foram descobertas
as simetrias das equacoes de Euler-Lagrange para os citados modelos, para um
espago-tempo curvado genérico.A condicao de simetria se relaciona com a solugao
da equacao de Killing para um dado espago-tempo.Entao as equagoes correspon-
dentes sao solucionadas para alguns exemplos especificos como os espacos-tempos
euclidiano, S®xR e de Minkowski.A seguir, para os modelos em S®xR, usando as
simetrias recém descobertas, encontramos sistemas de coordenadas para os quais
existem ansatze levando a separagao de varidveis e a reducao das equagdes (inicial-
mente EDPs) & EDOs.As EDOs sao lineares e, portanto, sua resolugao é obtida a
partir da qual calculamos todas as quantidades fisicas relevantes como a energia, a
carga de Hopf e as cargas de Noether. Também explicamos porque o ansatz escolhido

leva a uma EDO linear em nosso caso e porque o algoritmo de Lie funciona.

Palavras Chaves:Solugoes Exatas, Modelos Exatamente Integraveis, Sistemas nao-

lineares, Solitons, Carga de Hopf, Teorias de Campo.

Areas do conhecimento:
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Abstract

Our object of study are classical field theories which possesses topological soli-
tons and have a infinite number of conserved quantities .In particular our models
have what is know as "Hopf charge”.This charge appears because, for finite en-
ergy solutions, our theories define mappings of a compactified space time in a S?
target space.We show that ours models’s set of conserved quantities are related to
the invariance of the Lagrangean under area preserving diffeomorphisms of the tar-
get space.Our models are closely related to the Skyrme-Faddeev model and so we
give a brief introduction to it.Using Lie’s method we find the symmetries of the
Euler-Lagrange equations of such models, for an arbitrary curved space time.The
symmetry condition turns out to be related with the solution of the Killing equations
in a given space time.We then solve the corresponding equations for some specific
examples, like the Euclidean, Minkowski and the S®xR space times.Then, for the
S3x R models, using the symmetries already found, we are able to find systems
of coordinates for which then exists ansatze leading to separations of variables and
to the reduction of the Euler-Lagrange equations (initially PDEs) to ODEs.These
ODEs are linear and so we are able to integrate then and also to calculate all of
the physically meaningful conserved quantities, as the energy, Hopf charge, angular
momentum.We also explain why such ansatz leads to a linear ODE in this particular

case and why the Lie integration algorithm works.
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Capitulo 1

Introducao

Um dos temas importantes em fisica nao-linear é o da construcao de modelos ex-
atamente integraveis.Estes modelos aparecem em vérios ramos da fisica, como na
mecanica estatistica, na fisica do estado sélido e em teorias de campo.Nosso objeto
de estudo é uma classe de modelos integraveis que ocorre na fisica de teorias de
campo.Estes modelos possuem algumas caracteristicas tipicas que iremos descrever
brevemente .Em primeiro lugar, estudamos teorias cldssicas de campo, as quais,
apesar disso, possuem caracteristicas que as colocam como aproximagoes bastante

significativas das teorias qudnticas de campo.Uma referéncia bastante completa é [1]

De forma mais especifica, vamos analisar modelos com os seguintes ingredientes.
Teremos sempre equagoes de movimento (equagoes de Eule-Lagrange) nao-lineares. A
nao-linearidade destas equacoes nos leva a utilizar um método especifico para sua
resolucao, baseado na procura de simetrias e sua posterior utilizagao na introducao
de ansatz[2] [3]E pertinente observar aqui que, dada a dificuldade representada pela
existéncia de equacgoes altamente nao-lineares, nao buscamos a solucao geral e sim
solugoes particulares invariantes por algumas das simetrias das citadas equacgoes.

Outra caracteristica marcante destes modelos é a existéncia de solucoes tipo
soliton.Estas solugoes possuem as assim chamadas cargas topoldgicas, que sao quan-
tidades conservadas independentemente dos detalhes da dinamica do sistema, ou
seja, das equagoes de movimento.Estas quantidades conservadas nao sao, portanto,
resultado de leis de conservagao derivadas do teorema de Noether, como ocorre
com as cargas tradicionais da teoria classica de campo, como a energia, o mo-
mento angular, etc.Sua existéncia é consequéncia de propriedades geométricas do
espacgo-tempo, especificamente em nosso caso do processo de compactificacao do
espago-tempo plano em esferas S™.Como nossos modelos tém espacos alvo que sao
por construgao esferas (ou espagos hiperbdlicos) existe um mapeamento de esferas

em esferas no qual surgem naturalmente as citadas cargas topoldgicas[4][1].

De forma geral, a integrabilidade de nossos modelos se expressa na existéncia de

vi
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infinitas cargas conservadas.A teoria geral que explica detalhadamente a origem e
propriedades destas cargas foi primeiramente desenvolvida em [5] e todos os mode-
los estudados sao casos particulares que se enquadram na andlise feita na citada re-
ferencia.De modo geral podemos observar que as cargas tém origem em propriedades
geométricas do espaco alvo dos modelos, notadamente a invariancia por difeomor-
fismos de areal6].

Do ponto de vista histérico, o inicio deste tipo de modelo pode ser tracado até o
final dos anos 50 e inicio dos 60 do século XX, quando surge o modelo de Skyrme[7],
o qual é o primeiro a possuir cargas topologicas.A partir dai temos, nos anos 70,
uma série de modelos em teoria de campo com esta propriedade, como o modelo
de Skyrme-Faddeev, modelos de vortices, instantons e monopolos magnéticos nao-
abelianos.O modelo de Skyrme-Faddeev serd analisado mais detalhadamente uma
vez que possue grande semelhanca com nossos modelos.

O modelo de Skyrme-Faddeev foi proposto em 1975 por Faddeev como uma
variacao do modelo de Skyrme.O modelo de Skyrme tenta descrever o niicleo atomico
do ponto de vista hadronico.Ou seja, nao é feita mencao alguma a existéncia de
quarks, os quais, alids, nao eram conhecidos a época que o modelo foi inicialmente
proposto.Apesar disso, existem trabalhos do inicio dos anos 80 sugerindo que o mo-
delo de Skyrme pode ser visto como um limite da QCD em baixa energia[8].De forma
analoga, existem muitos trabalhos que tentam conectar o modelo de Skyrme-Faddeev
com a parte bosonica da QCD, ou seja, a teoria de Yang-Mills.Isto é feito através
da“decomposi¢ao de Cho-Faddeev-Niemi” do potencial A,.Embora esta abordagem
seja muito frutifera e importante ainda tem uma interpretacao fisica polémica de
forma que nao iremos detalha-la, indicando, ao invés disto, a bibliografia relevante
ao leitor interessado[9] [10][11][12][13][14][15].No primeiro capitulo desta tese fare-
mos uma breve revisao dos modelos de Skyrme e de Skyrme-Faddeev dando énfase
especial a descricao da carga de Hopf, a qual é uma quantidade crucial para nossos
modelos.

No segundo capitulo, temos uma descricao detalhada de como surgem as infini-
tas quantidades conservadas existentes em nossos modelos.E utilizado um argumento
essencialmente geométrico nesta analise.Um resultado fundamental para se obter o
resultado é o teorema de Stokes nao abeliano, o qual tem sua demonstracao rapi-
damente reproduzida numa se¢ao especifica.Um problema técnico que surge é que
a partir de nosso argumento geométrico obtemos em geral quantidades conservadas
nao locais .Assim, é elaborada uma condicao algébrica que permite a construcao
de quantidades conservadas locais em nossos modelos. Finalmente, estudamos as
propriedades de modelos com espaco alvo dado pela esfera S2, j4 que este é o caso

estudado em detalhe em nossa analise posterior.Como um exemplo desta anélise,
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retomamos o modelo de Skyrme-Faddeev e procedemos a sua classificacao dentro

deste esquema.

A seguir, analisamos as simetrias das equacoes de movimento através do método
de Lie.Obtemos condicoes para existéncia de simetria num espago-tempo curvo qual-
quer.O resultado obtido mostra que encontrar as simetrias equivale a resolucao da
equagao de Killing conforme.Esta equacao é resolvida para alguns casos concretos,
a saber, o espaco-tempo euclidiano, o espago-tempo de Minkowski e o espaco-tempo
S3xR .A algebra é calculada explicitamente no caso de Minkowski e a construcao de
ansatz feita explicitamente no caso euclidiano.Aqui é relevante frisar que obtemos
como resultado original uma generalizacao da abordagem restrita ao caso euclidiano
levada & cabo em [16], j& que executamos o calculo para um espago curvo qualquer
além de resolver a equacao de Killing em S®xR.Um outro resultado original foi
obtido quando justificamos teoricamente o algoritmo utilizado na citada referéncia
para construcao do ansatz além de explicar a linearizacao das equacoes de movi-
mento a partir da utilizagao dos ansatz citados.

De forma mais detalhada, trabalhamos com modelos dados em principio por um

funcional qualquer da quantidade h?/+?.Define-se h* = h,,,h*** onde

hyw = Oyud,u” — du*0,u (1.1)

O campo escalar complexo u(z#) é, em geral, definido em um espago-tempo
curvo genérico.Este campo u(z*) assume valores em um espago alvo S? o qual pode
ser descrito por um vetor real e unitdrio 7 relacionado com o campo u(z*) pela
projecao estereografica usual.O fator v depende da geometria do espago alvo sendo
que temos y* dado por 1+ |u|? no caso de S 2 g possivel provar que para as equagoes
de movimento possuirem simetrias a Lagrangiana deve ser da forma (h*/4%)* com
a um expoente constante.No caso euclidiano, escolhemos o = d/4 (d=dimensao do
espaco tempo) levando em conta o Teorema de Derrick[17][1] e no caso de S*xR,
escolhemos o = 1, ja que neste caso procuramos solugoes dependentes do tempo
e o citado teorema nao se aplica .As transformacgoes de simetria que obtemos sao
as transformacoes conformes, nos trés casos estudados.A resolucao da equacao de
Killing em S3xR é um resultado importante também obtido* .

Também obtivemos dois resultados teoricamente relevantes.O primeiro se rela-
ciona com a questao da linearizacao das equacoes de movimento.Apds a mudanca

de coordenadas é proposto um ansatz dado por

*Os geradores da algebra j4 foram listados em [18], porém em um outro sistema de coordenadas

e num contexto fisico completamente diferente.
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1 — .
9629
g

onde g(z) é, em geral, uma fungdo de uma coordenada com imagem no intervalo

u =

[0,1] e 6 é da forma 6 = m;q; onde os «; sdo angulos e os m; nimeros inteiros.Nossa
observagao é que g(z) e 6 s@o coordenadas tipo Darboux [19] deste sistema e que
h,, fica sendo dada por

H,, = 0,90,0 — 0,90,0

o que acarreta uma consideravel simplificacao nas equagoes de Euler-Lagrange levando
a linearizacao na EDO residual.

O outro resultado obtido é um argumento que explica a necessidade de se utilizar
simetrias dadas por operadores que comutam entre si na construcao do ansatz.Este
resultado surge enquanto é feita uma breve elaboracao tedrica justificando nosso pro-
cedimento para integrar a equacao de movimento.De forma sucinta, a idéia bésica é
achar solucoes particulares que sao nvariantes por um subgrupo do grupo de sime-
tria total da equacao.Apds a escolha deste subgrupo obtém-se condi¢oes que devem
ser respeitadas pela solugao procurada que se realizam sempre como equacoes difer-
enciais lineares para a funcao desejada.Como agora resolvemos uma equacao linear
em vez da (possivelmente) equagdo nao-linear inicial a integracdo é enormemente
facilitada.Ao utilizar varias simetrias simultaneamente é que surge a condicao de
comutatividade ja mencionada.

Os tltimos dois capitulos sao dedicados ao uso dos procedimentos acima para o
modelo em S®*xR e para Minkowski.Para o modelo em S®xR obtemos resultados
totalmente originais .No primeiro caso, além de resolver as equacoes de movimento,
calculamos todas as quantidades fisicas relevantes, a saber, a carga de Hopf, a ener-
gia, o momento angular e outras cargas de Noether. Um fato a ser observado ¢é que,
como a cada instante temos um mapa S® — S? a carga topoldgica sempre estd bem
definida para qualquer mapeamento diferencidvel definido pela solu¢gao do modelo.No
espago-tempo de Minkowski ja havia sido publicada uma solugao anteriormente, mas
agora utilizamos um ansatz diferente e obtemos uma solucao original. A equacao de
movimento foi resolvida e a expressao da carga de Hopf calculada .

Os resultados do capitulo 5 estdao publicados em [20].Outros dois artigos estao

sendo submetidos & publicagao com os resultados originais dos capitulos 4 e 6.



Capitulo 2

O Modelo de Skyrme e de Skyrme-Faddeev

2.1 O Modelo de Skyrme

Vamos inicialmente descrever o modelo de Skyrme, utilizando as referéncias [7][1]
.Quando este modelo foi proposto, sabia-se que o nicleo era composto de férmions
(prétons e néutrons ) e de bésons(mésons).A inspiragao do modelo era tentar descre-
ver os bésons como um campo fundamental e obter os férmions como resultado da
interacao dos bosons e nao como um campo fundamental.Portanto, a Lagrangiana
deveria poder ser escrita em termos de campos escalares. Além disso, havia resultados
experimentais indicando a existéncia de uma simetria aproximada entre os nucleons,
o chamado isospin, que pode ser descrito por representacoes do grupo SU(2).A

Lagrangiana do modelo é dada por

F? 1 2
L= / =T [0,U0"UT] + ik [0,UU,0,UU"]" da® (2.1)
ou seja,
L:/—ETT[RQ]—FLTT([R R,)")d%x (2.2)
o Mt ggT e T ST '

2 sao constantes que devem ser determinadas

Na primeira expressio acima F? e e
experimentalmente.Para nossos propdsitos é conveniente usar unidades de energia
e comprimento dadas por F?/4e e 2/eF, o que resulta nos fatores que aparecem

na segunda expressao. Também introduzimos o elemento da dlgebra su(2) dado por
R,=0,UU".

A equacao de Euler-Lagrange correspondente é:

. (R" + E[R”[Ry, RM]) = 0. (2.3)
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Agora impomos a condigao de contorno U(x) — I, quando |z| — oo .O vécuo
¢ dado entao por U(x) = I.

O modelo definido acima possui uma simetria definida por (SU(2)xSU(2))/Zy =
SO(4) correspondendo a transformagdes do tipo U — O1UO com Oy e O, elementos
constantes de SU(2).Porém, levando-se em conta a condigao de contorno acima, resta
apenas uma simetria de isospin dada por U — OUO" com O € SU(2).

Podemos utilizar uma representagao baseada nas matrizes de Pauli 7 que conecta
o modelo explicitamente com a teoria dos mésons-m.Fazemos isto parametrizando
U =o0+i7 -7 onde 7 denota as trés matrizes de Pauli, 7 representa os cam-
pos do pion e ¢ é um novo campo definido por 02 + 7 - 7@ = 1.Esta condicio é
necessaria ja que U € SU(2).As condigoes de contorno sobre 7 e o sdao 7 (00) = 0
e 0(o0) = 1.Pode-se observar que, no modelo acima, os pions ndo tém massa e, de
fato, é possivel acrescentar um termo a Lagrangiana que cria uma massa m, apos
a quantizagao, mas este termo é irrelevante para nossos propoésitos de tal forma que
nos nos restringiremos ao modelo definido acima.

No caso de campos estaticos a energia do modelo é

E = 1217T2/ (_%TT[RiRi] + %Tr([Ri,Rj] [RiaRjD) dz?, (2.4)

onde o fator 1/(127%) é introduzido por conveniéncia.As solugoes estdticas do modelo
de Skyrme sao minimos ou pontos de sela desta energia.

Sabemos que se U € SU(2) entdo U pode ser descrito usando trés paramet-
ros livres reais, que sao os mesmos necessarios para descrever uma esfera S .Entao
SU(2) = S3.Portanto, U para um tempo fixo seria um mapa R?® — S3.Porém, as
condigdes de contorno resultam na compatificagao de R® em S3: R® — {oco} = 53.0
que ocorre aqui, na verdade, é que estamos escolhendo as solugoes que possuem a
propriedade de assumirem um valor constante quando fazemos o limite do infinito
espacial (|z| — o0).Desta forma, estas solugdes estaticas do modelo sdo mapeamen-
tos S — S93.A consequéncia relevante desta construcao geométrica é a existéncia
de uma quantidade conservada denominada carga topoldgica. Esta carga é chamada
de topoldgica, pois é conservada independentemente dos detalhes da dinamica do
sistema.

De uma forma mais detalhada, podemos dizer que o grupo de homotopia destes
mapeamentos é m3(S3) = Z ou seja os mapas S® — 53 se separam em classes
de homotopia indexadas por um inteiro que chamaremos de B.Como este B é um
invariante topoldgico, ele é conservado para qualquer deformacao continua do campo
inclusive para a evolucao temporal, o que resulta na carga conservada.Ele

tem a interpretagao geométrica de medir quantas vezes a esfera S® da imagem ( ou
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seja dos campos ) é percorrida quando percorremos a esfera S* do dominio ( ou seja
do espaco fisico R?) uma tinica vez.Este tipo de invariante é andlogo ao winding
number de um mapeamento S* — ST.E esta quantidade que foi identificada com o

nimero barionico quando o modelo foi originalmente proposto e é dada por

1

Temos que analisar a estabilidade do séliton tendo em vista o teorema de Derrick
[17].A energia estética do modelo é dada por E = Ey+Ey, ou seja, termos quadraticos
e quarticos nas derivadas espaciais do campo.E é justamente esta combinagao que
leva a estabilidade pois fazendo um reescalonamento das coordenadas © — Ax a en-
ergia se torna F(\) = Ey/ A+ AE;.Observamos que estes termos se escalam de forma
oposta levando a um séliton com energia minima para A # 0 o qual tera tamanho
bem definido.Usando este argumento, pode-se entender porque que o modelo sigma
nao-linear ( dado apenas pelo primeiro termo do nosso modelo) ndo possui sélitons
estaveis em 3D.Logicamente, qualquer termo de ordem 4 ou mais nas derivadas es-
paciais faria o mesmo efeito mas o nosso termo é o unico invariante de Lorentz com
ordem 4 e com equacao de movimento de segunda ordem em derivadas temporais.

Para B = 1 existe uma parametrizacao explicita para a variavel U.Neste setor
o Skyrmion é esfericamente simétrico o que significa que o efeito de uma rotagao
espacial pode ser compensado por uma transformacao de isospin a qual, por sua
vez, implica que a densidade de energia e a densidade barionica sao invariantes
sobre esta simetria.Isto nao quer dizer que o campo seja uma funcao apenas da
coordenada radial ja que isto significaria que B = 0.

A parametrizagao é a famosa “hedgehog form”:

Ulx) =exp (if(r)z-7). (2.6)

Em termos de7 e o temos 7 = cos(f(r))Z e o = sin(f(r)) .O nome hedgehog
(porco-espinho) resulta do fato de que os campos pionicos desta configuracao apon-
tam radialmente para fora a partir da origem em todos os pontos do espaco, ou seja,
7 = Z.f é uma funcao radial real com condigoes de contorno f(0) = e f(co) = 0.A
ultima condigao garante que U(oco) = I e a primeira que U(0) é bem definida e que

B =1. O valor de B ¢ confirmado por substituicao do hedgehog ansatz :

B = —% /Ooo f'sin?(f)dr = = f(0) = 1. (2.7)

7

A equacao de movimento para f é:
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sin? f
r2

(r? 4+ 2sin? f)f" 4 2rf" +sin(2f)(f? -1 )=0 (2.8)

a qual precisa ser resolvida numericamente.E interessante observar que a energia

para B = 1, dada pela expressao

4
E:%/ [r2f'2+281n2(f)(1+f/2)+su;—2f dr (2.9)

tem o valor numérico F = 1.232 e portanto excede o limite inferior citado em 23

por cento.

2.2 O modelo de Skyrme-Faddeev

Uma modificagdo deste modelo foi proposta por Faddeev [1].Nesta nova versdo os
solitons topoldgicos sao cordas fechadas .O modelo pode ser visto como uma modi-
ficagdo do modelo sigma nao -linear O(3) com a inclusdo de um termo com derivada
de quarta ordem.

Podemos obter explicitamente o modelo de Skyrme-Faddev a partir do modelo
de Skyrme restringindo os valores do campo & esfera S? que representa o equador
de S3. Teremos,desta maneira, um mapeamento M : S3 — S%2. O campo pode
ser agora representado por um vetor tridimensional 7 = (ni,ng,ns) com médulo

unitario (| 7| = 1).Substituindo o campo de Skyrme U = i7’- 7, obtemos a seguinte

Lagrangiana:
1
L= / (0,7 0T) — 5(0,7 x 0,7) (07 x 0 7). (2.10)
O segundo termo também pode ser escrito como H,, com H,, = (0,1 x

0, 7). 7. Ele mantém o papel de fornecer estabilidade &s solucoes de mesma forma
que no modelo de Skyrme.

A energia de uma solucao estética é proporcional a soma (com a e b constantes):

E~ a/(aﬂﬁ).ﬁd?’x + b/(Hik)2d3x. (2.11)

. ~ , s’ . . . . —_
Analisando esta expressao, é facil concluir que para se obter energia finita n

deve tender a um valor constante no infinito espacial |z| — oo = 9,7 — 0. E
entdo n |I?\—><>o: no = (0,0, 1), onde, por convengao, se escolhe o valor (0,0,1) no
infinito.

Como temos agora um mapeamento S° — S? em vez de um mapeamento

S3 — S3, a carga topoldgica associada é outra, sendo conhecida como carga
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Figura 2.1: mapa de Hopf e pré-imagens (para o caso Quy =1)

de Hopf. Um argumento simples para se demonstrar a existéncia de uma carga
topoldgica neste modelo ¢é o seguinte.[10]

O tensor H,, = (8,15> x 0, ). 7 é fechado, ou seja, 0,H,,+0,H,,+0,H,, =0.
Entao existe um campo vetorial ¢, tal que H,, = d,¢, — 0,c,.

A corrente dada por J, = €,,,0H,,c, é conservada (0,J* = 0) e tem a carga de
Hopf associada Qg = [ d*x.Jy. Observamos que esta lei de conservagao ¢é topolégica,
pois nao é necessario utilizar as equacoes de movimento ou a lagrangiana para sua
deducao.

De uma maneira mais formal temos que, como 73(S?) = Z existe um inteiro
N associado ao mapeamento que é a carga de Hopf.A sua definicao é a seguinte .
Seja w uma 2-forma de drea no espaco alvo S? e seja f = n*w seu pull-back sob n
para S3.Como w ¢ fechada isto implica que f também é fechada.Como H?(S?) = 0
este pull-back é uma forma fechada dada por f = da.A carga de Hopf é dada pela
integral

N=-"1{ tra (2.12)
47 2 S3

Uma interpretagao geométrica simples de Qi é a seguinte: como temos um mapa
S3 — S% a pré imagem de um ponto qualquer em S® ¢, em geral, uma curva fechada
em S3. A quantidade Qi mede o ntimero de vezes que as pré-imagens de dois pontos
distintos 71 e Ty de S? sdo enlacadas em S°.

Os solitons deste modelo foram calculados numericamente para varios valores de
N .Todos podem ser representados por curvas fechadas entrelacadas com linking
number N, mas conforme este N aumenta, deixamos de visualizar o laco simples do

caso N = 1 (como na figura 2.1) para obter configuragoes cada vez mais intricadas.E
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importante ressaltar que a "posicdo” aqui se refere & pré-imagem do ponto —n =
(0,0,—1) do target space S? que é o antipoda do valor de vdcuo do modelo.A
rigor, todos os pontos de S? possuem uma pré-imagem que sempre se entrelaca
com a pré-imagem de qualquer outro ponto de S? exatemente N vezes.O modelo
se Skyrme-Faddeev tem simetria O(3), mas a escolha do valor do vicuo n*> quebra
esta simetria, sobrando apenas uma simetria O(2) a qual atua como uma rotagao de
ny e ng.Desta forma, n3 e a densidade de energia sao invariantes por esta simetria.

Assim como no modelo de Skyrme, no modelo de Skyrme-Faddeev também existe
um valor minimo para a energia estatica em termos da carga topoldgica. A relagao

¢é dada por

Eestdtico >c |N|% (213)

com ¢ = 167235, Este tipo de desigualdade é relevante, pois numa teoria fisica a
energia do sistema deve sempre possuir um minimo.Também é interesante observar
que o valor 3/4 é bastante incomum para este tipo de desigualdade.

Uma forma de se construir campos com carga de Hopf nao nula é a seguinte:
um campo com carga N pode ser obtido aplicando-se a projecao de Hopf standart
em um mapa U :5® — S ou seja, num campo do modelo de Skyrme.Se U(z) ¢
um campo de Skyrme entdo j& sabemos que ele é dado por R® — SU(2) com R?
compactificado pelo vinculo U — I quando |x| — oo .Vamos supor que U tem
degree B.Escrevendo U explicitamente em termos de dois niimeros complexos Z; e
Z1 temos

v | % —4 (2.14)
AR
com |Zy|* + |Z1|*> = 1.Portanto, a imagem do mapa de Hopf pode ser escrita em
termos do vetor coluna Z = (Zy, Z;)! como n = Z'1Z.Segue que n é um vetor
unitario do espago euclidiano tridimensional e satisfaz n(oco) = n*.Também pode-se
demonstrar que a carga de Hopf neste caso é igual ao nimero barionico do campo
de Skyrme ou seja B = N.



Capitulo 3

Quantidades conservadas, Integrabilidade e

Modelos na Esfera

3.1 Sodlitons e Integrabilidade

Nossos modelos tém a propriedade de possuir solucoes tipo soliton.Tal caracteristica
esta relacionada a integrabilidade da teoria de campo em questao .Iremos abordar
brevemente alguns conceitos matematicos fundamentais para a compreensao de
nossos modelos, seguindo a abordagem de [21].

O primeiro conceito importante é o de sistema integravel.O critério relevante é
o critério de Liouville, proposto ,inicialmente, no contexto do formalismo Hamil-
toniano da mecanica classica.De forma resumida, um sistema ¢é integravel segundo
Liouville, quando o niimero de graus de liberdade do sistema ¢ igual ao nimero de
quantidades conservadas em involucao.Entao, existe uma transformacao canodnica
que permite reescrever as equagoes de movimento do sistema em termos de novas
variaveis denominadas tradicionalmente Angulo e Acao .Nestas novas variaveis as
equagoes sao soluveis por quadratura.A dificuldade desta abordagem se localiza na
descoberta da transformacao canonica adequada para a integracao do sistema.Uma
abordagem equivalente, mas mais adequada aos nossos propésitos é a abordagem
dos operadores de Lax[22].

O préximo passo é a formulagao de Zakharov e Shabat [23], a chamada condigao

de curvatura nula

[Oo + Ao, 01 + A1] =0, (3.1)

a qual é bastante utilizada em nosso trabalho.
Uma observacao muito importante é a que segue.Como as teorias de campo
possuem infinitos graus de liberdade é de se esperar que, tendo em vista o critério

de Liouville, seja necessaria a existéncia de infinitas quantidades conservadas para
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que a teoria seja integrdavel.De fato, foi elaborado um critério[5]para a busca de
teorias com infinitas cargas conservadas.

Historicamente, foi em 141 dimensoes que surgiram os primeiros sucessos nesta
area.Tal fato estd relacionado as especificidades das teorias bidimensionais.Um ex-
emplo disto é a invariancia conforme.Em duas dimensoes a invariancia conforme esta
relacionada as fungoes analiticas f : C — C .Entao, pode-se usar todas as ferramen-
tas da andlise complexa, o que permite simplificar consideravelmente o estudo deste
caso.Em mais dimensoes a invariancia conforme ainda é uma propriedade muito im-
portante, mas nao existe mais uma conexao com a analise complexa a que se possa
recorrer.

Porém, existem alguns métodos que podem ser generalizados para mais di-
mensoes. Neste caso, podemos incluir a construcao de um numero infinito de
quantidades conservadas.Isto ocorre porque esta construcao baseia-se em uma lei
de conservacao tipo Gauss a qual ¢ definida em termos de conceitos geométricos que
nao sao restritos a duas dimensoes.

Faremos agora uma breve exposi¢ao do teorema de Stokes nao-abeliano o qual

desempenha um papel fundamental nos célculos a seguir[24].

3.1.1 Teorema de Stokes Nao-abeliano

Podemos fazer a demonstracao independemente do nimero de dimensoes do espago-
tempo.Portanto, todos os indices p,v... variam de 0 a d. Temos, entao, uma curva
I, parametrizada por o, de tal forma que 0 = 0 e ¢ = 27 correspondem exatamente

as extremidades de I'. W é definido por

dW 1A dzt
do " do

onde a condigao inicial é W(0) = I . Temos que A, é uma conexao tomando valores

W =0 (3.2)

numa algebra de Lie G de um grupo de Lie G.
Suponha que o ponto inicial 2#(c = 0) seja mantido fixo.Vamos analisar como

W varia sob deformacoes de I' nestas condigoes. Temos, portanto,

dow dzt dz#
A W4+ A,— | W =0. 3.3
do A do * ( "do ) (3:3)
A expressao que define W implica que
dw 1 dzt
—WA,— =0. 3.4
do " do (34)

Multiplicando a esquerda por W', obtemos que o termo -+ (W~'§W) é dado por

do
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d

M H
y — (W W) = —w! (@AM(S:IJAdi + A @) W (3.5)
o

do " do
Integrando por partes a expressao acima, obtemos
~1 ~1 f 1 dxt
W=oW = WA Wizt + [ doW™ FWWd—(Sx“ (3.6)
0

onde se define

Fo = 0,4, — 0,A, + A, A, (3.7)

A seguir, fazendo variagoes de I' com o ponto final em ¢ = 27 também fixo,

resulta da expressao acima para W=16W :

o
Wt 2n) oW (27) = / doW ™ 1FWW‘;i5 v (3.8)
0

Agora, vamos considerar I" uma curva fechada (zo = z*(0) = z*(27)), X uma su-
perficie bidimensional cuja fronteira é I' . ¥ pode ser percorrida com loops que se ini-
ciam e terminam em um ponto fixo zq; portanto, estes loops podem ser parametriza-
dos por ¥ de modo que ¥ = 0 corresponda ao loop infinitesimal em torno de xq e
¥ = 27 corrresponda a prépria I'. Vamos variar W de modo que a variacao cor-
responda a derformacoes de um loop em outro, ou seja, § = 519%. Desta forma, a

ultima equacgao pode ser escrita como

27
dzt dz¥
_ -1
W (2 )/dUW E,W— T d0 =0. (3.9)

dW (2m)

dy
0

Porém W, para um dado loop, pode ser determinado tanto pela equacao acima
como pela primeira equacao desta secao.Esta equivaléncia é o teorema de Stokes nao

abeliano. Integrando estas equacoes temos a igualdade

Azt
Pexp /daA e = Pgexp /dadﬁW 1FWW

r 2

dz* dx¥

s (3.10)

onde P significa ordenamento no caminho e Pg ordenamento na superficie.Na ex-
pressao acima foi omitida de ambos os lados W (zg), que é a constante de integragao

multiplicativa correspondente ao valor inicial de W.
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As quantidades conservadas surgem da seguinte forma: inicialmente, seja um
espago-tempo dado por um cilindro. Para %, fixo considere um loop 7y que comega
e termina em zy.Para um instante posterior t;, considere outro loop 7; também
iniciando e terminando em xy.Entao, 791 é um caminho que conecta (ty,z() com
(t1,70).Usando a conexao plana, podemos integrar a equagao de transporte paralelo
ao longo de dois caminhos diferentes, resultando em W (7o) = W (vo1) "W (1) W (701)-
Portanto, W () é transformado por uma transformagao de gauge g(x) como W () —
(o)W (70)g(wo) ™. As quantidades conservadas precisam ser invariantes de gauge.
Se s é um caracter para o grupo G, isto significa que (W (7p)) é invariante de
gauge, e também implica que (W (vy)) = 2(W (71)).Assim, temos uma quantidade
conservada invariante de gauge dada por »(W(yy)) para cada caracter indepen-
dente do grupo. Estas quantidades sao justamente as constantes de movimento na
construcao de curvatura nula. Todas as informacoes necessarias para o calculo de
#(W (7)) s@o determinadas no instante inicial .

E importante observar que estas quantidades conservadas nao sao locais, pois a
conexao A, pode pertencer a uma algebra nao abeliana.Porém, é possivel em alguns
casos obter leis de conservacao locais, quando através de uma transformacao de

gauge coloca-se A, numa subdlgebra abeliana .

3.2 Caso Multidimensional

Para analisar o caso em mais dimensoes, seguiremos a abordagem de [5], cuja prin-
cipal conclusao é fornecer uma extensao da condicao de curvatura nula. A equacao
(0o + Ag, 01 + A;1] = 0 representa a condi¢ao de compatibilidade ou integrabilidade
para derivadas covariantes.

Seja um espago-tempo de dimensao d+1 E introduzido um tensor anti-simétrico
de ordem d, e define-se o andlogo de W (como definimos na se¢do anterior) como
sendo a integragao deste tensor sob uma superficie d dimensional. Procuramos,
entao, uma lei de Gauss para conexoes de ordem superior. Precisamos, porém, de
condicoes locais para a independéncia da superficie . Além disso, estas condicoes de-
vem ser tais que contenham a estrutura das equagoes de movimento de sistemas que
sao nao-lineares. No caso em que nosso tensor de ordem d pertence a uma algebra
abeliana, a independéncia da superficie resulta do teorema de Stokes abeliano e ape-
nas mostra que a derivada exterior deste tensor se anula.A condigao neste caso é local
porém incapaz de descrever teorias nao-lineares. No caso onde o tensor pertence a
uma algebra nao abeliana, obtem-se uma condi¢cao nao-linear para independéncia

da superficie.
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Iremos a seguir descrever em detalhe o caso tridimensional do teorema de Stokes
nao abeliano.Este caso possui todas as caracteristicas fundamentais para a gener-
alizagao da curvatura nula.Nao iremos descrever o caso de dimensoes quaisquer,
que é semelhante ao caso tridimensional.O leitor interessado podera encontrar uma

descri¢ao bastante detalhada em [5].

3.2.1 Caso tridimensional

Agora, teremos superficies no lugar da curva I" e volumes ao invés de superficies.Seja

V, definido de modo analogo a W dado por

dv
5~ VI(B,A0) =0 (3.11)

com T(B, A, 1) definido por

27
dat dx¥
T(B,A,9) = [ dddoW B, W——"—.
(B, 4,9) / oW B W05

(3.12)
0

Vamos estudar o comportamento de V conforme deformamos a superficie ¥
(na qual ¥ parametriza os varios loops que varrem X, e o parametriza cada loop).
Encontra-se uma equacgao para as variacoes de V sob deformacoes de uma su-
perficie.A partir da condicao de que V' seja independente de deformacoes de ¥ que
mantenha I fixo, obtemos condicoes nao-locais sobre A,, e B,,, dadas explicitamente
pelo fato de que a curvatura destas duas conexoes ¢ nula. Para A, isto implica que
F,, =0.No caso de B

por

w, temos, porém, que sua curvatura ¢ nao local sendo dada

dz* dx¥ dz?
do dv d¢

K= / doW Y (D\B,, + D, B, + D, By, )W (3.13)

—[T(B,A,9), T(B, A, Q).

A questao agora é escolher A, e B* (definido por B* = $€"?B,, ) de tal forma
que a condigao (3.13) se torne local.Uma forma de se fazer isto é escolher D“E’” =0
e F,, =0com F, =I[D,,D,],onde D, =0,+ [A,,.].O fator A, pertence a uma
algebra de Lie GG, e B* pertence um ideal abeliano desta dlgebra. A curvatura de
A, deve ser zero para termos V' independente da forma pela qual ¥ é percorrida.

Seja ¥ uma superficie com fronteira I'.Temos que z¢ € um ponto de base em T,
e X é percorrida com loops passando por xg os quais sao parametrizados por 1, de
tal forma que ¥ = 0 corresponde ao loop infinitesimal em torno de xg, e ¥ = 27
corresponde a fronteira I'.Por sua vez o parametriza cada um dos loops de tal forma

que tanto o = 0 como ¢ = 27 correspondem a x.



Capitulo 3. Quantidades conservadas, Integrabilidade e Modelos na Esfera 12

Neste ponto introduzimos um potencial vetor A, e um tensor antissimétrico de
ordem dois B, o qual se transforma pela representacao adjunta do grupo.Definimos,

entao, V' pela equacao

av

L _VT(B,A,d) = 14
5~ VT(B,A.9)=0 (3.14)
27
na qual T(B,A,0) = /dUW_leW%ddgg'

0
Nossa condigao inicial é dada por V(¢ = 0) = I. Temos que W se relaciona com

A, da forma ja definida anteriormente. V' deve independer da forma escolhida para

percorrer Y através de loops que passam por xy.Desta maneira, deve-se ter que

F.,=0,A, -—0,A,+[A,,A]=0, (3.15)

ou seja, a conexao A, ¢ plana.

Esta condi¢ao implica na independéncia de W em relacao ao caminho de inte-
gragao, quando os extremos sao fixos.Um certo ponto em X pertence a apenas um
loop do conjunto que percorre . Define-se W em um dado ponto de ¥ através da
integragao de (3.2), percorrendo um loop que é iniciado em xy e que possui o ponto
em questao .Quando se percorre 3. de outra maneira o valor de W associado a cada
ponto de X fica constante, pois a condigao Fj,, = 0 assegura a independéncia de W
em relagao ao caminho ja que zq fica fixo. Desta forma, o integrando na definicao
de T'(B, A, V) passa a ser uma fungao local de ¥. Obtém-se,assim, um V integrando
a equacao (3.14) o qual ¢ independente da maneira pela qual percorre-se ¥, j& que
mudar a varredura é o mesmo que mudar as coordenadas (o,9) em ¥ uma vez que
a quantidade W~'B,, W é uma fungdo apenas dos pontos de X e nao funcio do
loop.

Usando a condigao inicial W (zy) = I, podemos calcular W de forma univoca

em qualquer ponto integrando % + AM%W = 0 e a partir disto resulta que

A, =—-0WWL (3.16)

Vamos analisar como V se transforma quando deformamos ¥, mantendo, porém,
a fronteira I' fixa.Variamos entao os loops que percorrem 3, de tal forma que estas

variagoes sejam perpendiculares a 3. A partir da equacao que define V', obtemos que

dv-1

7 +T(B,A,9 V=0 e i(Wv—l) = VT (B, A,9)V (3.17)

dy
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Agora precisamos calcular §T'(B, A, 9).Para isto usamos a expressao para W —16W
deduzida na segao anterior além do fato de que F),, = 0 para obter 6W = —A,Wdz".
Temos que dz# (0 = 0) = dx# (0 = 27) = dx#(J = 0) = Jz#(¥ = 2m) = 0.Usamos a
derivada dx* numa integracao por partes, além da equacao que define W, porém
com derivadas em relacao a 9 em vez de derivadas em relacao a 7, pois ambas

fornecem variagoes do contorno.Entdo obtemos uma expressao para §V (9)V 1(d9)

dada por
2 d J
o
SV (VW) = V(9) / daw-lBWWdiaxv vl / dIV () x
g
0 0

2
dxt dx¥
-1 A
x (/daW (DAByw + DyBus+ Dy By)W ———-dx

0

/

21
, M
—[T(B, A, /daW‘lBWWC;iéaz”]> V).
g

0

Na expressao acima, a derivada covariante DyB,, é dada por D\B,, = 0\B,, +
[Ay, Bl

Fazendo ¥ = 27 na expressao para 6V (J)V1(J) acima, obtemos usando as
condicgoes para dz* do paragrafo anterior que o primeiro termo no lado direito da

expressao se anula.

Seja agora Y uma superficie fechada na qual o loop I' colapsou no ponto fixo zy.
Temos um volume €2 com fronteira . Percorremos €2 usando superficies fechadas
as quais possuam o ponto zy em comum . Parametrizamos estas superficies com
uma variavel ¢ de tal forma que ( = 0 corresponde a superficie infinitesimal em
torno de xy e a fronteira ¥ corresponde a ( = 27 .Vamos analisar variagoes de V'
representando deformagoes de uma dada superficie fechada numa outra.Denotando

V' definido numa superficie fechada por V. e usando que 6 = d( d% resulta

2T
— / dOVeV 1V, =0 (3.18)
0

dve
d¢

onde k é definido por
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2
_ dz* dz¥ da?
K E/daW "(DxB, + DB,y + D,,BAM)W% 9 de (3.19)
0
—[T(B,A,9),T(B, A,(Q)].
O passo final ¢é a integragao de(3.14) e (3.18) o que resulta em
_1 dz* dzv 4
Pexp dodyW B’“’Wd_ = Ps exp dyd{V eV ) (3.20)
o
> Q

Esta expressao pode entao ser utilizada para construir cargas conservadas.Para
isto, temos que ter V' independente da superficie.Basta para tal que a quantidade
k definida acima se anule.Porém  é uma quantidade nao local.Nosso problema é
entao obter condigoes para que k se anule localmente.

Existem duas formas possiveis de se obter xk nulo de forma local.A primeira
delas parte do caso aonde DyB,, = 0 e F,, = 0.Denotando B,, em um certo
ponto do espago-tempo por BES) pode-se escrever B, (r) = W‘l(x)Bl(fl),)W(x).Se
todas as componentes de B;(L?,) comutarem entre si, pode-se concluir que x se anula.A
partir dai, podem ser construidas quantidades conservadas.Nao iremos detalhar aqui
este tipo de condicao ja que para o nosso trabalho o segundo tipo é bem mais
relevante.Para detalhes desta construcao indicamos a bibliografia ja citada neste

capitulo.

3.2.2 Uma forma de condicao local

Consideramos uma algebra de Lie nao semi-simples com um ideal abeliano P.Se A,
pertence a esta algebra e B, pertence ao ideal abeliano, resulta que a quantidade
W~!B,,W também pertence ao ideal.Dai obtemos que [T'(B, A, ), T(B, A, ()] =
0.Usando a condicao DyB,, + D,B,\ + D,By, = 0, obtemos imediatamente que
k = 0.Entao 6VV ! é zero e V fica independente de ¥ caso a fronteira seja fixa.

Iremos analisar mais detalhadamente o caso tridimensional. Entao, nosso A, ¢é
escrito explicitamente A, = AT, e By, ¢ dado por B, = BfwPZ-.As relacoes de
comutacao entre os geradores sao:

[T, Ty) = fapTe (3.21)

a;

[T..P) = P;R;(T,) (3.22)
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[P, Pj] =0, (3.23)

onde Rj; é uma representacao matricial da élgebra.E importante observar que a
algebra acima é nao-semisimples.Que R é, de fato, uma representacao matricial
pode ser verificado a partir da identidade de Jacobi.Além disso, pode ser provado
que se G é uma algebra nao semisimples de dimensao finita e se P ¢é seu ideal
maximamentente solivel, pode-se escrever G = H + P onde H é uma subalgebra
semisimples de G.No caso tridimensional, é conveniente introduzir o dual de B,

definido por

~ 1
B! = Se"’B,, (3.24)

As condigoes locais de integrabilidade (que fazem V' independente da superficie)
sao, portanto:
D,B"=0, F,, =0. (3.25)

Pode-se dizer que "o preco a se pagar” para obter condigoes locais é a introducao
de uma algebra de Lie nao semisimples, embora esta algebra possua uma subalgebra
a qual por sua vez é semisimples.A partir das condigoes acima, podemos finalmente
construir as quantidades conservadas que estamos procurando. Temos que as cor-
rentes definidas por

_w-lnp
J, =W B,W (3.26)
sao conservadas, ou seja,

o, = 0. (3.27)

Um fato importante é que como B, pertence a uma subalgebra abeliana nao é
necessario utilizar o ordenamento de superficie nos calculos do teorema de Stokes.
As condicoes de curvatura nula D,B* = 0 e F,, = 0 sao invariantes sob a

transformagao de gauge (3.28-3.29)

— A, (3.28)

By, — By + Dy, — Dya, (3.29)

onde o, é um vetor que assume valores no ideal abeliano P.Esta invariancia resulta
de que [D,, D,] =0, isto ¢, a conexao A, é plana.

Estas condigoes também sao invariantes sob as transformagoes (3.30-3.31)

Ay — A= gAg — 0,997 (3.30)
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By, — BY, = gBu,g™" (3.31)

onde g ¢é um elemento do grupo g = exp G.As correntes J,, sao invariantes em relacao
a segunda dupla de transformacoes acima.Isto ocorre pois estas transformacoes im-

1

plicam que W(x) — g(x)W(z)g(xo)~' com zyg = oo.Fazendo g(oco) = 1 resulta

J,, — J,.J4 em relagao a primeira dupla (3.28-3.29) tem-se

Ty — Ty + €0 (W HalPW). (3.32)

A 4lgebra das transformacoes (3.28-3.29)é abeliana .J4 a &lgebra das trans-
formagoes (3.30-3.31) é isomorfa a algebra dos T’s.Estas duas duplas nao comutam
entre si .De fato, fazendo (3.30-3.31) e depois (3.28-3.29) resulta

A, — gAg Tt —0,997" (3.33)

B — gBug '+ Dy, — DY . (3.34)

Fazendo (3.28-3.29) e depois (3.30-3.31) fica

A, — gAg "t —0,997" (3.35)

B, — gB,g " + g(Df}aV — D2a,)g 7, (3.36)

1 -1

a,g))g
No caso infinitesimal (com g ~ 1 +¢) temos

onde tem-se que ngay = g(Dl‘:‘(g*

(6., 0a] A, =0 (3.37)

[0e, 6a) By = D;‘ (e, a)]— D2[e, a, (3.38)

e resulta que a &lgebra total de (3.28-3.29) e (3.30-3.31) ¢ isomorfa a dlgebra G

definida no inicio desta subsecao.

3.3 Modelos em SU(2)/U(1)

Vamos analisar nesta tese especificamente modelos com campos definidos na esfera
~ — — 2 c1s

52 Estes campos sao denotados por ' = (ny,ng,n3) com | 7'|” = 1 .Podemos utilizar

também a famosa projecao estereografica no plano com v sendo um campo escalar

complexo
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7 = m (u+ ", —i(u — ), Juf® — 1) (3.39)
Descreveremos brevemente as caracteristicas da variedade S? com relacao & teo-
ria de grupos[25].A esfera S? ¢ difeomérfica ao coset SO(3)/SO(2).Apesar disso, S?
nao admite uma estrutura de grupo.Se analisarmos a agdo de SO(3) em R?, ob-
servamos que SO(3) age transitivamente em S?, ou seja, quaisquer dois pontos de
S? podem ser conectados pela acio de um elemento de SO(3).Poder-se-ia fazer de
forma ingénua a identificagao SO(3) ~ S%.Porém, ocorre que SO(3) possui um ”ex-
cesso de parametros livres” em relagao ao nimero de parametros necessarios para
descrever S?.Uma forma simples de verificar este fato é analisar a acdo do subgrupo
SO(2) € SO(3) em relagao, por exemplo, ao ponto (1,0,0) na esfera unitaria.Ora,
este ponto fica inalterado pela agdo de SO(2).De uma maneira mais formal, dize-
mos que SO(2) é o grupo de isotropia deste elemento de S?.Entao, a identificagao
correta ¢ S? ~ SO(3)/SO(2).Como SO(2) nao ¢ um subgrupo normal de SO(3)
pode ser provado que S? nao admite uma estrutura de grupo.Temos também que
SO(3) ~ SU(2)/Z,. Nesta expressao, Zy é o grupo ciclico finito de ordem 2.Agora,
os elementos do subgrupo U(1) no coset SU(2)/U(1) sao dados simplesmente por
g = exp(i0T3) (T3 gerador).Desta forma, temos que g(0)=1 e g(27) = —1 de tal
forma que U(1) tem o dobro dos elementos de SO(2).Portanto, SO(2) ~ U(1)/Z,.
Obtemos finalmente que S? ~ SU(2)/U(1).Este fato é importante para a construgao
explicita das condigoes de curvatura nula neste espaco.

Temos que U(1) ¢ invariante sob a seguinte transformagao[26]
o(Ty) =Ty o(Ty) = —Ty, (3.40)

ja que seus elementos dependem apenas de T3.Nesta transformacao T3, T4 sao os
geradores usuais de SU(2) com as relagoes de comutagao bem conhecidas [T, Ty] =
+T. e [T, T_] = 2T3.A transformagao acima é classificada como um automorfismo

involutivo de SU(2) e aplicada em um elemento genérico 7' da algebra resulta em
o(T) = exp(inT3)T exp(—inT3). (3.41)

O préximo passo é observar que SU(2)/U(1) pode ser parametrizado por uma

-1

varidvel definida como z(g) = go(g)~' onde g é um elemento de SU(2) como

consequéncia do fato de que x(g) = z(kg) se k € U(1).Também observa-se que
o(x) =z7L
Inicialmente iremos descrever A, e B, na representacao definidora de SU(2), cal-

culando as correntes conservadas resultantes.Depois indicaremos o resultado numa
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representacao genérica. Para tal proposito, escolhemos o elemento de grupo W como
W = exp(iuTy) exp(¢Ts) exp(iu™T-), ¢ = In(1 + |ul?). (3.42)

Escrevendo W explicitamente na representagao definidora de SU(2), obtém-se

1 1 4
RW)= ——uou [ ~ "), (3.43)

V9I+|ul? \ w1
J& sabemos que A4, = —39,WW!.Usando nossa decomposi¢ao de W, iremos
escrever A, explicitamente em termos dos geradores T7s da élgebra.Além disso,

1 ~ -
vamos escrever B, em termos de Pil) que sao os autoestados de T3 (na representacao

de tripleto) com autovalor +1.Portanto,

1
Ay = ———-(—i0uTy —i0u' T + (udu’ — uw'duu)T3)  (3.44)
1+ [uf)
1

B, = ———
T ful)

(5, P — w, PY) (3.45)

~

Na expressao para B, temos que k, ¢ um funcional qualquer de u , u* e de suas

p 1 )
derivadas.A condicao F),, = 0 é satisfeita automaticamente devido a escolha feita
para A,.Embora a condi¢ao para A, nao imponha nenhum vinculo para os campos,

iremos supor que a condi¢ao seguinte é valida
Im(k,0,u*) =0 (3.46)
A partir desta condi¢ao, usando DHJ}N? x = 0 resulta
(14 |u*)0"k, — 2u*k,0"u = 0 (3.47)

e o complexo conjugado desta equacao.
Existem trés correntes conservadas correspondendo aos trés estados da repre-

sentagao de tripleto que sao

1

1 1,m) p(1
TN =" gt p (3.48)
m=—1
onde .
gy — Fu (3.49)
T (A )

10) _ zﬁ(mﬁu — K u*)

g L+ [uP)? (350
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Ja=1 g« (3.51)

ju Ju

Agora, para uma representacao genérica de spin j de sl(2), temos as relagoes de

comutacao
[P, ({/)] =0
[T, PP = V/i(G + 1) = m(m £ )FL,
nas quais, como usual, m = —j, —j+1, ..., 7 —1, j.Portanto, terifamos 25+ 1 correntes

conservadas.Contudo, como j pode ser escolhido livremente, temos na realidade
infinitas correntes conservadas.Podemos ver isto escrevendo explicitamente A, =
ALT, (e portanto A, nao depende da representagao) e B* = %E‘“VPBVP com B,, =
B;,,P;.Como B,, vive numa representagao temos 2j + 1 elementos distintos quando
m € [—7,j] e portanto as 2j+1 cargas conservadas.Como a representagao é qualquer

segue o resultado.

3.3.1 Exemplo: O modelo de Skyrme-Faddeev

Reescrevendo a Lagrangiana do modelo de Skyrme (se¢ao 1.1) na forma mais con-

veniente para nossos propositos atuais, obtemos

2

H
L=m*0n)*—no eg” + MM —1) (3.52)

onde o vinculo é explicitado pelo multiplicador de Lagrange A e 1y = +1 determina
a assinatura da métrica de Minkovski.

As equagoes de movimento sao dadas por
(1 + [u|)O" L, — 2u*(L*8,u) = 0. (3.53)

Nesta equacao, L, ¢ definido por

4 K
Ly = m*Ouu — gy ———5— 3.54
I [ 77062 (11 ]u|2)2 ( )
e K, é dado por K, = (0"u*9,u)d,u — (0,u)*d,u*.

Podemos observar que Im(L,0,u*) = 0.Portanto, se fizermos a correspondéncia

ku, — L, a condigao de integrabilidade é satisfeita e o modelo tem uma representacao
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de curvatura nula em termos de A, e B, [26].As correntes associadas sdo justamente
as correntes J, da secao anterior e sao as correntes de Noether relacionadas a in-
variancia do modelo sob a simetria O(3).Porém, no modelo de Skyrme-Faddeev

temos

L, 0"u = m*(0u)?

e para se obter infinitas correntes deverfamos ter L,0"u = 0 (ja que identificamos

k, — L,).De fato, como

usando que 0"L,, = 0 e L*d,u = 0, obtemos imediatamente 9, Jf, = 0.Para se obter
esta condicao, pode-se impor (Ou)? = 0 ou m? = 0.Inicialmente foi proposta em [26]
a op¢ao por um submodelo com (Ou)? = 0, ji que a segunda opcao (m? = 0) leva
a solugoes estaticas que sao instaveis por transformacoes de escala no caso de 3+1
dimensoes(instabilidade pelo teorema de Derrick ).Porém, pode-se observar que este
problema pode ser contornado utilizando-se um submodelo com L = %(H?,)** onde
o expoente 3/4 proveé a estabilidade necesséria .Esta abordagem foi levada a termo
no caso euclidiano inicialmente em [16] .Esta é a linha de pesquisa desenvolvida
nesta tese.Além disso, é importante observar que, ao procurar solucoes que nao sao
estéticas (como fazemos em S®xR), a andlise precedente sobre estabilidade nao se

aplica.

3.4 Correntes Conservadas e Difeomorfismos da Esfera

Os modelos estudados nesta tese possuem uma Lagrangiana da forma
h2
L~L (—2) (3.55)
g
na qual h* = h,,h* onde hy,, = d,ud,u* — du*d,u. As equagdes de movimento

sao do tipo
o ( fatores x K,,) = 0, (3.56)

onde K, = (0"u*d,u)0,u — (0,u)?d,u*.Conforme nossa analise anterior, sabemos

que teremos infinitas correntes conservadas dadas por

T TS
J& @</<a 5. " 8u*) (3.57)
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com G sendo uma funcao qualquer de u e u*, mas ndo de suas derivadas.O fator
imaginario foi colocado por conveniéncia ja que obteremos uma corrente real se G for
real.Pode-se provar que estas correntes sao de fato conservadas, utilizando a equacao

de movimento acima e as seguintes identidades para K,

K"9,u =0 (3.58)

Im(K*0,u*) = 0. (3.59)

A idéia é calcular a dlgebra destas correntes sob o parénteses de Poisson e mostrar
que, na verdade, esta algebra é a dlgebra dos difeomorfismos que preservam a drea de
52[6].0u seja, temos uma interpretagio geométrica para as correntes J5.Escolhemos

a titulo de ilustragdo o modelo dado pela Lagrangiana|6]

3/4
L2 (Hw)"
3 8

O modelo no espaco euclidiano é o mesmo exceto por mudancas triviais nas

constantes.No caso S® x R nao temos o fator 3/4, mas o raciocinio é completamente
analogo.
Para executar este programa, inicialmente calculamos 7, 0 momento canonica-

mente conjugado ao campo u.

oL 1 ¥ .
== . W (VuVu*) — u(vu*vu*)] (3.60)
i (L4 [uP)P(Kou) /s
A expressao para 7 = 5’? ¢é obtida trivialmente por conjugacao complexa.Os

parénteses de Poisson nao nulos para tempos iguais sao
@) (7)) = ' (@) (D =0T -F) T TR (361

As componentes temporais das correntes sao escritas em termos dos momentos

como
Jo = i(1 + |ul*)? (wgi — w*g—f) (3.62)
e, a partir dai, se obtém
{78, (), Je,(V)} = J&,,(7)3(7 — ) (3.63)
com
Gio = i(1 + |ul*)? (aail gij — gij aa%) . (3.64)
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Calculando os parénteses de Poisson para as cargas associadas, obtemos que {Q¢,, Qa, } =
R, €, portanto, nossa algebra fecha.

Agora iremos demonstrar que esta algebra é a algebra de Lie do grupo de difeo-
morfismos que preserva a area da esfera.Para tal, decompomos a funcao complexa

u como u = u! + iu?.Por definicao, a forma de area é dada por

1
A= 5\/det geapdu® A du’. (3.65)

Na igualdade acima g é o determinante da métrica g, € €4 € o simbolo de

Levi-Civitta usual (g12 = 1).A métrica em termos de u; e uy é diagonal

4
Jan(u) = (1+ (u))2 + (u2)?)?

St (3.66)

e, com seu auxilio, podemos escrever a area explicitamente como

2 a b
A= A (u2>2)25abdu A du’. (3.67)

Seja ¢ um difeomorfismo de drea da esfera.Impomos a seguinte condicao para

que a forma de area seja invariante:

Vet g(p(u)) det 'aglu(bm‘ — /et g(u). (3.68)

Como queremos construir uma algebra de Lie, é necessario analisar o caso in-

finitesimal da transformagao ¢* = u® + eX®(u) e obter a forma infinitesimal da

igualdade a qual se reduz & seguinte equagao diferencial para os geradores X“(u) :

B, (\/an(u)) —0. (3.69)

Esta equagao ¢ facilmente resolvida em termos de uma fungao arbitraria F'(u', u?),

sendo sua solucao geral

X;(u):ms P (3.70)

Calculando o comutador, temos [Xp,, Xp,| = X, onde Fiy é
1, 0F 0F,

— 5
Vdet g(u)  Ou® dub

Para estabelecer o isomorfismo entre as algebras, basta retornar as varidveis u e

Fip(u) = (3.71)

u* e fazer a correspondéncia Xp/p < Qp pois

Fip = (3.72)

i 2o (OFLOF,  OF, OF,
L+ 1) <au dw  ou ou )
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As correntes JJ, sdo, na verdade, correntes de Noether conservadas devido a
invariancia da Lagrangiana em relacao aos difeomorfismos de area .Para explicitar

este fato, escrevemos a forma de area em termos de u e u* como
21

A= —" _dundu’ (3.73)
(1 + [ul)?

e observamos que
1

W@Muayu* — 8,/U*8MU)dZUM Adz” =

2
2 e
(1+ Jul’)?
(3.74)

Na expressao acima, é imediato que %hu,,dx“ Adx? é o pull-back da forma de area

1
§h,wdx“ Adz? =

de S? e, portanto, invariante sob seus difeomorfismos de 4rea .Como a Lagrangiana
¢ construida a partir de h,,, ela também é invariante, e finalmente concluimos que

as correntes sao correntes de Noether.



Capitulo 4

Simetrias, Linearizacao e Construcao de Ansatz

4.1 Modelos com solucao tipo Hopfion

Serao analisados modelos com solucoes solitonicas que possuam as caracteristicas
explicadas no capitulo anterior.Nossos modelos sempre sao definidos a partir de
Lagrangianas L = L(Hﬁy) , conforme ja definimos.Estes modelos possuem solugoes
tipo séliton com a assim chamada carga de Hopf, além das cargas de Noether que sao
usuais nas teorias classicas de campo.Iremos, inicialmente, considerar como espaco
alvos as variedades bidimensionais S?,R? além do plano hiperbdlico.

J& é sabido que esta classe de modelos possue infinitas correntes conservadas e,
portanto, deve ser integravel.Porém, resta a questao de como resolver as equacoes
de movimento altamente nao-lineares que sao obtidas.Para isto, utilizaremos uma
variante do método cldssico de Lie [2].0 procedimento é descobrir as simetrias das
equacoes de movimento e, a partir destas simetrias, propor ansatz que as solu-
cionem.Dado o carater nao-linear destas equacoes, a procura de solugoes gerais é
um problema extremamente complexo.Porém, a descoberta de solucoes particulares
com propriedades interessantes ja é de grande interesse fisico.Nesta linha de pesquisa
no artigo [16], foram construidas solugoes tipo Hopfion para um espago R™ qualquer.

Nesta tese generalizamos o procedimento do citado artigo para um espago-tempo
curvo geral, encontrando as condicgoes de simetria para as equacoes de movimento.A
motivacao para esta generalizacao foi a observgao de que era possivel propor ansatz
dependentes do tempo no espaco-tempo S®xR.Ocorre que o tempo é uma coor-
denada obviamente nao compacta e a teoria desenvolvida antes[16] utilizava ape-
nas coordenadas compactas.Esta questao é tratada no final deste capitulo.Entao
resolvemos explicitamente estas condigoes para alguns casos particulares como o
espaco-tempo de Minkowski e o espaco-tempo S®xR.A partir disto, foi construida
uma solugao explicita no caso de S®*xR a qual foi publicada em [20].No capitulo 5,

propomos um novo ansatz para o espaco-tempo de Minkowski, o qual ja foi estudado

24
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em|[27]

Inicialmente iremos fazer uma revisdo dos resultados de [16] ja que é o caso con-
ceitualmente mais simples, uma vez que o espaco-tempo é suposto euclidiano.Depois
faremos a citada generalizacao para um espago-tempo genérico.Além disso, serao
explicadas algumas peculiaridades da Lagrangiana e das equacoes de movimento
resultantes as quais possibilitam a construcao de ansatz levando a separabilidade
das equacgoes de movimento e portanto a sua resolucao.Finalmente, em capitulos

posteriores explicaremos em detalhe os resultados j4 citados em S3xR.

4.2 O caso euclidiano

As equagoes de movimento obtidas a partir da condi¢ao de curvatura nula para nossa

classe de teorias sao da forma
kFOu* =0 Ky O'u =0 oM'u"ky, — OMud"ky, = 0, (4.1)

com £, uma fun¢ao complexa de u, u* e de suas derivadas.Como possuimos cinco
equagoes reais para somente dois campos (reais) o sistema é vinculado.Porém, ex-
iste um conjunto de funcionais x, para o qual os vinculos sao automaticamente
satisfeitos.Este conjunto é
_ v
Ky = Fh,,0"u (4.2)

com F'(u,u*) uma funcdo real. A quantidade acima resolve identicamente as duas
ultimas equagdes acima.Foi provado em [16] que as tnicas teorias sem vinculos com
Lagrangiana sao aquelas da forma L(h%/f?) onde f? é uma funcao real de u u*
e h* = h,,h* No caso citado, foram analisadas teorias com solugoes estdticas

em d + ldimensoes.Neste caso, levando em conta o teorema de Derrick [17][1], foi

L= (%) ' (43)

Foi executada uma analise detalhada das simetrias das equagoes de movimento.

escolhida a forma

&

com d dimensoes espaciais.

Estas simetrias se dividem em dois conjuntos, a saber, as simetrias do espaco-tempo
e as simetrias do espacgo alvo.Estes dois tipos de simetrias sempre comutam entre
si.Para solucoes estaticas, as simetrias espaco-temporais correspondem ao grupo
conforme O(d+1, 1).Para solugdes ndo estéticas, resta apenas uma simetria de escala

além do grupo de Poincaré.As simetrias do espaco alvo consistem dos difeomorfismos
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de area esperados tendo em vista nossa analise anterior, além de uma simetria extra
das equagoes de movimento somente (nao da Lagrangiana).

E interessante observar que no caso tridimensional é possivel utilizar o procedi-
mento acima com o grupo conforme O(4, 1) para introduzir duas variaveis angulares
e obter uma EDO, a qual pode ser solucionada levando & hopfions em R3[26] e
explicando a origem do ansatz utilizado nas referéncias citadas.

Portanto, o modelo que foi estudado em [16] é definido em um espago tempo de

dimensao d + 1 com Lagrangiana

L= (%) N (4.4

com h? definido de forma usual e f2 = (1 + uu*)? no caso do espago alvo S%. Da

NI

Lagrangiana acima obtemos a equagao de movimento
e = (d — 4)h,,0"ud"h* + 4h*0"h,,0"u + (d — 2)(h*)?*D, log f = 0

Procederemos, a seguir, ao estudo das simetrias desta equacao. Vamos separar
as simetrias em dois conjuntos: simetrias espago-temporais e simetrias do espaco

alvo.

4.2.1 Simetrias do espago-tempo

Fazendo a transformacao x” — x” + £P temos que, para uma equagao diferencial

dada

e(x,u(z), Opu(x), Opu(x)) =0, (4.5)

o campo vetorial

V=Y ¢, (4.6)

gera uma simetria das equacoes de movimento se

de(z,u(x), du(x), Opu(r)) = A + Age™, (4.7)

com variacoes dadas por

daf = &P

ou

I
o
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d(0u) = —0,£"0u

5(0,0,1) = —(9,0,6°)Dpu — 0,7 0,001 — 0,70, 0,

Pode-se observar que na expressao acima ja levamos em conta o fato de € = 0 ser
uma equagao complexa.Os detalhes da dedugao podem ser encontrados na referéncia

[16]. Aqui, iremos reproduzir o resultado

de = —8De — 4(d — deg)h*0" Dh,,,0" u. (4.8)

O indice eff na dimensao d tem o significado explicado a seguir.E relevante
analisar solucoes que, embora definidas num espaco-tempo d + 1 dimensional, sao
independentes de algumas das coordenadas deste espago-tempo.Isto ocorre, por ex-
emplo, quando consideramos solugoes estaticas.

Analisando a expressao acima, podemos concluir que:

e se d.g = d, ou seja, para solugoes estaticas, a equacao define uma simetria das

equagoes de movimento para todo D
e se dog # d, a equacao define uma simetria apenas se 0*D = 0

Desta forma

0,0,D =0 Vu,v. (4.9)

Portanto, a fungao D(x*) deve ser linear em x*.Neste caso, os campos vetoriais

€Y com componentes

1

sdo solucoes das equacoes no caso D™ = z# .Quando D = constante, a solucio
é simplesmente £¥ = z”.Esta solucao representa uma dilatacao.Se a constante for
nula, (D = 0) a solugao corresponde ao grupo de Poincaré. Finalmente, se deg # d,
as transformacoes acima nao participam e restam apenas as simetrias de Poincaré e

dilatagoes.

4.2.2 Simetrias do espaco alvo

Agora supomos dx* = 0 e nosso operador é dado por

V = (u,u")d + 6" (u,u"); (4.11)
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Fazendo as variagoes de €, obtemos

6 = (40,0 + 30,-¢™)e — Oy= 0™ — (d — 2)Q(h*)? (4.12)

onde

— OOy log(fo").

O caso d = 2 ¢ trivial, ja que temos uma simetria para qualquer difeomorfismo
no espago alvo. No caso d # 2 temos uma simetria apenas se Q = 0.

O resultado final é que as simetrias correspondem a duas possibilidades. Uma
delas é que as simetrias sao os difeomorfismos do espago alvo que preservam a area.

O outro caso é de uma transformacao que nao preserva a area definida por
¢ = (1 4+ uu*)u.Porém, esta transformagao nao é uma simetria da agdo.No entanto,
ela pode ser combinada com a simetria espago-temporal de escala para se obter uma
simetria da acao e uma corrente de Noether extra.Este caso é tratado em detalhe
em [16].

4.2.3  Solucgoes
Vamos considerar as solucoes estaticas.Neste caso temos deg = d.Entao, as simetrias

da equacao de movimento sao

" =1+ (e.x)a’ — §x2£’ i=1,...,d . (4.13)

Estas sao as simetrias conformes no espaco euclidiano d dimensional e serao
utilizadas para encontrar solugoes estdaticas das equacgoes de movimento. Iremos,
portanto, definir as simetrias conformes em R"[16]. Para fazer isto, consideramos os

pontos do espaco euclidiano como esferas de raio zero. A equacao para esferas é

aT2—23. 7T +7=0 (4.14)

que pode ser colocada na forma conveniente

—\ 2 —
(?—ﬁ) _ By (4.15)

Entao o espaco euclidiano é descrito pelo par de equacoes
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Br—ay=0 (4.16)
T = é (4.17)

N

Qualquer transformacao linear nos parametros a, e 7 que preserva (4.16) age
em 7 através de (4.17). Estas sdo as transformacdes conformes . Podemos escrever
(4.16) na forma

S 262 (aa—a 7) _(aa+2a_1’y)2 (4.18)

onde a define uma escala arbitraria. O grupo que deixa esta forma quadratica in-
variante é o grupo conforme O(d + 1,1).A partir deste conjunto de simetrias da
equagao diferencial determinamos o ansatz usando o procedimento a seguir. Em
primeiro lugar, sabemos que o grupo conforme pode ser expresso como ”rotagoes”
num espaco com parametros extras conforme deduzido acima . A seguir, determi-
namos o nimero maximo de "rotacoes” que comutam entre si conforme ao fato da
dimensao do espaco-tempo ser par ou impar. Escrevendo d =2n oud=2n—1 se
d é par ou impar, vemos que o nimero maximo de rotagoes comutantes é n. Aqui
é importante ressaltar que, embora em|[16] tenham sido utilizadas apenas trans-
formacoes compactas, tal condicao nao é necessaria para a construcao do ansatz,
conforme provaremos adiante. Ou seja, o que importa é que temos um conjunto de
simetrias que comutam entre si.

Assim, sao definidos campos vetoriais Oy, = £210,, ; —T2i—104,, (1 = 1,..n—1) e

_ Ton—1 ) 1 2 2 _ 2 i
0p, = 273 g 1 Ti0z,+ 5, (a + x5, 4 E xl> Oy, - B feita uma mudanca
i#2n—1
de coordenadas de tal forma que as novas coordenadas 6; atuam de forma comutativa

0,00, = Op, Op,. Entao, é imposta a condigao ((j = 1,...,n)) de invariancia por um

subgrupo

95,

;= im(udy — u* Oy )Ju = 0 (4.19)
a partir da qual se obtém os ansatz u = R((;)e"% se a dimensdo for fmpar e

= S(p)e"™i% se a dimensao foi par, onde temos diferencas nas definicoes de ¢; e o E
interessante detalhar a origem da expressao (4.19).Ela representa invariancia pelo

subgrupo(Up(1) X Uy (1))aiag -A intuicio geométrica que levou a esta condigao é de
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que as rotagoes no espago-tempo seriam ”compensadas” por rotagoes no espago alvo,
ficando o campo invariante como um todo. Portanto, a expressao (4.19) usada para
determinar a forma funcional de u(z*) corresponde ezatamente a impor que u(x*)
seja invariante em relacao ao subgrupo diagonal H = (Up(1) X Ua(1))diag, onde Up(1)
representa as “rotagoes” que comutam no espago-tempo e U, (1) as transformagoes de
fase u' = e"u, que sdo rotacoes no espaco alvo, como podemos verificar facilmente
fazendo a projecao estereografica de S? no plano complexo. Este subgrupo tem
geradores dados por T' = 0y — im(ud, — u*0,+) e a condigdo Tu = 0 é justamente
a equagao diferencial (4.19). Detalhando o procedimento delineado acima, temos os
seguintes casos .

No caso de d impar, as primeiras n — 1 rotacoes podem ser tomadas nos planos

(ﬁZj—la 52]')7 ou Seja‘a

552]'—1 = 52j7 552;‘ = —52j—1, j=12,..,n—-1 (4-20)

-1

A dltima ¢ a rotagao (Ba,—1, “—5—2)
5Byt = @ (4.21)
52 —2a17 = “P2n-1 (4.22)
5% —0. (4.23)

No caso de d par temos 2 possibilidades. Na primeira, tomamos n rotacoes
comutantes como em (4.20), mas com j = 1,...,n. No outro caso, ndo usamos a
coordenada (35, e escolhemos as n rotagdes como no caso impar, ou seja,(4.20) e
(4.21 -4.22-4.23) .

Quando as rotacoes (4.20) sdo transportadas para o espaco # usando (4.17),

obtemos

5%2]',1 = T2y, (5x2j = —T2j-1, j = 1, 2, N 1. (424)

Para transportar (4.21-4.22-4.23) observamos que, usando (4.17) e (4.21-4.22-
4.23) obtém-se



Capitulo 4. Simetrias, Linearizacao e Construcao de Ansatz 31

ax a*1—>
56271—1 - 7 - % ,62 (425)
= —a_lﬂgn_l, (426)
0y = afap-1 - (4.27)

No caso de d par, a variavel 3 fica inalterada, ou seja,

02y = 0. (4.28)

Nos dois casos temos

— g} BiBan—1 LiLan—1

ox; = | £ 2n — 1, 4.29

x o ” i #2n (4.29)
a a'—, -1 B 1 1 2 } : 2 a

51’2,”_1 = 5 — 27.52 ﬁ +a 7 = % Lop_1 — P 711‘,& + 5 . (430)

Recupera-se uma de nossa transformagoes conformes com &' = £6; 9,1, além de
uma translacao na diregao xs,_1.Define-se os campos vetoriais seguintes correspon-

dendo a rotagoes

aei - l‘2i81'2i—1 - x?i—laatgi 1= 1, 2, ey — 1 (431)
_ Tan— 1 9 5 )
0o, = — Z il + 5o (a + T~ > a7 | Oupy (4.32)
i#2n—1 i#2n—1

Como ja antecipado, impomos a condicao
[0, — imj(udy — u*Oy=)u =0 (4.33)

com m; inteiros.No caso impar temos como solucao

n
iy mo;

u=R(G)e’™!
a2(m§z-1+x§z) 2 d 2
com (; = s (I=1,..,n—1)(e temos Jyp,(; = 0 e 1* = lei).No caso de
1=
2,.2
dimensdo d par existe uma coordenada extra dada por ¢, = %.No caso par

temos uma segunda opgao para as rotagoes comutantes e um segundo ansatz dado
n

iijé)j 5 =
1 VI (6 gy py=0el=1,..,n—1).

por u = S(p))e’= com p; = -
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Na referéncia citada [16] foi utilizado o conjunto dos operadores Jp,, 0s quais
representam transformacoes comutantes e compactas .No caso de S3xR, temos o
ansatz dado por u = %z()z)ei(m“‘”*m?m*”t) onde a coordenada temporal é obvia-
mente nao compacta.Porém, conforme explicado ao final deste capitulo, o procedi-

mento funciona neste caso também.

4.3 Teoria em Espacos Curvos

Far-se-a a generalizacao para espagos curvos da analise precedente.Dividiremos nossa
analise em duas partes.Na primeira, calculamos explicitamente as simetrias das
equacoes de movimento em espacos-curvos genéricos, obtendo a equacgao de Killing
conforme como condicao de simetria.Entao, resolvemos esta equacao explicitamente
para S®xR e para o espaco-tempo de Minkowski.Na segunda parte, explicaremos
como as caracteristicas geométricas de nossa Lagrangiana levam a uma EDO [linear
para a profile function g (z), quando substituimos o nosso ansatz no espago-tempo
S3xR.Em principio, como partimos de uma EDP nao-linear, nao haveria razao para
se esperar que tal fato ocorresse.A linearidade da equagao final é importante, pois
facilitou enormemente sua resolucao, conforme detalhamos no capitulo correspon-

dente.

4.3.1 Simetria em espago curvo qualquer

Procedemos a generalizacao da condicao de simetria das equacoes de movimento.

Como j& dito, consideramos um modelo definido pela seguinte acao:

S = / dax\/gL(;‘—z) . (4.34)

Este modelo tem um campo escalar complexo u(z*) definido em um espago-
tempo curvo genérico, cujo tensor métrico é g,,, com determinante /g e elemento
de volume d%z. Este campo u(z") assume valores em um espago alvo S? .0 campo

2 . . — .
em S° pode ser descrito por um vetor real e unitario n que se relaciona com o

campo u(z") por uma projegao estereografica:
n = L(u +u*, —i(u —u*), |u)® — 1) (4.35)
EuE : : . .

A Lagrangiana L(z—z) é, em principio, uma fungiao qualquer de h?/v2 Define-se

h? = hy,h* com
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hyw = Oyud,u* — O,u"0,u (4.36)

e v* é uma fungao de |ul?, dada por 1+ |u|? no caso de S2.

A equacao de movimento é

1%
&L(lXVEh ;%“) —0, (4.37)

onde L' significa diferenciagao com respeito a varidavel x = h?/~2

A seguir, faremos uma andlise cuidadosa das equagdes de movimento procu-
rando suas simetrias espago-temporais e encontrando as condigoes sobre a forma
funcional de L(:—;) para que tais simetrias existam. Se denotarmos JA(x, g, u) =
A(xt, g (x1), ul(xt)) — A(x, g" (x), u(x)) para qualquer fungao A resulta que dx* =
at — gt = ¢F e ou = w(xt) — u(z) = 0.A condi¢do de simetria é exatamente a
mesma do caso em espagco plano.

A transformacao z# — x* + £* é simetria de uma dada equacao diferencial

e(x, g" (), u(z), Opu(z), 0,0,u(x)) =0 (4.38)

se, quando u(z) for uma solugao, w/(z) = u(x — §) também ser.

Desta forma,

e(x, g" (x), w(x), Oul(x), 0,0,u(x)) = 0. (4.39)

Em geral,
9, = 0, — 0,870,

e a variagao para um escalar qualquer A é
00,A = 0,0A — 0,60, A.

Usando estas relagoes, é possivel mostrar mostrar que

00, u = —0,£0,u,

50,001 = —0,£0,0,u — 0,670,091 — 9,0,E Oy,

Antes de calculamos explicitamente a variacao de da equacao de movimento, é

conveniente coloca-la numa forma mais expandida. Calculando as derivadas obtemos

1 h? h?
€= - L”aﬂ(ﬁ)K“ — 20, lnv(ﬁ)L”K” + L'0,K" — 0,InyK"L' + 0, In @L'K“}

(4.40)
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. . 2
e usando as identidades K*9,u* = —% e K*9,u = 0 podemos reescrever € como

1 TL" h? d,Ing
‘=21 (0uW* K" + (R*)*0y+ Inv) + L' ((LK“ + ?&L* Iny + “TK”H

~y
(4.41)
Em um espaco curvo
g = E0p9 - (4.42)
Para h,, = 0,ud,u* — d,u*0,u, obtemos
Ohyy = =0, hpy — 0, My, (4.43)
ShH = —("e> — 5”8,,9“)@” — (07 — {”(%g”)‘)h“A , (4.44)
Sh? = —2(0"E* + ™" — €°0,9" ) groh™ By (4.45)
Impondo a condigao
IMEN + M — £99,g" = 2Dg" | (4.46)
onde D = D(z#) é uma fungao das coordenadas, encontraremos
§h* = —4Dh*. (4.47)

As ultimas duas expressoes serao usadas para o calculo da variacao dos termos da
equagao de movimento como, por exemplo, 9,K* e 9,h*K*. E facil ver que 6y =0
porque v = v(|ul?) e du = 0. Entao resulta

S(h*™9,u) = —4DRh"™ d,u + O\EFA N Ou
Para uma matriz M qualquer
d,Indet M = Tr(M~'0,M)
e obtemos

OuIng = 970,90

6(OuIng) = anA(ngaugpa>-

Além disso,
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6(0,K") = —4D3, K" — 49,DK" + 0,0\¢" K* (4.48)

§(9,h°K") = —40,(Dh*)K* — 4D, h* K" (4.49)

Agora é importante notar que, a partir de

MEN 4+ ONEH — €99, g = 2D g (4.50)
podemos obter
20, — g,0E70,g" = 2D6;, (4.51)
e, usando que gik(‘?g;jl = —(0gg™");; e definindo 63 = deg, finalmente chegamos a
1
OO\ = deg0, D — Qau(anx Ing), (4.52)

que é usado para o calculo.Nosso espago-tempo tem dimensao a como pode ser
visto a partir do elemento de volume da acao. A quantidade d.g é chamada de
“dimensao efetiva“Ela surge porque podemos considerar solugoes das equacoes de
movimento que dependam da dimensao d+ 1 do espaco-tempo, mas nao de algumas
das outras coordenadas.Isto ocorre ao se considerar solugoes estaticas. As variagoes
oh?
72

da Lagrangiana sao, por exemplo, L/ = L"%% e uma expressao similar para 6L".

Colecionando estes resultados e calculando a variacao de, resulta que

4D L/// 2 L//
0e = —4De — — [8Mh2K“< h + —)

v G
L///h2 3L L
GRS R
1 Kh /L DK® /L
Oy n(29) (Thz)} _ 4% (—2h2 Ty . %L’)_ (4.53)
Y Y Y

Uma condigao necessaria para a existéncia da simetria ¢ que o ultimo termo seja
igual a zero. Isto pode aconter com 9,0 = 0 ou ainda com %h2 + L — d?TffL’ = 0.
No tltimo caso, temos que resolver a equacao diferencial para L' .Esta equacao é
facilmente solucionada e resulta L = c(f‘/—z)d%ﬁ onde ¢ é uma constante arbitraria
(uma segunda constante aditiva d é irrelevante, ji que na equagao s6 aparecem
derivadas de L).Se este valor de L é substituido no termo restante do lado direito

da equacao, obtemos

de = —4D (1 + deﬁ; 4) € (4.54)
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o que prova que a condicao é suficiente também. O outro caso ¢ 9,D = 0, por
hipdtese. Se denominarmos o termo envolvendo as derivadas de L como “Y”, por
exemplo, temos que Y = ae com a uma constante arbitraria. Resolvendo a equagao
Y = ae, obtemos L = cl(z—;)"‘.Desta maneira foi determinada a forma funcional de
L.

Utilizando agora a forma funcional genérica L = 01(:—2)0‘, mas com « = d/4 (d

uma constante qualquer) e substituindo na equagao (4.53), obtemos a expressao

§e = —8De + 4(dey — d)3, DR D, u.

O resultado é o mesmo do caso de espacos planos e podemos reafirmar as con-

clusoes anteriores:

e se do.g = d, a equacao define uma simetria das equacgoes de movimento para
todo D

e se deg # d, a equacao define uma simetria apenas se d,D = 0,ou seja, D

constante

4.3.2 Solugao da Equacao de Killing Conforme em Casos Especiais

A igualdade O*EX+0MEH —£PD,g" = 2D g é, na realidade, a equagio de Killing con-
forme e os £’s sao os vetores de Killing do espago-tempo correspondente. Sua solugao
foi calculada para alguns exemplos, como os espago-tempos euclidiano, Minkowski
e S3xR.

O caso S°xR

A métrica que temos em S®xR é

dz?

d2: 2dt2— 2
e TU<42(1—2)

+ (1 = 2)d¢? + 2d3) = g datds” | (4.55)

onde 0 < ¢; < 27 e 0 < 2z < 1.Denotaremos g, = hinw com 7, = (1,—1,—-1,—1)

e
To

VA4z(1 = 2)
hp, =10Vl —2  hyy =10V/z

ht:C h‘Z:

A igualdade OM&N + OMH — £P0,g" = 2DgM* representa um sistema de dez

equacoes diferenciais nas cinco funcoes &, &%, £%1, €92 e D das varidveis t, z, @,
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po.Nossa estratégia para encontrar solugoes serd primeiro obter um subsistema en-
volvendo somente a funcao D, encontrar sua solucao, substitui-la no sistema original
e depois resolver o sistema resultante para £, &%, €91 e £¥2. Escrevendo as equacoes
de Killing explicitamente e fazendo as substituicoes apropriadas para ¢g"” pode-se

obter:

&' =D (4.56)
1
0.&* — 55282 Inz(l1—2)=D (4.57)
0,67 + %52@ In(l—2)=D (4.58)
1
0y, 7% + Eﬁzﬁz Inz=D (4.59)
1, .. 4z2(1-2)
gatf - —7’8 828 =0 (4.60)
ia 9 — ;a &=0 (4.61)
2 2(1—z) 7> ’
1 1
C_23t£s02 _ Tg_zgwgt -0 (4.62)
42(1 — 2) o .
7 00 = a0 =0 (4.63)
4z(1 — z) o 1 .
e 0.& = &% =0 (4.64)
_ 1 0,672 — La £ =0 (4.65)
r2(1—2z) " r2z ’

O sistema acima pode ser colocado numa forma muito mais simétrica através
das substituicoes seguintes. Primeiramente, de 8.£* — 3£70. In z(1 — z) = D pode-se
— _ & = Py i (7 — & 1 _ ¢p1(1__

observar que 1/ 2(1 z)@z(m) D e, entdo, definir ¢ T ¢t=¢7(1
2), (3= =% (*= =¢' Agora temos uma forma mais simples, porém

T0

ainda com fatores inconvenientes como +/z(1 — z).Definindo z = sin?# resulta
d _1d 0 — Llpz
Vz(1 —z)% = 5% e com (¥ = 5¢* finalmente obtemos

0,(" = —D (A1)
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99¢’ = D (A2)
91¢" = cos? 0D + sin 0 cos(6) ¢’ (A3)
D5¢* = sin? D — sin 6 cos(H)¢? (A4)
0:C0 + 09¢* =0 (B1)
DuC + 01CF =0 (B2)
0,2+ 02¢" =0 (B3)
0 1 sinf
01¢% + 0yt = —2—¢ (B4)
cos 0
0 9 sinf .,
OnC? + ByC? = 22 ¢ (B5)
cos
01?40t =0 . (B6)

Este sistema de equacoes tem a seguinte estrutura : existem quatro equacoes do
tipo 0,¢" = f(D), onde f(D) é uma fungao de D e seis equaces que nao envolvem
D de forma alguma.Aplicamos 0,0, nas tltimas seis equagoes, usando escolhas apro-
priadas de p e v para cada equagao e substituindo as quatro primeiras funcoes de
D sempre que possivel. Um célculo direto resulta em um sistema de seis equagoes
diferenciais envolvendo somente D, suas derivadas e fungoes trigonométricas de 6.
Usando identidades trigonométricas ébvias, é possivel chegar ao sistema de quatro

equacoes para D abaixo, o qual é equivalente ao citado sistema de seis equacoes:

D+ D=0 (C1)
9GD+D=0 (C2)
01D — sin 6 cos(0)9y D + cos® D = 0 (C3)

03D + sin 6 cos(0)9p D + sin® D = 0. (C4)
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De (B2), (B3) e (B6) obtemos 0;0-¢* = 0 e usando (A1) resulta

Entao, (C2), (C3), (C4) e (C5) juntos implicam que, com F(z,pq) e G(z, 1)
fungdes quaisquer, cos 00y D + sinD = F(x, ps), sin 00y D + cos 0D = G(z,¢1) e

D =sin0F (x, py) — cos 0G(z, p1). (4.67)

Usando esta expressao para D em (C1) (com § =0 ) e em (C3) conseguimos

RG(z, 1) + Gz, ¢1)
afG(%SOl) + G("L‘ﬂpl)

0
0.

Existem equagoes andlogas para F'(z,¢s), resultando da substituigdo de D em
(C1) (para @ = 7 ) e em (C4). A solucdo para G(z,p1) é G(x,¢1) = Ay sin(z +
©1+04)+A_sin(x — p1+J_) com os A‘s e §‘s constantes arbitrarias e novamente
expressoes analogas para F'(z,ps).Agora é uma tarefa simples reescrever G e F|

usando férmulas com senos e cosenos para chegar em
D = Acosf@sin(x + aq)sin(py + 1) + Bsinfsin(z + aq) sin(gs + G2)  (4.70)

onde, novamente, o’'s, #'s, A e B sao constantes arbitrarias.

Voltando para as varidveis originais, temos
t t
D = A1 — zsin (C— + 51> sin(py + 1) + By/z sin <C— + (52) sin(pg + an). (4.71)
To To

Resolveremos as equagoes para os vetores (* usando as equagoes (B) em ternas
como se segue. Considere a terna (z,1,2). Diferencia-se (B2) em relacao a s, (B3)

em relacao a ¢ e (B6) em relacdo a x.Resulta

([ 9,0,C1 + 0,0,C% =0

010,C% + 010:¢* =0

| 0,0, + 0,0, =0

Tomando diferentes combinacoes lineares das ultimas equacoes, obtemos

0195C% = 0
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e suas permutagoes ciclicas. Isto pode ser repetido para (x,6,2) em (B1), (B3) e
(B5), (x,0,1) em (B1), (B2), e (B4), e para (0,1,2) em (B4), (B5) e (B6). Os

resultados sao

8182C”” =0 (Eal)
9,055 — — %0 2 (E.a.2)
sinf *
nopct = 05 (F.a.3)
cosf *
Drduc? = 50 2 (E.b.1)
’ sinf "
10,0 — 05 (E.b.2)
* cosf "
0 sinf . , cosf . ,
010¢7 = — (" + —0:C (E.b.3)
cos sin 6
83682(1 =0 (ECl)
L (E.c.2)
’ cosf "
Opon¢t = — 05 1 %05 2 (E.c3)
cos 6 sin ¢
010,¢* =0 (E.d.1)
Dpdnc? = 50 2 (E.d.2)
sin 0
, sinf_ , cosf . ,
0h10p(” = 0+ —01C" . (E.d.3)
cos 6 sin
(E.c.1) e (E.c.2) implicam que
¢t = cos(0)H (z, 1), (4.72)

e também pode-se obter a partir de (E.d.1) e (E.d.2)
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0,C* = —sin(0)H?(z, p2). (4.73)

De (E.c.3), (E.cl) e (B6) resulta
DoC" = cos 0 sin 0G (1 p2). (4.74)

Resumindo, podemos dizer que qualquer expressdo do tipo 9,(Ycom (p,v) # 0

pode ser escrita em termos de H', H? G e funcoes de . O mesmo ¢ valido
para as derivadas de segunda ordem de ¢? como 9,0,¢?.Usando (A.2), 0,0,(% =

—cos OH?(x, p3) e 0,0,¢% = —sinOH(x, p1), pode-se escrever

H? = Bcos(r + az) cos(py + a)

e
H' = —Acos(z + ay) cos(p1 + B1).
De (A.3) e igualdades para 0:¢t, 91¢? e 9,0:¢? obtemos o sistema
RG+G=0

053G +G =0

com solugao

G = Csin(p; + 1) sin(ps + 72).

E possivel obter expressoes como

0,¢' = —Acos (0) cos(x + ay) cos(p1 + B1)

Dot = C cos(#) sin(0) sin(p1 + 1) sin(ipa + 72),

cuja integragao simultanea resulta em

(' = —Acos (0)sin(x + ay) cos(p1 + 1) + £(6, 01, 02)

e

¢' = —Ccos(f) sin(0) sin(p1 + 1) cos(p2 + ) + g(0, 7, 1)

[gualando estas expressoes temos

(4.75)

(4.76)

(4.77)

(4.78)

(4.79)
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¢! = (expressoes trigonométricas) + hi (6, ¢1). (4.80)

Um raciocinio anédlogo resulta em expressoes semelhantes para ¢? (com ho(6, ¢2)) €
¢* (com h,(0,z) ). Usando (A1) obtém-se h, = h,(0) e, com (A2), (A3) e (A4):

@1h1 + 82h2 =0 € ag (M) =0.

sin § cos 0

A solugao para este sistema é

hy = by cos? 6

hg = b2 sin2 0
e pode-se observar também que h, é uma constante, pois dgh, = 0.

Resumindo obtém-se

D = Acos@sin(zx + ay)sin(ypy + £1) + Bsinfsin(x 4 as) sin(yg + f2)
(* = Acosfcos(z + ay)sin(p; + 51) + Bsinf cos(z + ag) sin(ps + 52) + 4,

¢" = Asin@sin(z 4+ ay) sin(p; + £1) — B cosfsin(z + az) sin(ps + 32)
— C'cos(¢1 + 71) cos(pa + 7o)

(' = —AcosOsin(z + ap) cos(py + B1)
— C cosfsinfsin(p; 4+ 1) cos(py + 72) + 01 cos® 6

(? = —Bsinfsin(z + ay) cos(py + 32)
+ C cos 0 sin 6 cos(ip1 + 1) sin(pa + 72) + da cos? 6.

Voltando para as varidaveis originais, x = —otez= sin? @ e portanto
t 70 o z : 6
&=—C £ =2sinfcos(
c
1 2
5901 — C §<P2 — C

cos? 6 sin® 6
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A expressao final para os vetores de Killing & é a seguinte:

D=AV1 - zsin(—rit + aq)sin(p; + 61) + B\/Esin(—;t + as) sin(ps + G2)
0 0

£ = T—CO AV1 — zcos(—rit + o) sin(py + F1)
0

C

+ By/z cos( t + ) sin(ps + Fa) + ¢

To

£ =2[AV1 — z\/zsin(—rit + o) sin(¢1 + )
0
— BV1 — z\/zsin(—rit + as) sin(ps + 52)
0
— C/(1 = 2)zcos(p1 + 71) cos(a + 72)]

sin(—£

1
\/1—2,' To

N
sin(q + 1) cos(po + + 6
\/TZ (Qpl /71) (@2 '72> ®1

£ = -4

t+au) cos(or + 1)

-C

1 c
£2 = _B— sin(—T—t + as) cos(p2 + )
0

VZz

v1—=z2 .
+C 7z cos(ip1 + 1) sin(ipa +72) + g,

Um vetor genérico V' ¢é escrito utilizando-se os £s como V = > ¢#0,.Nas ex-
pressoes acima existem uma série de termos do tipo sin(a + b) e cos(a + b) (a,b
representando aqui as véarias constantes e coordenadas do problema) multiplica-
dos por A, B e C.Expandindo as expressoes trigonométricas obteremos termos como
Asin g cos 4 e andlogos multiplicando fungoes das coordenadas (¢, z, ¢1, ¢2) e dos
operadores diferenciais 9y, 0., d; e 02.Colecionando termos iguais (e fazendo ro/c = 1
ja que esta constante dimensional é irrelevante para a andlise que segue) obteremos
que V pode ser escrito em geral como V = z,-lilkz’Xi, onde k; sao funcoes das
constantes de integragao k; = ki(A, B, C, ay, as, 81, B2, 71, V2, 02, 01,02) € 08 X; sdo

campos vetoriais dados por X; = > ; fi;0; onde os f;; sao fungoes das coordenadas
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do espago-tempo e temos j = t, z, pj0u y.Pode-se mostrar que o conjunto dos X;’s
assim obtido é linearmente independente, constituindo, portanto, uma base para um
espaco vetorial de dimensao 15, o qual deve ser a algebra de Lie do grupo conforme

de S3xR.Como dz* = £"(x) o comutador desta algebra é

6,0') = 6(8"at) — &' (0a) (4.81)
= §&M — o'¢r (4.82)
_ogn ., o8t
= 5 dz” — 57 o (4.83)
=£"0,6" — £70,¢" (4.84)
= §"z* (4.85)

e, desta forma, "* = £70,&" — 0, &,

4.3.3 Simetria e Ansatz no espaco-tempo de Minkowski

Como no caso anterior, a simetria é dada pela equacao de Killing conforme.Os
vetores de Killing conformes no espaco-tempo de Minkowski sao bem conhecidos na

literatura [28] e dados explicitamente por:

e p, =0,

o d =210,

o ko = 21,2705 — 20,
o Mg = 12,03 — 130,

A algebra de Lie correspondente é dada por

[pompﬁ] =0 [kaakﬁ] =0 [pmkﬁ] = —Mag +naﬁd

[d, Ma,@] =0 [d7pa] = —Pa [da ka] — ka

[Mag, py] = NpyPa — N, D5

[Mag, by = npyka — ks



Capitulo 4. Simetrias, Linearizacao e Construcao de Ansatz 45

[Mags Mis| = 17 Mas + 1, My = 10, M5 = 0psMary
Esta é a dlgebra SO(4,2) e utilizamos 7, , = (—1,1,1, 1).Estes vetores de Killing
sa0 as simetrias espago-temporais do modelo S = [ daz*(H7,)[27].Foram construidos

ansatze para este modelo que sao dependentes do tempo .Além disso, a solucao deve

possuir uma simetria axial em relagao ao eixo z3.Utilizaremos o vetor de Killing
M12 = 513'182 — 33'2(91 = 890 . (486)

Os geradores que comutam com My sao pg, p3, ko, k3, d e Myz.Precisamos de
dois entre eles que comutem entre si.Um vetor genérico que comuta com My, é
dado por (com as letras gregas sendo constantes) ayks + f1ps + y1po + 01ko + p1d +
01 Mys.Existem muitas possibilidades aceitaveis em principio para duas combinagoes
lineares genéricas entre si.Porém, utilizando como critério a semelhanca com o caso

estético (ver [26],especialmente hep-th/9905079), foi escolhido o conjunto

—84)0 = M12 = 1'182 — 33'281 = —1'182 + 1'281
O¢ = ks + a’ps = 2x32%0, — 1205 — a*0;
8< = k’o - Cb2p0 = 2x3xa8a - ZE28() + a280 .

A dltima coordenada independente é nomeada n.A partir destas relagoes pode

ser construido o sistema de coordenadas utilizado em [27].Este sistema é dado ex-

plicitamente por

2% = —sin¢
p
2t = 2 cos !
p Ty
5 a . 1
x° = —sinp

com p = cos( — cos&(\/y/v/I+y) e a uma constante com dimensao de compri-
mento.Temos y > 0,0 < &, ¢ < 21 e 0< ¢ < 7.0 ansatz utilizado nesta referéncia
é

1—9(y) i(m1§+map+ms()

TV e
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No capitulo 5 voltaremos a analisar este exemplo, usando o mesmo sistema de
coordenadas (exceto por uma transformagao trivial y — z), porém com um ansatz
diferente, dado por

1—g(z,¢) ei(mi&+map)
9(2,¢)

4.4 Geometria e linearizacao das equacoes de movimento

Nesta secao serd executada uma breve analise da linearizacao obtida nas equacgoes de
movimento. Nossa abordagem serd ligeiramente mais geral, incluindo outros espacos
alvo que nao o S2.Teremos teorias de campos em espacos-tempos M, de dimensao
d, nao necessariamente planos, e com campos tomando valores num espago-tempo
bidimensional T".Consideramos teorias com Lagrangianas que sao funcionais do pull-
back da 2-forma de area em T, e estamos interessados no espagos 7T onde esta area
pode ser escrita como
du A du*

dA =1—— 4.87
: (4.87)

onde u é um campo complexo parametrizando 7', e v é um funcional do moédulo de
u somente, ou seja v = y(|u|?). Em tais casos podem ser constituidas varidveis tipo
Darboux em T da seguinte forma : escreve-se u como u = fe? com 6 real variando

de 0 a 2w e f real e positivo. Em seguida define-se um campo real escalar g tal que

df?
dg = c , 4.88
() (488)
onde ¢r é um fator numérico dependendo de T.Resulta que

1
dA = —dgNdb . (4.89)

Cr

O pull-back da forma de area em M fica

H = H,, dz" N dz” (4.90)
H,, = 0,990,0 — 0,90,0 (4.91)

onde z*, p = 0,1, ...d—1 sao coordenadas em M e os fatores numéricos foram absorvi-
dos na definicao de H.As acoes das teorias de campo sao aquelas cujas Lagrangianas

sao funcionais de Hgy, ou seja,

S = / d'z/—nL(H,) (4.92)
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onde 7 é o determinante do tensor métrico em M, isto é, ds* = n,, dxtdz".

Podemos listar os seguintes espacos alvos de interesse :

1. A esfera bidimensional T' = S2. Neste caso as partes real e imagindrias de u sao

as coordenadas cartesianas do plano correspondendo a projecao estereografica
de S2,

ot w4 ut, —i(u —u*), |ul?
n—(1+|u|2>( +u”, —i( ) [ul”) (4.93)

en € 5% m?=1. Neste caso temos v = (1 +|u/*)? e ¢y = —1 com g =
ogggl;u:,/%gei"

2. O plano T =R?, com coordenadas sendo as partes reais e imagindrias de u

comy=1lecr=-1,9=f*g>0 u=/ge”

1 .
1+f2)

3. O disco de Poincaré hiperbdlico, parametrizado por wu de tal forma que |u|2 <

1. Neste caso, v = (1 — [u]*)* e cp = 1 com g = ;=3 g > Liu = 91 i
As equagoes de Fuler-Lagrange sao
(/=" KDYy =0 i=1,2 (4.94)
onde
L= % (4.95)
K = H,,0"0 = (00)*0,9 — (0009)0,0 (4.96)
K'Y = —H,,0"g = (09)°9,0 — (0990)0,.g. (4.97)

Vamos analisar agora a mudanca de coordenada dg = CT% em mais detalhe,
especialmente para o caso T = S2.

Inicialmente, é claro que podemos sempre escrever u = fe?. A partir de argu-
mentos utilizados na construcao do ansatz sabe-se que em particular 6 = m;0; onde
6, sdo coordenadas (compactas ou nao) e os m; sdo coeficientes (necessariamente

inteiros se as coordenadas forem periddicas, ou seja, coordenadas angulares).
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O fato crucial na mudanga f — ¢ é que H,,, passa a ser escrito de uma forma bem
mais simples nas varidveis g e 6. Isto ¢ muito importante pois como L = L(H?,) se
L tem derivada funcional nula em relagao aos campos temos uma simplificagao nas
equacoes de Euler-Lagrange.Como H,, ¢ o pull-back da forma de 4rea da variedade
bidimensional observamos que variaveis (g, 6) sao varidveis tipo Darboux[19].

Agora podemos compreender o seguinte fato.Quando substituimos o ansatz

1—gq .
gezﬁ
g
obtemos, no final, uma EDO linear para g partindo de uma EDP inicial nao-linear.

u =

Sabemos que as equagoes de movimento sao

0, (V=L K) =0 (4.98)

e no modelo em S®*xR tem-se L = Hil, e portanto L' = 1. Além disso, o deter-

minante da métrica é uma constante (%) e as componentes " dependem apenas

da coordenada z.Portanto, quando fizermos as derivadas angulares 0, 0¢ e 0,, elas

atuarao apenas nos K;(f).Temos que Kf}) = (00)20,9 — (0900)0,0 ja é linear em
g(z).Entao, a equacao para K? fica

O, (" K®) =0 (4.99)

v

e como " é diagonal, entdo 8,(f)(2)K*?)=0e

0" f(2)((09)°0,8 — (0996)0,9)] = 0. (4.100)

E facil ver que 0900 = 0 pois 0,0 = 0 e 9p,g = 0.0 primeiro termo também da zero

pois 0p,0p,0 = 0 e 0,0 = 0.Assim temos apenas uma equagao linear para g(z).
4.5 A construcao do ansatz

Nesta secao iremos detalhar os procedimentos utilizados na construcao do nosso
ansatz, utilizado para resolver a equacao de movimento do modelo em S3xR.E
importante frisar que a andlise aqui executada tem apenas o objetivo de explicar
o sucesso do ansatz utilizado em nosso caso.Para a teoria geral do método de Lie,
consultar [2] e [3].

A idéia basica é achar solucoes que sejam invariantes por um subgrupo do grupo
total de simetria da equacao diferencial em questao.

Seja G o grupo de simetria da equagao diferencial
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E(2",0,u,0,0,u, 8&”)15, u) = 0. (4.101)

Entao dada uma representacao g de G temos

gE =aF (4.102)

sendo a(z*) uma fungao qualquer.
Seja H C G um subgrupo que tem uma representagao h com a propriedade de

que

hu = u, (4.103)

onde u = u(z") é uma solugao da equagao diferencial. Como em termos dos elemen-

tos T da &lgebra de Lie associada temos que h = €7 resulta

Ty =u (4.104)

Tu = 0. (4.105)

Resolvendo a ultima equagao acima podemos obter ansatz para a fungao u(z#).
Uma vez solucionada a equagao (4.105), substituimos u novamente na equagao difer-
encial original e ajustamos as constantes necessarias.

Para explicar o procedimento descrito acima, utilizaremos um exemplo simples
3].

Exemplo:Seja a equagio do calor dada por Ou = 0*u. O grupo de dilatagdo
dado por (z,t,u) — (Ax, \*t,u) é uma simetria desta equagado. E fdcil ver isto
pois fazendo ¥’ = Az, t' = Nt é v/ = u temos que Oyu = O?u = O/ = .
Além disso, ele deiza solucdes invariantes pois u' = u. Portanto € um exemplo da
teoria discutida acima.

O gerador infinitesimal desta transformacgao €

0 0
T=0—+42t— 4.106
Yor o (4.106)
Entao a condi¢ao sobre u(x) fica
x0,u + 2t0u = 0. (4.107)

Agora o procedimento seria resolver o sistema dado pela equacdo original e por
(4.107).
E importante observar que a condicao acima resultante de Tu = 0 é uma EDP

linear e de primeira ordem nas duas variaveis. No exemplo acima a equagao original
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era linear mas em geral podemos ter uma equacao inicial nao-linear extremamente
complicada[2].Vamos executar este programa em detalhe para o nosso ansatz.

Seja a seguinte simetria interna

u— ey = (1 +ia+ ... )u. (4.108)

Entao d,u = iou.
Suponha agora uma simetria espago-temporal (que possa ser escrita como uma

translagao infinitesimal),
p— e+, op=p, (4.109)

onde ¢ é alguma coordenada do espaco-tempo. A variacao de u é dgu = g—gﬁ.

Se queremos que u seja invariante pelo subgrupo diagonal, precisamos que

(00 + 5)u =0 — iau + dyuf = 0. (4.110)
Entao, O,Inu = —i% e portanto,
Inu= —iggo + w(outras coordenadas) (4.111)
o que implica que
u=ve 5% (4.112)

com v uma funcao complexa das outras coordenadas.Aqui é importante observar
que este resultado mostra porque a forma funcional de u(z#) é exponencial.Se ¢ é

uma variavel periédica é necessario que u(p) = u(p + 27) e, portanto,

Lon = 2mn — 2 = n = inteiro. (4.113)
B B
Se  nao é periddica, esta condigao nao se aplica.

Observe que as transformagoes (4.108) constituem um grupo U(1) compacto.
Porém, se ¢ ndo é uma variavel periédica, as transformacoes (4.109) néo tém que ser
compactas. Portanto, o subgrupo diagonal pode ser compacto ou nao compacto.

De qualquer forma, u serd periddica em ¢, ou seja, quando ¢ — ¢ + §Q7m,
U — U.

Vamos explicar a origem da exigéncia de que as simetrias utilizadas na construcao
do ansatz comutem entre si.

Para fazer isto suponha que exista outra simetria do tipo espago-temporal , ou

seja, temos duas coordenadas 1 e w9 que se transformam
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B

s

Figura 4.1: Caso compacto: quando ¢ é uma varidvel periodica temos a condi¢ao

a/f =mn com n inteiro

01 — o1+ P, P2 — P2 + [,
entao o comutador entre elas é
[5/317 6ﬁ2]u - 5/31 552” - 5525/31u -

_( 0 Ou B 0 Ou
01 Oy Oy Oy

) Bifs . (4.114)

Desta forma, se duas simetrias nao comutam entre si, nao podemos ter ¢; e
2 pertencendo ao mesmo conjunto de coordenadas, porque u seria neste caso uma

funcao nao integravel de ¢ e o, isto é

0%u 0%u
0p10py " 02091

(4.115)

Portanto, para se utilizar duas simetrias espago-temporais na construcao do
ansatz, elas tém que comutar.No caso do espago euclidiano em d dimensoes, temos
uma limitacao grande no numero de coordenadas que podemos usar na separagao
de variaveis, ja que o nimero de transformagoes comutantes é cerca de metade da
dimensao do espago-tempo(o nimero exato depende do espago ter dimensao fmpar

ou par).No caso euclidiano temos [0y, — im;(ud, — u*9,+)|u = 0 onde j vai até as n
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R
o

Figura 4.2: Caso nao compacto: se @ nao € uma variavel periddica /3 nao precisa

ser inteiro
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transformacoes comutantes que o espaco d-dimensional comporta.Como temos estas
n equagoes é imediato propor a forma funcional u(6;, () = F((i, .., Ck) f(01)...f(0n)
onde obtemos separacao de varidveis em todos os ¢; usando o ansatz exponencial.

Desta forma, se tivermos duas simetrias do tipo (4.110) que comutam entre si

(5a + (S/gl)u = 0, (50/ -+ 5/32)16 = 07

fazendo oo = o obtemos

(551 - 5@) u=0— (4.116)
0 0
(ﬁla—% - ﬁza—%) u= (4.117)
e dividindo por «,
p 0 [ O
[ e = 4.11
(04 o1 «Q (9@2) vy ( ®)

o que significa que v é uma funcao de %cpl + %902, ou seja,

w=u <3¢1 + 20, ) (4.119)
B 9

(L +Q
e, de fato, u = ve'Brertthzee)

A préoxima questao a ser respondida é porque estes ansatze fazem a equacao de
movimento ser independente de ¢.A razao é simples.Como (4.109) é uma simetria

das equagoes de movimento segue que

Spe = Ae + Ac* =0 (4.120)

on shell, onde € e £* sao as duas equagoes de movimento.Mas, quando substituimos «
el . . ~
por u = ve "3¥ obtemos que ¢ se torna um funcional de v, suas derivadas e funcoes

explicitas das coordenadas, inclusive ¢.Entao:

dge = ﬁ%e = (4.121)

e € nao depende de .
A solugao u nao fica independente de ¢ também por causa da utilizagao da

condigao de simetria interna u — €'“u na equagao(d, + dg)u = 0.



Capitulo 5

O Modelo em SR

Neste capitulo calculamos solucoes tipo séliton para o espaco-tempo S®xR, uti-
lizando o procedimento delineado no capitulo anterior.A seguir calculamos todas as
quantidades fisicas relevantes neste caso.O desenvolvimento matemaético foi bastante
detalhado neste capitulo, de tal forma a exemplificar as estrategias de resolucao do

capitulo anterior.

5.1 Definicao do modelo

Nosso modelo ¢ definido no espaco-tempo S®xR, com um campo escalar complexo
que toma valores em um dado espaco alvo . A métrica que utilizaremos para descrever

S3x R pode ser expressa num sistema de coordenadas conveniente como

d?z
4z(1 — z)
onde t € R é a coordenada temporal; 0 < @1, s < 2me (0 < 2z < 1sa0 as coordenadas
de S? e ry é o raio de S3.

A esfera S® vista em coordenadas cartesianas em R* é :

d*s = d*t — 1} ( + (1 — 2)d*p; + zd2g02> (5.1)

11 = rov/z cos(p2) x3 =19V 1 — zcos(p1) (5.2)
Ty = 19y/2 sin(s) xy = 1oV 1 — zsin(p;) (5.3)

Nosso modelo tem uma Lagrangiana proporcional & H,, = h,,/v* onde h,, é
definido por h,, = 0, ud,u* — d,ud,u* e u é um campo escalar complexo definido
em detalhes abaixo.Queremos frisar agora que o fator +? est4 relacionado com a cur-

vatura do espaco alvo.Este fator surge, naturalmente, como resultado da parametrizacao

54
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utilizada para descrever o espago alvo, como no caso da projecao estereografica na
esfera.Em outro exemplo, se o espaco alvo fosse um plano bidimensional ( o plano
complexo ) terfamos v* = 1. Numa geometria hiperbdlica teriamos 7> < 1 e numa
esfera temos 72 = (1 + |u|?).Vamos considerar na sequéncia apenas o caso onde o
espaco alvo é uma esfera S? e portanto assumir 72 = (1 + |u/?). A Lagrangiana

neste caso é definida por

1 2
S=—5 | d /S dSH?, (5.4)

com

B _2i(8uuﬁyu* — Judyu*) -
H,, = 15 Jul)? =n.(0, 7 x0,n). (5.5)

Nesta expressao d¥ = édzdgoldg@ é o elemento de volume de S®, u(z") é um campo

escalar complexo assumindo valores no plano e 7 (|7 2 = 1) é o vetor unitéario
que define a esfera S2. Estas duas tltimas quantidades se relacionam naturalmente
através da projecao estereografica definida por

— 1 .« - * 2

n :m(u+u ,—i(u —u”), Jul” = 1). (5.6)

As equacoes de Euler-Lagrange sao dadas por J,x" = 0 e seu conjugado com-
plexo onde definimos x, = H,,0"u. A equacao de movimento e a Lagrangiana tém
invariancia em relagao a dois grupos de transformacoes: o grupo de transformagoes
conformes do espago-tempo S*xR, dado por SO(4,2) e o grupo dos difeomorfismos
que preservam a area do espaco alvo S2.

A andlise das simetrias espaco-temporais da equacao de movimento redunda
na solucao da equacao de Killing conforme. O caso do espaco-tempo S®*xR ja foi
analisado em detalhes anteriormente.Retomando a explicagao elaborada no capitulo
tres sobre os difeomorfismos de area podemos desenvolver o seguinte raciocinio.Neste
modelo temos correntes que sao conservadas independente do tipo de solucoes que
sao encontradas a partir de um ansatz particular. Sao correntes conservadas devido
ao fato da Lagrangiana do modelo ser construida a partir do tensor By,

Este tensor hvﬂ na verdade é o pull-back de forma de area dA no espago alvo,

dudi” ()5 difeomorfismos de drea no espaco alvo

a qual pode ser escrito como dA =
sao simetrias da Lagrangiana deste modelo, e portanto podemos esperar a existéncia
de correntes conservadas associadas usando o teorema de Noether.

Como S? tem simetria por este grupo de transformacoes, pelo teorema de Noether,
devem existir cargas conservadas. A maneira mais simples de verificar isto é verificar

que as correntes
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0G 0G
G _ *
J, = St T s (5.7)
onde G = G(u,u"), sdo conservadas. Para isto utilizamos as equagdes de movimento

e as identidades

K, 'u=0 ¢ K0 + K:0"u=0. (5.8)

Calculando 8“JE e utilizando as identidades junto com a equagao de movimento

obtém-se o resultado de forma imediata.

5.1.1 Equacoes de movimento e novo Ansatz

Para utilizar nosso método de procura de ansatz é necessario utilizar um sistema de
coordenadas apropriado. Para efetuar este procedimento utilizaremos a métrica ja
definida na segao anterior com o sistema de coordenadas (t, z, v1 @2).

A equagao de movimento é
o1 (—V_ghwau) -0, (5.9)
v

onde /—g é a raiz do determinante da métrica, ja que estamos em um espago curvo.

No nosso caso adotamos v = (1 + |u|?), uma vez que ja escolhemos S? como espago
4 s . . 2

alvo. E facil ver que no sistema de coordenadas (t, z, p1,2) obtemos /—g = /2.

Inicialmente faremos os calculos utilizando o ansatz wu = f(t, z)e/(m¥itmze2)

onde f(t,z) é uma fungao real qualquer.Este é o ansatz ja utilizado em [29]. Pos-

teriormente faremos a especializagao para o caso onde f(t,2) = H(z)e™!, que é o
ansatz original aqui proposto.
5.1.2 Solucgoes dependentes do tempo
A equacao de movimento é escrita explicitamente
; 1 0
K° Kt
a(7) +ai(5) =0 G = ( 0 _p2ov ) (5.10)

K% = h%9;u = (0°udu* — 0'ud®u*)0u = —(OyuV,u* — Vudyu*)V;u, ou seja,

K° = [(VuVu*)0ou — (Vu)?Opu’] onde 'V, = % (5.11)

Por definigao K' = h'0;u + h**dyu.Entao
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Ki— hl {[(VaVar) — dudou|Viu — [(Vu)? — (Bow)|Vau) . (5.12)

O ansatz utilizado inicialmente é u = f(t, z)e™M¥1+m2¢2) onde f(t,2) é uma

funcao real .Substituindo resulta

K= {(@f*@of — 0.J00f (1 = 2)0.f+ (5.13)
0
2 2
+ [ 0of + fOuf*)f (1ﬂ + @) ]e"e (5.14)
—Z z
60
K* = ‘;—g {%faz IFI2 Q2+ 42(1 — 2)00f (B0 fO.f* — 80f*8zf)] (5.15)
0 2
K# = zi—% 1”: [z(l - z)a”fr'% — 9o f 0 |f|2] (5.16)
1 2
K# = zi—;% [42(1 - @%aazf — 9o f o |f|2] (5.17)
Q=m2z+mi(l - 2). (5.18)

Uitlizando estes valores de K’ e K° na equacao de movimento teremos

o o K e { 0 [441 — 2)(00f0-f* — Do f"0-F) f} 510
Y Y ) ol
_ (90 |:4Z(1 — Z)(a()fazf* — aOf*azf)azf}
Y
_ (ﬂ . ﬁ?) 5 (fao |f|2> ~ 0fd W]
1—2z z v ~y

2 2
e laz (fazlfl Q) g (azfazm >] }
7o v v

Entao a equacao pode finalmente ser escrita como



Capitulo 5. O Modelo em S®*xR 58

4 (90, |f) 2 2 9 | f)?
—2az< \f\)_(ml +@)ao<o|f!>
rh 0 11—z z 0

o [42(1 — 2) (0o fO.f* — 80f*8zf)] o f
P [42(1 — 2) (8o fO.f* — 80f*8zf)} o, f
v f

Iremos supor agora a forma funcional f(t,z2) = H(z)e™' com H(z) real entao
OofO.f*— 0o f*0.f = iwd,H?.O tltimo termo da equacdo se anula pois o fator sob a
derivada temporal J, é independente do tempo.Pela mesma razao o segundo termo

se anula.Desta forma

2 . 2
%az (A@H ) — 0, (&42(1 2)0-H >> —0 (5.20)
7o v Y
2
— 0, (A@f ) 0 (5.21)

com A definido por A = Q —r3w?z(1—2), ou seja, A = miz+mi(1—2) —riw?z(1—

z).Note que ao contrario do termo €, A nao é positivo definido.

Introduzimos |
= — 5.22
IT1r (5.22)
e a equacao de movimento para ¢ se reduz a forma simples
0.(AD.g) =0, (5.23)
e portanto
(constante)
0,9 = — (5.24)

Invertendo a relacao entre g e H obteremos que H = ,/%.Nestas coordenadas

(t,z, 1, p2) 0 ansatz é dado por

1— g(z) ei(m1@1+m2<p2+wt) (525)

TN e

onde my e my s@o inteiros positivos, w é uma frequéncia real e ¢(z) uma fungao

real. Como o fator\/(1 — g(z))/g(z) deve ser real, é necessdrio impor que 0 < g <
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1.Alguns comentarios sao pertinentes em relagao ao formato do ansatz. A explicacao
para a restricao de my e my inteiros esta relacionada ao fato das coordenadas ¢
e o serem periddicas conforme explicado na secao 4.5.FEsta restricao se expressa na
continuidade de u(z, 1, @2, t) . De fato, como u(z, 1, p2,t) é uma fun¢do complexa
e devemos ter u(z, 1 = 0,02 = 0,t) = u(z, 01 = 2m, 02 = 0,t) e u(z, 1 = 0,9 =
0,t) = u(z,p1 = 0,2 = 2m,t) resulta que m; e my devem ser inteiros para que u
seja uma fun¢ao univocamente definida.

Outro ponto importante é o fato da parte real de u ser dada por H(z) =
V(1= g)/g. Ocorre que 0 ansatz u = H(z)e!(m#1tmzeztvt) § yma solucao da equagio
de movimento (que é uma EDP) o qual separa varidveis de tal forma que resta
uma EDO para H(z). A EDP inicial é nao-linear, mas escrevendo H(z) como
H(z) = /(1 — g)/g obtemos uma equagao diferencial ordinaria linear para g(z).

Podemos entender por que isto ocorre retomando a andlise feita no capitulo
anterior. Na nossa Lagrangiana aparece o fator

—2ih,,

Mo = 5 ) 20
ao quadrado.Sempre podemos escrever © = He® entdo 1+ |u\2 = 1+ H?. Em seguida
fazemos a mudanca de variavel dg = % ou seja, g = m

Nestas novas varidveis, H,, = 0,90,0 — 0,90,0, o que resulta na simplificacao

da equacao para g.

2,,2
A é um polinomio do segundo grau em z. Entao, fatorando a constante TOC‘; ,

2,2
podemos escrevé-lo como A = “5-(z — 2z, )(z — z_), onde z; e z_ sdo os zeros do

polinémio. O caso onde w = 0 sera tratado posteriormente.

constante

e entao obtemos g ~ —~L 4 constante,

Se z, = z_ teremos que 0,9 = Gz

se z, # z_ a solucao serd do tipo g ~ In <ﬁ> + constante. Como z € [0,1] e

Z—2Z—

temos que ter 0 < g < 1, nenhuma das raizes z, ou z_ pode se anular no intervalo
0, 1].Esta condigao é bastante importante e determina os tipos de solugoes aceitaveis

no nosso modelo.
T(%LUQ
— o

Como A = m?z + m3z(1 — 2) 2(1 — z) escrevendo p = cmy /(row) € ¢ =

2,2
Tow

cmy/(row) resulta A = -[22 4+ 2(p> — ¢* — 1) + ¢*] .
As raizes sdo 2+ = —b+VAcom b= (p>—¢*—1)/2e A = ((p*—¢*—1)—4¢%)/2.
Definindo py = p+¢q = ;5(m1 +m2) e p- = p—q = ;5 (m1 — ma) pode-se

escrever

_—1
b= % (5.27)
e, uma vez que (p* —¢*> —1) —4¢*> = (p> — 1)(p% — 1), podemos colocar A na forma

conveniente
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1
A= (P —1) (1) (5.28)
A seguir devemos analisar o sinal de A(p,, p_) para descobrir quais sdo as regioes
aceitaveis. No caso A<0 nao ha problema pois nao existem zeros e portanto a funcao
g(z) nao podera divergir.

Entao temos que resolver a desigualdade A > 0 e a igualdade A = 0.

a) caso A =0

A =0= p, = +1 oup_ = +1 ou seja este caso corresponde a 4 retas p, =1,
pr+=—-Lp-=lep =-1L

b) caso A >0
A>0=1p2 -1)@p2-1)>0
com solugoes ()pl—=1>0ep —-1>0

B)pt—1<0ep> —1<0

A solucao para (o) ¢ (py > lou py < —1)e (p- > 1ou p_ < —1)
o que resulta em quatro regides distintas no plano (py, p_), a saber, py > 1 e
p->Lpy>lep_.<l,pp<le,p.>leporfimp, <—-lep_ < -1

A solugao para o caso () é =1 <py < 1le —1<p_ <1, o que corresponde a
um retangulo de lado um centrado na origem. Resumindo, temos o grafico (5.1).

Além de analisar o sinal de A, precisamos verificar aonde se localizam os zeros z,
e z_ do polindémio A(z), pois nossa funcdo g(z) estd definida no intervalo 0 < z <1
e zeros fora deste intervalo nao constituem um problema.

As condigbes para g(z) ser aceitavel sao

a) A <0, zy e z_ quaisquer
b) A>0,comz; >z >louz <z, <0ouz_ <0ez >1

c) A=0,comz; =z =2zycomzy>1ou z <0
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Figura 5.1: regides do plano separadas pelo sinal de delta (A = 0 corresponde as

linhas pontilhadas)

*—0—0—90 *—0—0—0
z oz, z. 0 1z, z.  z

+

Figura 5.2: duplas coloridas (z4,z—) de raizes do polinomio A(z) aceitdveis em

principio (fora do intervalo [0,1])
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O caso (a) acima é trivial, j& que para A < 0, g é sempre aceitavel.

Vamos analisar o caso (b). Temos trés subcasos:

(Bl) A>0ez_>1.Dez_ >1resulta

e> 1= /(R - D2 —1) < —(1+pepo)

A desigualdade /(p2 — 1)(p2 — 1) < —(1 — p4p_) equivale por sua vez & duas

desigualdades simultaneas*

primeira: —(1+pyp_) > 0= p,p_ < —1 e, portanto,

e se py for positivo temos que py = |p4| , entdo p_ < —1/|py|

e porém se p, for negativo p, = — |py| , entdao p_ > 1/ |p,|

Ou seja, a primeira desigualdade corresponde a regido hachurada no grafico (5.3).

*sejam f(z) e g(x) duas fungoes reais. As desigualdades /f(x) < /g(z) tem solugoes reais
dadas pelo seguinte conjunto:

Vi) <Vyle) <= 0< f(a) <glz) e glx)>0 (5.29)

Analogamente a desigualdade /f(z) > 1/g(z) tem solucdo dada por:

f(@)>0 e g(x) <0

Vi) > V() = ou (5.30)
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segunda: 0 < (p2 — 1)(p* — 1) < (1 +pyp-)* =

\

[ condicio (1): 0< (p2 —1)(p* — 1)

corresponde a desigualdade A > 0,
e solucao dada pelas linhas pontilha

-das e pela regido azul da figura(5.1)

condicio (2):  (p} —1)(p2 — 1) < (1 +p4p-)?
= (p; +p_)? > 0 e cuja solucao é dada por

pr €R, p- €R, com py # —p-

Por fim, levando em conta todas as condigdes, obtemos para o caso (B1)

e p.<—lep_>1le p #—p_ou

e p.>lep.<—le p.#—p_

(BZ) A>OeZ+<0

Neste caso, z; < 0 e segue que:

0<(pt -1

—1) < (pyp- —1)*e pyp- —1>0.

Portanto, a condigao para z, < 0 implica que:

(1) 0<(p2 —1)(p*> —1) énovamente A > 0 com o resultado ji estabelecido.

(2) (P2 —1)(p% —1) < (pyp- — 1)> = (p+ — p-)* > 0 cujo resultado é

pr €ER, p_ €R, py #p-

(3) prp- —1>0= p,p_ > 1.Esta condigao estd representada no grafico (5.4)

Como no caso anterior a condicao A > 0 elimina p, = +1e p_ = +£1.

Usando (3)( psp-

> 1) e (2) (py # p-) resulta finalmente para o caso (B2):
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\ A

Figura 5.3: Grdfico com as regioes hachuradas representando a condi¢ao pip_ < —1
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Y

Figura 5.4:

Grdfico com as regioes hachuradas representando a condi¢ao pyp_ > 1
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e (pr>1e p_>1 com py #p_)ou

e (pr<—-lep <—lcom py#p)

(B3) A>0, 22 <0 e zy >1

2. <0= (1 -pyp-) < \/(pi -2 -1)

2z > 1= (1+p4p-) < \/(pi - D2 -1)

portanto z; > 1=

caso (B3-i): (p2 —1)(p2 —1)>0 e (1+pyp-)<0

ou

caso (B3-ii): (p2 — 1)(p2 — 1) > (1+pp-) 2 (14 pyp) 20

Vamos analisar o caso (B3-ii).Temos que (p7 — 1)(p*> — 1) > (1 + pip_)? =
(py +p_)? < 0 e portanto nao existem p, e p_ reais que satisfagam (B3-ii).

No caso (B3-i)podemos observar que a condi¢dao (p7 — 1)(p%2 — 1) > 0 mais
uma vez ¢ idéntica a condicao A > 0 ja estudada.Ou seja, temos as cinco regices do
plano (py,p_) em azul na figura (5.1) correspondente.A desigualdade p,p_ < —1
representa a escolha do segundo e quarto quadrantes do plano e a exclusao do
quadrado central de lado um, ja que nesta regiao p.p_ > —1.Entao, a solugao para

Z+>1é
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p->lepy < -1

ou

p-<-lepy>1

2y > 1= ou

p-=—lepy>1

ou

 p-=1lepy <-—1

caso (B3-iii): (p3 —1)(p> —=1)>0 e (1—pip_) <0

2. <0 = ou

[ caso (B3-iv): (pf —1(p2 —1)> (1 —pip-)* e 1—pyp- >0

No caso (B3-iii), temos novamente a condigao A > 0, agora conjugada a p p_ >
1.Desta vez resulta na area em azul do primeiro e terceiro quadrantes na figura (5.1)
e a exclusao do quadrado central de lado um, j& que teriamos p,.p_ < 1 no quadrado.

Para (B3-iv) (p} —1)(»2 —1) > (1 —p4p-)> = (p4 — p-)* < 0.Portanto nao

existem p,,p_ reais satisfazendo esta desigualdade.
A condigao A > 0 exclui qualquer caso onde p, = +1 e p_ = +1. Entao:
ez, >1=(p->1 e pr<—1lou(p-<-—-le py >1)
o 2 <0=(p->lepr>lou(p-<-le py <-1)

Portanto, como temos que ter A > 0, z, > 1 e z_ < 0 simultaneamente , nao
existem valores reais de z, e z_ satisfazendo estas desigualdades. Ou seja, nao hé
solugoes aceitaveis ¢(z) neste caso.

Também podemos observar que s6 existem solugoes quando 2z, e z_ tém o mesmo

sinal, o que implica que z; — z_ > 0 sempre.
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Por fim, o caso (c¢) é dado por A =0, 2z, =2 =z, com 25 >1ouzy<0e

divide-se nos subcasos a seguir

(C1) A=0ez <0 Temos zg < 0 = pyp_ > 1e como A = 0 resulta que

py = £1 ou p_ = £1 necessariamente.As possibilidades que restam sao

pip->le pp=1=p_>1e p =1
pip—>le pp=—1=p_<—-1le py =-1

pip->le pp=1=p_=1e py >1

kp+p_>1e p.=—1=p_=—-1le p, <—-1

(C2) z;>1eA=0.Temos que pyp_ < —1 e portanto

( pip.<—-lep,=1=—=p <le p.=1

pip-<—le pp=—1=p_>1e py =—-1

pip-<—le p.=1=p_=1le p, < -1

\p+p_<—1e p.=—1=p_=—-1e pp >1

Existem 8 semi-retas com solugoes permitidas.Os quatro pontos py = +1 e
p_ = %1 e os lados do quadrado central sao excluidos por p,p_ > 1 ou por p,p_ <
—1. Resumimos a andlise efetuada no gréfico (5.5).

Iremos reescrever os intervalos de variacoes de py e p_ explicitamente em funcao
de my,ms e w.

Paraocaso A =0: (p2 =1ep? >1) ou (pi >1lep® =1) eentdo

i) (mi+me)?=20 e (my—mo)?> T(Q’;;Q daf resulta que m;msy < 0

i) (mp —my)? = e (my+me)?= T‘i—f, desta forma mymsy > 0
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Figura 5.5:
(p-‘mp—)

regiao proibida para g(z)(sem solu¢ao aceitdvel) em azul no plano
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Sendo assim, podemos expressar (i) e (ii) de forma compacta como

202

(Ima] = |mal)? = 002 (5.31)
Consideremos agora os casos quando A < 0. Neste caso

i) pl <lep?>1 implicaque mymy <0

ii) pi>1 e p? <1 implica que mymy >0

Deste modo, as duas possibilidades se resumem a

) 2 2

(Jma] = mal)” < =5 < (Ima] + [ma])* (5.32)

Considere agora os casos (A > 0), onde temos necessariamente duas desigual-

dades simultaneas p2 > 1, que implicam na condigao

7,2w2
(my £+ my)? > 062 (5.33)
row’ 2
— 2 < (|mq| = |ma|) (5.34)

No caso onde w = 0, A = m?z + m3(1 — z). Se my = 0, A se anula em 2 = 0. Se
my # 0 e my # 0 temos que zg = m3/(m3 —m?) e daf zp > 1 se m3 > m? e 29 <0
se m3 < m?2. Portanto devemos descartar os casos onde my = 0 ou m; = 0.

As condigoes de contorno sobre g(z) que iremos utilizar sao g(0) = 0 e g(1) =
1. A justificativa é a seguinte. Nossas solucoes possuem carga de Hopf dada por
Qu = mima(g(1) —g(0)), onde Qg tem que ser um inteiro por defini¢ao.Os fatores
my e my sdo inteiros entao o fator g(1) — g(0) deve ser um inteiro também. Porém,
0 < g <1 de tal forma que as duas tnicas possibilidades sao g(0) = 0 e g(1) =1
ou g(0) =1 e g(1) = 0.Utilizamos ¢g(1) = 1 e g(0) = 0.0 sinal de Qy corresponde
apenas a uma escolha puramente convencional do sentido de orientagao do sistema
de coordenadas utilizado.

As solugoes no caso w = 0 com g(0) =0 e g(1) = 1 sdo dadas simplesmente por

a) g =z sem?=m3

In[(¢> — 1)z + 1]

b) g= g2

se m? # m3
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. mq
onde definimos ¢ = |—
mo

As solugoes no caso w # 0 dividem-se naturalmente em trés tipos: A >0, A =0

e A <O.

2 2

1) Se A >0 temos (paraa= (1% — 1))

——1 In —Z+b_\/z —1In —b_\/z
g_1n<a+ ) 24+ b+ VA b+ VA

a—

=

=

2, .2
row
c2?

< (jma] — |m2|)2

2) Se A =0 temos

o= (- e

22
Tow

c2

(I | = Ima)* =

3) Se A <0 temos (com arctan no intervalo [0, 7])

ot () e ()

a

2,.,2
row
c2?

(Ima| = Ima])* < < (Jma] + [mal)?

Podemos observar que, dados valores fixos para m; e mo, o0s varios tipos de
fungdes para g(z) sao determinados pelo fator (row)/c.O intervalo de variagao desta
quantidade ¢ determinado por estes mesmos inteiros.Portanto a velocidade angular
w de uma certa solucao ¢é inversamente proporcional ao raio 7 da esfera S3.0 periodo

destas rotagoes (T = 27 /w) nunca é menor que o tempo que um raio de luz leva

para viajar ao longo de um circulo méximo de S3.

Como o fator 0,¢g aparece frequentemente nos calculos a seguir, iremos escrevé-lo

numa forma mais conveniente.O fator 0,g é sempre dado por

constante
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pi+pt

1
Definindo w = \/Z/a e usando a = 5 ( 5

constante como

1), podemos escrever esta

2 92
. 2 2 TOW w
ﬁ_<m1—|—m2— 2>ln(l w)

e entao fica a expressao para 0.g,

(reoi=%)
8,9 = N NeD (5.35)

que sera utilizada futuramente.

Para A = 0, resulta a expressao simplificada

_ [mam, |

0.9 A

(5.36)

Usando a projecao estereografica, podemos vizualizar a solucao. Observamos que
ng depende exclusivamente de |u|2, que ¢é funcao de g(z). Mas ¢(z) é uma funcao
monotonica e portanto nz constante implica z constante. Entao as superficies de
ng constante podem ser obtidas fixando z e variando ¢; e ps.Tais superficies sao
as mesmas para todas a solucoes.O que muda de uma solucao para outra é a corre-
spondéncia explicita entre z e ng determinada pelas constantes (mq, ma, w)E impor-
tante notar que tais superficies nao evoluem no tempo, ja que |u|2 ¢ independente
do tempo.Para qualquer solucdo, a pré-imagem do pélo norte de S? (n = (0,0,1))
corresponde a um circulo de raio 79 no plano z?z*. Da mesma forma a pré-imagem do
pélo sul 7 = (0,0,1) corresponde a um circulo no plano z'z? Para um 7 genérico

com —1 < n3 < 1, temos uma superficie toroidal.
5.2 A carga topoldgica de Hopf

Para qualquer instante de tempo ¢, nossa solucao define um mapa do espaco fisico S3
para o espago alvo S? e portanto ¢ um mapa de Hopf.A carga de Hopf ( ou invariante
de Hopf) é calculada usando o procedimento a seguir[4].Em primeiro lugar é feito
um mapeamento do espaco fisico S* para outra esfera S5 .Este mapeamento ¢ dado

explicitamente por

—im
Wo \/§€ 22

, ( w; ) _ ( ST geitmerten ) 53
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~ : 2

onde w; e wy sdo coordenadas complexas em S com a propriedade que |w;|” +
2 < e

lwy|” =1 .Entao ¢ feito um segundo mapeamento S3 — S? dado por u = wy /ws. A

carga de Hopf é definida pela integral

1 — = —
Qu=— [ dZA - (VAA), (5.38)
47T2 93

g . 3
na qual V é o gradiente no espaco fisico S3, d¥ = %Odzdgoldg@ é, como usual, o

é
elemento de volume de S e o vetor A ¢ definido por

A= %(ZT§>Z S VIAVA) (5.39)

Calculando resulta

= _ mi(l—g) . m g
A - _ 5.40
Vi T R (5.40)
- = 2 . .
VANA= ﬁazg(—mgvl — 2€p, + M1\/GEy,). (5.41)

0

H
O fato importante aqui é que A é constante no tempo o que nos permite afirmar

que Qg € de fato uma carga conservada.A expressao final para Qg é

Qu = mima(g(1) — g(0)) = mimy , (5.42)

onde usamos as condicoes de contorno anteriormente discutidas.Como m; e my sao

sempre diferentes de zero, temos QQy # 0 para todas as solugoes.

5.3 As cargas de Noether

Conforme ja discutido anteriormente, sabemos que as correntes conservadas no

espago alvo sao dadas por

Ti = 5Kt s K (5.43)

—9 (Oudu*)d,u—(Ou)?d,u*
(1+[uf?)?

com K, = .Substituindo nosso ansatz obtemos

Ko= 0% 01— 2) ( i )2 . (5.44)

Como
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6G G dlul’ _ 06 LG
ou Sl ou o §lu)f OH?
o *(5G 0g . u* 0G
69 6H?2  (1+ H2)24g '
resulta
16w H \°| H* G H \’éG
b= 21— — — ) — A4
T =geti=e) (1+H2) L+ B 5g ' (1+H’2> 71
32w 6G (1 IR
G _ "=~ 1—2)— ([ == 4
%= (5 () 549
8w G
J§ = —5=2(1—-2)—(0.9)° 5.47
§ = e - 25 (00" (547
portanto
oW 5 0G
Q° dxJ§ =167 "= dz (1 —2)2(0.9)*— 7 (5.48)
De g = 1+H2 resulta —— 1+H —% \/gi’i—ig) e temos a seguinte expressao para Kj :
4w z(1-2)
Ko=———u—"-—"2(q")> A4
Vamos calcular as cargas de Noether usando um funcional da forma G = u™ (u*)".
Neste caso,
g = 2@ iy (5.50)
" 15 cg(1-g) ’
4 we(1—2) 1—g\ "
m,n wz(l—=z —g i
I = —(m o+ n)— =220 (0,9)? ( ) elm=mmiprtmagatet) (5 51

Podemos notar que, se m # n, a integral do fator de fase serd zero, anulando a
carga de Noether associada. Entao as cargas nao nulas serao de forma G ~ |u|?, ou
seja, G ~ g.Este conjunto de cargas tém parénteses de Poisson nulos e portanto sao
relacionadas a integrabilidade do modelo. Agora iremos estudar o caso G = G(g).

Para isto precisamos primeiramente analisar a integral

1
I= /dz(l - z)z(azg)z(js—(g; :
0
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Note-se que I nao muda quando fazemos z — 1 — 2z, pois 2’ = 1— 2z — dz' = —dz
e a troca de sinal é compensada pela troca dos limites de integragao.Mudando de

varidvel

resulta

T 5G
I = 27
/ dyy(9,9) 5

0
Também pode ser observado que agora I é invariante por y — 1/y pelo mesmo

argumento anterior.A funcao g nas novas variaveis é

n <yfy—>
Y=Y+
9= —7=
In <y;>
Y+
—a+VA

com y; = =252 sendo os zeros de A = mi(1+y)+m3y(1+y) —

ser reescrito como A = m3(y —y.)(y — y-).

2,2
Tow

25—y, 0 qual pode
Escolhendo agora G = #ﬁm e, usando as defini¢oes de (3 e w, temos que integral

I pode ser escrita como

5 1
= 1672(n — 1)im} [m <y__)r—1

Y+

I(n)

com

[e.e]

1) = O/dy (v — y+)2y(y —y-)? [hl (z = ZH h

A funcao K(n) definida abaixo

na qual utilizamos

Y2 — Yy
y—y)(y —y-)
(Y- +y) W +y-ys) — dyyy-
Y=y )y —y) Y- —ys)

p(par) = (

p(impar) =



Capitulo 5. O Modelo em S®*xR 76

tem derivada

dl;;") T - y+)2y(y —y-)? {111 <z - z;ﬂ h ’

e portanto a integral I é

I= g !
~1672(n — 1)!mj [ln <y__>}

Y+

F () (w)
1672

= [Ik(n)!y:m — |k(n)|y:0] _

com F™(w) definido abaixo,

o= (o) [ (o) (1)

=1

— 2¢e_ (n)]

no qual ex(n) = (1 £ (=1)")/2.
A carga é, finalmente,
Tow

QM = 2 PO (1) (5.52)

c
paran = 1,2,3...No caso A = 0 temos simplesmente

(ny _Tow 1 5.53
@ c (n+2)! (5:53)

5.4 O Momento Angular

A acdo do modelo é invariante em relagdo ao grupo conforme SO(4,2) do espago-
tempo S®x R .Este grupo contém o subgrupo SO(4)das rotacoes da esfera S3.Vamos
calcular as seis cargas de Noether associadas as simetrias deste subgrupo.Comecare-
mos analisando as translacoes em e w9 que correspondem a rotagoes nos planos
zlz? e 232t

Definimos dp; = ¢; com i« = 1,2 .Para fazer o calculo usamos o truque de fazer
¢; dependente das coordenadas.Como u é escalar segue que du = 0.Porém para 0,u

a variacao nao ¢ nula

0&” Odu
OxH dxv
Num dos casos 0 = £* = €92 =0, €91 = el e, no outro, £¥ = €% = 91 =0, £%2 = &2,

entao

00, u =

(5.54)
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e’ Ou
00, u=——— 5.55
T e D (5:55)
O elemento de volume
2
dV = \/gd'z = Eodxodzdgoldgog (5.56)
se transforma como
A i
6(dV) = dV% = dvgzi (sem soma em i), (5.57)
entao a variacao da agao é
/6dVH2 - = / 2dV g"*g"° 0 H  H
= / dV269"*g""H,, H,; . (5.58)

Como a métrica nao depende de ¢’ obtemos §g*” = 0.
O termo H,, varia somente como consequéncia das variagoes nas derivadas de

u e u*.Desta maneira,

Oe Oet
5H:U‘V = —w piv - @ ey 5 (559)
o que implica que
55 =L [av (5u 52, — agrrgm,  H,) O o= (5.60)
2 Ozt
e resulta
1 Oe
08 = dVJ“ 5.61
Ty = —49"° 9" Hyp Hy + oL H? (5.62)

Se € é constante, 05 = 0. Portanto, é uma simetria.Mas on-shell S = 0 para

qualquer variacao.Desta forma,

1
53 = /dva Jhe' =0 (5.63)

e portanto (9#J(‘;) = 0.A corrente J(‘;) é escrita em termos dos H’s como

1 1
Jg) = <4Z(1 — Z)ngizHOz 1_ H(puleOgOl + HgolgozHOgDQ) (564)
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e como para a configuracao do ansatz H,, ., = Ho,, = Ho,, = 0, resulta

w HH'
Hoy=—4—| —= |, 5.65
=% (i) o6
HH'
HH'
stoz == —4m2 (m) . (567)
Utilizando % = —%azg, obtemos
64
Jo = —ﬁmi%z(l — 2)(9.9)% (5.68)
0
A carga associada é
1
2 W 2
Qyp, = —1287 mi—ro/dzz(l —2)(0.9)". (5.69)
c
0

A integral que aparece acima é simplesmente o fator F") definido na secdo an-

terior e entdao (i = 1,2) (absorvendo o fator (1/€?) em Q,,)

Qo = 1287r2mi£7“0F(1)(w). (5.70)
c

Considerando agora a transformagcao dx* = ¢ & com

g =0 (5.71)
§ = —=2y/z(1 = z) cos(pr + ) cos(ip2 + 72) (5.72)
&= — 1 i . sin(y1 + 71) cos(p2 + 72) (5.73)

1—=2 .
77 = (Vi cos(p1 + 1) sin(wz + 72), (5.74)
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verifica-se que as variagoes sao dadas por

Su =0 (5.75)
o0& Ou Oe ., Ou

00, u = — — v 5.76
nit 56:::# oxY 81‘“5 oxV ( )
Sgt = %55’\ (5.77)
ox? '
o o
5H“l, = —€%H)\y — 5@,&[#)\ (578)
Je Je
- %f HAV—@f Hy .
Consideraremos ¢ local para deduzir a carga de Noether.Entao
1 2 2 wp Vo
0S = —g 5(dV)HuV - g dV(Sg qg H[U/Hpo'
2
-5 / dV g g" 6 H,, H ., (5.79)
6dV = dVﬁ—As + dvgAﬁ (5.80)
02 oxr '

Levando em conta apenas o termo com derivada em &,
55 = —~ [av 2 (erm2 —agrogrerm, H 1
i o (5 oo — 499" H o )\u) (5.81)

e obtemos a corrente conservada

JH=¢MHY, — 49" g Hpo Hy, (5.82)

Agora, as densidades de carga associadas aos quatro planos restantes sao

JO = 4¢"° Hyo Hy, (5.83)
16

= 5571 2)(0.9)45 (M + mag?) (5.84)
0

1—2z i
+ Mgy / . cos(p1 + 71) sin(e2 + 72) |, (5.85)

comy; =0,7/2ei=1,2.
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Desta forma, as cargas associadas

7,2 1 27 27
Q= —0/ dz/ dgpl/ dpo J* (5.86)
2 0 0 0

se anulam, pois as integrais em ¢ e @9 dao zero, ja que as densidades sao peridédicas

nestas variaveis.

5.5 Energia

Ja sabemos que a Lagrangiana é dada por

1 1
L = ——H2 = __gupgl/UHuprU .

o2
Necessitamos calcular a Hamiltoniana.Os momento canonico I, é

IL, 5 e—zg“”g”aH (5.87)
U U
&1 o,u*
= —¢""Hy, Y 5.88
209 o T e (588)
e, de forma andloga,
oL &7 o,u
Hu* = T = & wp K 589
s 2t T e (5:89)
Como H = ,u + Iu — L,
4 up 1 00 vo ij VO
H = _gg HpOH,uO + ; (g g HOVHOO' + g g Hiquo) (590)
H= 2 9 H. H L i M H 5.91
——gg i0 jO‘FEQQ ikl . (5.91)

Substituindo nosso ansatz u = H(z)e!(m#1+mae2+el) ¢ ysando w = x/c, obtemos

—2i w —iw w HH
Hy,=——7—<|i-HH-H|—H )| =4—F—7—"——F7—+ .92
7 (14 H?)? [Zc ( c )] c(1+ H?)? (5.92)
H0<p1 = H0<p2 =0 (593)
-2 , , HH
201 — m [H /(—Zml)H - Zm1HH] == —4m1m (594)
HH
Haps = ~Amy s (5.95)

Hy o, =0, (5.96)
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portanto
2 ZZ
H = _E (g ng =+ g@1W1H§¢1 + g§02902H3¢2)
1
+5 (979" HorHo + g7 g™ Ho o Hoy + 97272 9" Hopy Hyol)

Utilizando os valores dos varios H,g5s e levando em conta a definicao de g fica

32 2

w?r2
o= 02,4 (@9)2 {mfz +mi(l—2) + 6202(1 — z)} . (5.97)
0

Por defini¢do, a energia é E = /dZH com dY = (r}/2)dzdpdp, , entao,

S3
como 0,9 = (/A) resulta

1 1
E = 16;2;;)2 ﬁ/dz@zg + 2wz;”(2) /dz(@zg)22(1 —2) (5.98)
0 0
2 2,.2
=22 () - o) + 220w ) (5.99)

onde FM(w) é o mesmo da secio sobre cargas de Noether.Para solucdes estaticas

a expressao da energia é

que ¢ o resultado obtido em [29].Quando ¢ — 1 (m; — +my), F — iﬁ:jm%, ea

energia ¢ proporcional ao médulo da carga de Hopf.
Quando A = 0, 3 = |myms| e FM(0) = 1/6.Neste caso a energia tem a forma

particular

o 6472

320 (mF 4+ m3 + |mims)|) . (5.100)

A energia em geral é invariante pela troca independente de sinais de my, ms e
também w, além de ser invariante pela troca m; «— mo.

Consequentemente, as solugoes sao degeneradas em relacao a energia, mas a
degenerescéncia pode ser completamente removida usando a carga de Hopf, as cargas
de Noether e 0 momento angular.

Na figura a seguir temos um gréafico da energia em funciao de (w?r2)/c* para

alguns valores de (my, my) .Para cada conjunto (mq,mso,w), a frequéncia w varia

row

22 < |my| + |mg| .Podemos notar que para w — 0

no intervalo —(|ma| + |m2|) <
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20

15+

10+

Figura 5.6: Grdfico da energia (em unidades de 64m*/e*rq) versus w?ri/c* para
valores escolhidos de (my,ms).A curva I corresponde a (my,mo) = (1,1), curva II
a (my,mq) = (1,2), curva III a (my,my) = (1,3), curva IV a (my,ms) = (2,2) e a

curva V a (my,ms) = (1,4)

a energia se aproxima do valor estdtico(5.100).Além disso, se a dupla (mq, my) é
mantida fixa, a energia cresce com w?. A divergéncia da energia é mais acentuada se

a quantidade |m4| + |mz| for menor.



Capitulo 6

O Modelo no espaco-tempo de Minkowski

Agora descreveremos um modelo no espaco-tempo de Minkowski, usando o mesmo

sistema de coordenadas de [27], porém com um ansatz diferente.

6.1 A equacgao de movimento

A métrica é escrita nas nossas coordenadas como

d82 — (E)Q (dg? _ dy2 o Y d£2 . d()OQ > (6 1)
p dy(1+y)2 1+y 1+y)’ '

onde p = cos( — cos ¢ ﬁ.Temos que y varia no intervalo [0,00[, ¢ em [0, 7], ¢ e £
em [0, 27].
A agao é (com H,, = 0,90,9 — 0,90,9)

S = / d*zH?, (6.2)

com equacoes de movimento

(/="K =0 i=1,2, (6.3)

nas quais K\ = (09)?0,9 — (0900)9,0 e K? = (09)?0,0 — (0900)0,.g.
Usando g = ¢(y,() e 8 = m1& + map obtemos 0,90*8 = 0.Além disso o deter-

. ’ _ ran41l 1 N opsos ~ . .
minante é \/—n = (1_7) SReEmE E facil ver que a a equagao de movimento com =2
é automaticamente satisfeita com as escolhas acima.Jd a primeira equagao (i=1)

resulta

83
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1 1+y
(1+y)? ( Y
— 9, [4y (HTymf + (1 + y)mg) dy ] = 0. (6.4)

i+ (1 g ) o2

Fazendo a mudancga de variavel

Y

= 6.5
T +y (6:5)

e denotando A = (1 — 2)m? + zm?2, obtemos
Ad;g —42(1 — 2)0.(Ad.g) = 0. (6.6)

Agora faremos uma separacao de variaveis.E importante observar o seguinte fato:
a equagao de movimento envolve somente derivadas de g e nao g diretamente.Isto
significa que podemos adicionar uma constante e ao produto de fungoes da separagao

utilizando, portanto,

9= H(z)K(Q) +a (6.7)

e, obtendo as equagoes ordinarias

K" + WK =0, (6.8)

2
2(1 — 2)0,(AO.H) + %AH = 0. (6.9)

Queremos que g fique no intervalo [0, 1] .Porém, qualquer solugao para H e K que
seja limitada pode ser transladada e reescalada para este intervalo.Explicitamente:
sejam (HK )pmax ¢ (HK)pi, 0 méximo e o minimo de H(z)K(¢) no intervalo 0 <
z2<1e0< (< mEntao

_ H(Z)K(Q) = (HE)min

= 6.1
(HK)max - (HK)mln ( O>
obviamente fica no intervalo [0, 1].
A funcao H satisfaz a equagdo de Heun [30][31]:
w2
2(1—2)0,(A0.H) + ZAH =0. (6.11)

Vamos fazer uma analise detalhada de seu comportamento para z ~ 0 e 2z ~

1.Fazendo z ~ € obtemos

2
el(m + (m3 — mi)e)9ZH + (m3 — mi)0-H] + %((m? +(my —mi)e)H =0, (6.12)
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agora fazendo z ~ 1 —¢

2
£[(m3 + (m3 = m3))G2H + (m3 — m3)0 H] + “-((m3 + (m} — m3)e)H = 0, (6.13)

portanto obtemos equagoes que se equivalem pela troca m? < m3.Fazendo m; = m,
e my = My para z ~ g, e respectivamente, m; = my e my = m, para z ~ 1 — ¢
resulta

2
e [m202H + (m2 — m2)0.H] + %mZH —0. (6.14)

Observa-se que se m, # 0 m?2 # m?, w # 0 e se a primeira e a segunda derivadas
de H sao finitas em € = 0, entdao H(e = 0) = 0.

Temos que ter H limitada para obter g entre 0 e 1 .Portanto H tem que ser finita
em ¢ ~ 0.Entao H ~constante + termos que se anulam quando ¢ — 0.Como 0.H é
parte da Hamiltoniana nao pode divergir em nenhum ponto.Entao o cancelamento
tem que ser devido a segunda derivada , ou seja, e0>H ~ —%(constante) + termos
que desaparecem quando € — (. Portanto:

2

d
0.H ~ —wz(constante) X Ine +/ al

termos zerando em £ — 0)

- (6.15)

Mas agora 0.H possui um termo divergente (Ine) e que nao pode ser anulado
pela integracao no segundo termo.Entao precisamos de constante = 0, e H se anula

em € ~ 0.

6.2 Condicoes de contorno

o 1_g(z7<) i(m1&+map)
u_’/—g(z,g) elmidtmae) (6.16)

Pode-se observar que (( =0,2,&,¢) e (( =7, 2, + m, ¢+ 7) representam o mesmo

Foi utilizado o ansatz

ponto em R*.Portanto, temos a condicao

u((=0,2¢¢)=ul=mzE+m,0+m). (6.17)

A variagdo de 7 nos angulos da origem a um fator de fase exp(i(my + ma)m), e

1_9(27C)

3:0) .Entao a tnica

com ¢ variando de 0 a 1, nao é possivel absorvé-lo no fator

possibilidade é

m1 + mo = inteiro par 9(C=0,2)=9g(( =m,2). (6.18)
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Para ter uma carga de Hopf bem definida é necessario que a solugao seja constante
no infinito espacial.Escolheremos esta constante como o pélo norte de S?.Entao

queremos

n — (0,0,1) , u — 00,9 — 0 para r — oo . (6.19)

As coordenadas sao dadas por
o_ % 2 _ @ .
x° = —sin( = —sinpv1—z
p p

a a
a:lz—cosgm/l—z 3 = —sinéV/z,
D p
com p = cos  — cos £4/z.Consequentemente r* = z3 + x3 + x3 ¢ dado por

(14 VZeosE)(1 = y/Zcos)
(cos ¢ — cos&/2)?

A tnica forma de ter r — 0o é o denominador se anular , portanto cos( =

cos&/z.

Porém, isto implica que p — 0, e entdao 2° diverge.Para obter r — oo com 2 finito

2:CL2

(6.20)

temos que ter sin ( — 0 ouseja, ( — 0ou ( — 7 .Entao cos( — +1ecos&y/z — +1,
o que implica que z — 1 e cos§ — =£1.

Portanto existem aparentemente duas formasder —oo:z —1,( - 0,6 — 0
ouz—1,{—>mé—m

Mas desde que g em ( =0 e ( = 7 tem o mesmo valor precisamos que

g(=0,z=1)=g((=mz=1)=0. (6.21)

E, quando resolvemos a equagao para g por separacao de variaveis g = H(2)K(¢)+
o, com K satisfazendo K" + w?K = 0, a condicdo de periodicidade em ¢ implica

que

K(0) = K(m). (6.22)
Se w é imagindrio puro (w = A) fica K" — MK = 0 = K = Aexp(¢)\) +
Bexp(—(C\) e a condigdo de contorno é A + B = Aexp(nA) + Bexp(—7A).Se A

ou B se anulam entdo a tnica solu¢do é A = 0.Denotando z = exp(A7) obtemos
_ A+B£,/(A-B)?
= 24

exp(Ar) = % {(1 + g) + ‘1 _ gu | (6.23)
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Y

A(l+eb)

Figura 6.1: grdfico K versus ( para A negativo

Tanto se £ <1 ou £ > 1 obtemos exp(Ar) = 1 ou B/A.Existem dois casos:

A=0=K=A+B, (6.24)

¢ ¢
A:%lng;»K:A@)”HB(%)”. (6.25)
Usando 3 = In(B/A) e x = (/m, obtemos K'(1/2) = 0e K"(1/2) = 232 Aexp((/2)
e o sinal de K”(1/2) é determinado pelo sinal de A.Como K (0) = K(1) = A(1 +
exp(3)) nestes pontos o sinal de K é também dado por A.Toda a anélise ante-
rior s6 é valida para A e B com o mesmo sinal.Se eles tiverem sinais diferentes,

B =ir+In|B/A| e portanto K é complexo.Finalmente obtemos a solugao geral para

K com condigao de contorno K(0) = K(), que é

K()=A {exp (ﬁ%) +exp B (1 - Q)} , (6.26)

™

com A e [ reais quaisquer.
Se w é real, K" +w?’K = 0= K = Asin(w¢ +0) e K(0) = K(x) = sind =

sin(wm + J) e portanto existem duas possibilidades:
1. wr 4+ 6 =27N 4+ 0 = w = 2N = inteiro positivo par

2. wr+d=7—-0+2rTN=>w=02N+1)— 2
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A(1+e?)

Y

Figura 6.2: grdfico K versus ( para A positivo

Entao as solugoes sao

K = Asin(2N(+4d) ou K—Asin(<2N+1—2?6)C+5>, (6.27)

com A real qualquer, N inteiro qualquer e 0 < § < 27 .Todas estas solugoes sao bem
comportadas, ou seja, sao limitadas e podem ser fitadas para obtermos 0 < g < 1.
O 1ltimo caso é w = 0.Neste caso, obtemos K = a( + b e K(0) = K(m) implica
que K = constante.
Se tivermos ¢ entre 0 e 1 com K(0) = K(m), a condigdo de contorno g(¢ =
0,z) = g(¢ = m,z) implica que H(1)K(0) = HKp,.Entao temos que obter H e K
tais que o minimo do produto HK ocorra em ( = 0( ou ¢ = ) e z = 1.Isto garante

— . , . . .
que 7 vai para o polo norte no infinito espacial.

6.3 A carga de Hopf

Usando o ansatz ja introduzido anteriormente,

1- g(z, O eimi&+map)

302, 0) , (6.28)
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T — geilmif) .

definimos Z = [ "' | = VI—ge e A = %(Zer — ?ZTZ) como
Wo \/ge—mzw

usual.Calculando as componentes de A obtemos,

A =magdip —ma(1l — g)0i€ (6.29)
(V X —A>)Z = 5ijk(m28jg8kgp + mlajgﬁkﬁ) (630)
—> —

A carga de Hopf é dada por Qy = ﬁ fsg dSA - (6 A Z).Para calcular Qg
precisamos integrar numa superficie de tempo fixo.Ou seja, nossa integral é feita
em fatias de tempo constante, que nada mais sao que o préprio R? espacial. A melhor
forma de se fazer isto é trocar a coordenada ( pelo tempo.Logicamente, { se torna

uma funcao das outras coordenadas.Desta maneira,

¢ =((r,y,&) onde T = %t : (6.32)

Como g jé é fungao de y e (, ele se torna g = g(y, ¢, 7). Terfamos, em principio,

dg 0g dy  dg 0§

= == 4 = 6.33
or  oyor 00w (6.33)
mas devido as consideragoes acima,
dg _ 990y  0Og (0C Iy | O¢ ¢
=== = | =4+ =— 6.34
0r  oyor o \oyor T ot o (6:34)
e portanto
— — dg
Porém, €,;,0;y0;£0kp = det 27“’; (w=(y,&,()) e obtemos
d*we;5,0;y0;E0kp = edydédip, (6.36)
onde ¢ é o sinal do determinante.Usando este resultado em Qp,
0 —mmi/ddgd - (6.37)
H =Tz - Y Sﬁdyyaa :

00 2
B € dg
—mmag [y [ @Sl (6:39)
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A integragao em ¢ é trivial, pois nada depende desta coordenada.Obtemos final-

mente

c 2T
Qu = mima [ de (gfo0.6.7) = 9(0.6.7). (6:39)

6.4 A Hamiltoniana

Nossa Lagrangiana é dada por L = HiV.Desta forma,

I, = 2—5 =10, = 4L’ K"’ (6.40)
onde bel) = (09)%0,9 — (0900)d,0.Da mesma maneira, obtemos para Il
Iy = 4L K@’ (6.41)
com K2 = (09)%0,0 — (8906)0,9.Como H?, = 2(09)*(00)* — 2(0g90)* e a Hamil-
toniana é, por definicao, H = Hgg + H@é — L resulta
H=—2§ (V0 — 292(vg)2 +4g0(VgVo) — 2(Vg)2(VO)? +2(VgVh)2.  (6.42)

As identidades a seguir sao validas,

. . . . .2 .
(900 — 00,9) (90,0 — 00,9) = 3 (VO)* + 0 (Vg)? — 240(V gV0) (6.43)

(§ portanto H = _QHOiHOi — Hinija ou seja,

H=-2) H-2Y H} . (6.45)
i i<j
Podemos escrever a forma compacta (sem métrica)
H=-YH, . (6.46)
v
Como H,, = 0,90,0 — 0,90,0, temos a mudanga de coordenadas
Ow® Ow”’
H,=——H., , A4
H oxr Oxv P (6.47)

ow® dw” dw? Ow®
2 _
S B2, = ( = (91:“) ( T 8xy) HopH,s . (6.48)
2314
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Denotando M,3 = %”ng%, obtém-se

m

H=—>" MyMgHsH,;s . (6.49)
a,B,7,0

A matriz M tem a propriedade de ser real e simétrica.A soma sobre os indices

pode ser trocada por uma soma de pares de indices sem ordenamento, ou seja,

H = =2 (MayMgs — MosMpy)Hiag Hers) - (6.50)
(a)

(7,9)

Na expressao acima a soma ¢ simétrica sob a troca de pares de indices, ja que M
¢ simétrica.Como existem 4 H,g nao nulos, temos 10 termos na soma (% +4 =
10).Entao

He,=0 H.,e = my0,9
Hee =mi0cg H,, = m90.g (6.51)
Hep =madcg  Hep =0,

e H pode ser escrito como:

H = —=2[m{(0cg)*(M¢cMee — MceMec)
+m%<an)2(MggM¢w - M42<p)
+m3(0.9)*(M.. Mee — MZ,)
+m2(8 )2(M M,, — M? )
2(0z9 zz4App zp
+2myma(0¢g)* (Mcc M, — M, M)
(6.52)
+2m(0cg)(0-9) (M. Mee — M Me.)
+2myma(0c9)(0:9)(Mc. Mey — My Me.)
+2mima(9¢9)(0.9) (M. Mpe — Mee M)

+2m3(3<9)(529) (MCthptp - MCLpMcpZ)

+2m1m2(8zg)2<MzzM&p - MzgoMgz)] .
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Estamos atualmente prosseguindo com os célculos, tendo como objetivo submeter

em breve um artigo para publicacao.



Apéndice A

Algebra das Rotagoes na Esfera S°

Vamos calcular explicitamente a algebra SO(4) associada as rotagoes na esfera

S3.Conforme ja ressaltamos no texto, a invariancia em relacao a este grupo se realiza

de uma forma nao trivial em relagao as coordenadas ¢;, ¢ e z .Por exemplo, se

fizermos # = sin? z a translacao em @ nao é uma simetria.Consideremos as seguintes

transformacoes

n
ot = g,u = é'ygzy = ‘/51,"“
0

ozxr '’

Ve=¢"

entao o comutador é

[V§7 VE’] - f'uaufyau - é%lfaygﬂau
= (§"0,8" — £"0,£")0,

Denotamos as translagoes em ¢, (o por

0 0
= — V —_— —_—
8901 2 8g02

Consideramos a transformagao dada por dx* = e&* com

Vi

€ =0
£ = —2+/2(1 — z) cos(p1 + 71) cos(pa + 72)
z
£ = — T sin(p1 + 1) cos(pz + 72)
o 11—z .
v = cos(1 + 1) sin(pz + 72)-

93

(A.5)
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Denotaremos
V”/lw - a;lwaﬂ (A.lO)
com &4 dado conforme as defini¢oes acima.Os comutadores sao
[‘/17 V’Yl'YQ] = VYH—%,’YQ (All)
[VQv V’YI’YQ] = V%/l,g-&-w (A'12)
[Vi, V2] = 0. (A.13)
Observando que
VYI+7T7’YQ = _V’n,'yz (A~14)
Virtye = Vaie (A-15)
resulta
Vi, Vw'yziiv'vﬁ%wz] = q:i(vww + V’71+%7’Y2) (A.16)
[V27 Vw,w + iV’Yl,%+’Y2] = VM,%-&-W + i(_l) V%Wz ) (A'17)
portanto, os auto-estados sao dados por
Ve =V, + igv’yﬁ-%,’yz + Z‘nvw,g—&-'yz - 577‘/%—&—71,%-1-72 : (A.18)
De fato, [V1, V., = —ieV., e [Va, Vo] = —inVL,. e, desta forma,
o= —2vz2(1— z)e Elertm) gmin(eatr) (A.19)
. = —i
i}l = —je — ze (p1+m) p=in(p2+72) (A.20)
P2 1- Ze*i€(¢1+71)e*in(502+72) (A.21)
En 77 ) .

e, finalmente, obtemos

Ve, = etelorim) g min(patnz) [ —2v/2(1 — 2)0, — iey | T i Z&pl

1_
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95

V1 == 8501

VQ:a@z

(A.22)

Notamos que as fases v; e ¥o definem uma normalizacao e podem ser escritas

como e €172 A geguir calculamos o comutador [V, Vo],

[Vsnv Vs/n’] = —i(e - 5/)[1 - ?777/]8%

—i(n —n')[1 —&£'l0,,

=i(e — &) — 1) N0y, +€0,,).

Nos casos onde ¢ = +£1 e n = +1 obtemos

E para V; e V5:

= —42’(3@1 + 8902)
= —42'(8901 - 8902)

[Vlﬁ VEU] - _Z.‘L:VEU
[‘/2; ‘/677] = _in‘/&:n .

(A.23)

(A.30)
(A.31)

Portanto, definindo os operadores J?Ei), Jf) A (1 = 1,2) conforme fazemos

abaixo, observamos imediatamente que a algebra se decompoe em duas algebras

SL(2) que comutam entre si, o que prova que temos realmente uma dlgebra SO(4).

TV = 20, +0,,)

2
I = 505 = 0,0)
= v,

i
f”zéu_
A?_%MW
fm_iw+

(A.32)
(A.33)
(A.34)
(A.35)
(A.36)

(A.37)
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1150, ) = g (A.38)
(9, 79 = 28 (A.39)
T2 =0 (A.40)



Apéndice B

Caso euclidiano em 5D

Neste apéndice utilizaremos nosso ansatz em ainda outro modelo.Em [16], foi elabo-
rada a teoria geral para a construcao de ansétze de separacao de variaveis em espagos

euclidianos de dimensao qualquer para modelos definidos pela Lagrangiana

d
h?\1
L= 27 )
com h? e f?, conforme definicoes anteriormente fornecidas nesta tese.Como d é

a dimensao do espaco euclidiano, no caso pentadimensional temos, entao, a La-
5

grangiana L = (%) * Iremos construir explicitamente um sistema de coordenadas
no qual nosso ansatz separa trés das cinco coordenadas, levando a uma EDP em
apenas duas variaveis .Porém, neste caso particular, a EDP resultante é nao-linear
o que impossibilitou a sua transformacao num sistema de duas EDOs e posterior
integracao.Apesar disso, consideramos que este modelo representa uma ilustracao
interessante da utilizacao de nosso método.

Fazendo uma analogia com o sistema de coordenadas utilizado em [26], vamos
escrever as coordenadas do espaco euclidiano 5D usando uma generaliza¢ao das

coordenadas toroidais utilizadas na citada referéncia.As coordenadas sao

a

x1 = — sinh 7 sin 0 cos ¢,
4q
a . . .

9 = — sinh 1 sin  sin
a .

x3 = — sinh 7 cos 0 cos @
q
a . .

x4 = —sinh 7 cos € sin ¢

a .
Ts = — SN Y3,
q

97
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definindo ¢ = coshn — cos¢3.0s angulos ¢ e ¢y variam no intervalo [0,27], o
angulo € apenas em [0, 7/2], e a coordenada nao compacta 7 vai de zero ao infinito.A
coordenada 3 varia no intervalo [0, 27].

Iremos escrever o elemento de distancia ds? neste sistema de coordenadas , ex-
trair o tensor métrico nestas coordenadas cuvilineas, e escrever o ansatz explici-
tamente.Finalmente substituimos o ansatz na equagao de movimento, chegando a
separacao de variaveis desejada.

Denotando ¢ = (n,0, ¢1, p2 ,p3) temos em principio que

ozt O’
2 _
ds _;3@8(’)

mas obteremos na realidade

oxt Ox’

= h2 Oab -

— 9¢e Ot ’
Por exemplo,
o’ oz’
8_9(69 = gsinhnCOSQCosgol 8—:2 = —gsinhnsirﬂsingog
Ox? dx®
a—xez gsinhncos@singpl 8_$9:0 ,
a 3
a—xe = —%sinhnsin@cosg@

o que implica

8:r"8xi_ @ 2
50 50 = qsmn .

Da mesma forma, obtemos

ox' Oz a\?, . .9 o' O’ ( a) 2
= |- sinh nsin 0 = (-
p1 Oipr (Q) (sinh7sinf) q

Ozt O a\?, . 9 ox' Ox' <a) 2
= |- sinh 7 cos 8 = | -
Dip2 Opa (q) (sinhcosf) q

E todos os produtos fora da diagonal sao nulos, como

ox' Oz’ 0 ox' Oz

on o8 7 on Oy
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Entao resulta

2
ds® = (2) (d772 + sinh? ndf? + sinh? 7 sin? fdp? + sinh? 1) cos? Odw? + dgpi) :
q

Escrevendo agora ds? = Zhid@’g, temos

a

hy =

2 hg = gsinhn
q q

hy, = ? sinh 7 sin 0

a . a
hy, = Esmhncose hy, = p

O gradiente de uma fungao qualquer A é dado por

1 0A -
VA= Za:h_aa_gaea .

Usando o ansatz u = f(n,0) exp[i(mig1 + mapa + msps)] e definindo K por

K = (VuVu*)Vu — (Vu)?Vu*

obtemos

-0 o o+ 8y e ) )

sinh®n | |sinhn \sinf T Gne©

- Oof) - 1 my \2 ma \ 2 :
2f? ( 2
2/ [((lf)en * sinhnee sinh? 7 <sin6> * <sin 0) +ms| [ expio,
onde ¢ = myp1 + Moy + Mm3p3.
Nossa Lagrangiana é

9]

h?\*
1= (37)

a qual possui a equacao de movimento correspondente a seguir,

1 —
V-(—LK>:0
Y
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1
com L' = g (:—2) Te portanto fica

Porém, h? = _9K - Vu* e assim
= q\* (Do f)?
K -Vu' =4 2(—) Al 2+ 2
/ a ( "f) sinh277
onde definimos A = sin}1127] (ng -+ CZ)ZQ% 9) + m3.Agora escrevemos
1/4
AN o1/a_L 4y
2 2 g ,

_ 212 ; (0of?)?
comF—A[(c?nf) +s1rolT77i|
O divergente de um vetor num sistema de coordenadas curvilineo é expresso pela

formula:

1
hi...hs

V-V = l@l(vlhg...f%) + 95(Vahahs...hs) + 05(Vshihahahs)
+ 8y(Vahy...hshs) + 85(V5h1...h4)} .

Finalmente, obtemos nossa EDP em duas variaveis,

Fl/4 /4
O (—1/2 A sinh® 77 sin @ cos QfQ—a"f) + 0y ( A sinh® 77 sin 0 cos Qfgi)

1/2 v sinh?n
FUA f (0f)?
— WA sinh” 7 sin 6 cos 9; [(Qlf)Q + K 77} =0,

que pode ser escrita de forma mais compacta como

2 2
Oy (Gaﬂf ) + 0y (Gﬁ,e—fQ> =0
¥ v sinh®n

usando
Fl /4

G = A sinh® 7 sin 6 cos 6.

~1/2
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