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Resumo

Ondas de spin sao excitagoes coletivas que surgem em materiais magnéticos. No
caso ferromagnético, essas excitacoes coletivas sao o movimento em fase da precessao de
todos os spins de uma rede cristalina, representando um cristal magnético. Essa precessao
é causada por perturbacoes no sistema magnético em estudo, por exemplo, uma pequena
variagao na temperatura provoca variacao no numero de precessoes do sistema. Essa
variagao na temperatura provoca a precessao de um momento de dipolo magnético que in-
terage com seus vizinhos levando a uma propagacao dessa perturbacao. Essa perturbacao
tem carater ondulatoério, e a mesma intensidade para diferentes vizinhos proximos. Es-
sas ondas de spin podem ser observadas através de alguns métodos experimentais, tais
como: espalhamento inelastico de néutrons, espalhamento inelastico de luz incluindo es-
palhamento Raman e Brillouin, para citar alguns. A importancia das ondas de spin surge
claramente quando aparelhos magnetoeletronicos sao operados a altas frequéncias. Nessa
situacao a geragao de ondas de spin pode ser um processo significante na perda de energia
desses sistemas, pois a excitacao de tais ondas consome uma pequena parte da energia
do sistema. Portanto, a geracao de ondas de spin limita a largura de linha e o fator de
poteéncia ou qualidade Q) de alguns aparelhos de microondas. Devido a essa aplicabilidade
tecnoldgica, ¢ importante estudar ondas de spin em sistemas de multicamadas magnéticas,
e sistemas de baixa dimensionalidade, pois, tais sistemas sao candidatos a obtencao de
novos sistemas eletronicos. Nosso objetivo aqui é estudar o comportamento de ondas de
spin em sistemas bi-dimensionais onde as interacoes de troca sao aleatérias. Interagoes
de troca aleatorias implicam que a resisténcia que o sistema impoe a mudanca da orien-
tacao dos seus momentos de dipolo magnético nao sao as mesmas de linha por linha do
meio em estudo. O sistema é modelado através de um Hamiltoniano de Heisenberg onde
os operadores de spin sao tratados a baixas temperaturas usando as transformacoes de
Holstein-Primakoff. Observamos que o espectro de ondas de spin varia significativamente
quando comparado aquele sem a perturbagao aleatoria.



Abstract

Spin waves are collective excitations that occur in magnetic materials. In the ferro-
magnetic case, these collective excitations are the motion in phase of the spin precession
in a magnetic crystal lattice, representing a magnetic crystal. This precession is caused by
disturbances in the magnetic system under study, for example, a small change in tempe-
rature causes variation in the number of precessions system. This variation in temperature
causes the precession of a magnetic dipole moment of which interacts with its neighbors,
leading to a spread of the disturbance. This disturbance has wave character, and the
same intensity for different neighbors next. These waves of spin can be observed by some
experimental methods, such as: the inelastic neutron scattering, inelastic scattering of
light including Raman and Brillouin scattering, to name a few. The importance of spin
waves emerges clearly when magnetoelectronic devices are operated at high frequencies.
This situation, the generation of spin waves can sing in a significant loss of energy of these
systems, because the excitation of such waves consumes a small part of the energy of the
system. Therefore, the generation of spin wave limits the width of line and the power
factor, or quality, Q, of some microwave devices. Due to the application technologic, is
major study spin waves in magnetics multilayer systems and systems of low dimensiona-
lity, because these systems are candidates for obtaining new electronic systems. Our goal
here is to study the behavior of the spin waves in two-dimensional systems where the ex-
change interactions are random. Random exchange interactions imply that the resistance
that the system requires changing the orientation of their magnetic dipole moments of
are not the same line by line in the environment under study. The system is model by
Heisenberg Hamiltonian where the spin operators are treated at low temperatures using
the transformations of Holstein-Primakoff. We observed that the spectrum of spin waves
changes significantly when compared to that without the random disturbance.
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1 Introducao

Tales de Mileto foi o primeiro a relatar a existéncia de uma substancia magnética.
Ele observou que pequenas pedras eram atraidas pela ponta de ferro de um cajado. Esse
foi o inicio de um estudo que séculos depois resultou na descoberta da eletricidade e
do magnetismo. Contudo, essas pedras que hoje chamamos de materiais magnéticos s6
passaram a ter sua devida importancia no século XIII, com a criagao e o extensivo uso da
bussola, aparelho que foi fundamental para o incio das grandes navegacoes, culminando
com a descoberta da América. Essas navegagoes tiveram tamanha importancia para a
histéria da humanidade ao ponto de serem consideradas, por alguns, como o primeiro
passo no processo de globalizacao, e tudo isso nao seria possivel sem a bussola, que
orientava as embarcacoes. Ela funciona orientada pelo campo magnético terrestre, o globo
terrestre funcionando como um ima, com poélos sul e norte, com o ultimo sendo aquele
para o qual a agulha de uma bussola aponta sempre que nao houver a interferéncia de um
outro campo magnético mais forte. Esse campo magnético terrestre é semelhante a um
dipolo magnético, onde os pdlos variam suas posicoes com o tempo, sofrendo oscilagoes
independentes um do outro. E importante ressaltar que os pélos magnéticos da Terra nao

coincidem com os pélos geograficos da mesma.

A partir deste periodo onde se deram as grandes navegacoes, a importancia dos mate-
riais magnéticos vem crescendo dia a dia. Hoje, esses materiais tém papel fundamental na
tecnologia dos equipamentos eletronicos, sendo utilizados, por exemplo, em fechaduras,
balancas elétricas, sensores de posicao, e estando fortemente presentes em sofisticados
componentes de computadores e de sistemas de comunica¢gao. Uma de suas mais impor-
tantes aplicagdes esta relacionada a produgao de discos rigidos (HDs de computadores)
que tém mecanismos para a gravacao e a leitura magnética de dados. Em 2005, somente
o mercado de gravagoes magnéticas movimentava algo em torno de 100 bilhdes de délares

por ano, com um crescimento anual médio girando em torno de 17%.
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1.1 Propriedades magnéticas

As propriedades magnéticas aparecem em toda e qualquer matéria que estiver sub-
metida a um campo magnético externo. Tal comportamento é determinado pelas origens
dos dipolos magnéticos e pela natureza das interacoes entre eles. Alguns materiais apre-
sentam essas caracteristicas de uma forma mais marcante, sendo chamados de materiais

magnéticos.

Esse campo magnético externo aplicado provoca um alinhamento dos dipolos magnéti-
cos. Devido a isso, esses materiais podem ser classificados como paramagnéticos, quando
essa magnetizacao for paralela ao campo externo, e como diamagnéticos, quando os dipolos

se alinham de forma antiparalela.

Existem alguns materiais que mantém os dipolos magnéticos alinhados mesmo apods
a retirada do campo magnético ao qual estava submetido, tais materiais sao chamados
de ferromagnéticos, quando o alinhamento for paralelo. Ha também aqueles que, nesta
mesma situacao, mantém um alinhamento antiparalelo, ou seja, seus momentos de dipolo
dispostos na mesma direcao mas, em sentidos alternados. Estes sao chamados de anti-
ferromagnéticos, nos casos em que o modulo da magnetizacao se anula, como consequéncia
deste arranjo apresentar a soma total dos dipolos magnéticos igual a zero. Ou sao chama-
dos de ferrimagnéticos, nesses materiais existe uma magnetizacao, embora os momentos
de dipolo estejam orientados anti-paralelamente, pois ha uma diferenca de magnitude

entre os momentos de dipolo de sentidos opostos.

Além do arranjo magnético, uma outra propriedade importante desses materiais é a
variagao da resisténcia elétrica que aparece ao serem submetidos a um campo magnético
externo. Descoberto por William Thomson, em 1856, esse efeito é conhecido como mag-
netoresisténcia. Essa propriedade é classificada em: magnetoresisténcia anisotrépica, co-
mum a metais ferromagnéticos, como Fe, Co, e ligas. Essa resisténcia é proveniente da
interacao spin-orbita e depende da direcao da magnetizacao espontanea do meio; magne-
toresisténcia comum, presente em materiais metalicos comuns, é causada por efeitos da
forca de Lorentz; magnetoresisténcia gigante, encontrada em filmes finos formados por
camadas alternadas de material magnético e material metalico, ela é consequéncia da
diferenca de espalhamento do spin nas regioes com diferentes direcoes de magnetizacao; e
magnetoresisténcia colossal, semelhante a anterior, mas com diferentes regioes em escala
atomica, ela é encontrada em oxidos metalicos complexos e tem como caracteristica uma

grande diminuicao da resisténcia elétrica com a aplicacao de um campo magnético.
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A magnetizacao dessas estruturas mencionadas acima sempre precessiona na mesma
direcao. Essa precessao ¢ a base de muitos dos novos equipamentos eletronicos baseados
em excitagoes magnéticas. Para entender isso, podemos imaginar uma amostra saturada
magneticamente submetida a uma radiacao de microondas com polarizacao circular. Se
a polarizacao gira na mesma direcao da magnetizacao, vai acontecer uma forte interagao
entre as microondas e o material. Porém, se a polarizacao ocorre no sentido oposto, nao
vai haver interacao. Esse é um exemplo da idéia de um diodo de microondas. Esse movi-
mento precessional simples é a base para uma rica variedade de excitacoes em materiais

magnéticos.

A precessao do vetor magnetizacao implica que os momenta individuais, que chamare-
mos de spins a partir de agora, precessionam com a mesma frequéncia e a mesma fase.

Temos portanto um modo uniforme de propagacao.

Neste trabalho, a propriedade que mais nos interessa esta relacionada ao spin dos
atomos dos materiais magnéticos, mais especificamente, a quantidade de energia e de
momento que flui numa particula numa determinada direcao. O conjunto dos spins
determinara as ondas de spin, que constituem um dos tipos de excitagoes elementares
de um sistema magnético. Essas excitacoes sao quantizadas, sendo que o seu quanta é
chamado de magnon. Os magnons sao excitagoes coletivas dos spins que ocorrem em redes
magnéticas com simetria continua. Eles podem ser excitados termicamente e obedecem
as estatisticas de Bose-Einstein ou de Fermi-Dirac, para particulas com spins inteiro ou

semi-inteiro, respectivamente.

O estudo das ondas de spin se tornou importante devido a um variado leque de
aplicagoes. Esses estudos visam o desenvolvimento das tecnologias onde materiais magné-
ticos sao utilizados, havendo a necessidade de se conhecer sobre essas ondas, em um ramo
da eletronica conhecido como spintronica. Como exemplo, temos a gravacao de dados
em memorias RAM magnéticas, que nada mais é do que a utilizacdo de uma corrente
polarizada em spin atravessando um elemento magnético, produzindo um torque sobre
a magnetizacao. Os materiais magnéticos podem ser utilizados também pela industria
das telecomunicagoes na producao de emissores de sinais eletromagnéticos, dentre varias
outras aplicacoes. A partir dos conhecimentos sobre as ondas de spin € possivel determinar

inimeras propriedades termodinamicas de um sistema, por exemplo, o calor especifico.

Os sistemas de multicamadas magnéticas consistem de conjuntos de filmes finos so-
brepostos um ao outro, onde os filmes finos usados podem ser tanto de materiais fer-

romagnéticos como de materiais anti-ferromagnéticos. Assim, fica obvia a existéncia de
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varias possibilidades de combinacoes entre esses dois tipos de filmes, dando origem a
varios tipos de multicamadas. Quando estamos lidando com um material onde esses
filmes magnéticos sao dispostos de uma maneira periddica, ou seja, camadas de filme
magnético intercaladas por um espagador, falamos entao de super-redes magnéticas, que
sao um caso especial das multicamadas magnéticas. Ha também diversas outras formas
ou combinagoes para a obtencao desses materiais, sendo que, cada uma delas fard com
que o material resultante apresente propriedades fisicas diferentes uns dos outros, como a
histerese, a magnetizacao e a temperatura critica, por exemplo, e também diferentes das
propriedades dos materiais das camadas que o constituem. Neste trabalho tratamos ape-
nas de filmes envolvendo materiais ferromagnéticos, mais especificamente, uma camada

destes filmes, em sistemas ditos bidimensionais.

O avango nas técnicas de crescimento de materiais magnéticos abriu a possibilidade
da fabricacao de filmes finos com aplicacao em aparelhos eletronicos, e com variadas uti-
lidades. Pode-se usa-los para isolar camadas condutoras, nas conexoes das regioes ativas
de um dispositivo, ou em superficies do ambiente externo, como fonte dopante e também
como barreira para a dopagem. Esses filmes finos proporcionam caracteristicas nas quais
o avanco da tecnologia dos aparelhos eletronicos esta bastante ligado, como por exemplo,
reducao das dimensoes de dispositivos de alta tecnologia, baixa voltagem de operacgao e
alta velocidade. Atualmente, estes filmes estao aparecendo com dimensoes cada vez mais
reduzidas, chegando inclusive ao ponto de serem tratados como sistemas magnéticos em
apenas duas dimensoes. Deixamos claro que isto é apenas uma aproximacao, devido a
uma dessas dimensoes ser bem menor do que outra, o que esta relacionado aos graus de

liberdade do sistema.

1.2 Modelagem de impurezas

Apesar dos diversos métodos de producao de filmes finos com materiais magnéticos,
e dos avancos pelos quais estes métodos estao passando, ainda nao é possivel se ter um
controle sobre a pureza dos materiais. Utiliza-se materiais que ja sejam encontrados
na natureza com o mais alto grau de pureza possivel. Neste trabalho, consideramos
€asos nos quais nao se tem controle sobre a homogeneidade dos materiais. Dentre outras
coisas, a nao-homogeneidade pode causar distorcoes no fluxo local em algumas regices de
um circuito magnético de uma maquina elétrica. Isso mostra a importancia de usarmos

materiais magnéticos que sejam o mais puros e homogéneos possiveis.
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Em virtude desse nao controle sobre caracteristicas como a pureza e a homogeneidade
dos materiais, é feito um trabalho no intuito de modelar esses sistemas com interagoes de
troca aleatdrias, utilizando algumas distribuicoes estatisticas. Ou seja, como nao temos
controle sobre elas, tentamos trata-las como tendo uma distribuicao conhecida, o que
possibilita o estudo e o entendimento de fatores importantes, como os efeitos causados

sobre as caracteristicas do sistema.

As distribuicoes de probabilidade sao modelos matematicos que relacionam um certo
valor de uma varidavel em estudo com a sua probabilidade de ocorréncia, ou seja, estru-
turas matematicas que descrevem aproximadamente as caracteristicas de um determinado
fenomeno. Basicamente, cada distribuicao possui uma funcao de distribuicao que a define,
e é caracterizada por duas propriedades: a média, que é uma média aritmética dos valores
que a variavel pode assumir; e o desvio padrao, que mede a dispersao dos valores indivi-
duais em torno da média, ou a variancia, que é o quadrado do desvio padrao. Dentre as
varias distribuicoes de probabilidade existentes podemos destacar algumas como sendo as

mais importantes.

A Distribuicao normal, ou gaussiana, possui graficos unimodais e simétricos em relagao
a sua média, além de terem forma de sino. Uma caracteristica importante dessa dis-
tribuicao é o fato de a soma de variaveis aleatorias com uma certa distribuigao, seja ela
qual for, tende a ser uma variavel normalmente distribuida, o que é uma consequéncia
direta do Teorema do Limite Central, cujo enunciado é: a soma de muitas variaveis
aleatorias independentes, e com mesma distribuicao de probabilidades, tende a ter dis-
tribuicao normal. Isso nos mostra que todas as outras distribuicoes de probabilidade

possuem uma forte relacao com ela.

A distribuicao de Poisson é aquela onde as varidaveis aleatérias sao provenientes de
um processo de Poisson, caracterizado da seguinte maneira: a ocorréncia de um evento
em um intervalo de espago ou de tempo nao tem qualquer efeito sobre a probabilidade de
ocorréncia de um segundo evento; um numero infinito de ocorréncias de um determinado
evento devem ser possiveis no intervalo; a probabilidade de uma tnica ocorréncia do
evento em um dado intervalo é proporcional ao tamanho do intervalo; em um intervalo

infinitesimal, a probabilidade de mais de uma ocorréncia do evento é desprezivel.

Uma variavel aproximadamente nesta distribuicao é encontrada sempre que for feito
um grande nuimero de observagoes de um evento com pequena probabilidade de ocorrer.
Os seus parametros de média e variancia sao iguais, e suas aplicacoes sao encontradas

em casos muito importantes no nosso cotidiano, e casos simples como, por exemplo, um
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estudo sobre o nimero de automédveis que cruzam um viaduto em um certo intervalo
de tempo. Ela esta intimamente ligada a uma outra distribuicao muito importante, a
distribuicao exponencial, ligacao dada da seguinte forma: enquanto temos uma variavel
de Poisson representando o numero de ocorréncias de um certo evento em um intervalo
de tempo, temos uma variavel exponencial equivalendo exatamente ao intervalo de tempo
médio entre duas dessas ocorréncias. Essa distribuicao exponencial é sempre utilizada em

casos que sao denominados como problemas de fila de espera.

1.3 Descricao do trabalho

No Capitulo 2 deste trabalho, falamos a respeito de ondas de spin e descrevemos trés
tipos de interagoes pertinentes a sistemas magnéticos: a interacao de troca; a interacao
Zeeman; e a anisotropia uniaxial. Sendo apresentados termos de energia relativos a cada

uma delas.

No Cap. 3, descrevemos as distribuigoes estatisticas mais importantes, discriminando
caracteristicas e algumas aplicagoes, como uma forma de saber a respeito delas antes de
utilizarmos algumas no processo de modelagem das impurezas e das nao-homogeneidades
dos materiais magnéticos que estamos estudando. Mostramos também uma distribuicao

de ntmeros correlacionados com a mesma finalidade.

No Cap. 4, apresentamos o nosso sistema bidimensional. Definimos seu Hamiltoniano
considerando interacao de troca, interacao Zeeman, e anisotropia uniaxial. Posterior-
mente, aplicamos a Transformacao de Holstein-Primakoff para faze-lo fungao dos opera-
dores bosonicos de criacao e de destruicao, ou seja, bosonizar o nosso Hamiltoniano. E
entao, mostramos como sao encontradas as relacoes de dispersao, usando a equacao do

movimento de Heisenberg.

No Cap. 5, sao apresentados os resultados obtidos. Primeiramente, as distribuicoes es-
tatisticas geradas computacionalmente, que podem ser usadas para modelar as impurezas
e a nao homogeneidade do nosso sistema, além da distribuicao de numeros correlacionados.
Mostramos também histogramas encontrados para conjuntos de autovalores de matrizes
aleatérias. E, por fim, as relagoes de dispersao encontradas. No Cap. 6 sao expostas as

conclusoes tiradas a partir dos resultados obtidos.
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2 Ondas de spin

2.1 Introducao

O conceito de spin surgiu como sendo a rotagao, sobre o seu proprio eixo, de uma
particula capaz de produzir um campo magnético. Esse campo seria semelhante ao gerado
por uma volta de fio percorrido por uma certa corrente elétrica. Posteriormente, foi
verificado que essa definicao nao era vélida, pois, dentre outras razoes, nao satisfazia
aos neutrons, que nao possuem carga. Com isso, foi entao criada a definicao dizendo
que o spin refere-se as orientagoes possiveis das particulas sob o efeito de um campo
magnético. Identificado como o quarto numero quantico das particulas, ele é indispensavel
para uma total definicao das mesmas. O spin é uma propriedade puramente quantica,

sem equivalente classico.

Foram dois fisicos alemaes, Otto Stern e Walter Gerlach, que, em 1921, constataram
as primeiras evidéncias da existéncia de dois diferentes sentidos para o movimento de
rotacao dos elétrons. Eles relizaram um experimento que consistia, basicamente, de um
feixe de atomos carregados lancado em direcao a um campo magnético nao-uniforme.
Foi observado que os atomos sofriam desvios causados por esse campo magnético, mas
com um comportamento diferente daquele que era esperado. Esses desvios foram entao
explicados com a introducao do conceito de spin, neste experimento que ficou conhecido

como experimento de Stern-Gerlach[1].

O spin esta relacionado ao momento angular intriseco das particulas. A lei de con-
servacao do momento angular é uma consequéncia da isotropia do espago com respeito
a um sistema fechado [2], o que é valido tanto para a Mecanica Classica quanto para a
Mecanica Quantica. A relagao entre o momento angular e as propriedades de simetria
sobre rotacao é muito importante para a Mecanica Quantica, sendo as bases do conceito

de momento angular.
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O movimento coletivo dos spins é uma excitagao do meio magnético. Essas ondas de
spin sao estudadas devido a sua importancia na determinagao de propriedades magnéticas
de materiais, tendo em vista que o modo como essas ondas reagem a determinadas in-

fluéncias externas é consequéncia direta das propriedades magnéticas do material.

2.2 Descricao geral

De um ponto de vista microscopico, temperatura é a medida da energia cinética
associada ao movimento aleatério das particulas que compoem um sistema. Assim, quando
um sistema estd a uma temperatura de 0 Kelvin, o zero absoluto, dizemos que ele se
encontra em seu estado de mais baixa energia, estado fundamental, onde as suas particulas

nao possuem energia cinética.

Em um sistema ferromagnético com um pequeno campo magnético aplicado na direcao
z, 0s momentos magnéticos sao completamente ordenados, como exige a terceira lei da
termodinamica. Um pequeno fornecimento de calor, provocando um sutil aumento na
temperatura do sistema, faz com que ele mude de seu estado fundamental para um estado
excitado. Consequentemente, ocorre o desvio de um de seus spins, que pode ser o de
qualquer um dos atomos, com iguais probabilidades. Devido as interacoes que existem
entre os spins, essa excitacao passa a ser transmitida de spin em spin, na tentativa de
realinha-los, e entao, o sistema voltar ao seu estado fundamental. Essa interagao é a

chamada interacao de troca, e denominamos tal excitacao coletiva como onda de spin.

(a) OO
b OO O TN I TRy
© N ASVAR YA S ANDANY AN AN A,

Figura 1: Onda de spin em uma cadeia ferromagnética com spins mostrados em perspec-
tiva, em (a), e de cima em (b),enfatisando o seu comprimento de onda.
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As ondas de spin, mostradas na fig.1[3], sao excita¢oes magnéticas elementares do
tipo onda. Um caso especial de ondas magnéticas de superficie [4,5,6], na qual a interagao
de troca é a energia dominante. Essas excitagoes sao quantizadas, e o seu quantum é
conhecido como mégnon. O vetor de onda ¢ é quem determina a fase de um spin em

relagao ao outro.

Variagoes maiores na temperatura desse sistema provocarao a excitacao de dois ou
mais spins, o que gera dificuldades ao nosso sistema, como por exemplo, esses spins
desviados irao se propagar até chegar um momento no qual eles irao se encontrar, devido
a terem diferentes velocidades de propagacao, causando espalhamentos no sistema. Para
evitar essa e outras complicacoes possiveis, a teoria de ondas de spin usa uma aproximacao,
que s0 é valida para temperaturas muito abaixo da temperatura de Curie, com um pequeno
numero de spins desviados, tornando as ondas de spin independentes. Assim, é ignorada
a possibilidade da existéncia de interagoes entre essas ondas de spin. Essa aproximacao
provoca um erro que ja foi calculado por Dyson [7], como sendo menor que 5 % para o

valor da magnetizacao.

2.3 Interacoes

De uma maneira geral, as ondas de spin sofrem influéncia de interagoes de troca,
dipolos, efeitos de geometria do sistema, e orientacao do cristal e do campo magnético,

entre outras. Citaremos aqui trés destas interagoes.

2.3.1 Interacao de troca

A interacao de troca consiste de uma interacao eletrostatica pertinente a dois campos
que estao situados a uma certa distancia um do outro. Esse tipo de interacao gera no
sistema uma energia que é conhecida como energia de troca, e em muitos casos, energia
de interagao de Heisenberg. Essa interagao esta relacionada a nuvem eletronica que fica
envolvida nas ligagoes quimicas entre os dtomos, e tem como caracteristica importante a

sua isotropia.

Ela é considerada de curto alcance, ou seja, seu valor diminui a medida que a distancia
entre os spins envolvidos aumenta, possuindo valores consideraveis para pequenas distan-
cias. Na grande maioria dos sistemas que possuem esse tipo de energia, considera-se
apenas a interacao de cada um dos spins com os seus primeiros vizinhos, desprezando as

outras, em virtude de seus efeitos serem relativamente insignificantes.
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Essa interacao pode ser facilmente compreendida se tomarmos como exemplo um
sistema simples, com apenas dois elétrons, considerando que os seus spins sao dados
por 51 e S5. Analisando as duas configuragoes abaixo[fig.2], percebemos que elas possuem
energias diferentes. Isso pode ser constatado a partir do Principio da exclusao de Pauli [8],
que diz que o sistema deve ter uma fungao de onda total anti-simétrica [8,9]. Para isso, um
sistema com spins paralelos (anti-paralelos) apresenta uma fun¢ao de onda espacial anti-
simétrica(simétrica). E como a fungao de onda espacial influencia na energia eletrostética

total do sistema, podemos afirmar que essas duas configuracoes tém energias diferentes.

(a) (b)

Figura 2: Spins paralelos (a) e anti-paralelos (b).

A energia de troca é exatamente a diferenca entre as energias dessas duas con-
figuragoes, ou seja, é a energia necessaria para a inversao no sentido de um spin, e é
dada por:

Uiy = —2J125, - Ss, (2.1)

onde Jis é conhecido como constante de troca(integral de Heisenberg), que caracteriza
essas interagoes como curto alcance, ja que o seu valor costuma ser o mesmo para vizinhos
proximos, e tende a diminuir para vizinhos mais afastados. Quando ha o envolvimento de
elétrons do mesmo atomo, os valores dessa energia sao significativamente mais elevados, no
entanto, ha um decaimento exponencial para distancias acima do raio orbital, se tratando

de atomos vizinhos.

O termo da energia de troca depende do vetor de onda da excitacao, e para grandes
valores do vetor de onda d4 uma maior contribui¢ao na energia total de um sistema, sendo
o responsavel pelo cardter ferromagnético que o mesmo possa apresentar. Considerando
apenas esta forma de energia, podemos afirmar que o sistema tende a se organizar em

uma configuragao ferromagnética, com spins paralelos, quando .J;5 é positivo, e em uma
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configuracao anti-ferromagnética, com spins anti-paralelos, quando o valor de Ji5 é nega-
tivo. Estas sao as configuragoes que apresentam menores valores de energia, o que torna
os sistemas mais estaveis, fazendo com que eles tendam a se organizar em uma dessas for-
mas. Também podemos afirmar que quando a constante de troca é nula, nao existe uma
direcao privilegiada para os spins, sendo iguais as possibilidades de eles serem encontrados

um qualquer uma das configuragoes possiveis, e o sistema é paramagnético.

Em sistemas mais complexos, a energia de troca é dada por:
1 — —
Ey=—; > 7S 8, (2.2)
i7j

que é um somatério entre todas as interagoes possiveis no sistema. Nesta equacao nota-
mos a presenca do termo 1/2, que aparece simplesmente para cancelar a duplicidade de
interacoes que os dois somatoérios fariam aparecer. Por exemplo, a interacao de §1 com
Sy e a de 52 com S, apareciam apos os somatorios serem efetuados, porém, existe apenas
um valor desse tipo de interacao para cada par de spins, em seus respectivos sitios. E
como a equacao trata de um produto escalar, nao hé relevancia alguma quanto a ordem

dos termos.

A equacgao 2.2 possui uma abordagem discreta, porém, é possivel converte-la a uma
representacao continua. Para isso é preciso remover sua dependéncia em detalhes de

pequena escala, obtendo a seguinte equagao [10]:

Eu=A [ @Y (@M, (23)

onde A é a constante de troca, e M, () representa o conjunto de spins.

2.3.2 Anisotropia magnética

Um sistema ¢é dito isotropico, quando os seus spins podem rotacionar em qualquer
direcao sem que haja a necessidade de um gasto de energia. Isso quer dizer que a magne-

tizagao é livre, podendo apontar para qualquer direcao ou sentido.

A anisotropia magnética [11,12] é uma preferéncia que os spins tém de se alinharem
em determinadas diregdes [13], que sdo conhecidas como diregoes de facil magnetizagao
[14]. Quando um sistema apresenta essa caracteristica, os seus spins tendem a se alinhar
em uma direcao, e para serem rotacionados a outras diregoes haverd gasto de energia,

entao, o seu Hamiltoniano terd que apresentar um termo relativo a essa energia.
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Os materiais ferromagnéticos nao possuem uma perfeita simetria no que diz respeito as
suas propriedades magnéticas. Estas geralmente apresentam diferencas entre as direcoes
possiveis. Isso traz consequéncias muito importantes como, por exemplo, a influéncia
da anisotropia ser maior (menor), gerando uma maior(menor) magnetizagao, envolvendo
uma maior(menor) quantidade de energia em uma determinada diregao, do que em outra,
dependendo apenas da dificuldade que esta venha a ter em girar a direcao da referida mag-
netizagao. Essa dificuldade depende diretamente da medida da propriedade referida[12],

propriedade esta que esta relacionada a estrutura eletronica do material.

Especificamente no caso de filmes finos, a reducao de espessura do material provoca um
acentuamento nos efeitos causados pela anisotropia. As assimetrias locais de superficies
e interfaces sdo mais relevantes [15-27], tornando-se fundamentais para a definicdo do
comportamtendo magnético, o que nao acontece em materiais massivos, onde os efeitos
da anisotropia nao sao realmente significativos. Assim, uma boa descricao desses sistemas
fisicos exige que tenhamos um Hamiltoniano com um termo onde sejam consideradas as

influéncias das anisotropias em sua energia livre.

Um campo magnético externo aplicado a um material magnético pode causar enormes
variagoes nas suas curvas de magnetizacao[12,28-33]. Isso é muito utilizado no processo

de melhora de materiais.

A anisotropia pode ser causada por diferentes fatores: estrutura cristalina, forma da
amostra, stress interno, temperatura, etc. A partir disso, ela é classificada em vérios tipos,
dentre eles estao a anisotropia magnetocristalina, a magnetostatica e a magnetoelastica.
Apesar desses diferentes tipos, é importante ressaltar que os respectivos efeitos sobre a
energia necessaria para a magnetizacao sao equivalentes, nao importando o mecanismo

gerador da anisotropia [12,13], ou seja, o importante nao ¢é a causa, e sim a consequéncia.

2.3.2.1 Anisotropia magnetocristalina

A anisotropia magnetocristalina é aquela devida as direcoes cristalograficas do ma-
terial. Essa energia aparece quando a direcao preferencial corresponde a um eixo crista-

logréfico do cristal, e é dada por:
Ey, = K;sin? 0 + O(sin*), (2.4)

onde K é a constante de anisotropia uniaxial, # é o angulo que o vetor magnetizacao faz
com a direcao de facil magnetizagao e O(sin') representa os termos de quarta ordem, ou

superiores.
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O primeiro modelo com anisotropia uniaxial foi proposto por Stoner e Wohlfarth,
em 1948. Um modelo que descrevia o magnetismo de particulas finas monodominio e
em forma de elipsdides, levemente alongadas, considerando que a reversao do momento
magnético ocorre com a rotagao coerente de todos os momentos magnéticos atomicos, e

desprezando as interagdes entre particulas [34].

Outras formas de simetria podem dar origem a outras equagoes para a anisotropia
magnetostatica, por exemplo, a simetria cubica, que juntamente com a uniaxial cons-

tituem a maioria dos casos, tem energia dada por:
o Kl .9 . 4 ) KQ ) ) .9
E=V[Ky,+ T(sm 20 + sin® fsin” 2¢p) + 1—6(8111 0 sin” 20 sin” 2¢) + ...], (2.5)

onde ¢ é o angulo azimutal ao plano XY, como é mostrado na figura 3 [35].

Van Vleck utilizou um modelo localizado, e a partir de seus resultados atribuiu a
origem da anisotropia magnetostética & interagao spin-orbita [36,37]. Posteriormente, as

mesmas conclusoes foram tiradas com o uso de um modelo itinerante [37].

Figura 3: Angulo azimutal.
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2.3.2.2 Anisotropia de forma (magnetostéatica)

A anisotropia de forma é aquela que aparece devido ao formato do material. Por
exemplo, se considerarmos uma particula em forma de elipséide, que nao é uma forma
geométrica totalmente simétrica, a aplicacao de um campo magnético externo faz apare-
cerem polos magnéticos, norte e sul, e devido a forma de elipsdide haverao polos mais
afastados do que outros, com forcas magnetostaticas menos intensas em suas direcoes.

Isso caracteriza o surgimento de uma anisotropia devido a forma [28].

Essa anisotropia ¢ devida a energia magnetostatica que o campo anti-paralelo a mag-
netizacao origina dentro do material ferromagnético, o que tem origens na sua prépria

magnetizac¢do. Por isso ele é chamado de campo desmagnetizante [39)].

A energia relacionada a ela é uma funcao dependente das componentes da magne-

tizagao M , sendo dada por:

1
E = W(Nng + N,M? + N.M?), (2.6)

onde M,, M, e M, sao as componentes da magnetizacao, e N,, N, e N, sao os fatores
de desmagnetizacao relativos a forma da particula, que dependem da direcao da magne-

tizacao, sendo maiores naquelas dire¢oes onde o material for menos alongado.

Esses fatores de desmagnetizacao em uma esfera, por exemplo, sao dados por N, =
Ny, =N, = %’T. Eles também foram calculados para o caso de esferéides, por Osborn [40)]

e Stoner [41].

NV

b=¢

Figura 4: Esferéide oblato.
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Um esferdide que apresente-se com a sua altura muito maior do que a sua largura é
geometricamente similar a um filme fino. Sabendo dos valores individuais de cada um
dos fatores de desmagnetiz¢ao de um esferéide oblato, fig. 4 [39], encontrados por Osborn
[40],

r2—1 r2—1

N, = 4z (1 — L_ arcsin —”’i_1>
(2.7)

Nb _ Nc _ 47r—2Na

Podemos chegar aos valores de um filme fino usando o limite para valores muito

grandes de r na equagao 2.7:

N, 24
" 2 Y (2.8)
Ny=N.=7

cuja energia desmagnetizante serd dada por
E =2n(n-M)? (2.9)

onde 7 é o vetor normal ao plano dos eixos longos do esferdide.

Isso mostra uma forte tendéncia da magnetizagao ficar no plano, minimizando a en-
ergia magnetostatica. A presenca de energia nesse campo desmagnetizante faz com que

haja magnetizacao nesta dire¢cao mesmo na auséncia de um campo magnético externo.

Esta forma de anisotropia tem importantes contribui¢oes na anisotropia total de um

filme fino, devido a baixa dimensionalidade do mesmo.

2.3.2.3 Anisotropia magnetoelastica

A anisotropia magnetoelastica esta ligada a elasticidade dos materiais, quando tensoes
mecanicas provocam deformagoes na estrutura cristalina. Ela é descrita como uma aniso-
tropia uniaxial, dada por:

.2
E = K,sin” 6, (2.10)
com constante de anisotropia

K;:(g)&m (2.11)

onde )y é a magnetostricao, deformacao de estruturas cristalinas devido a aplicagao de
campos magnéticos. A letra o simboliza a tensao interna e #, o angulo entre o0 momento

magnético e os eixos de "stress”.
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Os efeitos desta anisotropia podem ser minimizados com o uso de tratamentos térmicos

que aliviem as tensoes mecanicas geradas sobre o material.

2.3.2.4 Anisotropia de superficie

Néel [42] mostrou a existéncia de um tipo de anisotropia relacionada a superficie dos
materiais. Ele usou um modelo localizado, propondo que a quebra de simetria transla-
cional causaria essa anisotropia de superficie, representando uma descontinuidade para
as interacoes magnéticas. Em filmes finos, essa anisotropia pode causar uma reduc¢ao na

magnetizacao em funcao da espessura do material, com energia envolvida dada por:
Eg = —Kgcos®0), (2.12)

onde 6 é o angulo entre a normal a superficie e 0 momento magnético, e Kg é o coeficiente
de anisotropia magnética de superficie, uma constante que pode ter valores positivos ou

negativos, dependendo do tipo de filme magnético e da sua espessura.

Bennet e Copper estudaram os efeitos da anisotropia de superficie sobre filmes finos
[43] a partir de um modelo de elétron itinerante, confirmando a possibilidade da constante

K ter valores positivos ou negativos.

2.3.3 Interacao Zeeman

O efeito Zeeman é o deslocamento das raias espectrais do espectro de um sistema,
como consequéncia a aplicacao de um campo magnético sobre o mesmo. Esse efeito é
muito utilizado na determinagao dos ntimeros quanticos dos niveis de energia, além de ser

base nas técnicas de ressonancia magnética.

Isso foi descoberto pelo fisico holandés Peter Zeeman que, em 1896, iniciou um estudo
relativo as influéncias de um campo magnético sobre o estado de polarizacao da luz. Ele
observou que as duas linhas amarelas do sédio se alargavam com a presenca de um campo
magnético, e também que essas linhas eram circularmente polarizadas, quando observadas
paralelamente as linhas de for¢ca do campo magnético, ou linearmente plano-polarizadas,

se observadas perpendicularmente.

Apos a sua descoberta experimental, veio entao a sua explicagao tedrica, feita por
Lorentz, em 1897 [44]. Ele utilizou a teoria do elétron, de sua autoria, e considerou
ions(elétrons) presos aos atomos por uma forga eldstica, e sobre a influéncia de uma

forca externa. Demonstrou que o campo magnético fazia com que esses fons oscilassem na
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dire¢ao do campo magnético, com uma certa frequéncia vy, a0 mesmo tempo que girassem

com Oérbitas circulares em planos normais a direcao de B, com frequéncia:

ehmag

v=1uy*t (2.13)

dtmec’

onde e é a carga do elétron, m, é a massa do elétron, e ¢ é a velocidade da luz no vacuo.

A teoria quantica diz que quando ha uma mudanga da frequéncia relacionada a uma
linha espectral, ha também uma variacao do nivel de energia de um dos estados envolvidos
na transicao, ou até mesmo a de ambos os estados. Essas transicoes entre estados estao
associadas a presenca de um ou mais elétrons opticamente ativos. Os respectivos estados
atomicos sao construidos a partir do spin total desses elétrons, que pode ser inteiro, semi-
inteiro, ou nulo. Quando o spin total é nulo, classifica-se como efeito Zeeman normal, e
pode-se analisar com a teoria classica proposta por Lorentz. Os casos em que o spin total
nao é nulo exigem o uso da teoria quantica, e sua explicagao qualitativa nao foi possivel

antes do aparecimento da referida teoria, e da descoberta do spin.

Os efeitos causados por um campo magnético agindo sobre um atomo e aqueles cau-
sados pelo campo gravitacional da Terra agindo sobre um piao se assemelham bastante,

como pode ser visto na fig. 5.

g

Figura 5: Analogia entre os efeitos de um campo magnético e um campo gravitacional.
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2.3.3.1 Efeito Zeeman normal

No efeito Zeeman normal, observar ao longo de uma direcao paralela ao vetor de
indugao magnética B mostra um desdobramento da raia espectral em duas raias. Ja ao

se observar por uma dire¢ao perpendicular ao vetor B, vé-se um desdobramento em treés.

Com estados tendo o spin total dos elétrons nulo, os deslocamentos dos niveis de
energia causados pelo campo magnético externo associam-se somente aos momentos de
dipolo magnético orbital dos elétrons. A interagao entre B e L desdobra o estado de

energia em (21 +1) niveis igualmente separados.

Isso pode ser explicado com o uso de um modelo semi-classico [45], considerando
um elétron atomico, de massa my e carga —e, movendo-se em uma Orbita circular. Esse
movimento circular origina uma corrente elétrica que gera, a grandes distancias, um campo
magnético, que seria equivalente ao pruduzido por um dipolo no centro dessa trajetéria,

cujo momento magnético é dado por:

e

W= — (2.14)

2moc

que, na presenca do campo aplicado, fica sob o efeito de um torque magnético dado por

[ X B, com uma tendéncia de alinhamento entre os momentos de dipolo e o campo externo.

O angulo entre L e B pode assumir somente certos valores, pois a projecao de L sobre

0 eixo Z é quantizada por
m=—l,—l+1,..,0,..,+1,1
e a energia de um estado particular também serd funcao do seu numero quantico m:
AE = —ugmB (2.15)
onde pup é o magneton de Bohr, dado por:

QL =9,27412107%*J/T = 5, 7884210 %V /G (2.16)
mo

4 MB 7
=—"L

H h KB

Esses resultados mostrados acima também podem ser obtidos com um formalismo de

mecanica ondulatéria [46].
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2.3.3.2 Efeito Zeeman andémalo

O efeito Zeeman anomalo ocorre quando também h&a a presenca de spin, caso bem

mais comum que o anterior. Consequentemente, o momento angular total sera dado por:
J=L+8 (2.17)
e o momento magnético pode ser encontrado pelas equagoes:
= gupJ (2.18)

fi= 5219l + g5 (2.19)
onde g é o fator de landé,

J(J+1)+S(S+1)—-L(L+1)

2J(J +1) (2:20)

g=1+

Essa interagao entre o momento magnético ji e o campo magnético E, uniforme, e
orientado na direcao Z, causa o surgimento de um torque

['=—jixB, (2.21)

que tende a girar o dipolo afim de alinha-lo paralelamente ao campo, como no efeito

zeeman normal, gerando uma energia dada por
H.ceman = —f1- B. (2.22)
Esse termo andomalo surgiu apenas porque, na época em que as caracteristicas que o

definem foram observadas, ainda nao existia a teoria quantica para interpretar todos os

aspectos dos desdobramentos Zeeman.
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3 FEstudo das distribuicoes

3.1 Introducao

Uma distribuicao de probabilidade é a relagao entre um valor e a sua probabilidade

de ocorréncia. Ha dois tipos de distribuicoes de probabilidade:

1. Distribuigoes Continuas: quando a varidvel que esta sendo medida é expressa em
uma escala continua, como no caso de uma caracteristica dimensional. As probabilidades
sao especificadas em termos de intervalos. Nesses casos, a probabilidade associada a um
numero especifico é zero, com excegao a distribuicao 9.

Exemplos:
— Distribuicao exponencial
— Distribui¢do normal (gaussiana)
— Distribuicao log-normal
— Distribui¢ao de Laplace (dupla exponencial)
— Distribuicao beta
— Distribuicao gama
— Distribuicao chi-quadrado
= Distribuicao de Pareto

— Distribuicao de Weibull

2. Distribuigoes Discretas: quando a variavel que esta sendo medida s6 pode assumir
certos valores, por exemplo, os valores inteiros: 0, 1, 2, etc. Nelas, a probabilidade de que
a variavel X assuma um valor especifico z, é dada por: P(X = z,) = P(z,), denominada

funcao massa de probabilidade dessas distribuicoes.



3.2 Distribuicao normal 32

Exemplos:
— Distribuicao de Poisson
— Distribuicao binomial
— Distribui¢ao binomial negativa
— Distribuicao de Bernoulli
— Distribuicao geométrica
= Distribuicao hipergeométrica

Descrevemos agora algumas dessas distribuicoes.

3.2 Distribuicao normal

Nesta distribuicao, a area sob a curva entre um ponto qualquer e a média é fungao
somente do numero de desvios-padroes que o ponto estd distante da média. Seu grafico
possui forma de sino, fig.6, é unimodal e simétrica em relacao 4 sua média, o que nos

indica que os valores da variavel aleatoria podem variar de —co a +o00.

H(x)

05
04
03

0
0.1

Figura 6: Grafico de uma distribui¢ao normal ou gaussiana.
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A probabilidade de uma variavel aleatoria tomar um valor entre dois pontos quais-
quer é igual a area compreendida entre esses dois pontos. E a sua funcao densidade de

probabilidade ¢ dada por:

1 —(z—p)?
fx) = exp 2? (3.1)
o\ 2T

A funcao de distibui¢ao acumulada determina a probabilidade da variavel assumir um

valor menor ou igual a x, no caso continuo:
Facu(x) - P(X < .CE') - / facu(x)dxa (32)

que representa a area sob a curva até o valor x. A funcao acumulada da distribuicao

normal é dada por:

1 b (a2
Fou(z) = / e 202 dx. (3.3)

oV 2T

08

QB

fix)
0.4

0.2

oo

..
-
-

Figura 7: Comportamento da distribuigao gaussiana com variagoes nos parametros.

A eq.3.1 indica que nao existe uma unica distribuicao normal, e sim uma familia de
distribui¢oes normais, representadas como N (u, o), pois cada par de valores atribuidos
para i e o constitui uma distribuicao diferente, como vemos na fig.7. Um caso especial

desta distribuigao é dado por =0 e 0 = 1, a chamada distribuicao normal padrao.
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PROPRIEDADES

A distribuicao gaussiana é simétrica em torno da média, implicando em média, me-
diana e moda coincidentes; Qualquer combinac¢ao linear de variaveis normalmente dis-
tribuidas também seguird o modelo Normal, ou seja, se Xy, Xs, ..., X, tém distribuicao

normal, e sao independentes, a variavel Y que é uma combinacao linear de X:
Y = ale + a2X2 + ...+ aan,
também é normalmente distribuida, com média

[y = Q101 + .. F Ay, (3.4)

e variancia

ol =dio} + ...+ a0, (3.5)

onde ag, ..., a, sao constantes.

Ela serve de aproximacao para o calculo de outras distribuicoes quando o ntimero de
observagoes fica grande. Esta é uma propriedade que provém do Teorema Limite Central,
cujo enunciado é: A soma de muitas variaveis aleatorias independentes, e com mesma

distribuicao de probabilidade, tende a ter uma distribuicao normal.

Dentre todos os tipos de distribui¢oes que possuirem a mesma variancia, ela é a que
possui maior entropia. E, por ser normalizada, a area total sob sua curva é igual a 1, ou
100%.

Pode ser aplicada a varias situacoes, por exemplo: retorno de ativos financeiros;
os prazos da gravidez tem distribuicao normal com média de 268 dias e desvio padrao
de 15 dias; medidas de dimensoes e caracteristicas humanas como altura, peso, pressao

sanguinea, etc.

3.3 Distribuicao uniforme

E a distribuicao cuja funcao densidade de probabilidade é constante dentro de um
intervalo de valores da variavel aleatoria X, o que significa que cada um dos valores que

X pode assumir tem a mesma probabilidade de ocorrer.



3.8 Distribuicao uniforme 35

f(x)

I/(b-a) T

Figura 8: Grafico de uma distribuigao uniforme entre a e b.

A sua funcao densidade de probabilidade é dada por:

1
fla) = (3.
mostrado na fig. 8, com a < x < b.
PROPRIEDADES
A média é dada por
a+b
p=1020, (3.7)
e a variancia por
bh— 2
— ( 2a) : (3.8)

A probabilidade de que X esteja em um sub-intervalo de (0,1) é igual ao préprio

tamanho deste sub-intervalo:
b
Pla< X <b}— / f@)dz = b—a, (3.9)

para qualquer 0 < a < b < 1.
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3.4 Distribuicao de Bernoulli

Quando tratamos de eventos nos quais os resultados podem ser classificados como
sucesso ou falha, podemos fazer X = 1, para o caso de sucesso e X = 0, para o caso

contrario, assim, obtemos uma funcao massa de probabilidade dada por:

{p(O)IP{XIO}Il—p

(3.10)
p(l) = P{X =1} = p

onde p, 0 < p < 1, é a probabilidade de que o evento seja um sucesso. A sua funcao

acumulada é:
1—p, 0<2z<1

Fpeu(z) = (3.11)
acu { 1’ 2> 1

Esses evendos descritos acima sao chamados de eventos de Bernoulli. Uma varidvel
aleatéria é chamada de variavel aleatdria de Bernoulli quando sua funcao massa de prob-
abilidade é dada pela equacao acima e, por tanto, qualquer conjunto dessas variaveis

constituird uma Distribuicao de Bernoulli.

PROPRIEDADES

Sua média é dada por
ft=p, (3.12)

e a variancia por

o’ =p-q, (3.13)
onde, ¢ = 1 — p é a probabilidade de falha no evento.

Dentre as varias, citamos algmas das aplicacoes desta distribuicao: uma peca é classi-
ficada como boa ou defeituosa; o resultado de um exame médico para detectar uma doenca
¢é positivo ou negativo; um paciente submetido a um tratamento durante um periodo de
tempo fixo, cura-se ou nao da doenca; um entrevistado concorda ou nao com a afirmacao
feita; no lancamento de um dado ocorre, ou nao, a face 5; verificar se um servidor de

intranet esta ativo ou nao.
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3.5 Distribuicao binomial

Supondo termos n eventos independentes, cuja ordem nao seja relevante no resultado
final, e que cada um possa resultar em um sucesso, com probabilidade p, ou em um
fracasso, com probabilidade 1 - p. Se X representar o niimero de sucessos que ocorrem
nesses n eventos, entdo X é uma varidvel aleatéria binomial com parametros (n,p), onde
0 < p < 1. A distribui¢ao binomial tem uma forte ligacao com a Distribui¢ao de Bernoulli:

uma Distribuigdo Binomial do tipo (1,p) é uma distribui¢ao de Bernoulli.

A sua Funcao massa de probabilidade é dada por:

G — p'(1=p)" (3.14)

(n—1d)li
onde i =0,1,2,...,n. E sua funcao acumulada é:
F ST i ) 3.15
acu\T) = N - .
(x) ;(n_l)mp( p) (3.15)
A validade da equacgao 3.14 pode ser verificada observando que a probabilidade de
qualquer seqgéncia particular dos n contendo i sucessos e n — ¢ fracassos é, assumindo a

n—i

independéncia dos eventos, p'(1 — p) Portanto, o outro termo da equacao indica o

numero de seqgéncias diferentes que possuem 7 sucessos e n — i fracassos.

PROPRIEDADES

Os parametros média e variancia, respectivamente, sao dados por:
pL=n-p (3.16)
o =np(1 —p) (3.17)

Como exemplo, essa distribuicao pode ser aplicada nos seguintes casos: controle de
qualidade, quando a amostragem é feita sobre uma populagao infinita ou muito grande;
contagem da quantidade de produtos defeituosos obtidos em uma linha de producao. Se
considerarmos que dois times de futebol, A e B, jogam entre si 6 vezes, a probabilidade

do time A ganhar 4 jogos é: n=6,i=4 ,p=1/3 ,¢q=1—p=2/3

6! 1 4 20

F(X=4)=— — - =",
( TR Ve
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3.6 Distribuicao geométrica

s | ‘
fYid ‘ | | | I T T T T T
: X

10 15

Figura 9: Grafico da distribuigao Geométrica.

Considerando uma série de n eventos de Bernoulli, com probabilidade p de se obter
sucesso, X é uma variavel com distribuicao geométrica de parametro p, mosrada na figura
9, se for igual ao numero de eventos necessarios até que se obtenha o primeiro sucesso.

Assim, a probabilidade de n tentativas serem necessarias para se obter um sucesso é:
Fn)=P{X=n}=p-(1-p)", (3.18)

e sua fungao acumulada é dada por:

Facu(x) = Zp ’ (1 _p)n—l’ (319)

comz=1,2,3, ...

PROPRIEDADES

Uma sequéncia de probabilidades forma uma progressao geométrica. A média é dada
por:
) (3.20)

e a variancia por

o2 = . (3.21)
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Exemplo de distribui¢ao binomial: se cada dia tem uma probabilidade p = 0,01 de
que um satélite seja danificado em uma colisao, a probabilidade de sobrevivéncia diaria é,
consegentemente, igual a 1 —p = 0.99. As probabilidades de que o satélite seja danificado

exatamente no vigésimo e no centésimo dias de operagao sao:

P(X = 20) = p(20) = 0,01 - (0,99)!° = 0, 0083
P(X = 100) = p(100) = 0,01 - (0,99)* = 0, 0037.

3.7 Distribuicao de Poisson

f(x)

1 e e e
E ¢ ;I'\.:-I

0.3F . h=4 ]
- o A=10

0.2F

0.1F

00kt X
0 5 10 15 20

Figura 10: Grafico da distribuicao Poisson para diferentes parametros.

Uma distribuicao de Poisson, fig.10, é toda aquela cujos dados sao provenientes de

um processo de Poisson. A sua fungao massa de probabilidade é:

6—)\)\m
p(z) = ——, (3:22)

onde A\ é o parametro de distribuicao, e x = 0,1,2,...,n. E a sua funcao acumulada é

dada por:

Faaly) = 3 2 (3.23)

|
=0 x!
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PROPRIEDADES

Sempre que se faz um grande ntimero de observagoes em casos cujo evento tem uma
pequena probabilidade de ocorrer, o niimero total de eventos tem aproximadamente uma

distribuicao de Poisson, cuja taxa de ocorréncia é dada por:

A=n-p. (3.24)

A média e variancia sao iguais a A , parametro de distribuicao, que representa a taxa

com que os eventos sao observados.

A probabilidade de dois eventos simultaneos é nula. Se a probabilidade de sucesso (p)
em um evento aproxima-se de zero, enquanto o nimero de tentativas tende para o infinito,
a média(A = n - p) permanecerd fixa, e entao, essa distribuigdo binomial se aproximara de

uma Poisson com média .

APLICACOES

A distribuigao de Poisson é muito empregada como um recurso para a aproximacgao
da distribuicao binomial. No entanto, a mesma exerce por si s6 um papel extremamente
importante, pois representa um modelo probabilistico adequado para um grande ntimero
de fenomenos observaveis, por exemplo: numero de dtomos desintegraveis de um mate-
rial radioativo; niimero de telefonemas recebidos em um intervalo de tempo; niimero de
automoéveis que passam por um viaduto em um certo intervalo de tempo; eacao letal a
uma determinada droga; a distribuicao das estrelas no céu; distribuicao de fétons sobre

uma placa fotografica.

Com a invencao do computador e a descoberta de que a estatistica tem usos im-
portantes em medicina, economia, administragao, sociologia, psicologia, educacao fisica e
outras mais, o impacto do uso da distribuicao de Poisson ainda esta por ser totalmente

percebido.
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3.8 Distribuicao exponencial

E uma distribuicao continua de probabilidade cuja funcao densidade de probabilidade

é dada por:

A -z T > O,
fasn=4 " (3.25)
0 ,x <0,

onde A\ é o parametro de distribuicao, denominado média. Esta equacao esta representada

graficamente na fig.11.

f(x)

0,75

0,25

X

Figura 11: Grafico de uma distribuicao Exponencial.

Sua funcao acumulada é

1 — -z ; >0
Fla; ) = © = (3.26)
0 ,r < 0.
A média e o desvio padrao da distribuicao exponencial sao definidos por:
w=1/\ (3.27)

o=1/\ (3.28)
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Ela é aplicada em muitos problemas de empresas nas areas de servicos e manufaturas,
em geral denominados problemas de fila de espera. Indicada para a analise de experimen-
tos envolvendo servigos prestados por empresas para clientes externos ou internos que sao
de duracao variavel, por exemplo, a duracao do atendimento do caixa de um banco ou de

postos de saude, o tempo de operagao sem interrup¢ao de um equipamento, etc.

Na distribuicao de Poisson, a variavel aleatéria é definida como o niimero de ocorréncias
em determinado periodo, sendo a média das ocorréncias no periodo definida como A . J&
na distribuicao Exponencial, a variavel aleatéria é definida como o tempo entre duas
ocorréncias, sendo a média de tempo entre ocorréncias de 1/A. Por exemplo, se a média
de atendimentos no caixa bancario é A = 6/min, entao, o intervalo tempo médio entre

dois atendimentos ¢ 1/A = 1/6 de minuto, 10 segundos.

3.9 Distribuicao correlacionada

As distribuigdbes com numeros aleatorios correlacionados sao muito utilizadas para
descrever correlagoes internas, tanto de curto, como de longo alcance, em sistemas fisicos.
Existem varias correlagoes que podem ser consideradas nos estudos sobre um sistema.
Neste trabalho, usamos um espectro de valores gerado a partir de um potencial como um

trago de um movimento Browniano fracional. Esses valores sao dadas pela relagao [47]:

N/2 (1—a)] 1/2 .
2w 2mik
g = E k™% — cos ( + qbk), (3.29)
pet N N

onde N é o numero de sitios, ¢, sdo as N/2 fases aleatdrias indenpendentes uniformemente
distribuidas no intervalo [0, 27], e av 0 nosso parametro de correla¢do, quanto maior o valor

dele, maior é a correlagao da distibuicao.

Quando fazemos a = 0, temos uma sequéncia de numeros nao-correlacionados, e
estamos lidando com o conhecido modelo de Anderson[48], o modelo tedrico mais simples
que existe para se estudar os elétrons em sistemas desordenados. Ja para o valor de a = 2,
a sequéncia de valores se assemelha muito ao traco de um movimento Browniano usual.
E para a = 2,5 temos um movimento Browniano fracional. A aparéncia das sequéncias

de valores geradas com esses trés valores de correlagao é mostrada na fig. 12.
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E importante lembrar também que esse expoente o possui uma relagao direta com o
coeficiente de Hurst (H) de andlise dimensionada de séries, relagao essa que é dada pela
equacao:

a=2H+1, (3.30)

coeficiente que descreve a caracteristica semi-circular das séries.

o
o
20 L w=25
1.0 ¢ R fae i,
: -
e %\ /;-‘J '\'ur’ -
-0 ~"
\WN
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0 1000 2000

Figura 12: Gréfico de uma distribui¢do de numeros correlacionados. [47]
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4 Sistema de multicamadas
aleatorias

O sistema que estudamos consiste de uma fita de spins magnéticos descrita pelo
modelo de Heisenberg a baixas temperaturas. Nele incluimos os efeitos causados pelas
interacoes de troca e de Zeeman, e pela anisotropia magnética, incluindo diferentes estru-

turas de rede.

A fita esta localizada no plano XY (Z=0), e os spins estao alinhados na diregao Z.
O sistema ¢é infinito na dire¢cao X (—oo < x < o0), e finito na dire¢ao Y, com N linhas
(n=1,2,...N), formando uma rede quadrada, com parametro de rede a. Os sitios dessa

rede estao localizados em 7 = a(m,n,0), como mostrado na fig.13:

l y
n=N ___._:_IT‘IE—1 'ms _:%_:1m5+1_
n'=n+1 om
n'=n m-1 .m m+1
n'=n-1 _ em

n==2 -y
n=1 o % ned ! - X
ms+1 < ms ®ms1

Figura 13: Esboco do nosso sistema magnético.
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4.1 Hamiltoniano

A evolugao da mecanica classica, por si s0, nao permitiria um completo entendimento
de certos sistemas fisicos, com uma analise de todas as particulas que o compoem, e das
interacoes as quais elas estao submetidas. Mas, paralelamente a ela, a termodinamica
se desenvolveu, e os conhecimentos de ambas foram unidos, dando origem a mecanica
estatistica. Esse ramo da fisica estuda os sistemas fisicos a partir de aproximacoes
matematicas. Em um modelo de Heisenberg, por exemplo, a mecanica estat$tica nao
determina a solucao de cada um dos spins em particular, e sim uma solucao media que

serd atribuida a todos eles.

O Hamiltoniano de um sistema fisico é um operador que sintetiza todas as carac-
teristicas do mesmo. Ele indica toda a energia envolvida no sistema fisico, havendo uma
soma de todos os tipos de energia existentes. O sistema ferromagnético que estudamos

neste trabalho é representado pelo Hamiltoniano a seguir:

H:Hex+Hz+Hania (41)
onde cada um destes trés termos representa um tipo de energia diferente.

O primeiro termo, H.,, termo de Heisenberg, Eq.(4.2), diz respeito as interacoes de
troca, por essa razao, ele também é conhecido como Energia de troca. Estas interacoes
se dao entre dois spins que estao em sitios imediatamente vizinhos(os termos que dizem
respeito a spins em sitios mais distantes costumam ser desprezados, e sao desconsideramos
1no nosso problema). O J;; é conhecido como constante de troca. E o vetor g, é o operador
de spin no sitio i.

1 L
Hew = _5 ; Ji,jSi ' Sj (42)

O segundo termo, H,, também conhecido como termo de Zeeman, Eq.(4.3), representa
a energia envolvida devido a interacoes entre cada um dos spins e um campo magnético
externo Hy, orientado para o sentido positivo do eixo z, aplicado ao sistema. Ele é dado

por:

H, = —gupHy Z SzZ (4.3)
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E o terceiro termo, H,,;, conhecido como anisotropia uniaxial, Eq.(4.4), trata de
interacoes dos dipolos magnéticos, envolvendo uma direcao preferencial de alinhamento

dos mesmos.

Hani = _ZDZ(SZZ)2 (44)

Da forma que esta apresentado agora, o Hamiltoniano nao é muito 1util para nds, pois
estamos trabalhando com magnons, e o nosso Hamiltoniano esta escrito em funcao de
operadores nao-bosonicos. Entao, faremos com que a nossa equacao Hamiltoniana seja

dada em funcao de operadores bosonicos.

4.2 Transformacao de Holstein-Primakoff

Dentre os varios métodos existentes para tal finalidade, iremos utilizar um calculo
conhecido como transformagoes de Holstein-Primakoff (HP)[49]. Antes disso, usamos um

pouco de algebra com as relagoes de comutacao da mecanica quantica:
oL Gmy - Imn &n
onde as letras I,m e n simbolizam os eixos x, y e z.

Sabemos que
e dw
S5 =57 +iSY, (4.6)

de onde encontramos facilmente que

S5 =257 +8) (4.7)
(§
SY= (87 - 57) (4.8)
Agora, substituimos isso em:
JigSi - Sy = Ji;(STST + SISY + S757) (4.9)
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1 - - zZ Qz
ﬁﬁ;@:@4?$@+&sﬁ+&@l (4.10)
Assim, reduzimos nosso hamiltoniano a

:__ZJ,J{ (SFSy + 57 S+)+SZSZ} —gupH, > S7 =3 Dy(S5)% (4.11)

e agora utilizamos as transformacoes HP dadas abaixo:

(. 1/27t o, \ 2
S5 = (25)"%) (1—;—
- oo, \ 2 4.12
- = (28)V2 <1—;—S b, (4.12)
Jz T
\ 97 =5 - Sl

onde b; e bj- sao, respectivamente, operadores bosonicos de criacao e de destruicao que
obedecem as seguintes relagoes de comutacao:
[bi, bl] = 835, [b], b1) = by, b;] = 0. (4.13)

Z’j z?]

A baixas temperaturas, T' < T, , onde T, é a Temperatura de Curie, podemos expandir

bib, bib,
_%% ) Y
()t .

ja que 28 > b;bj, o que torna os préximos valores da expansao cada vez menores, sendo

usando uma série de Taylor:

desprezados. Também ¢é importante falar que esses termos aqui desprezados sao relativos

a parte nao-linear do sistema. Com isso, obtemos o seguinte conjunto de equagoes:

~ V 256]
~ /25b! (4.15)
Sz =S — bl

J

cujos valores substituimos na Eq.(4.11), obtendo:

1
~ =3 Z Jis[S(bidl + blb;) + (S — blb;) (S — blby)]—

gusHy Y (S = blby) Z Di(S — blb;)? (4.16)
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1
Hr~—5 > " Ji[S(bib] + blb;) + S* — Sblb; — Sblb; + blbibib;]—
i,
gNBHOZS“‘g,UBHOZbIbi - S2ZD1+ (4.17)
29 " Diblb; — > Dblbblb;
1
H~ 52 <_§ =Y Di) — ) Dbl (1 + bfbi)bi—
i\j i i
(4.18)

1
552-2]- Jig (0] + blb; — blby — blb;) — gy Ho Z S+

1
> (gupHo + 28D;)(blb;) — 5 > Jibloiblb;,

? i,J

e desprezando os termos de ordens superiores chegamos a:

1 1
H~ S (-5 > Jii=Y DZ) —gupHy» S — 552 i (bibl + blb; — blb; — blb;)+
2,] 7 % 4,J

> (gupHo + (25 = 1)D;)(blby).

7

Esse resultado pode ser escrito na forma:
H=FEy+ Hg,

onde esses dois termos sao dados por:

Ey =S [—% D Di] —gnpHo Y S,
i,J i i

1
Hg = —§S§ i (bl + blb; — blb; — bib;) + § lgpsHo + (25 — 1)D;] (b1b;).
2,] 7

Um rearranjo desse Hamiltoniano leva a:

H=—=8YJy(blb; — blb;) + > [gupHo + (25 — 1)D;)] (bb;).
2,] 7

(4.19)

(4.20)

(4.21)

(4.22)

(4.23)
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Nesse momento, nés precisamos utilizar os operadores de criacao e de destruicao para
magnons. Para intoduzir esses operadores realizamos uma transformada de Fourier em
uma dimensao na nossa equacao, a tornando dependente do vetor de onda ¢,. Essa
transformada de Fourier faz com que haja uma transformacao nas variaveis da equagao,
ela muda a dependéncia da equagao em uma determinada variavel para outra, no nosso
caso, ele faz uma mudanca na dependéncia de operadores bosons para o vetor de onda ¢,.

Para isso, vamos utilizar as seguintes equacoes:

1 iq-k
bl = T Lqn b ™*

(4.24)
bk = ﬁ Z%n bq7ne—ilf‘g

Essas eq.(4.24) sao duas transformadas de Fourier, onde, bz ¢ o operador de criagao
de um magnon, e b, é o operador de aniquilacao de um magnon. A toda transformada de
Fourier esta relacionada uma transformada inversa. Em nossa situacao, ela faria a nossa
equacao perder a dependéncia no vetor de onda, voltando a ser relacionada aos operadores

bosons. Essas sao as duas equacoes de transformada inversa do nosso problema:

(4.25)
bgn \/— Zk bre™ -izk

sendo, b

4. O operador criagao, e by, aniquilagao.

Agora podemos aplicar a Transformada de Fourier, através dos operadores criagao
e destruigao, substituindo os valores mostrados na Eq.(4.25) no nosso hamiltoniano,
Eq.(4.23):

kj g, nn’

%Z Z ab b, e ~7)k (4.26)

k q,qn

onde «, usado apenas para melhorar a aparéncia dos calculos, é uma constante de valor:

a=gupHy+ (25 —1)D. (4.27)
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iq -k e 6—@-12

Neste momento, vamos introduzir dois termos a nossa equacao, e , obser-

vando que o produto desses dois termos é igual a um, o que, portanto, nao causa nenhuma

alteracao na mesma:

— Z Z i (OF PN GR=T7) yid K p—id -k _ bl by e T k)4

k.j a9 nn

]_ AWM
5 2 O abl by e, (4.28)

k q,qn

Agora vamos usar o seguinte fato:

Z @k = N§, . (4.29)

Analisando essa equagao, podemos observar que substitui-la na nossa Eq(4.28) nos
levara a eliminar o somatoério em q’, o que é consequéncia da presenca da fungao delta de

Kronecker, 6, :

H=-8 Z S T B by D 8 b))+ 37 abh by (4.30)
k  qn

7.] q7n n

Agora podemos introduzir o termo J(¢) em nosso Hamiltoniano, substituindo de

acordo com a equacgao abaixo:
Z T €T =D (4.31)

e chegamos ao seguinte Hamiltoniano:

H==8 " (J@) by — J(0)Bubyn) + Y ablben. (4.32)
q,n

q,n,n’

onde o valor do J(0) pode ser facilmente encontrado subsituindo ¢ por 0 na Eq.(4.31):

J

J(@) = un (@0 + V1 (D + Vnn 1 (@wn1, (4.33)
onde
un(q) = 2J cos(qa) (4.34)
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e
Up21(q) = J. (4.35)
Entao, o nosso Hamiltoniano sera dado por
H =" A(ga)b] ,bgm, (4.36)
a,q,n
onde

A(gz) = =S[un(gz) — un(0) = vnn-1(0) = Vnnt1(0) — ]y

_S[Un,n—i-l (qx)dn’,n-‘rl + Un,n—l(q:c)én’,n—l] . (437)

A partir de agora, com o nosso Hamiltoniano conhecido, vamos proceder com os
calculos necessarios para encontrar as relagoes de dispersao das ondas de spin. Para isso,

nos precisamos utilizar a equacao do movimento de Heisenberg

db
h— = [b. H 4.
Zhdt b, H], (4.38)

onde b é um operador qualquer.
Assumindo que os modos do nosso sistema se comportam como uma funcao de e=*?,

e fazendo h = 1, obtemos:

b d,
i %—mdt( ) = i(—iw)b
. db
Zhﬁ = wb
Entao,
wb = [b, H]. (4.39)

Agora vamos aplicar essa equacao aos operadores bosonicos que estamos usando em
nosso sistema:

Wb‘hvn = [qu,na H]a (440)

substituindo H de acordo com a Eq(4.36):

Whopm = > A(GL)[bgyns bl bop].

qlx 777//777/”
Agora nds usamos uma das propriedades das relacoes de comutacao:

[A, BC] = BJA,C] + [A, BIC
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e usamos também as proprias relagoes de comutagao para os operadores bésons, Eq.(4.13),

obtendo:
wqu,n = Z A(q;)bq;,n”dqxqunn“

1! !l
qz 7n 7n

Observando a equagao acima, percebemos que, ao realizar os somatérios em ¢, e em
n', a funcao delta de Kronecker, §, como ja aconteceu em um calculo anterior, fard com

que reste apenas um termo, aquele no qual ¢, = ¢, e n =n':

Wb‘bcyn - ZA(Qx)bq;,n’ (441)

Agora procedemos com os mesmos calculos para o operador de criagao, bjh,n:
wb = [bl . H] (4.42)

qz,n’

ijh,n: Z A(q;)bj;;,n”éqzq;énn’(_1)-

e
q:1:7n 7n

Wbl ==Y Alga)bl, .- (4.43)

A Eq.(4.41) e a Eq.(4.43) podem ser escritas de uma forma matricial:

w =
bl

onde A é uma matriz que depende das vizinhancas dos spins

A 0

0 i (b, BF) (4.44)

—y —=J 0 0
—J =y —=J 0
0 —-J —y —J

BN
I
95}

(4.45)

onde

v = [un(qz) — un(0) + o] = 2J[cos gza — 1] + a. (4.46)
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5 Resultados

Neste capitulo serao mostrados os resultados numéricos encontrados. Primeiramente,
mostramos a geracao de variaveis aleatérias, com os respectivos histogramas das dis-
tribuicoes obtidas. Depois, mostramos histogramas de autovalores de matrizes compostas
por elementos com essas distribuicoes. Esse estudo sobre os autovalores foi feito no intuito
de conhecer o seu comportamento antes de introduzirmos aleatoriedade, observar se ha
alteracao neste comportamento, e se 0 mesmo ocorre com as relagoes de dispersao. Por

fim, mostramos as relacoes de dispersao encontradas para o sistema magnético em estudo.

5.1 Geracao de variaveis aleatorias

Os geradores de niimeros pseudo-aleatorios sao extremamente necessarios para a reali-
zacao de simulacoes computacionais. Em virtude disso, ao longo dos anos foram criadas
varias férmulas que possuem essa finalidade, por exemplo, os geradores lineares congru-
enciais e os geradores de Lagged-Fibonacci. Esses geradores produzem sequéncias de
nimeros que obedecem uma distribuicao uniforme e, a partir de uma distribuicao uni-

forme, é possivel se obter qualquer tipo de distribuicao desejado.

Vamos agora demonstrar como se obter algumas distribuicoes estatisticas a partir de

um programa em Fortran com a subrotina rand48, que gera uma distribui¢ao uniforme.

5.1.1 Distribuicao beta

Uma distribuicdo beta com parametros 1 e n(fig.14) pode ser obtida a partir da
seguinte formula:

Y =1-Xnu, (5.1)

onde X é uma varidvel uniformemente distribuida, ou seja, X é a variavel gerada pela

fungao rand48 no nosso codigo.
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Figura 14: Grafico de uma distribuicao beta gerada computacionalmente.
5.1.2 Distribuicao exponencial

Toda distribuicao de probabilidades continua pode ser obtida usando-se a inversa

daquela funcao que a determina, assim, obtemos uma exponencial fazendo:

—inY
A

X = (5.2)

onde X ¢é a variavel aleatoria desejada, com distribuicao exponencial, Y é uma varidvel

uniformemente distribuida e A é o parametro de distribuicao.
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Figura 15: Grafico de uma distribui¢ao exponencial gerada computacionalmente.
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5.1.3 Distribuicao gaussiana

Baseando-se no teorema do limite central, obtemos a seguinte distribuigao (fig.16), ao

realizar somas de 50 valores uniformemente distribuidos:

agoaa

o)
n
[}
[}
[
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histograma

Figura 16: Grafico de uma distribuicao gaussiana gerada computacionalmente.

Ao somarmos 50 varidveis aleatdrias uniformemente distribuidas no intervalo de 0 a
1, obtemos uma varidvel aleatoria que varia de 0 a 50. Entao, o seguinte calculo foi feito

para que a nossa variavel aleatéria possuisse média 0 e desvio padrao 1:

v_Z ;025)7 (5.3)

onde 7Z é a soma das 50 variaveis aleatorias uniformemente distibuidas, e Y é a varidvel

com a distriuicao gaussiana padrao que obtivemos.

5.1.4 Distribuicao de Laplace

Também chamada de distribuicao dupla exponencial, pode ser facilmente obtida a
partir da seguinte férmula:
Y = aX1 - bX2 (54)

onde X; e X5 sao variaveis exponencialmente distribuidas, e a e b sao os seus respectivos

parametros.
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Figura 17: Grafico de uma distribuicao de Laplace gerada computacionalmente.
5.1.5 Distribuicao correlacionada

Como os valores das fases ¢, sao uniformemente distribuidas, eles foram gerados
diretamente a partir da funcao rand48, em coédigo computacional, usando FORTRAN.
Entao, usamos esses valores das fases aleatorias gerando uma sequéncia de valores que
obedecem a Eq.(3.29), e que possuem a cara da fig.12, variando apenas no que diz respeito

a aleatoriedade.

5.2 Histogramas de autovalores

Nesta secao sao apresentados histogramas de autovalores de matrizes. As simulacoes
foram realizadas com matrizes de dimensoes 32x32, em um cédigo que fazia 34000 rotacgoes,
im, obti junto da ordem de 10° autoval t -
assim, obtivemos um conjunto da ordem de autovalores, o que representa uma quan

tidade significativa para se fazer histogramas.

Essas matrizes sao formadas por elementos aleatérios com as distribuicoes geradas
computacionalmente. Trabalhamos em trés casos: com matrizes cheias, onde todos os
elementos das mesmas sao diferentes de zero, e aleatoriamente distribuidos; com matrizes
penta-diagonais, onde apenas as cinco diagonais centrais possuem essas caracteristicas, e
os outros elementos sao zero; e com matrizes tri-diagonais, onde as trés diagonais centrais

sao formadas por elementos aleatdérios, com os elementos restantes iguais a zero.
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Primeiramente, mostramos os histogramas das distribuicoes de autovalores para as
distribui¢oes uniforme, beta, gaussiana, exponencial e para a distribuicao de Laplace.
Estes histogramas correspondem as figuras de numeros 18 a 22, mostradas abaixo, cada
uma correspondendo ao uso de uma distribuicao estatistica, e apresentadas na mesma
ordem aqui enumerada para as respectivas distribuicoes usadas. Cada uma das cinco fi-
guras apresenta trés histogramas, obtidos para matriz cheia, penta-diagonal e tri-diagonal,
respectivamente. Observando estes histogramas percebemos que hé caracteristicas em co-
mum para as diferentes distribuicoes. Uma delas é o fato de, apesar de alguns histogramas
apresentarem desvios, de uma maneira geral, todos eles possuem uma tendéncia a serem
normalmente distribuidos. Isso era esperado, ja que as redes aleatorias se comportam
como uma distribuigdo semi-circular de Wigner-Dyson [50], enquanto uma rede comple-

tamente aleatoria apresenta uma distribuicao de muitos picos.

Mostramos também os histogramas obtidos com o uso da distibui¢ao correlacionada.
Estes histogramas correspondem as figuras 23, 24 e 25, obtidos com o uso de matriz cheia,
penta-diagonal e tri-diagonal, respectivamente. Cada uma dessas figuras apresenta seis
histogramas, correspondendo a diferentes valores do coeficiente de correlagao. Observamos
que o aumento no valor desse coeficiente de correlagao provocou um afunilamento na curva
gaussiana da distribuicao de autovalores, ou seja, uma maior quantidade de autovalores
esta na regiao proxima a média da distribui¢ao obtida, consequéntemente, ha uma reducao

no valor do desvio padrao e da variancia.

Esse estudo relativo aos histogramas de autovalores foi realizado para conhecermos o
comportamento das distribuicoes de autovalores de cada uma das distribuicoes, antes de

utiliza-las em simulagoes para encontrar relagoes de dispersao.
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Figura 20: histogramas com dist. gaussiana: 1-matriz cheia. 2- matriz penta-diagonal.
3-matriz tri-diagonal.
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Figura 21: histogramas com dist. exponencial: 1-matriz cheia. 2- matriz penta-diagonal.
3-matriz tri-diagonal.
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Figura 24: Histogramas de matrizes penta-diagonais para diferentes valores de correlagao.
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Figura 25: Histogramas de matrizes tri-diagonais para diferentes valores de correlagao.
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5.3 Relacoes de dispersao

Em primeiro lugar, mostramos uma relagao de dispersao de um sistema sem aleato-
riedade. Ao observar a Fig.26, notamos que ha uniformidade entre os modos, a relagao
entre os modos ¢é perfeitamente simétrica. Para dois modos quaisquer, tem-se uma mesma
diferenca de valores entre as frequéncias de um certo vetor de onda, valendo para todos

os vetores de onda usados.

As relagoes de dispersao do sistema magnético em estudo sao encontradas a partir da
Eq.(3.45). Introduzimos uma aleatoriedade nos elementos de matriz, especificamente na
variavel J, que é a constante de troca referente as interacoes de troca do nosso sistema. Por

esse motivo, podemos falar que o nosso sistema possui uma interacao de troca aleatéria.

A Fig.27 mostra 12 relacoes de dispersao referentes a diferentes simulagoes, de um
total de 50 realizacoes com a aleatoriedade oriunda de uma distribuicao uniforme. Usamos
como base matrizes 20x20, dando como resultado figuras que apresentam 20 modos. Cada
um destes modos foi obtido a partir de 100 pontos, ou seja, 100 diferentes vetores de onda,

pois o intervalo de 0 a 7 foi dividido em 99 partes iguais.

Esses gréficos da Fig.27 mostram muitas modificagoes em relacao a Fig.26, que re-
presenta um sistema onde nao ha aleatoriedade. Esas diferencas sao consequéncia da
introducao de aleatoriedade nas interagoes de troca do sistema. KEssa aleatoriedade re-

presenta a existéncia de impurezas e de nao-homogeneidades no sistema.

A relacao de dispersao na Fig.28 possui a caracteristica que mais chama atencao,
nela vemos que ouve uma total quebra da uniformidade dos modos, com cruzamentos
de modos, chamados de cruzamentos anti-crossing, assim denominados por nao haver o
cruzamento em si. Os modos nao se cruzam porque nao é possivel termos dois diferentes
modos apresentando valores iguais de frequéncia para um determinado vetor de onda.
Assim, o que realmente acontece é uma repulsao entre esses dois modos, fazendo com que

eles nao chegem a se cruzar.

Como estamos lidando com aleatoriedade, notamos a necessidade do calculo de uma
média sobre realizagoes. Entao, bservamos que essa média ainda apresenta modificagao
no comportamento, porém, menos intensos, como podemos ver na Fig.29. O mesmo pode
ser notado na Fig. 30, um grafico mostrando a diferenca entre os valores das frequéncias
de dois modos vizinhos. Lembrando que no caso sem aleatoriedade essa figura apresenta

linhas paralelas.
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Figura 26: Relacao de dispersao sem interacao de troca aleatéria.
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Figura 27: Relagoes de dispersao com aleatoriedade: vérias realizagoes.
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Figura 28: Relagao de dispersao com aleatoriedade: caso apresentando cruzamento anti-
crossing.
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Figura 29: Relagao de dispersao com aleatoriedade: uma média sobre sobre os valores
encontrados em 50 realizagoes.
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Figura 30: Grafico mostrando o comportamento do AE entre modos vizinhos.
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6 Conclusoes e perspectivas

Neste trabalho, estudamos o comportamento das relagoes de dispersao das de um
sistema magnético bidimensional, no qual consideramos que hajam interacoes de troca
aleatorias. E mostramos como elas sao nos casos sem aleatoriedade, para poder fazer um

comparativo e, entao, concluir sobre o que representa a introducao desta aleatoriedade.

A introducao de aleatoriedade, através da distribuicao uniforme, provocou alteracoes
significativas nos modos das relagoes de dispersao do sistema magnético. Os graficos
mostram muita diferenca em relacao aquelas onde nao havia aleatériedade. As relacoes
de dispersao passaram a apresentar nao uniformidade entre os modos, variagoes nas

diferencas entre as energias, além de cruzamentos anti-crossing.

Cada uma das varias realizagOes apresentou graficos diferentes, uma consequéncia
direta da aleatoriedade. Porém, eles indicam para um mesmo ponto, para mudancas
semelhantes nas relacoes de dispersao. Apods encontrarmos 50 relagoes de dispersao, todas
diferentes, porém, obtidas da mesma forma, calculamos a média dos valores de frequéncia
para cada um dos vetores de onda, chegando entao a uma relagao de dispersao que repre-
senta a média das 50 que foram encontradas, para, finalmente, ser possivel concluir algo

a respeito dos efeitos que a aleatoriedade causa ao sistema.

O mais interessante a ser observado aqui é o fato dessa relacao de dispersao média
continuar apresentando algumas dessas caracteristicas, mesmo que com menor intensi-
dade. Intuitivamente, esperava-se que essa média causasse um cancelamento dos efeitos

causados pela introducao da aleatoriedade, o que s6 aconteceu em parte.

Entao, nossos resultados indicam que considerar interagoes de troca aleatéria tem um
efeito semelhante a se introduzir um certo tipo de interacao ao nosso sistema, como se o
nosso Hamiltoniano passasse agora a ter 4 termos, ao invés de trés, como é considerado

neste trabalho.



6 Conclusoes e perspectivas 73

Os resultados mostrados neste trabalho nos dao perspectivas de um aprofundamento
no assunto. Em primeiro lugar, verificar os efeitos causados por interacoes de troca
aleatorias com o uso de outras distribuicoes estatisticas, por exemplo, as distribuicoes
que geramos computacionalmente: a beta, a gaussiana, a exponencial, a Laplaciana, e a
correlacionada. Isto também pode ser feito para qualquer outra distribuigao, visto que

todas podem ser obtidas a partir de uma distribui¢cao uniforme.

Podemos também trabalhar com sistemas magnéticos nos quais sejam consideradas
outras interagoes, por exemplo, interagoes dipolo-dipolo. Neste caso, a matriz utilizada
no calculo das relacoes de dispersao seria cheia, pois esta interacao é de longo alcance.
Esta foi a razao de termos estudado as distribuicoes de autovalores utilizando, além de

matrizes tri-diagonais, matrizes penta-diagonais e cheias.

Uma aplicacao interessante para este sistema magnético bidimensional aqui estudado

é pensar nele como sendo uma floresta de fios magnéticos.
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Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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