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Resumo
FREITAS, Walter Andrade de, M. S., Universidade Federal de Viçosa, Março de 2009.Soluções tipo-vórtie de spins na �ta de Möbius. Orientador: Winder Alexanderde Moura-Melo. Co-Orientadores: Afrânio Rodrigues Pereira e Luiz Claúdio PereiraO modelo de Heisenberg, desrevendo a interação de troa entre spins lássios, éinvestigado na superfíie da �ta de Möbius. Exitações do tipo-vórtie, araterizadas porargas topológias não-triviais, são estudadas omo soluções estátias no regime de rotorplanar. Além da arga, disute-se também a energétia assoiada a tal solução.
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Abstrat
FREITAS, Walter Andrade de, M. S., Universidade Federal de Viçosa, Marh, 2009.Spin vortex-like solutions on a Möbius Strip. Adviser: Winder Alexander deMoura- Melo. Co-Advisers: Afrânio Rodrigues Pereira and Luís Claúdio PereiraWe onsider the lassial version of the Heisenberg exhange model on the surfae ofa Möbius strip. Vortex-like exitations, arrying non-trivial harge (topologial windingnumber), are shown to emerge as stati solutions in the planar rotator regime. Besidessuh a harge, attention is also paid to disuss about its energetis.
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Capítulo 1Introdução
Na abordagem do problema de sistemas magnétios de baixas dimensões(1D, 2D) um mo-delo amplamente utilizado é o modelo sigma não-linear de Heisenberg(NLσM) que tratadas interações de troa entre os spins. Este modelo permite o estudo das on�gurações deequilíbrio de spins em geometrias não-triviais, tais omo ilindros, elipsóides, toros entreoutras. De maneira susinta o modelo é onstruído levando em onta a interação de troade spins eletr�nios entre os primeiros vizinhos dos sítios de uma rede de átomos. No limiteontínuo da rede, onsiderando-se o limite onde os espaçamentos entre vizinhos tendam azero, para átomos de spins grandes (maior que 5/2) obtemos o modelo sigma não-linear,que permite estudar essas on�gurações de spins omo ampos de�nidos sobre uma dadageometria.Neste trabalho, vamos estudar o modelo de Heisenberg numa geometria bastante inte-ressante, om araterístia de ser não-orientável, que é a �ta (ou superfíie) de Möbius.Para tanto, este trabalho será organizado omo segue: no apítulo 1, faremos uma breverevisão sobre oneitos fundamentais de magnetismo e topologia, apliada a sistemas físi-os. No apítulo 2, faremos uma desrição da superfíie de Möbius, expliitando algumasde suas propriedades geométrias e topológias, em espeial aquelas úteis e importantesao nosso estudo bem omo, uma revisão bibliográ�a, abordando resultados reentes. Noapitulo 3, estudaremos o modelo de Heisenberg (anisotrópio) e sua apliação para osuporte em questão, derivando as equações de movimento para o ampo de spins. Já noapítulo 4, abordaremos as soluções analítias enontradas, juntamente om os resultadosnumérios propostos para o problema. O apítulo 5 é dediado às onlusões e perspeti-vas. Na sequênia, enontram-se alguns apêndies, os quais prouram abordar temas maisténios, que podem ser suprimidos por leitores(as) que onheem as ténias ali desritas.1



1.1 Coneitos Fundamentais1.1.1 MagnetismoNo estudo de fen�menos magnétios existem três quantidades importantes que devem seranalisadas: o ampo magnétio ~H, a indução magnétia ~B e a magnetização ~M e, noaso de estruturas �nitas, a energia magnetostátia será relevante. No váuo, a induçãomagnétia é diretamente proporional ao ampo magnétio, ou seja,
~B = µ0

~H, (1.1)onde a onstante de proporionalidade, µ0, é a permeabilidade magnétia do váuo. Nováuo, as quantidades ~B e ~H estão relaionadas om a densidade de orrente ~J . Asintensidades dessas quantidades podem ser obtidas pela relação de Biot-Savart (no regimenão-relativístio: v/c≪ 1):
~B(~x) =

µ0

4π

∫ ~J(~x′) × (~x− ~x′)

|~x− ~x′|3
d3x′, (1.2)onde a integração é feita sobre toda a região da orrente.Na presença de um meio magnétio, o meio responde à presença do ampo magnétioom uma magnetização, ~M , que ontribui tanto para ~B quanto para ~H. Mirosopia-mente, a magnetização tem origem no momento magnétio assoiado ao momento angularintrínseo dos elétrons (spin) e é dada por:

~M = lim
∆V →0

1

∆V

∑

i

~µi. (1.3)Pode-se notar que, para haver magnetização é neessário que existam momentos magné-tios ~µi e que na média, apontem na mesma direção. Isso oorre no regime de baixastemperaturas ou, se um ampo externo atuar sobre o sistema[1℄. A altas temperaturasa energia do sistema magnétio é minimizada para o sistema em um estado desorde-nado uma vez que maximizando a entropia do sistema iremos minimizar a energia livre(F =< H > −TS). A temperatura rítia em que o sistema passa de um estado ordenadopara um estado desordenado é hamada de temperatura de Curie (Tc)O momento magnétio de um átomo livre é obtido a partir de três fontes prinipais: ospin do elétron, seus momentos angulares orbitais e a mudança no momento induzido porum ampo magnétio externo apliado [2℄. A relação entre o momento angular orbital e omomento magnétio ~L é dada por 2



~µl = −gl
e

2m
~L. (1.4)De maneira análoga, a relação entre o momento magnétio intrínseo e o spin ~S é dadapor

~µs = −gs
e

2m
~S. (1.5)Na equação (1.4), tem-se a relação om o momento angular, onde gl = 1 é o fator gorbital e na equação (1.5), tem se a relação om o momento angular intrínseo (vetor despin), e gs ≈ 2 é o fator g de spin. Nota-se que o momento de dipolo magnétio de spinem relação ao momento angular de spin é duas vezes maior do que o momento de dipolomagnétio orbital em relação ao momento angular orbital. De fato, os momentos angulare de spin formam o hamado momento angular total, que é dado por:

~J = ~L+ ~S. (1.6)A relação entre ~J e ~µ é dada por:
~µ = gµB

~J, (1.7)onde µB =
e~

2m
é uma unidade usual de momento magnétio, hamada magneton de Bohr,m é a massa do elétron e g é o fator de Landé, dado por:

g = 1 +
J(J + 1) + S(S + 1) − L(L+ 1)

2J(J + 1)
. (1.8)Os materiais respondem de maneira diferente à apliação de um ampo magnétioexterno. A resposta a esse ampo externo é medido pela susetibilidade magnétia porunidade de volume, denominada por χ, que é uma grandeza adimensional de�nida omo:

χ =
µ0| ~M |
| ~B|

. (1.9)De aordo om essa resposta, os materiais podem ser lassi�ados omo: diamagnétios,paramagnétios, antiferromagnétios, ferromagnétios e ferrimagnétios.Os materiais diamagnétios apresentam susetibilidade negativa e relativamente pe-quena. Todos os átomos são diamagnétios, no entanto, tal diamagnetismo é amu�adonos asos em que existem dipolos magnétios permanentes, ou seja, nos asos em que3



alguma das "amadas"não esteja ompletamente preenhida. Alguns exemplos desses ma-teriais são os gases nobres, He, Ne, Ar, Kr, Xe, e alguns sólidos omo NaCl, KBr e LiF.Uma expliação lássia para o diamagnetismo pode ser obtida através da lei de Lens:uma variação de ampo magnétio resulta numa orrente elétria induzida que tende a seopor a esta variação, riando um ampo oposto ao apliado [3℄.

Figura 1.1: Material diamagnétio na presença de ampo externo, (Fonte:Belo, Andrade,2007,p. 3)Os materiais paramagnétios são araterizados por uma susetibilidade positiva, quevaria linearmente om o inverso da temperatura. Quando temos um meio magnétio ujosátomos possuem elétrons desemparelhados pode oorrer o apareimento do paramagne-tismo, já que os momentos de dipolos intríseos dos elétrons podem se orientar no sentidodo ampo magnétio externo apliado. Esta orientação, em geral, não é perfeita, uma vezque ela sofre a in�uênia da temperatura do sistema, que tende a destruir o alinhamento.Materiais paramagnétios não apresentam uma magnetização espontânea porque olisõestérmias tendem a desalinhar a ordem, tornando os momentos magnétios at�mios dis-tribuídos aleatoriamente [4℄.
(a) (b)Figura 1.2: Material paramagnétio. Em a) ~H = 0.Em b) ~H 6= 0,(Fonte: Belo, Andrade,2007,p.3).Na Figura (1.2), pode-se ver a diferença entre o omportamento de um material para-4



magnétio na ausênia e na presença de um ampo magnétio externo.Materiais ferromagnétios são materiais altamente utilizados pela indústria om inú-meras apliações tenológias esses materiais apresentam alta magnetização quando sub-metidos a pequenos ampos magnétios e por isso a sua vasta utilização, por exemplo,na fabriação de produtos de gravação de dados. Esses materiais também possuem umatemperatura de transição ou temperatura rítia (temperatura de Curie), aima da qualassumem magnetização nula, uma vez que a energia de agitação térmia predomina so-bre a energia de ordenamento, de modo que esse material passa a ter o omportamentode um paramagneto na ausênia de um ampo externo. Existem dois tipos de materiaisferromagnétios: os does, que apresentam uma magnetização que se omporta de formapratiamente linear om o ampo externo (para ampos fraos e moderados), e, quando oampo externo é desligado a magnetização também se anula; já os duros, retêm magneti-zação residual mesmo quando o ampo externo é retirado. Tal retenção está intimamenteligada ao omportamento não-linear da magnetização om o ampo externo nesses mate-riais. O nome dado a essa propriedade é histerese magnétia, de grande relevânia teóriae apliada.O meanismo responsável pelo apareimento do ferromagnetismo são as fortes intera-ções eletrostátias de origem quântia, hamadas interações de troa, que existem entreos elétrons do material [5℄. No aso do ferro, por exemplo, dois elétrons na amada 3dtendem a �ar mais afastado se seus spins forem paralelos.Nos materiais ferromagnétios o favoreimento da situação em que os spins estão ali-nhados produz no material o apareimento de regiões hamadas de domínios magnétios.Essas regiões ontêm um número muito grande de átomos nos quais os spins estão prefe-renialmente orientados numa erta direção, de modo que existe um momento magnétioresultante. No entanto, a orientação dos domínios dentro do material são aleatórias, o quefaz om que a magnetização marosópia seja muito pequena, ou até mesmo nula antesde um ampo magnétio ser apliado.Quando um ampo magnétio externo é apliado, os dipolos intrínseos dos elétronstendem a se orientar na direção e sentido do ampo. No entanto, nas regiões internasdos domínios as interações quântias entre os dipolos são muito fortes tornando muitodifíil girar esses dipolos. Já nas fronteiras entre os domínios, onheidas omo paredesde domínios, os dipolos vizinhos não estão neessariamente paralelos, e as interações entreos dipolos nessas regiões são menores, o que permite que eles possam sofrer alterações em5



(a)

(b)Figura 1.3: a)Representação de um ristal om magnetização resultante nula,embora; adadomínio esteja magnetizado (Fonte: Belo, Andrade, 2007,p. 3); b)Imagens de domíniosmagnétios gerados por Mirosopia de Força Magnétia(MFM)seu alinhamento, o que faz om que os domínios orientados na direção e sentido do amporesçam, inorporando spins dos domínios adjaentes, uja orientação é desfavorável. Issofaz om que o material adquira uma magnetização apreiável, que depende do ampoapliado, até que se atinja erto valor máximo, hamado de magnetização de saturação.Por sua vez, o efeito de histerese está relaionado ao fato de que quando o ampo magnétioexterno é retirado, os limites das paredes de domínio não retornam todos à sua posição deorigem, o que pode ser oasionado por imperfeições na rede ristalina, tais omo impurezase tensões. É importante notar que a temperatura do sistema in�uênia essa orientação,tornando-a mais aleatória om o aumento daquela. Ao se atingir a temperatura de Curiero ferromagneto passa a se omportar omo paramagneto.Já nos materiais ferrimagnétios, os spins dos elétrons adjaentes se orientam antipa-ralelamente, ontudo há uma magnetização residual, uma vez que os spins possuem mag-nitudes diferentes, omo pode ser visto na �gura (1.4) De qualquer modo, à temperaturassu�ientemente altas, esses materiais perdem a �imantação�, tornando-se paramagnétios.6



Os materiais antiferromagnétios, também se araterizam pela ausênia de magneti-zação espontânea, não devendo ser onfundidos, no entanto, om o aso paramagnétio. Atemperatura aima da qual não se apreia o antiferromagnetismo se hama temperaturade Neel (TN). Aima desta, os materiais são tipiamente paramagnétios.

Figura 1.4: Representação dos arranjos espaiais dos spins at�mios nos a-sos: ferromagnétio; antiferromagnétio; e ferrimagnétio, à direita. (Retirado dehttp://www.geoities.om/astanhola2000/�gura.htm)O primeiro modelo para expliar a magnetização foi proposto por Pierre Weiss noiníio do Séulo XX, o qual supunha que ada dipolo magnétio de uma rede sofre aação de um ampo magnétio efetivo riado pelos vizinhos. No entanto, a origem detal �ampo moleular� só foi ompreendida anos mais tarde, om o advento da MeâniaQuântia Estatístia, e está relaionado om a diferença entre as energias eletrostátiasde dois elétrons nas situações de spins paralelos e antiparalelos. Quando o estado demenor energia orresponde aos spins paralelos, tem-se o aso do ferromagnetismo. Porém,quando esse estado orresponde a spins antiparalelos, têm-se então o aso de materiaisantiferromagnétios (e ferrimagnétios). Existem modelos teórios para se desrever oferromagnetismo e as transições de fase apresentadas por determinados materiais. Um dosmodelos mais famosos e que é base dos modelos de magnetismo nos sólidos é desrito peloHamiltoniano de Heisenberg [1℄,
H = −J

2

∑

<i,j>

(~Si.~Sj) (1.10)Esse modelo fornee a energia de um sistema bidimensional devido a interações detroa entre os spins próximos (primeiros vizinhos); o parâmetro J é hamado de onstantede aoplamento ou de troa. Dependendo se J < 0 ou J > 0, o hamiltoniano desreveum sistema ferro ou antiferromagnétio, respetivamente. ~Si = (Sx
i , S

y
i , S

z
i ) é o operador7



de spin no sítio i. Em nosso trabalho esse modelo tem papel fundamental, pois é deleque se obtêm as soluções a serem analisadas: as denominadas exitações topológias despin. Essas surgem, por sua vez, omo soluções lássias de determinados modelos queapresentam dinâmia não-linear e possuem arga onservada e estabilidade, advindas depropriedades topológias do modelo em questão. Por exemplo, on�gurações de spinsque apresentam omportamento assintótio não-trivial (não se anulam no in�nito) estãoassoiadas a soluções que desrevem exitações não-lineares do tipo-vórtie e/ou do tipo-sóliton. As propriedades estruturais e dinâmias dessas on�gurações são importantespara se �araterizar� o sistema magnétio.1.1.2 Parâmetro de ordem e defeitos topológiosA linguagem, métodos e teoremas de topologia algébria, em partiular a teoria de ho-motopia, têm sido usados no estudo de Teoria de Campos Relativístios desde a déadade 60, mas suas apliações sistemátias no estudo de defeitos topológios em Físia daMatéria Condensada omeçou a partir de 1974 om os trabalhos de Belavin e Polyakovsobre sólitons no modelo σ não-linear. Os oneitos abordados e a disussão que serãofeitas nesta seção é uma abordagem resumida das refs. [6, 7, 8℄.Para quase todos os nossos propósitos, um meio ordenado pode ser onsiderado omouma região do espaço desrito por uma função, f(~r), que atribui a ada ponto da região umparâmetro de ordem, ujos possíveis valores onstituem o espaço interno (ou parâmetro doespaço ordenado)[6℄. Quando o valor do parâmetro de ordem é o mesmo em todo o lugar,dizemos que o meio é uniforme, isto é, f(~r) é onstante. No geral, nós estamos interessadosem meios não-uniformes, nos quais o parâmetro de ordem varie ontinuamente através doespaço, exeto, às vezes, em pontos isolados, linhas ou superfíies - são exatamente essasregiões de dimensões menores que onstituem os defeitos topológios a serem estudados[6℄. São exemplos de meios ordenados, spins planares, ujo parâmetro de ordem é umvetor om magnitude �xa e ontido num plano; o hélio-4 super�uido, ujo o parâmetro deordem é um ampo esalar omplexo ψ(~r) e os spins ordinários, ujo parâmetro de ordemé um vetor livre para apontar em qualquer direção o espaço interno é a superfíie de umaesfera unitária tri-dimensional.Para falar de defeito topológio é interessante que se tenha onheimento de algunsoneitos de teoria de homotopia, tais omo lasses de homotopia, espaços simplesmenteonexos e não-simplesmente onexos entre outros. Sendo assim uma breve revisão desse8



assunto pode ser enontrado no apêndie (B), e sempre que preiso iremos reorrer aosoneitos ali desritos.Podemos araterizar um defeito topológio omo sendo uma região núleo de dimensãomenor do que o espaço em estudo, no qual a ordem é destruída. Por exemplo, se o espaçoé unidimensional um defeito topológio poderia ser um ponto onde o parâmetro de ordemnão estivesse de�nido; uma singularidade também poderia ser uma linha se o espaço fossebidimensional e assim por diante. No aso do modelo XY, bem omo do rotor planar (verapítulo 2), os defeitos topológios reebem o nome de vórties.Para tanto, onsidere o parâmetro de ordem s(~x) = s(cos θ(~x), sin θ(~x)), sendo umafunção periódia de θ(~x):
θ(~x) = φ+ θ0, (1.11)onde θ0 é uma onstante e ~x = (r, φ), é o vetor posição em oordenadas polares. Então, oparâmetro de ordem é ontínuo e ∇θ = 1/r é �nito em todo ponto, exeto na origem.

Figura 1.5: Remoção de uma singularidade matemátia por um orte na origem do material(Chaikin, (195),p.496)O ângulo θ espei�a a direção do parâmetro de ordem e muda por 2π em um iruitoao redor do núleo. Como o parâmetro de ordem é periódio, vemos que, dado um inteiro
Q, há um número in�nito de soluções distintas nas quais θ muda de 2Qπ em um iruitofehado em torno da singularidade (ou núleo; loalizado na origem). Q é o número quearateriza a solução (1.11) e é onheido omo �arga topológia� ou �winding number�.A Fig. (1.6) ilustra uma solução om arga topológia Q = 1. De fato, soluções do tipo(1.11), om Q inteiro são exemplos de soluções de vórtie mas, omo veremos adiante, nãosão as únias.Como veremos Q = +1 está assoiada à 1o lasse de homotopia (ver apêndie B), Π1.Dado que essas exitações apresentam arga topológia não-nula, Q 6= 0, segue-se então9



Figura 1.6: Vórtie om arga topológia Q = +1(Fonte: Belo, Andrade,2007,p.28).que elas não podem ser destruídas por uma deformação ontínua do parâmetro de ordem,adquirindo então estabilidade topológia [7℄. Vale ressaltar que o que arateriza o vórtieé a sua arga topológia e não uma equação do tipo θ(~x) = Qφ + θ0. Na qual em ummapeamento do írulo (essenialmente do espaço interno) em torno do núleo fornee;
∮
dθ =

∮

C

dθ

ds
ds = 2Qπ, Q = 0,±1,±2, ... (1.12)Existe uma in�nidade de on�gurações para o parâmetro de ordem s(~x) para o qual

θ(~x) muda de 2Qπ em um iruito ao longo de qualquer ontorno em volta do núleo [7℄.Por exemplo, θ(~x) = Qφ + sinφ ou θ(~x) = Qφ + tanh(r cosφ) cos 7φ ambos desrevemon�gurações de spin om arga topológia Q.

Figura 1.7: Spins planares em duas dimensões om arga topológia a)-1 b)+2 )-2 (Fonte:Chaikin, (195), p.497).Quando se busam soluções tipo vórtie, na realidade estamos prourando por soluçõesque sejam estáveis, e aqui abe ressaltar que, embora, soluções tipo vórtie sejam �sia-mente estáveis, a estabilidade físia não é o mesmo que estabilidade topológia. Essa é um10



oneito matemátio que depende da arga topológia. Já a estabilidade físia depende daenergia livre das diferentes on�gurações. Contudo, em muitos asos, a estabilidade topo-lógia implia na estabilidade físia [6℄. Como é o aso dos vórties om arga topológia
Q = +1, pois para distorer ontinuamente uma on�guração desse tipo para trazê-lo aoestado de spins ompletamente alinhados demandaria uma quantidade de energia onside-rável. Assim, é improvável a sua destruição por �utuações estátistias da energia. O quejá não aontee para vórtie om Q > 1 uma vez que a demanda energétia é muito altae sua estabilidade físia di�ilmente é adquirida, geralmente deaem em similares mas dearga unitária.A energia, Ed, de um defeito topológio desse tipo pode ser dividida em duas partes:(1) a energia do núleo, Ec, e (2) a energia elástia, Eel Assim:

Ed = Eel + Ec. (1.13)A energia do núleo está assoiada à destruição do parâmetro de ordem no aroço dodefeito. A energia elástia está assoiada om a variação espaial do parâmetro de ordeme pode ser alulada usando a teoria de elastiidade. Para aprofundar nesse assuntoremetemos o leitor à referênia [7℄.Em Teoria de Campos Clássia não-linear, temos algumas soluções omumente o-nheidas omo sólitons, que representam on�gurações de energia bem de�nidas e semsingularidades. Também temos uma araterístia importante para os sólitons, uma vezque são soluções de equações não-lineares, de modo que o Prínipio da Superposição Li-near não é válido, neessariamente. Nesse aso, enontrar soluções multi-solit�nias (2ou mais sólitons) não é uma tarefa simples. No entanto, quando os sólitons se separam,assintotiamente, eles voltam a ter a forma que tinham antes de se enontrarem [8℄.Sólitons são outros exemplos de exitações topológias e são obtidos omo soluções deequações difereniais não-lineares, omo as de Sine-Gordon (1.14).
∂2φ

∂t2
− ∂2φ

∂x2
+

1

b2
sin(bφ) = 0 (1.14)A estabilidade da soluções solit�nias em Teorias de Campo Não-Lineares é uma on-sequênia da topologia [8℄. Esta estabilidade sinaliza uma lei de onservação: deve haveruma quantidade Q que se onserva, sendo igual a um inteiro n. Essa quantidade pode serassoida a uma arga topológia, da mesma forma que tínhamos para os vórties: assim11



um sóliton om arga topológia Q = +1 di�ilmente poderá ser deformado a um estadono qual o parâmetro de ordem estivesse ompletamente alinhado (estado fundamental).Na �gura (1.8) vemos um sóliton om arga topológia Q = +1.

Figura 1.8: Sóliton om arga topológia Q = +1 (Fonte: Belo, Andrade, 2007,p.23).Portanto, o estudo de exitações topológias é importante tanto na araterização demateriais quanto na expliação de fen�menos físios. Por exemplo, paredes de domíniosmagnétios são importantes em apliações tenológias uma vez que são utilizados omoelementos de gravação de dados [9℄. Em um sistema bidimensional, quando pares de vórtiee anti-vórtie são desemparelhados, devido à in�uênia da temperatura, temos a transiçãode fase de Kosterlitz-Thouless (TKT) [7℄. Hoje, analisar essas e outras araterístiasem sistemas físios não é mais um mero exerírio aadêmio. É perfeitamente plausível,tendo em vista os avanços tenológios alançados obter suportes dos mais variados tipos,tais omo ilindros, ones, esferas, toros, entre outros. Cabe a nós analisarmos omo ageometria do suporte afeta aquelas exitações, sua energétia e estabilidade.Por �m, este trabalho tem omo objetivo estudar algumas propriedades do modelode Heisenberg para ferromagnetos lássios na geometria/topologia da �ta de Möbius,uma superfíie não- orientável om urvatura não-onstante, e topologiamente não-trivial(assim omo o ilindro e o toro, há um burao interno à supefíie).
12



Capítulo 2Considerações Gerais2.1 MotivaçãoDentre os prinipais motivos para a importânia dada às pesquisas em magnetismo nosdias atuais, podemos destaar o fato de que os materiais magnétios desempenham umpapel muito importante nas apliações e no surgimento de novas tenologias. Um exemplo égravação de dados por meio de proessos magnétios [9℄. Isso está intimamente relaionadoom a existênia de domínios magnétios, que por sua vez, são separados por estruturastopológias, as paredes de domínio. Assim, para que haja uma boa ompreensão aerada gravação magnétia, faz-se neessário um estudo das paredes de domínio.

Figura 2.1: Uma parede de domínio de 180o, separando dois domínios ujas magnetizaçõestêm sentidos opostos. Essas paredes têm espessura da ordem de 100 a 1000 nan�metros(Fonte:Belo, Andrade,2007,p.3).Os oneitos geométrios e topológios são ferramentas importantes na ompreensãodessas estruturas. A idéias de simetria, intimamente relaionada à geometria é base parao estudo de propriedades fundamentais de muitos sistemas físios. Topologia, por sua vez,é importante na lassi�ação de ertas soluções omo sólitons, vórties e na análise daestabilidade das exitações obtidas. Assim, tendo em vista essa gama de possibilidades eo avanço que a tenologia permitiu na área experimental e de manipulação de materiais, o13



estudo de sistemas magnétios em várias geometrias/topologias tem sido muito explorado.Geometrias omo, o ilindro[10℄, a esfera [11℄, o one [12℄, o toro[13℄ e geometria menosusuais omo a pseudoesfera[14℄ e �ta de Möbius vem sendo onsideradas nessas investiga-ções. O presente trabalho pretende seguir tal linha de investigação, onsiderando algumasvariantes do modelo de Heisenbeg ontínuo na superfíie não-orientável mais simples: aFita de Möbius.Também, podem ser enontrados estudos em superfíies magnétias urvas no ontextode Matéria Condensada. Em muitos desses estudos são analisados os spins de Heisenbergsobre geometrias urvas elastiamente deformáveis tais omo ilindro irular, ilindroelíptio, torus. O apareimento de outras esalas de omprimento além das esalas geo-métrias faz om que oorra uma frustração geométria nesses sistemas magnétios. Essafrustração leva a uma deformação da superfíie magnétia na região do sóliton [15℄.Em outros trabalhos, tem se observado a in�uênia da topologia na estabilidade dassoluções enontradas. Por exemplo, na Ref [14℄ analisa-se spins de Heisenberg na superfíiede uma pseudoesfera (um espaço in�nito bidimensional om urvatura onstante negativa).Nesse aso, não se onsegue obter soluções solit�nias estáveis. De fato, apenas soluçõesfraionárias podem ser estabilizadas nessa superfíie, desde que um furo seja feito. Ao seanalisar o modelo XY, veri�a-se que a energia de um únio vórtie não diverge quando osistema tende ao in�nito. Isso leva a um potenial não-on�nante entre um vórtie e umantivórtie a grandes distânias, de modo que o par possa dissoiar-se à uma temperaturaarbitrariamente baixa. [12, 16, 14℄.Outro exemplo de soluções fraionárias foi obtido em [13℄ onde também foi analisado omodelo de Heisenberg para spins lássios no suporte toroidal. Nesse aso, para o regimeisotrópio foi observado que as soluções solit�nias são fraionárias e sua energia nãodiverge om o aumento do raio entral do toro. Tais exitações não são estáveis para o asodo horntorus (ver [13℄), de forma que o genus do toro se torna uma obstrução topológiade suma importânia para a estabilidade de exitações não-lineares nesse suporte.Muitos outros trabalhos têm sido realizados em suportes om geometria não-trivial.Nesse sentido, podemos destaar os trabalhos desenvolvidos sobre a superfíie da �ta deMöbius. Aqui, iremos fazer uma breve desrição de alguns trabalhos em Matéria Conden-sada e Ciênia de Materiais que têm em omum o desenvolvimento desses sobre o suporteda �ta de Möbius.Reentemente, S. Tanda e olaboradores[17℄ onseguiram sintetizar ristais de um om-14



posto de nobium e selenium, NbSe3, na forma de uma �ta de Möbius, o que mostra queestudos nessa geometria são perfeitamente fatíveis de serem testados experimentalmente.

Figura 2.2: a-, os três tipos de topologia, lassi�ados pela natureza de suas torçõesextrínseas(mostrada esquematiamente abaixo das imagens). a)Estrutura do anel. b)Fita de Möbius. )Fita na forma de um "oito". d)Fibras de NbSe3 (tiras branas)dobram-se em anéis em torno de uma gota de selênio om diâmetro de aproximadamente
50µm. A �ta de NbSe3 é enrolada na gota de selênio pela tensão de superfíie até que suasextremidades se juntem. e) Imagem de alta ampliação que mostra uma torção em uma�ta de ristal de NbSe3; o enrolar da �ta pode produzir uma torção, omo na formaçãode um ristal de Möbius, devido a suas propriedades elástias e anisotrópias. A esaladas barras é de 10µm [17℄.Hayashi e Ebisawa [18℄ estudaram estados superondutores na �ta de Möbius, base-ada na teoria Ginzburg-Landau (GL), e aharam que as �Little-Parks Osillations� sãomodi�adas quando omparadas ao aso de amostras em formas ordinárias de anéis. Asorrentes persistentes na �ta de Möbius, omo função do �uxo apliado, foi examinadopor Yakubo, Avishai e Cohen [19℄ e Mila, Sta�ord e Caponi[19℄. Wakabayashi e Harigayaestudaram a �ta de Möbius feita de uma �ta de nanogra�te e os efeitos dessa geometriasobre estados loalizados foram explorados. Kaneda e Okabe[20℄ estudaram o modelode Ising na geometria de Möbius, espeialmente os efeitos da geometria da amostra naspropriedades de esala �nita(��nite saling�).Masanao e Kazuhiro [21℄ estudaram, através de métodos de simulação, a estrutura deparedes de domínio na �ta de Möbius ferromagnétia, utilizando o modelo de Heisenbergferromagnétio lássio bidimensional om uma anisotropia simples e uma aproximaçãode ampo médio, foram obtidos dois tipos de parede de domínio que podem ser formadas:15



uma paralela e outra perpendiular à irunferênia, respetivamente. Veri�ou-se que aestabilidade dessas estruturas é sensível à mudança de temperatura e ampo magnétioapliado. A magnetização tem um omportamento que admite uma desontinuidade omfunção da temperatura e do ampo externo apliado.Em alguns outros trabalhos referentes à geometria de Möbius, observou-se o uso deuma parametrização não-an�nia. Essa nova parametrização se baseia no oneito deisometria1, urva entral e superfíies desenvolvíveis (�developable�) [22, 23, 24℄. Nessesasos utilizam-se informações ontidas na linha entral tais omo torção e urvatura, parase obter a superfíie ompleta. Utiliza-se um sistema de oordenadas loais baseado nosistema de Serret-Frenet (t,n,b), onde o (t,n,b) são os vetores, tangente, normal e binor-mal à urva (nesse aso linha entral), respetivamente. Para uma ompreensão melhor daonstrução da superfíie a partir da linha entral reomendamos as referênias [22, 23, 25℄.Gravesen e Willatzen abordaram o problema de autoestados em nanoestruturas na ge-ometria de Möbius desenvolvível om inlusão do efeito da urvatura [26℄. Neste trabalho,os autoestados e as autoenergias assoiadas a um sistema om uma partíula on�nada emuma superfíie na forma da �ta de Möbius são determinadas inluindo as ontribuições deurvatura para o operador energia inétia. Neste trabalho foi utilizada uma parametriza-ção que minimiza a energia elástia de toda a estrutura explorando métodos de geometriadiferenial. Os autores onseguiram mostrar que a inlusão da ontribuição da urvaturapara a energia inétia levanta a dupla degeneresênia enontrada para o aso da estru-tura ��at-Möbius� e altera signi�ativamente a forma dos estados ligados e exitados dasfunções de onda[26℄. Korte [27℄, mostrou que o poço de potenial aumenta om a largurada estrutura de Möbius o que leva a uma loalização das partíulas nas regiões de maiorurvatura e essas regiões poderiam atuar omo anais para transporte de partíulas.Convém ressaltar que os trabalhos apresentados até então lidam em sua maioria, omsimulação ou omputação numéria. O on�namento de partíulas numa geometria deMöbius e as estruturas de paredes de domínios magnétios foram abordados, por métodosnumérios e de simulação. Já no trabalho da Ref [28℄ foi utilizado o formalismo biomplexopara se obter equações de movimento que ainda assim, são resolvidas apenas para algunsasos espeí�os om métodos numérios. Isso nos motiva a abordarmos o problema doestudo de exitações tipo-vórtie na geometria de Möbius, busando soluções analítiasnos asos em que essas são fatíveis e abordarmos o problema por meios numérios nas1Apliações que onservam a métria 16



outras situações. A busa por soluções solit�nias é feita através do modelo de Heisenbergque será disutido na seção seguinte, embora não trataremos nesse trabalho de soluçõessolit�nias.2.2 O modelo de HeisenbergO modelo de Heisenberg é empregado para desrever a on�guração de spins em uma rede.Alguns oneitos da Meânia Quântia são usados em sua derivação. O Prinípio de Ex-lusão de Pauli é usado para se obter aproximadamente a energia de troa, J . Ela desrevea energia neessária para que o sistema de spins interagentes passe de um estado singletopara um estado tripleto. O estado singleto orresponde aos spins interagentes paralelosentre si (estado ferromagnétio) e o estado tripleto orresponde aos spins antiparalelos(estado antiferromagnétio). A energia de troa é dada por,
J = ES − ET . (2.1)onde ES e ET são as energias do estado singleto e tripleto, respetivamente.A proposta de Heisenberg foi apresentar a energia de interação entre spins vizinhos dedois sítios omo,
Ho = −J ′~S1.~S2, (2.2)onde ~S1 e ~S2 são os operadores de spin, forneendo os estados de spin nos sítios 1 e 2,respetivamente. Para uma rede quadrada de sítios no plano, esta energia é dada pelahamiltoniana,

H = −J
′

2

∑

i

(~Si.~Si+1 + ~Si.~Si−1 + ~Si.~Si+2 + ~Si.~Si−2), (2.3)o fator 1
2
foi inserido porque ada termo na somatória em (2.3) é ontado duas vezes; oíndie i representa o i-ésimo sítio da rede e os índies i+1, i−1, i+2 e i−2 são os primeirosvizinhos do i-ésimo sítio. De uma forma mais ompata esrevemos, simplesmente

H = −J
′
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~Si.~Sj . (2.4)Como as omponentes do vetor de spin ~Si são (~S1
i ,
~S2

i ,
~S3

i ), podemos reesrever (2.4)omo 17
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j ). (2.5)Se a rede possui anisotropia, então podemos representar esta anisotropia por um fator

λ na hamiltoniana e esrever
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j ). (2.6)Considerando o espaçamento a entre os sítios da rede pequeno o su�iente para se fazero trunamento na segunda ordem da expansão em Taylor de ~Si, no i-ésimo sítio, podemospassar (2.6) para o limite ontínuo (Apêndie A): o que leva ao modelo sigma não-linear.Neste aso, a aproximação ontínua das variáveis espaiais de spin são válidas para grandesomprimentos de ondas e temperatura su�ientemente baixa. O hamiltoniano ontínuotoma a forma:

H = J
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√
|g|dη1dη2, (2.7)onde J ≡ J ′

2
, √

|g|dη1dη2 é o elemento de superfíie em oordenadas η1 e η2, δa3 é a deltade Kroneker, e gij são os elementos (ontravariantes) da métria da superfíie e hab são oselementos da métria do espaço interno (spins). O ampo vetorial de spins lássios podeser parametrizado em termos dos ampos Θ e Φ: assim teremos que ~S = (Sx, Sy, Sz) ≡
(sin Θ cos Φ, sin Θ sin Φ, cos Θ), sendo esse ampo avaliado numa esfera unitária (espaçointerno), om Θ = Θ(η1, η2) e Φ = Φ(η1, η2). O hamiltoniano (2.7) pode ser visto omosendo o modelo σ não-linear anisotrópio, numa superfíie bidimensional arbitrária.Esta é a hamiltoniana para J > 0, ou seja, o aso ferromagnétio. Para o aso maissimples de apenas duas subredes distintas ompondo um antiferromagneto (J < 0), ovetor de spin ~S deve ser substituído pelo vetor de Néel, ~n = 1

2
(~S1 − ~S2), onde os índiesreferem-se a subredes distintas.2.3 A superfíie da �ta de MöbiusNo estudo de superfíies topológias não-triviais om urvatura, uma muito interessante éa �ta de Möbius ou "Möbius Strip", que é uma superfíie suave não simplesmente-onexae om urvatura não-onstante. Trata-se, também de uma superfíie não orientável quepode ser obtida a partir de um retângulo ABCD, onde AC e BD são unidos de maneira18



que A oinida om D e B om C, veja �gura (2.3). Devido a uma torção de 180o, um doslados da �ta �a justaposto ao outro lado e, dessa maneira, obtemos uma superfíie omapenas um lado. Além disso, a superfíie de Möbius pode ser obtida também a partir deum írulo S1 parametrizado por x2 + y2 = R2 e por um segmento AB no plano xy om
|x| < r , z = 0, y = 0. Nós desloamos o entro c de AB pelo írulo S1 . Agora, quando desreve um ângulo φ, AB faz uma rotação no sentido anti-horário de φ

2
. Quando completa uma volta em torno de S1, AB retorna a sua posição iniial , ontudo, om osextremos invertidos. veja �gura (2.3)

(a) (b)Figura 2.3: a)O retângulo ABCD pode ser unido de maneira a formar a �ta de Möbius.Quando o lado AB é identi�ado om o lado CD, nós obtemos a superfíie de Möbiusomo mostrado em b).
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Figura 2.4: Desloamento do segmento AB em torno do eixo z, om uma rotação de φ
2quando o segmento desreve um ângulo de φ em torno de z, também obtemos a �ta deMöbius. 19



A �ta de Möbius pode ser parametrizada em diferentes sistemas de oordenadas, taisomo o artesiano, de modo que a equação que desreve essa superfíie é;
−R2y + x2y + y3 − 2Rxz − 2x2z − 2y2z + yz2 = 0, (2.8)de maneira que a sua equação paramétria seja dada por;

x = (R + r cos(φ/2)) cos(φ),

y = (R + r cos(φ/2)) sin(φ), (2.9)
z = r sin(φ/2),onde R é o raio de rotação em torno de z, r ∈ [−L

2
, L

2
] onde L é a largura da �ta e

φ ∈ [0, 2π] é o ângulo azimutal.Para os nossos propósitos é importante que onheçamos a métria gij e o elementode linha, ds, da superfíie de Möbius. Os elementos gij da métria serão determinados apartir da de�nição da referênia [33℄.O elemento de linha desse espaço é dado por,
ds2 = gijdx

idxj. (2.10)A métria, por sua vez, pode ser alulada por:
gij =

∂~r

∂qi
· ∂~r
∂qj

, (2.11)de onde pode-se ver que se os elementos da métria são produtos esalares dos vetorestangentes ∂~r
∂qi

às urvas ~r = (x, y, z) para qj onstante. Esses oe�ientes espei�am anatureza do sistema de oordenadas (q1, q2, q3) que no aso das oordenadas desritas naequação (2.9), equivale a (R, r, φ) . Como estamos estudando exitações na superfíie da�ta de Möbius, o parâmetro R será mantido �xo, dessa forma não nos preouparemos omos elementos da métria relaionados a R. Assim temos que,
gij =

∂x

∂qi

∂x

∂qj
+
∂y

∂qi

∂y

∂qj
+
∂z

∂qi

∂z

∂qj
. (2.12)Através de álulos simples, onsiderando q1 = r e q2 = φ, podemos veri�ar que paraa �ta de Möbius os elementos, gij , da métria ovariante são dados por;20



(gij) =



 1 0

0 3r2+4R2+2r2 cos φ+8rR cos φ/2
4



 , (2.13)Pode se de�nir os elementos da métria ontravariante, gij, a partir dos elementos damétria ovariante usando a relação;
gikgkj = δij (2.14)onde δij é o delta de Kroneker, que é de�nido omo δij = 1 se i = j e δij = 0 se i 6= j.Logo, temos que

(gij) =



 1 0

0 4
3r2+4R2+2r2 cos φ+8rR cos φ/2



 . (2.15)Agora, podemos determinar o elemento de linha para a superfíie de Möbius,
ds2 = gijdx

idxj = dr2 + [R2 + 2Rr cos(
φ

2
) +

r2

4
(3 + 2 cosφ)]dφ2, (2.16)onde se adotou a onvenção de Einstein para índies repetidos. O gradiente para umasuperfíie arbitrária qualquer é dada por,

−→∇ =
∑

q̂i
1

hi

∂

∂qi
, (2.17)onde h2

i = gii e qi é a oordenada generalizada. De�nindo-se k = R2 +2Rr cos(φ
2
)+ r2

4
(3+

2 cosφ), podemos obter o operador gradiente para a superfíie de Möbius, o qual lê-se:
−→∇ = r̂∂r + φ̂

1√
k
∂φ. (2.18)Observe que o parâmetro k que aparee nas equações aima, tem algumas araterís-tias espeiais que serão reportadas no apítulo 4, entre elas destaamos o fato de que eleobedee a uma ondição de ontorno intrínsea à �ta de Möbius, a saber,

k(r, φ) = k(−r, φ+ 2π). (2.19)Note também que esse parâmetro é estritamente positivo, uma vez que
k = (r cos(φ/2) +R)2 +

r2

2
> 0. (2.20)Ver �gura (2.5), 21
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Figura 2.5: Grá�o de k em função de r x φ om L = 8,R = 10.Finalmente, a urvatura gaussiana da �ta de Möbius é dada por
G = − 4R2

(4R2 + 3r2 + 2r(4R cosφ/2 + r cosφ))2
= −1

4
(R/k)2. (2.21)Podemos notar que a �ta de Möbius possui uma geometria bastante ria sua urvaturagaussiana é não-trivial. Ela é negativa e não admite nenhuma região de urvatura nula;sua variação tem dependênia nas variáveis φ e r, o que ausa aoplamento nas equaçõesde ampo omo veremos nos apítulos 3 e 4; uma vez que G é inversamente proporionala k2, as equações de ampo se tornam mais ompliadas quando omparadas às equaçõesde ampo para os asos da esfera[11℄, pseudo-esfera[14℄ e toro[13℄ . Também podemosobservar que a urvatura satisfaz a ondição G(r, φ) = G(−r, φ+ 2π); que é araterístiada �ta de Möbius e também pode ser observada no parâmetro k. No limite de r → 0 suadependênia em φ é eliminada. Ao longo de r = 0 a sua urvatura �a onstante, e igualà −

(
1

2R

)2.No próximo apítulo, iremos utilizar o modelo de Heisenberg para um suporte om ageometria de Möbius e busaremos obter soluções topológias nesse suporte.

22



Capítulo 3Modelo de Heisenberg e soluçõestopológias na �ta de Möbius
Nesse apítulo, iremos usar o Modelo Rotor Planar(MRP) na �ta de Möbius para o estudode exitações tipo-vórtie. O MRP pode ser obtido do modelo anisotrópio de Heisenberg,tomando o termo de anisotropia omo sendo -1 e ~S2 = S2

x + S2
y = 1. Dessa forma, éonveniente que seja desrito o modelo anisotrópio de Heisemberg para a �ta de Möbiuspara, em seguida, obtermos o modelo MRP.3.1 O modelo de Heisenberg na �ta de MöbiusNosso intuito é obter exitações topológias na �ta de Möbius que é uma superfíie nãoorientável e não simplesmente-onexa, (os "loops"de�nidos em sua superfíie não podemser ontraídos, por meio de deformações ontínuas, a um ponto). Vamos utilizar o sistemade oordenadas dado por (2.9), os elementos de métria ovariantes e ontravariantes dadosem (2.13) e (2.15) e, o espaço de spins (espaço interno) em oordenadas artesianas, demodo que hab = δab. Assim, o hamiltoniano anisotrópio (2.7) toma a forma:

H = J

∫ l

−l

∫ 2π

0

(3r2 + 4R2 + 2r2 cosφ+ 8rR cos φ
2
)

1

2

2
[(
∂Sx

∂r
)2 + (

∂Sy

∂r
)2 + (1 + λ)(

∂Sz

∂r
)2]

+
2

(3r2 + 4R2 + 2r2 cosφ+ 8rR cos φ
2
)

1

2

[(
∂Sx

∂φ
)2 + (

∂Sy

∂φ
)2 + (1 + λ)(

∂Sz

∂φ
)2]drdφ. (3.1)Quando utilizamos a representação do vetor de spin ~S = (sin Θ cosΦ, sin Θ sin Φ, cos Θ)em termos de Θ e Φ e usamos k = R2 + 2Rr cos(φ

2
) + r2

4
(3 + 2 cosφ), obtemos o seguintehamiltoniano para o nosso modelo:

H = J

∫ l

−l

∫ 2π

0

√
k[(1 + λ sin2 Θ)(∂rΘ)2 + sin2 Θ(∂rΦ)2]23



+
1√
k
[(1 + λ sin2 Θ)(∂φΘ)2 + sin2 Θ(∂φΦ)2]drdφ, (3.2)sendo, ∂θ ≡

∂

∂θ
e ∂φ ≡ ∂

∂φ
.Agora, preisamos determinar as equações de movimento para os ampos Θ e Φ para ahamiltoniana obtida. Essas equações podem ser aluladas via equações de Euler-Lagrangepara os ampos. Neste texto, vamos utilizar a forma de�nida na referênia [8℄, ou seja,

∂L
∂ϕ

− ∂

∂xµ

∂L
∂(∂µϕ)

= 0. (3.3)Essa expressão representa a equação de movimento para o ampo ϕ. Aqui,
xµ = (x1, x2)

= (r, φ). (3.4)Como busamos soluções estátias, o papel desempenhado por L em (3.3) é assumidopor h (densidade hamiltoniano), om sinal negativo uma vez que,
H =

∑
π(q, q̇)q̇ − L⇒ H = −L, (3.5)onde q, π(q, q̇), H e L são, respetivamente, a oordenada an�nia, o momento onjugado,a Hamiltoniana e a Langrangeana do sistema. A densidade hamiltoniana para o nosso asoé dada por:

h =
√
k[(1 + λ sin2 Θ)(∂rΘ)2 + sin2 Θ(∂rΦ)2] +

1√
k
[(1 + λ sin2 Θ)(∂φΘ)2 + sin2 Θ(∂φΦ)2]. (3.6)Então, tomando as equações (3.3) e (3.6), temos que a equação de movimento para osampos Θ e Φ são:
∂h

∂Φ
− ∂

∂r
[

∂h

∂(∂rΦ)
] − ∂

∂φ
[

∂h

∂(∂φΦ)
] = 0, (3.7)e

∂h

∂Θ
− ∂

∂r
[

∂h

∂(∂rΘ)
] − ∂

∂φ
[

∂h

∂(∂φΘ)
] = 0. (3.8)24



Estas expressões levam às seguintes equações de movimento aopladas para os ampos
Θ(r, φ) e Φ(r, φ);

sin Θ cos Θ
√
k[λ(∂rΘ)2 + (∂rΦ)2] +

1√
k
[λ(∂φΘ)2 + (∂φΦ)2]

= ∂r[
√
k(1 + λ sin2 Θ)∂rΘ] + ∂φ[

1√
k
(1 + λ sin2 Θ)∂φΘ], (3.9)e

∂r[
√
k sin2 Θ(∂rΦ)] + ∂φ[

1√
k

sin2 Θ(∂φΦ)] = 0. (3.10)Portanto, o regime anisotrópio de Heisenberg nos fornee equações difereniais não-lineares aopladas. Soluções não-triviais adequadas podem ser obtidas desde que algumasondições sejam impostas, de maneira que soluções espeiais possam emergir. Neste pontoonvém lembrar que as equações aima assumem a forma similar de suas orrespondentesnos asos esfério, pseudo-esfério e toroidal. De fato, sempre que identi�amos 1√
k
om

s

R + s sin θ
, 1

S sin θ
, ou 1

ρτ
, onde φ faz o papel de ângulo azimutal, as equações aimareobrem os asos do toro, esfera e pseudo-esfera, análogo aos da referênias [13, 11, 14℄.Nas equações aima R e s são os raios axiais de rotação no toro, respetivamente. S é oraio da esfera e ρτ representa uma distânia ao longo da geodésia na pseudo-esfera, ouseja, uma hipérbole.Como podemos observar as equações para os ampos Θ e Φ são equações aopladase altamente não-lineares; dessa forma enontrar soluções gerais para esses ampos é umatarefa ompliada. Contudo, um estudo de soluções espeiais nos fornee informaçõesimportantes do omportamento dos ampos nessa superfíie. Na seção seguinte, iremosestudar o aso anisotrópio para, λ = −1. Nesse aso, temos que Θ =

π

2
é solução ebusaremos uma solução para o ampo Φ.3.2 Soluções tipo-vórtie no Modelo do Rotor PlanarEm muitas superfíies, exitações hamadas vórties são obtidas quando busamos solu-ções para o aso do Modelo do Rotor Planar (MRP) (já que estamos tratando de soluçõesestátias, os resultados são apliados ao modelo XY)[13, 14, 11, 14, 12, 16℄. Geometria-mente, um vórtie om uma arga topológia ζ 6= 0 pode ser visto omo um onjunto despins em torno de um iruito fehado em volta do núleo (entro do vórtie ou aroço)25



que é um ponto(ou região) singular ou uma obstrução topológia, tornando impossível,topologiamente, mudar a on�guração de spins para obter uma on�guração na qualtodos os spins estejam alinhados perfeitamente a uma distânia arbitrária do núleo dovórtie. Assim, uma on�guração tipo-vórtie não pode ser ontinuamente deformadapara o estado fundamental, sendo portanto, topologiamente estável. Vórties têm sidointensamente estudados por déadas em inúmeros sistemas físios, tais omo, super�ui-dos e superondutores. Reentemente, eles têm sido observados em nanomagnetos omoestados fundamentais em determinadas geometrias, omo a ilíndria.Quando modelamos um vórtie omo um ontínuo de spins, temos a intenção de desre-ver apenas a sua região exterior; uma vez que na região do núleo o tratamento analítionos fornee apenas uma estimativa de sua energia,requerendo ténias numérias e si-mulação para melhor entendimento das on�gurações de spins. De qualquer modo, natopologia da �ta de Möbius, temos um �ut o� � natural para o vórtie (assim omo noaso do ilindro e do toro).Para alançarmos nossos propósitos, devemos onsiderar as soluções on�nadas aoplano XY, ou seja, apenas a variável de spin Φ terá dinâmia (espaial) enquanto Θ per-maneerá onstante, uma vez que estamos lidando om soluções estátias. Essas soluçõesestão assoiadas ao MRP, de forma que tomaremos λ = −1 e Θ =
π

2
. Então a hamiltoniana(3.2) para este sistema passa a ser esrita omo:

HMRP = J

∫ l

−l

∫ 2π

0

[
√
k(∂rΦ)2 +

1√
k
(∂φΦ)2]drdφ. (3.11)Da equação de movimento (3.10), temos que

∂r[
√
k(∂rφ)] + ∂φ[

1√
k

(∂φΦ)] = 0 (3.12)Como pode ser observado, embora, essa hamiltoniana forneça equações de ampo maissimples que (3.10), sua solução não é uma tarefa simples. O termo √
k que aompanhaas derivadas de Φ é um termo que aopla as variáveis r e φ, naturais dessa geometria, eque não podem ser separadas. Nesse aso é interessante que analisemos algumas soluçõesassintótias para o nosso problema. Como são soluções exatas elas nos auxiliarão nojulgamento de alguns resultados obtidos para as onsiderações que faremos posteriormente.Também, onvém ressaltar que o próprio estado ferromagnétio, que é o estado demenor energia, já apresenta uma on�guração não-trivial, omo estudado na Ref.[21℄. De26



aordo om resultados de simulação para uma �ta de Möbius ferromagnétia dois tipos deparedes de domínio são possíveis de serem enontradas para o estado ferromagnétio.Esses dois tipos de paredes de domínios enontrados para o estado ferromagnétioforneem uma idéia da estrutura do estado fundamental para essa superfíie, omo vistona �gura (3.1)

(a) (b)Figura 3.1: a)Simulação para a �ta de Móbius ferromagnétia. b)Parede de domínio noestado ferromagnétio. )Eixo de oordenadas loal [21℄.Na �gura (3.1) apresentamos apenas o resultado para uma parede de domínio que ésu�iente para o propósito desse parágrafo. Os eixos (x̃, ỹ, z̃) são eixos móveis e de�nidosem ada ponto da superfíie, sendo o eixo z̃ é normal a superfíie em ada ponto. Comovemos na �gura (3.1-b) os spins apontam sempre na direção z̃. Intriseamente, esse asoé análogo ao aso do espaço 2D plano. Note que, para quem está na superfíie, os spinsapontam sempre no mesmo sentido, o que oorre para o aso ferromagnétio no plano.Contudo, para quem está fora da superfíie, perebemos uma formação de parede dedomínio. Note que intrinsiamente, os spins apontam todos na mesma direção forneendoo estado ferromagnétio, de mais baixa energia.
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Capítulo 4Soluções Assintótias para o Modelo doRotor Planar
Vamos analisar algumas soluções assintótias para a �ta de Möbius. Nessa seção usamosalgumas aproximações para o parâmetro k, que são tratados om mais detalhes no apêndieC.4.1 Casos Limitesa) Finta Fina r → 0Nesse aso, a �ta de Möbius estaria reduzida a um írulo de raio R; aí, admitindo-sesimetria ilíndria para Φ : Φ = Φ(φ), obtemos que a equação (3.11) torna-se:

HMRP = J

∫ l

−l

∫ 2π

0

[
1√
k
(∂φΦ)2]drdφ. (4.1)A equação de movimento para esse aso é dada por

∂φ[
1√
k
∂φΦ] = 0. (4.2)Como limr→0

1√
k

= 1
R
, é onstante, a solução é uma solução tipo-vórtie, dada por:

Φ(φ) = ζφ+ φ0, ζ ∈ Z; (4.3)onde ζ é uma arga topológia e φ0 uma onstante de integração. Essa solução já era dese esperar uma vez que nesse limite a �ta de Möbius tem o aspeto de um írulo que temomo solução uma on�guração tipo-vórtie.b) Fita Grande R → ∞Nesse limite, a �ta de Möbius apresenta um raio muito grande e, omo R≫ r, podemosonsiderar novamente Φ = Φ(φ) de modo que, ontinuamos a ter,
∂φ[

1√
k
∂φΦ] = 0, (4.4)28



Quando tomamos R ≫ r, isto é, dado um raio R muito grande, a razão 1√
k
é pratia-mente onstante(ver apêndie C). Dessa forma, a equação (4.4) pode ser esrita omo:

1√
k
∂φ[∂φΦ] = 0, (4.5)uja solução é uma solução tipo-vórtie, dada por:

Φ(φ) = ζ ′φ+ φ1, ζ
′ ∈ Z. (4.6)Novamente ζ ′ é uma arga topológia e φ1 uma onstante de integração. Também nesseaso a solução tipo-vórtie já era de se esperar uma vez que nesse limite a �ta de Möbius seomporta omo uma irunferênia que tem omo solução uma on�guração tipo-vórtie.) Fita Grossa r → ∞Neste aso, nós temos um omportamento interessante, mantendo o raio da �ta ons-tante e tomando uma largura muito grande vemos que a �ta omeça a se auto-intereptar.Esse aso não é uma situação �siamente realizável, ontudo, podemos analisar os resul-tados nessa situação omo resultados limite para os nossos álulos. Vamos admitir, apriori, que nesse aso também seja válida a simetria ilíndria, i.e, Φ = Φ(φ). Sendo as-sim, teremos a mesma hamiltoniana do aso anterior, novamente alulando as respetivasderivadas obtemos a seguinte equação de movimento:

∂2
φΦ − 1

2k
∂φk∂φΦ = 0 (4.7)No limite r → ∞, temos que a EDO (4.7) torna-se:

∂2
φΦ − 1/2 sinφ

3/2 + cos φ
∂φΦ = 0, (4.8)tendo omo solução;

Φ(φ) = q1E(
φ

2
,
4

5
) + φ0, (4.9)que é uma função Elíptia de Jaobi, onde E(φ,m) =

∫ φ

0
[1 −m sin2 θ]1/2dθ.Vamos alular a arga topológia para esse aso. Fazendo, q1 = q π

E( 4

5
)
na equação(4.9). A arga topológia (vortiidade) é formalmente de�nida, no limite ontínuo, omo;

τ =
1

2π

∮

C

−→∇Φ · d~l, (4.10)29



onde a integração é feita ao longo do aminho fehado C, −→∇ é o operador gradiente de�nidoem (2.18) e d~l é o elemento de linha na �ta de Möbius. Assim temos,
τ =

1

2π

∮ −→∇Φ · d~l =
1

2π

∫
∂φΦdφ = q ∈ Z. (4.11)Aqui é interessante notar que tomando q = +1, a solução enontrada se assemelha àsolução tipo vórtie se difereniando apenas por osilações nessa solução, omo visto na�gura (4.4),
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Figura 4.1: Grá�o de Φ(φ)xφ para soluções tipo-vórtie Φ(φ) = φ e para o aso da soluçãoElíptia. Note que a solução Elíptia difere por um termo adiional em A sin φIsto sugere que na solução enontrada, temos um termo de vortiidade e um termo deosilação do tipo A sinφ.Também poderíamos analisar o aso limite em que R→ 0, ontudo, os resultados serãoanálogos ao aso em r → ∞ uma vez que, para a solução �nal esses dois proessos sãoequivalentes.Assim, omo podemos observar temos que em alguns asos limites as soluções se apro-ximam de resultados esperados e servem para omparação om resultados posteriores.Contudo, para o aso geral a equação (3.12) ainda se torna difíil de ser resolvida. Umaproposta alternativa é fazer uma análise numéria a �m de onheermos melhor o om-portamento da solução do nosso problema e assim extrapolarmos alguns resultados.4.2 Solução numéria para o MRPComo pode ser observada a equação de movimento (3.12) é altamente aoplada. E no asogeral não podemos onsiderar uma simetria ilíndria, omo feita em outros trabalhos,quando o suporte era uma esfera [11℄, pseudo-esfera [14℄ ou toro [13℄, para menionar,nesses asos tal onsideração simpli�ava em muito a abordagem do problema. Aqui noentanto, devemos levar em onsideração tanto a variação de Φ om r quanto om φ. Sendo30



assim, o que vamos fazer nessa seção é uma abordagem dos resultados obtidos através deum tratamento numério usando o proesso de diferenças �nitas. O método de diferenças�nitas desreve uma aproximação numéria para a solução da equação diferenial emquestão. Daí, os dados numérios gerados serão omparados om as soluções analítiasenontradas para os asos assintótios da seção (4.1). A partir disso iremos extrapolar umaondição de ontorno para o nosso problema no aso geral. Em seguida vamos analisar oaso geral onde os limites onsiderados não são mais válidos. Os resultados obtidos aquiforam gerados por meio de programa baseado em linguagem Fortran 90. Daremos aquiapenas uma breve desrição do mesmo, para maiores detalhes sobre o método de diferenças�nitas ver apêndie (D).Tal método onsiste, basiamente, na disretização da superfíie(ou espaço), em ques-tão de modo a tornar a ED (3.12) uma equação disreta. Caso seja onheido o omporta-mento da função no ontorno para o problema pode-se, por meio de interações, onheero omportamento da função no restante da superfíie. Agora, vamos reesrever a equação(3.12) omo:
∂2

rΦ +
1

k
∂2

φΦ +
1

2k

∂k

∂r
∂rΦ − 1

2k2

∂k

∂φ
∂φΦ = 0 (4.12)A equação (4.12) pode ser disretizada quando usamos as seguintes relações para asderivadas primeiras e segundas da função Φ(r, φ) em termos das variáveis φ e r ;

∂rΦ =
Φi,j+1 − Φi,j−1

2p
, (4.13)

∂φΦ =
Φi+1,j − Φi−1,j

2h
, (4.14)

∂2
r Φ =

Φi,j+1 − 2Φi,j + Φi,j−1

p2
, (4.15)

∂2
r Φ =

Φi+1,j − 2Φi,j + Φi−1,j

h2
, (4.16)onde p e h são os inrementos em r e φ, respetivamente. Nessas equações o índie irefere-se à variável φ ∈ [0, 2π] e o índie j refere-se a variável r ∈ [−L

2
, L

2
]. O método exigeque saibamos o omportamento da função Φ(r, φ) no ontorno da superfíie. Aqui, vamosassumir a ondição de ontorno que nos extremos da �ta os spins estão alinhados om asuperfíie. Essa ondição é razoável, uma vez que, nos asos limites r → 0 e R → ∞, omovimos, temos uma solução tipo-vórtie. Também, no interior da �ta vamos sortear direções31



aleatórias para os spins. Utilizando essas relações e a ondição de ontorno proposta, nósobtemos os seguintes resultados para os asos limites, omo seguem.4.3 Casos limites - Resultados Numériosa) Fita Fina, L→ 0Utilizando o método proposto, vamos onsiderar o aso de uma �ta, onde a sua larguraé muito pequena, r → 0; nesse aso, omo visto na seção (4.1); a solução analítia éuma solução tipo-vórtie Φ(φ) = ζφ+ φ0. O resultado numério para esse aso, usando ométodo de diferenças �nitas, pode ser visto na �gura (4.5)
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Figura 4.2: Grá�o de Φ(φ)xφ. O resultado linear(linha ontínua) é o grá�o para soluçãotipo-vórtie dada por Φ(φ) = φ + π/2 e os pontos o resultado numério para uma �ta delargura muito pequena, nesse aso, L = 0.1 e R = 10.Como era de se esperar para L→ 0, temos que os resultados numérios forneem umasolução tipo-vórtie, o que era natural, tendo em vista que nesse limite a ondição deontorno imposta tem um peso muito maior sobre o resultado obtido.b) Fita grande R ≫ r.De maneira análoga ao aso anterior, vamos analisar a �ta de Möbius para o aso ondeo raio é muito grande. A solução omo vista na seção (4) para uma �ta de raio muitogrande é uma solução tipo-vórtie Φ(φ) = ζ ′φ+ φ0. O resultado numério para esse aso,usando o método de diferenças �nitas, pode ser visto na �gura (4.6);Nesse aso, omo esperávamos, a solução omo vista no grá�o da �gura (4.3) é umasolução do tipo-vórtie uma vez que os pontos, resultados numérios obtidos om o nossométodo, têm um omportamento linear pratiamente idêntio ao aso analítio, olabo-rando para a validade dos nossos resultados. A on�guração de spins para esse aso podeser visto na �gura (4.7),) Fita Grossa L≫ R. 32
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Figura 4.3: Grá�o de Φ(φ)xφ. O resultado linear (linha ontínua) é o grá�o para soluçãotipo-vórtie dada por Φ(φ) = φ + π/2 e os pontos o resultado numério para uma �ta deraio muito grande, nesse aso, L = 6 e R = 104.

Figura 4.4: Con�guração de vórtie sobre a �ta de Möbius para o aso de raio grande,nesse aso L = 6 e R = 104.Esse aso, na realidade não é um aso fatível do ponto de vista físio, uma vez queteríamos uma �ta que se auto-intereptaria. Contudo, é um aso interessante de se analisardo ponto de vista da validade do método utilizado para obtenção de resultados. Para isso,onsideraremos uma �ta om um raio �xo e uma largura expressiva em omparação omo raio (r >> R). Para esse, omo já vimos anteriormente no limite de r → ∞ temos quesolução é a elíptia de Jaobi. Dessa forma, a ondição de ontorno esolhida, não seriaa mais apropriada nessa situação (L=2000). Contudo isso pode ser ontornado, quandoanalizamos a solução para r ∈ (250, 750) uma vez que nessa região r não esta próximo doontorno, e por isso é pouo in�ueniado por ele, e esta longe da origem r = 0, na qualo limite não é válido. Os resultados para a variação do ampo Φ(φ), podem ser vistos na�gura (4.8);Aqui, devemos ressaltar que diferentemente dos outros resultados o omportamento de
Φ(φ) varia om a posição na �ta quando assumimos uma largura grande em vista do raio33
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Figura 4.5: Grá�o de Φ(φ)xφ para soluções tipo-vórtie através de analise numéria. Ográ�o linear é o aso Φ(φ) = φ e os pontos o resultado numério para r variando de
−1000 a 1000 esse intervalo foi dividido em 800 partesda �ta de Möbius (r >> R). Noutras palavras, quando temos uma �ta de largura grande,o omportamento da função Φ para regiões da �ta su�ientemente afastada do entro, temum omportamento que se assemelha a função E(φ

4
, 4

5
) sendo essa função um limite paraos resultados obtidos, omo pode ser observado na �gura (4.9), onde o grá�o ontínuo éa função E(φ

4
, 4

5
) e os pontos o resultado numério.
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Figura 4.6: Grá�o de Φ(φ)xφ,o grá�o linear(linha preta) é o aso para solução-tipovórtie a urva em azul é o grá�o para função elíptia e os pontos são resultados numériosom r variando de−1000 à 1000 esse intervalo foi dividido em 800 partes, a esala do grá�ofoi alterada para melhor visualização.
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Note que o omportamento da função Φ para �ta de Möbius, se assemelha muito aoomportamento da função Φ = φ + A sin(φ) onde A é um parâmetro que depende de re no limite quando r → 0 temos que A → 0, ou seja, temos uma solução tipo-vórtie
Φ = ζφ+ φ0.Como pode ser observado, o resultado numério onorda om o resultado analítioenontrado. Sendo assim, vamos utilizar o método numério para enontrar a soluçãopara uma �ta de Möbius, onde a largura é da ordem do raio da �ta.) Fita om largura da mesma ordem de tamanho do raio, L ≈ R.De modo geral, quando olhamos para essa geometria om objetivos de entendê-la eutilizá-la em futuras apliações tenológias, vemos que as dimensões de sua largura e doseu raio são da mesma ordem: por exemplo, em [17℄ foi reportada a onstrução de uma�ta om L ≈ 20µm e R ≈ 25µm.Vamos onsiderar uma �ta onde L = 6u.c (unidades de omprimento) e o raioR = 7u.c,nessa situação nós obtemos os resultados da �gura (4.10) para a variação de Φ em termosde r e φ.
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Figura 4.7: Grá�o de Φ(φ)xφ para soluções tipo-vórtie. O grá�o linear é o aso Φ(φ) = φe os pontos, os resultados numérios para r variando de −3 a 3 e R = 7.
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Podemos omparar também o omportamento do ampo Φ quando variamos o raioda �ta de Möbius e mantemos �xo a largura dessa �ta. Esse resultado pode ser visto na�gura (4.11) e (4.12), nesse último a esala foi ampliada para melhor visualização;
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()Figura 4.8: Análise da variação de Φ(φ) para os asos de uma �ta om L = 15 e R =a)8,b)12 e )20 respetivamente. à medida que o raio aumenta temos uma solução maispróxima da solução tipo-vórtie.
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()Figura 4.9: Análise da variação de Φ(φ) para os asos de uma �ta om L = 15 e a)R =
8,b)R = 12 e )R = 20 respetivamente, Os grá�os foram ampliados para melhor análiseda variação de Φ om r, o grá�o linear e para solução tipo-vórtie. à medida que o raioaumenta temos uma solução mais próxima da solução tipo-vórtie. O que �a muito laroquando omparado o grá�o (a) om o ().Note que à medida que R aumenta, a solução se aproxima daquela que desreve umvórtie usual, digo Φ(φ) = qnφ+ φ0.
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(a)
(b)
()Figura 4.10: Con�guração de vórtie para os asos de uma �ta om L = 15 e a)R = 8,b)R = 12 e )R = 20 respetivamente.
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Como pode ser obsevado à medida que a largura omeça a assumir valores maiores queo raio da �ta, os efeitos de urvatura �am mais evidentes, omo podemos ver no grá�oda �gura (4.12-a) e na �gura (4.13-a). Por onseguinte, omo visto, temos que para osasos em que a largura é da mesma ordem de grandeza do raio (e menor que este; uma vezque, �tas om largura maior que o raio não são realizáveis do ponto de vista geométrio) aexitação tipo vórtie, Φ(φ) = qnφ+ φ0, é solução para �ta de Möbius, om a ondição deontorno proposta. A arga topológia dessa on�guração pode ser alulada omo feitona equação (4.10). Assim,
τ =

1

2π

∮

C

−→∇Φ · d~l =
1

2π

∫

C

∂φΦdφ = qn. (4.17)Deste modo, baseado em nossos resultados, podemos sugerir o álulo da energia utili-zando uma solução tipo vórtie, dada por Φ = ζφ+φ0; usando essa solução na hamiltoniana(3.11). A energia será dada por,
EMRP =

∫ 2π

0

∫ L/2

−L/2

1√
k
(∂φΦ)drdφ (4.18)

EMRP = ζ2

∫ 2π

0

∫ L/2

−L/2

1√
k
drdφ (4.19)Como pode ser observado, a integração na variável φ não pode ser alulada failmente.Por isso, vamos fazer uma integração numéria usando o programa Mathematia 5.2, a�m de obtermos o grá�o da energia. Utilizando essa abordagem numéria foi estudada avariação da energia em diversas situações. Como pode ser visto na �gura (4.14) e (4.15).Na �gura (4.14) nota-se que a energia diminui om o aumento de R, o que onordaom resultados enontrados em [13℄, onde também se trabalha om uma superfíie não-simplesmente onexa, a saber, o toro. Naquela situação, também oorre diminuição daenergia om o aumento de R. Em tais irustânias, isso se dá porque no limite de R → ∞,o toro efetivamente se tornava um annulus in�nito (não um plano in�nito) om raio externoe interno dados, respetivamente, por R− πr e R+ πr. Para a �ta de Möbius temos umasituação similar quando R → ∞ também temos um vórtie num írulo in�nito de modoque a energia também se anularia. Pode ser observado que para variação da largura da �taa energia aumenta, o que é natural uma vez que temos uma maior superfíie magnétiaontribuindo para a energia. Contudo, há um limite para esse aumento da largura, umavez que, devido às peuliaridades da geometria de Möbius, para larguras grandes (L≫ R)40
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L()Figura 4.11: Analise da variação da energia para os asos a)Energia para a �ta de Möbiusquando a razão R/r = 1 b)Energia variando om raio da �ta de Möbius ) Energiavariando om a largura da �ta.

LFigura 4.12: Variação da energia om a Largura para diferentes raios da �ta de Möbiusa)(Verde)R = 8, b)(Azul)R = 18, )(Amarelo)R = 28, d)(Vermelho)R = 38oorre auto-intereptação da �ta, o que não é geometriamente realizável. Por �m, na�gura (4.15) vemos que para valores de raios da �ta ada vez maiores a energia, embora,aumente om a largura, sofre uma diminuição om o aumento do raio.
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Conlusões gerais e perspetivas
Tendo estudado o MRP para spins lássios na �ta de Möbius, pode ser observado queos efeitos da urvatura ausam um aoplamento nas equações de ampo enontradas,tornando-as mais ompliadas de resolver quando omparadas om suas ontrapartidasem outras geometrias urvas, omo no aso esfério[11℄, toroidal[13℄ e pseudoesfério[14℄.Utilizando o método de diferenças �nitas para a determinação das soluções numérias deequações difereniais pariais, foi possível obter exitações tipo-vórtie na �ta de Möbiusbaseado na análise dos resultados numérios. Através, dessa análise foi veri�ado que paraa �ta de Möbius a ondição de ontorno adotada é razoável e as soluções enontradaspara os asos R ≫ r e L ≈ 0 onordam om os resultados enontrados nos asos limites
R → ∞ e r → 0. Generalizando esses resultados, foi veri�ado que para a �ta de Möbiusom largura da ordem de grandeza do raio e menor que este, a solução-tipo vórtie é umasolução para exitações de spins nessa superfíie om arga topológia qn inteira, o quegarante que as soluções são soluções topologiamente estáveis. Veri�ou-se também que aenergia dessa on�guração derese om o aumento do raio da �ta.O presente trabalho pode ser utilizado omo auxílio no estudo de estruturas ferromag-nétias, om geometrias não usuais, om urvatura não-trivial, para os asos nos quais osomponentes do material possuam spins su�ientemente grandes, para que as aproxima-ções de spins lássios sejam válidas.Nesses asos de estruturas �nitas,além da energia detroa (aqui onsiderada), devemos aresentar também o termo magnetostátio, advindode argas magnétias superfíiais assoiadas à distribuição da magnetização.Como reportado, materiais sintetizados na forma da geometria de Möbius já foramobtidos. Em alguns trabalhos foram utilizados simulação omputaional de materias degrafeno na geometria de Möbius om o objetivo de analisar a estabilidade estrutural nessageometria e suas propriedades eletr�nias [52, 53℄. Dessa forma, o estudo da geometriade Möbius tem muito a ofereer para o entendimento de fen�menos físios sensíveis àgeometria e topologia desse suporte.Como perspetivas, busaremos estudar a �ta de Möbius utilizando uma parametri-42



zação não-an�nia usada nos trabalhos[22, 23, 24℄ busando ompreender a in�uêna daurvatura nesses asos.
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Apêndie AAproximação ontínua do modelo deHeisenberg
Nesta seção, nós iremos obter a equação (2.7), que é a expressão para o limite ontínuodo modelo de Heisenberg anisotrópio. Como foi visto anteriormente, o hamiltoniano deHeisenberg para interação entre primeiros vizinhos, numa rede bidimensional, é dada por:

H = −J ′
∑

<i,j>

Hi,j = −J ′
∑

<i,j>

(Sx
i S

x
j + Sy

i S
y
j + (1 + λ)Sz

jS
z
j ). (A.1)Aqui, ~Si é o operador que atua no sítio i da rede que interage om os sítios i+1, i+2,

i− 1 e i− 2. Essa hamiltoniana pode ainda ser esrita omo (fazendo J = J ′/2):
H = −J [

∑
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∑
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Sα
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+λ
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Figura A.1: Rede quadrada de spins indiando os quatro sítios que interagem om o sítiogenério i.Também, podemos expandir as omponentes de spin numa série de Taylor, om umaboa aproximação, até segunda ordem: 44



Sα
i+1 = Sα

i + a∂xS
α
i +

a2

2
∂2

xS
α
i + ..., (A.3)

Sα
i−1 = Sα

i − a∂xS
α
i +

a2

2
∂2

xS
α
i − ..., (A.4)

Sα
i+2 = Sα

i + a∂yS
α
i +

a2

2
∂2

yS
α
i + ..., (A.5)

Sα
i−2 = Sα

i − a∂yS
α
i +

a2

2
∂2

yS
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i − ..., (A.6)onde a é um espaçamento de rede. Dessa forma, a hamiltoniana (A.7) poderá ser esritaomo:
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)]. (A.7)Como estamos analisando o limite ontínuo, vamos substituir o somatório em i pela integraldupla ∫ ∫

dxdy
a2 , temos que:
H = −4J ~S2
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]dxdy. (A.8)No limite termodinâmio, onde o tamanho do sistema tende ao in�nito, o primeirotermo diverge e deve ser subtraído da hamiltoniana original. Assim, obtemos:
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]dxdy. (A.9)Integrando por partes os termos que sobraram, hegamos à seguinte expressão:
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)2]dxdy, (A.10)que pode ainda ser reesrita omo:
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onde δij assume o valor 1 se i = j e 0, aso ontrário. hab é o elemento da métria doespaço de spins, o qual, no aso de parametrizarmos os spins em oordenadas artesianas,será dado por hab = δab.A transformação do elemento de superfíie de oordenadas artesianas para um sistemaqualquer é dado por [33℄:
dxdy =

∣∣∣∣∣∣

∂x
∂µ1

∂x
∂µ2

∂y
∂µ1

∂y
∂µ2

∣∣∣∣∣∣
dµ1dµ2. (A.12)Então, essa transformação pode ser usada para desrever a hamiltoniana (A.10) numasuperfíie arbitrária qualquer. Temos então que:
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dµ1dµ2. (A.13)O termo δij onta para o elemento da métria no espaço parametrizado em oordenadasartesianas. No aso de trabalharmos numa superfíie arbitrária, om os elementos demétria dados por gij, a última expressão será esrita omo:
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|g|dµ1dµ2, (A.14)que é a expressão dada em (2.7). Aqui de�nimos,
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Apêndie BAlguns oneitos de Homotopia
Nosso objetivo nesse apêndie não é fazer uma revisão desse assunto om rigor matemá-tio e sim abordar o tema busando ontextualizá-lo num ambiente de Físia de MatériaCondensada, mais espei�amente, iremos abordar alguns aspetos no estudo de sistemasordenados. Os aspetos tratados nesse apêndie podem ser aprofundados nos trabalhos deShankar [34℄ e no trabalho de Mermin [6℄.Seja um sistema ordenado desrito pelo ampo ϕ(~x) de�nido sobre os pontos ~x dealgum domínio espaial X. O ampo ϕ pode ser onsiderado omo um vetor de spin ~s seo sistema é um ferromagneto, ou o vetor diretor ~n se o sistema é um líquido nemátio,et. Vamos denotar por Y , o ontorno dos possíveis valores de ϕ, por exemplo, Y = S1é um írulo, se ϕ é um vetor de duas omponentes e omprimento �xo (ϕ = ϕ1x̂ + ϕ2ŷ,tal que |ϕ2| = 1); Y = S2 se ϕ é um vetor de três omponentes de omprimento �xo(ϕ = ϕ1x̂+ ϕ2ŷ + ϕ3ẑ, tal que |ϕ2| = 1); e assim por diante.Agora, seja X um sistema unidimensional parametrizado por 0 ≤ x ≤ 2π e algumampo ϕ(~x) tal que a ada ponto xi ∈ X há um ponto imagem ϕ(xi) em Y . Como x variade 0 a 2π, o ponto imagem traça uma urva em Y iniiando em ϕ(0) e terminando em
ϕ(2π). Vamos onsiderar os ampos que obedeem à seguinte ondição ϕ(0) = ϕ(2π) = ϕ0onde ϕ0 é hamado de ponto base. Dessa forma os pontos imagem traçam uma urvafehada em Y anorada em ϕ0. Assim o estudo do sistema se reduz ao estudo do ompor-tamento dos aminhos fehados (loops) em Y .Vamos onsiderar a lassi�ação das on�gurações de loops que são lassi�ados emlasses, tais que:

• Quaisquer dois loops pertenendo à mesma lasse podem ser deformado ontinua-mente um no outro. Como exemplo, um triângulo, um quadrado, um pentágono, eassim por diante, podem ser ontinuamente deformados para se obter um írulo.Sendo assim, podemos a�rmar que essas �guras pertenem à mesma lasse.47



• Loops pertenentes a diferentes lasses não podem ser ontinuamente deformadasum no outro.Dessa forma, as lasses são hamadas lasses de homotopia e os membros de uma dadalasse são ditos homotópios um ao outro.Convém aqui destaarmos os oneitos de superfíies simplesmente onexas e não-simplesmente onexas: superfíie simplesmente onexas é aquela na qual qualquer ami-nho fehado pode ser ontinuamente reduzido a um ponto; e superfíie não-simplesmenteonexas oorre quando nem todas as urvas fehadas sobre esta podem ser ontinuamentedeformadas a um ponto.Vamos ver alguns exemplos. Considere o aso de Y = E2 o espaço eulidiano bidimen-sional que pode ser identi�ado om o plano xy. Seja y0 um ponto qualquer do plano. Éevidente que temos apenas uma lasse de homotopia, pois qualquer loop sobre esta super-fíie pode ser deformado em outro, por meio de deformações ontínuas, e partiularmente,em um loop puntiforme em y(x0), onde y0 é um ponto qualquer sobre a superfíie.Consideremos agora, Y = E2 − (0, 0). Neste aso, temos o plano eulidiano menosum ponto. Este é um exemplo de uma superfíie não-simplesmente onexa. Agora, seja
y0 um ponto qualquer em Y . Podemos ver que qualquer loop que não envolve a origempode ser ontinuamente deformado a um loop puntiforme em y0 enquanto aqueles quesão fehados em torno da origem não o podem. Os loops podem irular a origem umaduas ou mais vezes, dessa forma podemos lassi�ar os loops por meio de um inteiro m,onde a magnitude e o sinal de m, espei�am o número de vezes e o sentido no qual aorigem é envolvida. É laro que apliações pertenentes a diferentes valores de m não sãohomotópios. Considere o onjunto y0, y1, y2, ..., onde ym representa todos os loops queirulam a origem m vezes. Este onjunto é hamado de primeiro grupo de homotopia de
Y , e denotamos por Π1(Y ). O subsrite 1 nos diz que X adquire a forma de uma superfíiefehada unidimensional, isto é, um loop que é topologiamente equivalente a um írulo,
S1. Como pode ser observado existe uma orrespondênia um para um entre o onjuntodos números inteiros e o onjunto Π1[E

2 − (0, 0)]. O estudo desses grupos também revelaque suas leis de são idêntias à de adição entre orrespondentes inteiros. Denotaremos por
Z∞ o onjunto de todos os inteiros que formam um grupo sob adição. Assim temos,

Π1(E
2 − (0, 0)) = Z∞. (B.1)Se a região X é uma região bidimensional e todos os pontos do ontorno são mapeados48



em um ponto y0, X assumirá a forma de uma superfíie fehada bi-dimensional, topologi-amente equivalente a uma superfíie esféria S2. O grupo em questão é o Π2(Y ). De fato,enquanto vórties (magnétios em partiular) são araterizados por uma arga topológiaassoiada ao primeiro grupo fundamental Π1(Y ), isto é, adquirem uma arga topológiapelo mapeamento de um írulo de spins na superfíie magnétia em questão. Para asexitações solit�nias é preiso grupos superiores. No aso do mangnetismo, tal grupo é
Π2(Y ), ou seja, o mapeamento deve envolver uma esfera de spins. Igualmente se X é umaregião tri-dimensional do espaço, o grupo de estudo será o Π3(Y ).
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Apêndie CAnálise do parâmetro k
Para fazermos um estudo mais detalhado das equações de movimento é onveniente queantes façamos algumas observações sobre o termo k que aparee em nossas equações.Pode-se, por meio de uma veri�ação direta, observar que k é estritamente positivo, umavez que,

k = R2 + 2Rr cos(
φ

2
) +

r2

4
(3 + 2 cosφ) = (r cos(φ/2) +R)2 +

r2

2
> 0 (C.1)Observe os grá�os da �gura (C.1) Quando onsideramos o aso assintótio R/r >> 1,
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Figura C.1: a)Grá�o de k em função de rxφ om L = 8,R = 10.b)Grá�o de 1√
k
emfunção de rxφ om L = 8,R = 10.temos que o termo 1/

√
k é aproximadamente onstante. Como pode ser observado nas�guras (C.2) e (C.3):
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Figura C.2: a)Variação do parâmetro k em função de r e de φ para R = 8000. b)Variaçãode 1/
√
k em função de r e φ para R = 8000.
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√
k em função de φ.Em (a)foram atribuídos vários valores para φ em seguida plotadosos grá�os de 1/

√
kxr. Em (b)foram atribuídos vários valores de r e plotado o valor de

1/
√
kxφ.Outra araterístia importante que podemos destaar é que k obedee à uma ondiçãoaraterístia da �ta de Möbius, a saber,

k(r, φ) = k(−r, φ+ 2π) (C.2)Também onvém ressaltar que k se relaiona om a urvatura por meio da relação,
k2 = −

(
R

2

)2
1

G
(C.3)Onde G é a urvatura Gaussiana da �ta de Möbius que é estritamente negativa.

52



Apêndie DMétodo de diferenças �nitas
O método de diferenças �nitas onsiste, basiamente, na disretização da superfíie (ouespaço) em questão, de modo a tornar a equação diferenial uma equação disreta. Ométodo pode ser usado em várias apliações no estudo de soluções numérias de equaçõesdifereniais tando ordinárias quando pariais. Os resultados aproximados obtidos pelo mé-todo melhoram à medida que tomamos inrementos ada vez menores. A implementaçãodo método onsiste de dois passos: (i) Substituição da equação original por sua forma emtermos de difereças �nitas. (ii) obter solução destas equações para os valores disretos dafunção.Para obtermos a equação disreta vamos onsiderar a expanção em Taylor de f(x−h)e f(x+ h), onde h é um inremento em x que pode ser esrita omo;

f(x− h) = f(x) − hf ′(x) +
h2

2
f ′′(x) − h3

3!
f ′′′(x) +

h4

4!
f ′′′′(x) − ..., (D.1)

f(x+ h) = f(x) + hf ′(x) +
h2

2
f ′′(x) +

h3

3!
f ′′′(x) +

h4

4!
f ′′′′(x) + .... (D.2)Fazendo f(x+h)−f(x−h) e ignorando os termos úbios e de ordem maior em h obtemosque,

f ′(x) ≃ f(x+ h) − f(x− h)

2h
, (D.3)Agora fazendo f(x+h)+f(x−h) e novamente ignorando os termos de ordem superiorobtemos que:

f ′′(x) ≃ f(x+ h) − 2f(x) + f(x− h)

h2
, (D.4)que são as equações de diferenças �nitas para a derivada primeira e para a derivadasegunda. Utilizando essas equações e a equação diferenial em questão obtém-se a equaçãodiferenial na forma disreta. Nesse método, dada a ondição de ontorno adequadapodemos obter a solução aproximadas para o problema abordado. No aso de um EDP,53



deve-se fazer uma pequena alteração nas equações (D.3) e (D.4) para inluir as respetivasvariáveis do problema em questão. Para um problema onde f é função de duas variáveis
x, y por exemplo,temos,

∂xf =
fi,j+1 − fi,j−1

2p
, (D.5)

∂yf =
fi+1,j − fi−1,j

2h
, (D.6)

∂2
xf =

fi,j+1 − 2fi,j + fi,j−1

p2
, (D.7)

∂2
yf =

fi+1,j − 2fi,j + fi−1,j

h2
. (D.8)No aso, de termos uma EDP de três ou mais variáveis o proesso é análogo. Para a geraçãode dados vamos utilizar um algoritmo esrito em linguagem de programação Fortran 90 quepode ser visto no apêndie (D.2), e para manipulação de dados foi utilizado o Mathematia5.2.Antes de desrevermos o algoritimo para o problema da �ta de Möbius, vamos apliá-loà uma superfíie toroidal, na qual já temos resultados bem estabeleidos, sendo assim umbom ontexto para veri�ação da validade do método.D.1 Soluções do MRP para a superfíie toroidalNesta seção iremos abordar apenas os aspetos neessários para nossa análise, mais deta-lhes a respeito da superfíie toroidal pode ser visto em [85℄. A superfíie do toro pode serparametrizada em termos de θ e φ por:

x = (R + r sin θ) cosφ, (D.9)
y = (R + r sin θ) sinφ, (D.10)

z = r cos θ, (D.11)sendo θ , φ ∈ [0, 2π] e r, R são parâmetros do toro.A métria ovariante e ontravariante para essa superfíie é dada, respetivamente,por,
(gij) =



 (R + r sin θ)2 0

0 r2



 (D.12)54
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 (D.13)O Hamiltoniano para o Modelo do Rotor Planar(MRP) é dado por,
HRP = J

∫ π

−π

∫ 2π

0

[κ′(∂θΦ)2 +
1

κ′
(∂φΦ)2]dφdθ. (D.14)Onde κ′ = R+r sin θ

r
. Utilizando a equação de Euler-Lagrange obtemos a seguinte equaçãode ampo para Φ;

∂θ[κ
′(∂θΦ)] + ∂φ[

1

κ′
(∂φΦ)] = 0 (D.15)Que pode ser esrita omo:

∂2
θΦ +

1

κ′2
∂2

φΦ +
1

κ′
∂κ′

∂θ
∂θΦ − 1

κ′3
∂κ′

∂φ
∂φΦ = 0, (D.16)Observe que, fazendo θ → r e κ′2 → k na equação (D.16) voltamos na equação (3.12) quemostra a semelhança destes dois problemas.A equação (D.16) pode ser disretizada quando usamos o análogo das equações (D.5)-(D.8) para o ampo Φ(θ, φ).As derivadas primeiras e segundas da função Φ(θ, φ) em termos das variáveis θ e φ são;

∂θΦ =
Φi,j+1 − Φi,j−1

2p
, (D.17)

∂φΦ =
Φi+1,j − Φi−1,j

2h
, (D.18)

∂2
θΦ =

Φi,j+1 − 2Φi,j + Φi,j−1

p2
, (D.19)

∂2
φΦ =

Φi+1,j − 2Φi,j + Φi−1,j

h2
. (D.20)55



Onde p e h são os inrementos em θ e φ, respetivamente. Nessas equações o índie irefere-se à variável φ e o índie j refere-se a variável θ. Como vimos à superfíie toroidalpode ser parametrizada em termos das variáveis θ e φ de�nidas no intervalo [0, 2π]. E oampo Φ também pode ser mapeado em termos dessas variáveis.Caso seja onheido o omportamento da função no ontorno para o problema, pode-sepor meio de interações onheer o omportamento da função no restante da superfíie. Deaordo om Carvalho [85℄, para o MRP no ontorno os spins se omportam omo vórties.Dessa forma na região R os ontornos devem satisfazer a essa ondição. Isso no leva aimpormos as seguintes ondições de ontorno Φ(0, φ) = Φ(2π, φ) = φ+π/2, Φ(θ, 0) = π/2e Φ(θ, 2π) = 5π/2. Com essas ondições obtemos os seguintes resultados para supefíietoroidal, vistos na �gura (D.1).Variação de Φxφ
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Figura D.2: Variação de Φ em função de φ para o aso toroidal.

(a) (b)Figura D.3: Con�guração de spins na superfíie toroidal.Como pode ser observado a solução obtida é uma solução tipo-vortie, uma vez quea variação de Φ em termos de φ é do tipo Φ = qφ + φ0, nesse aso a arga topología é
q ∈ Z. 56



D.2 AlgoritmoAlgoritmo utilizado para geração de dados. Para a visualiazação dos dados gerados foiutilizado o programa Mathematia 5.2.program Mobius_Strip impliit noneReal(8)::A(31,401,3),B(31,401,3),D(31,401,3),y(31,401),r(401),ph(31)Real(8)::L,t,pi,p,dQi,dQj,h,Q Integer(4)::i,j,z,n,zz,sPrint*,'Entre om a largura'Read*,LPrint*,'Raio'Read*,tpi=4*Atan(1.)h=2*pi/30p=L/400z=1359711zz=30 !Numero de divisões do aron=400 !Numero de divisões dalargurar(1)=-L/2.r(401)=L/2.ph(1)=0.ph(31)=2*piy(1,1)=pi/2y(1,401)=pi/2y(31,1)=5*pi/2 y(31,401)=5*pi/2do i=2,30 !Definindoas regiões de ontornoph(i)=(i-1)*hy(i,1)=ph(i)+pi/2y(i,401)=ph(i)+pi/2end dodo j=2,400r(j)=-L/2+(j-1)*py(1,j)=pi/2y(31,j)=5*pi/2end dodo j=2,400 !Definindo os valores iniiais para a fitado i=2,30y(i,j)=10*sin((i**2-j)*2*pi/20)end doend doPrint*,'ok1'do s=1,35000do j=2,400do i=2,30Q= t**2+2*t*r(j)*os(ph(i)/2)+0.25d0*(r(j)**2)*(3+2*os(ph(i)))dQi= -t*r(j)*sin(ph(i)/2)-0.5d0*(r(j)**2)*sin(ph(i))dQj= 2*t*os(ph(i)/2)+0.5d0*r(j)*(3+2*os(ph(i)))y(i,j)= 0.5d0*(((p*h)**2)/(Q*h**2+p**2))*(y(i,j+1)*(((2*Q+p*dQj)/(2*p**2)))++y(i,j-1)*((2*Q-p*dQj)/(2*p**2))+y(i+1,j)*((4*Q-h*dQi)/(4*Q*h**2))+y(i-1,j)*((4*Q+h*dQi)/(4*Q*h**2)))end doend doend doPrint*,'ok2'do q=1,401Do i= 1,31A(i,q,1)=(t+r(q)*os(ph(i)/2))*os(ph(i)) !Montando a matriz dasoordenadas (sitios)57



A(i,q,2)=(t+r(q)*os(ph(i)/2))*sin(ph(i))A(i,q,3)=r(q)*sin(ph(i)/2)B(i,q,1)=os(y(i,q)) !Montando a matriz do vetor de spinsB(i,q,2)=sin(y(i,q))B(i,q,3)=0D(i,q,1)=ph(i) !Montando a matriz om todos os valores de PhiD(i,q,2)=y(i,q)D(i,q,3)=r(q)open(1,file='CoordSit.dat',status='unknown')write(1,*),A(i,q,1),A(i,q,2),A(i,q,3)open(2,file='phiXPhiG.dat',status='unknown')write(2,*),D(i,q,1),D(i,q,2)open(3,file='VetSpin.dat',status='unknown')write(3,*),B(i,q,1),B(i,q,2),B(i,q,3)end doend doopen(4,file='DadIni.dat',status='unknown')write(4,*),'Largura da Strip Mobiu=',L,'Raio da StripMobius=',t,'No de divisões da Largura=',n,'No de divisões do aro de 2Pi=',zzopen(5,file='Dados.dat',status='unknown')write(5,*),L,t,n,zzlose(1)lose(2)lose(3)lose(4)lose(5)lose(6)lose(7)lose(8)end program Mobius_Strip
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