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Resumo
FERREIRA, Ronan Silva, Universidade Federal de Viçosa, Fevereiro de 2009. Simu-lações quase esta
ionárias do pro
esso de 
ontato em redes 
omplexas.Orientador: Silvio da Costa Ferreira Junior. Coorientadores: Mar
elo Lobato Mar-tins e José Arnaldo Redinz .

O estudo da estrutura e de propriedades de 
orrelação entre os agentes interli-gados em uma redes 
omplexas têm atraído o interesse da 
omunidade de Físi
a Es-tatísti
a através da investigação de pro
essos dinâmi
os nestas topologias. Tais inves-tigações têm aberto dis
ussões na literatura a respeito da validade de previsões feitas apartir de teorias de Campo Médio (CM), quando essas são 
onfrontadas 
om resultadosal
ançados através de simulações 
omputa
ionais. O Pro
esso de Contato (PC) é ummodelo matemáti
o para o pro
esso epidêmi
o sobre uma população. Na abordagem deredes 
omplexas, identi�
amos 
ada indivíduo a um nó da rede, enquanto suas relaçõessão representadas pelas ligações entre eles. No PC 
ada indivíduo pode estar infe
tadoou não, 
om uma probabilidade determinada pela taxa de infe
ção da epidemia. Estataxa poderá ser 
apaz de promover a disseminação da doença por tempos longos ou suaerradi
ação, já que também existe uma 
han
e dos infe
tados se tornarem saudáveis.Isso levará à demar
ação de uma fase livre de doenças (fase absorvente) e outra na quala doença persiste por longos tempos (fase ativa). Com a implementação 
omputa
ionaldo PC em diferentes topologias de rede, pudemos 
omparar nossos resultados numéri-
os 
om as previsões de teorias de CM en
ontradas na literatura. A prin
ipal ênfasedo trabalho foi o estudo da teoria de es
alonamento de tamanho �nito para o PC nasredes 
omplexas propostas por Watts-Strogatz (modelo WS) e por Barabási-Albert(modelo BA), através de simulações quase esta
ionárias. Deste estudo resultou umx




onjunto de expoentes 
ríti
os que 
ara
terizam a transição de fase absorvente-ativapara a rede BA e também para as topologias mundo pequeno e aleatória en
ontradasna rede WS. Embora as previsões de CM tenham sido 
on�rmadas para este 
onjuntode expoentes 
ríti
os, as taxas de transição de fase obtidas não foram 
orretamentepreditas. Esse fato está em 
ontraste 
om outros modelos epidêmi
os, tais 
omo SIS eSIR, já investigados na literatura em tais topologias de redes 
omplexas.

xi



Abstra
t
FERREIRA, Ronan Silva, Universidade Federal de Viçosa, February, 2009. Quasi-stationary simulations of the 
onta
t pro
ess on 
omplex networks. Ori-entador: Silvio da Costa Ferreira Junior. Coorientadores: Mar
elo Lobato Martinse José Arnaldo Redinz .

The study of the stru
ture and 
orrelations properties among inter
onne
tedagents on 
omplex networks has attra
ted the attention of the Statisti
al Physi
s 
om-munity through investigation of dynami
al pro
ess on this topologies. These inves-tigations have opened dis
ussions in the literature 
on
erning on the validity of thepredi
tions from mean �eld (MF) approa
hes, when these results are 
ompared withthose obtained from 
omputer simulations. The 
onta
t pro
ess (CP) is a toy modelfor the epidemi
 spreading on a population. Using the 
omplex network approa
h, weidentify ea
h individual as a network node, while their relations are represented bylinks among them. In the CP model, ea
h individual may be infe
ted or not, with aprobability depending on the epidemi
 infe
tion rate. This rate 
an lead to the dis-semination of the epidemi
 at long times or its 
omplete eradi
ation, given that existsalso a 
han
e to the infe
ted individuals be
ome healthy, determining a phase free ofthe disease (absorbing) and other in whi
h the disease persists (a
tive). The 
omputerimplementation of the CP and di�erent network topologies allows us to 
ompare ourresults with those predi
ted by MF theory found in the the literature. The main aimof the present work was the study of the �nite size s
aling theory for the PC in the
omplex network proposed by Watts-Strogatz (WS) and by Barabási-Albert (BA) byquasistationary simulations. This study provided a set of 
riti
al exponents for the
hara
terization of the phase transition absorbing-a
tive on BA network and also onxii



two topologies found at the WS model, namely, small world and random. Althoughthe predi
tions made by MF approa
hes have been veri�ed for this set of 
riti
al ex-ponents, the phase transition rates obtained was not predi
ted 
orre
tly. This fa
t ison 
ontrast with others epidemi
 models, su
h as SIS and SIR, already studied in theliterature on these 
omplex networks.
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Capítulo 1Introdução
Existem sistemas estudados pela Físi
a Estatísti
a que obede
em ao que 
hamamosde �balanço detalhado�, o qual se refere à 
ondição de �reversibilidade mi
ros
ópi
a�.Podemos entendê-lo usando 
omo exemplo uma reação quími
a [1℄. Suponha umareação da forma {A} ⇔ {X} ⇔ {F}, em que {A} é um 
onjunto de produtos ini
iais,

{X} um 
onjunto de produtos intermediários e {F} um 
onjunto de produtos �nais.No equilíbrio, temos tanto transições de {A} para {X} quanto de {X} para {A}.O mesmo o
orre entre {X} e {F}. Dessa forma, temos uma reversão mi
ros
ópi
aobede
endo o prin
ípio de balan
eamento.Por outro lado, podemos ter situações que não respeitam o balanço detalhado.Em um 
aso simples, imaginemos uma úni
a partí
ula para a qual será permitidotransitar somente por quatro estados, que 
hamaremos de estados A, B, C e D. Porém,o estado D é um estado de aprisionamento, do qual não será permitido à partí
ulaes
apar. Temos então, que nossa partí
ula transitará, reversivelmente, entre os estados
A, B e C, tendo sua dinâmi
a absorvida, 
aso ela visite o estado D. Desse ponto, nãoserá permitido visitar outros estados em tempos futuros. Temos aqui um sistema quenão respeita o balan
eamento mi
ros
ópi
o, sendo o estado de absorção D 
hamado de�estado absorvente�. Aos demais estados dos quais é permitida a fuga e, portanto, areversão, daremos o nome de �estados ativos� do sistema.Essa última situação é a que a
onte
e, por exemplo, na disseminação de umadoença sobre uma população. Neste fen�meno, uma epidemia pode se alastrar por1



1. Introduçãouma população passando por várias 
on�gurações 
om os indivíduos estando sujeitosà doença e a sua 
ura, 
ara
terizando assim um estado ativo. Se, por algum motivo,a população se ver livre dessa infe
ção, isto é, 
aso nenhum de seus indivíduos estejainfe
tado, a epidemia não terá meios para 
ontinuar sua propagação, sendo então er-radi
ada. A esta situação, identi�
amos um estado absorvente. Logo, per
ebemos aquique a dinâmi
a de um pro
esso epidêmi
o poderá levar a população para uma �faseativa�, onde a epidemia persiste para tempos futuros ou para uma �fase absorvente�,livre da doença.A modelagem matemáti
a para a propagação de uma epidemia pode ser feitapor meio do modelo de Pro
esso de Contato (PC) [2,3℄. Neste modelo, a fase ativa dadoença é determinada pela probabilidade de um indivíduo ser infe
tado. Há tambéma fase absorvente, já que existe a 
han
e de um indivíduo se re
uperar da doença -estando assim, sujeito a uma nova infe
ção. Todo o 
ál
ulo da probabilidade de umindivíduo ser infe
tado se baseia na quantidade de vizinhos de 
ontato infe
tados que elepossui, juntamente 
om uma taxa de infe
ção que asso
iamos à epidemia. É o estudodo 
omportamento deste sistema na região 
ríti
a, onde o
orre a transição entre asfases absorvente e ativa, que nos ajudará a entender suas 
ara
terísti
as.Na vizinhança do ponto 
ríti
o de transição entre fases algumas grandezas físi
aspodem se 
omportar da mesma maneira em sistemas diferentes, exibindo diferentesfen�menos. Esta similaridade levou os físi
os a separarem os sistemas que possuem osmesmos 
omportamentos 
ríti
os em 
lasses, 
hamadas �
lasses de universalidade�. Deforma geral, 
ada 
lasse de universalidade determina singularidades no 
omportamentode 
ertas grandezas físi
as na vizinhança do ponto 
ríti
o a partir de um 
onjunto de
ara
terísti
as bási
as, tais 
omo dimensionalidade espa
ial e tipos das interações entreseus agentes. En
ontrar e 
atalogar essas 
lasses é um ponto 
have para questões sobremodelos longe do equilíbrio, 
omo o PC [4, 5℄.Como uma primeira aproximação, as propriedades desta região 
ríti
a são fre-quentemente estudadas através de teorias de Campo Médio (CM) [6, 7℄. Para o PC, aprobabilidade de um indivíduo estar infe
tado dependerá, em última análise, do estadode saúde de todos os indivíduos da população, já que seu estado dependerá do estado2



1. Introduçãode seus vizinhos de 
ontato, que por sua vez, também possuem outros vizinhos e assimpor diante. Essa hierarquia, devido às 
orrelações entre indivíduos é muito 
omplexapara ser tratada exatamente. O que a aproximação de CM faz é trun
ar essa hierarquiaao nível de um úni
o, ou um grupo limitado de indivíduos (e somente seus vizinhos),tratando assim 
ada um deles 
omo sendo estatisti
amente independentes [8℄. Estamosportanto, nessa aproximação, negligen
iando 
orrelações entre partes do sistema, o queem geral, nos forne
erá no máximo uma informação qualitativamente 
orreta sobre osistema em estudo.O erro 
onsiste no tratamento de diferentes sítios 
omo estatisti
amente inde-pendentes. A partir de uma 
erta dimensão, quando estas �utuações se tornaremdesprezíveis, estas 
orrelações serão des
ritas de forma quantitativamente 
orreta pelaaproximação de CM. Cada sistema possui sua dimensão 
ríti
a, abaixo da qual a teoriade CM nos forne
e no máximo uma des
rição qualitativa. De forma geral, para o limitede uma dimensão in�nita, a teoria de CM seria uma des
rição perfeita.Ainda no 
ampo da Físi
a Estatísti
a, nos últimos anos observa-se um grandeinteresse pela modelagem de sistemas que possuem um grande número de agentesrealizando de alguma forma interações entre si através das Redes Complexas [9�12℄.Esta pro
ura é estimulada pelo grande su
esso que essas redes vêm al
ançando emdiversas áreas, desde redes protéi
as à estrutura da internet [11, 13�17℄.Na abordagem de redes 
omplexas, de forma geral, estamos interessados somentenos agentes e suas interações em um sistema. Podemos então asso
iar os nós de umarede aos indivíduos de uma população e o 
ontato entre eles sendo representados porligações entre esses nós.Com isso é possível estudar um pro
esso dinâmi
o 
om estado absorvente nestastopologias de redes 
omplexas através do modelo de PC. Aqui en
ontramos uma mo-tivação: re
entemente, surgiu um debate na 
omunidade de físi
a estatísti
a dedi
adaao estudo das redes 
omplexas sobre a validade das predições feitas por aproximaçõesde CM para o PC nessas topologias e os resultados obtidos por meio de simulações
omputa
ionais [7,18�21℄. As redes 
omplexas são entendidas 
omo objetos de dimen-são d → ∞. Será a Teoria de CM válida para a des
rição quantitativa do PC em3



1. Introduçãouma topologia de rede 
omplexa? Trazemos neste texto um estudo destas questõesem topologias de rede que não foram até então investigadas nos trabalhos já 
itados,através de simulações quase esta
ionárias do PC nestes ambientes 
omplexos.A organização deste trabalho será da seguinte forma: no 
apítulo 2, des
rever-emos o PC e sua análise na rede regular unidimensional. Faremos uma revisão daaproximação de CM onde apresentaremos um 
onjunto de expoentes 
ara
terizando atransição de fase absorvente-ativa do PC. Mostraremos que nossos resultados para osexpoentes 
ríti
os, que 
ara
terizam essa transição, vão ao en
ontro dos en
ontradosna literatura [8, 22℄. Também apresentaremos uma implementação 
omputa
ional efaremos uma dis
ussão da teoria de es
alonamento �nito usada para o tratamento doPC em um sistema �nito, mostrando que nossos resultados estão de a
ordo 
om osjá apresentados por outros autores [8℄. No 
apítulo 3, apresentaremos o tratamento
omputa
ional para a manipulação de nós e suas ligações de uma rede 
omplexa pormeio de matrizes. Faremos também uma breve apresentação de alguns tipos de redesque vêm sendo tratadas atualmente. Apresentaremos três importantes topologias derede (Erdös-Rényi [23℄, Watts-Strogatz [9℄ e Barabási-Albert [10℄) e dis
utiremos, 
ombase nos resultados de nossas simulações 
omputa
ionais, que são 
orroborados pelaliteratura [11, 13℄, as 
ara
terísti
as importantes para analisarmos a atual dis
ussãomen
ionada a
ima. Na última seção apresentaremos brevemente o modelo epidêmi
oSIS nos modelos de redes 
omplexas WS e BA, apresentando resultados da literaturaque também serão importantes para nossas 
on
lusões �nais. No 
apítulo 4, apre-sentaremos nossos resultados en
ontrados para o PC na rede WS e também nossas
on
lusões sobre o 
omportamento do PC nessa rede 
omparando nossos resultados
om a des
rição prevista pelas duas aproximações de CM apresentadas por Castellanoet al [18℄ e Hong et al [21℄. As mesmas análise serão apresentadas no 
apítulo 5, agorapara o PC na rede BA. Finalmente, o 
apítulo �nal 
ontém as 
on
lusões retiradasdeste trabalho.
4



Capítulo 2O pro
esso de 
ontato
O Pro
esso de Contato (PC) foi apresentado por T. E. Harris [2℄ 
omo umtoy model para o pro
esso epidêmi
o. No espalhamento de uma epidemia em umapopulação seus indivíduos podem ser levados a uma fase ativa da epidemia 
om a pro-liferação da doença ou a uma fase absorvente, na qual todos eles estejam saudáveis.Nesta última 
on�guração, o espalhamento da epidemia é 
essado porque não há in-divíduos infe
tados para espalhá-la. Desta forma, a população se vê livre da doençapermane
endo saudável para tempos futuros.2.1 Modelo na rede regular unidimensionalPara o PC na rede regular unidimensional, 
ada indivíduo da população é iden-ti�
ado a um sítio i de uma rede 
om, por exemplo, N indivíduos, 
omo esboçado naFigura 2.1. Cada sítio poderá ser representado em um determinado instante por umade duas situações: infe
tado ou saudável. A 
ada um deles, asso
iamos uma variáveldo tipo �gás de rede� (onde 
ada sítio pode ou não 
onter uma partí
ula) [4℄ : σi = 0, 1.Para a nossa situação, iremos de�nir que:

σi = 0, sítio vazio (indivíduo saudável),
σi = 1, sítio o
upado (indivíduo infe
tado).A 
ontaminação de um sítio saudável poderá o
orrer se ao menos um dos seusprimeiros vizinhos (vizinhos de 
ontato) estiverem infe
tados. Este 
ontágio o
orre5



2. O pro
esso de 
ontato

Figura 2.1: Ilustração para o modelo de rede regular unidimensional 
om N sítios. Os sítiosinfe
tados são representados na 
or preta. Neste instante t, a 
on�guração ativa do sistemanos diz que o sítio i possui seus dois primeiros vizinhos infe
tados.
om uma taxa de transição igual a nλ/z, em que n representa o número de vizinhosinfe
tados, λ é um parâmetro positivo (a taxa de infe
ção da epidemia) e z, o númerode 
oordenação da rede (o número de primeiros vizinhos). Existe também a 
han
ede um sítio infe
tado tornar-se saudável. Essa transição o
orre a uma taxa unitáriaque independe do estado em que seus vizinhos se en
ontram. Uma vez que o indivíduotenha sido 
urado, estará sujeito a uma nova infe
ção.A equação para a taxa de transição do sítio i, que identi�
a uma variávelaleatória no vetor de 
on�guração σ = (σ1, σ2, σ3, ..., σi, ..., σN ) pode ser es
rita daseguinte forma [4℄:
wi(σ) =

λ

z
(1 − σi)

∑

j

σj + σi, (2.1)onde a soma em j envolve os primeiros vizinhos do sítio i. Se a
aso o sítio i for iguala zero (saudável), então,
wi(σ) =

λ

z

∑

j

σj , (2.2)o que representa um termo de 
riação de partí
ulas. Já se o sítio i for igual a um(infe
tado),
wi(σ) = 1, (2.3)que por sua vez, representa um termo de aniquilação de partí
ulas.Para des
revermos a dinâmi
a do PC, podemos es
rever a equação mestra parao sistema [4℄ em termos da transição de um úni
o sítio e sua distribuição de probabil-idades em função do tempo. Adotaremos a dinâmi
a assín
rona onde a 
ada instante6



2. O pro
esso de 
ontatode tempo um úni
o sítio da rede é alterado:
d

dt
P (ξ, t) =

N
∑

i=1

[wi(ξ
i)P (ξi, t) − wi(ξ)P (ξ, t)], (2.4)onde, de forma geral, temos ξ = (ξ1, ξ2, ξ3, ..., ξi, ..., ξN) representando o vetor de 
on-�gurações em um instatnte t, sendo ξi uma variável gás de rede lo
alizada no sítio

i e ξi = (ξ1, ξ2, ξ3, ..., (ξi)
⋆ , ..., ξN), o mesmo vetor, porém, alterado no sítio i. Estaalteração está simbolizada pelo índi
e �estrela�. A probabilidade de o sistema, em um
erto instante t, estar na 
on�guração ξ é dada por P (ξ, t).A partir dessa distribuição de probabilidades podemos 
al
ular o valor esperadode qualquer função f(ξ) e de sua taxa de variação temporal:

〈f(ξ)〉 =
∑

{ξ}

f(ξ)P (ξ, t),

d

dt
〈f(ξ)〉 =

d

dt

∑

{ξ}

f(ξ)P (ξ, t)

=
∑

{ξ}

f(ξ)
d

dt
P (ξ, t) (2.5)que usando a equação (2.4), en
ontramos que

d

dt
〈f(ξ)〉 =

∑

{ξ}

f(ξ)

N
∑

i=1

[

wi(ξ
i)P (ξi, t) − wi(ξ)P (ξ, t)

]

=
∑

{ξ}

N
∑

i=1

[wi(ξ)P (ξ, t)− wi(ξ)P (ξ, t)] f(ξ)

=

N
∑

i=1

∑

{ξ}

[

f(ξi)wi(ξ)P (ξ, t)− f(ξ)wi(ξ)P (ξ, t)
]

=
N

∑

i=1

∑

{ξ}

{
[

f(ξi) − f(ξ)
]

wi(ξ)P (ξ, t)}

=

N
∑

i=1

〈[

f(ξi) − f(ξ)
]

wi(ξ)
〉

. (2.6)Como estamos tratando no PC 
om uma variável gás de rede, então: σi = 1− σi, 
om7
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σ = (σ1, σ2, σ3, ..., σi, ..., σN ) e σi = (σ1, σ2, σ3, ..., (σi)

⋆ , ..., σN). Segue então, que
d

dt
〈σi〉 =

〈[

σi − σi

]

wi(σ)
〉

= 〈[1 − σi − σi] wi(σ)〉

= 〈[1 − 2σi] wi(σ)〉 . (2.7)Substituindo a equação (2.1) na equação (2.7), podemos es
rever que
d

dt
〈σi〉 =

〈

[1 − 2σi]

[

λ

z
(1 − σi)

∑

j

σj + σi

]〉

=
λ

z

∑

j

〈(1 − σi) σj〉 − 〈σi〉

= λ (ρ − φ) − ρ

= (λ − 1) ρ − λφ, (2.8)em que foi assumido que ρ ≡ 〈σi〉 e φ ≡ 〈σiσj〉. Note que essa expressão é de intri
adaintegração graças ao termo φ, que lida 
om as 
orrelações entre os sítios da rede. Comovimos no primeiro 
apítulo, é a teoria de CM nos ajudará a entender o 
omportamentodo PC trun
ando essa hierarquia de 
orrelações entre os sítios. Para isso, pre
isaremosfatorar o termo φ, des
orrela
ionando-o. Desta forma, trataremos 
ada sítio 
omosendo estatisti
amente independente.2.2 Aproximação de 
ampo médioCom a aproximação de CM poderemos obter informações a
er
a do 
omporta-mento do PC na região 
ríti
a, onde o
orre a transição de fase.Imaginemos então um vetor qualquer de 
on�gurações σ = (σ1, σ2, σ3, ...) e suaprobabilidade asso
iada, P (σ). Tomemos agora, o termo φ referente às 
orrelaçõesentre dois sítios, i e j da rede:
φ =

∑

σ σiσjP (σ)
∑

σ P (σ)
. (2.9)Des
orrela
ionando este termo φ, teremos que a probabilidade anteriormente asso
iada8



2. O pro
esso de 
ontatoa ele será agora dada por P (σ) = P (σi)P (σj), ou seja,
φ =

∑

σ σiσjP (σi) P (σj)
∑

σ P (σi) P (σj)

= 〈σi〉 〈σj〉 . (2.10)Assumindo uma homogeneidade espa
ial, podemos es
rever que φ ≡ 〈σi〉
2 ≡ ρ2. Logo,podemos rees
rever a equação (2.8) da seguinte forma:

d

dt
ρ = (λ − 1) ρ − λρ2. (2.11)Vemos que a equação (2.11) apresenta uma bifur
ação do tipo trans
ríti
a [24℄ em

λ = λ
 = 1. Para taxas inferiores a 1, a fase absorvente é a fase estável, invertendo-seeste quadro para valores iguais ou superiores a λc = 1. A partir daí, a fase absorventetorna-se instável.Em resumo, temos que,






ρ̄ = 0, λ ≤ 1 (regime sub
ríti
o)
ρ̄ = 1 − λ−1, λ > 1 (regime super
ríti
o)onde ρ̄ é o estado de densidade esta
ionária (t → ∞) estável para 
ada fase. Note queo estado esta
ionário para o regime sub
ríti
o não 
ontém nenhum indivíduo infe
tado(estado absorvente), o que não o
orre para o regime super
ríti
o, onde ρ̄ = 0 é o estadoinstável.2.3 Diagrama de faseDe a
ordo 
om a equação (2.11), a densidade esta
ionária de sítios infe
tados ρ̄é diferente de zero somente para λ > λc. Em uma expansão na vizinhança do ponto
ríti
o, podemos es
rever que, para ∆ = λ − λc > 0,

ρ̄ = ∆β + O(∆2). (2.12)Segue então que, para uma aproximação de primeira ordem, devemos ter o expoente
β = 1. 9



2. O pro
esso de 
ontatoA Figura 2.2 nos mostra um esboço para o 
omportamento da densidade desítios infe
tados em função da taxa de infe
ção λ. Nesta �gura é 
ontemplado o fatode que a densidade ρ apenas é diferente de zero para valores a
ima de um valor 
ríti
o
λc, que separa as duas fases, absorvente e ativa1. A
ima deste valor, a relação seguea lei de potên
ia apresentada na aproximação de primeira ordem da expansão dadaanteriormente.

λ

ρ

λ
cFigura 2.2: Esboço para a densidade esta
ionária em função da taxa λ. Seu valor 
ríti
o λcmar
a a transição entre as duas fases, absorvente e ativa.A integração da equação (2.11) 
om λ 6= 1 resulta em
ρ(t) ∼

∆

λ − e−∆t
, (2.13)de onde podemos obter uma informação a
er
a do tempo de relaxação, τ . Ele divergequando λ → λc, propor
ionalmente a |∆|−1. Dessa forma, podemos 
ara
terizar este
omportamento do tempo de relaxação de�nindo o expoente ν‖, via

τ ∝ |∆|−ν‖. (2.14)Se de�nirmos um 
omprimento ξ para as 
orrelações entre partes do sistema, espera-se1Nesse 
aso, dizemos que ρ é um parâmetro de ordem, 
om o qual identi�
amos 
ada uma dasfases. Já λ é um parâmetro de 
ontrole da transição entre elas.10



2. O pro
esso de 
ontatoque esse também diverja quando λ → λc:
ξ ∝ |∆|−ν⊥, (2.15)em que de�nimos um expoente ν⊥.2.4 Comportamento dependente do tempoAlgumas 
ara
terísti
as dependentes do tempo serão importantes para entender-mos a evolução do PC. Informações 
omo a probabilidade de sobrevivên
ia da epidemiae o número médio de sítios infe
tados nos dão um 
onjunto de expoentes que nos aju-darão a entender a dinâmi
a do pro
esso. O número médio de sítios infe
tados serádado por:

n(t) =

〈

N
∑r=1

σr(t)〉 , (2.16)em que σr identi�
a um sítio infe
tado na rede, r é um vetor de posição e os símbo-los 〈 〉 devem ser tomados 
omo uma média sobre várias amostras de rede. Podemostambém 
al
ular o raio médio de al
an
e do espalhamento de uma partí
ula a partirdo 
entro da rede (origem),
R2(t) =

1

n(t)

〈

∑r r2σr〉 . (2.17)A Figura 2.4 ilustra o espalhamento de uma epidemia sobre uma população partindoda 
on�guração ini
ial 
omentada a
ima 
om a evolução temporal do sistema no eixoverti
al, sentido para baixo. Cada um dos três quadros são apresentados de a
ordo
om diferentes taxas de infe
ção a que a população foi submetida. São apresentadasas fases sub
ríti
a, super
ríti
a, bem 
omo o espalhamento sobre a taxa 
ríti
a λc.Não existem resultados exatos para a taxa 
ríti
a λc, apenas valores aproxima-dos. Por meio de té
ni
as numéri
as e expansões em séries [25,26℄, podemos dizer que11
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Figura 2.3: Evolução temporal (eixo verti
al sentido para baixo) para o PC partindo de uma
on�guração 
om um úni
o sítio infe
tado (pontos es
uros) no 
entro da rede. Da esquerdapara a direita, temos as taxas de infe
ção λ = 3.0, λ = 3.29785 e λ = 3.5.
λc = 3.297848(20) (valores entre parênteses denotam in
ertezas), para o PC em umadimensão.
2.4.1 Teoria de es
alaNo regime su�
ientemente próximo ao ponto 
ríti
o, ∆ → 0 (
om ξ → ∞ e
τ → ∞), a probabilidade 
ondi
ional de en
ontrarmos uma partí
ula em r, dado queem t = 0 havia uma úni
a partí
ula no 
entro da rede (origem), obede
e à relação

ρ(r, t; 0, 0) ≃ tη−dz/2f(r/tz/2, ∆t1/ν‖), (2.18)que é a des
rição fenomenológi
a proposta por Grassberger et al na referên
ia [27℄ parasistemas grandes e tempos longos. Esta hipótese é feita 
om base no 
omportamentopara a densidade de uma partí
ula, 
onforme o parágrafo anterior, e na hipótese deque propriedades assintóti
as do sistema próximo ao ponto 
ríti
o são invariantes sobretransformações de es
ala. Na equação a
ima, d é a dimensão do sistema e f é umafunção de es
ala. Os demais expoentes, η e z serão trabalhados abaixo. Eles nosinformam a respeito do 
omportamento das grandezas (2.16) e (2.17) sobre o ponto12
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ríti
o.Como um exemplo das 
onsequên
ias da hipótese de invariân
ia sobre es
ala,podemos trabalhar 
om a probabilidade de sobrevivên
ia da epidemia P (t). No regimesuper
ríti
o uma amostra pode sobreviver inde�nidamente 
om P (t) → P∞ > 0,quando t → ∞. Para essa situação P∞ → ρ̄ [8, 27℄. Com isso, podemos efetuarrees
alas do tipo [28℄
P → aβP,

∆ → a∆,

t → a−ν‖t. (2.19)Na vizinhança do ponto 
ríti
o, a invariân
ia sobre es
ala exige que
P (∆, t) = aβP (a∆, a−ν‖t). (2.20)Se o parâmetro a > 0 for tal que ta−ν‖ = 1, resulta que

P (∆, t) = t−β/ν‖P (∆t1/ν‖ , 1). (2.21)Essa expressão pode ser rees
rita 
omo
P (t) ≃ t−δΦ(∆t1/ν‖), (2.22)em que Φ é uma função de es
ala dependente apenas do argumento ∆t1/ν‖ e δ ≡ β/ν‖.O pré-fator tη−dz/2 na hipótese de es
ala (2.18) pode ser justi�
ado pelo fato deque sobre o ponto 
ríti
o ∆ = 0, se integrarmos a equação (2.18) sobre todo o espaço,devemos re
uperar o 
omportamento esperado para a grandeza (2.16), que é dado por

n(t) ∝ tη:
n(t) =

〈

∑r=1

σr(t)〉
=

∫

ρ(r, t)ddr

=

∫

tη−dz/2f(r/tz/2, ∆t1/ν‖)ddr

= tη−dz/2

∫

f(r/tz/2, ∆t1/ν‖)ddr. (2.23)13



2. O pro
esso de 
ontatoUsando-se a tro
a de variáveis u = r/tz/2, resulta que
n(t) ∼ tηf ′(∆t1/ν‖). (2.24)Podemos agir da mesma forma para a grandeza (2.17). No ponto 
ríti
o, o 
omporta-mento dessas grandezas dinâmi
as se reduzem a:

P (t) ∝ tδ, (2.25)
n(t) ∝ tη, (2.26)

R2(t) ∝ tz. (2.27)Na Tabela 2.1, vemos que os valores esperados para a análise de 
ampo médio (CM)
on
ordam 
om os valores obtidos a partir de 4 dimensões. Os valores ali 
olo
ados
om índi
es (a), (b), (c), (d), devem-se a simulações numéri
as e expansões em sériedas referên
ias [22, 25, 29, 30℄, respe
tivamente. Para o leitor interessado são tambémre
omendadas as referên
ias [28,31℄ para o tratamento da aproximação de 
ampo médiopara o PC, bem 
omo para outros modelos 
om estado absorvente.Nas Figuras 2.4, 2.5 e 2.6, mostramos os resultados das simulações realizadasa �m de en
ontrar os valores (
om 
orreções de es
ala para tempos �nito [8℄) para osexpoentes das relações (2.25), (2.26) e (2.27). Estes valores possuem uma in
ertezaque está indi
ada entre parênteses.

14
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Figura 2.4: Expoente δ. In
linação igual a -0.159(2)

10
2

10
4

10
6

t

10
1

10
2

n(
t)

Figura 2.5: Expoente η. In
linação igual a 0.313(1)15
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esso de 
ontatoexpoente CM 1D 2D 3D 4D
δ 1 0.15947(3)a 0.4505(10)b 0.730(4)c 1d

η 0 0.31368(4)a 0.2295(10)b 0.114(4)c 0d

z 1 1.26523(3)a 1.1325(10)b 1.052(3)c 1dTabela 2.1: Expoentes 
ríti
os do PC em d dimensões. Os valores em parênteses denotamin
ertezas. Para a dimensão 
ríti
a dc = 4 seus valores são os previstos pela aproximação deCM.

Figura 2.6: Expoente z. In
linação igual a 1.265(2)2.5 Teoria de es
alonamento de tamanho �nitoAo analizarmos as divergên
ias em torno do ponto 
ríti
o e as 
orrelações entrepartes do sistema, devemos nos lembrar que em uma análise 
omputa
ional, qualquerque seja o tamanho do sistema, ele será �nito! Nesse 
aso, o úni
o verdadeiro estadoesta
ionário é o estado absorvente. Isso se deve ao número �nito de 
on�guraçõesa
essíveis ao sistema, que eventualmente, visitará o estado absorvente. Iremos, então,nos o
upar do emprego da teoria de es
alonamento de tamanho �nito (ETF) [8℄ eestudar o estado dito quase esta
ionário. Esse estado é al
ançado partindo-se de uma16
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on�guração em que o sistema se en
ontre na fase ativa, após um transiente que temsua duração dependente de N e da distân
ia ∆ para o ponto 
ríti
o.Na vizinhança do ponto 
ríti
o, onde ξ é grande, propriedades intensivas depen-dem fortemente do tamanho do sistema. Esta dependên
ia se espressa em termos darazão entre o 
omprimento do sistema e o 
omprimento de 
orrelação, N/ξ - 
onven-
ionalmente representado por ∆N1/ν⊥ .Um fato importante é que por meio da análise de ETF podemos estimar o ponto
ríti
o λc. Isso pode ser feito via simulações 
omputa
ionais 
om amostras de diversostamanhos do sistema. Evidentemente, esperamos que para o limite de um sistemain�nito N → ∞, a densidade de sítios infe
tados siga a relação ρ̄ ∝ ∆β . Para Ngrande e ∆ pequeno, a densidade quase esta
ionária pode ser des
rita pela relação
ρq(∆, N) ∝ N−β/ν⊥f(∆N1/ν⊥), (2.28)onde a função de es
ala f(x) possui um 
omportamento assintóti
o f(x) → xβ para

x → ∞ e vai para um valor 
onstante quando x → 0. A notação ρq se refere ao estadoquase esta
ionário. Quando tivermos ∆ = 0, i.e., no ponto 
ríti
o, a equação a
ima sereduz a:
ρ̄q(0, N) ∝ N−β/ν⊥, (2.29)de onde podemos estimar o valor do ponto 
ríti
o através do expoente β/ν⊥.Para 
ara
terizarmos este 
omportamento através do expoente ν⊥, iremos esten-der a equação (2.11) para uma dependên
ia também espa
ial e a
res
entar um termodifusivo 
om 
oe�
iente de difusão D:

∂

∂t
ρ(~x, t) = (λ − 1) ρ(~x, t) − λρ2(~x, t) + D∇2ρ(~x, t). (2.30)Rees
alando a densidade de sítios ρ(t) −→ ζ−β/ν⊥ρ(ζ~x, ζ2/zt) (ver seção anterior) naequação (2.30), resulta em que,

ζ2/z ∂

∂t
ρ(~x, t) = (λ − 1) ρ(~x, t) − ζ−β/ν⊥λρ2(~x, t) + Dζ2∇2ρ(~x, t). (2.31)onde temos a imposição de que 2/z = −β/ν⊥ = 2 para respeitar a invariân
ia sobrees
ala. 17



2. O pro
esso de 
ontatoPodemos resumir os expoentes 
ríti
os obtidos para o PC, tratados nessa seção,a partir da aproximação de CM 
omo na Tabela 2.2.Expoente Campo Médio
β 1
ν‖ 1
ν⊥

1

2Tabela 2.2: Valores obtidos pela aproximação de Campo Médio para os expoentes 
ríti
osdo Pro
esso de Contato.
2.5.1 Implementação 
omputa
ionalNo modelo 
omputa
ional, a 
ada passo de tempo es
olhemos aleatoriamenteum sítio infe
tado da rede e um entre dois eventos: 
riação, no qual o
orre a infe
ção(
riação de uma partí
ula) de um sítio vizinho 
om probabilidade pc = λ/(1 + λ) ouaniquilação, no qual o
orre a 
ura (aniquilação de uma partí
ula) 
om probabilidade
pa = 1−pc. No pro
esso de 
riação, es
olhemos ao a
aso um dos primeiros vizinhos dosítio es
olhido e 
om probabilidade pc, o infe
tamos 
aso esse não esteja infe
tado. Já nopro
esso de aniquilação de partí
ulas, ao es
olhermos em um pro
esso aleatorio um sítiodentre os já infe
tados, 
om probabilidade pa o 
uramos. A 
ada passo, in
rementamoso 
ontador de tempo em 1/No, em que No é o número de sítios infe
tados, al
ançandoassim, em média, um evento por sítio até um número de iterações já estipulado (o tempomáximo). Este pro
edimento, em que trabalhamos 
om uma lista de sítios o
upados(note que apenas tomamos indivíduos infe
tados), promove um melhor desempenho
omputa
ional. Uma vez que todo esse pro
esso é realizado sobre um grande espaçoamostral, essa estratégia não a
arreta em perda de informação.Voltando ao estado quase esta
ionário men
ionado anteriormente, esse nos aju-dará a estudar o 
omportamento na vizinhança do ponto 
ríti
o em simulações desistemas 
omputa
ionais �nitos. O que fazemos aqui é retirar propriedades estatísti
assomente sobre amostras que sobreviveram a tempos �nitos estipulados nas simulações
omputa
ionais. Isto é, apenas analisamos estatísti
as sobre o espaço amostral que não18
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esso de 
ontatovisitou o estado absorvente.

Figura 2.7: Simulação quase esta
ionária da densidade de sítios infe
tados em função dotempo do PC em uma rede regular unidimensional 
om λ = λc. De 
ima para baixo, ostamanhos de rede quadrada simulados foram, respe
tivamente, N= 25, 50, 100 e 200. A
urva que melhor se ajusta aos dados (linha tra
ejada) possui in
linação δ = −0.16.Na Figura 2.7 mostramos o resultado das simulações para a análise quase esta-
ionária realizadas a partir do modelo 
omputa
ional des
rito a
ima.Os valores 
al
ulados 
omo médias 
onvergem para seu valor esta
ionário no lim-ite termodinâmi
o em que N → ∞. Para ilustramos este fato importante, mostramosna Figura 2.8 o resultado para o 
omportamento da densidade de sítios infe
tadosem função da taxa de infe
ção. Note, que 
omo dito a
ima, ao simularmos sistemas
ada vez maiores, o 
omportamento do grá�
o tende ao 
omportamento apresentadona Figura 2.2.Na Figura 2.7 as simulações foram realizadas 
om λ = λc. Já na Figura 2.8,podemos per
eber o valor da taxa 
ríti
a 
onvergindo para o valor λc = 3.297848(20)apresentado na referên
ia [25℄, à medida que 
res
e o valor de N .19
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cFigura 2.8: Densidade quase esta
ionária em função da taxa de infe
ção. A taxa 
ríti
a éindi
ada no grá�
o.
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Capítulo 3Fundamentos de redes 
omplexas
Redes 
omplexas tem suas raízes na teoria de grafos [35, 36℄. Nesta teoria,estamos interessados nos elementos e suas relações em um sistema. Identi�
amos oselementos interagentes aos nós de uma rede e suas relações às 
onexões entre eles.As 
ara
terísti
as destes 
omponentes de uma rede dependem do tipo de sistema quebus
amos estudar.3.1 Con
eitos e de�nições bási
asMatemati
amente, uma rede R é de�nida por um par de 
onjuntos R = (υ, ε),em que υ é um 
onjunto 
ontável e não vazio de elementos que podemos denominarvérti
es ou nós, enquanto ε é um 
onjunto não ordenado de pares de diferentes vérti
es,que podemos 
hamar de ligações ou links. Como vínhamos fazendo ao longo do texto,referen
iamos os nós em uma rede usando uma letra minús
ula i ou j. Logo, a ligação

(i, j) une dois nós, i e j, e dizemos então que eles são adja
entes. Desta forma, podemos
onstruir o que 
hamamos de matriz de adja
ên
ia, M = {aij}, N × N , de�nida daseguinte forma:
aij =







1, se (i, j) ∈ ε;

0, se (i, j) /∈ ε.Para o nosso 
aso, trabalhando 
om uma rede não dire
ionada, aij = aji (verseção 3.2), isso impli
a que essa matriz 
ontém informações redundantes. A Figura 3.1é a representação de uma rede. Ao lado está es
rita a matriz de adja
ên
ias 
orrespon-21
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Figura 3.1: Representação da matriz de adja
ên
ias.dente. Há uma outra abordagem em que podemos trabalhar 
om uma lista que iden-ti�
a 
ada ligação de um 
erto nó da rede. Desta forma, poderemos 
onstruir umamatriz de ligações, na qual 
ada linha diz respeito a um nó da rede, enquanto quenas 
olunas, fazemos uma listagem das 
onexões que este nó realiza. Na Figura 3.2, odesenho ilustra uma rede 
onstruída 
onforme sua matriz de ligações ao lado.

Figura 3.2: Representação da matriz de ligações.Bus
ando uma otimização 
omputa
ional para nosso trabalho, onde teremos re-des 
om um grande número de nós, podemos minimizar o gasto 
om memória adotandoesta matriz de ligações.3.2 Classi�
açãoHá diferentes maneiras de se identi�
ar uma rede 
omplexa a uma rede real.As ligações entre os nós podem ser simétri
as 
omo, por exemplo, em um 
ír
ulo22



3. Fundamentos de redes 
omplexasde amigos, no qual as pessoas mantêm laços de amizades re
ípro
os. Ou podem sertambém assimétri
as, 
omo é o 
aso de pessoas famosas, um ator por exemplo, em quevárias pessoas o 
onhe
em mas ele não 
onhe
e todos os seus fãs. Ao primeiro 
asodamos o nome de rede não dire
ionada, e ao segundo 
aso de dire
ionada.Também podemos pensar, por exemplo, em uma rede de 
itações 
ientí�
as [37℄onde devemos levar em 
onta o fato de um autor fazer referên
ia a um de seus trabalhosanteriores, 
riando assim, em uma abordagem de rede uma auto 
onexão.Como em uma rede de telefonia, há também a possibilidade de veri�
armos aforça de uma relação de amizade a partir da freqüên
ia 
om que duas pessoas se falam.Para isso, podemos atribuir pesos para as 
onexões entre dois indivíduos quaisquer.As 
ara
terísti
as atribuídas aos nós também podem in�uen
iar a abordagem derede. Pode-se 
onstruir uma rede em que não se faz ne
essário diferen
iar seus nós, oque não a
onte
eria em uma rede de relações sexuais em que devemos diferen
iar o �nómas
ulino� do �nó feminino� [15℄. Estas parti
ularidades têm uma enorme impli
açãona forma 
omo pro
essos dinâmi
os se desenrolam em uma rede 
omplexa.Na Figura 3.3, ilustramos as diferentes modalidades de redes 
omplexas que
omentamos brevemente a
ima. Em nosso estudo, utilizamos apenas redes 
omplexasdo tipo não dire
ionadas devido à simetria entre as ligações dos nós, que também nãosão diferen
iados.Nas próximas seções, dis
utiremos três importantes topologias de redes 
om-plexas e suas prin
ipais 
ara
terísti
as estatísti
as. De fato, dis
utiremos apenas aque-las de relevân
ia direta para nosso estudo, indi
ando ao leitor interessado algumasreferên
ias ao longo do texto.3.3 Rede aleatória, Watts-Strogatz e sem es
alaDentre as topologias de redes 
omplexas que vêm sendo estudadas nos últimosanos, duas delas re
ebem grande atenção: a rede proposta por D. Watts e S. Strogatz(WS) [9℄ e a sem es
ala [10℄. Anteriormente a essas duas topologias, Erdös e Rényi [23℄introduziram um modelo de rede 
om ligações aleatórias entre seus nós (modelo ER)23
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Figura 3.3: Classi�
ação de redes 
omplexas. Ilustração para diferentes tipos de redes 
om-plexa, sendo (a) não dire
ionada, (b) dire
ionada, (
) 
om auto 
onexão, (d) 
om pesos, (e)sem diferen
iação entre nós e (f) 
om diferen
iação dos nós. Retirada da referên
ia [38℄.
om o objetivo de entender melhor algumas redes reais. A rede WS [9℄, de 
erta formasupriu uma de�
iên
ia da rede aleatória de reproduzir uma 
ara
terísti
a 
orriqueirada vida so
ial. Essa 
ara
terísti
a re�ete o fato de que em nossos 
ír
ulos so
iais nossosamigos também podem ser amigos entre si, e por sua vez, 
onhe
er outras pessoas deoutros grupos, que eventualmente, de uma forma ou de outra, também se rela
ionam
onos
o. Isso nos dá uma idéia de que por maiores que sejam as distân
ias entre doisindivíduos quaisquer, há sempre uma relação de grupo que a
aba sendo mais forte.Este efeito nos dá a sensação de um �en
urtamento geográ�
o�. Deverá ser fá
il, porexemplo, traçar um elo de 
olegas que ligue o autor ao leitor...24



3. Fundamentos de redes 
omplexasEm outras situações, 
omo a rede de hyperlinks na www, passando tambémpor redes aéreas até redes protéi
as, en
ontramos apenas alguns nós muito 
one
tados,frente a um grande grupo 
om pou
as 
onexões e também um 
res
imento do númerode nós da rede. Nestes 
asos, a topologia sem es
ala mostra-se uma ferramenta e�
ientepara o estudo das propriedades desses sistemas. Ainda dentro dessa última variedadede rede 
omplexa, há um grande interesse atualmente em redes sem es
ala na qualseus nós possuem uma preferên
ia a se 
one
tarem 
om outros de igual número deligação. Dessa forma, �
a evidente a ne
essidade de se estudar as 
orrelações vigentesentre os nós de uma rede 
omplexa. Desta
aremos algumas propriedades das topologias
itadas, que serão alvo das seções seguintes. Para o leitor interessado, são indi
adas asreferên
ias [11�13,38℄ para uma revisão mais abrangente.3.3.1 Rede aleatóriaRedes aleatórias foram introduzidas por Erdös e Rényi (modelo ER) na dé
adade 1950, a partir de estudos sobre métodos probabilísti
os na teoria de grafos [23, 36℄.Esta rede é tal que seus nós possuem 
onexões feitas de forma aleatória entre si.Para 
onstruirmos a rede ER, devemos primeiramente estabele
er o seu númerode nós. Em seguida, devemos aleatoriamente es
olher dois dos pares de nós dentre os
N(N − 1)/2 possíveis e 
om probabilidade p, 
one
tá-los, não repetindo ligações.O modelo ER possui um número estáti
o de nós. Assim, sua dinâmi
a é ex
lu-sivamente atribuída às 
onexões que são realizadas sobre pares de nós. Segue também,que 
ada nó terá um número k de 
onexões 
om outros da rede. A esse número de-nominamos grau de 
onexão, ou seja, ki é o número de 
onexões realizadas pelo nó i darede. Relações entre nós e seus graus de 
onexões guardam importantes 
ara
terísti
assobre uma rede, 
omo 
omentamos na seção anterior.Na Figura 3.4, apresentamos o resultado das simulações 
omputa
ionais de umarede aleatória bus
ando a relação entre o número de nós e a média do número de
onexões na rede aleatória. Esta relação mostra o 
omportamento de uma distribuiçãobinomial que desvia pou
o da distribuição de Poisson para p pequeno. Já na Figura3.5, mostramos uma ilustração para uma possível organização espa
ial dos nós para o25
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Figura 3.4: Relação do número de nós e a média do número de 
onexões realizadas em umarede aleatória 
om 2000 nós. São apresentadas 
urvas para diferentes probabilidades p.modelo ER. Nesta situação, temos uma rede 
onstituída de 50 nós e probabilidade de
onexão igual a 0.3.
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3. Fundamentos de redes 
omplexas3.3.2 Rede Watts-StrogatzA rede Watts-Strogatz (modelo WS) foi proposta na dé
ada de 1990 
om ointuito de reproduzir uma 
ara
terísti
a 
orriqueira en
ontrada nas redes so
iais deque nossos amigos também são amigos entre si. Para 
onstruírmos essa rede podemosimaginar ini
ialmente um grupo de N indivíduos (nós) 
one
tados em uma 
on�guraçãode anel, 
ada 
om seus n primeiros vizinhos. Note que n representa o número de

Figura 3.6: Ilustração para a 
on�guração em anel de uma rede so
ial para o algorítimo darede Watts-Strogatz.primeiros vizinhos, n/2 de 
ada lado de um indivíduo qualquer (
omo mostrado naFigura 3.6, em que n = 2). Com essa 
on�guração, es
olhemos aleatoriamente um nóe sua ligação 
om seu vizinho mais próximo no sentido horário. Com probabilidade p,redire
ionamos esta ligação para qualquer outro nó do anel (rede), sem que esta sejauma dupli
ata. O mesmo pro
edimento é feito para o próximo nó, 
ompletando assimtoda a volta na rede. Após a primeira volta 
ompleta, repete-se o pro
edimento paraos segundos vizinhos e assim por diante, no 
aso de n > 4. Note que 
om a variaçãoda probabilidade de redire
ionamento, teremos nós 
om diferentes valores para k. AFigura 3.7 ilustra esta dinâmi
a à partir do redire
ionamento de ligações na rede WS.Variando os valores de probabilidade de redire
ionamento, al
ançamos três diferentestopologias: regular, mundo pequeno e aleatória.Partindo da idéia apresentada na seção 3.3.1 de que o número k nos dá o númerode ligações de um nó qualquer da rede, podemos de�nir uma função grau de distribuição27
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Figura 3.7: Variando a probabilidade de 0 para 1, a rede Watts-Strogatz apresentará trêsregiões 
om diferentes topologias: regular (anel à esquerda 
om 
ada indivíduo possuindo 4vizinhos de 
ontato), mundo pequeno e aleatória (anel à direita).de 
one
tividades, dada por P (k). Essa é igual à fração de nós que possuem graude 
onexão k. Iremos assumi-la normalizada. Não podemos nos esque
er, que aoatribuírmos uma probabilidade de 
onexão igual a zero no modelo WS, todos os nósterão um mesmo número de 
onexões k. Isso impli
a que o grau de distribuição é umafunção delta 
entrada em k e que a rede é regular.Mas quando aumentamos a probabilidade de 
onexão, surgem eventualmente,
onexões entre nós 
om diferentes valores para k. Podemos obter uma informação aesse respeito através da probabilidade 
ondi
ional de um nó de grau k estar 
one
tado
om um nó de grau k′. Segue então a normalização
∑

k

P (k) =
∑

k′

P (k′|k) = 1. (3.1)Na Figura 3.8, mostramos o resultado das simulações 
omputa
ionais do modeloWS bus
ando identi�
ar o grau de distribuição para diferentes valores de probabilidadepara o redire
ionamento de ligações. São mostradas 
urvas para probabilidades dentroda faixa de p = 0.01 até p = 1.0. As 
urvas 
orrespondentes às probabilidades p = 0.45e p = 1.0 estão dentro da região aleatória, onde vamos ao en
ontro do 
omportamentoapresentado na seção 3.3.1 para redes aleatórias. Ainda na Figura 3.6, para as 
urvas
om probabilidades p = 0.01, 0.045 e 0.1, surge um efeito 
ara
terizado por um pi
oem k = 4.Para entendermos melhor as 
ara
terísti
as destas três regiões, iremos introduzir28
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Figura 3.8: Grau de distribuição da rede Watts-Strogatz para diferentes valores da probabil-idade p de redire
ionamento. Nesta simulação foi usada uma rede 
om 2.000 nós e n = 4.dois novos 
on
eitos. O primeiro deles re�ete o que dis
utimos na seção 3.3 sobreo 
aráter de grupo em uma rede so
ial. Essa 
ara
terísti
a da rede será dada pelo
oe�
iente de agregação denotado por C. Para entendermos este 
oe�
iente é sugestivoque o leitor, se imaginando um nó da rede, se faça a seguinte pergunta: Quantos sãoos meus vizinhos que são também vizinhos entre si? Ou em outras palavras, em nossasrelações de amizade, poderíamos nos perguntar: Quais dos meus amigos são tambémamigos entre si? Supondo que vo
ê tenha ki vizinhos, então existem ki(ki − 1)/2
onexões possíveis entre seus vizinhos. Supondo ci 
onexões efetivamente realizadaspor eles, então o 
oe�
iente Ci será dado por (o subíndi
e i refere-se ao nó i da rede),
Ci =

2ci

ki(ki − 1)
. (3.2)A Figura 3.9 mostra o resultado das simulações 
omputa
ionais realizadas paraveri�
ar o 
omportamento do 
oe�
iente de agregação na rede WS sendo normalizadoao valor obtido para o 
aso regular, p = 0. A região em destaque é a região ondesabemos o
orrer o 
omportamento 
om o pi
o em k = 4 (ver Figura 3.8). Podemos ver29
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Figura 3.9: Comportamento do 
oe�
iente de agregação em uma rede Watts-Strogatz.que esta região é mar
ada pelo iní
io da queda no 
omportamento 
onstante de grandeagregação da rede, terminando em valores ainda assim altos, prin
ipalmente quando
omparados à queda observada na região à direita. Mais adiante somaremos estaveri�
ação 
om mais uma importante informação. Note que o 
oe�
iente de agregaçãopara o 
aso regular (p = 0) é independente do tamanho da rede, somente de suatopologia.O segundo 
on
eito do qual pre
isamos para identi�
ar propriedades 
ara
terís-ti
as de 
ada uma das três topologias 
itadas na Figura 3.7 é o 
omprimento médio domenor 
aminho, L, entre dois nós quaisquer na rede. A idéia para al
ançarmos esse
oe�
iente é bem simples, embora 
omputa
ionalmente, um algorítimo e�
iente nãoseja de trivial implementação1. O leitor pode se perguntar: O quanto distante estou deum nó qualquer es
olhido aleatoriamente na rede? Quais são os 
aminhos, através deoutros indivíduos, que me levam a ele? Devemos, portanto, 
ontar o número médio de
onexões entre dois nós sorteados na rede. Lembrando que deveremos 
al
ular o menor1Uma e�
iente implementação para o 
ál
ulo de L é o algorítimo de Dijkstra (ver referên
ias[38, 39℄). 30
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aminho dentre todos os existentes entre os dois nós. A Figura 3.10, retirada da refer-ên
ia [13℄, nos mostra o 
omportamento do 
omprimento médio do menor 
aminho, L,bem 
omo do 
oe�
iente de agregação, C, ambos normalizados para o 
aso regular. Éimportante notarmos que L depende do tamanho da rede. O 
oe�
iente L não 
omeçaa de
linar enquanto p > 2/Nk (em que N é o tamanho da rede) [40℄ garantindo assima existên
ia de ao menos um atalho, dado por um redire
ionamento de longo al
an
ena rede. Para redes grandes não faz sentido falarmos de uma região regular. Neste
aso, N → ∞ fazendo 
om que o 
omportamento de mundo pequeno apareça para ppequeno.Nas investigações sobre a dinâmi
a do PC na rede WS (Capítulo 4) não apre-sentaremos resultados para a �topologia regular�, apenas para as topologias de mundopequeno e aleatória.

Figura 3.10: Comportamento do 
omprimento médio do menor 
aminho, L, e do 
oe�
ientede agregação, C, ambos normalizados para o 
aso regular. A rápida queda no logaritmo de
L(p) 
orresponde ao quadro de mundo pequeno da rede. Durante essa queda, C(p) permane
equase 
onstante, mostrando a difí
il dete
ção da transição para o efeito de mundo pequenoem um nível lo
al (retirada da referên
ia [13℄).A primeira topologia, regular, possui um alto 
oe�
iente de agregação entre nóse, também um valor alto para o 
omprimento médio do menor 
aminho entre pares.31



3. Fundamentos de redes 
omplexasPara valores altos de probabilidade asso
iados ao redire
ionamento, já na topologiaaleatória, a rede WS produz um valor baixo tanto para o 
oe�
iente de agregaçãoquanto para o 
omprimento médio do menor 
aminho.Entre estas duas topologias en
ontramos um 
omportamento típi
o das redes so-
iais. Enquanto en
ontramos um valor baixo para o 
omprimento médio do menor 
am-inho, nos deparamos 
om um 
oe�
iente de agregação signi�
ativamente alto. Nestafaixa, um número pequeno de 
onexões de longo al
an
e entre nós garantem um en
ur-tamento das distân
ias na rede, enquanto as várias 
onexões de 
urto al
an
e garantemsua alta agregação. Isso é mostrado no anel 
entral da Figura 3.7. Este efeito de mundopequeno re�ete a teoria dos �Seis graus de separação� [41℄, em que existem em médiaapenas seis laços de amizade (dentre outros tipos de laços) separando dois indivíduosquaisquer no mundo.3.3.3 Rede sem es
alaDiferentemente dos dois modelos apresentados nas seções 3.3.1 e 3.3.2, ondeas redes possuíam um número �xo de nós, existem sistemas que evoluem no tempoapresentando um 
res
imento. É o que a
onte
e, por exemplo, na internet onde a 
adadia surge um novo número de sites. No surgimento desses sites, eles se 
one
tam aoutros já existentes, a �m de se tornarem mais visados e 
onseguirem um maior númerode a
essos. Para isso, os sítios da internet mais a
essados são aqueles que 
onseguemmais 
onexões novas e possuem um número de ligações (links) muito grande - são os
hamados hubs.Esses dois novos ingredientes (o 
res
imento da rede 
om o passar do tempoe a 
onexão preferen
ial) foram modelados por Barabási e Albert (BA) [10℄ para a
onstrução de redes que guardam uma 
ara
terísti
a tal 
omo a exempli�
ada no 
asoda www. Esses ingredientes fazem 
om que esse modelo de rede 
omplexa apresente
ara
terísti
as bem diferentes dos modelos ER e WS. Enquanto os modelos ER e WSapresentam, digamos, um 
aráter demo
ráti
o, onde a maioria dos nós apresentamaproximadamente o mesmo número de ligações, no modelo BA, essa relação do grau32



3. Fundamentos de redes 
omplexasde distribuição é dada por uma lei de potên
ia do tipo
P (k) ∼ k−γ. (3.3)É 
omo se pensássemos em uma �la de adultos e medíssemos suas alturas. Aresposta a esse experimento estará dentro de uma es
ala para alturas de humanosadultos, apresentando um 
omportamento típi
o de Poisson. Mas, ao invés disso,apare
esse um número signi�
ativo de pessoas, digamos, gigantes! Isso 
olo
aria nossoexperimento fora da nossa es
ala de alturas. Essa 
lasse de redes 
omplexas re
ebeu onome de redes sem es
ala.Para 
onstruirmos o modelo BA, ini
iamos 
om um número m0 de nós, 
one
-tados entre si. A 
ada passo um novo nó é a
res
entado à rede e fará um número m deligações menor ou igual ao número ini
ial de nós. Estas 
onexões serão feitas 
om baseem uma probabilidade, Π, que dependerá do número de 
onexões realizadas pelos nósque já se en
ontravam na rede. Isso irá gerar uma 
onexão preferen
ial, privilegiandoos nós mais 
one
tados a re
eberem novas ligações. Essa probabilidade poderá seres
rita 
omo

Π(ki) =
ki

∑

j kj
, (3.4)em que a soma presente no denominador é feita sobre todos os nós da rede. Após

t passos de tempo, ini
iando a rede 
om m0 nós e realizando m ligações para 
adanovo nó que entra na rede, teremos então um total de N = t + m0 nós e mt ligaçõesentre eles. Na Figura 3.11, mostramos o resultado al
ançado à partir de simulações
omputa
ionais para o grau de distribuição do modelo BA partindo de m0 = 3 nós e
ada novo nó realizando m = 3 novas 
onexões de a
ordo 
om a equação (3.4).Pelo 
omportamento do grá�
o da Figura 3.11 
om uma 
auda pesada do graude distribuição, vemos que pou
os nós fazem muitas ligações, enquanto a maioria dosnós tem pou
as. Isso faz 
om que a rede tenha um 
aráter heterogêneo para as 
one
-tividades, 
om grandes �utuações. Matemati
amente, podemos estudá-las através dosegundo momento da distribuição de 
one
tividade [42℄.
〈

k2
〉

=

∫ ∞

m0

k2P (k)dk (3.5)33
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Figura 3.11: Grau de distribuição para o modelo Barabási-Albert. Partindo de m0 = 3 nósinter
one
tados e 
ada novo nó realizando m = 3 novas ligações até um total de 300.000 nós.A �gura mostra o 
omportamento do grau de distribuição da rede livre de es
ala seguindouma lei de poten
ia. A in
linação da linha pontilhada, que melhor se ajusta aos dados é de-2.9.em que m0 > 1 é o menor grau possível na rede e tratamos k 
omo uma variável
ontínua por simpli
idade. Usando a relação (3.3), resulta que
〈

k2
〉

∼

∫ ∞

m0

k2−γdk. (3.6)Um fato importante que será usado no próximo 
apítulo é que para valores de γ > 3 aequação (3.6) forne
e uma dispersão �nita e um valor bem de�nido para 〈k〉 dado por
〈k〉 =

∫ ∞

m0

kP (k)dk. (3.7)Este 
omportamento é o mesmo observado na rede WS. Para 2 < γ < 3 a dispersão éin�nita, embora o valor médio seja de�nido.3.4 Modelos epidêmi
os e redes 
omplexasO modelo de PC dis
utido no 
apítulo 1 é um modelo muito explorado pelaFísi
a Estatísti
a e 
onsiderado um sistema para o desenvolvimento de novos métodos34



3. Fundamentos de redes 
omplexaspara problemas longe do equilíbrio [8℄. Talvez por este motivo, o PC tenha re
ebido oapelido de �modelo de Ising� dos pro
essos longe do equilíbrio.Já para a epidemiologia, os modelos matemáti
os mais usados são outros. Osprin
ipais modelos bási
os são os modelos sus
eptível-infe
tado (SI), sus
eptível-infe
tado-sus
eptível (SIS) e sus
eptível-infe
tado-removido (SIR) [43, 44℄. Estas generalizaçõesdo PC ganharam grande atenção na literatura de redes 
omplexas [?, 32�34, 42℄. Ire-mos tratar brevemente dos resultados en
ontrados para a transição de fase 
om estadoabsorvente para o modelo SIS nos modelos de redes 
omplexas WS e BA, devido a suarelação 
om o PC em redes regulares.3.4.1 Modelo SISNo modelo SIS 
ada indivíduo, tratado 
omo um nó da rede, estará em umde dois diferentes estados: saudável (e sus
eptível à doença) e infe
tados. Cada umdeles per
orre esto
asti
amente o 
i
lo sus
eptível-infe
tado-sus
eptível, daí o nome domodelo.A 
ada passo de tempo, 
ada nó sus
eptível, que tenha ao menos um vizinhoinfe
tado, 
ontrai a doença 
om uma taxa λ. Ao passo que nós infe
tados são 
urados auma taxa unitária e estão novamente sujeitos a uma reinfe
ção. Observe que o modelonão faz menção alguma sobre a possibilidade de indivíduos serem removidos devidosua morte ou imunização à doença. Estas últimas 
ara
terísti
as são 
ontempladas nomodelo SIR [42�44℄.Em uma 
orrelação entre os 
on
eitos da físi
a estatísti
a e os da epidemiologia,podemos ligar o 
on
eito de transição de fase des
rito nos 
apítulos 1 e 2 
om o delimiar epidêmi
o, o qual determina a taxa 
ríti
al a partir da qual a epidemia persistepor tempos longos. O limiar epidêmi
o (ponto 
ríti
o) separa uma fase ativa 
omuma densidade esta
ionária de nós infe
tados de uma fase absorvente 
om apenas nóssaudáveis.
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3. Fundamentos de redes 
omplexasModelo SIS na rede Watts-StrogatzComo vimos na seção 3.3.2, a rede WS apresenta uma distribuição de 
one
tivi-dade P (k) 
om um pi
o no valor de 
onexão médio entre nós 〈k〉 que de
ai exponen-
ialmente para valores k ≫ 〈k〉 e k ≪ 〈k〉. Neste 
enário a hipótese de homogeneidadeda rede pode ser adotada. A equação para a densidade de nós infe
tados no modeloSIS na rede WS será dada por:
∂

∂t
ρ(t) = −ρ(t) + λ〈k〉ρ(t)[1 − ρ(t)]. (3.8)O primeiro termo do lado direito desta equação refere-se aos indivíduos infe
tados quesão 
urados a uma taxa unitária. Já o segundo termo representa a densidade média denovos indivíduos infe
tados que é propor
ional à taxa de infe
ção λ, o número médio de
onexões de um nó2 e a probabilidade desta ligação está sendo feita 
om um indivíduosus
eptível. Impondo a 
ondição esta
ionária ∂tρ(t) = 0, obtemos o limiar epidêmi
o

λc = 〈k〉 e resulta que






ρ = 0, se λ < λc

ρ ∼ ∆ ≡ λ − λc, se λ > λcNovamente, podemos re
orrer aos 
on
eitos da Físi
a Estatísti
a e identi�
ar ρ
omo o parâmetro de ordem e λ 
omo o de 
ontrole. Assim, podemos também re
orreràs mesmas análises de CM realizadas no 
apítulo 2, sendo que para o modelo SIS, atransição de fase absorvente-ativa a
onte
e em λc = 1/K, em que K é o número ini
ialde vizinhos 
one
tados a um nó qualquer da rede WS.No trabalho apresentado por Pastor-Satorras e Vespignani [34℄ foram mostradosos resultados de simulações 
omputa
ionais por eles obtidos, em que tanto os expoentes
ríti
os 
omo a taxa de transição absorvente-ativa estão de a
ordo 
om as previsõesde CM feitas. O valor predito por CM para a taxa 
ríti
a é λc = 1/K = 0.1666,onde foi usado K = 3. O valor obtido através de simulações 
omputa
ionais foi λc =

0.1643 ± 0.01 [34℄.2Para redes homogêneas 
ada nó possui em média o mesmo número de ligações k ≃ 〈k〉.36



3. Fundamentos de redes 
omplexasModelo SIS na rede Barabási-AlbertComo vimos na seção 3.3.3, a ausên
ia de uma es
ala 
ara
terísti
a induz umaforte �utuação na distribuição de 
one
tividade da rede que não pode mais ser negli-gen
iada. A equação para a densidade de nós infe
tados no modelo SIS é dada por:
∂

∂t
ρk(t) = −ρ(t) + λk[1 − ρk(t)]Θ(ρ(t)), (3.9)em que ρk(t) é a densidade relativa de nós infe
tados 
om k ligações. Novamente, oprimeiro termo do lado direito desta equação está asso
iado aos indivíduos infe
tadosque são 
urados a uma taxa unitária. Já o segundo termo, representando a densidademédia de novos indivíduos infe
tados na rede, 
onsidera a probabilidade de que um nó
om k ligações esteja sus
eptível [1−ρk(t)]. A probabilidade deste evento é propor
ionalà taxa de infe
ção λ, o número de 
onexões k e a probabilidade Θ(ρ(t)) de que umaligação qualquer aponte para um nó infe
tado. No estado esta
ionário, ρ é apenas umafunção de λ. Logo, a probabilidade Θ também passa a depender impli
itamente dataxa de infe
ção. Impondo ∂tρ(t) = 0, obtemos que:

ρk =
kλΘ(λ)

1 + kλΘ(λ)
. (3.10)A heterogeneidade da rede deve ser levada em 
onta no 
al
ulo de Θ. De fato, a proba-bilidade de que uma ligação qualquer aponte para um nó 
om s ligações é propor
ionala sP (s), i.e., uma ligação tomada em um pro
esso aleatório estará 
om maior probabil-idade 
one
tada a um nó infe
tado 
om um grande número de 
onexões. Disto resultaa relação,

Θ(λ) =
∑

k

kP (k)ρk
∑

s sP (s)
. (3.11)Finalmente, podemos 
al
ular o parâmetro de ordem ρ usando a relação,

ρ =
∑

k

P (k)ρk. (3.12)Para realizar o 
ál
ulo para o modelo BA, vamos 
onsiderar k 
omo uma variável
ontínua e substituir os somatórios por integrais [10℄. A distribuição de 
one
tividade
ompleta é dada por P (k) = 2m2/k−3 [13℄, em que m é o número mínimo de 
onexões37



3. Fundamentos de redes 
omplexasde 
ada nó. Sendo a 
one
tividade média dada por
〈k〉 =

∫ ∞

m

kP (k)dk = 2m, (3.13)a equação (3.11) pode ser rees
rita 
omo
Θ(λ) = mλΘ(λ)

∫ ∞

m

1

k3

k2

1 + kλΘ(λ)
dk, (3.14)que tem 
omo solução,

Θ(λ) =
e−1/mλ

mλ
(1 − e−1/mλ)−1. (3.15)Resolvendo a equação (3.12), levando em 
onta a expressão para Θ a
ima, en
ontramos

ρ ∼ e−1/mλ. (3.16)Surpreendentemente, não há ponto 
ríti
o �nito neste modelo. Isto é, λc = 0. Nareferên
ia [34℄ são mostrados resultados obtidos através de simulações 
omputa
ionaisque 
on�rmam esta previsão de CM.

Figura 3.12: Densidade de nós infe
tados 
omo uma função de λ na rede WS (linha 
heia) ena rede BA (linha pontilhada). Retirada da referên
ia [34℄.Para não deixarmos o fo
o do nosso texto, que é o PC em redes 
omplexas, sãodeixadas as referên
ias [34,42℄ onde o leitor interessado poderá obter informações sobre38



3. Fundamentos de redes 
omplexasoutros 
omportamentos e propriedades sobre a transição de fase desse modelo nas redesWS e BA. O fato de relevân
ia para nosso trabalho é que apesar da grande semelhançaentre os dois modelos SIS e PC, os resultados pela teoria de CM para as taxas 
ríti
asdo PC nas redes WS e BA não são 
on�rmados por simulações 
omputa
ionais, 
omopoderemos ver nos próximos 
apítulos.
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Capítulo 4O pro
esso de 
ontato na redeWatts-Strogatz
Neste Capítulo, apresentamos uma análise da transição de fase 
om estado ab-sorvente do PC na rede WS. Re
orrendo à teoria de ETF, pudemos estudar o estadoquase esta
ionário do PC determinando um 
onjunto de expoentes 
ríti
os e valorespara as taxas de transição de fase nas topologias de mundo pequeno e aleatória darede do modelo WS. Usando a abordagem para a aproximação de CM [7, 45℄ dis
u-tida na literatura [7, 18�21℄, veri�
amos que embora ela falhe na determinação dessastaxas 
ríti
as, o 
onjunto de expoentes 
ríti
os previstos por essas abordagens de CM
on
ordam 
om nossos resultados numéri
os.4.1 Equação para a densidade de sítios infe
tadosPre
isamos de uma equação que nos revele a densidade de sítios o
upados emfunção do tempo. Com ela, poderemos retirar informações sobre o 
omportamento doPC em uma rede 
omplexa.A equação que pro
uramos 
onstitui-se de dois ingredientes bási
os: (i) umtermo de 
riação de partí
ulas e (ii) um outro de aniquilação. O termo de aniquilaçãodeve ser propor
ional à densidade de nós o
upados, enquanto seu termo de 
riaçãodeverá levar em 
onta o número de nós vazios.Vamos então de�nir uma densidade média ρk(t) de partí
ulas en
ontradas nos40



4. O pro
esso de 
ontato em rede Watts-Strogatznós 
om k ligações. Com isso,
ρ(t) =

∑

k

ρk(t)P (k), (4.1)em que ρ(t) é a densidade total. O termo de 
riação deverá ser propor
ional à proba-bilidade [1 − ρk(t)] de que um nó 
om k 
onexões esteja vazio. Além disso, pre
isamoslevar também em 
onta a probabilidade de que este nó vazio, 
om k 
onexões, esteja
one
tado 
om um outro nó 
om k′ 
onexões o
upado. Podemos expressar esse fato
omo sendo o termo P (k′|k) ρk′(t). A equação para a evolução temporal da densidade
ρk(t) é então dada pela equação de CM [18℄ para a fração de sítios

∂ρk(t)

∂t
= −ρk(t) + λk [1 − ρk(t)]

∑

k′

P (k′|k)ρk′(t)

k′
. (4.2)O fator 1/k′ mostra que uma nova partí
ula é 
riada 
omo a mesma probabilidade emqualquer vizinho vazio de um nó 
om k′ ligações.O primeiro termo da equação (4.2) é o termo de destruição de partí
ulas 
omtaxa unitária e seu segundo termo representa a 
riação de partí
ulas 
om taxa λ. Noteque o termo de 
riação de partí
ulas é propor
ional ao tipo de 
orrelação entre nós
om diferentes graus de 
onexões k na rede, já que é propor
ional à probabilidade
ondi
ional P (k′|k). Vamos então analisar esta 
ara
terísti
a na rede WS.4.2 Análise da rede Wattz-StrogatzAs 
orrelações entre os nós des
revem importantes 
ara
terísti
as em diversasredes [9, 15, 16, 46℄. Para analisarmos essas 
orrelações o grau médio de 
onexão dosvizinhos próximos de um nó 
om k 
onexões (knn) [14℄ nos dirá qual é, em média, ograu de 
onexão dos vizinhos de um nó 
om k 
onexões:

〈knn(k)〉 ≡
∑

k′

k′P (k′|k). (4.3)Voltando ao Capítulo 3, vemos que a análise do grau de distribuição para astopologias de rede apresentadas divide as redes 
omplexas em duas 
lasses. A primeiradelas 
ontém modelos que apresentam um aspe
to �demo
ráti
o�, 
ara
terizado pelo41



4. O pro
esso de 
ontato em rede Watts-Strogatz
omportamento binomial para a rede ER e similarmente para a rede WS. Essa últimatem um pi
o em 〈k〉 = K/2, em que K é o número ini
ial de vizinhos de 
ada nó, ede
ai exponen
ialmente para k grande (Figura 3.5). Temos então que essa topologia éhomogênea, isto é, todos os nós tem aproximadamente o mesmo número de ligações [13℄.A segunda 
lasse são as redes sem es
ala que fogem do modelo demo
ráti
o, sendoseu grau de distribuição 
ara
terizado por uma lei de potên
ia (equação 3.3). Nestaso
iedade dos nós, �o ri
o �
a mais ri
o� - em uma referên
ia à 
onexão preferen
ialapresentada na seção 3.3.3.Quando as 
orrelações seguem o 
aráter demo
ráti
o, as 
ontribuições relevanteso
orrerão para
k ∈ [〈k〉 − σ, 〈k〉 + σ] (4.4)em que σ é a dispersão em torno do valor médio 〈k〉. Isso também impli
a que

ρk(t) ≃ ρ(t). (4.5)para k ∈ [〈k〉 − σ, 〈k〉 + σ]. Da mesma forma, quando não o
orrem tais 
orrelações, aprobabilidade 
ondi
ional P (k′|k) toma a forma
P (k′|k) =

k′P (k′)

〈k〉
, (4.6)o que resulta que a equação (4.3) pode ser rees
rita 
omo

〈knn(k)〉 =
〈k2〉

〈k〉
, (4.7)ou seja, para uma rede des
orrela
ionada o grau médio dos vizinhos de um nó, nãodepende de k, assumindo um valor 
onstante. A Figura 4.1 mostra esse 
omportamentopara as topologias de mundo pequeno e aleatória da rede WS. Note que quando aprobabilidade en
ontra valores maiores, já dentro da topologia aleatória, surge umefeito de 
orrelação 
om uma 
auda na extremidade esquerda. Porém, não 
hega avariar o valor de 〈knn〉 em uma unidade, deixando o 
aráter de des
orrelação da redeestritamente majoritário.
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4. O pro
esso de 
ontato em rede Watts-Strogatz

Figura 4.1: Correlação entre nós na rede Watts-Strogatz. O 
aráter �demo
ráti
o� da rederevela uma des
orrelação asso
iada a seus nós (N = 105).
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4. O pro
esso de 
ontato em rede Watts-Strogatz4.3 Aproximação de 
ampo médioUsando os resultados obtidos das análises feitas na seção anterior, podemosrees
rever a equação (4.2),
∂ρk(t)

∂t
= −ρk(t) + λ

k

〈k〉
[1 − ρk(t)] ρ(t)

= −ρ(t) +
λρ(t)

〈k〉

∑

k

(kP (k) − kP (k)ρk(t))

= −ρ(t) +
λρ(t)

〈k〉
[〈k〉 −

∑

k

kρk(t)P (k)]

≃ −ρ(t) +
λρ(t)

〈k〉
[〈k〉 −

∫

kρk(t)P (k)dk]

≃ −ρ(t) +
λρ(t)

〈k〉
[〈k〉 −

∫ 〈k〉+σ

〈k〉−σ

kρ(t)P (k)dk]

≃ −ρ(t) +
λρ(t)

〈k〉
[〈k〉 − ρ(t)

∫ 〈k〉+σ

〈k〉−σ

kP (k)dk]

≃ −ρ(t) +
λρ(t)

〈k〉
[〈k〉 − 〈k〉ρ(t)]. (4.8)Desprezando as 
ontribuições de baixa o
orrên
ia para valores de k longe de 〈k〉, pode-mos es
rever que

∂ρ(t)

∂t
= −λρ2(t) + (λ − 1)ρ(t). (4.9)Essa equação é rapidamente identi�
ada à equação (2.11). A transição de fase do PCpoderá ser 
ara
terizada pelos expoentes 
ríti
os β, ν‖ e ν⊥. Perto do ponto 
ríti
o adensidade de partí
ulas ρ se 
omporta 
omo

ρq(∆ = 0, N) ∼ N−β/ν⊥F (∆N1/ν⊥), (4.10)em que F (x) é uma função de es
ala 
om 
omportamentos assintóti
os 
omo os des
ritospara a relação (2.28). O expoente ν⊥ depende de 
ara
terísti
as da rede. Para redes
om 〈k〉 bem de�nido e 〈k2〉 �nito, ν⊥ = 2 em ambas as abordagens de CM [18,21℄.
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4. O pro
esso de 
ontato em rede Watts-Strogatz4.4 Análise numéri
a - resultadosO modelo 
omputa
ional utilizado é a junção da implementação para o PC(seção 2.5.1) e a 
onstrução apresentada na seção 3.3.2 da rede WS, usando a segundaabordagem 
om matrizes 
omentada na seção 3.1.Estabele
emos um número �xo de nós, todos 
om um número ini
ial n de viz-inhos. Ao variarmos a probabilidade para que uma das extremidades de uma ligaçãoseja redire
ionada para um outro nó es
olhido em um pro
esso aleatório, surgem astopologias de mundo pequeno e aleatória da rede WS.Uma vez gerada a rede WS, 
onhe
emos quais e quantos são os vizinhos de
ada nó. Com essa informação, asso
iamos a 
ada nó um indivíduo de uma populaçãoe es
olhemos em um pro
esso aleatório um de dois eventos possíveis: a 
riação ou aaniquilação de partí
ulas, que representará a infe
ção ou a re
uperação de um indivíduo,respe
tivamente. Este indivíduo será es
olhido, também de forma aleatória, dentro deuma lista dos indivíduos infe
tados, podendo então, ser re
uperado 
om probabilidade
pa = 1/(1 + λ), em que o índi
e a refere-se ao pro
esso de aniquilação de partí
ulas,ou infe
tar um de seus vizinhos, 
om igual probalilidade pc = 1 − pa, em que o índi
e
c refere-se ao pro
esso de 
riação de partí
ulas. Sua dinâmi
a para tempos dis
retosé mar
ada pela iteração do tempo dada por t → t + 1/No, em que No é o número deindivíduos infe
tados. Dessa forma, al
ançamos, em média, um evento por sítio até umnúmero máximo de iterações (tempo máximo) estipulado nas simulações. As amostrasdo sistema podem al
ançar o tempo máximo ou não, dependendo da 
apa
idade deespalhamento da epidemia que é determinada pela taxa de infe
ção λ. As amostrasdo sistema que não visitam o estado absorvente (em que não há indivíduos infe
tados)são ditas sobreviventes.Usando a hipótese de es
ala e a teoria de es
alonamento de tamanho �nito(ETF) (seção 2.5), baseamos as análises dos nossos resultados 
om o estudo do estadoquase esta
ionário. As topologias estudadas foram obtidas 
om as probabilidades deredire
ionamento p = 0.045 para a topologia de mundo pequeno e p = 0.45 para aaleatória. No ponto 
ríti
o, e 
onsiderando apenas as amostras sobreviventes, a relação45
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Figura 4.2: Esboço para a estimativa do ponto 
ríti
o por meio da utilização teoria dees
alonamento de tamanho �nito.entre a densidade de sítios o
upados e o tamanho do sistema é esperada assumir aforma (equação (2.28)),
ρq(0, N) ∝ N−β/ν⊥. (4.11)Este fato é útil para estimar o valor do ponto 
ríti
o a partir do expoente β/ν⊥.Em um grá�
o log-log, a relação (4.11) será representada por uma reta (λ = λc)
om in
linação−β/ν⊥. Os desvios para esse 
omportamento de lei de potên
ia, ou seja,
urvas abaixo ou a
ima desta reta sobre o ponto 
ríti
o, 
ara
terizam, respe
tivamente,a erradi
ação da epidemia (λ < λc) e sua persistên
ia (λ > λc). A Figura 4.2 ilustra assituações de erradi
ação e persistên
ia da epidemia intermediadas pelo 
omportamentode lei de potên
ia quando λ = λc, em que o
orre a transição de fase absorvente-ativa.Novamente, assumindo a hipótese de invariân
ia sobre es
ala e ETF (seções2.4.1 e 2.5), esperamos que a relação entre o tempo de relaxação τρq

e o tamanho dosistema N , na vizinhança do ponto 
ríti
o (∆ → 0) se 
omporte da forma
τrhoq

∝ Nν‖/ν⊥g(∆N1/ν⊥). (4.12)A função g possui 
omportamentos assintóti
os tais que g(x) → x−ν‖ , quando46



4. O pro
esso de 
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x → ∞ e g(x) →(Constante), quando x → 0. Com isso, no ponto 
ríti
o (∆ = 0)

τρq
(0, N) ∝ Nν‖/ν⊥. (4.13)Nas Figuras 4.3 e 4.4, mostramos os resultados das simulações 
omputa
ionaispara a análise da taxa 
ríti
a λc, por meio da relação (4.11). Já o 
omportamentodo tempo de relaxação 
om relação ao tamanho do sistema é o resultado mostradonas Figuras 4.6 e 4.6, que foram obtidos a partir da relação (4.13) 
om um dos valoresaproximados para λc obtidos em nossos resultados para 
ada uma das duas topologia darede WS. O resumo desses resultados para os valores estimados das taxas e expoentes
ríti
os para o PC na rede WS são mostrados na Tabela 4.1.Embora falhe para a previsão dos valores en
ontrados para as taxas 
ríti
as detransição de fase nas topologias de mundo pequeno e aleatória, o 
onjunto de expoentesobtido por meio de nossas simulações 
omputa
ionais 
on�rmam tanto a abordagem deCM proposta por Castellano et al [18℄, quanto a abordagem fenomenológi
a propostapor Hong et al [21℄. Estes resultados se apli
am as previsões de CM para uma rede
om 
ara
terísti
as 
omo as des
ritas na seção 4.3, em que a função de distribuição das
one
tividades dos nós da rede possui tanto um valor médio do número de ligações deum nó 〈k〉, quanto sua dispersão 〈k2〉, bem de�nidos. Nos dois trabalhos 
itados ante-riormente [18, 21℄ e também no trabalho apresentado por Dorogovtsev et al [7℄, foramveri�
adas por meio de simulações 
omputa
ionais, as previsões feitas para redes semes
ala, des
orrela
ionadas, que apresentam um 〈k〉 bem de�nido, mas 
om 〈k2〉 → ∞.Seus resultados indi
am que nesse regime, apenas a abordagem fenomenológi
a apre-sentada por Hong et al [21℄ é 
orreta. No próximo 
apítulo, apresentaremos resultadospara a transição de fase do PC usando uma rede sem es
ala 
om as mesmas 
ara
terís-ti
as, porém, do tipo 
orrela
ionada (modelo BA).
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Figura 4.3: Análise quase esta
ionária do PC na topologia de mundo pequeno (p = 0.045).São mostrados valores para λ nas vizinhanças do ponto 
ríti
o para sistemas 
om diferentestamanhos N .

Figura 4.4: Análise quase esta
ionária do PC na topologia aleatória (p = 0.45). São mostra-dos valores para λ nas vizinhanças do ponto 
ríti
o para sistemas 
om diferentes tamanhos
N . 48
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Figura 4.5: Comportamento do tempo de relaxação 
om diferentes tamanhos N de rede 
om(topologia mundo pequeno) para λ = 1.8202.

Figura 4.6: Comportamento do tempo de relaxação 
om diferentes tamanhos N de rede(topologia aleatória) para λ = 1.409. 49



4. O pro
esso de 
ontato em rede Watts-Strogatzexpoente CM Mundo Pequeno Aleatória
λc 1 1.821 ± 0.001 1.409 ± 0.001

ν‖/ν⊥ 1/2 0.50 ± 0.01 0.49 ± 0.03

β/ν⊥ 1/2 0.48 ± 0.02 0.48 ± 0.03Tabela 4.1: Estimativas para o valor dos expoentes 
ríti
os do Pro
esso de Contato em RedeWatts-Strogatz.Na Figura 4.7, apresentamos a evolução temporal do PC nas duas topologiasestudadas. O PC evolui de um estado ini
ial em que todos os sítios 
ontêm umapartí
ula. As simulações foram realizadas nas fases absorvente e ativa e também sobreos valores que apresentamos para as taxas 
ríti
as de transição de fasea. Note queapesar dessas duas topologias terem seus 
omportamentos des
ritos pelo mesmo 
on-junto de expoentes, podemos ver que o pro
esso dinâmi
o evolui 
om 
ara
terísti
asdiferentes para 
ada uma delas. Nesta �gura, podemos per
eber o 
aráter de agregaçãoe a presença de 
onexões de longo al
an
e na topologia de mundo pequeno . Já natopologia aleatória, embora essas 
onexões de longo al
an
e também existam, o 
aráterde agregação da rede é baixo.

50



4. O pro
esso de 
ontato em rede Watts-Strogatz

Figura 4.7: Evolução temporal do Pro
esso de Contato na rede Watts-Strogatz ini
iada deuma 
on�guração em que todos os sítios (N = 200) estão o
upados. Da esquerda para adireita, temos as taxas 
ríti
as λ = 1.72, λc ≃ 1.8202 e λ = 1.92 para a topologia mundopequeno e λ = 1.35, λc ≃ 1.4090 e λ = 1.45 para a aleatória.
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Capítulo 5O pro
esso de 
ontato na redeBarabási-Albert
Nos trabalhos apresentados nas referên
ias [7,18,21℄ foram estudadas redes des-
orrela
ionadas que apresentam um 〈k〉 bem de�nido, mas 
om 〈k2〉 → ∞. Nestaseção apresentaremos algumas análises e resultados de simulações 
omputa
ionais doPC realizadas na rede Barabási-Albert (seção 3.3.3), que também apresenta essas 
ar-a
terísti
as, porém, é do tipo 
orrela
ionada.5.1 Análise da rede Barabási-AlbertNo modelo BA, apresentado na seção 3.3.3, a dinâmi
a das 
onexões realizadas a
ada novo nó que entra na rede é regida pela probabilidade de 
onexão preferen
ial dadapela equação (3.4). Espera-se que este modelo apresente uma 
orrelação entre seus nós,já que os mais 
one
tados são preferen
iais para a realização de novas 
onexões. Destaforma, devemos observar uma dependên
ia explí
ita de knn 
om k na equação (3.4),que é frequentemente en
ontrada em redes reais [10,15,17,37℄. Nestes 
asos, pou
os nós
om um grande número de ligações possui a maioria de seus vizinhos pou
o 
one
tados.Esse 
omportamento faz 
om que knn seja uma função de
res
ente de k [42℄. Quandoen
ontramos este 
omportamento o 
hamamos de mistura disassortative1. Na Figura1Em outras situações é observado que nós muito 
one
tados preferem se 
one
tar a outros também
om alto grau de 
onexão. A essa propriedade 
hamamos de mistura assortative, 
ara
terizada por52



5. O pro
esso de 
ontato na rede Barabási-Albert5.1, mostramos o resultado de simulações 
omputa
ionais do modelo BA, a �m deveri�
ar o 
omportamento de knn em função de k.

0 50 100 150 200

k

18

20

22

24

26

28

<
kn

n>

Figura 5.1: Correlação entre nós da rede BA. É revelado um 
aráter de 
orrelação do tipomistura disassortative em que knn é uma função de
res
ente do número de ligações k.
5.2 Análise numéri
a - resultadosUsando a teoria de es
alonamento de tamanho �nito (ETF), estudamos o estadoquase esta
ionário do PC na rede BA. Novamente, usamos a relação (2.28), que é útilpara estimar o valor do ponto 
ríti
o, já que em ∆ ≡ λ − λc = 0, isto é, no ponto
ríti
o, essa relação toma a forma da relação (2.29).Abaixo, mostramos os resultados do PC na rede BA. Na Tabela 5.1, apresenta-mos os valores obtidos para a taxa 
ríti
a de transição de fase e para o expoente β/ν⊥que a 
ara
teriza. Apresentamos também as previsões de CM propostas por Castellanoet al [18℄ e também as previstas por Hong et al [21℄.
uma função 
res
ente knn de k. 53



5. O pro
esso de 
ontato na rede Barabási-Albert

Figura 5.2: Análise quase esta
ionária do PC na rede BA. São mostrados valores para λ nasvizinhanças do ponto 
ríti
o para sistemas 
om diferentes tamanhos N .
λc β/ν⊥CM [21℄ 1 1

γ−1CM [18℄ 1 1

2

γ = 2.98 1.209 ± 0.001 0.52 ± 0.02Tabela 5.1: Resultados para o valor dos expoentes 
ríti
os do PC na rede BA.
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Capítulo 6Con
lusões
Estudamos a transição de fase de um pro
esso dinâmi
o 
om estado absorventeem uma rede 
omplexa através da implementação das regras do Pro
esso de Contato(PC) na rede Watts-Strogatz (WS) e também na rede Barabási-Albert (BA). Veri�-
amos a validade de nossas implementações de redes 
omplexas 
om dados já existentesna literatura. Da mesma forma, re
orrendo à teoria de es
alonamento de tamanho �nito(ETF), em que estudamos o estado quase esta
ionário do PC, 
onfrontamos nossosresultados obtidos a partir de simulações 
omputa
ionais em uma rede regular unidi-mensional. Usamos nossos resultados inéditos do PC na rede WS e BA para veri�
ara validade de duas abordagens de CM que têm sido alvo de dis
ussões na 
omunidadede Físi
a Estatísti
a de redes 
omplexas re
entemente.Trabalhamos em um primeiro momento 
om a rede WS que apresenta uma dis-persão �nita para sua distribuição de 
one
tividades entre nós e também um grau médiodo número de ligações de um nó qualquer bem de�nido. Além disso, de a
ordo 
om aprobabilidade que permitimos o redire
ionamento de 
onexões da rede WS, pudemostrabalhar em duas diferentes topologias: mundo pequeno, onde a distân
ia média entredois nós quaisquer da rede é baixa, porém, 
om um forte 
aráter de agregação entreeles; e a topologia aleatória, que além de possuir um baixo valor para a distân
ia mé-dia entre seus nós, possui fra
a agregação entre eles. Obtivemos valores para as taxas
ríti
as de transição de fase e um 
onjunto de expoentes 
ríti
os que a 
ara
terizampara 
ada uma das duas topologias. 55



6. Con
lusõesDepois, trabalhamos a dinâmi
a do PC em uma rede sem es
ala 
orrela
ionadautilizando o modelo BA. Ao 
ontrário do trabalhos já existentes na literatura, nóstrabalhamos 
om uma rede sem es
ala já próxima da fronteira entre uma distribuição de
one
tividade entre nós apresentando um 
aráter homogêneo, para uma representaçãode 
aráter heterogêneo. O 
aráter de 
orrelação da rede Barabási-Albert (BA) não é
apaz de infuen
iar nas previsões de CM, 
omo pudemos 
onstatar em nossos estudos.Apesar de en
ontrar um mesmo 
onjunto de expoentes 
ríti
os para as duastopologias trabalhadas na rede WS, mostramos a partir de simulações 
omputa
ionais,que o pro
esso dinâmi
o evolui 
om 
ara
terísti
as diferentes para 
ada uma delas.Embora as previsões de CM tenham sido 
on�rmadas para este 
onjunto de ex-poentes 
ríti
os em ambos os modelos de rede estudados, as taxas de transição de faseobtidas não foram 
orretamente preditas. Este fato está em 
ontraste 
om outros mod-elos epidêmi
os, tais 
omo SIS e SIR, já investigados na literatura em tais topologiasde redes 
omplexas.
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