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Resumo
FERREIRA, Ronan Silva, Universidade Federal de Viçosa, Fevereiro de 2009. Simu-lações quase estaionárias do proesso de ontato em redes omplexas.Orientador: Silvio da Costa Ferreira Junior. Coorientadores: Marelo Lobato Mar-tins e José Arnaldo Redinz .

O estudo da estrutura e de propriedades de orrelação entre os agentes interli-gados em uma redes omplexas têm atraído o interesse da omunidade de Físia Es-tatístia através da investigação de proessos dinâmios nestas topologias. Tais inves-tigações têm aberto disussões na literatura a respeito da validade de previsões feitas apartir de teorias de Campo Médio (CM), quando essas são onfrontadas om resultadosalançados através de simulações omputaionais. O Proesso de Contato (PC) é ummodelo matemátio para o proesso epidêmio sobre uma população. Na abordagem deredes omplexas, identi�amos ada indivíduo a um nó da rede, enquanto suas relaçõessão representadas pelas ligações entre eles. No PC ada indivíduo pode estar infetadoou não, om uma probabilidade determinada pela taxa de infeção da epidemia. Estataxa poderá ser apaz de promover a disseminação da doença por tempos longos ou suaerradiação, já que também existe uma hane dos infetados se tornarem saudáveis.Isso levará à demaração de uma fase livre de doenças (fase absorvente) e outra na quala doença persiste por longos tempos (fase ativa). Com a implementação omputaionaldo PC em diferentes topologias de rede, pudemos omparar nossos resultados numéri-os om as previsões de teorias de CM enontradas na literatura. A prinipal ênfasedo trabalho foi o estudo da teoria de esalonamento de tamanho �nito para o PC nasredes omplexas propostas por Watts-Strogatz (modelo WS) e por Barabási-Albert(modelo BA), através de simulações quase estaionárias. Deste estudo resultou umx



onjunto de expoentes rítios que araterizam a transição de fase absorvente-ativapara a rede BA e também para as topologias mundo pequeno e aleatória enontradasna rede WS. Embora as previsões de CM tenham sido on�rmadas para este onjuntode expoentes rítios, as taxas de transição de fase obtidas não foram orretamentepreditas. Esse fato está em ontraste om outros modelos epidêmios, tais omo SIS eSIR, já investigados na literatura em tais topologias de redes omplexas.
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Abstrat
FERREIRA, Ronan Silva, Universidade Federal de Viçosa, February, 2009. Quasi-stationary simulations of the ontat proess on omplex networks. Ori-entador: Silvio da Costa Ferreira Junior. Coorientadores: Marelo Lobato Martinse José Arnaldo Redinz .

The study of the struture and orrelations properties among interonnetedagents on omplex networks has attrated the attention of the Statistial Physis om-munity through investigation of dynamial proess on this topologies. These inves-tigations have opened disussions in the literature onerning on the validity of thepreditions from mean �eld (MF) approahes, when these results are ompared withthose obtained from omputer simulations. The ontat proess (CP) is a toy modelfor the epidemi spreading on a population. Using the omplex network approah, weidentify eah individual as a network node, while their relations are represented bylinks among them. In the CP model, eah individual may be infeted or not, with aprobability depending on the epidemi infetion rate. This rate an lead to the dis-semination of the epidemi at long times or its omplete eradiation, given that existsalso a hane to the infeted individuals beome healthy, determining a phase free ofthe disease (absorbing) and other in whih the disease persists (ative). The omputerimplementation of the CP and di�erent network topologies allows us to ompare ourresults with those predited by MF theory found in the the literature. The main aimof the present work was the study of the �nite size saling theory for the PC in theomplex network proposed by Watts-Strogatz (WS) and by Barabási-Albert (BA) byquasistationary simulations. This study provided a set of ritial exponents for theharaterization of the phase transition absorbing-ative on BA network and also onxii



two topologies found at the WS model, namely, small world and random. Althoughthe preditions made by MF approahes have been veri�ed for this set of ritial ex-ponents, the phase transition rates obtained was not predited orretly. This fat ison ontrast with others epidemi models, suh as SIS and SIR, already studied in theliterature on these omplex networks.
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Capítulo 1Introdução
Existem sistemas estudados pela Físia Estatístia que obedeem ao que hamamosde �balanço detalhado�, o qual se refere à ondição de �reversibilidade mirosópia�.Podemos entendê-lo usando omo exemplo uma reação químia [1℄. Suponha umareação da forma {A} ⇔ {X} ⇔ {F}, em que {A} é um onjunto de produtos iniiais,

{X} um onjunto de produtos intermediários e {F} um onjunto de produtos �nais.No equilíbrio, temos tanto transições de {A} para {X} quanto de {X} para {A}.O mesmo oorre entre {X} e {F}. Dessa forma, temos uma reversão mirosópiaobedeendo o prinípio de balaneamento.Por outro lado, podemos ter situações que não respeitam o balanço detalhado.Em um aso simples, imaginemos uma únia partíula para a qual será permitidotransitar somente por quatro estados, que hamaremos de estados A, B, C e D. Porém,o estado D é um estado de aprisionamento, do qual não será permitido à partíulaesapar. Temos então, que nossa partíula transitará, reversivelmente, entre os estados
A, B e C, tendo sua dinâmia absorvida, aso ela visite o estado D. Desse ponto, nãoserá permitido visitar outros estados em tempos futuros. Temos aqui um sistema quenão respeita o balaneamento mirosópio, sendo o estado de absorção D hamado de�estado absorvente�. Aos demais estados dos quais é permitida a fuga e, portanto, areversão, daremos o nome de �estados ativos� do sistema.Essa última situação é a que aontee, por exemplo, na disseminação de umadoença sobre uma população. Neste fen�meno, uma epidemia pode se alastrar por1



1. Introduçãouma população passando por várias on�gurações om os indivíduos estando sujeitosà doença e a sua ura, araterizando assim um estado ativo. Se, por algum motivo,a população se ver livre dessa infeção, isto é, aso nenhum de seus indivíduos estejainfetado, a epidemia não terá meios para ontinuar sua propagação, sendo então er-radiada. A esta situação, identi�amos um estado absorvente. Logo, perebemos aquique a dinâmia de um proesso epidêmio poderá levar a população para uma �faseativa�, onde a epidemia persiste para tempos futuros ou para uma �fase absorvente�,livre da doença.A modelagem matemátia para a propagação de uma epidemia pode ser feitapor meio do modelo de Proesso de Contato (PC) [2,3℄. Neste modelo, a fase ativa dadoença é determinada pela probabilidade de um indivíduo ser infetado. Há tambéma fase absorvente, já que existe a hane de um indivíduo se reuperar da doença -estando assim, sujeito a uma nova infeção. Todo o álulo da probabilidade de umindivíduo ser infetado se baseia na quantidade de vizinhos de ontato infetados que elepossui, juntamente om uma taxa de infeção que assoiamos à epidemia. É o estudodo omportamento deste sistema na região rítia, onde oorre a transição entre asfases absorvente e ativa, que nos ajudará a entender suas araterístias.Na vizinhança do ponto rítio de transição entre fases algumas grandezas físiaspodem se omportar da mesma maneira em sistemas diferentes, exibindo diferentesfen�menos. Esta similaridade levou os físios a separarem os sistemas que possuem osmesmos omportamentos rítios em lasses, hamadas �lasses de universalidade�. Deforma geral, ada lasse de universalidade determina singularidades no omportamentode ertas grandezas físias na vizinhança do ponto rítio a partir de um onjunto dearaterístias básias, tais omo dimensionalidade espaial e tipos das interações entreseus agentes. Enontrar e atalogar essas lasses é um ponto have para questões sobremodelos longe do equilíbrio, omo o PC [4, 5℄.Como uma primeira aproximação, as propriedades desta região rítia são fre-quentemente estudadas através de teorias de Campo Médio (CM) [6, 7℄. Para o PC, aprobabilidade de um indivíduo estar infetado dependerá, em última análise, do estadode saúde de todos os indivíduos da população, já que seu estado dependerá do estado2



1. Introduçãode seus vizinhos de ontato, que por sua vez, também possuem outros vizinhos e assimpor diante. Essa hierarquia, devido às orrelações entre indivíduos é muito omplexapara ser tratada exatamente. O que a aproximação de CM faz é trunar essa hierarquiaao nível de um únio, ou um grupo limitado de indivíduos (e somente seus vizinhos),tratando assim ada um deles omo sendo estatistiamente independentes [8℄. Estamosportanto, nessa aproximação, negligeniando orrelações entre partes do sistema, o queem geral, nos forneerá no máximo uma informação qualitativamente orreta sobre osistema em estudo.O erro onsiste no tratamento de diferentes sítios omo estatistiamente inde-pendentes. A partir de uma erta dimensão, quando estas �utuações se tornaremdesprezíveis, estas orrelações serão desritas de forma quantitativamente orreta pelaaproximação de CM. Cada sistema possui sua dimensão rítia, abaixo da qual a teoriade CM nos fornee no máximo uma desrição qualitativa. De forma geral, para o limitede uma dimensão in�nita, a teoria de CM seria uma desrição perfeita.Ainda no ampo da Físia Estatístia, nos últimos anos observa-se um grandeinteresse pela modelagem de sistemas que possuem um grande número de agentesrealizando de alguma forma interações entre si através das Redes Complexas [9�12℄.Esta proura é estimulada pelo grande suesso que essas redes vêm alançando emdiversas áreas, desde redes protéias à estrutura da internet [11, 13�17℄.Na abordagem de redes omplexas, de forma geral, estamos interessados somentenos agentes e suas interações em um sistema. Podemos então assoiar os nós de umarede aos indivíduos de uma população e o ontato entre eles sendo representados porligações entre esses nós.Com isso é possível estudar um proesso dinâmio om estado absorvente nestastopologias de redes omplexas através do modelo de PC. Aqui enontramos uma mo-tivação: reentemente, surgiu um debate na omunidade de físia estatístia dediadaao estudo das redes omplexas sobre a validade das predições feitas por aproximaçõesde CM para o PC nessas topologias e os resultados obtidos por meio de simulaçõesomputaionais [7,18�21℄. As redes omplexas são entendidas omo objetos de dimen-são d → ∞. Será a Teoria de CM válida para a desrição quantitativa do PC em3



1. Introduçãouma topologia de rede omplexa? Trazemos neste texto um estudo destas questõesem topologias de rede que não foram até então investigadas nos trabalhos já itados,através de simulações quase estaionárias do PC nestes ambientes omplexos.A organização deste trabalho será da seguinte forma: no apítulo 2, desrever-emos o PC e sua análise na rede regular unidimensional. Faremos uma revisão daaproximação de CM onde apresentaremos um onjunto de expoentes araterizando atransição de fase absorvente-ativa do PC. Mostraremos que nossos resultados para osexpoentes rítios, que araterizam essa transição, vão ao enontro dos enontradosna literatura [8, 22℄. Também apresentaremos uma implementação omputaional efaremos uma disussão da teoria de esalonamento �nito usada para o tratamento doPC em um sistema �nito, mostrando que nossos resultados estão de aordo om osjá apresentados por outros autores [8℄. No apítulo 3, apresentaremos o tratamentoomputaional para a manipulação de nós e suas ligações de uma rede omplexa pormeio de matrizes. Faremos também uma breve apresentação de alguns tipos de redesque vêm sendo tratadas atualmente. Apresentaremos três importantes topologias derede (Erdös-Rényi [23℄, Watts-Strogatz [9℄ e Barabási-Albert [10℄) e disutiremos, ombase nos resultados de nossas simulações omputaionais, que são orroborados pelaliteratura [11, 13℄, as araterístias importantes para analisarmos a atual disussãomenionada aima. Na última seção apresentaremos brevemente o modelo epidêmioSIS nos modelos de redes omplexas WS e BA, apresentando resultados da literaturaque também serão importantes para nossas onlusões �nais. No apítulo 4, apre-sentaremos nossos resultados enontrados para o PC na rede WS e também nossasonlusões sobre o omportamento do PC nessa rede omparando nossos resultadosom a desrição prevista pelas duas aproximações de CM apresentadas por Castellanoet al [18℄ e Hong et al [21℄. As mesmas análise serão apresentadas no apítulo 5, agorapara o PC na rede BA. Finalmente, o apítulo �nal ontém as onlusões retiradasdeste trabalho.
4



Capítulo 2O proesso de ontato
O Proesso de Contato (PC) foi apresentado por T. E. Harris [2℄ omo umtoy model para o proesso epidêmio. No espalhamento de uma epidemia em umapopulação seus indivíduos podem ser levados a uma fase ativa da epidemia om a pro-liferação da doença ou a uma fase absorvente, na qual todos eles estejam saudáveis.Nesta última on�guração, o espalhamento da epidemia é essado porque não há in-divíduos infetados para espalhá-la. Desta forma, a população se vê livre da doençapermaneendo saudável para tempos futuros.2.1 Modelo na rede regular unidimensionalPara o PC na rede regular unidimensional, ada indivíduo da população é iden-ti�ado a um sítio i de uma rede om, por exemplo, N indivíduos, omo esboçado naFigura 2.1. Cada sítio poderá ser representado em um determinado instante por umade duas situações: infetado ou saudável. A ada um deles, assoiamos uma variáveldo tipo �gás de rede� (onde ada sítio pode ou não onter uma partíula) [4℄ : σi = 0, 1.Para a nossa situação, iremos de�nir que:

σi = 0, sítio vazio (indivíduo saudável),
σi = 1, sítio oupado (indivíduo infetado).A ontaminação de um sítio saudável poderá oorrer se ao menos um dos seusprimeiros vizinhos (vizinhos de ontato) estiverem infetados. Este ontágio oorre5



2. O proesso de ontato

Figura 2.1: Ilustração para o modelo de rede regular unidimensional om N sítios. Os sítiosinfetados são representados na or preta. Neste instante t, a on�guração ativa do sistemanos diz que o sítio i possui seus dois primeiros vizinhos infetados.om uma taxa de transição igual a nλ/z, em que n representa o número de vizinhosinfetados, λ é um parâmetro positivo (a taxa de infeção da epidemia) e z, o númerode oordenação da rede (o número de primeiros vizinhos). Existe também a hanede um sítio infetado tornar-se saudável. Essa transição oorre a uma taxa unitáriaque independe do estado em que seus vizinhos se enontram. Uma vez que o indivíduotenha sido urado, estará sujeito a uma nova infeção.A equação para a taxa de transição do sítio i, que identi�a uma variávelaleatória no vetor de on�guração σ = (σ1, σ2, σ3, ..., σi, ..., σN ) pode ser esrita daseguinte forma [4℄:
wi(σ) =

λ

z
(1 − σi)

∑

j

σj + σi, (2.1)onde a soma em j envolve os primeiros vizinhos do sítio i. Se aaso o sítio i for iguala zero (saudável), então,
wi(σ) =

λ

z

∑

j

σj , (2.2)o que representa um termo de riação de partíulas. Já se o sítio i for igual a um(infetado),
wi(σ) = 1, (2.3)que por sua vez, representa um termo de aniquilação de partíulas.Para desrevermos a dinâmia do PC, podemos esrever a equação mestra parao sistema [4℄ em termos da transição de um únio sítio e sua distribuição de probabil-idades em função do tempo. Adotaremos a dinâmia assínrona onde a ada instante6



2. O proesso de ontatode tempo um únio sítio da rede é alterado:
d

dt
P (ξ, t) =

N
∑

i=1

[wi(ξ
i)P (ξi, t) − wi(ξ)P (ξ, t)], (2.4)onde, de forma geral, temos ξ = (ξ1, ξ2, ξ3, ..., ξi, ..., ξN) representando o vetor de on-�gurações em um instatnte t, sendo ξi uma variável gás de rede loalizada no sítio

i e ξi = (ξ1, ξ2, ξ3, ..., (ξi)
⋆ , ..., ξN), o mesmo vetor, porém, alterado no sítio i. Estaalteração está simbolizada pelo índie �estrela�. A probabilidade de o sistema, em umerto instante t, estar na on�guração ξ é dada por P (ξ, t).A partir dessa distribuição de probabilidades podemos alular o valor esperadode qualquer função f(ξ) e de sua taxa de variação temporal:

〈f(ξ)〉 =
∑

{ξ}

f(ξ)P (ξ, t),

d

dt
〈f(ξ)〉 =

d

dt

∑

{ξ}

f(ξ)P (ξ, t)

=
∑

{ξ}

f(ξ)
d

dt
P (ξ, t) (2.5)que usando a equação (2.4), enontramos que

d

dt
〈f(ξ)〉 =

∑

{ξ}

f(ξ)

N
∑

i=1

[

wi(ξ
i)P (ξi, t) − wi(ξ)P (ξ, t)

]

=
∑

{ξ}

N
∑

i=1

[wi(ξ)P (ξ, t)− wi(ξ)P (ξ, t)] f(ξ)

=

N
∑

i=1

∑

{ξ}

[

f(ξi)wi(ξ)P (ξ, t)− f(ξ)wi(ξ)P (ξ, t)
]

=
N

∑

i=1

∑

{ξ}

{
[

f(ξi) − f(ξ)
]

wi(ξ)P (ξ, t)}

=

N
∑

i=1

〈[

f(ξi) − f(ξ)
]

wi(ξ)
〉

. (2.6)Como estamos tratando no PC om uma variável gás de rede, então: σi = 1− σi, om7



2. O proesso de ontato
σ = (σ1, σ2, σ3, ..., σi, ..., σN ) e σi = (σ1, σ2, σ3, ..., (σi)

⋆ , ..., σN). Segue então, que
d

dt
〈σi〉 =

〈[

σi − σi

]

wi(σ)
〉

= 〈[1 − σi − σi] wi(σ)〉

= 〈[1 − 2σi] wi(σ)〉 . (2.7)Substituindo a equação (2.1) na equação (2.7), podemos esrever que
d

dt
〈σi〉 =

〈

[1 − 2σi]

[

λ

z
(1 − σi)

∑

j

σj + σi

]〉

=
λ

z

∑

j

〈(1 − σi) σj〉 − 〈σi〉

= λ (ρ − φ) − ρ

= (λ − 1) ρ − λφ, (2.8)em que foi assumido que ρ ≡ 〈σi〉 e φ ≡ 〈σiσj〉. Note que essa expressão é de intriadaintegração graças ao termo φ, que lida om as orrelações entre os sítios da rede. Comovimos no primeiro apítulo, é a teoria de CM nos ajudará a entender o omportamentodo PC trunando essa hierarquia de orrelações entre os sítios. Para isso, preisaremosfatorar o termo φ, desorrelaionando-o. Desta forma, trataremos ada sítio omosendo estatistiamente independente.2.2 Aproximação de ampo médioCom a aproximação de CM poderemos obter informações aera do omporta-mento do PC na região rítia, onde oorre a transição de fase.Imaginemos então um vetor qualquer de on�gurações σ = (σ1, σ2, σ3, ...) e suaprobabilidade assoiada, P (σ). Tomemos agora, o termo φ referente às orrelaçõesentre dois sítios, i e j da rede:
φ =

∑

σ σiσjP (σ)
∑

σ P (σ)
. (2.9)Desorrelaionando este termo φ, teremos que a probabilidade anteriormente assoiada8



2. O proesso de ontatoa ele será agora dada por P (σ) = P (σi)P (σj), ou seja,
φ =

∑

σ σiσjP (σi) P (σj)
∑

σ P (σi) P (σj)

= 〈σi〉 〈σj〉 . (2.10)Assumindo uma homogeneidade espaial, podemos esrever que φ ≡ 〈σi〉
2 ≡ ρ2. Logo,podemos reesrever a equação (2.8) da seguinte forma:

d

dt
ρ = (λ − 1) ρ − λρ2. (2.11)Vemos que a equação (2.11) apresenta uma bifuração do tipo transrítia [24℄ em

λ = λ = 1. Para taxas inferiores a 1, a fase absorvente é a fase estável, invertendo-seeste quadro para valores iguais ou superiores a λc = 1. A partir daí, a fase absorventetorna-se instável.Em resumo, temos que,






ρ̄ = 0, λ ≤ 1 (regime subrítio)
ρ̄ = 1 − λ−1, λ > 1 (regime superrítio)onde ρ̄ é o estado de densidade estaionária (t → ∞) estável para ada fase. Note queo estado estaionário para o regime subrítio não ontém nenhum indivíduo infetado(estado absorvente), o que não oorre para o regime superrítio, onde ρ̄ = 0 é o estadoinstável.2.3 Diagrama de faseDe aordo om a equação (2.11), a densidade estaionária de sítios infetados ρ̄é diferente de zero somente para λ > λc. Em uma expansão na vizinhança do pontorítio, podemos esrever que, para ∆ = λ − λc > 0,

ρ̄ = ∆β + O(∆2). (2.12)Segue então que, para uma aproximação de primeira ordem, devemos ter o expoente
β = 1. 9



2. O proesso de ontatoA Figura 2.2 nos mostra um esboço para o omportamento da densidade desítios infetados em função da taxa de infeção λ. Nesta �gura é ontemplado o fatode que a densidade ρ apenas é diferente de zero para valores aima de um valor rítio
λc, que separa as duas fases, absorvente e ativa1. Aima deste valor, a relação seguea lei de potênia apresentada na aproximação de primeira ordem da expansão dadaanteriormente.

λ

ρ

λ
cFigura 2.2: Esboço para a densidade estaionária em função da taxa λ. Seu valor rítio λcmara a transição entre as duas fases, absorvente e ativa.A integração da equação (2.11) om λ 6= 1 resulta em
ρ(t) ∼

∆

λ − e−∆t
, (2.13)de onde podemos obter uma informação aera do tempo de relaxação, τ . Ele divergequando λ → λc, proporionalmente a |∆|−1. Dessa forma, podemos araterizar esteomportamento do tempo de relaxação de�nindo o expoente ν‖, via

τ ∝ |∆|−ν‖. (2.14)Se de�nirmos um omprimento ξ para as orrelações entre partes do sistema, espera-se1Nesse aso, dizemos que ρ é um parâmetro de ordem, om o qual identi�amos ada uma dasfases. Já λ é um parâmetro de ontrole da transição entre elas.10



2. O proesso de ontatoque esse também diverja quando λ → λc:
ξ ∝ |∆|−ν⊥, (2.15)em que de�nimos um expoente ν⊥.2.4 Comportamento dependente do tempoAlgumas araterístias dependentes do tempo serão importantes para entender-mos a evolução do PC. Informações omo a probabilidade de sobrevivênia da epidemiae o número médio de sítios infetados nos dão um onjunto de expoentes que nos aju-darão a entender a dinâmia do proesso. O número médio de sítios infetados serádado por:

n(t) =

〈

N
∑r=1

σr(t)〉 , (2.16)em que σr identi�a um sítio infetado na rede, r é um vetor de posição e os símbo-los 〈 〉 devem ser tomados omo uma média sobre várias amostras de rede. Podemostambém alular o raio médio de alane do espalhamento de uma partíula a partirdo entro da rede (origem),
R2(t) =

1

n(t)

〈

∑r r2σr〉 . (2.17)A Figura 2.4 ilustra o espalhamento de uma epidemia sobre uma população partindoda on�guração iniial omentada aima om a evolução temporal do sistema no eixovertial, sentido para baixo. Cada um dos três quadros são apresentados de aordoom diferentes taxas de infeção a que a população foi submetida. São apresentadasas fases subrítia, superrítia, bem omo o espalhamento sobre a taxa rítia λc.Não existem resultados exatos para a taxa rítia λc, apenas valores aproxima-dos. Por meio de ténias numérias e expansões em séries [25,26℄, podemos dizer que11



2. O proesso de ontato

Figura 2.3: Evolução temporal (eixo vertial sentido para baixo) para o PC partindo de umaon�guração om um únio sítio infetado (pontos esuros) no entro da rede. Da esquerdapara a direita, temos as taxas de infeção λ = 3.0, λ = 3.29785 e λ = 3.5.
λc = 3.297848(20) (valores entre parênteses denotam inertezas), para o PC em umadimensão.
2.4.1 Teoria de esalaNo regime su�ientemente próximo ao ponto rítio, ∆ → 0 (om ξ → ∞ e
τ → ∞), a probabilidade ondiional de enontrarmos uma partíula em r, dado queem t = 0 havia uma únia partíula no entro da rede (origem), obedee à relação

ρ(r, t; 0, 0) ≃ tη−dz/2f(r/tz/2, ∆t1/ν‖), (2.18)que é a desrição fenomenológia proposta por Grassberger et al na referênia [27℄ parasistemas grandes e tempos longos. Esta hipótese é feita om base no omportamentopara a densidade de uma partíula, onforme o parágrafo anterior, e na hipótese deque propriedades assintótias do sistema próximo ao ponto rítio são invariantes sobretransformações de esala. Na equação aima, d é a dimensão do sistema e f é umafunção de esala. Os demais expoentes, η e z serão trabalhados abaixo. Eles nosinformam a respeito do omportamento das grandezas (2.16) e (2.17) sobre o ponto12



2. O proesso de ontatorítio.Como um exemplo das onsequênias da hipótese de invariânia sobre esala,podemos trabalhar om a probabilidade de sobrevivênia da epidemia P (t). No regimesuperrítio uma amostra pode sobreviver inde�nidamente om P (t) → P∞ > 0,quando t → ∞. Para essa situação P∞ → ρ̄ [8, 27℄. Com isso, podemos efetuarreesalas do tipo [28℄
P → aβP,

∆ → a∆,

t → a−ν‖t. (2.19)Na vizinhança do ponto rítio, a invariânia sobre esala exige que
P (∆, t) = aβP (a∆, a−ν‖t). (2.20)Se o parâmetro a > 0 for tal que ta−ν‖ = 1, resulta que

P (∆, t) = t−β/ν‖P (∆t1/ν‖ , 1). (2.21)Essa expressão pode ser reesrita omo
P (t) ≃ t−δΦ(∆t1/ν‖), (2.22)em que Φ é uma função de esala dependente apenas do argumento ∆t1/ν‖ e δ ≡ β/ν‖.O pré-fator tη−dz/2 na hipótese de esala (2.18) pode ser justi�ado pelo fato deque sobre o ponto rítio ∆ = 0, se integrarmos a equação (2.18) sobre todo o espaço,devemos reuperar o omportamento esperado para a grandeza (2.16), que é dado por

n(t) ∝ tη:
n(t) =

〈

∑r=1

σr(t)〉
=

∫

ρ(r, t)ddr

=

∫

tη−dz/2f(r/tz/2, ∆t1/ν‖)ddr

= tη−dz/2

∫

f(r/tz/2, ∆t1/ν‖)ddr. (2.23)13



2. O proesso de ontatoUsando-se a troa de variáveis u = r/tz/2, resulta que
n(t) ∼ tηf ′(∆t1/ν‖). (2.24)Podemos agir da mesma forma para a grandeza (2.17). No ponto rítio, o omporta-mento dessas grandezas dinâmias se reduzem a:

P (t) ∝ tδ, (2.25)
n(t) ∝ tη, (2.26)

R2(t) ∝ tz. (2.27)Na Tabela 2.1, vemos que os valores esperados para a análise de ampo médio (CM)onordam om os valores obtidos a partir de 4 dimensões. Os valores ali oloadosom índies (a), (b), (c), (d), devem-se a simulações numérias e expansões em sériedas referênias [22, 25, 29, 30℄, respetivamente. Para o leitor interessado são tambémreomendadas as referênias [28,31℄ para o tratamento da aproximação de ampo médiopara o PC, bem omo para outros modelos om estado absorvente.Nas Figuras 2.4, 2.5 e 2.6, mostramos os resultados das simulações realizadasa �m de enontrar os valores (om orreções de esala para tempos �nito [8℄) para osexpoentes das relações (2.25), (2.26) e (2.27). Estes valores possuem uma inertezaque está indiada entre parênteses.

14



2. O proesso de ontato

Figura 2.4: Expoente δ. Inlinação igual a -0.159(2)
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Figura 2.5: Expoente η. Inlinação igual a 0.313(1)15



2. O proesso de ontatoexpoente CM 1D 2D 3D 4D
δ 1 0.15947(3)a 0.4505(10)b 0.730(4)c 1d

η 0 0.31368(4)a 0.2295(10)b 0.114(4)c 0d

z 1 1.26523(3)a 1.1325(10)b 1.052(3)c 1dTabela 2.1: Expoentes rítios do PC em d dimensões. Os valores em parênteses denotaminertezas. Para a dimensão rítia dc = 4 seus valores são os previstos pela aproximação deCM.

Figura 2.6: Expoente z. Inlinação igual a 1.265(2)2.5 Teoria de esalonamento de tamanho �nitoAo analizarmos as divergênias em torno do ponto rítio e as orrelações entrepartes do sistema, devemos nos lembrar que em uma análise omputaional, qualquerque seja o tamanho do sistema, ele será �nito! Nesse aso, o únio verdadeiro estadoestaionário é o estado absorvente. Isso se deve ao número �nito de on�guraçõesaessíveis ao sistema, que eventualmente, visitará o estado absorvente. Iremos, então,nos oupar do emprego da teoria de esalonamento de tamanho �nito (ETF) [8℄ eestudar o estado dito quase estaionário. Esse estado é alançado partindo-se de uma16



2. O proesso de ontatoon�guração em que o sistema se enontre na fase ativa, após um transiente que temsua duração dependente de N e da distânia ∆ para o ponto rítio.Na vizinhança do ponto rítio, onde ξ é grande, propriedades intensivas depen-dem fortemente do tamanho do sistema. Esta dependênia se espressa em termos darazão entre o omprimento do sistema e o omprimento de orrelação, N/ξ - onven-ionalmente representado por ∆N1/ν⊥ .Um fato importante é que por meio da análise de ETF podemos estimar o pontorítio λc. Isso pode ser feito via simulações omputaionais om amostras de diversostamanhos do sistema. Evidentemente, esperamos que para o limite de um sistemain�nito N → ∞, a densidade de sítios infetados siga a relação ρ̄ ∝ ∆β . Para Ngrande e ∆ pequeno, a densidade quase estaionária pode ser desrita pela relação
ρq(∆, N) ∝ N−β/ν⊥f(∆N1/ν⊥), (2.28)onde a função de esala f(x) possui um omportamento assintótio f(x) → xβ para

x → ∞ e vai para um valor onstante quando x → 0. A notação ρq se refere ao estadoquase estaionário. Quando tivermos ∆ = 0, i.e., no ponto rítio, a equação aima sereduz a:
ρ̄q(0, N) ∝ N−β/ν⊥, (2.29)de onde podemos estimar o valor do ponto rítio através do expoente β/ν⊥.Para araterizarmos este omportamento através do expoente ν⊥, iremos esten-der a equação (2.11) para uma dependênia também espaial e aresentar um termodifusivo om oe�iente de difusão D:

∂

∂t
ρ(~x, t) = (λ − 1) ρ(~x, t) − λρ2(~x, t) + D∇2ρ(~x, t). (2.30)Reesalando a densidade de sítios ρ(t) −→ ζ−β/ν⊥ρ(ζ~x, ζ2/zt) (ver seção anterior) naequação (2.30), resulta em que,

ζ2/z ∂

∂t
ρ(~x, t) = (λ − 1) ρ(~x, t) − ζ−β/ν⊥λρ2(~x, t) + Dζ2∇2ρ(~x, t). (2.31)onde temos a imposição de que 2/z = −β/ν⊥ = 2 para respeitar a invariânia sobreesala. 17



2. O proesso de ontatoPodemos resumir os expoentes rítios obtidos para o PC, tratados nessa seção,a partir da aproximação de CM omo na Tabela 2.2.Expoente Campo Médio
β 1
ν‖ 1
ν⊥

1

2Tabela 2.2: Valores obtidos pela aproximação de Campo Médio para os expoentes rítiosdo Proesso de Contato.
2.5.1 Implementação omputaionalNo modelo omputaional, a ada passo de tempo esolhemos aleatoriamenteum sítio infetado da rede e um entre dois eventos: riação, no qual oorre a infeção(riação de uma partíula) de um sítio vizinho om probabilidade pc = λ/(1 + λ) ouaniquilação, no qual oorre a ura (aniquilação de uma partíula) om probabilidade
pa = 1−pc. No proesso de riação, esolhemos ao aaso um dos primeiros vizinhos dosítio esolhido e om probabilidade pc, o infetamos aso esse não esteja infetado. Já noproesso de aniquilação de partíulas, ao esolhermos em um proesso aleatorio um sítiodentre os já infetados, om probabilidade pa o uramos. A ada passo, inrementamoso ontador de tempo em 1/No, em que No é o número de sítios infetados, alançandoassim, em média, um evento por sítio até um número de iterações já estipulado (o tempomáximo). Este proedimento, em que trabalhamos om uma lista de sítios oupados(note que apenas tomamos indivíduos infetados), promove um melhor desempenhoomputaional. Uma vez que todo esse proesso é realizado sobre um grande espaçoamostral, essa estratégia não aarreta em perda de informação.Voltando ao estado quase estaionário menionado anteriormente, esse nos aju-dará a estudar o omportamento na vizinhança do ponto rítio em simulações desistemas omputaionais �nitos. O que fazemos aqui é retirar propriedades estatístiassomente sobre amostras que sobreviveram a tempos �nitos estipulados nas simulaçõesomputaionais. Isto é, apenas analisamos estatístias sobre o espaço amostral que não18



2. O proesso de ontatovisitou o estado absorvente.

Figura 2.7: Simulação quase estaionária da densidade de sítios infetados em função dotempo do PC em uma rede regular unidimensional om λ = λc. De ima para baixo, ostamanhos de rede quadrada simulados foram, respetivamente, N= 25, 50, 100 e 200. Aurva que melhor se ajusta aos dados (linha traejada) possui inlinação δ = −0.16.Na Figura 2.7 mostramos o resultado das simulações para a análise quase esta-ionária realizadas a partir do modelo omputaional desrito aima.Os valores alulados omo médias onvergem para seu valor estaionário no lim-ite termodinâmio em que N → ∞. Para ilustramos este fato importante, mostramosna Figura 2.8 o resultado para o omportamento da densidade de sítios infetadosem função da taxa de infeção. Note, que omo dito aima, ao simularmos sistemasada vez maiores, o omportamento do grá�o tende ao omportamento apresentadona Figura 2.2.Na Figura 2.7 as simulações foram realizadas om λ = λc. Já na Figura 2.8,podemos pereber o valor da taxa rítia onvergindo para o valor λc = 3.297848(20)apresentado na referênia [25℄, à medida que rese o valor de N .19



2. O proesso de ontato
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Capítulo 3Fundamentos de redes omplexas
Redes omplexas tem suas raízes na teoria de grafos [35, 36℄. Nesta teoria,estamos interessados nos elementos e suas relações em um sistema. Identi�amos oselementos interagentes aos nós de uma rede e suas relações às onexões entre eles.As araterístias destes omponentes de uma rede dependem do tipo de sistema quebusamos estudar.3.1 Coneitos e de�nições básiasMatematiamente, uma rede R é de�nida por um par de onjuntos R = (υ, ε),em que υ é um onjunto ontável e não vazio de elementos que podemos denominarvérties ou nós, enquanto ε é um onjunto não ordenado de pares de diferentes vérties,que podemos hamar de ligações ou links. Como vínhamos fazendo ao longo do texto,refereniamos os nós em uma rede usando uma letra minúsula i ou j. Logo, a ligação

(i, j) une dois nós, i e j, e dizemos então que eles são adjaentes. Desta forma, podemosonstruir o que hamamos de matriz de adjaênia, M = {aij}, N × N , de�nida daseguinte forma:
aij =







1, se (i, j) ∈ ε;

0, se (i, j) /∈ ε.Para o nosso aso, trabalhando om uma rede não direionada, aij = aji (verseção 3.2), isso implia que essa matriz ontém informações redundantes. A Figura 3.1é a representação de uma rede. Ao lado está esrita a matriz de adjaênias orrespon-21



3. Fundamentos de redes omplexas

Figura 3.1: Representação da matriz de adjaênias.dente. Há uma outra abordagem em que podemos trabalhar om uma lista que iden-ti�a ada ligação de um erto nó da rede. Desta forma, poderemos onstruir umamatriz de ligações, na qual ada linha diz respeito a um nó da rede, enquanto quenas olunas, fazemos uma listagem das onexões que este nó realiza. Na Figura 3.2, odesenho ilustra uma rede onstruída onforme sua matriz de ligações ao lado.

Figura 3.2: Representação da matriz de ligações.Busando uma otimização omputaional para nosso trabalho, onde teremos re-des om um grande número de nós, podemos minimizar o gasto om memória adotandoesta matriz de ligações.3.2 Classi�açãoHá diferentes maneiras de se identi�ar uma rede omplexa a uma rede real.As ligações entre os nós podem ser simétrias omo, por exemplo, em um írulo22



3. Fundamentos de redes omplexasde amigos, no qual as pessoas mantêm laços de amizades reíproos. Ou podem sertambém assimétrias, omo é o aso de pessoas famosas, um ator por exemplo, em quevárias pessoas o onheem mas ele não onhee todos os seus fãs. Ao primeiro asodamos o nome de rede não direionada, e ao segundo aso de direionada.Também podemos pensar, por exemplo, em uma rede de itações ientí�as [37℄onde devemos levar em onta o fato de um autor fazer referênia a um de seus trabalhosanteriores, riando assim, em uma abordagem de rede uma auto onexão.Como em uma rede de telefonia, há também a possibilidade de veri�armos aforça de uma relação de amizade a partir da freqüênia om que duas pessoas se falam.Para isso, podemos atribuir pesos para as onexões entre dois indivíduos quaisquer.As araterístias atribuídas aos nós também podem in�ueniar a abordagem derede. Pode-se onstruir uma rede em que não se faz neessário difereniar seus nós, oque não aonteeria em uma rede de relações sexuais em que devemos difereniar o �nómasulino� do �nó feminino� [15℄. Estas partiularidades têm uma enorme impliaçãona forma omo proessos dinâmios se desenrolam em uma rede omplexa.Na Figura 3.3, ilustramos as diferentes modalidades de redes omplexas queomentamos brevemente aima. Em nosso estudo, utilizamos apenas redes omplexasdo tipo não direionadas devido à simetria entre as ligações dos nós, que também nãosão difereniados.Nas próximas seções, disutiremos três importantes topologias de redes om-plexas e suas prinipais araterístias estatístias. De fato, disutiremos apenas aque-las de relevânia direta para nosso estudo, indiando ao leitor interessado algumasreferênias ao longo do texto.3.3 Rede aleatória, Watts-Strogatz e sem esalaDentre as topologias de redes omplexas que vêm sendo estudadas nos últimosanos, duas delas reebem grande atenção: a rede proposta por D. Watts e S. Strogatz(WS) [9℄ e a sem esala [10℄. Anteriormente a essas duas topologias, Erdös e Rényi [23℄introduziram um modelo de rede om ligações aleatórias entre seus nós (modelo ER)23



3. Fundamentos de redes omplexas

Figura 3.3: Classi�ação de redes omplexas. Ilustração para diferentes tipos de redes om-plexa, sendo (a) não direionada, (b) direionada, () om auto onexão, (d) om pesos, (e)sem difereniação entre nós e (f) om difereniação dos nós. Retirada da referênia [38℄.om o objetivo de entender melhor algumas redes reais. A rede WS [9℄, de erta formasupriu uma de�iênia da rede aleatória de reproduzir uma araterístia orriqueirada vida soial. Essa araterístia re�ete o fato de que em nossos írulos soiais nossosamigos também podem ser amigos entre si, e por sua vez, onheer outras pessoas deoutros grupos, que eventualmente, de uma forma ou de outra, também se relaionamonoso. Isso nos dá uma idéia de que por maiores que sejam as distânias entre doisindivíduos quaisquer, há sempre uma relação de grupo que aaba sendo mais forte.Este efeito nos dá a sensação de um �enurtamento geográ�o�. Deverá ser fáil, porexemplo, traçar um elo de olegas que ligue o autor ao leitor...24



3. Fundamentos de redes omplexasEm outras situações, omo a rede de hyperlinks na www, passando tambémpor redes aéreas até redes protéias, enontramos apenas alguns nós muito onetados,frente a um grande grupo om pouas onexões e também um resimento do númerode nós da rede. Nestes asos, a topologia sem esala mostra-se uma ferramenta e�ientepara o estudo das propriedades desses sistemas. Ainda dentro dessa última variedadede rede omplexa, há um grande interesse atualmente em redes sem esala na qualseus nós possuem uma preferênia a se onetarem om outros de igual número deligação. Dessa forma, �a evidente a neessidade de se estudar as orrelações vigentesentre os nós de uma rede omplexa. Destaaremos algumas propriedades das topologiasitadas, que serão alvo das seções seguintes. Para o leitor interessado, são indiadas asreferênias [11�13,38℄ para uma revisão mais abrangente.3.3.1 Rede aleatóriaRedes aleatórias foram introduzidas por Erdös e Rényi (modelo ER) na déadade 1950, a partir de estudos sobre métodos probabilístios na teoria de grafos [23, 36℄.Esta rede é tal que seus nós possuem onexões feitas de forma aleatória entre si.Para onstruirmos a rede ER, devemos primeiramente estabeleer o seu númerode nós. Em seguida, devemos aleatoriamente esolher dois dos pares de nós dentre os
N(N − 1)/2 possíveis e om probabilidade p, onetá-los, não repetindo ligações.O modelo ER possui um número estátio de nós. Assim, sua dinâmia é exlu-sivamente atribuída às onexões que são realizadas sobre pares de nós. Segue também,que ada nó terá um número k de onexões om outros da rede. A esse número de-nominamos grau de onexão, ou seja, ki é o número de onexões realizadas pelo nó i darede. Relações entre nós e seus graus de onexões guardam importantes araterístiassobre uma rede, omo omentamos na seção anterior.Na Figura 3.4, apresentamos o resultado das simulações omputaionais de umarede aleatória busando a relação entre o número de nós e a média do número deonexões na rede aleatória. Esta relação mostra o omportamento de uma distribuiçãobinomial que desvia pouo da distribuição de Poisson para p pequeno. Já na Figura3.5, mostramos uma ilustração para uma possível organização espaial dos nós para o25



3. Fundamentos de redes omplexas

Figura 3.4: Relação do número de nós e a média do número de onexões realizadas em umarede aleatória om 2000 nós. São apresentadas urvas para diferentes probabilidades p.modelo ER. Nesta situação, temos uma rede onstituída de 50 nós e probabilidade deonexão igual a 0.3.
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3. Fundamentos de redes omplexas3.3.2 Rede Watts-StrogatzA rede Watts-Strogatz (modelo WS) foi proposta na déada de 1990 om ointuito de reproduzir uma araterístia orriqueira enontrada nas redes soiais deque nossos amigos também são amigos entre si. Para onstruírmos essa rede podemosimaginar iniialmente um grupo de N indivíduos (nós) onetados em uma on�guraçãode anel, ada om seus n primeiros vizinhos. Note que n representa o número de

Figura 3.6: Ilustração para a on�guração em anel de uma rede soial para o algorítimo darede Watts-Strogatz.primeiros vizinhos, n/2 de ada lado de um indivíduo qualquer (omo mostrado naFigura 3.6, em que n = 2). Com essa on�guração, esolhemos aleatoriamente um nóe sua ligação om seu vizinho mais próximo no sentido horário. Com probabilidade p,redireionamos esta ligação para qualquer outro nó do anel (rede), sem que esta sejauma dupliata. O mesmo proedimento é feito para o próximo nó, ompletando assimtoda a volta na rede. Após a primeira volta ompleta, repete-se o proedimento paraos segundos vizinhos e assim por diante, no aso de n > 4. Note que om a variaçãoda probabilidade de redireionamento, teremos nós om diferentes valores para k. AFigura 3.7 ilustra esta dinâmia à partir do redireionamento de ligações na rede WS.Variando os valores de probabilidade de redireionamento, alançamos três diferentestopologias: regular, mundo pequeno e aleatória.Partindo da idéia apresentada na seção 3.3.1 de que o número k nos dá o númerode ligações de um nó qualquer da rede, podemos de�nir uma função grau de distribuição27



3. Fundamentos de redes omplexas

Figura 3.7: Variando a probabilidade de 0 para 1, a rede Watts-Strogatz apresentará trêsregiões om diferentes topologias: regular (anel à esquerda om ada indivíduo possuindo 4vizinhos de ontato), mundo pequeno e aleatória (anel à direita).de onetividades, dada por P (k). Essa é igual à fração de nós que possuem graude onexão k. Iremos assumi-la normalizada. Não podemos nos esqueer, que aoatribuírmos uma probabilidade de onexão igual a zero no modelo WS, todos os nósterão um mesmo número de onexões k. Isso implia que o grau de distribuição é umafunção delta entrada em k e que a rede é regular.Mas quando aumentamos a probabilidade de onexão, surgem eventualmente,onexões entre nós om diferentes valores para k. Podemos obter uma informação aesse respeito através da probabilidade ondiional de um nó de grau k estar onetadoom um nó de grau k′. Segue então a normalização
∑

k

P (k) =
∑

k′

P (k′|k) = 1. (3.1)Na Figura 3.8, mostramos o resultado das simulações omputaionais do modeloWS busando identi�ar o grau de distribuição para diferentes valores de probabilidadepara o redireionamento de ligações. São mostradas urvas para probabilidades dentroda faixa de p = 0.01 até p = 1.0. As urvas orrespondentes às probabilidades p = 0.45e p = 1.0 estão dentro da região aleatória, onde vamos ao enontro do omportamentoapresentado na seção 3.3.1 para redes aleatórias. Ainda na Figura 3.6, para as urvasom probabilidades p = 0.01, 0.045 e 0.1, surge um efeito araterizado por um pioem k = 4.Para entendermos melhor as araterístias destas três regiões, iremos introduzir28



3. Fundamentos de redes omplexas

Figura 3.8: Grau de distribuição da rede Watts-Strogatz para diferentes valores da probabil-idade p de redireionamento. Nesta simulação foi usada uma rede om 2.000 nós e n = 4.dois novos oneitos. O primeiro deles re�ete o que disutimos na seção 3.3 sobreo aráter de grupo em uma rede soial. Essa araterístia da rede será dada pelooe�iente de agregação denotado por C. Para entendermos este oe�iente é sugestivoque o leitor, se imaginando um nó da rede, se faça a seguinte pergunta: Quantos sãoos meus vizinhos que são também vizinhos entre si? Ou em outras palavras, em nossasrelações de amizade, poderíamos nos perguntar: Quais dos meus amigos são tambémamigos entre si? Supondo que voê tenha ki vizinhos, então existem ki(ki − 1)/2onexões possíveis entre seus vizinhos. Supondo ci onexões efetivamente realizadaspor eles, então o oe�iente Ci será dado por (o subíndie i refere-se ao nó i da rede),
Ci =

2ci

ki(ki − 1)
. (3.2)A Figura 3.9 mostra o resultado das simulações omputaionais realizadas paraveri�ar o omportamento do oe�iente de agregação na rede WS sendo normalizadoao valor obtido para o aso regular, p = 0. A região em destaque é a região ondesabemos oorrer o omportamento om o pio em k = 4 (ver Figura 3.8). Podemos ver29



3. Fundamentos de redes omplexas

Figura 3.9: Comportamento do oe�iente de agregação em uma rede Watts-Strogatz.que esta região é marada pelo iníio da queda no omportamento onstante de grandeagregação da rede, terminando em valores ainda assim altos, prinipalmente quandoomparados à queda observada na região à direita. Mais adiante somaremos estaveri�ação om mais uma importante informação. Note que o oe�iente de agregaçãopara o aso regular (p = 0) é independente do tamanho da rede, somente de suatopologia.O segundo oneito do qual preisamos para identi�ar propriedades araterís-tias de ada uma das três topologias itadas na Figura 3.7 é o omprimento médio domenor aminho, L, entre dois nós quaisquer na rede. A idéia para alançarmos esseoe�iente é bem simples, embora omputaionalmente, um algorítimo e�iente nãoseja de trivial implementação1. O leitor pode se perguntar: O quanto distante estou deum nó qualquer esolhido aleatoriamente na rede? Quais são os aminhos, através deoutros indivíduos, que me levam a ele? Devemos, portanto, ontar o número médio deonexões entre dois nós sorteados na rede. Lembrando que deveremos alular o menor1Uma e�iente implementação para o álulo de L é o algorítimo de Dijkstra (ver referênias[38, 39℄). 30



3. Fundamentos de redes omplexasaminho dentre todos os existentes entre os dois nós. A Figura 3.10, retirada da refer-ênia [13℄, nos mostra o omportamento do omprimento médio do menor aminho, L,bem omo do oe�iente de agregação, C, ambos normalizados para o aso regular. Éimportante notarmos que L depende do tamanho da rede. O oe�iente L não omeçaa delinar enquanto p > 2/Nk (em que N é o tamanho da rede) [40℄ garantindo assima existênia de ao menos um atalho, dado por um redireionamento de longo alanena rede. Para redes grandes não faz sentido falarmos de uma região regular. Nesteaso, N → ∞ fazendo om que o omportamento de mundo pequeno apareça para ppequeno.Nas investigações sobre a dinâmia do PC na rede WS (Capítulo 4) não apre-sentaremos resultados para a �topologia regular�, apenas para as topologias de mundopequeno e aleatória.

Figura 3.10: Comportamento do omprimento médio do menor aminho, L, e do oe�ientede agregação, C, ambos normalizados para o aso regular. A rápida queda no logaritmo de
L(p) orresponde ao quadro de mundo pequeno da rede. Durante essa queda, C(p) permaneequase onstante, mostrando a difíil deteção da transição para o efeito de mundo pequenoem um nível loal (retirada da referênia [13℄).A primeira topologia, regular, possui um alto oe�iente de agregação entre nóse, também um valor alto para o omprimento médio do menor aminho entre pares.31



3. Fundamentos de redes omplexasPara valores altos de probabilidade assoiados ao redireionamento, já na topologiaaleatória, a rede WS produz um valor baixo tanto para o oe�iente de agregaçãoquanto para o omprimento médio do menor aminho.Entre estas duas topologias enontramos um omportamento típio das redes so-iais. Enquanto enontramos um valor baixo para o omprimento médio do menor am-inho, nos deparamos om um oe�iente de agregação signi�ativamente alto. Nestafaixa, um número pequeno de onexões de longo alane entre nós garantem um enur-tamento das distânias na rede, enquanto as várias onexões de urto alane garantemsua alta agregação. Isso é mostrado no anel entral da Figura 3.7. Este efeito de mundopequeno re�ete a teoria dos �Seis graus de separação� [41℄, em que existem em médiaapenas seis laços de amizade (dentre outros tipos de laços) separando dois indivíduosquaisquer no mundo.3.3.3 Rede sem esalaDiferentemente dos dois modelos apresentados nas seções 3.3.1 e 3.3.2, ondeas redes possuíam um número �xo de nós, existem sistemas que evoluem no tempoapresentando um resimento. É o que aontee, por exemplo, na internet onde a adadia surge um novo número de sites. No surgimento desses sites, eles se onetam aoutros já existentes, a �m de se tornarem mais visados e onseguirem um maior númerode aessos. Para isso, os sítios da internet mais aessados são aqueles que onseguemmais onexões novas e possuem um número de ligações (links) muito grande - são oshamados hubs.Esses dois novos ingredientes (o resimento da rede om o passar do tempoe a onexão preferenial) foram modelados por Barabási e Albert (BA) [10℄ para aonstrução de redes que guardam uma araterístia tal omo a exempli�ada no asoda www. Esses ingredientes fazem om que esse modelo de rede omplexa apresentearaterístias bem diferentes dos modelos ER e WS. Enquanto os modelos ER e WSapresentam, digamos, um aráter demorátio, onde a maioria dos nós apresentamaproximadamente o mesmo número de ligações, no modelo BA, essa relação do grau32



3. Fundamentos de redes omplexasde distribuição é dada por uma lei de potênia do tipo
P (k) ∼ k−γ. (3.3)É omo se pensássemos em uma �la de adultos e medíssemos suas alturas. Aresposta a esse experimento estará dentro de uma esala para alturas de humanosadultos, apresentando um omportamento típio de Poisson. Mas, ao invés disso,apareesse um número signi�ativo de pessoas, digamos, gigantes! Isso oloaria nossoexperimento fora da nossa esala de alturas. Essa lasse de redes omplexas reebeu onome de redes sem esala.Para onstruirmos o modelo BA, iniiamos om um número m0 de nós, one-tados entre si. A ada passo um novo nó é aresentado à rede e fará um número m deligações menor ou igual ao número iniial de nós. Estas onexões serão feitas om baseem uma probabilidade, Π, que dependerá do número de onexões realizadas pelos nósque já se enontravam na rede. Isso irá gerar uma onexão preferenial, privilegiandoos nós mais onetados a reeberem novas ligações. Essa probabilidade poderá seresrita omo

Π(ki) =
ki

∑

j kj
, (3.4)em que a soma presente no denominador é feita sobre todos os nós da rede. Após

t passos de tempo, iniiando a rede om m0 nós e realizando m ligações para adanovo nó que entra na rede, teremos então um total de N = t + m0 nós e mt ligaçõesentre eles. Na Figura 3.11, mostramos o resultado alançado à partir de simulaçõesomputaionais para o grau de distribuição do modelo BA partindo de m0 = 3 nós eada novo nó realizando m = 3 novas onexões de aordo om a equação (3.4).Pelo omportamento do grá�o da Figura 3.11 om uma auda pesada do graude distribuição, vemos que pouos nós fazem muitas ligações, enquanto a maioria dosnós tem pouas. Isso faz om que a rede tenha um aráter heterogêneo para as one-tividades, om grandes �utuações. Matematiamente, podemos estudá-las através dosegundo momento da distribuição de onetividade [42℄.
〈

k2
〉

=

∫ ∞

m0

k2P (k)dk (3.5)33



3. Fundamentos de redes omplexas

Figura 3.11: Grau de distribuição para o modelo Barabási-Albert. Partindo de m0 = 3 nósinteronetados e ada novo nó realizando m = 3 novas ligações até um total de 300.000 nós.A �gura mostra o omportamento do grau de distribuição da rede livre de esala seguindouma lei de potenia. A inlinação da linha pontilhada, que melhor se ajusta aos dados é de-2.9.em que m0 > 1 é o menor grau possível na rede e tratamos k omo uma variávelontínua por simpliidade. Usando a relação (3.3), resulta que
〈

k2
〉

∼

∫ ∞

m0

k2−γdk. (3.6)Um fato importante que será usado no próximo apítulo é que para valores de γ > 3 aequação (3.6) fornee uma dispersão �nita e um valor bem de�nido para 〈k〉 dado por
〈k〉 =

∫ ∞

m0

kP (k)dk. (3.7)Este omportamento é o mesmo observado na rede WS. Para 2 < γ < 3 a dispersão éin�nita, embora o valor médio seja de�nido.3.4 Modelos epidêmios e redes omplexasO modelo de PC disutido no apítulo 1 é um modelo muito explorado pelaFísia Estatístia e onsiderado um sistema para o desenvolvimento de novos métodos34



3. Fundamentos de redes omplexaspara problemas longe do equilíbrio [8℄. Talvez por este motivo, o PC tenha reebido oapelido de �modelo de Ising� dos proessos longe do equilíbrio.Já para a epidemiologia, os modelos matemátios mais usados são outros. Osprinipais modelos básios são os modelos suseptível-infetado (SI), suseptível-infetado-suseptível (SIS) e suseptível-infetado-removido (SIR) [43, 44℄. Estas generalizaçõesdo PC ganharam grande atenção na literatura de redes omplexas [?, 32�34, 42℄. Ire-mos tratar brevemente dos resultados enontrados para a transição de fase om estadoabsorvente para o modelo SIS nos modelos de redes omplexas WS e BA, devido a suarelação om o PC em redes regulares.3.4.1 Modelo SISNo modelo SIS ada indivíduo, tratado omo um nó da rede, estará em umde dois diferentes estados: saudável (e suseptível à doença) e infetados. Cada umdeles perorre estoastiamente o ilo suseptível-infetado-suseptível, daí o nome domodelo.A ada passo de tempo, ada nó suseptível, que tenha ao menos um vizinhoinfetado, ontrai a doença om uma taxa λ. Ao passo que nós infetados são urados auma taxa unitária e estão novamente sujeitos a uma reinfeção. Observe que o modelonão faz menção alguma sobre a possibilidade de indivíduos serem removidos devidosua morte ou imunização à doença. Estas últimas araterístias são ontempladas nomodelo SIR [42�44℄.Em uma orrelação entre os oneitos da físia estatístia e os da epidemiologia,podemos ligar o oneito de transição de fase desrito nos apítulos 1 e 2 om o delimiar epidêmio, o qual determina a taxa rítial a partir da qual a epidemia persistepor tempos longos. O limiar epidêmio (ponto rítio) separa uma fase ativa omuma densidade estaionária de nós infetados de uma fase absorvente om apenas nóssaudáveis.
35



3. Fundamentos de redes omplexasModelo SIS na rede Watts-StrogatzComo vimos na seção 3.3.2, a rede WS apresenta uma distribuição de onetivi-dade P (k) om um pio no valor de onexão médio entre nós 〈k〉 que deai exponen-ialmente para valores k ≫ 〈k〉 e k ≪ 〈k〉. Neste enário a hipótese de homogeneidadeda rede pode ser adotada. A equação para a densidade de nós infetados no modeloSIS na rede WS será dada por:
∂

∂t
ρ(t) = −ρ(t) + λ〈k〉ρ(t)[1 − ρ(t)]. (3.8)O primeiro termo do lado direito desta equação refere-se aos indivíduos infetados quesão urados a uma taxa unitária. Já o segundo termo representa a densidade média denovos indivíduos infetados que é proporional à taxa de infeção λ, o número médio deonexões de um nó2 e a probabilidade desta ligação está sendo feita om um indivíduosuseptível. Impondo a ondição estaionária ∂tρ(t) = 0, obtemos o limiar epidêmio

λc = 〈k〉 e resulta que






ρ = 0, se λ < λc

ρ ∼ ∆ ≡ λ − λc, se λ > λcNovamente, podemos reorrer aos oneitos da Físia Estatístia e identi�ar ρomo o parâmetro de ordem e λ omo o de ontrole. Assim, podemos também reorreràs mesmas análises de CM realizadas no apítulo 2, sendo que para o modelo SIS, atransição de fase absorvente-ativa aontee em λc = 1/K, em que K é o número iniialde vizinhos onetados a um nó qualquer da rede WS.No trabalho apresentado por Pastor-Satorras e Vespignani [34℄ foram mostradosos resultados de simulações omputaionais por eles obtidos, em que tanto os expoentesrítios omo a taxa de transição absorvente-ativa estão de aordo om as previsõesde CM feitas. O valor predito por CM para a taxa rítia é λc = 1/K = 0.1666,onde foi usado K = 3. O valor obtido através de simulações omputaionais foi λc =

0.1643 ± 0.01 [34℄.2Para redes homogêneas ada nó possui em média o mesmo número de ligações k ≃ 〈k〉.36



3. Fundamentos de redes omplexasModelo SIS na rede Barabási-AlbertComo vimos na seção 3.3.3, a ausênia de uma esala araterístia induz umaforte �utuação na distribuição de onetividade da rede que não pode mais ser negli-geniada. A equação para a densidade de nós infetados no modelo SIS é dada por:
∂

∂t
ρk(t) = −ρ(t) + λk[1 − ρk(t)]Θ(ρ(t)), (3.9)em que ρk(t) é a densidade relativa de nós infetados om k ligações. Novamente, oprimeiro termo do lado direito desta equação está assoiado aos indivíduos infetadosque são urados a uma taxa unitária. Já o segundo termo, representando a densidademédia de novos indivíduos infetados na rede, onsidera a probabilidade de que um nóom k ligações esteja suseptível [1−ρk(t)]. A probabilidade deste evento é proporionalà taxa de infeção λ, o número de onexões k e a probabilidade Θ(ρ(t)) de que umaligação qualquer aponte para um nó infetado. No estado estaionário, ρ é apenas umafunção de λ. Logo, a probabilidade Θ também passa a depender impliitamente dataxa de infeção. Impondo ∂tρ(t) = 0, obtemos que:

ρk =
kλΘ(λ)

1 + kλΘ(λ)
. (3.10)A heterogeneidade da rede deve ser levada em onta no alulo de Θ. De fato, a proba-bilidade de que uma ligação qualquer aponte para um nó om s ligações é proporionala sP (s), i.e., uma ligação tomada em um proesso aleatório estará om maior probabil-idade onetada a um nó infetado om um grande número de onexões. Disto resultaa relação,

Θ(λ) =
∑

k

kP (k)ρk
∑

s sP (s)
. (3.11)Finalmente, podemos alular o parâmetro de ordem ρ usando a relação,

ρ =
∑

k

P (k)ρk. (3.12)Para realizar o álulo para o modelo BA, vamos onsiderar k omo uma variávelontínua e substituir os somatórios por integrais [10℄. A distribuição de onetividadeompleta é dada por P (k) = 2m2/k−3 [13℄, em que m é o número mínimo de onexões37



3. Fundamentos de redes omplexasde ada nó. Sendo a onetividade média dada por
〈k〉 =

∫ ∞

m

kP (k)dk = 2m, (3.13)a equação (3.11) pode ser reesrita omo
Θ(λ) = mλΘ(λ)

∫ ∞

m

1

k3

k2

1 + kλΘ(λ)
dk, (3.14)que tem omo solução,

Θ(λ) =
e−1/mλ

mλ
(1 − e−1/mλ)−1. (3.15)Resolvendo a equação (3.12), levando em onta a expressão para Θ aima, enontramos

ρ ∼ e−1/mλ. (3.16)Surpreendentemente, não há ponto rítio �nito neste modelo. Isto é, λc = 0. Nareferênia [34℄ são mostrados resultados obtidos através de simulações omputaionaisque on�rmam esta previsão de CM.

Figura 3.12: Densidade de nós infetados omo uma função de λ na rede WS (linha heia) ena rede BA (linha pontilhada). Retirada da referênia [34℄.Para não deixarmos o foo do nosso texto, que é o PC em redes omplexas, sãodeixadas as referênias [34,42℄ onde o leitor interessado poderá obter informações sobre38



3. Fundamentos de redes omplexasoutros omportamentos e propriedades sobre a transição de fase desse modelo nas redesWS e BA. O fato de relevânia para nosso trabalho é que apesar da grande semelhançaentre os dois modelos SIS e PC, os resultados pela teoria de CM para as taxas rítiasdo PC nas redes WS e BA não são on�rmados por simulações omputaionais, omopoderemos ver nos próximos apítulos.
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Capítulo 4O proesso de ontato na redeWatts-Strogatz
Neste Capítulo, apresentamos uma análise da transição de fase om estado ab-sorvente do PC na rede WS. Reorrendo à teoria de ETF, pudemos estudar o estadoquase estaionário do PC determinando um onjunto de expoentes rítios e valorespara as taxas de transição de fase nas topologias de mundo pequeno e aleatória darede do modelo WS. Usando a abordagem para a aproximação de CM [7, 45℄ disu-tida na literatura [7, 18�21℄, veri�amos que embora ela falhe na determinação dessastaxas rítias, o onjunto de expoentes rítios previstos por essas abordagens de CMonordam om nossos resultados numérios.4.1 Equação para a densidade de sítios infetadosPreisamos de uma equação que nos revele a densidade de sítios oupados emfunção do tempo. Com ela, poderemos retirar informações sobre o omportamento doPC em uma rede omplexa.A equação que prouramos onstitui-se de dois ingredientes básios: (i) umtermo de riação de partíulas e (ii) um outro de aniquilação. O termo de aniquilaçãodeve ser proporional à densidade de nós oupados, enquanto seu termo de riaçãodeverá levar em onta o número de nós vazios.Vamos então de�nir uma densidade média ρk(t) de partíulas enontradas nos40



4. O proesso de ontato em rede Watts-Strogatznós om k ligações. Com isso,
ρ(t) =

∑

k

ρk(t)P (k), (4.1)em que ρ(t) é a densidade total. O termo de riação deverá ser proporional à proba-bilidade [1 − ρk(t)] de que um nó om k onexões esteja vazio. Além disso, preisamoslevar também em onta a probabilidade de que este nó vazio, om k onexões, estejaonetado om um outro nó om k′ onexões oupado. Podemos expressar esse fatoomo sendo o termo P (k′|k) ρk′(t). A equação para a evolução temporal da densidade
ρk(t) é então dada pela equação de CM [18℄ para a fração de sítios

∂ρk(t)

∂t
= −ρk(t) + λk [1 − ρk(t)]

∑

k′

P (k′|k)ρk′(t)

k′
. (4.2)O fator 1/k′ mostra que uma nova partíula é riada omo a mesma probabilidade emqualquer vizinho vazio de um nó om k′ ligações.O primeiro termo da equação (4.2) é o termo de destruição de partíulas omtaxa unitária e seu segundo termo representa a riação de partíulas om taxa λ. Noteque o termo de riação de partíulas é proporional ao tipo de orrelação entre nósom diferentes graus de onexões k na rede, já que é proporional à probabilidadeondiional P (k′|k). Vamos então analisar esta araterístia na rede WS.4.2 Análise da rede Wattz-StrogatzAs orrelações entre os nós desrevem importantes araterístias em diversasredes [9, 15, 16, 46℄. Para analisarmos essas orrelações o grau médio de onexão dosvizinhos próximos de um nó om k onexões (knn) [14℄ nos dirá qual é, em média, ograu de onexão dos vizinhos de um nó om k onexões:

〈knn(k)〉 ≡
∑

k′

k′P (k′|k). (4.3)Voltando ao Capítulo 3, vemos que a análise do grau de distribuição para astopologias de rede apresentadas divide as redes omplexas em duas lasses. A primeiradelas ontém modelos que apresentam um aspeto �demorátio�, araterizado pelo41



4. O proesso de ontato em rede Watts-Strogatzomportamento binomial para a rede ER e similarmente para a rede WS. Essa últimatem um pio em 〈k〉 = K/2, em que K é o número iniial de vizinhos de ada nó, edeai exponenialmente para k grande (Figura 3.5). Temos então que essa topologia éhomogênea, isto é, todos os nós tem aproximadamente o mesmo número de ligações [13℄.A segunda lasse são as redes sem esala que fogem do modelo demorátio, sendoseu grau de distribuição araterizado por uma lei de potênia (equação 3.3). Nestasoiedade dos nós, �o rio �a mais rio� - em uma referênia à onexão preferenialapresentada na seção 3.3.3.Quando as orrelações seguem o aráter demorátio, as ontribuições relevantesoorrerão para
k ∈ [〈k〉 − σ, 〈k〉 + σ] (4.4)em que σ é a dispersão em torno do valor médio 〈k〉. Isso também implia que

ρk(t) ≃ ρ(t). (4.5)para k ∈ [〈k〉 − σ, 〈k〉 + σ]. Da mesma forma, quando não oorrem tais orrelações, aprobabilidade ondiional P (k′|k) toma a forma
P (k′|k) =

k′P (k′)

〈k〉
, (4.6)o que resulta que a equação (4.3) pode ser reesrita omo

〈knn(k)〉 =
〈k2〉

〈k〉
, (4.7)ou seja, para uma rede desorrelaionada o grau médio dos vizinhos de um nó, nãodepende de k, assumindo um valor onstante. A Figura 4.1 mostra esse omportamentopara as topologias de mundo pequeno e aleatória da rede WS. Note que quando aprobabilidade enontra valores maiores, já dentro da topologia aleatória, surge umefeito de orrelação om uma auda na extremidade esquerda. Porém, não hega avariar o valor de 〈knn〉 em uma unidade, deixando o aráter de desorrelação da redeestritamente majoritário.
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4. O proesso de ontato em rede Watts-Strogatz

Figura 4.1: Correlação entre nós na rede Watts-Strogatz. O aráter �demorátio� da rederevela uma desorrelação assoiada a seus nós (N = 105).

43



4. O proesso de ontato em rede Watts-Strogatz4.3 Aproximação de ampo médioUsando os resultados obtidos das análises feitas na seção anterior, podemosreesrever a equação (4.2),
∂ρk(t)

∂t
= −ρk(t) + λ

k

〈k〉
[1 − ρk(t)] ρ(t)

= −ρ(t) +
λρ(t)

〈k〉

∑

k

(kP (k) − kP (k)ρk(t))

= −ρ(t) +
λρ(t)

〈k〉
[〈k〉 −

∑

k

kρk(t)P (k)]

≃ −ρ(t) +
λρ(t)

〈k〉
[〈k〉 −

∫

kρk(t)P (k)dk]

≃ −ρ(t) +
λρ(t)

〈k〉
[〈k〉 −

∫ 〈k〉+σ

〈k〉−σ

kρ(t)P (k)dk]

≃ −ρ(t) +
λρ(t)

〈k〉
[〈k〉 − ρ(t)

∫ 〈k〉+σ

〈k〉−σ

kP (k)dk]

≃ −ρ(t) +
λρ(t)

〈k〉
[〈k〉 − 〈k〉ρ(t)]. (4.8)Desprezando as ontribuições de baixa oorrênia para valores de k longe de 〈k〉, pode-mos esrever que

∂ρ(t)

∂t
= −λρ2(t) + (λ − 1)ρ(t). (4.9)Essa equação é rapidamente identi�ada à equação (2.11). A transição de fase do PCpoderá ser araterizada pelos expoentes rítios β, ν‖ e ν⊥. Perto do ponto rítio adensidade de partíulas ρ se omporta omo

ρq(∆ = 0, N) ∼ N−β/ν⊥F (∆N1/ν⊥), (4.10)em que F (x) é uma função de esala om omportamentos assintótios omo os desritospara a relação (2.28). O expoente ν⊥ depende de araterístias da rede. Para redesom 〈k〉 bem de�nido e 〈k2〉 �nito, ν⊥ = 2 em ambas as abordagens de CM [18,21℄.
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4. O proesso de ontato em rede Watts-Strogatz4.4 Análise numéria - resultadosO modelo omputaional utilizado é a junção da implementação para o PC(seção 2.5.1) e a onstrução apresentada na seção 3.3.2 da rede WS, usando a segundaabordagem om matrizes omentada na seção 3.1.Estabeleemos um número �xo de nós, todos om um número iniial n de viz-inhos. Ao variarmos a probabilidade para que uma das extremidades de uma ligaçãoseja redireionada para um outro nó esolhido em um proesso aleatório, surgem astopologias de mundo pequeno e aleatória da rede WS.Uma vez gerada a rede WS, onheemos quais e quantos são os vizinhos deada nó. Com essa informação, assoiamos a ada nó um indivíduo de uma populaçãoe esolhemos em um proesso aleatório um de dois eventos possíveis: a riação ou aaniquilação de partíulas, que representará a infeção ou a reuperação de um indivíduo,respetivamente. Este indivíduo será esolhido, também de forma aleatória, dentro deuma lista dos indivíduos infetados, podendo então, ser reuperado om probabilidade
pa = 1/(1 + λ), em que o índie a refere-se ao proesso de aniquilação de partíulas,ou infetar um de seus vizinhos, om igual probalilidade pc = 1 − pa, em que o índie
c refere-se ao proesso de riação de partíulas. Sua dinâmia para tempos disretosé marada pela iteração do tempo dada por t → t + 1/No, em que No é o número deindivíduos infetados. Dessa forma, alançamos, em média, um evento por sítio até umnúmero máximo de iterações (tempo máximo) estipulado nas simulações. As amostrasdo sistema podem alançar o tempo máximo ou não, dependendo da apaidade deespalhamento da epidemia que é determinada pela taxa de infeção λ. As amostrasdo sistema que não visitam o estado absorvente (em que não há indivíduos infetados)são ditas sobreviventes.Usando a hipótese de esala e a teoria de esalonamento de tamanho �nito(ETF) (seção 2.5), baseamos as análises dos nossos resultados om o estudo do estadoquase estaionário. As topologias estudadas foram obtidas om as probabilidades deredireionamento p = 0.045 para a topologia de mundo pequeno e p = 0.45 para aaleatória. No ponto rítio, e onsiderando apenas as amostras sobreviventes, a relação45



4. O proesso de ontato em rede Watts-Strogatz

Figura 4.2: Esboço para a estimativa do ponto rítio por meio da utilização teoria deesalonamento de tamanho �nito.entre a densidade de sítios oupados e o tamanho do sistema é esperada assumir aforma (equação (2.28)),
ρq(0, N) ∝ N−β/ν⊥. (4.11)Este fato é útil para estimar o valor do ponto rítio a partir do expoente β/ν⊥.Em um grá�o log-log, a relação (4.11) será representada por uma reta (λ = λc)om inlinação−β/ν⊥. Os desvios para esse omportamento de lei de potênia, ou seja,urvas abaixo ou aima desta reta sobre o ponto rítio, araterizam, respetivamente,a erradiação da epidemia (λ < λc) e sua persistênia (λ > λc). A Figura 4.2 ilustra assituações de erradiação e persistênia da epidemia intermediadas pelo omportamentode lei de potênia quando λ = λc, em que oorre a transição de fase absorvente-ativa.Novamente, assumindo a hipótese de invariânia sobre esala e ETF (seções2.4.1 e 2.5), esperamos que a relação entre o tempo de relaxação τρq

e o tamanho dosistema N , na vizinhança do ponto rítio (∆ → 0) se omporte da forma
τrhoq

∝ Nν‖/ν⊥g(∆N1/ν⊥). (4.12)A função g possui omportamentos assintótios tais que g(x) → x−ν‖ , quando46



4. O proesso de ontato em rede Watts-Strogatz
x → ∞ e g(x) →(Constante), quando x → 0. Com isso, no ponto rítio (∆ = 0)

τρq
(0, N) ∝ Nν‖/ν⊥. (4.13)Nas Figuras 4.3 e 4.4, mostramos os resultados das simulações omputaionaispara a análise da taxa rítia λc, por meio da relação (4.11). Já o omportamentodo tempo de relaxação om relação ao tamanho do sistema é o resultado mostradonas Figuras 4.6 e 4.6, que foram obtidos a partir da relação (4.13) om um dos valoresaproximados para λc obtidos em nossos resultados para ada uma das duas topologia darede WS. O resumo desses resultados para os valores estimados das taxas e expoentesrítios para o PC na rede WS são mostrados na Tabela 4.1.Embora falhe para a previsão dos valores enontrados para as taxas rítias detransição de fase nas topologias de mundo pequeno e aleatória, o onjunto de expoentesobtido por meio de nossas simulações omputaionais on�rmam tanto a abordagem deCM proposta por Castellano et al [18℄, quanto a abordagem fenomenológia propostapor Hong et al [21℄. Estes resultados se apliam as previsões de CM para uma redeom araterístias omo as desritas na seção 4.3, em que a função de distribuição dasonetividades dos nós da rede possui tanto um valor médio do número de ligações deum nó 〈k〉, quanto sua dispersão 〈k2〉, bem de�nidos. Nos dois trabalhos itados ante-riormente [18, 21℄ e também no trabalho apresentado por Dorogovtsev et al [7℄, foramveri�adas por meio de simulações omputaionais, as previsões feitas para redes semesala, desorrelaionadas, que apresentam um 〈k〉 bem de�nido, mas om 〈k2〉 → ∞.Seus resultados indiam que nesse regime, apenas a abordagem fenomenológia apre-sentada por Hong et al [21℄ é orreta. No próximo apítulo, apresentaremos resultadospara a transição de fase do PC usando uma rede sem esala om as mesmas araterís-tias, porém, do tipo orrelaionada (modelo BA).
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4. O proesso de ontato em rede Watts-Strogatz

Figura 4.3: Análise quase estaionária do PC na topologia de mundo pequeno (p = 0.045).São mostrados valores para λ nas vizinhanças do ponto rítio para sistemas om diferentestamanhos N .

Figura 4.4: Análise quase estaionária do PC na topologia aleatória (p = 0.45). São mostra-dos valores para λ nas vizinhanças do ponto rítio para sistemas om diferentes tamanhos
N . 48



4. O proesso de ontato em rede Watts-Strogatz

Figura 4.5: Comportamento do tempo de relaxação om diferentes tamanhos N de rede om(topologia mundo pequeno) para λ = 1.8202.

Figura 4.6: Comportamento do tempo de relaxação om diferentes tamanhos N de rede(topologia aleatória) para λ = 1.409. 49



4. O proesso de ontato em rede Watts-Strogatzexpoente CM Mundo Pequeno Aleatória
λc 1 1.821 ± 0.001 1.409 ± 0.001

ν‖/ν⊥ 1/2 0.50 ± 0.01 0.49 ± 0.03

β/ν⊥ 1/2 0.48 ± 0.02 0.48 ± 0.03Tabela 4.1: Estimativas para o valor dos expoentes rítios do Proesso de Contato em RedeWatts-Strogatz.Na Figura 4.7, apresentamos a evolução temporal do PC nas duas topologiasestudadas. O PC evolui de um estado iniial em que todos os sítios ontêm umapartíula. As simulações foram realizadas nas fases absorvente e ativa e também sobreos valores que apresentamos para as taxas rítias de transição de fasea. Note queapesar dessas duas topologias terem seus omportamentos desritos pelo mesmo on-junto de expoentes, podemos ver que o proesso dinâmio evolui om araterístiasdiferentes para ada uma delas. Nesta �gura, podemos pereber o aráter de agregaçãoe a presença de onexões de longo alane na topologia de mundo pequeno . Já natopologia aleatória, embora essas onexões de longo alane também existam, o aráterde agregação da rede é baixo.
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4. O proesso de ontato em rede Watts-Strogatz

Figura 4.7: Evolução temporal do Proesso de Contato na rede Watts-Strogatz iniiada deuma on�guração em que todos os sítios (N = 200) estão oupados. Da esquerda para adireita, temos as taxas rítias λ = 1.72, λc ≃ 1.8202 e λ = 1.92 para a topologia mundopequeno e λ = 1.35, λc ≃ 1.4090 e λ = 1.45 para a aleatória.
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Capítulo 5O proesso de ontato na redeBarabási-Albert
Nos trabalhos apresentados nas referênias [7,18,21℄ foram estudadas redes des-orrelaionadas que apresentam um 〈k〉 bem de�nido, mas om 〈k2〉 → ∞. Nestaseção apresentaremos algumas análises e resultados de simulações omputaionais doPC realizadas na rede Barabási-Albert (seção 3.3.3), que também apresenta essas ar-aterístias, porém, é do tipo orrelaionada.5.1 Análise da rede Barabási-AlbertNo modelo BA, apresentado na seção 3.3.3, a dinâmia das onexões realizadas aada novo nó que entra na rede é regida pela probabilidade de onexão preferenial dadapela equação (3.4). Espera-se que este modelo apresente uma orrelação entre seus nós,já que os mais onetados são prefereniais para a realização de novas onexões. Destaforma, devemos observar uma dependênia explíita de knn om k na equação (3.4),que é frequentemente enontrada em redes reais [10,15,17,37℄. Nestes asos, pouos nósom um grande número de ligações possui a maioria de seus vizinhos pouo onetados.Esse omportamento faz om que knn seja uma função deresente de k [42℄. Quandoenontramos este omportamento o hamamos de mistura disassortative1. Na Figura1Em outras situações é observado que nós muito onetados preferem se onetar a outros tambémom alto grau de onexão. A essa propriedade hamamos de mistura assortative, araterizada por52



5. O proesso de ontato na rede Barabási-Albert5.1, mostramos o resultado de simulações omputaionais do modelo BA, a �m deveri�ar o omportamento de knn em função de k.
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Figura 5.1: Correlação entre nós da rede BA. É revelado um aráter de orrelação do tipomistura disassortative em que knn é uma função deresente do número de ligações k.
5.2 Análise numéria - resultadosUsando a teoria de esalonamento de tamanho �nito (ETF), estudamos o estadoquase estaionário do PC na rede BA. Novamente, usamos a relação (2.28), que é útilpara estimar o valor do ponto rítio, já que em ∆ ≡ λ − λc = 0, isto é, no pontorítio, essa relação toma a forma da relação (2.29).Abaixo, mostramos os resultados do PC na rede BA. Na Tabela 5.1, apresenta-mos os valores obtidos para a taxa rítia de transição de fase e para o expoente β/ν⊥que a arateriza. Apresentamos também as previsões de CM propostas por Castellanoet al [18℄ e também as previstas por Hong et al [21℄.
uma função resente knn de k. 53



5. O proesso de ontato na rede Barabási-Albert

Figura 5.2: Análise quase estaionária do PC na rede BA. São mostrados valores para λ nasvizinhanças do ponto rítio para sistemas om diferentes tamanhos N .
λc β/ν⊥CM [21℄ 1 1

γ−1CM [18℄ 1 1

2

γ = 2.98 1.209 ± 0.001 0.52 ± 0.02Tabela 5.1: Resultados para o valor dos expoentes rítios do PC na rede BA.
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Capítulo 6Conlusões
Estudamos a transição de fase de um proesso dinâmio om estado absorventeem uma rede omplexa através da implementação das regras do Proesso de Contato(PC) na rede Watts-Strogatz (WS) e também na rede Barabási-Albert (BA). Veri�-amos a validade de nossas implementações de redes omplexas om dados já existentesna literatura. Da mesma forma, reorrendo à teoria de esalonamento de tamanho �nito(ETF), em que estudamos o estado quase estaionário do PC, onfrontamos nossosresultados obtidos a partir de simulações omputaionais em uma rede regular unidi-mensional. Usamos nossos resultados inéditos do PC na rede WS e BA para veri�ara validade de duas abordagens de CM que têm sido alvo de disussões na omunidadede Físia Estatístia de redes omplexas reentemente.Trabalhamos em um primeiro momento om a rede WS que apresenta uma dis-persão �nita para sua distribuição de onetividades entre nós e também um grau médiodo número de ligações de um nó qualquer bem de�nido. Além disso, de aordo om aprobabilidade que permitimos o redireionamento de onexões da rede WS, pudemostrabalhar em duas diferentes topologias: mundo pequeno, onde a distânia média entredois nós quaisquer da rede é baixa, porém, om um forte aráter de agregação entreeles; e a topologia aleatória, que além de possuir um baixo valor para a distânia mé-dia entre seus nós, possui fraa agregação entre eles. Obtivemos valores para as taxasrítias de transição de fase e um onjunto de expoentes rítios que a araterizampara ada uma das duas topologias. 55



6. ConlusõesDepois, trabalhamos a dinâmia do PC em uma rede sem esala orrelaionadautilizando o modelo BA. Ao ontrário do trabalhos já existentes na literatura, nóstrabalhamos om uma rede sem esala já próxima da fronteira entre uma distribuição deonetividade entre nós apresentando um aráter homogêneo, para uma representaçãode aráter heterogêneo. O aráter de orrelação da rede Barabási-Albert (BA) não éapaz de infueniar nas previsões de CM, omo pudemos onstatar em nossos estudos.Apesar de enontrar um mesmo onjunto de expoentes rítios para as duastopologias trabalhadas na rede WS, mostramos a partir de simulações omputaionais,que o proesso dinâmio evolui om araterístias diferentes para ada uma delas.Embora as previsões de CM tenham sido on�rmadas para este onjunto de ex-poentes rítios em ambos os modelos de rede estudados, as taxas de transição de faseobtidas não foram orretamente preditas. Este fato está em ontraste om outros mod-elos epidêmios, tais omo SIS e SIR, já investigados na literatura em tais topologiasde redes omplexas.
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