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Resumo

Nessa tese, estudamos as corregoes introduzidas pelos defeitos topologicos de Cos-
mologia e Gravitagao as solucoes de equacgoes cléssicas e quanticas realizadas com
a geometria de Minkowski. O problema da auto-interagao elétrica e magnética so-
bre fontes de carga e corrente é realizado na presenca da geometria das ruas de
vortice de von Kdrmén, uma solucao para a Relatividade Geral andloga a vortices em
hidrodinamica. A fase geométrica de Berry adquirida por uma particula spinorial ao
ser transportada ao longo de uma curva fechada envolvendo defeitos magnéticos é cal-
culada na geometria de uma e multiplas cordas césmicas magnéticas. Para considerar
efeitos de rotacao do espago-tempo, além daqueles relacionados com curvatura, re-
solvemos a dinamica de uma particula escalar na presenca de espagos-tempos com
métricas do tipo-Godel. O problema de autovalores do hamiltoniano nas geometrias
plana, esférica e hiperbdlica é resolvido e as equagoes cldssicas de movimento nos
permite relacionar a dinamica ocorrendo nessas métricas com aquela na presenca de
campos magnéticos. Dada a importancia das interagdoes harmonicas na fisica classica
e quantica, o problema dos osciladores relativisticos de Dirac e Klein-Gordon é re-
solvido na geometria da corda césmica em configuracoes de campos eletromagnéticos e
gravitacionais adicionados geometricamente. Usando a teoria de Kaluza-Klein na geo-
metria da corda césmica, o problema de autovalores do hamiltoniano para o oscilador
de Klein-Gordon, é exatamente resolvido, com o espectro de energia e autofuncoes
determinados. Por fim, estendemos essa dinamica para a geometria do monopdlo

global, com o limite nao-relativistico considerado.

xi



Abstract

In this thesis, we study the corrections introduced by topological defects of Gravi-
tation and Cosmology such that cosmic strings and the global monopole in the quan-
tum dynamics of particles in the background spacetimes of these defects. To a von
Karman background space-times, the electric and magnetic self-interaction problem
on charges and current is analyzed. This space-times appear as a analog solution for
General Relativity to observed vortices in Hydrodynamics. We calculates the quan-
tum Berry phase acquired by a spinor, transported along a closed curve involving one
and multiple chiral cosmic string space-times. In the presence of a electromagnetic
field, this phase is added by a term proportional to the Aharonov-Bohm contribution.
The quantum dynamics in the presence of rotates space-times described by metrics
of Godel-type, received our attention to study the influence of the rotation sources on
energy levels besides of the curvature sources present in the cosmic string space-times.
To this problem, we solve the Klein-Gordon equation in the flat, spherical and hy-
perbolic coordinates. These studies allow us compare the motion of particles in these
space-times with that occurring in presence of magnetic field. Due importance of the
harmonic interactions in the classical and quantum physics, we solve the relativistic
problem of Dirac and Klein-Gordon oscillator in the cosmic string background. Some
configurations including electromagnetic field is analyzed. Using the Kaluza-Klein
theory in the cosmic string geometry, the eigenvalues problem of the Hamiltonian for
the Klein-Gordon oscillator is accurately resolved, with the spectral energy levels and
eigenfunctions determined. Finally, we extend this dynamics for the global monopole

geometry and non-relativistic limit is considered.
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Capitulo 1
Introducao

Um dos desafios assumidos pelos fisicos foi o de formular uma teoria para todos os
fenomenos observados na natureza. Uma teoria que descrevesse de maneira geral os
quatro tipos de interagoes fundamentais, a saber: a interacao forte, a eletromagnética,
a fraca e a gravitacional. Muito se tem feito nesse sentido. Duas dessas interacoes, a
eletromagnética e a fraca, compartilham de uma mesma descricao quando a escala de
energia envolvida nos processos fisicos é da ordem de 100 GeV. Nessa escala de energia,
a teoria é chamada de teoria eletrofraca [1]. Antes disso, no final do século XIX, os
fenomenos elétricos e magnéticos, antes fenomenos independentes, foram unificados
numa Teoria Eletromagnética por James Clerk Maxwell, fundamentada na variagao
espago-temporal dos campos elétricos e magnéticos [2]. Nas duas primeiras décados
do século passado, apareceu na literatura uma teoria para os efeitos gravitacionais e
eletromagnéticos, devida a Theodor Kaluza, e independentemente a O. Z. Klein [3],
que estenderam a Relatividade Geral para cinco dimensoes. O conjunto de equacoes
resultantes dessa extensao, era formado pelas equagoes de Einstein da Gravitacao e
das equacgoes de Maxwell para o campo eletromagnético, além de um termo associado
com um campo escalar denominado de radion. Pouco depois, na primeira metade do

século XX, uma tentativa para a unificagao de fendmenos quanticos e gravitacionais,



Introducao 2

comegou com a generaliza¢ao das equagoes quanticas a espagos curvos [4], objetivando
com isso, a construcao de uma Teoria Quantica da Gravidade. Desde entao, muita
atencao foi dada a solucao das equacoes de Schrodinger, Klein-Gordon e Dirac na
presencga de espagos-tempos curvos [5], sobretudo aqueles produzidos por defeitos
topoldgicos [6]. Defeitos tipo as cordas césmicas [7], o monopélo global [8] dentre
outros, cujo aparecimento é associado a processos durante a expansao do universo
primordial.

Tais espacos-tempos constituem um campo de intensa pesquisa, cujo objetivo
maior é o de determinar sua contribuicao topoldgica a alguns sistemas fisicos. Desde
o estudo dos niveis de energias e autofuncoes assumidos pelo atomo de hidrogénio
na presenga de defeitos [9] e dos problemas de autovalores do oscilador harmoénico e
estados ligados e de espalhamento para particulas na presenca da corda césmica e do
monopdlo global [10], o campo gravitacional desses defeitos e sua topologia ainda sao
um cenario bastante promissor e em aberto. Cabe destacar as propriedades épticas,
elétricas e magnéticas da matéria [11]. A mecanica estatistica dos ensembles [12] e
condensados de Bose-Einstein [13] sao pontos dignos de serem analisados frente a essa
influéncia topolégica. Ainda no contexto quantico, convém destacar o estudo da fase
de Berry adquirida por particulas escalares transportadas paralelamente em torno
de defeitos conicos [14], niveis de Landau na presenca de defeitos [15] e a influéncia
da topologia sobre algumas propriedades dos materiais supercondutores [16]. No
contexto classico, ainda podemos citar a influéncia da curvatura do espago-tempo
sobre o valor esperado do tensor energia-momento [17], sobre o movimento geodésico
de particulas [18] e o aparecimento de uma forga sobre portadores de cargas elétricas
e magnéticas, mesmo isolados, na geometria da corda césmica [19].

Nossa contribuigao a esse topico é a de estudar essa influéncia topoldgica a outras
classes de sistemas fisicos compostos de particulas spinoriais e escalares, de densi-

dades de cargas elétricas e correntes, de osciladores, todos na presenca da geometria



Introdugao 3

da corda césmica, do monopdlo global ou na presenca de arranjos especificos destes.
Consiste, portanto, da generalizacao para a geometria curva, dos problemas de in-
teracao eletromagnética entre cargas e correntes ou do problema de autovalores do
oscilador harmonico realizados com a geometria euclidiana. Comparada a geome-
tria plana, a geometria curva serd dotada de fontes de curvatura e torcao ou ambas.
Tais grandezas geométricas serao expressas pelos tensores de Riemann, Cartan ou
Riemann-Cartan, respectivamente, com valores nao-nulos. Usando a teoria métrica
da gravitagao, escreveremos e resolveremos as equacoes classicas ou quanticas de in-
teresse.

No contexto classico, trataremos do problema de auto-interacao sobre cargas e
correntes em espagos curvos. Particularmente, consideraremos a geometria das ruas
de voértices de von Karméan, obtida por Letelier [20]. Considerando fontes lineares
de cargas elétricas e correntes nessa geometria, escreveremos as expressoes para as
energias elétricas e magnéticas, expressas em termos da funcao de Green, associada
com a equacao de Poisson nesse espaco-tempo. O cdlculo dessa funcao é realizado
com a ajuda do método de Grats e Garcia [21], simplificado pelo fato de que esse
espago-tempo ¢é bidimensional, e portanto, conforme ao espaco euclidiano. O principal
resultado desse método estd na propria fungao de Green, cuja expressao assumida,
permite relacionar simultaneamente aspectos globais e locais desse espacgo-tempo.
Com o objetivo de comparar nossos resultados frente aos resultados da literatura
tratando da interacao eletromagnética na presenca da corda isolada, finalizaremos
esse capitulo estudando o limite de vortice tinico das ruas de von Karman. Nesse
limite, calcularemos o fator conforme, e a partir do qual, construiremos as respectivas
expressoes para a fungao de Green e as auto-energias, com as quais faremos as devidas
oberservacoes.

Além da abordagem cléssica, nosso trabalho recebeu atencao para o estudo da

influéncia da geometria no contexto quantico. Comecamos com o célculo da fase
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gravitacional de Berry, adquirida por um spinor transportado paralelamente em torno
do cone quiral. Escreveremos a equacao de Dirac nesse espaco-tempo e usamos o
método do fator de fase de Dirac para escrever a funcao de onda depois do transporte
completo em torno do cone. De posse da funcao de onda, calculamos a conexao de
Berry e, por integragao ao longo de uma curva envolvendo o defeito, a fase de Berry
adquirida nesse transporte. Observamos que essa fase depende do momento angular,
das fontes de curvatura e de torcao do espaco-tempo. Quando da presenca de um
campo magnético, aplicado ao longo do eixo de simetria do defeito, a nova fungao de
onda para o spinor transportado paralelamente, é adicionada de um termo associado
com a contribuicao Aharonov-Bohm. De posse dessa funcao de onda, segue que a
fase de Berry, é adicionada do termo relacionado com o campo magnético, além dos
trés termos citados anteriormente. Estendemos o calculo da fase de Berry para o caso
no qual o spinor é transportado em torno de multiplos cones quirais. Isso foi feito
usando o fato de que o transporte paralelo do spinor, é afetado apenas pelo n-ésimo
cone em torno do qual é transportado e nao pelos demais cones.

Ainda na abordagem quantica, consideraremos o caso das interagoes harmonicas.
Aprendemos desde cedo que essas interagoes tém importante papel na fisica, princi-
palmente quando consideramos o movimento de particulas na presenca de potenciais
moleculares e eletromagnéticos. Adicionadas dos efeitos relativisticos, que sao intro-
duzidos pelo estado de movimento das quantidades fisicas, o estudo dessas interacoes
na presenca da geometria dos defeitos, tem sua importancia porque combinamos
efeitos de topologia, relativisticos e quanticos num problema de autovalores exata-
mente soliveis, e nos permite, além disso, estudar sistemas mais complexos frente aos
diferentes aspectos nao locais das leis fisicas. Dado o carater spinorial e escalar das
particulas, apresentaremos um estudo com os osciladores de Dirac [22] e Klein-Gordon
[23]. Resolveremos o oscilador de Dirac na geometria da corda césmica envolvendo

simultaneamente fontes de curvatura, torcao e de campos eletromagnéticos. Nos
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espagos-tempos da corda césmica e do monopédlo global, consideraremos a dinamica do
oscilador de Klein-Gordon, com os espectros de autovalores e autofuncoes resolvidos
exatamente nessas geometrias. Por fim, resolveremos a dinamica classica e quantica de
particulas escalares em espagos-tempos do tipo-Godel na presencga da corda cosmica.
Na abordagem cléassica, calcularemos as trajetérias seguidas por essas pariculas e
analisaremos a possibilidade de existéncia ou nao de curvas tipo-tempo fechadas, e
por consequéncia, alguns conceitos fisicos tipo a violagao de causalidade, e por fim,
a separacao desse espago-tempo em regioes cronologicamente seguras. No contexto
quantico, resolveremos a equacao de Klein-Gordon nas geometrias cilindrica, esférica
e hiperbdlica, caracterizada por valores nulos, negativos e positivos do parametro (2.
Nesses trés casos, os autovalores e autofungoes contruidos, sao dependentes das fontes
de curvatura introduzida pelo defeito e da rotacao do proprio espaco-tempo. Parti-
cularmente para o caso hiperbdlico, as energias e autofuncoes se separam em estados
discretos e continuos, que podem ser associados com a andalise classica, as regioes com
e sem curvas tipo-tempo fechadas, respectivamente. Por fim, esperamos que o leitor
perceba a importancia da topologia dos defeitos sobre a classe de sistemas fisicos
considerados e resolvidos. Mais que isso, que esse trabalho o auxilie na escrita das
equacoes de interesse e que os métodos aqui usados, sirvam de um guia norteador
para as resolucoes de equagoes tratando da dinamica de interacao de particulas com

os campos gravitacionais dos defeitos topologicos. Sejam bem vindos.



Capitulo 2

Defeitos Topologicos

2.1 Defeitos Topolégicos do Espaco-tempo

Defeitos topoldgicos do espaco-tempo sao estruturas formadas na expansao inicial
do universo, em processos envolvendo transicoes de fase com quebra espontanea de
simetria. Destacam-se a corda césmica, o monopolo global e as paredes de dominio,
dentre texturas e seus hibridos [6]. Desses, atencdo serd dada a corda césmica e
ao monopolo global, enquanto fonte de curvatura e tor¢ao do espaco-tempo e cuja
influéncia sobre a dinamica de particulas serd amplamente estudada.

Tais defeitos serao descritos pela teoria métrica da Gravitagao, obtida como so-
lugoes das equagoes de campo de Einstein. Nessa teoria os defeitos serao descritos por
um elemento de linha cuja assinatura serd (—,+,+,+). Comegaremos pelo espago-

tempo da corda césmica. Geometricamente esse espago-tempo é descrito pelo métrica,
ds* = —dt* 4 dp?® + o p*d¢* + dz* (2.1)

onde (p, ¢, z) sdo as coordenadas cilindricas apropriadas para a geometria da corda
e t é a coordenada temporal, restritas aos intervalos —oo < (t,2) < 00, 0 < p < o0,
0 < ¢ <27. O parametro a dado pela relagao av = 1 —4p representa o déficit angular

associado com a natureza conica do espaco-tempo da corda. Esse angulo é restrito



Defeitos Topoldgicos 7

ao intervalo 0 < a < 1, condigao exigida pela Cosmologia e Gravitacao, que resulta
num espago-tempo com curvatura positiva. No entanto, o caso a > 1, é equivalente a
um espaco-tempo com curvatura negativa, e portanto, densidade de massa negativa.
Um tipo de defeito andlogo pode ser encontrado na Fisica da Matéria Condensada e
é conhecido por desclinagao negativa [24]. O espago-tempo da corda cdsmica possui
uma singularidade conica representada pelo tensor de curvatura Riemann,

_1—a
PP 4o

o(r) (2.2)

nulo em todo o espaco, exceto ao longo da linha que localiza o defeito.

O espago-tempo descrito pela equagao (2.1) é do tipo Minkowski, como pode ser
visto pela transformacao [t — T, p — p, ¢ — 0/, z — z], portanto, plano localmente,
mas nao globalmente. Essa topologia nao-trivial leva a interessantes fenomenos como
a auto-forga sobre cargas e correntes isoladas [25], emissao de radia¢do por particulas
que se movem livremente [26], lentes gravitacionais [27] e ao efeito Aharonov-Bohm
gravitacional [28], dentre outros.

Como uma generaliza¢do do espago-tempo da corda césmica padrao (2.1), con-
sideraremos o espago-tempo da corda quiral. Partindo da solucao para a particula
girante em (241)-dimensoes, Galt’sov e Letelier [29, 30] chegaram, por meio de uma
transformacao de Lorentz, a um espago-tempo com uma estrutura helicoidal tanto na
coordenada temporal £ quanto na coordenada espacial z, ao longo da qual a corda esta
localizada. A esse espaco-tempo chamaram de cone quiral. A solucao encontrada,

escrita por meio da teoria métrica da gravitagao, é dada abaixo,
ds* = —(dt + 4J'd¢)? + dp* + o*p*d¢* + (dz + 4J7dp)?, (2.3)

com J! associado ao momento angular da corda césmica e J* com o campo de torcao.
Dada a simetria da corda, as coordenadas cilindricas (p, ¢, z) sdo usadas com t repre-

sentando a coordenada temporal. Como no caso da corda césmica, @ = 1 — 4pu,
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sendo p a densidade linear de massa da corda e satisfazendo as mesmas condicoes
de curvatura positiva discutida anteriormente. Observe que a métrica (2.1) pode ser
obtida a partir de (2.3) admitindo J* = J* = 0. Ademais, quando apenas J' = 0, o
espago-tempo resultante é associado a deslocagao césmica e quando apenas J* = 0,
obtemos o espaco-tempo da corda girante. Quando ambos, J!, J* e a sao nao-
triviais, podemos associar esses parametros do espaco-tempo quiral, com deslocagoes
tipo-tempo e tipo-espago e desclinagoes, respectivamente, usando a linguagem da
cristalografia. Quando admitimos os seguintes valores J* = J* = 0 e a = 1 obtemos

o espago-tempo de Minkowski. Essas informacgoes estao resumidas na tabela abaixo,

’ “Fontes Fisicas” \ Configuragoes da Corda Cdsmica \ ‘
a, Jt J* ds? = —(dt + 4J'dp)* + dp? + a?p*d¢?® + (dz + 4J7dp)? | a
Jt=J"=0 ds® = —dt + dp* + o?p*d¢?* + dz? b
J'=0 ds? = —dt + dp* + o?p?d¢* + (dz + 4J7d¢)? ¢
J* =0 ds* = —(dt + 4J'd¢)? + dp* + a*p*dd? + dz* d
JI=J"=0,a=1 ds? = —dt + dp* + p*d¢® + dz* e

Tabela 2.1: Espacos-tempos a serem estudados nessa tese.

Seguindo essa generalizacao, podemos considerar o espaco-tempo gerado por mul-
tiplas cordas césmicas estudado em fins dos anos 80 por Letelier [31]. A métrica desse

espago-tempo ¢é dada por,
ds® = —dt* + e~V (dz® + dy®) + d2?, (2.4)

com coordenadas cartesianas aplicadas. A funcao V, associada a essa distribuicao, é

dada abaixo

N
V = Zijlnrj, com r; = \/(x—a:j)z—l—(y—yj)z, (2.5)

=1
(x;,y;) representam as coordenadas das cordas no plano (z,y) e v; é a densidade
linear de massa da j-ésima corda, que assumiremos ser a mesma para todas as cordas

nessa configuracao. Nesse espago-tempo o problema de auto-interacao sobre cargas e
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correntes foi analisado por E. Mello e outros [21]. Ainda para o caso das multi-cordas,
consideraremos o arranjo particular no qual as cordas formam o arranjo conhecido
como ruas de von Karman, e nessa distribuicao, calcularemos a auto-interacao sobre
cargas e correntes colocadas nesse espaco-tempo.

Uma configuracao mais geral para a solucao de multi-cordas pode ser construida
considerando que as cordas tém momento angular e torcao além da fonte de curvatura.
Essa solugao foi recentemente apresentada na literatura por Galt’sov e Letelier [29]

usando coordenadas cartesianas. O elemento de linha para esse espago-tempo é dada

abaixo,
N 2 N 2
ds’ = — |dt = Y _4J(W}ldy — Widz)| + |dz— ) 4T (W}dy — W}dz)
j=1 j=1
+ eV (da? + dy?) (2.6)

com (J ]’?, J7) associados ao momento angular e torgao da j-ésima corda quiral magnética,

respectivamente. O termo VV;(Q?) ¢ dado por,

Tr— T Y—Y
Wh=——-- W’=_-"—2— 2.7
Ty R T 7 (27)
e
N
V =>"p;Infp® — 2pp; cos(p — @;) + p3l. (2.8)
j=1

No espago-tempo descrito pelas equagoes (2.3) e (2.6), calcularemos a fase de Berry
adquirida por uma particula spinorial transportada paralelamente em torno dos cones
quirais. Partindo da equacgao de Dirac no espago-tempo descrito por essas equacoes
e usando o método do fator de fase de Dirac, calcularemos exatamente a forma da
funcao de onda e por consequéncia a fase procurada. Quando da presenca de um
campo magnético ao longo do eixo de simetria da corda essa fase é adicionada por

um termo relacionado com a contribuicdo Aharonov-Bohm [32].
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Dada a importancia da teoria de Kaluza-Klein [3] como teorias alternativas da
Gravitacao, consideraremos o movimento de particulas escalares na presenca de uma
solugao do tipo-Kaluza-Klein devida a Azreg-Ainov e Clement [33] e cujo elemento

de linha é dado por
® 2
ds* = —(dt +4J'd¢)* + dp* + o*p*d¢® + (dz + 4J7dg)* + (dx5 - 2—Bd¢) (2.9)
m

As coordenadas (t, p, ¢, z) sdo como antes e x5 é relacionada a quinta dimensao espa-
cial, 5 ¢ o fluxo magnético associado ao campo magnético B aplicado ao longo do
eixo 5. Nesse espago-tempo resolveremos a equacao de Klein-Gordon e construiremos

os espectros de autovalores e autofungoes correspondentes.

2.2 Descricao Geométrica dos Defeitos

Defeitos em sélidos sao formados a partir de deformagoes causadas sobre eles.
Essa deformacao pode ser aplicada externamente pela acao de uma forca mecanica,
ou internamente, pela acomodacao local de um atomo estranho na sua rede cristalina.
De um modo geral, o que resulta desses agentes fisicos externos ou internos, é a
deformagao do espago em torno dos pontos onde foram aplicados. A teoria classica
da elasticidade nos permite descrever o movimento de particulas na presenca dessas
deformacgoes, que denominaremos de regioes com defeitos, apenas para o caso quando
esse movimento ocorre na presenca de defeitos isolados. Frente a uma distribuicao de
defeitos, como em sistemas reais, essa teoria se torna impraticavel, devida sobretudo,
as complexas condigoes de contorno impostas pelos defeitos sobre as funcoes de onda
ou campos de deslocamentos.

Contornamos essas dificuldades descrevendo as deformagoes por meio da teoria
geométrica de defeitos proposta por Katanaev e Volovich [36]. Segundo essa teoria,

tais deformacoes, deslocacoes e desclinacoes, associadas com os tensores de curvatura
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e torcao de Riemann e Riemann-Cartan, serao descritas pela aproximacao linear das
equagoes de Einstein da Gravitacao em (3+1)-dimensoes. Nessa aproximagao, os
resultados coincidem com aqueles da teoria classica da elasticidade, com a vantagem
de podermos resolver tais equagoes na presenca de um ou miltiplos defeitos.

Na literatura, podemos encontrar um mecanismo geral de producao de defeitos
em sélidos como analogos gravitacionais de defeitos topolégicos em Cosmologia e
Gravitagao. Conhecido como processo de Volterra, consiste na remogao e/ou inser¢ao
de partes do material nele mesmo. A desclina¢ao num sélido, figura (2.1), é obtida
removendo-se um setor angular do material, seguida pela uniao das fronteiras pro-
duzidas. No caso de uma simetria de 27 rad, excluido o setor 6, uma volta completa
equivale agora a uma varia¢ao angular de 27(1—#) em vez de 27 relacionada a simetria

continua.

Figura 2.1: Processo de Volterra que resulta numa desclina¢ao pela inser¢ao e/ou
remogao de partes do solido.

A figura (2.2) é uma ilustragdo sobre como podemos obter diferentes tipos de
defeitos de origem eldstica através de distorgoes aplicadas em sélidos. Na parte (a)
dessa figura, podemos produzir um defeito no solido chamado de deslocacao lateral
fazendo-se um corte longitudinalmente ao eixo de orientagao do cilindro e em seguida

deslocando radialmente a superficie cortada em diregao ao eixo de simetria do sistema.
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Configuracgoes diversas poderao ser formadas justapondo-se os defeitos produzidos
pelo processo de Volterra e o estudo do movimento de particulas na presenca de tais
arranjos pode ser realizado, como no caso da aproximagao de dipolo, parte (b) da

figura abaixo, formada quando duas desclinagoes sao colocadas proximas entre si.

-

N

-

/b i
- \
(a)
Figura 2.2: Processo de Volterra que resulta numa deslocagao lateral, dipolo de des-

clinacoes e na proépria desclinacao.

A tabela abaixo é um resumo de desclinagoes e deslocacoes feito com o ponto de

vista da teoria geometrica de defeitos.

’ Tipos de Defeitos \ Tensor de Curvatura \ Tensor de torgao ‘

Deformagao eldstica R}, =0 T3, =0
Desclinacao RJ, #0 177,=0
Deslocacao R}, =0 T, #0
Despiracao RY, #0 Ty #0

Tabela 2.2: Defeitos em sélidos como defeitos topologicos.

Desclinagoes em sélidos sao associadas com a geometria de Riemann, localmente
plana, mas nao globalmente, com escalar de curvatura nao trivial e tensor de tor¢ao
nulo. O tensor de curvatura de Riemann é associado com a densidade de superficie
do vetor de Frank da teoria da elasticidade classica. Para a deslocacao, a geometria

global permanece nao-plana, com o tensor de Riemann nulo e o tensor de Cartan
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assumindo valores nao nulos. O tensor de tor¢ao ou tensor de Cartan é associado
com a densidade de superficie do vetor de Burgers da teoria classica dos solidos. Num
meio com desclinagao e deslocagao presentes, a geometria associada é a de Riemann-
Cartan com os tensores de Riemann-Cartan ambos nao triviais. Por outro lado,
sélidos eldsticos sao descritos pela geometria euclidiana R?, no sentido que ambos os

escalares de curvatura e torcao resultam em valores nulos.



Capitulo 3

Auto-interacoes no Espaco-tempo

de Multiplas Cordas

3.1 Introducao

Muita atencao foi dada nos 1ltimos anos a sistemas de cargas e correntes colocados
na presenca de geometrias curvas, como aquelas produzidas pela corda césmica. A
topologia nao-trivial desse defeito impoe condi¢oes de contorno as linhas de campos
elétricos/magnéticos cujo efeito total é a existéncia de uma autoforca sobre essas
cargas e correntes [37, 38, 39, 40, 41, 42, 43, 44, 45, 46, 47, 48, 49]. Todos esses
estudos foram feitos supondo-se que os defeitos eram lineares e sem estrutura interna.
Auto-interacoes na presenca de defeitos com espessura finita usando a prescricao de
Gott-Hiscock e na presenca de uma distribuicao de defeitos tem sua importancia
devido principalmente a aproximagao com defeitos reais [50, 51, 52].

Apresentaremos nesse capitulo o problema da interagao sobre cargas e correntes
isoladas no espago-tempo de miltiplas cordas césmicas obtido por Letelier [53]. Ado-
taremos o arranjo de ruas de vortices de von Karman, assim chamados por P. Letelier

[54], depois que encontrou solugoes das equagoes de Einstein da gravitagao, andlogas

14
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aos vortices formados e observados por von Kérmén em hidrodinamica [55]. Vé-se
dessa forma, que estamos estudando interacoes classicas em modelos cosmoldgicos
que sejam passiveis de interpretagao/simulagao em sistemas de Matéria Condensada
analogo ao que esta acontecendo no cendrio atual com os experimentos envolvendo
transicoes de fase no cristal liquido. Além disso, podemos citar que os estudos na
presenca de uma tnica corda limitariam as informacoes sobre o que realmente acontece
no universo atual, que nao apenas possui multiplas cordas, mas também outros objetos
cosmoldgicos, da mesma forma que o é/foi o estudo de dtomos monoeletronicos para
a real compreensao da estrutura interna da matéria e para a construcao da propria

teoria quantica.

3.2 Descricao Geométrica das Ruas de von Karman

A configuracao das cordas cosmicas na presente secao, corresponde aquela das
ruas de vértices em hidrodinamica observas e estudadas por von Karman [55] a partir
da passagem de fluidos em torno de pontos girantes. von Karman mostrou que o
fluido ao passar por um dos lados desses pontos adquire uma rotacao oposta aquela
do fluido passando pelo outro lado. Patricio Letelier [54] inspirado pelos modelos
analogos da Cosmologia e Gravitacao procurou uma solucao de defeitos topoldgicos
analoga aos vértices de von Karméan que chamou de ruas de von Karman como a
prépria configuragao dada na figura (3.1) sugere.

O espago-tempo de Letelier estd mostrado na figura (3.1). E formado por uma
linha superior com um nimero /N de cordas cosmicas, separadas entre si, pela distancia
2a, abaixo da qual e distante 2b, esta uma outra, com as cordas deslocadas horizontal-
mente pela distancia a, em relagao as cordas na linha superior. A origem do sistema
de coordenadas também estd mostrada nessa figura. As cordas em cada linha tém

mesma densidade de massa, positiva ou negativa e sao formadas pelo processo de
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Volterra. Na solucao original de Letelier, as cordas na linha superior tem um mo-
mento angular oposto para aquelas na linha inferior e possuem cada uma as mesmas
fontes de curvatura e torcao. Todas as cordas formando essa configuracao, sao con-

sideradas infinitamente finas, isto é, sem estrutura interna.

yA
o -------- o --------- 0————2—3————0————2—6—‘———0————
b
X
b
2a 2a
——————— ®------ @@ @@~

Figura 3.1: Ruas de vértices de von Kéarman como uma distribuicao de cordas
coHsmicas.

A descricao geométrica do espaco-tempo com multiplas cordas da figura acima,

formando as ruas de von Karmdn, obedece a seguinte métrica [54],

ds* = ()" = (w*)* = ()" = ()%, (3.1)
onde
w' = cdt — 0,Wdx + 0,Wdy, (3.2)
w® =dz — 0,Udx + 0,Udy, (3.3)
W' =eVdr, w¥=eVdy. (3.4)

A métrica (3.1) corresponde a cordas girantes e com deslocagoes. Spins e deslocagoes

sendo associados a torcao pelas fungoes W e U. No presente caso, vamos estudar
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cordas estaticas sem deslocagoes, o que implica fazer W e U simultaneamente nulos

na equagao (3.1). A funcao V estd relacionada a curvatura pela equagao [54],

Ry = 26" (840 + 0y )V = 8170(2)8(y) /=9, (3.5)

com 7 relacionado a densidade linear de massa p das cordas por v = e /—g a raiz
quadrada do determinante da métrica. Dessa maneira, a métrica para o problema

das ruas de von Karman estaticas e sem deslocagoes resume-se a,
ds® = dt? — dz* — eV (da* + dy?) (3.6)
onde V é dado por [54]

—-b b
V =~In { {cosh2 % — cos® %} X [cosh2 % — sin® %} } : (3.7)

Esse resultado corresponde ao caso em que todas as cordas tém mesma densidade
de massa. Como se sabe, uma corda coésmica de densidade de massa p é associada
ao espaco-tempo com a caracteristica que uma volta completa em torno da corda da
um angulo 2ra em vez de 27, onde a« = 1 — 4. Contrario a esse espago-tempo com
déficit angular com densidade de massa positiva, podemos pensar no caso quando
as cordas tém excesso de angulo, que equivale a assumir cordas com densidade de
massa negativa. Embora essa afirmagao seja questionavel na Relatividade Geral,
na abordagem da Fisica da Matéria Condensada [24], a desclinacao negativa tem
importantes aplicagoes. Por isso que consideramos também defeitos com densidades
de massa negativas, que como no caso da densidade de massa positiva, tem associado

a seguinte expressao para a fonte de curvatura,

cosh? TW=Y) _ (og2 1z
V=~In 2a 2a 4 3.8
{ cosh? —”(g:b) — sin? e (3:8)

Estamos em condicoes de comecar o estudo de auto-interagao sobre densidades
de cargas e/ou correntes colocadas nesse espaco-tempo. Os casos mais simples consi-

deram fontes lineares colocadas paralelamente as cordas como aqueles realizados em
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[45, 49, 50, 51]. Devido a simetria translacional ao longo do eixo z, o problema torna-se
essenciamente bidimensional para as fontes de campos localizadas na posigao (z,y).
Isso simplifica muito o calculo da funcao de Green para a geometria nao-plana do

problema.

3.3 Calculo geral da Funcao de Green na Geome-

tria Curva

A uma distribuigao arbitraria de cargas p(Z) podemos associar uma energia ele-

trostatica dada pela expressao [2],
1

Ve =5 [ Eold)o(@), (3.9)

onde ®(Z) é o potencial eletrostatico que satisfaz a equacao de Poisson V2®(Z) =
—4mp(Z). Como nosso problema ¢ essencialmente bidimensional podemos definir a

energia por unidade de comprimento como,

Uele 1

=5 / / dz2da” p(Z2)GP(Z, ) p('), (3.10)

onde G®(Z,7") é a funcdo de Green bidimensional no espaco-tempo descrito pela
métrica (3.1). Ela satisfaz a seguinte equagao,
1
V=g

aqui 6 (7, 7") é a distribuicdo delta de Dirac em duas dimensdes, g é o determinante

0ulV=99"0,G? (2,7 = 6P (2, 7), (3.11)

do tensor métrico e ﬁ@u[\/—_gg“”(?y] ¢ o operador de Laplace-Beltrami na geometria
nao-Euclidiana descrita por (3.1).

Para o problema de auto-interacao, considere um fio infinitamente longo, reto,
colocado paralelamente ao eixo z, carregando uma densidade linear e uniforme de

carga A dada pela expressao,

p(Z) = NP (Z — ). (3.12)
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aplicando a expressao acima em (3.10) obtemos a energia eletrostética por unidade
de comprimento como,

ele 1 —
U;:§VGW@@MW (3.13)

onde agora a funcao de Green regularizada obedece,

GO, T)|reg = lim |GP(Z,7) - GP(2,7)]. (3.14)
com G (* 7) = —In|# — &|%, sendo a fungdo de Green Euclidiana, solugao da
equacao de Poisson no espaco plano AEG (_' 7)) = —4n6? (7 — 7).

Consideremos agora uma abordagem do ponto de vista da magnetostatica. Con-
sidere um fio infinitamente longo, reto e carregando uma densidade de corrente f,

localizada, dada por,

J(Z) = 16@ (2 — )2, (3.15)

dada essa distribui¢ao, definimos a energia magnetostatica por unidade de compri-

mento como sendo,

m@—%ﬁ//mmﬂj GO (7, ) J(7) (3.16)
uma substitui¢do de (3.15) acima, resulta na energia magnetostatica

Unna, I? .
Tg = 2CZG(Q)(a: Z)|reg- (3.17)

observe que para o calculo das energias eletrostatica e magnetostatica acima, pre-
cisamos conhecer a expressio para G2 (Z, T)|reg. Para esse fim, considere a segao

seguinte.

3.3.1 Geometria Conforme

Para passar desse ponto, devemos calcular a funcao de Green regularizada para o

caso eletrostatico e megnetostatico. Para isso, tiramos vantagem de nosso problema
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ser bidimensional, o que implica que toda superficie com essa dimensao é localmente
conforme ao plano Euclidiano. Isso significa que a métrica da geometria curva pode

ser escrita da seguinte maneira,

com g;;(Z) sendo a métrica geral e d;; a correspondente métrica para o plano eucli-

diano com a seguinte equacao de Poisson, V%Géz) (#,%) = 6*(F — ). Seguindo [2]

chegamos a seguinte solucao,
GOz, &) =n|i — Z) + f(|7 — 7)) (3.19)

a funcao f(|z — 2’|) acima pode ser considerada nula por escolhas apropriadas das
condicoes de fronteiras do problema. Queremos construir uma equacao analoga a
essa para o caso riemaniano. Para isso precisamos usar do conceito de coordenadas
conformes numa variedade riemanniana.

Considere um sistema de coordenadas Riemaniano. Nesse espaco considere uma
curva arbitraria C' com extremos nos pontos x’ e x. Considere a origem do sistema de
coordenadas no ponto médio entre os extremos de C, r o raio conforme desse ponto
central e t* um vetor tangente na dire¢ao de x’. O vetor tangente na dire¢ao de x é

(). Seguindo Grats e Garcia [56] podemos escrever 2’ em termos de (t2, o, §2) como

o = 2+ \/gt“ - %(V“Q —2V,0) +

(3.20)

(20)3/2 a [ 4bye b o 1 b L a |- 2
+ 13 t4 | t7t°Vp 2 + (£°Vp2)* — ZV;,QV Q- §V (t°V,Q2) — §t Vil + O(o7)
uma expressao analoga para x pode ser construida, fazendo-se a substituicdo t* = —t¢
acima. Com isso em maos temos que |z — x'|* ser4,
Z—7)? = D20(x,a") x (3.21)

e
1 1
X {1 + Eat“tb (VaVbQ + V,QV,Q — §’Yabchch>] +0(a%),
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colocando esse resultado em (3.19), obtemos o resultado fundamental de Grats e
Garcia [56],

144%0 .1

GO, ) = Inl2o(z, 2')] + QF,7) + 20(7,7)

+0(o(Z,7)%), (3.22)

onde o tensor 8, = V,QV,Q — %%bVCQVCQ + V2,Q, com V, sendo a derivada
covariante. Podemos observar que o primeiro termo no lado direito diverge quando
tomamos o limite x — 1z, porque nesse limite, o — 0. Essa ¢ a contribuicao euclidiana
do problema e que deve ser, portanto, excluida. O terceiro termo e todos aqueles
proporcionais a ¢ se anulam porque ¢ tende a zero nesse limite. Portanto o tnico
termo que permanece no lado direito é exatamente o fator conforme. Substituindo
esse resultado em (3.19) e usando o fato que G(E2) (x,2') = —In[20(z,2")], segue da

equagao (3.14) que
GO(Z, )| reg = —QUT, T), (3.23)

esse resultado é muito importante. Ele diz que a auto-interacao eletromagnética sobre
fontes de cargas e correntes é mediada pela geometria nao-local do espago-tempo
através do fator conforme (#). Em outras palavras, a fungao de Green regularizada
tem a fungao de um teste local da estrutura global do espago-tempo.

Comparando as equagoes (3.6) e (3.18) mais o fato da simetria translacional ao
longo do eixo z podemos determinar que {2 = 4V. Por conseguinte, obtemos a funcao

de Green regularizada em termos da configuracao de von Karman para ser,
GOL, D) reg = —4V (2, 7). (3.24)

A partir daqui podemos calcular exatamente a auto-energia elétrica por unidade
de comprimento sobre uma densidade linear de carga substituindo (3.24) e (3.7) na

equagao (3.13). O resutado é,

ele —b b _
UTZ = —2)\2’yln{ {cosh2 % — cos® %} : {cosh2 % — sin® %} } ,(3.25)
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para o caso no qual as cordas na configuracao de von Karman sao idénticas e com
densidade de massa positiva. Similarmente,

Ude _ 52 ) cosh?[7r(y — b) /2a] — cos?(wx/2a)
l 221 { cosh?[7(y + b)/2a] — sin®(7x/2a) } ’

(3.26)

descreve a auto-energia elétrica da densidade linear de carga para a configuracao de
von Karman na qual as cordas tém densidades de massa opostas. Da mesma maneira,

a auto-energia magnética de uma densidade linear de corrente para ambos os casos €,

Unag _ Iy 2Ty —b) 2 T 2y +b)
—= =——1In { {cosh g oS 5| (cosh —o, T sin” o (3.27)

(3.28)

Unay __I*7, {COShQ(W(y—b)/Qa)—COSQ(Wx/2a)}7

I 22 cosh?(m(y + b) /2a) — sin®(rz/2a)
respectivamente. Como no eletromagnetismo classico, conhecendo-se a energia de

uma distribuigdo de cargas/correntes, podemos determinar a for¢a sobre essas fontes

Fae _ g (U;’e) . (3.29)

a partir das equacoes,

Frag _ g (@) . (3.30)

como mostrado em E. Mello e outros [45]. E importante mencionar que o sinal positivo
na expressao da autoforga magnética, se da por exigéncia da conservacao da energia
para um circuito rigido sujeito a um deslocamento virtual dr na influéncia de uma

forga magnética para se manter toda a corrente constante.

3.4 Analise Teorica

Em vez de analisar as expressoes para a forga atuando sobre as fontes, é mais ins-
trutivo analisar as superficies da auto-energia. Para isso apresentamos o grafico tridi-

mensional da auto-energia para os casos elétricos e magnéticos considerados acima.
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Na figura (3.2a) apresentamos a superficie de auto-energia elétrica e/ou magnética,
visto que elas sao proporcionais entre si, para a configuracao de cordas com densidade
de massa positiva. Como no caso da corda isolada [45] a fonte elétrica é repelida pelas
cordas, enquanto a fonte magnética é atraida, veja também as equagoes (3.29) and

(3.30).

Figura 3.2: Auto-energia elétrica e magnética sobre uma fonte linear na presenca
da geometria de von Kdrmén de cordas césmicas. (a) cordas com mesma densidade
de massa. (b) Cordas com densidades de massa opostas. U, = e y em unidades
arbitrarias.

A figura (3.2b) mostra a superficie de auto-energia para uma fonte linear na pre-
senca de uma configuragao mista de defeitos. O papel do sinal da densidade de massa
claramente é o de inverter o sinal da auto-energia quando a fonte se desloca da vizi-
nhanca de uma corda césmica para a vizinhanca da outra, esta com uma densidade
de massa de sinal contrario, veja as equagoes (3.26) ou (3.28)).

A figura (3.2) mostra o comportamento ja visto na referéncia [45] para o caso do
espaco-tempo de uma corda césmica. As cordas com « < 1 repelem a densidade de
carga elétrica, enquanto atraem a densidade de corrente. Note que, invertendo o sinal
da densidade de massa da corda, por consequéncia v, implica na seguinte mudanca
a <1 — a > 1. Portanto, um comportamento invertido sobre auto-interacao é

observado quando assumimos « > 1. Isso fica claro, quando observamos a figura
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(3.2b), na qual hd ambos os tipos de defeitos.

3.4.1 Limite de um Unico Vértice

Nas secoes anteriores, tratamos o problema da auto-intera¢do sobre cargas/cor-
rentes no espaco-tempo de multiplas cordas. Para consisténcia dessa apresentacao,
faremos agora o limite de vortice isolado sobre as expressoes da auto-energia obtidas
com a geometria de von Karméan e compararemos o resultado desse limite com aquele
encontrado para a auto-intera¢ao na presenga da corda césmica isolada [45]. Para
a configuracao de vértice tnico, admitiremos que as miltiplas cordas estao infinita-
mente separadas com as posigoes entre elas obedecendo a relagao (a,b) >> (z,y) e
que a origem do sistema de coordenadas coincide com a posicao de uma das cordas e
dada por (z,y) = (0,0). Sob essas condigoes, o argumento do logaritmo na expressao

da auto-energia (3.25) torna-se,

2b
flz,y) = cosh? % — cos? %} X {cosh2 7T(y2——;) — sin? % (3.31)

com U (z,y) agora dada por Uy. = —2X2yIn[f(z,y)]. Expandindo f(z,y) em série

de Taylor em torno da origem obtemos,

2
o 5 (b 9 9
flz,y) =~ @cosh <;) (x* +y°). (3.32)
Isso faz
Vol [T cosn (™ (22 + 1) (3.33)
=7l | 7 cos ) @y :

levando em consideragao essa mudanga sobre V' a equagao (3.6) transforma-se em
ds® = Adt* — dz* — (2 + y*)* (da® + dy?), (3.34)

2
a menos do fator de escala 4%003112 (%b)

b

Exceto pela constante aditiva —2)\27ln{%cosh2 (2)} a auto-energia eletrostatica

(3.13) assume a forma

U;le = —2X%yIn(z? + ¢?), (3.35)
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que estd em coordenadas conformes. Para comparar com o resultado de [45] fazemos

R? = 22 + 9% e realizamos a transformacao de coordenadas
R = (ar)¥e, (3.36)
onde o = 1 — 47, tal que a métrica assume a forma conhecida,
ds® = *dt* — dz* — dr* — o*r?dy?, (3.37)

em coordenadas polares, onde 0 < ¢ < 27. Uma outra mudanca de variavel, § = ap,

coloca a métrica da corda césmica isolada como no caso da referéncia [45]:
ds® = dt* — dz* — dr* — r*db?, (3.38)

com 0 < 0 < 27a. Nas coordenadas (r, 6), o resultado (3.35) é

Uele

= ~X[(1-pnp+(p—1)Inr], (3.39)

onde fizemos o« = 1/p. Note que, na auséncia de defeito, isto é, p = 1, a auto-energia
¢é nula, como pode ser verificado na expressao acima.

Em [45], foi encontrada a seguinte expressdo para a auto-energia elétrica por
unidade de comprimento, sobre uma distribuicao linear de carga na presenca de uma
corda césmica

Uete _ ~Mnp+ (p—1)Inr], (3.40)

que, a menos de um fator constante, é idéntico ao nosso resultado (3.39).

3.5 Conclusao

Nesse capitulo estudamos o problema de auto-interacao sobre cargas elétricas e
correntes localizadas na geometria das ruas de vértices de von Karman. O célculo

da auto-energia elétrica e magnética foi feito usando o fato que esse espaco-tempo
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¢é essencialmente bidimensional e, portanto, conforme ao espaco Euclidiano. Esse
fato simplificou em muito o célculo da funcao de Green regularizada, presente nas
expressoes das auto-energias e, por consequéncia, nas expressoes da autofor¢ca. Uma
analise dos graficos das auto-energias, nos leva a conclusao de que a linha de carga
elétrica é repelida pela geometria das ruas de von Karman, enquanto a linha de
corrente é magneticamente atraida. Por fim, esses comportamentos, repulsivos e
atrativos, se repetem quando estudamos o limite de um tinico vortice dessa geometria.

Os resultados desse capitulo estam publicados em Furopean Physical Journal C,

DOI 10.1140/epjc/s10052-008-0762-8.



Capitulo 4

Fase de Berry Gravitacional para

Particulas de Spin-1/2

4.1 Introducao

Neste capitulo, analisaremos o transporte de spinores em torno de singularidades
coOnicas tipos as cordas césmicas, usando a teoria relativistica de Dirac aplicada a
espagos-tempos curvos. Tais singularidades sao caracterizadas por uma métrica cujo
tensor de curvatura Riemann-Christoffel é nulo em todo o espaco, exceto ao longo
da linha que localiza os defeitos [57]. O transporte de spinores ao longo de curvas
envolvendo os defeitos, permite obter informagcoes acerca das propriedades globais do
espaco-tempo e evidenciam a influéncia da topologia sobre a dinamica de sistemas
fisicos ocorrendo nesses espacos. Efeitos fisicos marcantes podem ser observados na
geometria da corda cosmica. Destacam-se a auto-forca elétrica e magnética sobre
fontes lineares na presenca da corda césmica [58, 59|, o efeito Casimir [60], versao
quantica da auto-forca classica, o desvio dos raios de luz passando na proximidade
desse defeito e a formacao de imagens duplas de objetos observados posteriormente a

eles [6, 61]. Ela também pode atuar como uma lente gravitacional [62]. Quando uma

27
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particula quantica é transportada ao longo de uma curva fechada envolvendo o defeito,
propriedades nao-locais sao obtidas e esse efeito representa o andlogo gravitacional
do efeito eletromagnético Aharonov-Bohm [28].

O aparecimento de fases topoldgicas na dinamica quantica de uma particula
movendo-se livremente em espagos-tempos tem sido estudadas numa variedade de
sistemas fisicos. O protdtipo dessa fase sendo o efeito Aharonov-Bohm [28], que
aparece como um fator na funcao de onda de um elétron que se move em torno de
uma linha de fluxo magnético. A holonomia [63] tem origem puramente geométrica
e tem importante e fundamental papel em varias areas da fisica. Em 1984, Berry
[64] demonstrou que um sistema quantico transportado adiabaticamente em torno
de um circuito fechado, por parametros variando em seu hamiltoniano, adquire uma
fase geométrica, chamada de fase de Berry. Extensoes para o caso nao-adiabdtico
foram feitas por Aharonov-Anandan em 1987 [65]. Em ambos os casos, a fase de-
pende apenas da natureza geométrica do caminho ao longo do qual o sistema é trans-
portado. Esse fenomeno foi observado em varias partes da fisica incluindo sistemas
de fétons [66] e na polarizacao da luz propagando-se em cristais liquidos com defeitos
topoldgicos andlogos a corda cdsmica [67].

O estudo da influéncia de campos inerciais e gravitacionais fracos na dinamica
quantica de particulas e na fase quantica de Berry, tem recebido muita atencao nos
ultimos anos [68, 69]. Nessa dire¢ao, Corichi e Pierri [70] estudaram a fase adquirida
por uma particula escalar ao ser transportada ao longo de uma curva fechada en-
volvendo uma corda césmica girante e Mostafazadeh [71] estudou essa fase usando o
formalismo de duas componentes. Mais recentemente [72], a fase geométrica de Berry
adquirida por uma particula escalar, ao ser transportada em torno da corda césmica
quiral magnética foi calculada usando a equacao de Klein-Gordon.

Neste capitulo, trataremos o caso no qual a corda tem um momento angular

caracterizado por J¢ e um campo de torcao representado por J*. Resolveremos a
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equacao de Dirac aplicada a esse espago-tempo usando o método do fator de fase
Dirac. Calcularemos a fase quantica de Berry adquirida pelo spinor ao ser trans-
portado paralelamente ao longo de uma curva genérica C; envolvendo o j-ésimo cone
quiral localizado em p;.

No final, generalizaremos o estudo inicial desse capitulo, para o caso em que o
spinor é transportado em torno de N cordas césmicas quirais e também quando estas

cordas estao na presenca de um potencial eletromagnético A,,.

4.2 Aproximacao Adiabatica para a Fase de Berry

Ao considerarmos a evolucao de um dado sistema fisico, por exemplo, o oscilador
harmonico, somos induzidos a fazer uma andlise do seu periodo de revolugao, in-
duzidos ao estudo do espectro de energia ou a uma representacao em termos dos
operadores de criacao e aniquilacdo (a,a') da mecanica quantica. Como é nosso in-
teresse aqui classificar sistemas fisicos usando a aproximacado adiabdtica, consideremos
das alternativas acima aquela relacionada com o periodo de revolugao do oscilador,
representado por T; e chamado de sistema interno. Admitamos, para comparacao,
que exista um tempo caracteristico associado ao periodo de oscilagao de um sistema
externo, denominado nao-oscilador e representemos esse tempo por T.. Dados esses
dois sistemas, podemos classificar o movimento do sistema externo como adiabdtico
quando é valida a seguinte relacao entre os periodos 1, >> T;. De outra maneira,
enquanto o oscilador executa varias revolugoes o sistema extermo moveu-se apenas

apreciavelmente.
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4.2.1 Fase de Berry Nao-Relativistica

O estudo das fases geométricas é feito sobre a afirmativa que a evolugao temporal
dos sistemas quanticos esta restrita a aproximacao adiabatica. Para isso, considere-
mos um sistema caracterizado por um hamiltoniano dependente do tempo H (t). Sob

essa prescricao, a equagao de Schrodinger dependente do tempo, assume a forma

Zh(‘mea—(tx,t) = H(t)V,,(z,1). (4.1)
A solucao do problema de autovalores acima, pode ser encontrada a partir do Teo-
rema Adibdtico, segundo o qual, quando o hamiltoniano de um sistema varia de forma
gradual, o m-ésimo estado do hamiltoniano expandido, V,,(z,t), difere daquele ini-

cial, 1, (z,t), apenas por um fator de fase dependente do tempo. Matematicamente

podemos escrever,
\Ilm(;p, t) = 6_% Jo En(t/)dtleiV(t)¢n(x’ t)’ (42)

observe que o primeiro termo é aquele relacionado com a evolucao temporal do
sistema, conhecido como fase dinamica. O termo na segunda exponencial, y(t), é
chamado de fase geométrica. Alids, todo termo além daquele relacionado com a fase
dinamica é chamado de fase geométrica. E sobre esse termo que trabalharemos agora.

Usando a equagao (4.2) em (4.1) obtemos depois de algum célculo

)

5 + 1y, o =0. (4.3)

dada a ortogonalidade das autofungoes v, podemos multiplicar a esquerda por v

e integrar sobre todo o intervalo linear entre (—o00,00). Depois de simples dlgebra

Ccl; <¢n\ O > (4.4)

Dessa expressao podemos obter a fase geométrica por integracao direta. Para o caso

obtemos,

no qual a dependéncia temporal da autofungao é através de um parametro R(t) no
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hamiltoniano H (R(t)), podemos usar a equagao acima e encontrar o seguinte resultado

i) =i f (i yar, (45)

escrita dessa forma, a fase é chamada de fase de Berry, com R associado com a

para a fase geométrica,

mudanga temporal de algum parametro do sistema. Admitindo que existam varios
parametros dependentes do tempo [Ry(t), Ra(t),- - , R,(t)], encontramos a seguinte

expressao geral para a fase de Berry [73],

®) =i § (6 Fnsn) - dFe (46)

com R = (R1,Ry--- ,R,). A integral é realizada sobre um contorno no espago dos
parametros. Dado que as autofungoes ¥, (x,t) devem ser ortonormais, pela expressao
(4.2) y(t) deve ser real, caso contrério, o novo fator exponencial nao seria um fator

de fase.

4.2.2 Fase de Berry Relativistica

Na secao anterior vimos como podemos escrever a autofuncao para um hamilto-
niano adiabaticamente dependente do tempo através do parametro R(t) e por con-
sequéncia a fase de Berry dada em (4.6). Na teoria relativistica de Dirac a autofungao

¢é dada em termos de quatro componentes spinoriais,
Un[R()] = v, [R(1)]A;(2) (4.7)

com A;(t) fatores de fase e j = 1,--- ,4. Usando esse resultado em (4.1), e dividindo

a correspondente equagao por (4.7) obtemos,

1 dA; i 1 di,, dR
—— =——FE, [Rt)] - ——=L— 4,
Aj dt f Lo LR Yn, dR dt (48)
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integrando termo a termo no intervalo 0 a ¢ obtemos,

' t 1 d, d
! L A, Rdt’}, (4.9)

A;(t) :exp{—ﬁ/o Enj[R<t/)]dt/} exp{— U dR @

O primeiro termo em A;(t) é a fase dinamica e o segundo representaremos como

abaixo,

L1 diy d
L Ay Rdt’}. (4.10)

(1) =1tex —
) =i [ SR
Podemos escrever essa expressao de uma outra maneira admitindo que as autofungoes

¥n,; sejam de quadrado integrdveis, o resultado encontrado sera,

() = i 7{ (¥, ) - R (4.11)

Essa expressao nos diz que a fase relativistica é composta de quatro partes, cada
uma associada com a jésima componente spinorial. No entanto, Zheng-Chuan [74],
mostrou que a prescricao nao-relativistica da fase de Berry nao pode ser aplicada
diretamente para a correspondente relativistica, porque a fase encontrada acima nao
é invariante sob uma trasformagao geral de Lorentz, a menos que o spinor (4.7) seja

reescrito na forma,
U [R(4)] = ¥, [R)IA®), (4.12)

que equivale a dizer que ha apenas um termo A(t) para as quatro componentes spinori-
ais. Seguindo essa defini¢ao encontramos a seguinte expressao para a fase relativistica

de Berry,

o(T) = i 75 (6u(R)|V rl i (R)) dR, (4.13)

essa fase é invariante sobre a transformagcao geral de Lorentz imposta sobre o parametro

adiabatico R,

th — AuuRm VR/ = A_IVR, dR, — AdR (414)
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e, portanto, é a fase de Berry para a mecanica quantica relativistica. A diferenca esta
na existéncia de apenas um fator de fase para as quatro componentes spinoriais da

funcao de onda.

4.3 Efeito Aharonov-Bohm

Considere um campo magnético restrito a uma regiao do espacgo, tal qual aquele
produzido por um longo solendide de raio a. Classicamente, a dinamica de uma
particula na regiao r > a nao é influenciada pelo campo magnético, visto que nessa
regiao B = 0. No nivel quantico interessantes resultados surgem ao se resolver
a equacao de Schrodinger nessa configuracao de campo. Assumindo acoplamente
minimo, essa dinamica no nivel quantico é descrita pela equacao,

N\ 2
1 [h= qA ov

- — U =ih— 4.1
2m \ 1 c tV Zhat (4.15)

Assumindo o potencial vetor da forma A = oy /2mpé,, satisfazendo o gauge de
Coulomb V - A = 0, podemos encontrar o espectro de energia de uma particula
ao ser transportada ao longo de uma orbita circular de raio s envolvendo o solendide.

O resultado é,

h? qPp ?
E, = - — 4.16
2ms? (n 21h (4.16)
com n = 0,£1,£2...- com valores positivos de n associados ao movimento da

particula na mesma dire¢ao da corrente no solendide e valores negativos para o movi-
mento na direcao oposta. Pela expressao acima, quando o movimento da particula
ocorre na mesma direcao da corrente, n > 0, a energia associada é menor que a cor-
respondente para o movimento na dire¢ao oposta, n < 0. O destaque nesse resultado
estd na dependéncia explicita dos niveis de energia com o fluxo magnético ® g restrito

ao interior do solendide e, portanto, nulo na regiao acessivel a nossa particula. Essa
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dependéncia sobre parametros externos é chamada efeito eletromagnético Aharonov-
Bohm.

Uma abordagem em termos da fase geométrica pode ser feita. Admitindo a
seguinte dependéncia para a autofuncio ¥ = e'®)q) a equacdo (4.15) transforma-
se na equacao de Schrodinger para 1 na auséncia de potencial vetor /f, com I'(x)

dada por

T )
[(z) = g/ A(2!) - da = j:qQ—hB, (4.17)
o

com o sinal positivo para a particula movendo-se na mesma direcao da corrente no

solendide e negativo para o movimento na direcao oposta. Dessa forma, as particulas

se encontram com uma diferenca de fase dada por,

L} s

observe a dependéncia sobre o fluxo magnético restrito ao interior do solendide. Esse
resultado tedrico, contrariando as concepcoes classicas, ganhou fundamento fisico apds
a realiza¢do experimental de Chambers [75] nos anos Sessenta. Novamente esse é o

efeito eletromagnético Aharonov-Bohm.

4.3.1 Efeito Aharonov-Bohm como uma Fase Geométrica

Seja calcular a fase de Berry a partir da autofuncao usada para o célculo da fase

eletromagnética Aharonov-Bohm. A prescricao de Berry para a fase geométrica esta

Yn(t) = z% <\pn|%> -dR (4.19)

Assumamos que a autofuncao obedeca a relacao: ¥ = '@ O integrando pode

representada abaixo,
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ser calculado da seguinte forma,

(1222 -
/ e T@ [y, (r — R)]*eT@ {—i%A(R)wn(r — R)+ Vb (r — R)} dr (4.20)

considerando a ortonormalidade das autofuncoes e que o valor esperado do operador

momento num autoestado do hamiltoniano da zero, nossa expressao simplifica-se

dando,

<\pny%> - —i%A(R) (4.21)

temos portanto calculado a expressao para o termo acima conhecido como conexao
de Berry. A fase de Berry é calculada usando esse resultado na equagao (4.19) com o
potencial vetor A = ®p/(2mp)éy e dR = pé,do,

) = % / A(R)-dR — 7(75):(](}% (4.22)

essa ¢ a fase de Berry obtida para uma particula sujeita a um hamiltoniano depen-
dente do tempo satisfazendo a aproximacao adiabatica. Observe que esse resultado é
o mesmo daquele quando o movimento ocorre na presenga de um campo magnético
localizado (4.18). Dali, o efeito Aharonov-Bohm ser conhecido como um tipo de fase
geométrica.

Essa apresentagao sobre o efeito Aharonov-Bohm se justifica pelo fato de encon-
trarmos ao longo dos proximos capitulos, analogos gravitacionais desse efeito, sig-
nificando, portanto, que as fontes gravitacionais do espago-tempo como curvatura e
torcao, embora inacessivel a nossa particula, aparecerao explicitamente nos niveis de

energia e nas autofuncoes, exatamente como fez o campo magnético na solucao acima.
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4.4 Equacao de Dirac nas Geometrias Planas e

Curvas

Apresentaremos a equagao de Dirac aplicada as geometrias planas e curvas. Come-
caremos pela geometria plana, escrevendo a forma matricial dessa equacao quando a
particula de spin 1/2 estd submetida a um campo eletromagnético. A seguir, a gene-
ralizagao para espacos curvos é apresentada. Ao longo da apresentagao estaremos
usando as unidades naturais h = 1 e ¢ = 1. No caso de um campo eletromagnético

A,, minimamente acoplado, a equacao de Dirac assume a forma,
{i [Y"(2)0, + iey"(x)A;] —m} Pu(z) =0 (4.23)

com ®.(z), K = (0,1,2,3), sendo a representacao compacta do spinor de quatro

componentes como abaixo,

(z)
(z)
¢3()
Pa(z)

As matrizes ) na representacdo (4 x 4) obedecem a relacdo de anticomutacao,

Pp(z) = (4.24)

A A ) (8) — g (4.25)

o tensor métrico 0" no espaco de Minkowski é representado por uma matriz diagonal
com a seguinte assinatura (—,+,+,+). As matrizes 7("‘) na representacao de Dirac

sao dadas por,

1 0 . 0 o : 70
O _ O A P T g (4.26)
0 —1 —o' 0 0 o

com ¢’ sendo as matrizes de Pauli, i = (1,2,3), dadas por

0 1 0 —i 1 0
o) — 0@ = S I (4.27)
10 i 0 0 -1
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Essa apresentacao nos permite resolver a dinamica de uma particula spinorial na
presenca de um campo eletromagnético sujeito a uma geometria local e globalmente
plana. Por outro lado, quando a geometria envolvida é nao-Euclidiana torna indis-
pensavel o uso de alguns conceitos geométricos da relatividade geral de Einstein.

Comecaremos com o conceito generalizado de derivada covariante,
Op—V,=0,+T, (4.28)

com 0, sendo derivadas ordindrias e I',, a correcao introduzida pela topologia. Sob

essa definigao a equagao (4.23) assume a forma,
i7" (2)0, + i ()T () — () = 0 (4.29)

com " (z) sendo as matrizes de Dirac para o espago-tempo curvo que sdo dadas a

partir daquelas do espago de Minkowski v* pela equacao,

V() = ei(z)y” (4.30)

a transformagao e#(x) relacionando os espagos-tempos curvos e planos sdo chamadas

de tetradas e sao determinadas a partir da relacao,

a

et ()€l () Tab = G () (4.31)

sendo g"” a matriz inversa do tensor métrico g, .

Para o espago-tempo descrito pela métrica (2.3), escolhemos a seguinte tetrada

a

ei(r) e sua inversa ef(xr),
1 0 4Jt 0 1 4Jt5in¢ _4Jtcos¢) 0
0 cosp —apsing 0 0 cos sin 0
e (1) = o apsing ; eh(x) = * 4 (4.32)
0 sing apcosgp 0 0 _%ﬁ %b 0
0 0 4 J* 1 0 4J%sing  4J%cosp 1

ap ap
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escolhida a matriz e#(x) podemos determinar como se transformam as matrizes de

Dirac v*(z) usando a equagao (4.30) e o resultado acima. Obtemos, portanto,

i 4t
¥ = 4=y
ap

o= 9" 2f = cosgy + singy?

¢
¥ o= l, v = —singy' + cospy?

ap
_ o A
¥ o= - = (4.33)

ap
Comparativamente a equagao (4.23), a corregdo para o espago-tempo curvo da
equacao (4.29) estd em v*(x)I',(x). O calculo desse termo pode ser feito a partir da

1-forma abaixo,

e’ = di

e’ = cospdp — apsingdo

e? = singdp + apcospdd

et = dz (4.34)

e com o uso da equacao de Maurer-Cartan na auséncia de torcao,
de® +wi Ne? =0 (4.35)

com de® representando derivadas exteriores e representadas pela relagao dz; A dx;.
Derivadas desse tipo, resultam em valores nao-nulos somente para indices diferentes

i # 7. Na base (4.34) a equacdo de Maurer-Cartan torna-se,

de’ +wy A e’ +w) Aet +wy Ae*+wy Aed =0
de' +wy A e +wi Ae' +wy Ae+wy Ae® =0
de* + wy N e’ +wi Ae' +wy Ae+wi Aed =0

de® +wi A e +wP Aet +wi Ae*+wiAe =0 (4.36)
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a partir da equagao (4.34) encontramos as seguintes relagoes,

de® = 0

de' = (1 —a)singdp A do

de* = —(1—a)cospdp A de

d* = 0 (4.37)

aplicando esse conjunto de equagoes em (4.36) e resolvendo o sistema polinomial

resultante em wy econtramos que as nicas componente nao nulas sao,
w = w," pdrt = wy' 9 = —wy? 1 =a—1 (4.38)

A conexao spinorial esta relacionada com a conexao 1-forma por,

l 1

L= _Zwuabzab — Ly = gwuabhaaVb] (4.39)

sob a equagcao (4.38) o resultado acima nos dé,
Ty = i > Ly (4.40)
onde usamos o seguinte resultado parcial [y',v%] — [v%,7!] = —4i¥3. Com isso o

termo T, = 7T, + T, + 7Ty + 7°T, reduz-se a apenas ao pentltimo termo, isto
é, YT, = 7*T'4. A partir da tetrada inversa e/(z) podemos determinar a matriz de
Dirac no espaco curvo 4% como v = (—singy' + cos¢y?)/ap. Como isso, a correcao

devido a curvatura é,

a—1
"T, = 2 4.41
V=57 (4.41)
para o qual usamos Y133 = —iy?, 4283 = iyl

Como ja sabemos como se transformam as matrizes de Dirac e a expressao exata

do termo «*I',,, podemos escrever a equagao de Dirac no espago-tempo da corda quiral
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(2.3) na forma,

l -« A : 2 . (3)
S0 +i——(0p —4J°0; — 4J70,) + vV 0, — m| Y (t, p, ¢, 2) =0

lm(t)gt + W(p) (ap _ p”

(4.42)

Queremos resolver essa equacao diferencial. Devido a independéncia temporal da
métrica da corda quiral e independéncia sob translagoes ao longo do eixo z, supomos

a seguinte solugao,

Um(t, p, @, 2) = exp(—iEnt + iknz)Pm(p, ¢) (4.43)

onde F, sao os autovalores e k, representa o vetor de onda na direcao z. A solucao
geral da equacao resultante serd construida usando o método chamado de fator de
fase de Dirac. Ele consiste em construir a solu¢ao da equagao geral (4.42) a partir
da equacao de Dirac no espaco-tempo da corda césmica a menos de um fator de fase.
Esse fator de fase quando integrado adequadamente da o resultado que buscamos.

Dessa forma escrevemos,

Um(p, @) = e~ i Moyo(p, @), A= L ; 56 4 AN(E,J' — knJ?) (4.44)

substituindo as equagoes (4.43) e (4.44) em (4.42) obtemos,
G . a2 .
iy, +iv\Pa, + za—p@¢ +ivPa, —m s bo(p, ¢) =0 (4.45)

dessa forma 1y (p, ¢), solucao da equagao de Dirac no espago-tempo da corda césmica
padrao, pode ser usada para construir a solucao correspondente para o espago-tempo
da corda com momento angular J! e torcao J*, além da fonte de curvatura repre-
sentada por a. Dessa maneira, construimos a solucao de uma equacao geral a partir
de uma equacao mais simples. Essa é a importancia do método do fator de fase de
Dirac. Com as informagoes contidas na equacao (4.44) passamos para o calculo da

fase geométrica de Berry. Para o calculo da fase de Berry algumas restri¢oes sobre
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a funcao de onda devem ser consideradas. Para evitar a degenerescéncia dos niveis
de energia consideraremos a versao nao-Abeliana da fase de Berry apresentada por
Mostafazadeh [71]. Confinaremos nossa particula dentro de uma caixa com paredes
impenetraveis para garantir que o pacote de onda é nao nulo somente dentro da caixa

e seja dado pela superposicao de diferentes autofungoes.

Defeito Topoldgico

Figura 4.1: Spinor dentro de uma caixa perfeitamente refletora, paralelamente trans-
portada em torno da corda quiral seguindo érbitas de Killing.

Como o célculo da fase de Berry envolve uma integral circuital em torno da corda
quiral, nossa caixa sera localizada por um vetor ff, com origem no defeito e extremi-
dade num ponto geométrico determinando o centro da caixa. Essa situagao esta repre-
sentada na figura acima. O transporte da caixa em torno do defeito segue as orbitas
de Killing, érbitas livres de curvas tipo-tempo fechadas satisfazendo Ry > 4J'/a.
Na auséncia de defeitos, isto é, J! = J* = 0 e @ = 1, a funcao de onda dentro
da caixa depende apenas da posicao da particula em relagao ao centro da caixa e é
dada por (7 — ﬁ) Para o caso que estamos propondo, a fun¢ao de onda depende

explicitamente dos parametros (J*, J*, ) e é dada pela equacao (4.44).
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A fase geométrica de Berry é calculada usando-se a versao nao-Abeliana da fase

de Berry, como apresentada em [74],

Ve = Z]{c (Un(R)|VR[¢n(R)) dR (4.46)

onde R é um parametro adiabatico expresso como R = Ry --- R, --- R,,. O integrando

é calculado usando-se a conexao de Berry [71] na forma,
A = (i (x = R)| Ve, (x: — Ry)) (4.47)

onde [ e Jestao relacionados com as possiveis degenerescéncias da funcao de onda, z;
determina a posicao da particula em relacao ao centro da caixa e R a posicao da caixa
em relacao ao defeito. Portanto, x; — R, define a posicao da particula em relagao ao

defeito. Usando a fungao de onda (4.44) na conexao de Berry (4.47) obtemos,

(Un(@i = R)|Vr|v; (2 — Ri)) =

= — jf V(2 — R;) { {4]1(En,]t — ko J?) + 2(3)1—704} U — Ri) + V gty (2 — Rz-)} dR
b

1 —
= —i {411 (B J" — knJ?) + 2@ 5 O‘} o1

com 1, normalizados. O tltimo termo no integrando acima pode ser transformado
numa integral de superficie e dessa forma se torna nulo, restando apenas a tltima

equagao acima. Dessa forma, (4.46) transforma-se em,
Y, (C) = 87I(E, J' — k, J?) + 28 7(1 — ) (4.49)

onde I,J e 67 foram omitidos por conveniéncia e C ¢ uma curva fechada que en-
volve o defeito. Observamos que esse resultado depende dos parametros globais da
corda (J*, J* @) como aqueles em [70, 71, 72]. Como discutido por Mostafazadeh
[71] para o caso da particula escalar, este efeito pode ser interpretado como uma
interferéncia entre as funcoes de onda associadas com a particula dentro da caixa

e aquelas seguindo 6rbitas de Killing tipo-tempo. O primeiro termo em (4.49) é

(4.48)
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a contribuicao gravitacional conhecida como analogo gravitacional do efeito eletro-
magnético Aharonov-Bohm [28]. O segundo tem origem no momento angular e tor¢ao
do defeito, e pode ser escrito como,

1

¢P = 4_1 % Ruué)\J(S/\dle (450)

onde J* = L+ 3% sendo o momento angular total da particula. Como a geometria
da corda césmica ¢ caracterizada por uma singularidade conica no tensor de curvatura
que é dado por, RZ’i = [(1—a)/4a]ds(T) a expressao acima pode ser escrita na seguinte

forma,

11—«
¢, = }{ 5 Yide (4.51)
que ¢é exatamente a fase geométrica relativistica de Berry proposta por Cai e Pa-
pine em [68, 69] para uma particula de spin 1/2 num espago-tempo curvo usando a
aproximacao de campo fraco. No presente caso, nao usamos a aproximacao de campo
fraco e esta contribuicao é devido a presenca da singularidade conica associada com

a corda quiral. Portanto as contribuigoes para a fase de Berry (4.49) sdo de origem

gravitacional.

4.5 Spinor no Espaco-tempo da Corda Quiral Mag-
nética

Nessa secao, consideraremos nossa particula spinorial no espago-tempo da corda
quiral com um campo magnético aplicado ao longo do eixo z, o eixo de simetria do
sistema e cujo potencial vetor é dado por,

LD
Ay = —2 ¢, (4.52)

2map
onde &5 é o fluxo magnético ao longo do eixo de simetria do defeito, associado ao

campo magnético interno B, = ®pdi(p). Sob a condigdo de acoplamento minimo a
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equacao de Dirac assume a seguinte forma,
{iv*(2) [0, + Tp(z) + teA,(z)] — mpap(t,z) =0 (4.53)

Queremos determinar a influéncia desse campo magnético a fase de Berry para
o spinor transportado paralelamente em torno do cone quiral magneticamente car-
regado. Escrita no espago-tempo descrito pela equacdo (2.3) e com a ajuda das
relagdes (4.33) obtemos,

1 (1- / i)
{i’y(t)ﬁt—i—z"y(p) {ap—?p( aaﬂ + aipfy@) (a¢—4ﬂat—4ﬁaz+z'62—:>

+ Y90 —m}(tp,¢,2) =0.  (4.54)

Como o espago-tempo descrito pela equagao (2.3) é estaciondrio no tempo e
simétrico com translacoes ao longo do eixo z, usamos a classica solucao dada em
(4.43). Como ¢ nosso interesse o calculo da fase de Berry, consideraremos o método
do fator de fase de Dirac para determinarmos a solugao da equagao geral acima
a partir daquela associada com o spinor no espago-tempo da corda césmica padrao.
Considerando essas observagoes, a solucao procurada para (4.54) é escrita na seguinte
forma,

- 1— o
b, ) = e o0 M0 (5 8), A = TO‘ZC"’) LB, Tt — knJ?) + 1162—3 (4.55)

s
observe que substituindo essa expressao em (4.54), a equacao resultante é exatamente
aquela encontrada na segao anterior (4.45) e novamente ¢y(p, ¢) pode ser usada para
construir a solugao geral de (4.54). Sabendo-se como o spinor se transforma ao ser
transportado em torno do cone quiral magnético, calcularemos a fase de Berry. Cal-

culando a conexao de Berry (4.47) com a ajuda da equagao acima encontramos,

P 1-—
(VI VRlgr) = —i {411 (Bnd' = knJ?) + 52 + 20— a} 01 (4.56)

com isso calculamos a fase de Berry. O resultado é o seguinte,

Y, (C) = 8T EpJt — ki J?) + SO 7(1 — a) + edpl (4.57)
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novamente I,.J e 6/ foram omitidos, C é a curva sobre a qual a caixa ¢é trans-
portada. Este resultado é muito similar ao anterior, exceto pelo tltimo termo que
estd relacionado ao fluxo magnético através da corda. Como nosso espago-tempo
¢é localmente plano e o campo magnético estd restrito ao eixo de simetria do cone
quiral, portanto, inacessivel a nossa particula, a dependéncia da fase de Berry sobre
os parametros topoldgicos do espaco-tempo, representa andlogos gravitacionais do

efeito eletromagnético Aharonov-Bohm relativistico [28].

4.6 Fase de Berry no Espaco-tempo de Miiltiplas

Cordas Magnéticas

Nessa se¢ao, generalizaremos os resultados obtidos nas se¢oes anteriores e investi-
garemos a fase quantica de Berry para uma particula de spin 1/2 no espago-tempo de
N cordas quirais magnéticas paralelas entre si. O correspondente espaco-tempo esta
representado na equagao (2.6). Os célculos apresentados para o transporte paralelo
de spinores em torno de uma tunica corda quiral magnética serao agora generalizados
para o caso geral de multiplas cordas.

Em vez de escrever a equacao de Dirac no espago-tempo descrito por (2.6) e
determinar a forma da funcao de onda usando o método do fator de fase de Dirac
por consequéncia a fase adquirida pelo spinor, usaremos o fato de que a holonomia
associada com o transporte paralelo de spinores no espago-tempo das miltiplas cordas
¢é dada por um fator de fase que s6 é afetada pelo cone quiral em torno do qual o spinor
é transportado paralelamente. Isso significa que o spinor transportado ao longo da
curva ('} envolvendo o cone quiral localizado no ponto p; nao é afetado pelos demais

cones quirais e somente determinado pelo cone interior a curva. Nesse caso, a forma
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da funcao de onda nesse primeiro transporte ¢ dada por,

~ 1— )
i(p,0) = €N (. 9), M= SO AT ) T (459

transportando esse spinor em torno do defeito localizado em p, e ao longo da curva

C5 ele adquire uma nova fase Ay escrita como a seguir,

i [? 1— ed
Valps0) = I (p.6), Ay = SRR (BT, — R ) + T 2 (159)

substituindo (4.58) na equagao (4.59) obtemos a forma final do spinor 1 como abaixo

Ualp,d) = e HahiHhdy ;g (4.60)

com o termo, A; + Ay sendo a fase parcial adquirida pelo spinor dada por

2 — qy —
A+ Ay = #2@) AT [En(JE+ J2) = ko (J7 + J3)] +1

e(Py + Do)
27
Podemos seguir transportanto 1, em torno do cone quiral localizado em p3, ao
longo da curva C3 e determinar a correspondente forma assumida pelo o spinor .
Ao final, o spinor transportado em torno do N-ésimo cone quiral localizado em py e

ao longo da N-ésima curva Cy é dado por,

N
—i[? A N —a;_,. . (I)
Vi (p,d) = [[ e o™ “Pun(p) Ay = 5 13O + 41 (B, J! — knJf] +Hg (4.61)

Uma vez que sabemos como os spinores se transformam ao ser transportados
paralelamente em torno dos N cones chirais magnéticos, podemos calcular a fase de
Berry seguindo os mesmos passos usados para o célculo dessa fase em torno de um
unico cone quiral magnético. Dessa forma a conexao de Berry usando (4.47) pode ser

calculada usando o spinor (4.61). O resultado é,

N — «; ed;
1 _ t 2 (3) j j
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com esse resultado em (4.46) obtemos,

Yo (C) =Y [87I(En T} — knJ7) + Sm(N — aj) + 1e®;] . (4.63)

j=1
que é a fase quantica de Berry adquirida pelo spinor de Dirac quando transportado
paralelamente ao longo de uma curva fechada C' envolvendo os cones quirais mag-
néticos. Nossos resultados anteriores podem ser obtidos a partir da equacao (4.63)
fazendo m = 1. Importante notar que esse resultado combina a contribuicao gravita-
cional devido ao momento angular, tor¢ao e curvatura de um conjunto de defeitos e
a contribuicao eletromagnética devido ao fluxo magnético aplicado ao longo do eixo

de simetria dos cones chirais.

4.7 Conclusao

Nesse capitulo calculamos a fase quantica de Berry adquirida por uma particula
de spin 1/2 ao ser transportada em torno do espago-tempo de uma e multiplas cordas
cHésmicas quirais usando o método do fator de fase de Dirac. Para o caso de uma
corda césmica a fase gravitacional de Berry é a soma de trés contribuicoes devido ao
momento angular, a torcao e curvatura do defeito. No caso da corda quiral magnética
obtemos que a fase de Berry é adicionada pela contribuicao Aharonov-Bohm devida
ao fluxo magnético restrito ao eixo de simetria da corda quiral. Finalmente, anali-
samos a fase quantica de Berry para o spinor no espaco-tempo de multiplas cordas
cHésmicas quirais magnéticas. Isso foi feito usando o fato que as propriedades globais
da holonomia quantica nesse espaco-tempo nao sao afetadas pelos defeitos fora da
curva envolvendo a singularidade conica, em torno da qual o spinor é paralelamente
transportado.

O estudo desenvolvido nesse capitulo esta publicado em Furopean Physical Journal

C, DOI 10.1140/epjc/s10052-008-0696-1.



Capitulo 5

Oscilador de Dirac na Presenca de

Defeitos Topologicos

5.1 Introducao

Desde muito cedo na fisica aprendemos que interacoes harmonicas aparecem em
muitas areas. Com o advento da Relatividade muito se tem feito acerca de correcoes
introduzidas por esse peculiar movimento dos sistemas fisicos. Mais recentemente,
Moshinsky and Szczepaniak [76] propuseram o oscilador de Dirac, uma versao rela-
tivistica do oscilador harmonico nao-relativistico da mecanica quantica padrao %mw2r2.
Esse tipo de interacao tornou muitos dos problemas sobre confinamento de elétrons
em sistemas de baixa dimensdo exatamente soliveis [77, 78]. Muitas outras con-
figuracoes de sistemas quanticos interagindo com o oscilador de Dirac tem aparecido
na literatura na presenca de campos magnéticos e também na presenca do efeito
Aharonov-Bohm [79, 80, 81]. Além da simplificagdo introduzida nos sistemas de
baixa dimensao também destaca-se um amplo entendimento das propriedades de ma-

teriais supercondutores e sobre o efeito Hall quantico [82]. E importante destacar que

esses estudos foram feitos na auséncia completa de fontes de curvatura e/ou torgao

48
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que inevitavelmente estao presentes nesses sistemas fisicos.

Nao é de nosso conhecimento qualquer estudo realizado com o oscilador de Dirac
em espacos-tempos produzidos por defeitos topoldgicos, tais como a corda cosmica.
Nesse sentido, nossa contribuicao amplia as fontes de informacoes sobre as pro-
priedades fisicas de sistemas quanticos na presenca de defeitos topoldgicos. E im-
portante chamar a atencao para o fato de que sistemas de Matéria Condensada,
como os estudos com o cristal liquido [83, 84, 85, 86] envolvendo diferentes transigoes
de fase, colocam os defeitos de Cosmologia e Gravitacao como a corda cdsmica, a
parede de dominio e o monopdlo global, dentre outros, sobre uma base fisica passivel
de realizagao experimental e simulacdo tedrica [87].

Nossa intensao nesse capitulo é a de estudar o oscilador de Dirac na presenga da
geometria produzida pela corda césmica, com possiveis fontes de momento angular e
torcao presentes. Dada a importancia da dinamica ocorrendo na presenca de campos
magnéticos no nivel quantico padrao, estendemos os estudos anteriores considerando
uma linha de campo magnético ao longo do eixo de simetria da corda introduzido
geometricamente. Como veremos nas discussoes de nossos resultados, essa introducao
permitird compensar a contribuicao elastica introduzida pelo defeito por um ajuste da
intensidade do campo, cuja implicacao sera a de tornar nosso espaco-tempo, antes ine-
vitavelmente Riemaniano, num espaco-tempo com caracteristicas Euclidianas. Além
disso, toda a informacao obtida com o espaco-tempo de Minkowski deve ser obtida
tomando-se os limites adequados sobre os parametros que caracterizam a geometria

dos defeitos topoldgicos.
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5.2 Oscilador de Dirac no Espaco-tempo da Corda
Césmica
O oscilador de Dirac é introduzido na equagao de Dirac, usando a sugestao de

Ito [88] e mais recentemente a prescrigao de Moshinsky, que segundo a qual devemos

impor a seguinte mudanca no operador momento,

— —

p— p— imwBp (5.1)

Dessa forma a equagao de Dirac no espago-tempo da corda césmica (2.1) é dada por,

1— 20,
{i'}/tat + in” (8p — T; + mwﬁp) + i’YOép¢> +1iv*0, — m} U =0 (5.2)

essa equacao descreve a dinamica para o oscilador de massa m e frequéncia angular
w no espago-tempo descrito por (2.1). Uma solugao pode ser construida assumindo
a independéncia temporal e simetria rotacional do espago-tempo em consideragao.

Para solugoes de energia positiva [89, 90] escolhemos o ansatz
‘II — 671’Et+i(l+1/2723/2)¢+ik21/1j, ] — 17 . ,4. (53>

dessa forma a equagao (5.2) transforma-se em

{BQE + 8y <8p + 2%) + mwﬂp) — ﬁ*y‘z’w — Byk — ﬁm} ( ¢ > =0 (5.4)
X

ap

onde usamos a propriedade 7?33 = iv” imposta pela relacio em (4.33), além da

representacao bispinorial de duas componentes dadas abaixo,

wl w?)
P = ; = 5.5
(%) ' <w> >

Com a ajuda das relagdes (4.33) e considerando as propriedades com as matrizes

de Pauli (¢%)? = 1, %0’ = io* e olo? = —0/0?, adicionadas de algumas relacoes
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trigonométricas, obtemos o seguinte conjunto de equagoes diferenciais ordindarias para

as componentes bispinoriais
2 1d 1(z+1/2 1)2 ) s ]}(@)
— - — | = Fo ) +miwp? — e =0 (5.6)
{dp2 pdp [p2 a 2 Y

1+1/2 1
Vi:EQ—m2+2mw(+a/ i§>—k:2 (5.7)

com

A equacao (5.6) pode ser transformada em outra, impondo a mudanca de varidveis

£ = mwp?. Para tanto, devemos explicitar as derivadas em termos de £ como abaixo,

0 0
a_p = 2\/ 777/(1)\/58_5
0? 0 0
a7 = 4mw£’a—5 + Qmwa—5 (5.8)

com essas mudancgas o expressao acima transforma-se em,

O+ O - (3 + 1~ g ) O 0. (5.9)

1
E 42 Amwé

onde usamos A = (I+1/2)/a+1/2 ey = E* —m?+ 2mw (# — %) — k2. A seguir
estudamos os limites assintoticos na origem e no infinito, pontos criticos da equacao

acima. Para a origem £ — 0 ficamos,

/\2

X"(€) + 2X(§) — 4—52><(€) =0, (5.10)

1
3
cuja solucao é y ~ & 50 médulo é fundamental, porque para valores negativos de

A essa solucao diverge no presente limite tornando nosso problema sem significado

fisico. No outro ponto critico & — oo temos,

X"(§) = ;x(§) =0, (5.11)
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com solucio y ~ A e¢/? + B e~ ¢/2. Novamente quando ¢ — oo normalidade das
solugoes sao satisfeitas impondo-se A = 0. Os requerimentos de normalidade na

origem e no infinito permitem-nos escrever o seguinte ansatz,

[A] £

X =§&2e2F(¢), (5.12)

As derivadas aparecendo em (5.9) sao calculadas e dadas abaixo,

© = (5 -3)Feo+ e (5,13

e = (% ) % - % i i) PO+ (% - ) F(€) + F'(¢)

substituindo esse resultado em (5.9) obtemos, depois de alguma &lgebra, a seguinte

funcao especial da fisica,
p : Al 1 o _
@)+ +1-9r© - (55— ) ro=0. G

que ¢ escrita na forma geral, EF”(§)+(c+1—&) F' (&) —aF (€) = 0, conhecida como uma
funcao hipergeométrica confluente muito comum na fisica. Como sabemos, a solucao
dessa equagao sao polinomios de grau n em &, cuja convergéencia é garantida igualando-

se o termo precedente a F'(£) a um inteiro negativo ou zero. Matematicamente temos,

A1y
(7 T ) = (5.15)

usando-se as expressoes para A e 7, acima, obtemos depois de pouca algebra, o

seguinte espectro de autovalores para E2,

[+1/2 [+1/2
E?* =m? + 4mw n+’ 12+l + 1)+ K (5.16)
2a 2a
comn=0,1,2,---,1=0,£1,4£2,---. O conjunto de autofuncoes obedecem,
_iBtai(1ei_ =2 1] _ muwp? [+1/2 1
Wt 7) = Ce Bt (+3 %)¢p|’+i/2+;!€ 2 F<_n, 1/ +35+ L mpr).(5.17)
«

Note que para a — 1 o resultado (5.16) d& os niveis de energia da particula no espago
plano adicionado da energia de repouso. Para valores inteiros do parametro a os
niveis de energia sao infinitamente degenerados. No caso oposto, a degenerescéncia é

quebrada.
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5.3 Oscilador de Dirac no Espaco-tempo da Corda
Magnética

Nessa secao, analisaremos a influéncia de um campo magnético a dinamica de
nossa particula spinorial. Escolhemos o campo magnético aplicado ao longo do eixo
de simetria da corda assumido para ser o eixo z, com o potencial vetor dado por

—

A, = q’—Bé(b e minimamente acoplado a equacao de Dirac. Esta escolha assegura
M 2wap

o estudo de estados ligados do hamiltoniano minimamente acoplado a esse campo.

Nessa configuracao a equacao de Dirac no espago-tempo descrito por (2.1) obedece
1— ¢ o )
V'O, +iv" | 0, — i +mwfp | + i 0y + i 8 +16v°0, —m =0,
2ap ap 2m X
(5.18)

sobre o ansatz (5.3) a equagao acima transforma-se em

{62E tipye (ap 4o mwﬂp) N e e A 6m} ( v ) o,

aplicando as equagoes (4.33) obtemos

2 1d |1 <l+1/2+e®3/27r 1)2 ) 5 ”(@)
—+-—— |5 Fo) +Q% -1 =0, (5.20)
{d,o2 pdp [p2 o 2 Y

com 7, dado pela expressao,

(5.21)

[+1/2+eDg/2 1
Vi:EQ—mZ—FQmw( +1/2+ ey Wi-ﬁ)—kQ,
a

Dessa maneira o termo angular é adicionado pela contribui¢ao Aharonov-Bohm e® g /2.
Essa equacdo radial pode ser transformada em outra fazendo & = Qp? e a equacio

resultante analisada assintoticamente. Na origem e no infinito, solugoes normalizadas



Niveis de Energia no Espaco-tempo da Deslocacdo Césmica com Campo 54

satisfazem

la]

X(€) =€ e 5F(€), com a= é (H%Jf?%) +%, (5.22)

por direta substituigdo em (5.20) encontramos a fungao especial

86)+ (ll +1- 9P - (545 - o) o =0 (5.23)

com ~y assumindo o valor v = E? — m? 4 2mw <w — %) — k2. Observe que

essa equagcao é do tipo hipergeométrica confluente. Comparada a equacao da secao
anterior, vemos que a parte angular é adicionada do fluxo magnético associado ao
campo magnético B. Solucoes normalizadas sao garantidas impondo-se ao ultimo

termo valores inteiros negativos ou nulos. Matematicamente temos,

la] 1 v
laf 1 v __ 5.24
5 T T dmw ™ (5:24)

esse procedimento permite determinar os autovalores da energia associado com o

oscilador de Dirac no espago-tempo da corda magnética na forma,

+\l+1/2+eq>3/27r\ [+1/24edp/27
/”L —
2c 2c

E? = m? + d4muw ( + 1) + k% (5.25)

Observe a dependéncia dos niveis de energia sobre os aspectos nao-locais/topoldgicos
do espago-tempo e sobre o campo magnético ao longo do eixo z da corda, embora
esse espago-tempo seja localmente plano. Essa dependéncia topoldgica sobre o é a
evidéncia de que a topologia do espago-tempo influencia a dinamica local de nossa
particula. A dependéncia sobre o campo magnético restrito ao eixo de simetria da
corda e, portanto, inacessivel a nossa particula, representa o andlogo gravitacional do
efeito eletromagnético Aharonov-Bohm. O limite do caso plano é obtido aplicando
a = 1. A presenca desse fator topoldgico nesse resultado, quebra a degenerescéncia
de alguns niveis de energia. Finalmente observamos que para campos fracos &5 — 0

os resultados anteriores sao obtidos.
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5.4 Niveis de Energia no Espaco-tempo da Des-

locacao Césmica com Campo

Vamos agora analisar os efeitos de curvatura e campos eletromagnéticos sobre
os niveis de energia, quando o espaco-tempo tem uma fonte de torcao representada
por J. Esse espaco-tempo foi obtido por Galt’sov e Letelier [29] e esta representado

na tabela (2.1)—c. A equagao quantica para o oscilador de Dirac no espago-tempo

Op
2map

da deslocacao césmica, com um campo magnético A = €4 ao longo do eixo de

simetria da corda é dada por

-1 ¢ o
{mtat + i <8p + mwp + 2 ) + i (8¢, —JOo, + ie—B) +1iv*0, — m} U =0
2ap 2m
(5.26)

Sob o ansatz (5.3) e as relagoes (4.33) adicionadas com as propriedades das ma-

trizes de Pauli (5.26) d&

2 1d {M ) g }}(@)
—+ - — |5 +mPwp’ — 1 =0, (5.27)
{dp2 pdp | p? X

onde usamos as abreviagoes

1/ 1 ey 1
A== (14418 pg) -
a<+2+27r J>$2

Ve = B —m? 4 2muw|[(l + 1/2 + e®/2m — kJ)/a+1/2] — k2, (5.28)

Fazendo a mudanca de varidveis £ = mwp?, a equacao acima transforma-se em,

d*>x  1d*x < A?

dez € de

Estudando os limites assintdticos para (5.29), supomos a seguinte solucao finita na

1
4€2+L—l—m>x:0 (5.29)

origem e no infinito,

X =£7 e 3R(€) (5.30)
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a seguir, substituimos o ansatz acima em (5.29) e obtemos depois de alguns passos
a equagao hipergeométrica confluente R(—n, |A| + 1, mwp?) com os seguintes auto-

valores,

2~ m? 4 A (n—|— l+1/2+ePp/2m —kJ| l+1/2+6®3/27r—kJ+1> yE

2x 2a
(5.31)

e autofuncoes
. . 1 23 . mwp2
B = A e B =R )oriks N B A 41 mp?) (5.32)

podemos observar uma estrutura de Landau nesse resultado pela presenca do termo
associado ao fluxo magnético @ 53. Observe também que a fonte de tor¢ao é adicionada
a fonte de curvatura em relacdo ao caso anterior e que na auséncia de torcao os
resultados anteriores sao encontrados. Nesse caso, a degenerescéncia dos niveis de
energia é mais fortemente quebrada, pela presenca de J além das fontes de curvatura
e de campos. Observe que para o« = 1 os niveis de energia acima tornam-se aqueles

do caso plano.

5.5 Limite Nao-Relativistico

Para analisar o limite nao-relativistico assumimos £ = m + e tal que e < M e a
equacgao (5.27) assume a forma,
1 ? 1d A 1 w S5 o
V=S [+ = k) +omu*p*F=F2wS- L ¥ (533
‘ {2m(d02 pdp  p? ) T (5:33)
notemos que essa ¢ a equacao de Schrodinger para o oscilador harménico mwp?/2
no espaco-tempo da deslocagao césmica adicionada de um termo de interagao spin-

orbita, o ultimo termo acima. Os niveis de energia nao-relativistico sao encontrados
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reescrevendo a equacao (5.31) na forma apropriada,

4 k?
E:m\/l+—w(n—l—(5+1)+—2

m m
124 e®p/2n —kJF| 1+ 1/24 ePp/2m — kJ*

)
2x 2a

(5.34)

Podemos usar a expansao de Taylor até segunda ordem na energia para calcular esse

limite. O resultado é,

k? 2w (n+ 0+ 1)?

€ = m+%+2w(n+5—l—1)— (5.35)

m

Podemos ver que essa energia é a soma de quatro partes: a primeira é a energia de
repouso da particula adicionada da energia cinética, o pentltimo termo é a energia

do oscilador nao-relativistico e o ultimo termo ¢ a corregao relativistica ao problema.

5.6 Conclusao

Nesse capitulo estudamos a influéncia da geometria global da corda cdésmica sobre
os niveis de energia e autofuncoes do oscilador de Dirac. Obtemos que o espectro de
auto-valores e auto-funcoes sao dependentes do parametro global «, associado com a
curvatura do espago-tempo. Quando essa dinamica ocorre na presenca de torgao e
campos magnéticos, além da fonte de curvatura, os niveis de energia sao adicionados
das quantidades J e ®5. A dependéncia com o fluxo ao longo da corda, representa
o analogo do efeito eletromagnético Aharonov-Bohm. O limite nao-relativistico estu-

dado, finaliza esse capitulo.



Capitulo 6

Oscilador de Klein-Gordon na

Teoria de Kaluza-Klein

6.1 Introducao

Interacoes harmonicas desempenham um importante papel na fisica, principal-
mente quando consideramos o movimento de particulas na presenca de potenciais
moleculares e eletromagnéticos. Particularmente, o oscilador harmoénico aparece como
um protétipo em muitas areas da fisica tais como fisica do estado sélido, mecanica
estatistica quantica e teoria quantica de campos além de servir como um importante
sistema fisico para estudar conceitos e ferramentas matematicas na teoria quantica
padrao. Em outra direcao temos a mecanica quantica relativistica, uma teoria na qual
efeitos introduzidos pelo movimento peculiar das particulas sobre o sistema fisico deve
ser considerado. Juntos, efeitos quanticos e relativisticos tém recebido muita atencao
na dinamica quantica de particulas ocorrendo em espacos-tempos produzidos por de-
feitos topoldgicos [91, 92, 93, 94]. Mais recentemente, a versao relativistica para o
oscilador harmonico apareceu na literatura em espacos comutativos e nao-comutativos

da teoria quantica de campos [76, 95| dentre outras configuragoes incluindo campos

o8
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magnéticos [77, 78, 79, 82]. Entretanto essa intensa pesquisa foi feita para a dinamica
quantica de particulas de spin-1/2, deixando espago para o tratamento desses efeitos
para particulas de spin zero. E essa a nossa intengao nesse capitulo.

O oscilador de Klein-Gordon surgiu como uma inspiragao dos trabalhos anteriores
sobre o oscilador de Dirac aplicado a particulas de spin-1/2. Recentemente, Rao
e outros [96] estudaram a distribuicdo espectral dos niveis de energia e conjunto
de autofuncoes assumida por uma particula movendo-se na presenca do oscilador
de Klein-Gordon numa versao unidimensional do espago-tempo de Minkowski. E
nossa intencao aqui estender esses estudos nao apenas para outras dimensoes mas
principalmente considerar essa dinamica em espacos-tempos produzidos por defeitos
topoldgicos usando a teoria de Kaluza-Klein [97, 98, 99]. Essas fontes de campos
gravitacionais desepenham um importante papel em sistemas de fisica da Matéria
Condensada [83, 84, 85, 86], principalmente devido a possibilidade de compensar a
contribuicao elastica introduzida pelo defeito por um ajuste da intensidade do campo
magnético externo aplicado.

Nas secoes seguintes, estudaremos solugoes da equacao de Klein-Gordon em dife-
rentes configuracoes do espaco-tempo da corda césmica. Utilizando a teoria de
Kaluza-Klein na presenca do oscilador de Klein-Gordon, o conjunto de autovalores e
autofungoes é construido e mostra dependéncia com os parametros caracterizando o
espaco-tempo em consideracao. Destaca-se, nesses casos, que todas as solugoes en-
contradas sao exatas e que tém importantes implicacoes para o estudo da dinamica

de particulas na presenca de defeitos em sélidos eldsticos.
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6.2 Oscilador de Klein-Gordon no Espacgo-tempo

da Corda Cosmica

Nessa se¢ao, analisaremos o oscilador de Klein-Gordon no espago-tempo da corda
césmica (2.1). Para acoplar o oscilador de Klein-Gordon nesse espago-tempo, usamos
a prescricao de Mirza e Mohadesi [95], que segunda a qual, aplicamos a seguinte
mudanca no operador de momento Pi — (py, +iMwr) - (P, — iMwr). Dessa maneira,

a equacao de Klein-Gordon obedece,

1
{—(8“—1—wa)\/—gg’“’(&,—wa) —MQ}\I/(t,F) =0 (6.1)
V=
com y/—g sendo o determinante do tensor métrico e g" é a correspondente matriz

inversa desse tensor, d, sao derivadas parciais com relagao as varidveis aparecendo na

métrica. Para o presente caso (2.1), a matriz g"” é da forma,
9" = diag(—1,1,1/0”p% 1), (6.2)

dessa maneira a equagao (6.1) torna-se,

2

L0 + 2 _ a2 v =
p P(p P)+ @2p2 w p +7 (tvpa Cb, Z) _07 (63)

com vy = —9? + 9> — 2Mw — M?. Supondo independéncia temporal explicita de nosso

espago-tempo, escolhemos o seguinte ansatz,
V(t,p, ¢, 2) = e FHIHIIR(p), (6.4)

com isso (6.3) transforma-se em

{%ap(pc‘)p) - LZ)Q + M?w?p? — 7} } R(p) =0, (6.5)

com a ajuda da equagao (6.4) o ultimo termo na equagao acima é dado por v =

E? — M? — 2Mw — k*. Essa equacao pode ser transformada em outra usando a
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seguinte mudanca de varidveis & = Mwp?. Apds alguns calculos obtemos

i 1 / I? 1 Y o
RO+ RO ~ (g + 1~ 1 ) RO =0 (6:6)

Nesse ponto, estudamos os limites assintéticos da equagao acima. Comportamento

fisico de nossa solucao na origem e no infinito, nos permite escolher o seguinte ansatz,

7] 3

R(§) = &xe 2 F(E), (6.7)

Substituindo essa equacao acima, encontramos depois de alguma dlgebra simples,

e+ (Lr1-6) PO~ (o5 ) FO=0. (©9)

onde v é como antes. Novamente essa equacao € escrita na forma geral de uma
funcéo hipergeométrica confluente, zF"(z) + (¢ + 1 — 2)F'(z) — aF'(z) = 0, com
solucao dada por um conjunto de polinomios de grau n em x. Normalidade dessa
solugdo é conseguida fazendo-se o ltimo termo da equacao (6.8) igual a um inteiro
negativo ou zero. Matematicamente temos,

l 1
W,1_

2% 2 AMw " (6.9)

A partir daqui usando a expressao para 7 e resolvendo a equacao resultante para E

obtemos o seguinte espectro de energia,
l
E? = M? + 4Mw (n+2|—‘+1> + k2. (6.10)
«

Podemos também construir as autofuncoes da seguinte forma,

— i ; il U _Mw [
U(t,7) = Cpy e ErHiketild )5 o= 255" o (—n, 1] +1, waz) . (6.11)

!
Notemos a dependéncia global dos niveis de energia assim como das autofuncoes sobre
o parametro topolégico do espaco-tempo «, evidenciando a influéncia da topologia

nos niveis de energia da particula e o proprio carater nao-local da teoria quantica.
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Podemos observar que essa energia tem contribuicoes angular e cinética além da
energia de repouso da particula. No limite de oscilador fraco, w — 0, nossa particula
comporta-se como uma particula livre. Além disso, podemos observar que na auséncia
de defeitos, a — 1, os resultados de Rao [96] aparecem e que a presenca do defeito

quebra a degenerescéncia de alguns niveis de energia da particula.

6.3 Corda Magnética na Teoria de Kaluza-Klein

Considere a dinamica para uma particula movendo-se na presencga da corda mag-
nética. Em relagao ao caso anterior um campo magnético é estabelecido geometrica-
mente ao longo do eixo de simetria da corda, assumido para ser o eixo . Na teoria de
Kaluza-Klein [92, 97, 98], podemos escrever a métrica do espago-tempo magnetizado

da seguinte forma [99],
o 2
ds* = —dt* + dp® + o*p*d¢* + dz* + (dw + 2—d¢) (6.12)
m

com as coordenadas cilindricas sendo usadas e ¢ é o fluxo magnético associado ao
defeito topoldgico.

A dinamica de nossa particula é descrita pela equacao de Klein-Gordon (6.1)

{%8,,(/)8[,) + 9 — (2/2m)0.]" — M?*w?p* + fy} U(t, p,¢,2) =0, (6.13)

aZp?
com v = —07 + 02 + 92 — 2Mw — M?. Independéncia temporal permite escolher o

seguinte ansatz,
U(t,p, ¢, 2, x) = e PRzlo=2a) () (6.14)
entdo a equagao (6.13) transforma-se em

{%a”(pa”) a {% + MPw?p* — 7} } R(p) =0, (6.15)
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que com a ajuda de (6.14) o tltimo termo na equacgio acima é v = E? — M? —2Mw —

k* — \2. Aplicando a mudanca de varidveis x = Mwp? obtemos,

1 2 1
R'(a) + —R/(x) - (& +1-7 ]\]M) R(z) =0, (6.16)

Neste ponto procedemos para analisar o comportamento de nossa funcao nos limtes

extremos. Assintoticamente para x — 0 encontramos a seguinte expressao,

1 iz

R'(x) + ~R/(2) = 755 R(2) = 0, (6.17)

|8]

cuja solugao é dada por R(x) = x2a. No outro extremo, r — 00, a equagao resultante

R'(x) — }lR(x) o, (6.18)

. ~ _z . . .
com a seguinte solucdo R(x) = e z. Juntos, esses limites nos permite escolher a

funcao geral,
R(z) = z2ee” 2 F(x), (6.19)

cuja substitui¢do em (6.16) resulta,

«

o F"(z) + ('ﬁ’ +1- a:) F'(z) - (ﬁ 41 L) F(z) = 0. (6.20)

onde v é como antes e § = | — A®/271. A convergéncia dessa solucao é satisfeita

impondo-se a seguinte restrigao sobre o termo independente da série hipergeométrica,

g

+1
200 2

y
— 21
e = (6.21)

para 3 e v dados anteriormente resolvemos a equagao para E e encontramos o seguinte

conjunto de autovalores para a energia,

[ —\D/2
E? = M? + 4Mw <n+#+l> + k2 + N (6.22)
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e para as autofuncoes

151

(t,7) = Cpy 7 FtoT) p S0 (_"’ o th mpr) ' (029
(6%

com C,,; sendo uma constante de normalizagao da fungao de onda. Comparativamente
para o caso sem campo magnético, o niimero quantico de momento angular é deslocado
por uma quantidade relacionada com o préprio campo, inacessivel a nossa particula
e que representa analogos do efeito eletromagnético Aharonov-Bohm. Ademais, o
resultado acima torna-se aquele da se¢ao anterior no limite de campo fraco, & — 0,

como deveria ser o caso.

6.4 Dinamica Quantica na Corda Quiral Magnética

Nas secoes anteriores, estudamos a dinamica para a particula de Klein-Gordon na
presenca da corda cosmica padrao com um campo magnético aplicado geometrica-
mente ao eixo de simetria da corda. Consideraremos, nessa secao, a correspondente
dinamica num espago-tempo com fonte de torcao além daquelas ja mencionadas an-

teriormente. Esse espaco-tempo € descrito pela métrica,
o 2
ds® = —dt* + dp® + o*p*d¢?® + (dz + Jdo)* + (dx + 2—d¢> (6.24)
i

com o seguinte tensor métrico inverso,

-10 0 0 0
01 0 0 0
g9"=1 0 0 Hn @z  mer |- (6.25)
0 0 -z 1+
0 0 - QWSQpQ 27r{§p2 L+ %

com «, J e @, respectivamente, as fontes de curvatura, torcao e fluxo magnético. As

coordenadas (t, p, ¢, z,x) sdo como antes. Nessa métrica a equacao de Klein-Gordon
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torna,

{ 1 [(z — kJ — \D/27)?

;8;;([)8;;) - a2p? + MPw?p? — 7} } R(p) =0, (6.26)

Observe que matematicamente essa equagao € igual aquelas das duas se¢oes anteriores
sO que dessa vez temos a contribuicao relacionada com a torcao e representada por
J acima. Portanto, podemos resolver essa equacao seguindo o mesmo formalismo
utilizado anteriormente. Depois de alguns passos, encontramos que os autovalores da
energia sao da forma,

L Il —kJ — \®/27| 4
2a

E?* = M? + 4Mw (n ) + E* + N2 (6.27)

podemos observar que toda fonte fisica numa regiao inacessivel a nossa particula
aparece quantizada nos niveis de energia, evidenciando a nao-localidade da teoria
quantica. Contudo, o principal resultado que obtivemos nesse problema, foi a pos-
sibilidade de compensar a contribuicao elastica introduzida pelo defeito controlando
a intensidade do campo magnético aplicado externamente. Isso possibilita tornar o

meio com tor¢ao um meio continuo.

6.5 Dinamica na Presenca de um Campo Mag-

nético Homogéneo

Adicionado as fontes de curvatura e tor¢ao, um campo magnético homogéneo é
estabelecido na regiao de movimento de nossa particula. Esse espago-tempo é descrito

pela métrica,

2 3.2 2 2 27,2 2 ®  eBp? ’
ds® = —dt* + dp” + o p°d¢” + (dz + Jd¢)* + |dx + %-F 5 do (6.28)

com coordenadas cilindricas sendo usadas e as fontes de curvatura, tor¢ao e campo

magnético dadas por «, J e @, respectivamente. Nesse espago-tempo a dinamica é
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descrita pela equagao

{ 0* 10, (05— J0. ~ 20,/2m) { v € B

42

com vy = —0? — M? — 2Mw + eB (9, — JO, — 90, /27) 0, /a* + 0% + 2. Devido

o 1 2 U =0, (6.29
a7 " pop a?p? Lﬁw}  (6:29)

a invariancia translacional ao longo do eixo (z, ), independéncia temporal e sime-
tria rotacional na coordenada ¢ para o espago-tempo descrito em (6.28), supomos o

seguinte ansatz,
W(t,p, 6, 2,3) = ¢ PO R ) (6:30)
sobre esssa condigao, a equagao radial (6.29) transforma-se em

R'(p) + R (p) - (2— T R - 7) R(p) =0, (6.31)

onde usamos a seguinte abreviacao sobre os termos A, x and ~y

— —\P/2 22 )2
Ao LRI /7r7 /@:\/MQw?—l—e A
o 42

2eBANl — kJ — \® /27 B
2x

vy = E*—M?*-2Mw+ E? — 22, (6.32)

solugoes para a equagao (6.31) sdao construidas fazendo a seguinte mudanca & = kp?,

com as informagoes adicionadas
0, = 2V/K\/€0e, 07 = 4KkEDE + 20, (6.33)
Dessa forma (6.31) torna-se,

" 1, A2 1 v B
RO+ RO~ (a1~ 7 ) RO =0 (634

nesse ponto, estudamos os limite assintéticos. Para & — 0, a equacao resultante
tem solucdao normalizada dada por R(£) ~ &% No outro ponto critico, & — oo,
normalizacido é garantida escolhendo R(£) ~ e~¢/2. Uma solucdo geral satisfazendo

normalidade na origem e no infinito pode ser escrita como

R(§) = €2 e 3F(€), (6.35)
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calculando R'(§) e R"(&) e por direta substituigao dessas expressoes em (6.34) obtemos

o resultado abaixo,

A1
O+ (A1 +1-9F(© + (545 - 22) FEO =0 (6.36)
como antes, solucoes normalizaveis dessa equagao sao obtidas impondo-se
A1 v

com as expressoes dadas para A, k e vy encontramos o seguinte espectro de energia,

2Bl — kJ — AD /2
E? = M?4oMw-— 2E /27

« 2a
2B2)\? l—kJ—)XD/2 1
v ody /M2 1 © n+‘ /W|+— + k> 4+ A% (6.38)
a? 2c 2

obserque a dependéncia sobre os parametros nao-locais do espacgo-tempo represen-
tando a influéncia da topologia sobre os niveis de energia mostrando que aspec-
tos globais devem ser levados em conta caso queiramos descrever completamente a
dinamica quantica ocorrendo nesses espacos-tempos. Desse resultado, podemos ob-
servar que para B — 0 os resultados anteriores reaparecem. Essa dinamica no limite
de oscilador fraco w — 0 resulta na solucao ja encontrada na literatura [92]. Esses
limites confirmam a validade de nossa solugdo. Além disso, o resultado em (6.38)
mostra que o papel das fontes de curvatura, torcao e campos eletromagnéticos é o de

quebrar a degenerescéncia infinita dos niveis de energia.

6.6 Oscilador Relativistico na Presenca do Mono-

polo Global

Monopdlos sao defeitos topolégicos formados durante a expansao inicial do uni-
verso num processo de quebra de simetria de gauge local ou global. Sao objetos pon-

tuais, pesados, com campos gravitacionais intensos préximos de seu nicleo e formados
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quando uma simetria SO(3) é espontaneamente quebrada para U(1). O mais simples

modelo que da origem a monopodlos globais é descrito pela densidade Lagrangeana,
1 o L 1 o 912
L= 59u0"¢'0"¢" — M —1r) (6.39)

sendo ¢’ um campo escalar tripleto com j = 1,2,3. De maneira geral, o campo
de Higgs ¢/, (j = 1,2,---,N) d4 origem a defeitos topoldgicos tipo as paredes de
dominio para N = 1, cordas césmicas para N = 2 e monopolos N = 3. Para o caso de
um monopdlo estatico e isolado a métrica é descrita em coordenadas esféricas como

abaixo,
ds* = ~B(r)dr® + A(r)dr® + r*(d0 + sinfdg?) (6.40)

com (p, 8, ¢) as coordenadas esféricas com o seguinte intervalo de variagao 0 < r < oo,
0<0<7mel<¢<2me as relagoes com as coordenadas cartesianas ja conhecidas.

As fungoes A(p) e B(p) estao relacionadas por,

2G'm,

B(r) = =1-8rGn* — (6.41)

A(r)
com m, um termo de massa que aparece como uma constante de integragao e n é
a escala de energia envolvida na transicao de fase. Longe do nicleo do monopdlo
o ultimo termo pode ser desconsiderado em relacao aos dois primeiros levando ao

resultado abaixo,
B(r) = A(r)™' =1 —81Gn* = A? (6.42)

sob essa condigao e a transformacdo (7 = At,r = Ap), (6.40) transforma-se em,
2 o dp” 2( 102 20 742
ds® = —dt* + el + p*(dh* + sin“0d¢?) (6.43)
esta geometria é equivalente aquela da esfera com um déficit de angulo sélido A? =

1—8mGn?, a diferenca entre o angulo sélido da geometria plana e aquele da geometria
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do monopdlo global. Nessa geometria, a drea da esfera é menor que 47p?. A superficie
0 = /2 é equivalente a do cone com déficit de angulo 8wGn?. Devido g = —1 nao ha
potencial Newtoniano. O espago-tempo é nao-plano com escalar de curvatura (escalar
de Ricci) dado por R = 2(—1 + A?)/p*. Embora a métrica da corda césmica seja
localmente plana, o mesmo nao acontece para o espago-tempo do monopodlo global,
apesar de haver uma equivaléncia entre esses espagos para a superficie § = /2.
Esse é o espaco-tempo sobre o qual analisaremos a dinamica quantica de uma
particula escalar na presenca de uma interacao tipo oscilador de Klein-Gordon. Nesse
espago-tempo a equacao de Klein-Gordon é construida a partir do operador D’Alam-

bertiano generalizado dado pela expressao

{\/%_gau\/—_gg’“’&, — M2} U =0. (6.44)

com o termo /—g¢g e a matriz inversa, g"¥ dados, respectivamente, pelas expressoes

p%sinf

V=9 = =}
11
G = (—1,/\2 — ) (6.45)

" p? p2sin20
o acoplamento da interagao tipo oscilador de Klein-Gordon para a equagao (6.44) no

espago-tempo descrito por (6.43) permite reescrevé-la na forma,

A? 1 1
{—83 + P(@,J + Muwp)(p*0, — Mwp®) + Op(sin00p) + ———5-05 — M2} v =0,

p2sind p2sin26

(6.46)

depois de alguns passos essa equacao transforma-se em,

2 2 2
L2 92+ M }\11:0,

“NE T (6.47)

1
{?(3,) + Mwp)(p*0, — Mwp?)

onde usamos o operador de momento angular da mecanica quantica .2 em coorde-

nadas esféricas. Sob o ansatz

U = e Ry(p)Yin(0, ), (6.48)
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e as informagoes adicionais abaixo

LYi(0.0) = Ul +1)Yin(0,9), (6.49)
50, + Mup) (%9, = Mup)Rlp) = R'(p) + ZR(p) = (M*u"p? + 3w)R(p),

a equagao (6.47) transforma-se em

R'(p) + %R%p) - {M%?p? n % - v] R(p) =0, (6.50)

E2 7M2
A2

com y = —3Mw. Nesse ponto, chegamos a uma equacao do tipo ja trabalhada
anteriormente. Sua solucdo é construida fazendo a substituicao x = Mwp?. Depois

de alguma &algebra chegamos a

3 {l(l%—l) 1 v

R'(x) + —R/(x) - —0, (6.51)

- " | R(x)=
4A22 4 4Mw:c} (@)
Estudando os limites assint6ticos, uma solugao geral para R(z) finita na origem e no

infinito é obtida a partir da expressao
R(z) = 2°e 2 F(2), (6.52)

com a constante  acima dada por

ﬁ:—i (1— 1+w>. (6.53)

sob essa condigao reescrevemos (6.51) na forma,

3 3
oF"(x) + (25—1—5—:1:) F'(z) — (ﬁ—i_z_;_i) F(z)=0. (6.54)
w
observe que a equacao encontrada é do tipo hipergeométrica confluente, cuja norma-

lidade das solugoes é conseguida impondo-se

3
B4 == n=0,41,%2, (6.55)
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E2—M?

usando a expressao 7 = “—z— — 3Mw e resolvendo a equagao resultante para a
energia E obtemos,
1 410+ 1 5
E?* = M? 4 2M°Mw | 2n + = 1+g+— : (6.56)
2 A? 2
para o conjunto de autovalores e
. —iEt 283 _ Muwp? 3 2
\I](ta ’I“) =Ae Yim(9> ¢)p e 2 F -n, 25 + 57 wa : (657)

para o conjunto de autovetores.
Vamos analisar o limite nao-relativistico desse resultado. Para isso, usamos a
aproximacao E = M + € com € < M e expandimos a expressao resultante em série

de Taylor. Em seguida obtemos o resultado,

1 Al+1) 5\ Ahw? 1 A+ 1)
Er M+ A2hw | 2n+ 24 /14 0T 2 M4 —4)1 4
ot w<"+2 TR +2> o \MTeVE Tt TR

com o primeiro termo associado a energia de repouso da particula, o iltimo é a
correcao relativistica adicionada a energia do oscilador harmoénico nao-relativistico

dada no segundo termo.

6.7 Consideracoes Finais

Nessa contribuicao analisamos a dinamica quantica de particulas na presenca do
oscilador de Klein-Gordon e de campos eletromagnéticos e gravitacionais em dife-
rentes configuracoes da métrica da corda césmica e do monopodlo global. Na presenca
da corda cosmica usual, o espectro de energia assim como as autofuncoes tém de-
pendéncia explicita com o parametro conico desse espaco além da forma geral para
o espectro na presenca do oscilador harmonico padrao. Quando analisamos essa

dinanica na presenca da corda magneticamente carregada, a nova solugao apresentou

bt

2

)2

(6.58)
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a parte angular adicionada com uma quantidade proporcional a intensidade do campo
magnético aplicado. Na presenca de torcao uma importante consequéncia aparece.
Podemos cancelar a contribuicao elastica introduzida pelo defeito, controlando exter-
namente a intensidade do campo magnético. No espaco-tempo do monopdlo global,
o espectro de energia aparece numa forma que combina a energia de repouso com
a energia do oscilador claramente dependente do déficit de angulo sélido. No limite

nao-relativistico essa energia é acrescida de um termo quadratico relativistico.



Capitulo 7

Particula Escalar no Universo de

Godel com Defeitos Topoldgicos

7.1 Introducao

Por ocasiao dos setenta anos do nascimento de Albert Einstein, Kurt Goéedel
[100], apresentou uma solugao das equagoes de campo de Einstein para um universo
homogéneo, com uma constante cosmoldgica negativa e um fluido perfeito como fonte.
Esta solugao previa a existéncia de curvas tipo-tempo fechadas, conceito que viola o
principio da causalidade e que levou a uma série de discussoes para o estabelecimento
de uma regiao cronologicamente segura [101, 102, 103]. Mais recentemente solugoes
de supersimetria, supergravidade em 10 e 11D aparecem como solugoes do tipo-Godel
[104, 105]. Além disso, o movimento cldssico (geodésico) nessas geometrias pode ter
uma equivalente descricao para o caso quantico do movimento de particulas em su-
perficies de curvatura constante e na presenca de campos magnéticos [106, 107]. O
caso das oOrbitas fechadas, do ponto de vista quantico, se tornaria possivel quando o
movimento ocorresse na presenca de campos magnéticos muito intensos forcando a

particula a seguir uma tal curva. Dada essa interseccao da abordagem quantica e da

73
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relatividade geral einstiniana, faremos um estudo da influéncia sobre os autovalores
da energia e autoestados do operador hamiltoniano devido a presenca de defeitos
topoldgicos, em particular a corda cdésmica, imersa no espago-tempo de Godel. A cor-
respondente métrica desse espaco se caracteriza pelo parametro [ que pode assumir
valores nulo, positivos e negativos e que implicam na existéncia da geometria plana,
esférica e hiperbdlica. Esse estudo serd realizado com a equacao de Klein-Gordon
aplicada a essas geometrias. No final desse capitulo, estabeleceremos uma conexao
da fisica nos niveis classicos e quanticos e as corregoes introduzidas pela presenca da

corda cosmica.

7.2 Familia de Solucoes do Tipo Godel

Os espagos-tempos tipo-Godel embora nao descrevam o cenario atual do nosso
universo,que passa por uma expansao acelerada, nos permite fazer um estudo fisico-
matematico de universos com rotacao rigida e violagao de causalidade. Além disso,
tais métricas sendo escritas numa forma compacta, permite que os problemas possam
ser resolvidos analiticamente [102].

Estamos interessados em analisar os espacgos-tempos tipo-Godel pela abordagem
classica do movimento geodésico. E suficiente apresentar a solucao das equacoes
geodésicas em coordenadas cartesianas, podendo-se generalizar para outras coorde-
nadas como cilindricas, esféricas ou hiperbdlicas. Dessa forma, apresentamos a seguir
a expressao geral para a métrica do espago-tempo tipo-Gddel dotado de uma corda

cosmica. A presenga da corda sugere que usemos as coordenadas polares (t,7, ¢, z),

sinh?lr

2
ds® = — (dt + an—2d¢> + o

o sinh?2r

e d¢* + dr* + dz* (7.1)

aqui @« = 1—4p, num sistema de unidades onde a constante gravitacional de Newton G

e a velocidade da luz ¢ sao assumidos iguais a unidade, o é um parametro associado
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com o grau de conicidade do espago-tempo, p é densidade de massa da corda. O
presente espaco tem um déficit angular para cordas com densidade de massa posi-
tiva, e excesso angular para o caso de cordas com densidade de massa negativa. As
coordenadas cilindricas tém os seguintes intervalos: 0 < r < oo, —o0 < (t,2) < 00
e 0 < ¢ < 27. Nas secoes seguintes fazendo-se o limite [ — 0 na equagao acima,
obtemos a métrica do Som-Raychaudhuri [108]. Para £ = 0 obtemos a métrica de
Minkowski quando consideramos, além disso, a = 1. A solugao original de Godel
[100] equivale a assumir [ = Q%/2 e o espago-tempo Anti-de Sitter [109] corresponde
al? =02

Como destacado inicialmente, um dos principais resultados dessa solugao (7.1) é a
existéncia das curvas tipo-tempo fechadas (CTCs). A localizacao dessas curvas ¢ feita
estudando-se a seguinte condicao sobre a parte angular da métrica gyy = 0. Usando

(7.1) obtemos,

sinh®2lr Q2 [

e 7 sinh*lr =0 —  tanh(lr.) q (7.2)

com a regiao (r < r.) de raio r. livre de CTCs e chamada de cavidade cronologica-
mente segura. Devido a homogeneidade da métrica para translacoes ao longo do eixo
z, obtemos um cilindro cronologicamente seguro de raio r. sem curvas tipo-tempo
fechadas para r < r. e com CTC na regiao externa r > r..

As métricas tipo-Godel podem ser escritas numa forma geral,
ds® = —[dt + Aj(z)dx')? + hydz'dx’ (7.3)

onde as coordenadas do espaco-tempo sao representadas por x'. Essa forma geral
representa superficies de curvatura constante nos trés casos a serem analisados res-
tritos pelos seguintes valores de I: | < 0,1 = 0 el > 0. Como veremos abaixo, o
principal aspecto dessas métricas é que as geodésicas nesse espaco-tempo sao circulos,

compartilhando uma mesma descricao fisica para as érbitas de elétrons movendo-se na
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presenca de campos magnéticos perpendiculares e conhecidas como érbitas de Larmor.
Além disso, os niveis de energia nesses espacos-tempos tém uma estrutura de Landau
como no espago-tempo de Minkowski com curvatura constante [103, 106, 107, 110].
Para calcular as posicoes das CTC num espago-tempo tipo-Godel sao exigidos
as isometrias associadas com as propriedades de simetria translacional. Essas pro-
priedades estao presentes nos vetores de Killing discutidos por M. Rebougas [102]
para uma variedade Riemaniana com métricas tipo-Godel. Essa homogeneidade é

descrita pelas equagoes,

0 0 0 0 0
Ky = — K=— Ky=— Ky=— — —
0 at7 1 azﬂ 2 ay? 3 ax myay7
2 0 0 m o 1 0
K _ 2 ,-mz = 7 2 - —2mx|
! m° ot 8$+{2ym6 }ay

essas isometrias sao equivalentes para as métricas de Som-Raychaudhuri (7.1) es-
colhendo I = m/2 nas equagbes acima. E importante observar que as isometrias

satisfazem as seguintes relagoes de comutagao,
(Ko, Ki] = [Ki,K;]=0, i=0...4, [Ky K3]=—2IK,,
(Ko, Ky = — K3, [Ks, K] =—2lK, (7.4)
A partir daqui, faremos uma discussao sobre métricas tipo-Godel com énfase para

a obtenc¢ao das curvas geodésicas. Em coordenadas cartesianas a métrica (7.1) torna-

se,

ds® = —[dt + Q(ydz — xdy)]* + dz* + dy* + d2?, (7.5)

e as equagoes geodésicas para essa métrica seguem do principio da minima agcao.
Construamos a seguinte Lagrangeana,

L=—[t+Qyi—axy))* +a? + 9> + 22 (7.6)

Usando a equacao de Euler-Lagrange 0L /dg; — d%@L /0q; as equagoes geodésicas sao,

P d P d
er zgcld—z = 0; it 2chd—g’ ~0 (7.7)

ds? ds? s
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com “s” sendo uma constante de parametriza¢ao ao longo da curva e C; = t+Q(yz —
xy) é a quantidade conservada associada com a isometria J; da métrica. Esse conjunto

tem solucao

x(s) = A sin(2QC1s) — B cos(2QC s) + xg
y(s) = A cos(2Q2C,s) + B sin(2Q2C,s) + yo (7.8)

Observe que r? = z%+y? define uma trajetéria circular com origem arbitraria (g, y)-

Novamente, em acordo com a equacao (2.17) de [103] mostrada abaixo,

C2—m? — C?
7”2 = t 49203 (79)

Nota-se que para C, = 0, quantidade conservada associada com a isometria 0., as
geodésicas nulas, m? = 0, definem uma regido cronologicamente segura com raio
ry = 1/2Q independente do parametro C;. Na regido exterior com raio r > r,, existe
curvas tipo-tempo fechadas na qual a violacao de causalidade ocorre. Para a regiao
com geodésicas nulas ou tipo-tempo, m? > 0, as geodésicas projetam a circulos com
raio menor do que 1/2€); resultado que pode ser confirmado analisando a equagao
acima.

Nas segoes seguintes, faremos uma abordagem sobre a influéncia dos defeitos
topoldgicos na dinamica quantica de particulas escalares ocorrendo em espagos-tempos

descritos por métricas do tipo-Godel.
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7.3 Equacao de Klein-Gordon

A dinamica de uma particula de spin-0 é governada pela equacao de Klein-Gordon,
que na formulagao covariante assume a forma,
1
V=g

onde M é a massa da particula, g é o determinante do tensor métrico g,,(x) com

0,(v/ =99 8,) — M?| ¥(t, %) =0 (7.10)

matriz inversa ¢g"”(x) e 0; sao derivadas covariantes nas coordenadas espaciais. V(t, )
¢ a amplitude de probabilidade de encontrar a particula em torno da posicao x. Essa
equacao serd analisada nas geometrias associadas com os possiveis valores de 2, que
podem assumir [? = 0, [> < 0 e [?> > 0, correspondendo a geometrias plana, esférica e

hiperbdlica, respectivamente.

7.3.1 Espaco-tempo de Som-Raychaudhuri - {> — 0

Devido as propriedades de simetrias, a geometria plana é determinada a partir
da equacao (7.1) tomando-se o limite [ — 0. Usando as expansoes trigonométricas
adequadas, encontramos que a meétrica resultante corresponde ao espago-tempo de

Som-Raychaudhuri [108],
ds* = —(dt +aQride)* + dr® + o*r’d¢* + d2* (7.11)

a partir do tensor métrico g, (z) encontramos o tensor contravariante g*”(z) da forma

abaixo,
-1 0 —afr? 0 Qrr—-10 -2 0
0 1 0 0 » 0 1 0 0
G = 2 2,.2 20)2,.2 9= Q 1 (7.12)
—afdrs 0 a®r*—a*Qr° 0 —= 0 == 0
0 0 0 1 0 0O 0 1
com determinante g = det(g,,) = —a*r?. O termo que participa da equagao de

Klein-Gordon é \/—g = ar. Com essas informagoes, podemos construir o operador
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D’Alambertiano, assinalado por O, da seguinte forma,

_
Vg

Aplicado a geometria descrita pela métrica (7.11) obtemos a seguinte expressao,

O

Ou(v/=99""0y) (7.13)

1 Q 1
0O = —0, {ar-(QZTQ—l)-at—ar-—-%} + —Jar-1-0.(ro,)] +
ar Q ar
Ly {2 0 Oy +0? 7.14
+ a¢ —Oz?"-a' t—|—047“'a2r2' (o) + 2 ( )

com isso podemos escrever a equagao de Klein-Gordon (7.10)

10 [ 8 1 [0 ,0\° @ )
[FE(TE>+W(0_¢_O‘QT a) " taz M

como o espago-tempo nao dependente explicitamente das coordenadas (t,¢) e é in-

variante sob translagao ao longo do eixo z, supomos uma solucao do tipo,
U(t,r, ¢,z) = e Witimotikzg (), (7.16)

substituindo esse ansatz em (7.15), obtemos
d?>®(r)  1do(r) at
= bt — d(r)=0 7.17
dr? * rodr 2 o) el =0, (7.17)

2mQw
«a

coma=m/a,b=Qwey=w’— — M? — k2. Fazendo-se a seguinte substituicao

de variaveis € = br?, com as seguinte informacoes adicionais
bl

i) i)
= 2\/5\/58—5

p

02 52 B

L = 4be 42— 1
57 b 58+ 5 (7.18)

a equacao (7.17) transforma-se em

7 1 / a2 1 i o
R"(&) + ER (&) — <4—£2 + - E) R(¢) =0, (7.19)
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nesse ponto, passamos a estudar o comportamento assintético dessa equacgao. No

ponto critico & — 0 obtemos,
R + L F(6) — S R(E) = 0 (7.20)
3 47
cuja solucdo é do tipo AEY2 + B£~%2. No entanto, nesse limite, o segundo termo
diverge. Normalidade é conseguida impondo B = 0, portanto R(¢) =~ &l91/2. Para

¢ — oo encontramos,
RI(E) — 7RO =0, (7.21)

cuja solucdo é Cet/? + De~¢/2. Novamente normalidade exige C' = 0. Como solucio

para a equagao geral (7.19) escolhemos,
R(z) = ¢Pe4F(9), (7.22)

e com as seguintes derivadas,

, ol 1 ,
= | —=—=|F F
R(z) (25 2) (&) + F(¢)
) o o a1 al 1Y e o
= |- —-—"=+-|F — — - | F F
por substituicdo direta dessas expressoes em (7.19) obtemos a seguinte equagao,

EF(€) + ('%"' +1- g) F(€) - <|;"—a| + % - ﬁ) F(&) =0. (7.23)

onde v = w? — 2Qmw/a — k* — M?. Comparada com a literatura das equacoes dife-
renciais, vemos que a equacao encontrada é do tipo hipergeométrica confluente, muito
comum no tratamento de problemas envolvendo a dinamica quantica de particulas
ocorrendo na presenca da geometria da corda coésmica. Essa equacao permite nor-
malizacao se termos de ordem superior a " forem todos nulos. Essa condicao é
satisfeita igualando-se o ultimo termo da equagao acima a um inteiro negativo ou
zero. Matematicamente, equivale a escrever,

m| 1 v
L I A .24
20 + 2 4Quw " (7.24)



Coordenadas Esféricas - [> < 0 81

comn =0,1,2,---. Além da normalidade das solugoes, essa escolha permite determi-
nar exatamente os autovalores da energia. Usando o valor para v = w? — 2Qmuw/a —

k? — M? na equacao acima e resolvendo a equacao resultante para w obtemos

2
w:(2n+m+m+1)ﬂi (2n+M+@+1) 02+ M2+ k2 (7.25)
[0 (6% (6% «

vemos, portanto, que os niveis de energia da particula trazem informacoes acerca
do espacgo-tempo em consideracao, sobretudo aspectos globais caracterizado pelo
parametro « na expessao acima. KEsse fato é surpreendente devido ao fato que o
espacgo tempo é localmente plano e que normalmente nenhuma mudanca deveria es-
tar presente e os niveis de energia nao deveriam ser diferentes daqueles encontrados
com a geometria minkowskiana [103]. A dependéncia dos niveis de energia sobre
grandezas fisicas externas a regiao acessivel a nossa particula é associada a influéncia
da topologia no nivel quantico e comprova o carater nao-local da teoria quantica.
Além disso, esse aspecto nao-local estd presente também nos auto-estados da

particula, como abaixo,

U(t,7, 6, 2) = Cpy et imtibzp 5l o=t o <—n, % +1, Qwﬁ) : (7.26)
observe que o parametro topoldgico v aparece no problema de autovalores assim como
nas autofuncoes da particula interagindo com a geometria conica no espaco-tempo de
Som-Raychaudhuri. Essa dependéncia, mostra que temos que considerar, nao apenas
aspectos locais do espago-tempo, mas também aspectos globais (topoldgicos) para
uma completa e precisa descricao do problema de interagao entre sistemas atomicos e
campos gravitacionais produzidos por defeitos topoldgicos, no presente caso, a corda

cosmica.
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7.3.2 Coordenadas Esféricas - [2 < 0

A correspondente métrica nas coordenadas esféricas, equivalente ao caso 12 < 0 e

obedecendo uma representacao tipo-Godel, é escrita abaixo,

a5t = — (at+ —2 4y (i _2(d2+ 2244%) + 22 (7.27)
° T 1+ r2/4R? arz) e °

com a seguinte representacao para tensor métrico g,, e sua matriz inversa gh”,

aQr?
-1 0 e 0
o (1+) 0 0
Ju = 2 \2 (728)
aQr? 0 (1+4R2) 0
" 14r2/4R? a?r?
0 0 0 1
Q22 — 1 0 —2(1+4m) 0
)\ 2
0 (1+ ) 0 0
g’u,ll frng 0 , (1_;’_7‘722)2
2 (1 + m) 0 e 0
0 0 0 1
e com determinante g = det(g,,) = —a?r?/(1 + r*/4R%*)*. Como antes, nos interessa

o termo /=g = ar/(1 + r?/4R?*)?. Podemos construir o operador D’Alambertiano
0 = 0,(v/—99"0,)/+/—g usando as informagoes acima. Apds alguns passos, obtemos

o resultado

2\ 2 92 2 o2
0= (1 + T—) %&(r&n) %y 1 <% - 4932@) 2 — 92— 292¢at T

42 a?r?  16R4 \ « 202 R?
(7.29)

dessa forma a equagao (7.10) sujeita ao ansatz (7.16) torna-se

PN\ [d® 1d a’>  b*r?
R ) R —y)®(r)=0 7.30
(+4R2> {dr2+rdr} (r) (r2+16R4 7) (r) =0, (7.30)
com 4 = w? — e 2me g2 €2 g — ™o ) — (24 4QR%). Usando a

representacao estereografica para a esfera, propomos a seguinte mudanca de variavel,
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r = 2R tanf. Para essa representacao usamos

2 B cos?0 2 (9_2 B 005493_2 B sinﬁcosg’@g (731)
or 2R 90" 0Or? AR? 06? 2R? 00’ '
com isso encontramos a seguinte equagao
1 2sinf a’cos*0  b*sin*0
(0 — ' (0) — —4R*Y ) ®(9) =
(6) + <sz’n0003«9 cost) ) (6) ( sin?6 cos?0 R 7) (6) =0,
(7.32)

uma nova equacao pode ser obtida pelas mudancas x = cosf seguida por £ = 1 — z2.

A equagao encontrada estd mostrada abaixo,

20 do  [a2(1—¢€) b ,
1—-¢— 1—-26)— — — R ®=0. 7.33
-5 +1-29% - | =L T ] (7.33)
reescrevendo essa mesma equacao na forma abaixo,
A?® 1-2¢ dd [52 72 R }
n LA A - ® =0, 7.34
& gi-ok - |le i o9 730
segue diretamente que 5 = a/2 e v = b/2. Nesse ponto, estudamos os limites

assintéticos dessa equacgao para requerimentos de integrabilidade em todo o espaco.

Para & — 0 nossa expressao acima transforma-se em,

*®  1dd 3

—+-——=9=0 7.35

@i et (7:39)
cuja solucdo é a combinacdo linear A¢P + B¢=181 Nesse limite, o segundo termo é
divergente e a condicao de integrabilidade nos forca escolher B — 0. Nossa primeira

solucdo parcial é, portanto, ® ~ £/°l. Ainda com relacdo a equacao (7.34), tomando-se

o limite ¢ — 1 ficamos,

d*® 1 do 72

- = 2 p=0 7.36

¢ 1-¢dg  (1-¢)? ’ (736)
com a seguinte solucao C(1 — &) + D(1 — &)7". Integrabilidade das autofungoes
exigem D = 0 e nossa segunda solucdo parcial é ® ~ (1 — &I, Essas duas condicdes

de contorno podem ser expressas unicamente usando-se a seguinte expressao,

o(&) =01 - MR (9), (7.37)
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observe que a equacao a ser resolvida é a (7.33) sob o unsatz acima. Para tanto,

vamos calcular as derivadas envolvidas,

v(©) = (§-12) O+ F© (7.38)
" B(B—1) . 207 (v —1) % . 2_7 ' "
e = M- gl i Fo+ (B i) Fe e

sob essas condigoes, nossa equacao (7.33) transforma-se em,

EL=F" () +[28+1— (28427 +2) ] F'(§) — [B+ 207+ — R*] F(§) =0,

com =52y = 1™ L 4QR%w| e ' = w? — B — 2 — k2 — M. Com isso,

encontramos a equagao final
2

d*F |m| 2/m| ) dF [m? |m|
5(1—§)d—€2 + |:7+1—(T+49Rw+2>§ d_f_ E—f-?—f—
+ 20R? (% + g + 1) w— R*(k* + MQ)} F=0. (7.39)

observe que a equagao para nosso problema foi encontrada na forma geral de uma
funcao hipergeométrica, z(1 — z)F"(z) + (¢ — (a + b+ 1)z)F'(x) — abF(z) = 0. O
problema da quantizagao da energia exige o conhecimento de cada um dos termos a,

b e ¢ da hipergeométrica. Para esse fim, considere a identificacao,
at+b+1=A4 ab=B — a*—(A-1)a+B=0 (7.40)

com A=2" 4 4QR*w +2 e B="5 + I 4 20 R? <@+%+1>w—R2(k2+M2).

Usando essas informagoes encontramos a seguinte expressao para a constante a,

1 1
m| + 2QR*w + = £ 4 [ 402 R4w? + 20 R? Im| _m w+ — + R?(w? — k? — M?),
« 2 « « 4
(7.41)
A quantizacao da energia é encontrada impondo a = —n, resultando em
1
{4923%2 + 2QR? (M - @) w7+ R*(w* — k* — MQ)} =
« «

1 2
= <n + Im] + 20 R*w + 5) , (7.42)

«



Coordenadas Hiperbdlicas - 1> > 0 85

resolvendo a equacao resultante para w obtemos

w=(2n+|m—|+@+1)§zi (7.43)
(0% (6%

2
1
o (e e L ) e e,
o « R2 «Q «Q

com degenerescéncia finita no seguinte intervalo —n < m/a < 4O R?*w. Nesse es-

pectro, observamos a dependéncia sobre o parametro «, evidenciando a importancia
dos aspectos topoldgicos do problema. Seguindo a discussao da secao anterior, os
autovalores do presente hamiltoniano em coordenadas esféricas tornam-se aqueles do
caso plano tomando-se o limite R — 0o, um teste que assegura a validade de nossos
calculos com a geometria esférica.

Os autoestados do hamiltoniano sao escritos como abaixo,

\I’(t, g, ¢7 Z) — Cnvmefiwt+im¢+ikz£|2%l(1 _ 5)%’%4‘491{210’}7‘ (a’ b7 m + 1’ f) (744)

(0%

Esses estados degenerados estao presentes para valores inteiros do parametro
topoldgico a. Para valores nao-inteiros, a presenca desse parametro quebra a de-
generescéncia dos niveis de energia. Além disso, como no problema de Landau em
superficies de curvatura constante, o espectro (7.43) tem um termo linear em n adi-
cionado da correcao quadratica introduzida pela curvatura. Esse espectro tem uma
dependéncia andloga dos niveis de energia para os casos discutidos por Comtet e
Dunne [106, 107], para o problema de interagao de particulas com campos magnéticos.
Dai, podermos colocar sobre uma mesma descri¢ao a interacao entre particulas car-
regadas e campos eletromagnéticos com a interagao entre sistemas atomicos e fontes
de campos gravitacionais produzidos por defeitos topoldgicos, como a corda coésmica

da presente secao.
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7.3.3 Coordenadas Hiperbdlicas - [> > 0

Na presente secao abordaremos o problema de interagao entre a particula escalar
e a corda cosmica na geometria hiperbdlica. O espago-tempo hiperbdlico equivale a

assumir [? > 0 na equagao (7.1). Encontramos a seguinte métrica,

o\
ds? = — (dt + f_—;ﬂdgb) + (1= 22)2(dr + a2r%de”) + d22 (7.45)

a partir dessa métrica constrimos o tensor métrico g,,, dado abaixo,

afr?

-1 0 “ipz 0
0  —hs 0 0
. (—1+12r2)2
gull - - aQT2 O 0427“2(1—()21”2) O (746)
1-12r2 (1—1272)2
0 0 0 1
a partir dessa representcao matricial, obtemos sua inversa ¢g"” na forma,
022 — 1 0 e
5 0 (=1 + 12r?)? 0 0
g = Q(=1+12r2) (—141272)2 (7.47)
T 0 0
0 0 0 1
segue também que o determinante do tensor g, é g = —a?r?/(—=1 + *r?)? e

como antes devemos considerar \/—¢g = ar/(—1 + [?’r?). Com essas informagoes,

encontramos que o operador D’Alambertiano O é,

21205 2Q0,0,
«

v + 02, (7.48)

r a?r? [2

82 2
(Pr® — 1)218T(r&) + 41 (% + %) r’— 0
«

Portanto, a equagao de Klein-Gordon (7.10) juntamente com (7.16) transforma-se em,

2 1d 2
(o (Gt i)~ (v =) fem =0 @

. m . m Quw /I 2 212m? 2Qmw 2 2 :
coma = 2 b ="+ ey =w + =5 — =% —k*— M*. Guiados pela

, - (0 tanh(16
representacao estereografica na geometria hiperbdlica escolhemos r = MT() Nessa
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nova representagao devemos considerar,

2 2
% = cosh%@%; % = coshﬂ@% + 2l3mhl0003h3l9%, (7.50)

com isso encontramos uma nova equagao,

d> 21 sinh(10) l d a’lcosh®(10)  1*b?sinh?*(10) ,
— + — — = . + — | ¢ @(0) =0,
do? cosh(10) sinh(l0)cosh(16) | db sinh?(10) cosh(10)

a partir dessa equacao, impomos a mudanga de varidveis y = cosh(lf) seguida por
¢ = y* — 1. Depois de alguma &lgebra obtemos,

a2(1+¢€) e o
A¢ A(1+6) 4P

E(1+ O)D"(E) + (11 26)9/(E) — [ ] () = 0. (7.52)

para 0s passos seguintes reesecrevemos a equagao acima como,

2 2 /
YO g g &t Trer maiTg) WO 9
com o uso das constantes 3 = J* e v = % (% + Slz—;”) Tomando o limite & — 0 a
equacao acima torna-se,
" 1., 3
() + g@ (&) - g@(é) = 0m (7.54)

com solucdo dada por €I, 0 médulo para garantir integrabilidade nesse limite. Para

¢ — —1 obtemos,

1 72
(&) + ——D'(§) — ——=P(£) =0, 7.55
com solucdo satisfazendo as condicdes de normalidade escritas na forma (1 + &),

Logo, nesses dois pontos criticos uma solugao geral de (7.52) é dada por,

o) = P+ ohlr (7.56)
(E) = (§+1%5) F(&) + F'(€)

5(6 — 1) 25’7 7(7 — 1) 25 2y / "
e g e 1O+ (7 e ro e,
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substituigao direta desses termos na equagao (7.52) resulta,

/

v

A=OF (O +20+1-(20+27+2) ¢ F'(§) — [B+207+ 7+ 7| F(§). =0(7.57)

412

com os valores para 3 e v dados acima, os coeficientes acima tornam-se

26+1 = D41 (7.58)
oY
2lm|  Quw
20+2v+2 = M‘F—Q—FQ
o) l
v m2  Q [Im| m Im|  w*— M? — k?
2 oo m rmym ) m e T
G207+ 3 a2+212< )t T T

veja que a equacao (7.57) estd na forma geral de uma equagao hipergeométrica x(1 —
2)F"(x) + (¢ — (a+ b+ 1)x)F'(xz) — abF(z) = 0. Identificando termo a termo com a

equagao (7.57) obtemos o conjunto abaixo,

c = 241 (7.59)
o
2 Q
atb1 = Al Qv
o [?
- m2+Q |m|+m+1 +|m|+w2—M2—k:2
A AN o 412 ’

das trés constantes desconhecidas aparecendo na hipergeométrica geral, restam-nos

determinar a e b. Para esse fim, considere o sistema de equagoes abaixo,

a+b+1=A ¢ ab= B

[\

a>—(A—1)a+B=0 (7.60)

g

que leva ao seguinte resultado para a constante a,

|’I77,_|+Q_w+1 :|: QQU)Q_'_& M_E +l_w
« o T2 - Top e T a) T 472 ’

o problema de determinar os niveis de energia é feito assumindo a = —n, isto é,

92w2+§2 m|  m +1 w? — k* — M? +|m|+Qw+1 2 (7.61)
— - |wt+-—-—F———=|n+—+ —+= :
474 2\ a « 4 412 a 22 2) 7
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resolvendo a equagao resultante para w encontramos o espectro de energia para a

particula,

w = (2n+M+@+1)Q + (7.62)
(6% (0

2
+ \/(Qn+M+m+l) 92—4l2(n+M> <n+M+1)+M2+k2.
a o« « «

como garantia de validade de nossos calculos observe que o limite de Som-Raychau-

dhuri é satisfeito a partir do resultado acima tomando-se o limite [> — 0. Novamente,
como esperavamos, a dependéncia nao-local dos niveis de energia permite fazer um
teste local dos aspectos globais do espaco-tempo em consideracao.

Como apontado em [103, 110], na geometria hiperbélica os niveis de energia se
separam entre estados continuos e discretos. Para estabelecer essa separacao considere

a equagao abaixo,

1
/\2:—[1+

(7.63)

4

-2, 20 (]m\ m) k:2+M2}
_ w+— ,
a o«

I P 2

queremos analisar os casos nos quais A > 1 ou A < 1. A condicao Q2 > [? implica que
A > 1 e como discutido em [110] o espectro estd numa regiao com niveis discretos.

Mesmo para Q2 < [2 os niveis sao discretos limitados superiormente pela energia,

Q2 [im| m 024 im|  m\>  2(k?+m?)
< — )ty | = - = — .64
w_ZQ—QZ(a 04) \/(12—92)2<a a) * -0 7 (7.64)

e acima desse limite a regiao com espectro continuo aparece. Os estados do caso

hiperbdélico sao,

N|=

Yt €, b, 2) = Cyme WtHmotikzess (1 4 )3 (549 p (a, b, m| + 1,§> . (7.65)

«

para 0 < m/a < oo, e

NI

(€, b, 2) = Cp e wtrimstibze=35 (1 | o) (8 +%) p (a, p, Iml 1,5) . (7.66)

«
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para —n < m/a < 0.

Esses estados discretos sao limitados superiormente pela condicao sobre n,

Q [M2ik2 20
<2n+|m—|+@+1>g— i (|m_|_@)_ (7.67)
(0] «

l 2 —-Q2 2\« «

e acima desse limite estados com niveis continuos aparecem com energia satisfazendo
a equagao (7.62). Para finalizar a presente se¢@o, é importante observar que os niveis
espectrais para particulas interagindo com o espago-tempo da corda césmica se sepa-
ram, no caso quantico, em duas regioes: uma com niveis discretos associados no
nivel classico com a regiao contendo curvas tipo-tempo fechadas e a outra com niveis
continuos, que na abordagem classica, corresponde a regiao cronologicamente segura,

livre de CTCs.

7.4 Conclusao

Nesse capitulo estudamos a dinamica de uma particula escalar na presenca de
espacos-tempos do tipo-Godel. Resolvemos a equacao de Klein-Gordon nas geome-
trias de Som-Raychaudhuri, esférica e hiperbdlica, classificadas de acordo com o sinal
do parametro /2. Em ambos os casos, a curvatura e a rotacao do espaco-tempo repre-
sentadas por « e €2, respectivamente, sao determinantes para o estudo do problema
de autovalores. Particularmente, para a geometria hiperbdlica a relagao entre §2 e [
separa os niveis de energia em discretos e continuos, contrario aos outros dois casos,
cujos niveis se classificam apenas como discretos. O estudo classico das geodésicas e
a existancia de curvas tipo-tempo fechadas, nos permitiram associar a dinamica de
particulas ocorrendo em métricas do tipo-Godel com aquelas na presenca de fortes

campos magnéticos.



Capitulo 8

Conclusoes e Perspectivas

8.1 Consideracoes Finais

Estudamos nessa tese a influéncia dos defeitos topoldgicos nas dinamicas classicas
e quanticas de particulas spinoriais e escalares. Nas geometrias da corda cdsmica e
do monopodlo global, resolvemos as equagoes de Dirac e Klein-Gordon em diferentes
configuragoes envolvendo fontes de curvatura, tor¢ao, momentos angulares e campos
magnéticos. Nessas geometrias construimos os conjuntos de autovalores e autofungoes
dessas equagoes. O importante tema das interagoes harmonicas para particulas spino-
riais e escalares também foi considerado. Nesse caso, limites nao-relativisticos foram
tomados e os espectros de energias e autofuncoes determinados exatamente. Em
espacos-tempos do tipo Godel, estudamos a dinamica cléssica e quantica de particulas
escalares calculando os niveis de energia e autofungoes associados.

No contexto classico, estudamos a auto-interacao eletromagnética sobre cargas
elétricas e correntes produzida pela topologia do espago-tempo. Considerando a geo-
metria das ruas de vortices de von Kéarmén, calculamos as auto-energias elétricas e
magnéticas sobre as cargas e correntes, usando o fato de que o espago-tempo das

multiplas cordas é bidimensional e, portanto, conforme ao espaco euclidiano. Essa

91
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propriedade simplificou em muito, o célculo da fun¢ao de Green regularizada, presente
nas expressoes das auto-energias e nos permitiu escrever essa fungao em termos do
fator conforme, cuja implicacao foi a de caracterizar localmente os aspectos globais
do espacgo-tempo. Mais importantes foram o carater repulsivo e atrativo, que surgem
sobre as fontes elétricas e magnéticas, respectivamente. Dessa forma, a linha uniforme
de carga elétrica, na presenca da geometria de von Karman foi repelida para o “in-
finito”, situacao contraria para a linha de corrente, que foi magneticamente atraida
por essa geometria. Por fim, analisamos o limite de um unico vortice a partir da
geometria das ruas de von Karman. Impondo-se a condicao [(a,b) >> (x,y)], calcu-
lamos o fator conforme, que levou a uma nova expressao para a auto-energia. Nesse
limite, o carater repulsivo e atrativo sobre cargas elétricas e correntes foi novamente
obtido.

O estudo da influéncia da topologia no contexto quantico, comecou com o calculo
da fase de Berry adquirida por uma particula de spin 1/2 na presenga do cone quiral.
Escrevemos a equacao de Dirac nesse espago-tempo e usamos o método do fator de
fase de Dirac para escrever a forma da funcao de onda, depois de ser transportada
ao longo de uma curva C', envolvendo o cone quiral. Encontramos que a essa funcao
de onda é adicionada de um fator fase, quando comparada com a funcao de onda
da geometria plana. Com essa func¢ao, calculamos a conexao de Berry que, por in-
tegracao ao longo de uma curva fechada envolvendo o defeito, resultou na fase de
Berry. Essa fase depende das fontes de curvatura, tor¢cao e momento angular pre-
sentes na geometria do cone. Quando estabelecemos um campo magnético aplicado
ao longo do eixo de simetria do cone quiral, considerado para ser o eixo z, a nova fase
de Berry ¢é adicionada de um termo associado com a contribuicao Aharonov-Bohm,
além daquelas ja mencionadas anteriormente. Consideramos também, o transporte
do spinor no espaco-tempo de multiplos cones quirais. Nesse espago-tempo, a fase de

Berry adquirida pelo spinor foi calculada assumindo que o transporte do spinor em



Consideragcées Finais 93

torno do n-ésimo cone quiral, localizado em p,,, nao é afetado pelos demais cones e
simplismente pelo cone, em torno do qual, o spinor é transportado. Vale mencionar
que embora esse espaco-tempo seja plano localmente, seus aspects topolégicos influ-
enciam a dinamica local do spinor, uma vez que eles aparecem explicitamente nas
expressoes para as fases de Berry.

Em se tratando da importancia das interagoes harmonicas na fisica, o estudo dos
osciladores relativisticos de Dirac e Klein-Gordon no espacgo-tempo da corda césmica
e do monopdlo global, se justificam por estarmos considerando efeitos quanticos, rela-
tivisticos e topoldgicos a esses sistemas. Em diferentes configuragoes do espago-tempo
da corda césmica, a equacgao de Dirac foi resolvida e seus espectros de autovalores e
autofuncoes determinados exatamente. Na presenca da corda com campo magnético,
os niveis de energias apresentam uma estrutura de Landau, cuja contribuicao do fluxo
magnético é associada com o efeito eletromagnético Aharonov-Bohm. Nessa situacao,
a presenca simultanea das fontes de torcao, fluxo magnético e o autovalor de momento
angular, nos permite arranjar esses termos de tal forma que a contribuicao elastica
introduzida pelo defeito seja minimizada o quanto possivel, ao ponto de tornar o meio
distorsido, continuo. Finalizamos o problema com o oscilador de Dirac nas diferentes
configuracoes da geometria da corda césmica, estudando o limite nao-relativistico
dos niveis de energia e autofungoes. Para o oscilador de Klein-Gordon, usamos a
prescricao de Mirza/Mohadesi para incluir a interacdo harménica ao operador de
momento da equacao de Klein-Gordon. Essa equacao foi resolvida nas geometrias
da corda cosmica e do monopdlo global. Para a geometria conica, o espectro de
energia é formado pela adicao de trés termos: as energias de repouso e cinética da
particula e a energia do oscilador relativistico de Klein-Gordon. Quando da presenca
de campos magnéticos @ e torcao J, o autovalor de momento angular [ é adicionado
por essas quantidades. A mesma dependéncia sobre os parametros caracterizando

o espaco-tempo, é observada no conjunto de autofungoes dos operadores de Dirac e
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Klein-Gordon. Fisicamente, os niveis de energias para o oscilador de Klein-Gordon na
geometria do monopdlo global, sao da mesma forma que daqueles relacionados com
a geometria conica, observada a mudanca entre o parametro a e o déficit de angulo
solido €2, associado com a geometria tridimensional do monopdlo global.

Finalizamos nossa contribuicao, estudando a dinamica de uma particula escalar
na presenca de espacos-tempos do tipo-Godel. Dotamos esse espaco-tempo de uma
corda cosmica, que adiciona curvatura a essa dinamica, além da fonte de rotacao
presente do préprio espago. Na abordagem classica, estudamos as curvas geodésicas
seguidas pela particula, usando coordenadas cartesianas. Analisando a condicao de
existéncia de curvas tipo-tempo fechadas (CTCs), gss = 0, chegamos a conclusdo
de que tais métricas separam o espaco-tempo em regioes livre de CTCs, chamada de
cavidade cronologicamente segura, e em regioes com CTCs, onde se observa a violagao
do principio fisico da causalidade.

No aspecto quantico, resolvemos a equacao de Klein-Gordon nas geometrias cilin-
drica, esférica e hiperbdlica e construimos o conjunto de autovalores e autofuncoes
assumidos pela particula escalar. KEsses trés casos se distinguiram pelos possiveis
valores atribuidos a [? na métrica geral do tipo Godel. Para [ — 0 temos o limite
do caso plano, para valores positivos, [? > 0, temos a geometria hiperbdlica e para
valores negativos, [? < 0, a esférica. Nesses trés casos, o conjunto de autovalores
e autofuncoes, sao dependentes do déficit angular, «, associado com a geometria
coOnica e do parametro, {2, associado com a rotagao do universo de Godel. Na geo-
metria esférica, caracterizada pelo raio de curvatura R, os autovalores e autofuncoes
tornam-se aqueles do caso plano, impondo-se o limite R — oo. Para a geometria
hiperbdlica obtemos o limite de caso plano impondo-se a condi¢ao [ — 0 no conjunto
de autovalores. Com relagao a geometria hiperbdlica, os niveis de energia se separam
em discretos e continuos. Os niveis discretos foram determinados pela condicao,

[ < €, que no movimento geodésico classico coincide com o limite entre [ e €2 que
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define a regiao com orbitas fechadas. O outro caso, [ > €2, define o espectro continuo
e esta associado com o limite no qual o movimento geodésico segue Orbitas abertas.
Finalizamos nossa contribuicao, chamando a atencao de que os resultados com as
métricas do tipo-Godel em [103, 108, 110] podem ser obtidos tomando-se o limite
a = 1 nos conjuntos de autovalores e autofungoes obtidos no ultimo capitulo dessa

tese.

8.2 Perspectivas Futuras

Sempre que estudamos a influéncia dos defeitos topologicos a alguns sistemas
fisicos, cada vez mais efeitos tornam-se capazes de ser considerados, principalmente
aqueles voltados para a descricao no nivel quantico, na Mecanica Estatistica dos
Ensembles e nas propriedades magnéticas, térmicas e opticas da matéria, nos semi-
condutores. Materiais como os nanotubos, fulerenos e mais recentemente o grafeno,
¢é sem duvida um campo ainda bastante fértil para futuros estudos. Em se tratando
do grafeno, a forma bidimensional estavel do carbono, propriedades como a prépria
estabilidade em duas dimensoes, sua estrutura energética e o efeito Hall quantico, con-
dutividade e corrente Hall, necessitam de mais esclarecimentos quanto a contribuicao
advinda de uma geometria curva. H& muito o que se fazer sobre a influéncia da
topologia na fisica dos supercondutores, na formacao dos vértices no hélio super-
fluido, nas correntes de Josephson. Destacam-se também o efeito Aharonov-Bohm,
niveis de Landau, espalhamentos classicos e quanticos, correcoes as constantes da
fisica, corre¢oes aos momentos magnéticos do elétron, dentre muitas outras possibili-
dades. Somam-se a esses efeitos a fase de Berry no limite de campos gravitacioanis
fracos, fases geométricas na presenca de campos eletromagnéticos e de fontes de cur-
vatura e torcao dos defeitos, efeitos sobre pontos e fios quanticos.

O aparecimento dos osciladores relativisticos de Dirac e Klein-Gordon ¢é sem
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divida um importante campo promissor em aberto. Sobretudo, pelo amplo espectro
de observaveis que podem ser estudados em espacos-tempos estaticos ou dinamicos
produzidos por defeitos topoldgicos. Em espacos-tempos do tipo-Godel, efeitos clas-
sicos e quanticos desses osciladores nunca foram estudados, tanto para particulas
escalares quanto para spinores. Com o aparecimento de novas solugoes da Relativi-
dade Geral e da Teoria da Elasticidade Classica, pode-se construir um conjunto de
solucoes para esses osciladores, observando quais sao as correcoes introduzidas pela
topologia dessas novas solugoes. Pode-se citar também estados coerentes para esses
osciladores na presenca de defeitos. Adicionados a esses osciladores, encontramos na
literatura o oscilador de Majorana. Notadamente, todo o desenvolvimentos com os
osciladores de Dirac e Klein-Gordon, podem ser estendidos para o presente caso, no
qual diferentes configuracgoes envolvendo campos eletromagnéticos, torcao e momentos

angulares podem ser consideradas.



Apendice A

Funcoes Especiais da Fisica

A.1 Funcao de Bessel

E comum na solucao de um problema fisico encontrarmos uma equacao que ja
foi estudada anteriormente. Dependendo da simetria envolvida a equacao encontrada
pode ser a equacao de Bessel ou a equacao de Legendre, nessa ordem, quando a
simetria for a cilindrica ou a esférica, respectivamente. Em problemas que envolvem
a quantizacao da energia, ¢ importante que tenhamos a habilidade de escrever essas
equacoes na forma das equagoes hipergeométricas, cuja exigéncia de normalidade das
solugoes exige que a série polinomial, solucao da equacao, seja truncada a partir de
um certo inteiro nao-negativo n. Feito isso, podemos expressar a energia associada
ao problema fisico. As mais estudadas equacoes aparecendo nesses problemas podem

ser resumidas na tabela abaixo,

’ \ Equagao \ Pontos Criticos ‘
(a) 2’ F"(x) + 2 F'(z) + (22 —n?)F(x) =0 (0, 00)
(b) (1—2*)F"(z) — 22 F'(z) + (L + 1) F(x) =0 (—1,1,00)
() |z(1—a)F"(x)+[c— (a+ b+ 1)z]F'(x) —abF(z) =0 (0,1, 00)
(d) cF"(z)+ (c—x)F'(z) —aF(z) =0 (0, 00)

Tabela A.1: Algumas funcgoes especiais muito comuns.
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Escritas nessas formas, as solugoes dos problemas fisicos tornam-se diretas e exatas
devido ao intenso estudo dado a essas equagoes [111]. Por exemplo, problemas com
simetria cilindrica como aqueles relacionados com a propagacao de ondas em guias
de ondas estudadas no eletromagnetismo levam a equagao diferencial de Bessel (a)
apés partirmos da equagao de Helmholtz (V2 + k?)i) = 0. Aplicando as condigoes
de contorno impostas pela simetria do problema, escrevemos a solucao da seguinte

forma,
= AJ,(x) + BN,(x) (A.1)

com J,(z) sendo as fungoes de Bessel do primeiro tipo, e N, (x) as de segundo tipo. Um
aspecto muito importante relacionado com essas funcoes é que .J, € finita na origem
enquanto N, é divergente. Para pontos distantes da origem, essa ambiguidade nao
existe e nesse limite essas fungoes sao bem comportadas [111]. Dessa forma, é comum
nas solucoes de problemas fisicos escolhermos B = 0 quando a origem esta envolvida
pelas condigbes de contorno e a solugao é simplesmente dada por J,(z). As constantes

A e B aparecendo na solugao sao constantes de normalizacao para a funcao de onda.

A.2 Funcao de Legendre

A equagao diferencial de Legendre (b) aparece na fisica nas solugoes de problemas
com simetria esférica. Surge principalmente nas solucoes de problemas eletrostaticos
tratando do calculo do potential associado a uma esfera condutora na presenca de
campos eletromagnéticos ou na solugao da equacao de Schrodinger em trés dimensoes.

A solucao dessa equagao sao os Polinomios de Legendre,

1 d
P,(z) = —(2? = 1)" A2
\(2) = o = 1) (4.2
satisfazendo a seguinte propriedade,
1
2
/_1 P,(z)P,(z)dx = 2n—+15"m ortogonalidade (A.3)
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No caso em que m # 0 a equacao de Legendre passa a ser chamada de Equagao

Associada de Legendre assumindo a forma,

2

(1 —2®)F"(x) — 20F (x) + (Il + 1) - 1—a?

F(z)=0 (A.4)

cuja solugao é conhecida como Polinomios Associados de Legendre P (z)

B 1 dm+n
—2npl dgmtr

P(x)

n

(22 — 1) (A.5)

para m > 0. Para valores negativos obtemos,

—m B n(n=Imp! .
satisfazendo
R L e (A7)

uma consequéncia importante dessa propriedade é que qualquer funcao de quadrado
integravel f(x) definida no intervalo [—1, 1] pode ser escrita como uma combinagao

dos Polinomios Associados de Legendre.

A.3 Funcao Hipergeométrica

Uma forma alternativa de se escrever as fungoes de Bessel ou Legendre é em termo
das funcoes hipergeométricas. Chamamos de equacao hipergeométrica toda equagao

escrita na forma,
z(1—2)F"(x) +[c— (a+ b+ 1)z]F'(x) — abF(xz) =0 (A.8)

com a,b e ¢ constantes satisfazendo condigoes especificas. Podemos escrever sua
solugdo a partir do Método de Frobenius. O resultado é [111],

a-bx ala+1)b(b+1)a?

F(z)=1
(=) * c 1! * c(e+1) 2!

Fee, c£0,-1,-2,... (A.9)
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com o intervalo de convergéncia |r| < 1 ex = 1 parac¢ > a+ b, * = —1 para
c¢>a+b—1. Em termos dos simbolos de Pochhammer,

n

F(a,b,c,x) = Z %% (A.10)
com (a), dados por
(@)n = ala+1)(a+2)---(a+n—1)= %
S (A11)

Nosso foco no estudo das fungoes hipergeométricas é o de determinar a quantizagao
da energia a partir da equacao encontrada para o problema. Encontramos no capitulo
7 que a equacao de Klein-Gordon em coordenadas esféricas e hiperbdlicas resultou
numa equacao do tipo hipergeométrica, escrita abaixo para o caso esférico,

(1 — g)% + [@ +1- (%m' + 40 R*w + 2) g] % — |:Zj—22+ (A.12)
[m|

+ 29R2<—+@+1>w+|m—|—R2(k2+M2)}F:0
(0% « (0%

comparada para a expressao geral (A.8) identificamos que ¢ = |m|/a + 1, os demais
termos a e b poderao ser determinados como segue. Dessas expressoes obtemos a

seguinte relacao,

a+b+1 =
ab = B (A.13)

com A = 2" 4 4OR*w + 2 e B = Z—§+QQR2<"Z—‘+%+1)w+%—R2(l€2+
M?). Podemos determinar os valores de a e b separadamente isolando b na segunda
equacao e substituindo na primeira, resultando numa equacao do segundo grau para

a constante a,

a>—(A—1a+B=0 (A.14)
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Resolvendo essa equagao encontramos a expressao para a constante a dada no sétimo
capitulo. Um célculo andlogo pode ser feito para a determinacao da constante b.

Com essas constantes, usamos a condicao de quantizacao,
a=-n (A.15)

Esse procedimento permite determinar o espectro de energia da particula, conhecendo-

se a equacao hipergeométrica do problema nas coordenadas de interesse.

A.4 Funcao Hipergeométrica Confluente

Podemos escrever a equacao de Bessel na forma de uma equacao hipergeométrica
confluente. Isso foi possivel na solucao da equacao de Klein-Gordon em coordenadas
cilindricas no espago-tempo de Som-Raychaudhuri no sétimo capitulo. Uma equacao

hipergeométrica confluente encontra-se escrita sob a forma,
cF"(x)+ (¢ —2)F'(z) —aF(z) =0 (A.16)

com a e ¢ constantes. Sua solugao pode ser escrita como

azr ala+1)x?
F oyl e
(a,¢,2) +cl!+ c(e+1) 2!

Ma,co) = Y ((Z;:i—T c£0,-1,-2,... (A.17)

n=0

com os simbolos de Pochhammer (a), e (¢),, dados acima. A série hipergeométrica
confluente converge se o termo a for igual a um inteiro negativo ou zero. Matemati-

camente temos,
a=-n, n=0,1,2,3--- (A.18)

Com essa restricao imposta sobre a ordem da série polinomial, é possivel fazer a
quantizagao da energia nos problemas estudados nos capitulos 5, 6 e 7 da presente

tese.
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A.5 Sobre a Representacao Estereografica

A estereografia é uma operagao que representa num plano Euclidiano a superficie
delimitadora de um sélido em duas ou mais dimensoes, permitindo, portanto, repre-
sentar pontos de uma esfera ou um hiperboldide num plano. Nosso interesse nessa
representacao ¢ o de poder relacionar efeitos fisicos ocorrendo na geometria esférica e
hiperbdlica utilizando métricas tipo-Godel com aqueles ocorrendo em superficies de

curvatura constante.

A.5.1 Estereografia da Esfera e do Hiperboldide

Consideremos a esfera de raio R na figura abaixo. Sua superficie, ponto a ponto,
serd mapeada no plano S’ tangente ao pdlo norte com as coordenadas (0,0, R), a

partir do pélo sul S descrito por (0,0, —R).

XA

RsinhO

S’ Rcosh®

&
R'—Z7L

R (65

A S

Figura A.1: Representagao estereografica das superficies esférica e hiperbdlica no

plano S’ a partir do ponto P pertencente as superficies. R representa o raio de
curvatura da esfera e do hiperboldide.

Partindo desse pélo, o ponto P na superficie esférica tera sua imagem no ponto Q).
Para pontos diametralmente opostos e em todos os angulos ¢, é possivel representar

toda a superficie da esfera no plano S’ passando por N, com a seguinte representacao
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de coordenadas para P e @,
o, 0 g, 0
z = 2Re'’ tan 5 € %= 2Re™"? tan 3 (A.19)

Para a geometria hiperbdlica, a folha superior do hiperboldide sera mapeada no plano
tangente S’ desde o vértice da folha inferior. A figura (B) é a projegao em perfil
transversal do ponto P, pertencente a folha superior do hiperboléide, sobre o ponto
P’ contido no plano S’, a partir do vértice da folha inferior. As coordenadas de P e

P’ estao relacionadas por,
i 4 - —ig 4
z = 2Re'? tanh g € %= 2Re™"? tanh 3 (A.20)

Essa representagao permite relacionar o movimento de particulas em espacos-tempos
descritos por métricas tipo-Godel do Capitulo 7, com o movimento ocorrendo na

presenca de campos magnéticos em superficies de curvatura constante.
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Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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