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cósmicas. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

3.2 Auto-energia elétrica e magnética sobre uma fonte linear na presença da

geometria de von Kármán de cordas cósmicas. (a) cordas com mesma

densidade de massa. (b) Cordas com densidades de massa opostas. U ,
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Resumo

Nessa tese, estudamos as correções introduzidas pelos defeitos topológicos de Cos-

mologia e Gravitação às soluções de equações clássicas e quânticas realizadas com

a geometria de Minkowski. O problema da auto-interação elétrica e magnética so-

bre fontes de carga e corrente é realizado na presença da geometria das ruas de

vórtice de von Kármán, uma solução para a Relatividade Geral análoga a vórtices em

hidrodinâmica. A fase geométrica de Berry adquirida por uma part́ıcula spinorial ao

ser transportada ao longo de uma curva fechada envolvendo defeitos magnéticos é cal-

culada na geometria de uma e múltiplas cordas cósmicas magnéticas. Para considerar

efeitos de rotação do espaço-tempo, além daqueles relacionados com curvatura, re-

solvemos a dinâmica de uma part́ıcula escalar na presença de espaços-tempos com

métricas do tipo-Gödel. O problema de autovalores do hamiltoniano nas geometrias

plana, esférica e hiperbólica é resolvido e as equações clássicas de movimento nos

permite relacionar a dinâmica ocorrendo nessas métricas com aquela na presença de

campos magnéticos. Dada a importância das interações harmônicas na f́ısica clássica

e quântica, o problema dos osciladores relativ́ısticos de Dirac e Klein-Gordon é re-

solvido na geometria da corda cósmica em configurações de campos eletromagnéticos e

gravitacionais adicionados geometricamente. Usando a teoria de Kaluza-Klein na geo-

metria da corda cósmica, o problema de autovalores do hamiltoniano para o oscilador

de Klein-Gordon, é exatamente resolvido, com o espectro de energia e autofunções

determinados. Por fim, estendemos essa dinâmica para a geometria do monopólo

global, com o limite não-relativ́ıstico considerado.
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Abstract

In this thesis, we study the corrections introduced by topological defects of Gravi-

tation and Cosmology such that cosmic strings and the global monopole in the quan-

tum dynamics of particles in the background spacetimes of these defects. To a von

Kármán background space-times, the electric and magnetic self-interaction problem

on charges and current is analyzed. This space-times appear as a analog solution for

General Relativity to observed vortices in Hydrodynamics. We calculates the quan-

tum Berry phase acquired by a spinor, transported along a closed curve involving one

and multiple chiral cosmic string space-times. In the presence of a electromagnetic

field, this phase is added by a term proportional to the Aharonov-Bohm contribution.

The quantum dynamics in the presence of rotates space-times described by metrics

of Gödel-type, received our attention to study the influence of the rotation sources on

energy levels besides of the curvature sources present in the cosmic string space-times.

To this problem, we solve the Klein-Gordon equation in the flat, spherical and hy-

perbolic coordinates. These studies allow us compare the motion of particles in these

space-times with that occurring in presence of magnetic field. Due importance of the

harmonic interactions in the classical and quantum physics, we solve the relativistic

problem of Dirac and Klein-Gordon oscillator in the cosmic string background. Some

configurations including electromagnetic field is analyzed. Using the Kaluza-Klein

theory in the cosmic string geometry, the eigenvalues problem of the Hamiltonian for

the Klein-Gordon oscillator is accurately resolved, with the spectral energy levels and

eigenfunctions determined. Finally, we extend this dynamics for the global monopole

geometry and non-relativistic limit is considered.
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Caṕıtulo 1

Introdução

Um dos desafios assumidos pelos f́ısicos foi o de formular uma teoria para todos os

fenômenos observados na natureza. Uma teoria que descrevesse de maneira geral os

quatro tipos de interações fundamentais, a saber: a interação forte, a eletromagnética,

a fraca e a gravitacional. Muito se tem feito nesse sentido. Duas dessas interações, a

eletromagnética e a fraca, compartilham de uma mesma descrição quando a escala de

energia envolvida nos processos f́ısicos é da ordem de 100 GeV. Nessa escala de energia,

a teoria é chamada de teoria eletrofraca [1]. Antes disso, no final do século XIX, os

fenômenos elétricos e magnéticos, antes fenômenos independentes, foram unificados

numa Teoria Eletromagnética por James Clerk Maxwell, fundamentada na variação

espaço-temporal dos campos elétricos e magnéticos [2]. Nas duas primeiras décados

do século passado, apareceu na literatura uma teoria para os efeitos gravitacionais e

eletromagnéticos, devida a Theodor Kaluza, e independentemente a O. Z. Klein [3],

que estenderam a Relatividade Geral para cinco dimensões. O conjunto de equações

resultantes dessa extensão, era formado pelas equações de Einstein da Gravitação e

das equações de Maxwell para o campo eletromagnético, além de um termo associado

com um campo escalar denominado de radion. Pouco depois, na primeira metade do

século XX, uma tentativa para a unificação de fenômenos quânticos e gravitacionais,

1



Introdução 2

começou com a generalização das equações quânticas a espaços curvos [4], objetivando

com isso, a construção de uma Teoria Quântica da Gravidade. Desde então, muita

atenção foi dada a solução das equações de Schrödinger, Klein-Gordon e Dirac na

presença de espaços-tempos curvos [5], sobretudo aqueles produzidos por defeitos

topológicos [6]. Defeitos tipo as cordas cósmicas [7], o monopólo global [8] dentre

outros, cujo aparecimento é associado a processos durante a expansão do universo

primordial.

Tais espaços-tempos constituem um campo de intensa pesquisa, cujo objetivo

maior é o de determinar sua contribuição topológica a alguns sistemas f́ısicos. Desde

o estudo dos ńıveis de energias e autofunções assumidos pelo átomo de hidrogênio

na presença de defeitos [9] e dos problemas de autovalores do oscilador harmônico e

estados ligados e de espalhamento para part́ıculas na presença da corda cósmica e do

monopólo global [10], o campo gravitacional desses defeitos e sua topologia ainda são

um cenário bastante promissor e em aberto. Cabe destacar as propriedades ópticas,

elétricas e magnéticas da matéria [11]. A mecânica estat́ıstica dos ensembles [12] e

condensados de Bose-Einstein [13] são pontos dignos de serem analisados frente a essa

influência topológica. Ainda no contexto quântico, convém destacar o estudo da fase

de Berry adquirida por part́ıculas escalares transportadas paralelamente em torno

de defeitos cônicos [14], ńıveis de Landau na presença de defeitos [15] e a influência

da topologia sobre algumas propriedades dos materiais supercondutores [16]. No

contexto clássico, ainda podemos citar a influência da curvatura do espaço-tempo

sobre o valor esperado do tensor energia-momento [17], sobre o movimento geodésico

de part́ıculas [18] e o aparecimento de uma força sobre portadores de cargas elétricas

e magnéticas, mesmo isolados, na geometria da corda cósmica [19].

Nossa contribuição a esse tópico é a de estudar essa influência topológica a outras

classes de sistemas f́ısicos compostos de part́ıculas spinoriais e escalares, de densi-

dades de cargas elétricas e correntes, de osciladores, todos na presença da geometria
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da corda cósmica, do monopólo global ou na presença de arranjos espećıficos destes.

Consiste, portanto, da generalização para a geometria curva, dos problemas de in-

teração eletromagnética entre cargas e correntes ou do problema de autovalores do

oscilador harmônico realizados com a geometria euclidiana. Comparada à geome-

tria plana, a geometria curva será dotada de fontes de curvatura e torção ou ambas.

Tais grandezas geométricas serão expressas pelos tensores de Riemann, Cartan ou

Riemann-Cartan, respectivamente, com valores não-nulos. Usando a teoria métrica

da gravitação, escreveremos e resolveremos as equações clássicas ou quânticas de in-

teresse.

No contexto clássico, trataremos do problema de auto-interação sobre cargas e

correntes em espaços curvos. Particularmente, consideraremos a geometria das ruas

de vórtices de von Kármán, obtida por Letelier [20]. Considerando fontes lineares

de cargas elétricas e correntes nessa geometria, escreveremos as expressões para as

energias elétricas e magnéticas, expressas em termos da função de Green, associada

com a equação de Poisson nesse espaço-tempo. O cálculo dessa função é realizado

com a ajuda do método de Grats e Garcia [21], simplificado pelo fato de que esse

espaço-tempo é bidimensional, e portanto, conforme ao espaço euclidiano. O principal

resultado desse método está na própria função de Green, cuja expressão assumida,

permite relacionar simultaneamente aspectos globais e locais desse espaço-tempo.

Com o objetivo de comparar nossos resultados frente aos resultados da literatura

tratando da interação eletromagnética na presença da corda isolada, finalizaremos

esse caṕıtulo estudando o limite de vórtice único das ruas de von Kármán. Nesse

limite, calcularemos o fator conforme, e a partir do qual, construiremos as respectivas

expressões para a função de Green e as auto-energias, com as quais faremos as devidas

oberservações.

Além da abordagem clássica, nosso trabalho recebeu atenção para o estudo da

influência da geometria no contexto quântico. Começamos com o cálculo da fase
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gravitacional de Berry, adquirida por um spinor transportado paralelamente em torno

do cone quiral. Escreveremos a equação de Dirac nesse espaço-tempo e usamos o

método do fator de fase de Dirac para escrever a função de onda depois do transporte

completo em torno do cone. De posse da função de onda, calculamos a conexão de

Berry e, por integração ao longo de uma curva envolvendo o defeito, a fase de Berry

adquirida nesse transporte. Observamos que essa fase depende do momento angular,

das fontes de curvatura e de torção do espaço-tempo. Quando da presença de um

campo magnético, aplicado ao longo do eixo de simetria do defeito, a nova função de

onda para o spinor transportado paralelamente, é adicionada de um termo associado

com a contribuição Aharonov-Bohm. De posse dessa função de onda, segue que a

fase de Berry, é adicionada do termo relacionado com o campo magnético, além dos

três termos citados anteriormente. Estendemos o cálculo da fase de Berry para o caso

no qual o spinor é transportado em torno de múltiplos cones quirais. Isso foi feito

usando o fato de que o transporte paralelo do spinor, é afetado apenas pelo n-ésimo

cone em torno do qual é transportado e não pelos demais cones.

Ainda na abordagem quântica, consideraremos o caso das interações harmônicas.

Aprendemos desde cedo que essas interações têm importante papel na f́ısica, princi-

palmente quando consideramos o movimento de part́ıculas na presença de potenciais

moleculares e eletromagnéticos. Adicionadas dos efeitos relativ́ısticos, que são intro-

duzidos pelo estado de movimento das quantidades f́ısicas, o estudo dessas interações

na presença da geometria dos defeitos, tem sua importância porque combinamos

efeitos de topologia, relativ́ısticos e quânticos num problema de autovalores exata-

mente solúveis, e nos permite, além disso, estudar sistemas mais complexos frente aos

diferentes aspectos não locais das leis f́ısicas. Dado o caráter spinorial e escalar das

part́ıculas, apresentaremos um estudo com os osciladores de Dirac [22] e Klein-Gordon

[23]. Resolveremos o oscilador de Dirac na geometria da corda cósmica envolvendo

simultaneamente fontes de curvatura, torção e de campos eletromagnéticos. Nos
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espaços-tempos da corda cósmica e do monopólo global, consideraremos a dinâmica do

oscilador de Klein-Gordon, com os espectros de autovalores e autofunções resolvidos

exatamente nessas geometrias. Por fim, resolveremos a dinâmica clássica e quântica de

part́ıculas escalares em espaços-tempos do tipo-Gödel na presença da corda cósmica.

Na abordagem clássica, calcularemos as trajetórias seguidas por essas paŕıculas e

analisaremos a possibilidade de existência ou não de curvas tipo-tempo fechadas, e

por consequência, alguns conceitos f́ısicos tipo a violação de causalidade, e por fim,

a separação desse espaço-tempo em regiões cronologicamente seguras. No contexto

quântico, resolveremos a equação de Klein-Gordon nas geometrias ciĺındrica, esférica

e hiperbólica, caracterizada por valores nulos, negativos e positivos do parâmetro l2.

Nesses três casos, os autovalores e autofunções contrúıdos, são dependentes das fontes

de curvatura introduzida pelo defeito e da rotação do próprio espaço-tempo. Parti-

cularmente para o caso hiperbólico, as energias e autofunções se separam em estados

discretos e cont́ınuos, que podem ser associados com a análise clássica, às regiões com

e sem curvas tipo-tempo fechadas, respectivamente. Por fim, esperamos que o leitor

perceba a importância da topologia dos defeitos sobre a classe de sistemas f́ısicos

considerados e resolvidos. Mais que isso, que esse trabalho o auxilie na escrita das

equações de interesse e que os métodos aqui usados, sirvam de um guia norteador

para as resoluções de equações tratando da dinâmica de interação de part́ıculas com

os campos gravitacionais dos defeitos topológicos. Sejam bem vindos.



Caṕıtulo 2

Defeitos Topológicos

2.1 Defeitos Topológicos do Espaço-tempo

Defeitos topológicos do espaço-tempo são estruturas formadas na expansão inicial

do universo, em processos envolvendo transições de fase com quebra espontânea de

simetria. Destacam-se a corda cósmica, o monopólo global e as paredes de domı́nio,

dentre texturas e seus h́ıbridos [6]. Desses, atenção será dada à corda cósmica e

ao monopólo global, enquanto fonte de curvatura e torção do espaço-tempo e cuja

influência sobre a dinâmica de part́ıculas será amplamente estudada.

Tais defeitos serão descritos pela teoria métrica da Gravitação, obtida como so-

luções das equações de campo de Einstein. Nessa teoria os defeitos serão descritos por

um elemento de linha cuja assinatura será (−,+,+,+). Começaremos pelo espaço-

tempo da corda cósmica. Geometricamente esse espaço-tempo é descrito pelo métrica,

ds2 = −dt2 + dρ2 + α2ρ2dφ2 + dz2 (2.1)

onde (ρ, φ, z) são as coordenadas ciĺındricas apropriadas para a geometria da corda

e t é a coordenada temporal, restritas aos intervalos −∞ < (t, z) < ∞, 0 ≤ ρ < ∞,

0 ≤ φ ≤ 2π. O parâmetro α dado pela relação α = 1−4µ representa o déficit angular

associado com a natureza cônica do espaço-tempo da corda. Esse ângulo é restrito

6
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ao intervalo 0 < α < 1, condição exigida pela Cosmologia e Gravitação, que resulta

num espaço-tempo com curvatura positiva. No entanto, o caso α > 1, é equivalente a

um espaço-tempo com curvatura negativa, e portanto, densidade de massa negativa.

Um tipo de defeito análogo pode ser encontrado na F́ısica da Matéria Condensada e

é conhecido por desclinação negativa [24]. O espaço-tempo da corda cósmica possui

uma singularidade cônica representada pelo tensor de curvatura Riemann,

Rρ,φ
ρ,φ =

1 − α

4α
δ(r) (2.2)

nulo em todo o espaço, exceto ao longo da linha que localiza o defeito.

O espaço-tempo descrito pela equação (2.1) é do tipo Minkowski, como pode ser

visto pela transformação [t→ T, ρ→ ρ, φ→ θ/α, z → z], portanto, plano localmente,

mas não globalmente. Essa topologia não-trivial leva a interessantes fenômenos como

a auto-força sobre cargas e correntes isoladas [25], emissão de radiação por part́ıculas

que se movem livremente [26], lentes gravitacionais [27] e ao efeito Aharonov-Bohm

gravitacional [28], dentre outros.

Como uma generalização do espaço-tempo da corda cósmica padrão (2.1), con-

sideraremos o espaço-tempo da corda quiral. Partindo da solução para a part́ıcula

girante em (2+1)-dimensões, Galt’sov e Letelier [29, 30] chegaram, por meio de uma

transformação de Lorentz, a um espaço-tempo com uma estrutura helicoidal tanto na

coordenada temporal t quanto na coordenada espacial z, ao longo da qual a corda está

localizada. A esse espaço-tempo chamaram de cone quiral. A solução encontrada,

escrita por meio da teoria métrica da gravitação, é dada abaixo,

ds2 = −(dt+ 4J tdφ)2 + dρ2 + α2ρ2dφ2 + (dz + 4Jzdφ)2, (2.3)

com J t associado ao momento angular da corda cósmica e Jz com o campo de torção.

Dada a simetria da corda, as coordenadas ciĺındricas (ρ, φ, z) são usadas com t repre-

sentando a coordenada temporal. Como no caso da corda cósmica, α = 1 − 4µ,
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sendo µ a densidade linear de massa da corda e satisfazendo as mesmas condições

de curvatura positiva discutida anteriormente. Observe que a métrica (2.1) pode ser

obtida a partir de (2.3) admitindo J t = Jz = 0. Ademais, quando apenas J t = 0, o

espaço-tempo resultante é associado à deslocação cósmica e quando apenas Jz = 0,

obtemos o espaço-tempo da corda girante. Quando ambos, J t, Jz e α são não-

triviais, podemos associar esses parâmetros do espaço-tempo quiral, com deslocações

tipo-tempo e tipo-espaço e desclinações, respectivamente, usando a linguagem da

cristalografia. Quando admitimos os seguintes valores J t = Jz = 0 e α = 1 obtemos

o espaço-tempo de Minkowski. Essas informações estão resumidas na tabela abaixo,

“Fontes F́ısicas” Configurações da Corda Cósmica

α, J t, Jz ds2 = −(dt+ 4J tdφ)2 + dρ2 + α2ρ2dφ2 + (dz + 4Jzdφ)2 a
J t = Jz = 0 ds2 = −dt+ dρ2 + α2ρ2dφ2 + dz2 b

J t=0 ds2 = −dt+ dρ2 + α2ρ2dφ2 + (dz + 4Jzdφ)2 c
Jz = 0 ds2 = −(dt+ 4J tdφ)2 + dρ2 + α2ρ2dφ2 + dz2 d

J t = Jz = 0, α = 1 ds2 = −dt+ dρ2 + ρ2dφ2 + dz2 e

Tabela 2.1: Espaços-tempos a serem estudados nessa tese.

Seguindo essa generalização, podemos considerar o espaço-tempo gerado por múl-

tiplas cordas cósmicas estudado em fins dos anos 80 por Letelier [31]. A métrica desse

espaço-tempo é dada por,

ds2 = −dt2 + e−4V (dx2 + dy2) + dz2, (2.4)

com coordenadas cartesianas aplicadas. A função V , associada a essa distribuição, é

dada abaixo

V =
N∑

j=1

2γj ln rj, com rj =
√

(x− xj)2 + (y − yj)2, (2.5)

(xj, yj) representam as coordenadas das cordas no plano (x, y) e γj é a densidade

linear de massa da j-ésima corda, que assumiremos ser a mesma para todas as cordas

nessa configuração. Nesse espaço-tempo o problema de auto-interação sobre cargas e
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correntes foi analisado por E. Mello e outros [21]. Ainda para o caso das multi-cordas,

consideraremos o arranjo particular no qual as cordas formam o arranjo conhecido

como ruas de von Kármán, e nessa distribuição, calcularemos a auto-interação sobre

cargas e correntes colocadas nesse espaço-tempo.

Uma configuração mais geral para a solução de multi-cordas pode ser constrúıda

considerando que as cordas têm momento angular e torção além da fonte de curvatura.

Essa solução foi recentemente apresentada na literatura por Galt’sov e Letelier [29]

usando coordenadas cartesianas. O elemento de linha para esse espaço-tempo é dada

abaixo,

ds2 = −
[

dt−
N∑

j=1

4J tj(W
1
j dy −W 2

j dx)

]2

+

[

dz −
N∑

j=1

4Jzj (W
1
j dy −W 2

j dx)

]2

+ e−4V (dx2 + dy2) (2.6)

com (J tj , J
z
j ) associados ao momento angular e torção da j-ésima corda quiral magnética,

respectivamente. O termo W i
j (~x) é dado por,

W 1
j =

x− xi
|~ρ− ~ρj|2

, W 2
j =

y − yi
|~ρ− ~ρi|2

(2.7)

e

V =
N∑

j=1

µj ln[ρ2 − 2ρρj cos(ϕ− ϕj) + ρ2
j ]. (2.8)

No espaço-tempo descrito pelas equações (2.3) e (2.6), calcularemos a fase de Berry

adquirida por uma part́ıcula spinorial transportada paralelamente em torno dos cones

quirais. Partindo da equação de Dirac no espaço-tempo descrito por essas equações

e usando o método do fator de fase de Dirac, calcularemos exatamente a forma da

função de onda e por consequência a fase procurada. Quando da presença de um

campo magnético ao longo do eixo de simetria da corda essa fase é adicionada por

um termo relacionado com a contribuição Aharonov-Bohm [32].
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Dada a importância da teoria de Kaluza-Klein [3] como teorias alternativas da

Gravitação, consideraremos o movimento de part́ıculas escalares na presença de uma

solução do tipo-Kaluza-Klein devida a Azreg-Ainov e Clement [33] e cujo elemento

de linha é dado por

ds2 = −(dt+ 4J tdφ)2 + dρ2 + α2ρ2dφ2 + (dz + 4Jzdφ)2 +

(

dx5 +
ΦB

2π
dφ

)2

(2.9)

As coordenadas (t, ρ, φ, z) são como antes e x5 é relacionada à quinta dimensão espa-

cial, ΦB é o fluxo magnético associado ao campo magnético ~B aplicado ao longo do

eixo x5. Nesse espaço-tempo resolveremos a equação de Klein-Gordon e constrúıremos

os espectros de autovalores e autofunções correspondentes.

2.2 Descrição Geométrica dos Defeitos

Defeitos em sólidos são formados a partir de deformações causadas sobre eles.

Essa deformação pode ser aplicada externamente pela ação de uma força mecânica,

ou internamente, pela acomodação local de um átomo estranho na sua rede cristalina.

De um modo geral, o que resulta desses agentes f́ısicos externos ou internos, é a

deformação do espaço em torno dos pontos onde foram aplicados. A teoria clássica

da elasticidade nos permite descrever o movimento de part́ıculas na presença dessas

deformações, que denominaremos de regiões com defeitos, apenas para o caso quando

esse movimento ocorre na presença de defeitos isolados. Frente a uma distribuição de

defeitos, como em sistemas reais, essa teoria se torna impraticável, devida sobretudo,

as complexas condições de contorno impostas pelos defeitos sobre as funções de onda

ou campos de deslocamentos.

Contornamos essas dificuldades descrevendo as deformações por meio da teoria

geométrica de defeitos proposta por Katanaev e Volovich [36]. Segundo essa teoria,

tais deformações, deslocações e desclinações, associadas com os tensores de curvatura
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e torção de Riemann e Riemann-Cartan, serão descritas pela aproximação linear das

equações de Einstein da Gravitação em (3+1)-dimensões. Nessa aproximação, os

resultados coincidem com aqueles da teoria clássica da elasticidade, com a vantagem

de podermos resolver tais equações na presença de um ou múltiplos defeitos.

Na literatura, podemos encontrar um mecanismo geral de produção de defeitos

em sólidos como análogos gravitacionais de defeitos topológicos em Cosmologia e

Gravitação. Conhecido como processo de Volterra, consiste na remoção e/ou inserção

de partes do material nele mesmo. A desclinação num sólido, figura (2.1), é obtida

removendo-se um setor angular do material, seguida pela união das fronteiras pro-

duzidas. No caso de uma simetria de 2π rad, exclúıdo o setor θ, uma volta completa

equivale agora a uma variação angular de 2π(1−θ) em vez de 2π relacionada a simetria

cont́ınua.

Figura 2.1: Processo de Volterra que resulta numa desclinação pela inserção e/ou
remoção de partes do sólido.

A figura (2.2) é uma ilustração sobre como podemos obter diferentes tipos de

defeitos de origem elástica através de distorções aplicadas em sólidos. Na parte (a)

dessa figura, podemos produzir um defeito no sólido chamado de deslocação lateral

fazendo-se um corte longitudinalmente ao eixo de orientação do cilindro e em seguida

deslocando radialmente a superf́ıcie cortada em direção ao eixo de simetria do sistema.
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Configurações diversas poderão ser formadas justapondo-se os defeitos produzidos

pelo processo de Volterra e o estudo do movimento de part́ıculas na presença de tais

arranjos pode ser realizado, como no caso da aproximação de dipolo, parte (b) da

figura abaixo, formada quando duas desclinações são colocadas próximas entre si.

Figura 2.2: Processo de Volterra que resulta numa deslocação lateral, dipolo de des-
clinações e na própria desclinação.

A tabela abaixo é um resumo de desclinações e deslocações feito com o ponto de

vista da teoria geometrica de defeitos.

Tipos de Defeitos Tensor de Curvatura Tensor de torção

Deformação elástica Rij
µν = 0 T ijµν = 0

Desclinação Rij
µν 6= 0 T ijµν = 0

Deslocação Rij
µν = 0 T ijµν 6= 0

Despiração Rij
µν 6= 0 T ijµν 6= 0

Tabela 2.2: Defeitos em sólidos como defeitos topológicos.

Desclinações em sólidos são associadas com a geometria de Riemann, localmente

plana, mas não globalmente, com escalar de curvatura não trivial e tensor de torção

nulo. O tensor de curvatura de Riemann é associado com a densidade de superf́ıcie

do vetor de Frank da teoria da elasticidade clássica. Para a deslocação, a geometria

global permanece não-plana, com o tensor de Riemann nulo e o tensor de Cartan
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assumindo valores não nulos. O tensor de torção ou tensor de Cartan é associado

com a densidade de superf́ıcie do vetor de Burgers da teoria clássica dos sólidos. Num

meio com desclinação e deslocação presentes, a geometria associada é a de Riemann-

Cartan com os tensores de Riemann-Cartan ambos não triviais. Por outro lado,

sólidos elásticos são descritos pela geometria euclidiana R
3, no sentido que ambos os

escalares de curvatura e torção resultam em valores nulos.



Caṕıtulo 3

Auto-interações no Espaço-tempo

de Múltiplas Cordas

3.1 Introdução

Muita atenção foi dada nos últimos anos a sistemas de cargas e correntes colocados

na presença de geometrias curvas, como aquelas produzidas pela corda cósmica. A

topologia não-trivial desse defeito impõe condições de contorno às linhas de campos

elétricos/magnéticos cujo efeito total é a existência de uma autoforça sobre essas

cargas e correntes [37, 38, 39, 40, 41, 42, 43, 44, 45, 46, 47, 48, 49]. Todos esses

estudos foram feitos supondo-se que os defeitos eram lineares e sem estrutura interna.

Auto-interações na presença de defeitos com espessura finita usando a prescrição de

Gott-Hiscock e na presença de uma distribuição de defeitos tem sua importância

devido principalmente a aproximação com defeitos reais [50, 51, 52].

Apresentaremos nesse caṕıtulo o problema da interação sobre cargas e correntes

isoladas no espaço-tempo de múltiplas cordas cósmicas obtido por Letelier [53]. Ado-

taremos o arranjo de ruas de vórtices de von Kármán, assim chamados por P. Letelier

[54], depois que encontrou soluções das equações de Einstein da gravitação, análogas

14
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aos vórtices formados e observados por von Kármán em hidrodinâmica [55]. Vê-se

dessa forma, que estamos estudando interações clássicas em modelos cosmológicos

que sejam pasśıveis de interpretação/simulação em sistemas de Matéria Condensada

análogo ao que está acontecendo no cenário atual com os experimentos envolvendo

transições de fase no cristal ĺıquido. Além disso, podemos citar que os estudos na

presença de uma única corda limitariam as informações sobre o que realmente acontece

no universo atual, que não apenas possui múltiplas cordas, mas também outros objetos

cosmológicos, da mesma forma que o é/foi o estudo de átomos monoeletrônicos para

a real compreensão da estrutura interna da matéria e para a construção da própria

teoria quântica.

3.2 Descrição Geométrica das Ruas de von Kármán

A configuração das cordas cósmicas na presente seção, corresponde aquela das

ruas de vórtices em hidrodinâmica observas e estudadas por von Kármán [55] a partir

da passagem de fluidos em torno de pontos girantes. von Kármán mostrou que o

fluido ao passar por um dos lados desses pontos adquire uma rotação oposta àquela

do fluido passando pelo outro lado. Patricio Letelier [54] inspirado pelos modelos

análogos da Cosmologia e Gravitação procurou uma solução de defeitos topológicos

análoga aos vórtices de von Kármán que chamou de ruas de von Kármán como a

própria configuração dada na figura (3.1) sugere.

O espaço-tempo de Letelier está mostrado na figura (3.1). É formado por uma

linha superior com um númeroN de cordas cósmicas, separadas entre si, pela distância

2a, abaixo da qual e distante 2b, está uma outra, com as cordas deslocadas horizontal-

mente pela distância a, em relação as cordas na linha superior. A origem do sistema

de coordenadas também está mostrada nessa figura. As cordas em cada linha têm

mesma densidade de massa, positiva ou negativa e são formadas pelo processo de
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Volterra. Na solução original de Letelier, as cordas na linha superior tem um mo-

mento angular oposto para aquelas na linha inferior e possuem cada uma as mesmas

fontes de curvatura e torção. Todas as cordas formando essa configuração, são con-

sideradas infinitamente finas, isto é, sem estrutura interna.

2a

2a

2a

2a

b

b

Figura 3.1: Ruas de vórtices de von Kármán como uma distribuição de cordas
cósmicas.

A descrição geométrica do espaço-tempo com múltiplas cordas da figura acima,

formando as ruas de von Kármán, obedece a seguinte métrica [54],

ds2 = (ωt)2 − (ωz)2 − (ωx)2 − (ωy)2, (3.1)

onde

ωt = cdt− ∂yWdx+ ∂xWdy, (3.2)

ωz = dz − ∂yUdx+ ∂xUdy, (3.3)

ωx = e−2V dx, ωy = e−2V dy. (3.4)

A métrica (3.1) corresponde a cordas girantes e com deslocações. Spins e deslocações

sendo associados a torção pelas funções W e U . No presente caso, vamos estudar
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cordas estáticas sem deslocações, o que implica fazer W e U simultaneamente nulos

na equação (3.1). A função V está relacionada a curvatura pela equação [54],

Rxyxy = 2e4V (∂xx + ∂yy)V = 8πγδ(x)δ(y)/
√−g, (3.5)

com γ relacionado a densidade linear de massa µ das cordas por γ = µ e
√−g a raiz

quadrada do determinante da métrica. Dessa maneira, a métrica para o problema

das ruas de von Kármán estáticas e sem deslocações resume-se a,

ds2 = c2dt2 − dz2 − e−4V (dx2 + dy2) (3.6)

onde V é dado por [54]

V = γ ln

{[

cosh2 π(y − b)

2a
− cos2 πx

2a

]

×
[

cosh2 π(y + b)

2a
− sin2 πx

2a

]}

. (3.7)

Esse resultado corresponde ao caso em que todas as cordas têm mesma densidade

de massa. Como se sabe, uma corda cósmica de densidade de massa µ é associada

ao espaço-tempo com a caracteŕıstica que uma volta completa em torno da corda dá

um ângulo 2πα em vez de 2π, onde α = 1 − 4γ. Contrário a esse espaço-tempo com

déficit angular com densidade de massa positiva, podemos pensar no caso quando

as cordas têm excesso de ângulo, que equivale a assumir cordas com densidade de

massa negativa. Embora essa afirmação seja questionável na Relatividade Geral,

na abordagem da F́ısica da Matéria Condensada [24], a desclinação negativa tem

importantes aplicações. Por isso que consideramos também defeitos com densidades

de massa negativas, que como no caso da densidade de massa positiva, tem associado

a seguinte expressão para a fonte de curvatura,

V = γ ln

{

cosh2 π(y−b)
2a

− cos2 πx
2a

cosh2 π(y+b)
2a

− sin2 πx
2a

}

. (3.8)

Estamos em condições de começar o estudo de auto-interação sobre densidades

de cargas e/ou correntes colocadas nesse espaço-tempo. Os casos mais simples consi-

deram fontes lineares colocadas paralelamente às cordas como aqueles realizados em
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[45, 49, 50, 51]. Devido a simetria translacional ao longo do eixo z, o problema torna-se

essenciamente bidimensional para as fontes de campos localizadas na posição (x, y).

Isso simplifica muito o cálculo da função de Green para a geometria não-plana do

problema.

3.3 Cálculo geral da Função de Green na Geome-

tria Curva

A uma distribuição arbitrária de cargas ρ(~x) podemos associar uma energia ele-

trostática dada pela expressão [2],

Uele =
1

2

∫

d3xρ(~x)Φ(~x), (3.9)

onde Φ(~x) é o potencial eletrostático que satisfaz a equação de Poisson ∇2Φ(~x) =

−4πρ(~x). Como nosso problema é essencialmente bidimensional podemos definir a

energia por unidade de comprimento como,

Uele
l

=
1

2

∫ ∫

dx2dx′2ρ(~x)G(2)(~x, ~x′)ρ(~x′), (3.10)

onde G(2)(~x, ~x′) é a função de Green bidimensional no espaço-tempo descrito pela

métrica (3.1). Ela satisfaz a seguinte equação,

1√−g∂µ[
√−ggµν∂νG(2)(~x, ~x′)] = δ(2)(~x, ~x′), (3.11)

aqui δ(2)(~x, ~x′) é a distribuição delta de Dirac em duas dimensões, g é o determinante

do tensor métrico e 1√−g∂µ[
√−ggµν∂ν ] é o operador de Laplace-Beltrami na geometria

não-Euclidiana descrita por (3.1).

Para o problema de auto-interação, considere um fio infinitamente longo, reto,

colocado paralelamente ao eixo z, carregando uma densidade linear e uniforme de

carga λ dada pela expressão,

ρ(~x) = λδ(2)(~x− ~x′). (3.12)
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aplicando a expressão acima em (3.10) obtemos a energia eletrostática por unidade

de comprimento como,
Uele
l

=
1

2
λ2G(2)(~x, ~x)|reg, (3.13)

onde agora a função de Green regularizada obedece,

G(2)(~x, ~x)|reg = lim
~x′→~x

[

G(2)(~x, ~x′) −G
(2)
E (~x, ~x′)

]

. (3.14)

com G
(2)
E (~x, ~x′) = − ln |~x − ~x′|2, sendo a função de Green Euclidiana, solução da

equação de Poisson no espaço plano 4EG
(2)
E (~x, ~x′) = −4πδ(2)(~x− ~x′).

Consideremos agora uma abordagem do ponto de vista da magnetostática. Con-

sidere um fio infinitamente longo, reto e carregando uma densidade de corrente ~J ,

localizada, dada por,

~J(~x) = Iδ(2)(~x− ~x′)ẑ. (3.15)

dada essa distribuição, definimos a energia magnetostática por unidade de compri-

mento como sendo,

Umag
l

=
1

2c2

∫ ∫

dx2dx′2 ~J(~x)G(2)(~x, ~x′) ~J(~x′) (3.16)

uma substituição de (3.15) acima, resulta na energia magnetostática

Umag
l

=
I2

2c2
G(2)(~x, ~x)|reg. (3.17)

observe que para o cálculo das energias eletrostática e magnetostática acima, pre-

cisamos conhecer a expressão para G(2)(~x, ~x)|reg. Para esse fim, considere a seção

seguinte.

3.3.1 Geometria Conforme

Para passar desse ponto, devemos calcular a função de Green regularizada para o

caso eletrostático e megnetostático. Para isso, tiramos vantagem de nosso problema
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ser bidimensional, o que implica que toda superf́ıcie com essa dimensão é localmente

conforme ao plano Euclidiano. Isso significa que a métrica da geometria curva pode

ser escrita da seguinte maneira,

gij(~x) = e−Ω(~x)δij. (3.18)

com gij(~x) sendo a métrica geral e δij a correspondente métrica para o plano eucli-

diano com a seguinte equação de Poisson, ∇2
EG

(2)
b (~x′, ~x) = δ2(~x − ~x′). Seguindo [2]

chegamos a seguinte solução,

G(2)(~x, ~x′) = ln|~x− ~x′|2 + f(|~x− ~x′|) (3.19)

a função f(|x − x′|) acima pode ser considerada nula por escolhas apropriadas das

condições de fronteiras do problema. Queremos construir uma equação análoga a

essa para o caso riemaniano. Para isso precisamos usar do conceito de coordenadas

conformes numa variedade riemanniana.

Considere um sistema de coordenadas Riemaniano. Nesse espaço considere uma

curva arbitrária C com extremos nos pontos x′ e x. Considere a origem do sistema de

coordenadas no ponto médio entre os extremos de C, r o raio conforme desse ponto

central e ta um vetor tangente na direção de x′. O vetor tangente na direção de x é

(tb). Seguindo Grats e Garcia [56] podemos escrever x′ em termos de (ta, σ,Ω) como

x′ = xa +

√
σ

2
ta − σ

8
(∇aΩ − 2tatb∇bΩ) + (3.20)

+
(2σ)3/2

48

[

ta
(

tbtc∇bcΩ + (tb∇bΩ)2 − 1

4
∇bΩ∇bΩ

)

− 1

2
∇a(tb∇bΩ) − 1

2
tb∇a

bΩ

]

+ O(σ2)

uma expressão análoga para x pode ser constrúıda, fazendo-se a substituição tb = −ta

acima. Com isso em mãos temos que |x− x′|2 será,

|~x− ~x′|2 = eΩ(x)2σ(x, x′) × (3.21)

×
[

1 +
1

12
σtatb

(

∇a∇bΩ + ∇aΩ∇bΩ − 1

2
γab∇cΩ∇cΩ

)]

+ O(σ3),
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colocando esse resultado em (3.19), obtemos o resultado fundamental de Grats e

Garcia [56],

−G(2)(~x, ~x′) = ln[2σ(x, x′)] + Ω(~x, ~x′) + 2σ(~x, ~x′)
tatbθab

24
+ O(σ(~x, ~x′)2), (3.22)

onde o tensor θab = ∇aΩ∇bΩ − 1
2
γab∇cΩ∇cΩ + ∇2

abΩ, com ∇a sendo a derivada

covariante. Podemos observar que o primeiro termo no lado direito diverge quando

tomamos o limite x→ x′, porque nesse limite, σ → 0. Essa é a contribuição euclidiana

do problema e que deve ser, portanto, exclúıda. O terceiro termo e todos aqueles

proporcionais a σ se anulam porque σ tende a zero nesse limite. Portanto o único

termo que permanece no lado direito é exatamente o fator conforme. Substituindo

esse resultado em (3.19) e usando o fato que G
(2)
E (x, x′) = −ln[2σ(x, x′)], segue da

equação (3.14) que

G(2)(~x, ~x)|reg = −Ω(~x, ~x), (3.23)

esse resultado é muito importante. Ele diz que a auto-interação eletromagnética sobre

fontes de cargas e correntes é mediada pela geometria não-local do espaço-tempo

através do fator conforme Ω(~x). Em outras palavras, a função de Green regularizada

tem a função de um teste local da estrutura global do espaço-tempo.

Comparando as equações (3.6) e (3.18) mais o fato da simetria translacional ao

longo do eixo z podemos determinar que Ω = 4V . Por conseguinte, obtemos a função

de Green regularizada em termos da configuração de von Kármán para ser,

G(2)(~x, ~x)|reg = −4V (x, y). (3.24)

A partir daqui podemos calcular exatamente a auto-energia elétrica por unidade

de comprimento sobre uma densidade linear de carga substituindo (3.24) e (3.7) na

equação (3.13). O resutado é,

Uele
l

= −2λ2γ ln

{[

cosh2 π(y − b)

2a
− cos2 πx

2a

]

·
[

cosh2 π(y + b)

2a
− sin2 πx

2a

]}

,(3.25)
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para o caso no qual as cordas na configuração de von Kármán são idênticas e com

densidade de massa positiva. Similarmente,

Uele
l

= −2λ2γ ln

{
cosh2[π(y − b)/2a] − cos2(πx/2a)

cosh2[π(y + b)/2a] − sin2(πx/2a)

}

, (3.26)

descreve a auto-energia elétrica da densidade linear de carga para a configuração de

von Kármán na qual as cordas têm densidades de massa opostas. Da mesma maneira,

a auto-energia magnética de uma densidade linear de corrente para ambos os casos é,

Umag
l

= −I
2γ

2c2
ln

{[

cosh2 π(y − b)

2a
− cos2 πx

2a

]

·
[

(cosh2 π(y + b)

2a
− sin2 πx

2a

]}

,(3.27)

e
Umag
l

= −I
2γ

2c2
ln

[
cosh2(π(y − b)/2a) − cos2(πx/2a)

cosh2(π(y + b)/2a) − sin2(πx/2a)

]

, (3.28)

respectivamente. Como no eletromagnetismo clássico, conhecendo-se a energia de

uma distribuição de cargas/correntes, podemos determinar a força sobre essas fontes

a partir das equações,
~Fele
l

= −~∇
(
Uele
l

)

. (3.29)

e
~Fmag
l

= ~∇
(
Umag
l

)

. (3.30)

como mostrado em E. Mello e outros [45]. É importante mencionar que o sinal positivo

na expressão da autoforça magnética, se dá por exigência da conservação da energia

para um circuito ŕıgido sujeito a um deslocamento virtual dr na influência de uma

força magnética para se manter toda a corrente constante.

3.4 Análise Teórica

Em vez de analisar as expressões para a força atuando sobre as fontes, é mais ins-

trutivo analisar as superf́ıcies da auto-energia. Para isso apresentamos o gráfico tridi-

mensional da auto-energia para os casos elétricos e magnéticos considerados acima.
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Na figura (3.2a) apresentamos a superf́ıcie de auto-energia elétrica e/ou magnética,

visto que elas são proporcionais entre si, para a configuração de cordas com densidade

de massa positiva. Como no caso da corda isolada [45] a fonte elétrica é repelida pelas

cordas, enquanto a fonte magnética é atráıda, veja também as equações (3.29) and

(3.30).
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Figura 3.2: Auto-energia elétrica e magnética sobre uma fonte linear na presença
da geometria de von Kármán de cordas cósmicas. (a) cordas com mesma densidade
de massa. (b) Cordas com densidades de massa opostas. U , x e y em unidades
arbitrárias.

A figura (3.2b) mostra a superf́ıcie de auto-energia para uma fonte linear na pre-

sença de uma configuração mista de defeitos. O papel do sinal da densidade de massa

claramente é o de inverter o sinal da auto-energia quando a fonte se desloca da vizi-

nhança de uma corda cósmica para a vizinhança da outra, esta com uma densidade

de massa de sinal contrário, veja as equações (3.26) ou (3.28)).

A figura (3.2) mostra o comportamento já visto na referência [45] para o caso do

espaço-tempo de uma corda cósmica. As cordas com α < 1 repelem a densidade de

carga elétrica, enquanto atraem a densidade de corrente. Note que, invertendo o sinal

da densidade de massa da corda, por consequência γ, implica na seguinte mudança

α < 1 → α > 1. Portanto, um comportamento invertido sobre auto-interação é

observado quando assumimos α > 1. Isso fica claro, quando observamos a figura
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(3.2b), na qual há ambos os tipos de defeitos.

3.4.1 Limite de um Único Vórtice

Nas seções anteriores, tratamos o problema da auto-interação sobre cargas/cor-

rentes no espaço-tempo de múltiplas cordas. Para consistência dessa apresentação,

faremos agora o limite de vórtice isolado sobre as expressões da auto-energia obtidas

com a geometria de von Kármán e compararemos o resultado desse limite com aquele

encontrado para a auto-interação na presença da corda cósmica isolada [45]. Para

a configuração de vórtice único, admitiremos que as múltiplas cordas estão infinita-

mente separadas com as posições entre elas obedecendo a relação (a, b) >> (x, y) e

que a origem do sistema de coordenadas coincide com a posição de uma das cordas e

dada por (x, y) = (0, 0). Sob essas condições, o argumento do logaritmo na expressão

da auto-energia (3.25) torna-se,

f(x, y) =
[

cosh2 πy

2a
− cos2 πx

2a

]

×
[

cosh2 π(y + 2b)

2a
− sin2 πx

2a

]

(3.31)

com Uele(x, y) agora dada por Uele = −2λ2γln[f(x, y)]. Expandindo f(x, y) em série

de Taylor em torno da origem obtemos,

f(x, y) ≈ π2

4a2
cosh2

(
πb

a

)

(x2 + y2). (3.32)

Isso faz

V = γ ln

[
π2

4a2
cosh2

(
πb

a

)

(x2 + y2)

]

, (3.33)

levando em consideração essa mudança sobre V a equação (3.6) transforma-se em

ds2 = c2dt2 − dz2 − (x2 + y2)α−1(dx2 + dy2), (3.34)

a menos do fator de escala π2

4a2 cosh
2
(
πb
a

)
.

Exceto pela constante aditiva −2λ2γln{ π2

4a2 cosh
2
(
πb
a

)
} a auto-energia eletrostática

(3.13) assume a forma
Uele
l

= −2λ2γ ln(x2 + y2), (3.35)
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que está em coordenadas conformes. Para comparar com o resultado de [45] fazemos

R2 = x2 + y2 e realizamos a transformação de coordenadas

R = (αr)1/α, (3.36)

onde α = 1 − 4γ, tal que a métrica assume a forma conhecida,

ds2 = c2dt2 − dz2 − dr2 − α2r2dϕ2, (3.37)

em coordenadas polares, onde 0 ≤ ϕ ≤ 2π. Uma outra mudança de variável, θ = αϕ,

coloca a métrica da corda cósmica isolada como no caso da referência [45]:

ds2 = c2dt2 − dz2 − dr2 − r2dθ2, (3.38)

com 0 ≤ θ ≤ 2πα. Nas coordenadas (r, θ), o resultado (3.35) é

Uele
l

= −λ2 [(1 − p) ln p+ (p− 1) ln r] , (3.39)

onde fizemos α = 1/p. Note que, na ausência de defeito, isto é, p = 1, a auto-energia

é nula, como pode ser verificado na expressão acima.

Em [45], foi encontrada a seguinte expressão para a auto-energia elétrica por

unidade de comprimento, sobre uma distribuição linear de carga na presença de uma

corda cósmica
Uele
l

= −λ2[ln p+ (p− 1) ln r], (3.40)

que, a menos de um fator constante, é idêntico ao nosso resultado (3.39).

3.5 Conclusão

Nesse caṕıtulo estudamos o problema de auto-interação sobre cargas elétricas e

correntes localizadas na geometria das ruas de vórtices de von Kármán. O cálculo

da auto-energia elétrica e magnética foi feito usando o fato que esse espaço-tempo
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é essencialmente bidimensional e, portanto, conforme ao espaço Euclidiano. Esse

fato simplificou em muito o cálculo da função de Green regularizada, presente nas

expressões das auto-energias e, por consequência, nas expressões da autoforça. Uma

análise dos gráficos das auto-energias, nos leva a conclusão de que a linha de carga

elétrica é repelida pela geometria das ruas de von Kármán, enquanto a linha de

corrente é magneticamente atráıda. Por fim, esses comportamentos, repulsivos e

atrativos, se repetem quando estudamos o limite de um único vórtice dessa geometria.

Os resultados desse caṕıtulo estam publicados em European Physical Journal C,

DOI 10.1140/epjc/s10052-008-0762-8.



Caṕıtulo 4

Fase de Berry Gravitacional para

Part́ıculas de Spin-1/2

4.1 Introdução

Neste caṕıtulo, analisaremos o transporte de spinores em torno de singularidades

cônicas tipos as cordas cósmicas, usando a teoria relativ́ıstica de Dirac aplicada a

espaços-tempos curvos. Tais singularidades são caracterizadas por uma métrica cujo

tensor de curvatura Riemann-Christoffel é nulo em todo o espaço, exceto ao longo

da linha que localiza os defeitos [57]. O transporte de spinores ao longo de curvas

envolvendo os defeitos, permite obter informações acerca das propriedades globais do

espaço-tempo e evidenciam a influência da topologia sobre a dinâmica de sistemas

f́ısicos ocorrendo nesses espaços. Efeitos f́ısicos marcantes podem ser observados na

geometria da corda cósmica. Destacam-se a auto-força elétrica e magnética sobre

fontes lineares na presença da corda cósmica [58, 59], o efeito Casimir [60], versão

quântica da auto-força clássica, o desvio dos raios de luz passando na proximidade

desse defeito e a formação de imagens duplas de objetos observados posteriormente a

eles [6, 61]. Ela também pode atuar como uma lente gravitacional [62]. Quando uma

27
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part́ıcula quântica é transportada ao longo de uma curva fechada envolvendo o defeito,

propriedades não-locais são obtidas e esse efeito representa o análogo gravitacional

do efeito eletromagnético Aharonov-Bohm [28].

O aparecimento de fases topológicas na dinâmica quântica de uma part́ıcula

movendo-se livremente em espaços-tempos tem sido estudadas numa variedade de

sistemas f́ısicos. O protótipo dessa fase sendo o efeito Aharonov-Bohm [28], que

aparece como um fator na função de onda de um elétron que se move em torno de

uma linha de fluxo magnético. A holonomia [63] tem origem puramente geométrica

e tem importante e fundamental papel em várias áreas da f́ısica. Em 1984, Berry

[64] demonstrou que um sistema quântico transportado adiabaticamente em torno

de um circuito fechado, por parâmetros variando em seu hamiltoniano, adquire uma

fase geométrica, chamada de fase de Berry. Extensões para o caso não-adiabático

foram feitas por Aharonov-Anandan em 1987 [65]. Em ambos os casos, a fase de-

pende apenas da natureza geométrica do caminho ao longo do qual o sistema é trans-

portado. Esse fenômeno foi observado em várias partes da f́ısica incluindo sistemas

de fótons [66] e na polarização da luz propagando-se em cristais ĺıquidos com defeitos

topológicos análogos a corda cósmica [67].

O estudo da influência de campos inerciais e gravitacionais fracos na dinâmica

quântica de part́ıculas e na fase quântica de Berry, tem recebido muita atenção nos

últimos anos [68, 69]. Nessa direção, Corichi e Pierri [70] estudaram a fase adquirida

por uma part́ıcula escalar ao ser transportada ao longo de uma curva fechada en-

volvendo uma corda cósmica girante e Mostafazadeh [71] estudou essa fase usando o

formalismo de duas componentes. Mais recentemente [72], a fase geométrica de Berry

adquirida por uma part́ıcula escalar, ao ser transportada em torno da corda cósmica

quiral magnética foi calculada usando a equação de Klein-Gordon.

Neste caṕıtulo, trataremos o caso no qual a corda tem um momento angular

caracterizado por J t e um campo de torção representado por Jz. Resolveremos a
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equação de Dirac aplicada a esse espaço-tempo usando o método do fator de fase

Dirac. Calcularemos a fase quântica de Berry adquirida pelo spinor ao ser trans-

portado paralelamente ao longo de uma curva genérica Cj envolvendo o j-ésimo cone

quiral localizado em ρj.

No final, generalizaremos o estudo inicial desse caṕıtulo, para o caso em que o

spinor é transportado em torno de N cordas cósmicas quirais e também quando estas

cordas estão na presença de um potencial eletromagnético Aµ.

4.2 Aproximação Adiabática para a Fase de Berry

Ao considerarmos a evolução de um dado sistema f́ısico, por exemplo, o oscilador

harmônico, somos induzidos a fazer uma análise do seu peŕıodo de revolução, in-

duzidos ao estudo do espectro de energia ou a uma representação em termos dos

operadores de criação e aniquilação (â, â†) da mecânica quântica. Como é nosso in-

teresse aqui classificar sistemas f́ısicos usando a aproximação adiabática, consideremos

das alternativas acima aquela relacionada com o peŕıodo de revolução do oscilador,

representado por Ti e chamado de sistema interno. Admitamos, para comparação,

que exista um tempo caracteŕıstico associado ao peŕıodo de oscilação de um sistema

externo, denominado não-oscilador e representemos esse tempo por Te. Dados esses

dois sistemas, podemos classificar o movimento do sistema externo como adiabático

quando é válida a seguinte relação entre os peŕıodos Te >> Ti. De outra maneira,

enquanto o oscilador executa várias revoluções o sistema extermo moveu-se apenas

apreciavelmente.



Fase de Berry 30

4.2.1 Fase de Berry Não-Relativ́ıstica

O estudo das fases geométricas é feito sobre a afirmativa que a evolução temporal

dos sistemas quânticos está restrita à aproximação adiabática. Para isso, considere-

mos um sistema caracterizado por um hamiltoniano dependente do tempo H(t). Sob

essa prescrição, a equação de Schrödinger dependente do tempo, assume a forma

i~
∂Ψm(x, t)

∂t
= H(t)Ψm(x, t). (4.1)

A solução do problema de autovalores acima, pode ser encontrada a partir do Teo-

rema Adibático, segundo o qual, quando o hamiltoniano de um sistema varia de forma

gradual, o m-ésimo estado do hamiltoniano expandido, Ψm(x, t), difere daquele ini-

cial, ψn(x, t), apenas por um fator de fase dependente do tempo. Matematicamente

podemos escrever,

Ψm(x, t) = e−
i
~

∫ t
0
En(t′)dt′eiγ(t)ψn(x, t), (4.2)

observe que o primeiro termo é aquele relacionado com a evolução temporal do

sistema, conhecido como fase dinâmica. O termo na segunda exponencial, γ(t), é

chamado de fase geométrica. Aliás, todo termo além daquele relacionado com a fase

dinâmica é chamado de fase geométrica. É sobre esse termo que trabalharemos agora.

Usando a equação (4.2) em (4.1) obtemos depois de algum cálculo

∂ψn
∂t

+ iψn
dγ(t)

dt
= 0. (4.3)

dada a ortogonalidade das autofunções ψn, podemos multiplicar à esquerda por ψ∗
n

e integrar sobre todo o intervalo linear entre (−∞,∞). Depois de simples álgebra

obtemos,

dγ

dt
= i

〈

ψn|
∂ψn
∂t

〉

. (4.4)

Dessa expressão podemos obter a fase geométrica por integração direta. Para o caso

no qual a dependência temporal da autofunção é através de um parâmetro R(t) no
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hamiltonianoH(R(t)), podemos usar a equação acima e encontrar o seguinte resultado

para a fase geométrica,

γn(t) = i

∮ 〈

ψn|
dψn
dR

〉

dR, (4.5)

escrita dessa forma, a fase é chamada de fase de Berry, com R associado com a

mudança temporal de algum parâmetro do sistema. Admitindo que existam vários

parâmetros dependentes do tempo [R1(t), R2(t), · · · , Rn(t)], encontramos a seguinte

expressão geral para a fase de Berry [73],

γn(t) = i

∮ 〈

ψn|~∇Rψn

〉

· d~R. (4.6)

com ~R = (R1, R2 · · · , Rn). A integral é realizada sobre um contorno no espaço dos

parâmetros. Dado que as autofunções Ψn(x, t) devem ser ortonormais, pela expressão

(4.2) γ(t) deve ser real, caso contrário, o novo fator exponencial não seria um fator

de fase.

4.2.2 Fase de Berry Relativ́ıstica

Na seção anterior vimos como podemos escrever a autofunção para um hamilto-

niano adiabaticamente dependente do tempo através do parâmetro R(t) e por con-

sequência a fase de Berry dada em (4.6). Na teoria relativ́ıstica de Dirac a autofunção

é dada em termos de quatro componentes spinoriais,

Ψn[R(t)] = ψnj
[R(t)]Λj(t) (4.7)

com Λj(t) fatores de fase e j = 1, · · · , 4. Usando esse resultado em (4.1), e dividindo

a correspondente equação por (4.7) obtemos,

1

Λj

dΛj

dt
= − i

~
Enj

[R(t)] − 1

ψnj

dψnj

dR

dR

dt
(4.8)
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integrando termo a termo no intervalo 0 a t obtemos,

Λj(t) = exp

{

− i

~

∫ t

0

Enj
[R(t′)]dt′

}

exp

{

−
∫ t

0

1

ψnj

dψnj

dR

dR

dt′
dt′
}

, (4.9)

O primeiro termo em Λj(t) é a fase dinâmica e o segundo representaremos como

abaixo,

γj(t) = i exp

{∫ t

0

1

ψnj

dψnj

dR

dR

dt′
dt′
}

. (4.10)

Podemos escrever essa expressão de uma outra maneira admitindo que as autofunções

ψnj
sejam de quadrado integráveis, o resultado encontrado será,

γn(T ) =
4∑

j=1

∮ 〈

ψnj
|~∇Rψnj

〉

· d~R. (4.11)

Essa expressão nos diz que a fase relativ́ıstica é composta de quatro partes, cada

uma associada com a j-ésima componente spinorial. No entanto, Zheng-Chuan [74],

mostrou que a prescrição não-relativ́ıstica da fase de Berry não pode ser aplicada

diretamente para a correspondente relativ́ıstica, porque a fase encontrada acima não

é invariante sob uma trasformação geral de Lorentz, a menos que o spinor (4.7) seja

reescrito na forma,

Ψn[R(t)] = ψnj
[R(t)]Λ(t), (4.12)

que equivale a dizer que há apenas um termo Λ(t) para as quatro componentes spinori-

ais. Seguindo essa definição encontramos a seguinte expressão para a fase relativ́ıstica

de Berry,

γn(T ) = i

∮

〈ψn(R)|∇R|ψn(R)〉 dR, (4.13)

essa fase é invariante sobre a transformação geral de Lorentz imposta sobre o parâmetro

adiabático R,

Rµ = AµνRν , ∇R′ = A−1∇R, dR′ = AdR (4.14)
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e, portanto, é a fase de Berry para a mecânica quântica relativ́ıstica. A diferença está

na existência de apenas um fator de fase para as quatro componentes spinoriais da

função de onda.

4.3 Efeito Aharonov-Bohm

Considere um campo magnético restrito a uma região do espaço, tal qual aquele

produzido por um longo solenóide de raio a. Classicamente, a dinâmica de uma

part́ıcula na região r > a não é influenciada pelo campo magnético, visto que nessa

região ~B = 0. No ńıvel quântico interessantes resultados surgem ao se resolver

a equação de Schrödinger nessa configuração de campo. Assumindo acoplamente

mı́nimo, essa dinâmica no ńıvel quântico é descrita pela equação,






1

2m

(

~

i
~∇− q ~A

c

)2

+ V






Ψ = i~

∂Ψ

∂t
(4.15)

Assumindo o potencial vetor da forma ~A = ΦB/2πρêφ, satisfazendo o gauge de

Coulomb ~∇ · ~A = 0, podemos encontrar o espectro de energia de uma part́ıcula

ao ser transportada ao longo de uma órbita circular de raio s envolvendo o solenóide.

O resultado é,

En =
~

2

2ms2

(

n− qΦB

2π~

)2

(4.16)

com n = 0,±1,±2 · · · com valores positivos de n associados ao movimento da

part́ıcula na mesma direção da corrente no solenóide e valores negativos para o movi-

mento na direção oposta. Pela expressão acima, quando o movimento da part́ıcula

ocorre na mesma direção da corrente, n > 0, a energia associada é menor que a cor-

respondente para o movimento na direção oposta, n < 0. O destaque nesse resultado

está na dependência expĺıcita dos ńıveis de energia com o fluxo magnético ΦB restrito

ao interior do solenóide e, portanto, nulo na região acesśıvel a nossa part́ıcula. Essa
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dependência sobre parâmetros externos é chamada efeito eletromagnético Aharonov-

Bohm.

Uma abordagem em termos da fase geométrica pode ser feita. Admitindo a

seguinte dependência para a autofunção Ψ = eiΓ(x)ψ a equação (4.15) transforma-

se na equação de Schrödinger para ψ na ausência de potencial vetor ~A, com Γ(x)

dada por

Γ(x) =
q

~

∫ x

O
~A(x′) · d~x′ = ±qΦB

2~
, (4.17)

com o sinal positivo para a part́ıcula movendo-se na mesma direção da corrente no

solenóide e negativo para o movimento na direção oposta. Dessa forma, as part́ıculas

se encontram com uma diferença de fase dada por,

∆ =
qΦB

~
. (4.18)

observe a dependência sobre o fluxo magnético restrito ao interior do solenóide. Esse

resultado teórico, contrariando as concepções clássicas, ganhou fundamento f́ısico após

a realização experimental de Chambers [75] nos anos Sessenta. Novamente esse é o

efeito eletromagnético Aharonov-Bohm.

4.3.1 Efeito Aharonov-Bohm como uma Fase Geométrica

Seja calcular a fase de Berry a partir da autofunção usada para o cálculo da fase

eletromagnética Aharonov-Bohm. A prescrição de Berry para a fase geométrica está

representada abaixo,

γn(t) = i

∮ 〈

Ψn|
dΨn

dR

〉

· dR (4.19)

Assumamos que a autofunção obedeça a relação: Ψ = eiΓ(x)ψ. O integrando pode
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ser calculado da seguinte forma,

〈

Ψn|
dΨn

dR

〉

=

∫

e−iΓ(x)[ψn(r −R)]∗eiΓ(x)
{

−i q
~
A(R)ψn(r −R) + ∇Rψn(r −R)

}

d3r (4.20)

considerando a ortonormalidade das autofunções e que o valor esperado do operador

momento num autoestado do hamiltoniano dá zero, nossa expressão simplifica-se

dando,

〈

Ψn|
dΨn

dR

〉

= −i q
~
A(R) (4.21)

temos portanto calculado a expressão para o termo acima conhecido como conexão

de Berry. A fase de Berry é calculada usando esse resultado na equação (4.19) com o

potencial vetor A = ΦB/(2πρ)êφ e dR = ρêφdφ,

γ(t) =
q

~

∫

A(R) · dR → γ(t) =
qΦB

~
(4.22)

essa é a fase de Berry obtida para uma part́ıcula sujeita a um hamiltoniano depen-

dente do tempo satisfazendo a aproximação adiabática. Observe que esse resultado é

o mesmo daquele quando o movimento ocorre na presença de um campo magnético

localizado (4.18). Dáı, o efeito Aharonov-Bohm ser conhecido como um tipo de fase

geométrica.

Essa apresentação sobre o efeito Aharonov-Bohm se justifica pelo fato de encon-

trarmos ao longo dos próximos caṕıtulos, análogos gravitacionais desse efeito, sig-

nificando, portanto, que as fontes gravitacionais do espaço-tempo como curvatura e

torção, embora inacesśıvel à nossa part́ıcula, aparecerão explicitamente nos ńıveis de

energia e nas autofunções, exatamente como fez o campo magnético na solução acima.
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4.4 Equação de Dirac nas Geometrias Planas e

Curvas

Apresentaremos a equação de Dirac aplicada às geometrias planas e curvas. Come-

çaremos pela geometria plana, escrevendo a forma matricial dessa equação quando a

part́ıcula de spin 1/2 está submetida a um campo eletromagnético. A seguir, a gene-

ralização para espaços curvos é apresentada. Ao longo da apresentação estaremos

usando as unidades naturais ~ = 1 e c = 1. No caso de um campo eletromagnético

Aκ, minimamente acoplado, a equação de Dirac assume a forma,

{i [γκ(x)∂κ + ieγκ(x)Aκ] −m}Φκ(x) = 0 (4.23)

com Φκ(x), κ = (0, 1, 2, 3), sendo a representação compacta do spinor de quatro

componentes como abaixo,

Φκ(x) =










φ1(x)

φ2(x)

φ3(x)

φ4(x)










(4.24)

As matrizes γ(κ) na representação (4 × 4) obedecem a relação de anticomutação,

γ(κ)γ(λ) + γ(λ)γ(κ) = 2ηκλ (4.25)

o tensor métrico ηκλ no espaço de Minkowski é representado por uma matriz diagonal

com a seguinte assinatura (−,+,+,+). As matrizes γ(κ) na representação de Dirac

são dadas por,

γ(0) =

(

1 0

0 −1

)

; γ(i) =

(

0 σi

−σi 0

)

; Σj =

(

σj 0

0 σj

)

(4.26)

com σi sendo as matrizes de Pauli, i = (1, 2, 3), dadas por

σ(1) =

(

0 1

1 0

)

; σ(2) =

(

0 −i
i 0

)

; σ(3) =

(

1 0

0 −1

)

(4.27)
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Essa apresentação nos permite resolver a dinâmica de uma part́ıcula spinorial na

presença de um campo eletromagnético sujeito a uma geometria local e globalmente

plana. Por outro lado, quando a geometria envolvida é não-Euclidiana torna indis-

pensável o uso de alguns conceitos geométricos da relatividade geral de Einstein.

Começaremos com o conceito generalizado de derivada covariante,

∂µ → ∇µ = ∂µ + Γµ (4.28)

com ∂µ sendo derivadas ordinárias e Γµ a correção introduzida pela topologia. Sob

essa definição a equação (4.23) assume a forma,

[iγµ(x)∂µ + iγµ(x)Γµ(x) −m]Φ(x) = 0 (4.29)

com γµ(x) sendo as matrizes de Dirac para o espaço-tempo curvo que são dadas a

partir daquelas do espaço de Minkowski γa pela equação,

γµ(x) = eµa(x)γ
a (4.30)

a transformação eµa(x) relacionando os espaços-tempos curvos e planos são chamadas

de tetradas e são determinadas a partir da relação,

eaµ(x)e
b
ν(x) ηab = gµν(x) (4.31)

sendo gµν a matriz inversa do tensor métrico gµν .

Para o espaço-tempo descrito pela métrica (2.3), escolhemos a seguinte tetrada

eaµ(x) e sua inversa eµa(x),

eaµ(x) =










1 0 4J t 0

0 cosφ −αρsinφ 0

0 sinφ αρ cosφ 0

0 0 4Jz 1










; eµa(x) =










1 4Jtsinφ
αρ

−4Jtcosφ
αρ

0

0 cosφ sinφ 0

0 − sinφ
αρ

cosφ
αρ

0

0 4Jzsinφ
αρ

−4Jzcosφ
αρ

1










(4.32)
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escolhida a matriz eµa(x) podemos determinar como se transformam as matrizes de

Dirac γµ(x) usando a equação (4.30) e o resultado acima. Obtemos, portanto,

γ̄0 = γt − 4J t

αρ
γφ

γ̄1 = γρ, γρ = cosφγ1 + sinφγ2

γ̄2 =
γφ

αρ
, γφ = −sinφγ1 + cosφγ2

γ̄3 = γ(z) − 4Jz

αρ
γφ (4.33)

Comparativamente à equação (4.23), a correção para o espaço-tempo curvo da

equação (4.29) está em γµ(x)Γµ(x). O cálculo desse termo pode ser feito a partir da

1-forma abaixo,

e0 = dt

e1 = cosφdρ− αρsinφdφ

e2 = sinφdρ+ αρcosφdφ

e3 = dz (4.34)

e com o uso da equação de Maurer-Cartan na ausência de torção,

dea + wab ∧ eb = 0 (4.35)

com dea representando derivadas exteriores e representadas pela relação dxi ∧ dxj.

Derivadas desse tipo, resultam em valores não-nulos somente para ı́ndices diferentes

i 6= j. Na base (4.34) a equação de Maurer-Cartan torna-se,

de0 + w0
0 ∧ e0 + w0

1 ∧ e1 + w0
2 ∧ e2 + w0

3 ∧ e3 = 0

de1 + w1
0 ∧ e0 + w1

1 ∧ e1 + w1
2 ∧ e2 + w1

3 ∧ e3 = 0

de2 + w2
0 ∧ e0 + w2

1 ∧ e1 + w2
2 ∧ e2 + w2

3 ∧ e3 = 0

de3 + w3
0 ∧ e0 + w3

1 ∧ e1 + w3
2 ∧ e2 + w3

3 ∧ e3 = 0 (4.36)
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a partir da equação (4.34) encontramos as seguintes relações,

de0 = 0

de1 = (1 − α)sinφdρ ∧ dφ

de2 = −(1 − α)cosφdρ ∧ dφ

de3 = 0 (4.37)

aplicando esse conjunto de equações em (4.36) e resolvendo o sistema polinomial

resultante em wab econtramos que as únicas componente não nulas são,

wa b = wµ
a
bdx

µ =⇒ wφ
1

2 = −wφ2
1 = α− 1 (4.38)

A conexão spinorial está relacionada com a conexão 1-forma por,

Γµ = − i

4
wµabΣ

ab → Γµ =
1

8
wµab[γ

a, γb] (4.39)

sob a equação (4.38) o resultado acima nos dá,

Γφ = −iα− 1

2
Σ3 (4.40)

onde usamos o seguinte resultado parcial [γ1, γ2] − [γ2, γ1] = −4iΣ3. Com isso o

termo γµΓµ = γtΓt + γρΓρ + γφΓφ + γzΓz reduz-se a apenas ao penúltimo termo, isto

é, γµΓµ = γφΓφ. A partir da tetrada inversa eµa(x) podemos determinar a matriz de

Dirac no espaço curvo γφ como γφ = (−sinφγ1 + cosφγ2)/αρ. Como isso, a correção

devido a curvatura é,

γµΓµ =
α− 1

2αρ
γ(ρ) (4.41)

para o qual usamos γ1Σ3 = −iγ2, γ2Σ3 = iγ1.

Como já sabemos como se transformam as matrizes de Dirac e a expressão exata

do termo γµΓµ, podemos escrever a equação de Dirac no espaço-tempo da corda quiral
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(2.3) na forma,

[

iγ(t)∂t + iγ(ρ)

(

∂ρ −
1 − α

2αρ

)

+ i
γ(φ)

αρ
(∂φ − 4J t∂t − 4Jz∂z) + iγ(3)∂z −m

]

ψm(t, ρ, φ, z) = 0

(4.42)

Queremos resolver essa equação diferencial. Devido a independência temporal da

métrica da corda quiral e independência sob translações ao longo do eixo z, supomos

a seguinte solução,

ψm(t, ρ, φ, z) = exp(−iEnt+ iknz)ψm(ρ, φ) (4.43)

onde En são os autovalores e kn representa o vetor de onda na direção z. A solução

geral da equação resultante será constrúıda usando o método chamado de fator de

fase de Dirac. Ele consiste em construir a solução da equação geral (4.42) a partir

da equação de Dirac no espaço-tempo da corda cósmica a menos de um fator de fase.

Esse fator de fase quando integrado adequadamente dá o resultado que buscamos.

Dessa forma escrevemos,

ψm(ρ, φ) = e
−i
∫ φ

φ0
Λdφ

ψ0(ρ, φ), Λ =
1 − α

2
Σ(3) + 4I(EnJ

t − knJ
z) (4.44)

substituindo as equações (4.43) e (4.44) em (4.42) obtemos,

{

iγ(t)∂t + iγ(ρ)∂ρ + i
γ(φ)

αρ
∂φ + iγ(z)∂z −m

}

ψ0(ρ, φ) = 0 (4.45)

dessa forma ψ0(ρ, φ), solução da equação de Dirac no espaço-tempo da corda cósmica

padrão, pode ser usada para construir a solução correspondente para o espaço-tempo

da corda com momento angular J t e torção Jz, além da fonte de curvatura repre-

sentada por α. Dessa maneira, constrúımos a solução de uma equação geral a partir

de uma equação mais simples. Essa é a importância do método do fator de fase de

Dirac. Com as informações contidas na equação (4.44) passamos para o cálculo da

fase geométrica de Berry. Para o cálculo da fase de Berry algumas restrições sobre
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a função de onda devem ser consideradas. Para evitar a degenerescência dos ńıveis

de energia consideraremos a versão não-Abeliana da fase de Berry apresentada por

Mostafazadeh [71]. Confinaremos nossa part́ıcula dentro de uma caixa com paredes

impenetráveis para garantir que o pacote de onda é não nulo somente dentro da caixa

e seja dado pela superposição de diferentes autofunções.

C

r

R

Defeito Topológico

Figura 4.1: Spinor dentro de uma caixa perfeitamente refletora, paralelamente trans-
portada em torno da corda quiral seguindo órbitas de Killing.

Como o cálculo da fase de Berry envolve uma integral circuital em torno da corda

quiral, nossa caixa será localizada por um vetor ~R, com origem no defeito e extremi-

dade num ponto geométrico determinando o centro da caixa. Essa situação está repre-

sentada na figura acima. O transporte da caixa em torno do defeito segue as órbitas

de Killing, órbitas livres de curvas tipo-tempo fechadas satisfazendo R0 > 4J t/α.

Na ausência de defeitos, isto é, J t = Jz = 0 e α = 1, a função de onda dentro

da caixa depende apenas da posição da part́ıcula em relação ao centro da caixa e é

dada por ψ(~r − ~R). Para o caso que estamos propondo, a função de onda depende

explicitamente dos parâmetros (J t, Jz, α) e é dada pela equação (4.44).
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A fase geométrica de Berry é calculada usando-se a versão não-Abeliana da fase

de Berry, como apresentada em [74],

γψn = i

∮

C

〈ψn(R)|∇R|ψn(R)〉 dR (4.46)

onde R é um parâmetro adiabático expresso como R = R1 · · ·Rn · · ·Rm. O integrando

é calculado usando-se a conexão de Berry [71] na forma,

AIJ
n =

〈
ψIn(xi −Ri)|∇R|ψJn(xi −Ri)

〉
(4.47)

onde I e J estão relacionados com as posśıveis degenerescências da função de onda, xi

determina a posição da part́ıcula em relação ao centro da caixa e R a posição da caixa

em relação ao defeito. Portanto, xi − R, define a posição da part́ıcula em relação ao

defeito. Usando a função de onda (4.44) na conexão de Berry (4.47) obtemos,

〈
ψIn(xi −Ri)|∇R|ψJn(xi −Ri)

〉
=

= −i
∮

Σ

ψ∗I
n (xi −Ri)

{[

4I(EnJ
t − knJ

z) + Σ(3) 1 − α

2

]

ψJn(xi −Ri) + ∇Rψ
J
n(xi −Ri)

}

dR

= −i
{

4I
(
EnJ

t − knJ
z
)

+ Σ(3) 1 − α

2

}

δIJ (4.48)

com ψn normalizados. O último termo no integrando acima pode ser transformado

numa integral de superf́ıcie e dessa forma se torna nulo, restando apenas a última

equação acima. Dessa forma, (4.46) transforma-se em,

γψn(C) = 8πI(EnJ
t − knJ

z) + Σ(3)π(1 − α) (4.49)

onde I, J e δIJ foram omitidos por conveniência e C é uma curva fechada que en-

volve o defeito. Observamos que esse resultado depende dos parâmetros globais da

corda (J t, Jz, α) como aqueles em [70, 71, 72]. Como discutido por Mostafazadeh

[71] para o caso da part́ıcula escalar, este efeito pode ser interpretado como uma

interferência entre as funções de onda associadas com a part́ıcula dentro da caixa

e aquelas seguindo órbitas de Killing tipo-tempo. O primeiro termo em (4.49) é
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a contribuição gravitacional conhecida como análogo gravitacional do efeito eletro-

magnético Aharonov-Bohm [28]. O segundo tem origem no momento angular e torção

do defeito, e pode ser escrito como,

φp =
1

4

∮

RµνδλJ
δλdτµν (4.50)

onde Jδλ = Lδλ+Σδλ sendo o momento angular total da part́ıcula. Como a geometria

da corda cósmica é caracterizada por uma singularidade cônica no tensor de curvatura

que é dado por, Rρ,φ
ρ,φ = [(1−α)/4α]δ2(~r) a expressão acima pode ser escrita na seguinte

forma,

φp =

∮
1 − α

2
Σ3dφ (4.51)

que é exatamente a fase geométrica relativ́ıstica de Berry proposta por Cai e Pa-

pine em [68, 69] para uma part́ıcula de spin 1/2 num espaço-tempo curvo usando a

aproximação de campo fraco. No presente caso, não usamos a aproximação de campo

fraco e esta contribuição é devido a presença da singularidade cônica associada com

a corda quiral. Portanto as contribuições para a fase de Berry (4.49) são de origem

gravitacional.

4.5 Spinor no Espaço-tempo da Corda Quiral Mag-

nética

Nessa seção, consideraremos nossa part́ıcula spinorial no espaço-tempo da corda

quiral com um campo magnético aplicado ao longo do eixo z, o eixo de simetria do

sistema e cujo potencial vetor é dado por,

~Aφ =
ΦB

2παρ
êφ (4.52)

onde ΦB é o fluxo magnético ao longo do eixo de simetria do defeito, associado ao

campo magnético interno Bz = ΦBδ(ρ). Sob a condição de acoplamento mı́nimo a
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equação de Dirac assume a seguinte forma,

{iγµ(x) [∂µ + Γµ(x) + ieAµ(x)] −m}ψ(t, x) = 0 (4.53)

Queremos determinar a influência desse campo magnético à fase de Berry para

o spinor transportado paralelamente em torno do cone quiral magneticamente car-

regado. Escrita no espaço-tempo descrito pela equação (2.3) e com a ajuda das

relações (4.33) obtemos,
{

iγ(t)∂t + iγ(ρ)

[

∂ρ −
1

2ρ

(
1 − α

α

)]

+
i

αρ
γ(φ)

(

∂φ − 4J t∂t − 4Jz∂z + i
eΦB

2π

)

+ iγ(z)∂z −m
}
ψ(t, ρ, φ, z) = 0. (4.54)

Como o espaço-tempo descrito pela equação (2.3) é estacionário no tempo e

simétrico com translações ao longo do eixo z, usamos a clássica solução dada em

(4.43). Como é nosso interesse o cálculo da fase de Berry, consideraremos o método

do fator de fase de Dirac para determinarmos a solução da equação geral acima

a partir daquela associada com o spinor no espaço-tempo da corda cósmica padrão.

Considerando essas observações, a solução procurada para (4.54) é escrita na seguinte

forma,

ψm(ρ, φ) = e
−i
∫ φ

φ0
Λdφ

ψ0(ρ, φ), Λ =
1 − α

2
Σ(3) + 4I(EnJ

t − knJ
z) + I

eΦB

2π
(4.55)

observe que substituindo essa expressão em (4.54), a equação resultante é exatamente

aquela encontrada na seção anterior (4.45) e novamente ψ0(ρ, φ) pode ser usada para

construir a solução geral de (4.54). Sabendo-se como o spinor se transforma ao ser

transportado em torno do cone quiral magnético, calcularemos a fase de Berry. Cal-

culando a conexão de Berry (4.47) com a ajuda da equação acima encontramos,

〈
ψIn|∇R|ψJn

〉
= −i

{

4I
(
EnJ

t − knJ
z
)

+
eΦB

2π
+ Σ(3) 1 − α

2

}

δIJ (4.56)

com isso calculamos a fase de Berry. O resultado é o seguinte,

γψn(C) = 8πI(EnJ
t − knJ

z) + Σ(3)π(1 − α) + eΦBI (4.57)
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novamente I, J e δIJ foram omitidos, C é a curva sobre a qual a caixa é trans-

portada. Este resultado é muito similar ao anterior, exceto pelo último termo que

está relacionado ao fluxo magnético através da corda. Como nosso espaço-tempo

é localmente plano e o campo magnético está restrito ao eixo de simetria do cone

quiral, portanto, inacesśıvel à nossa part́ıcula, a dependência da fase de Berry sobre

os parâmetros topológicos do espaço-tempo, representa análogos gravitacionais do

efeito eletromagnético Aharonov-Bohm relativ́ıstico [28].

4.6 Fase de Berry no Espaço-tempo de Múltiplas

Cordas Magnéticas

Nessa seção, generalizaremos os resultados obtidos nas seções anteriores e investi-

garemos a fase quântica de Berry para uma part́ıcula de spin 1/2 no espaço-tempo de

N cordas quirais magnéticas paralelas entre si. O correspondente espaço-tempo está

representado na equação (2.6). Os cálculos apresentados para o transporte paralelo

de spinores em torno de uma única corda quiral magnética serão agora generalizados

para o caso geral de múltiplas cordas.

Em vez de escrever a equação de Dirac no espaço-tempo descrito por (2.6) e

determinar a forma da função de onda usando o método do fator de fase de Dirac

por consequência a fase adquirida pelo spinor, usaremos o fato de que a holonomia

associada com o transporte paralelo de spinores no espaço-tempo das múltiplas cordas

é dada por um fator de fase que só é afetada pelo cone quiral em torno do qual o spinor

é transportado paralelamente. Isso significa que o spinor transportado ao longo da

curva C1 envolvendo o cone quiral localizado no ponto ρ1 não é afetado pelos demais

cones quirais e somente determinado pelo cone interior à curva. Nesse caso, a forma
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da função de onda nesse primeiro transporte é dada por,

ψ1(ρ, φ) = e
−i
∫ φ

φ0
Λ1dφψ0(ρ, φ), Λ1 =

1 − α1

2
Σ(3) + 4I(EnJ

t
1 − knJ

z
1 ) + I

eΦ1

2π
(4.58)

transportando esse spinor em torno do defeito localizado em ρ2 e ao longo da curva

C2 ele adquire uma nova fase Λ2 escrita como a seguir,

ψ2(ρ, φ) = e
−i
∫ φ

φ0
Λ2dφψ1(ρ, φ), Λ2 =

1 − α2

2
Σ(3) + 4I(EnJ

t
2 − knJ

z
2 ) + I

eΦ2

2π
(4.59)

substituindo (4.58) na equação (4.59) obtemos a forma final do spinor ψ2 como abaixo

ψ2(ρ, φ) = e
−i
∫ φ

φ0
(Λ1+Λ2)dφ

ψ0(ρ, φ) (4.60)

com o termo, Λ1 + Λ2 sendo a fase parcial adquirida pelo spinor dada por

Λ1 + Λ2 =
2 − α1 − α2

2
Σ(3) + 4I

[
En(J

t
1 + J t2) − kn(J

z
1 + Jz2 )

]
+ I

e(Φ1 + Φ2)

2π

Podemos seguir transportanto ψ2 em torno do cone quiral localizado em ρ3, ao

longo da curva C3 e determinar a correspondente forma assumida pelo o spinor ψ3.

Ao final, o spinor transportado em torno do N -ésimo cone quiral localizado em ρN e

ao longo da N -ésima curva CN é dado por,

ψ1,··· ,N(ρ, φ) =
N∏

j=1

e
−i
∫ φ

φ0
Λj dφψ0(ρ) Λj =

N − αj
2

Σ(3) + 4I
[
EnJ

t
j − knJ

z
j

]
+ I

eΦj

2π
(4.61)

Uma vez que sabemos como os spinores se transformam ao ser transportados

paralelamente em torno dos N cones chirais magnéticos, podemos calcular a fase de

Berry seguindo os mesmos passos usados para o cálculo dessa fase em torno de um

único cone quiral magnético. Dessa forma a conexão de Berry usando (4.47) pode ser

calculada usando o spinor (4.61). O resultado é,

AIJ
n = −i

N∑

j=1

{[

4I
(
EnJ

t
j − knJ

z
j

)
+ Σ(3)N − αj

2
+ I

eΦj

2π

]

δIJ

}

. (4.62)
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com esse resultado em (4.46) obtemos,

γψm(C) =
m∑

j=1

[
8πI(EnJ

t
j − knJ

z
j ) + Σ(3)π(N − αj) + IeΦj

]
. (4.63)

que é a fase quântica de Berry adquirida pelo spinor de Dirac quando transportado

paralelamente ao longo de uma curva fechada C envolvendo os cones quirais mag-

néticos. Nossos resultados anteriores podem ser obtidos a partir da equação (4.63)

fazendo m = 1. Importante notar que esse resultado combina a contribuição gravita-

cional devido ao momento angular, torção e curvatura de um conjunto de defeitos e

a contribuição eletromagnética devido ao fluxo magnético aplicado ao longo do eixo

de simetria dos cones chirais.

4.7 Conclusão

Nesse caṕıtulo calculamos a fase quântica de Berry adquirida por uma part́ıcula

de spin 1/2 ao ser transportada em torno do espaço-tempo de uma e múltiplas cordas

cósmicas quirais usando o método do fator de fase de Dirac. Para o caso de uma

corda cósmica a fase gravitacional de Berry é a soma de três contribuições devido ao

momento angular, à torção e curvatura do defeito. No caso da corda quiral magnética

obtemos que a fase de Berry é adicionada pela contribuição Aharonov-Bohm devida

ao fluxo magnético restrito ao eixo de simetria da corda quiral. Finalmente, anali-

samos a fase quântica de Berry para o spinor no espaço-tempo de múltiplas cordas

cósmicas quirais magnéticas. Isso foi feito usando o fato que as propriedades globais

da holonomia quântica nesse espaço-tempo não são afetadas pelos defeitos fora da

curva envolvendo a singularidade cônica, em torno da qual o spinor é paralelamente

transportado.

O estudo desenvolvido nesse caṕıtulo está publicado em European Physical Journal

C, DOI 10.1140/epjc/s10052-008-0696-1.



Caṕıtulo 5

Oscilador de Dirac na Presença de

Defeitos Topológicos

5.1 Introdução

Desde muito cedo na f́ısica aprendemos que interações harmônicas aparecem em

muitas áreas. Com o advento da Relatividade muito se tem feito acerca de correções

introduzidas por esse peculiar movimento dos sistemas f́ısicos. Mais recentemente,

Moshinsky and Szczepaniak [76] propuseram o oscilador de Dirac, uma versão rela-

tiv́ıstica do oscilador harmônico não-relativ́ıstico da mecânica quântica padrão 1
2
mw2r2.

Esse tipo de interação tornou muitos dos problemas sobre confinamento de elétrons

em sistemas de baixa dimensão exatamente solúveis [77, 78]. Muitas outras con-

figurações de sistemas quânticos interagindo com o oscilador de Dirac tem aparecido

na literatura na presença de campos magnéticos e também na presença do efeito

Aharonov-Bohm [79, 80, 81]. Além da simplificação introduzida nos sistemas de

baixa dimensão também destaca-se um amplo entendimento das propriedades de ma-

teriais supercondutores e sobre o efeito Hall quântico [82]. É importante destacar que

esses estudos foram feitos na ausência completa de fontes de curvatura e/ou torção

48
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que inevitavelmente estão presentes nesses sistemas f́ısicos.

Não é de nosso conhecimento qualquer estudo realizado com o oscilador de Dirac

em espaços-tempos produzidos por defeitos topológicos, tais como a corda cósmica.

Nesse sentido, nossa contribuição amplia as fontes de informações sobre as pro-

priedades f́ısicas de sistemas quânticos na presença de defeitos topológicos. É im-

portante chamar a atenção para o fato de que sistemas de Matéria Condensada,

como os estudos com o cristal ĺıquido [83, 84, 85, 86] envolvendo diferentes transições

de fase, colocam os defeitos de Cosmologia e Gravitação como a corda cósmica, a

parede de domı́nio e o monopólo global, dentre outros, sobre uma base f́ısica pasśıvel

de realização experimental e simulação teórica [87].

Nossa intensão nesse caṕıtulo é a de estudar o oscilador de Dirac na presença da

geometria produzida pela corda cósmica, com posśıveis fontes de momento angular e

torção presentes. Dada a importância da dinâmica ocorrendo na presença de campos

magnéticos no ńıvel quântico padrão, estendemos os estudos anteriores considerando

uma linha de campo magnético ao longo do eixo de simetria da corda introduzido

geometricamente. Como veremos nas discussões de nossos resultados, essa introdução

permitirá compensar a contribuição elástica introduzida pelo defeito por um ajuste da

intensidade do campo, cuja implicação será a de tornar nosso espaço-tempo, antes ine-

vitavelmente Riemaniano, num espaço-tempo com caracteŕısticas Euclidianas. Além

disso, toda a informação obtida com o espaço-tempo de Minkowski deve ser obtida

tomando-se os limites adequados sobre os parâmetros que caracterizam a geometria

dos defeitos topológicos.
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5.2 Oscilador de Dirac no Espaço-tempo da Corda

Cósmica

O oscilador de Dirac é introduzido na equação de Dirac, usando a sugestão de

Ito [88] e mais recentemente a prescrição de Moshinsky, que segundo a qual devemos

impor a seguinte mudança no operador momento,

~p→ ~p− imwβ̂~ρ (5.1)

Dessa forma a equação de Dirac no espaço-tempo da corda cósmica (2.1) é dada por,

{

iγt∂t + iγρ
(

∂ρ −
1 − α

2αρ
+mwβρ

)

+ i
γφ∂φ
αρ

+ iγz∂z −m

}

Ψ = 0 (5.2)

essa equação descreve a dinâmica para o oscilador de massa m e frequência angular

w no espaço-tempo descrito por (2.1). Uma solução pode ser constrúıda assumindo

a independência temporal e simetria rotacional do espaço-tempo em consideração.

Para soluções de energia positiva [89, 90] escolhemos o ansatz

Ψ = e−iEt+i(l+1/2−Σ3/2)φ+ikzψj, j = 1, · · · , 4. (5.3)

dessa forma a equação (5.2) transforma-se em

{

β2E + iβγρ
(

∂ρ +
1

2ρ
+mwβρ

)

− βγφ
l + 1/2

αρ
− βγzk − βm

}(

Φ

χ

)

= 0 (5.4)

onde usamos a propriedade γφΣ3 = iγρ imposta pela relação em (4.33), além da

representação bispinorial de duas componentes dadas abaixo,

Φ =

(

ψ1

ψ2

)

; χ =

(

ψ3

ψ4

)

(5.5)

Com a ajuda das relações (4.33) e considerando as propriedades com as matrizes

de Pauli (σi)2 = 1, σiσj = iσk e σiσj = −σjσi, adicionadas de algumas relações
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trigonométricas, obtemos o seguinte conjunto de equações diferenciais ordinárias para

as componentes bispinoriais

{

d2

dρ2
+

1

ρ

d

dρ
−
[

1

ρ2

(
l + 1/2

α
∓ 1

2

)2

+m2w2ρ2 − γ±

]}(

Φ

χ

)

= 0 (5.6)

com

γ± = E2 −m2 + 2mw

(
l + 1/2

α
± 1

2

)

− k2 (5.7)

A equação (5.6) pode ser transformada em outra, impondo a mudança de variáveis

ξ = mwρ2. Para tanto, devemos explicitar as derivadas em termos de ξ como abaixo,

∂

∂ρ
= 2

√
mw
√

ξ
∂

∂ξ

∂2

∂ρ2
= 4mwξ

∂

∂ξ
+ 2mw

∂

∂ξ
(5.8)

com essas mudanças o expressão acima transforma-se em,

χ′′(ξ) +
1

ξ
χ′(ξ) −

(
λ2

4ξ2
+

1

4
− γ

4mwξ

)

χ(ξ) = 0, (5.9)

onde usamos λ = (l+ 1/2)/α+ 1/2 e γ = E2 −m2 + 2mw
(
l+1/2
α

− 1
2

)

− k2. A seguir

estudamos os limites assintóticos na origem e no infinito, pontos cŕıticos da equação

acima. Para a origem ξ → 0 ficamos,

χ′′(ξ) +
1

ξ
χ′(ξ) − λ2

4ξ2
χ(ξ) = 0, (5.10)

cuja solução é χ ≈ ξ
|λ|
2 . O módulo é fundamental, porque para valores negativos de

λ essa solução diverge no presente limite tornando nosso problema sem significado

f́ısico. No outro ponto cŕıtico ξ → ∞ temos,

χ′′(ξ) − 1

4
χ(ξ) = 0, (5.11)
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com solução χ ≈ A eξ/2 + B e−ξ/2. Novamente quando ξ → ∞ normalidade das

soluções são satisfeitas impondo-se A = 0. Os requerimentos de normalidade na

origem e no infinito permitem-nos escrever o seguinte ansatz,

χ = ξ
|λ|
2 e−

ξ
2F (ξ), (5.12)

As derivadas aparecendo em (5.9) são calculadas e dadas abaixo,

χ′(ξ) =

( |λ|
2x

− 1

2

)

F (ξ) + F ′(ξ) (5.13)

χ′′(ξ) =

( |λ|2
4ξ2

− |λ|
2ξ2

− |λ|
2ξ

+
1

4

)

F (ξ) +

( |λ|
x

− 1

)

F ′(ξ) + F ′′(ξ)

substituindo esse resultado em (5.9) obtemos, depois de alguma álgebra, a seguinte

função especial da f́ısica,

ξF ′′(ξ) + (|λ| + 1 − ξ)F ′(ξ) −
( |λ|

2
+

1

2
− γ

4mw

)

F (ξ) = 0. (5.14)

que é escrita na forma geral, ξF ′′(ξ)+(c+1−ξ)F ′(ξ)−aF (ξ) = 0, conhecida como uma

função hipergeométrica confluente muito comum na f́ısica. Como sabemos, a solução

dessa equação são polinômios de grau n em ξ, cuja convergência é garantida igualando-

se o termo precedente a F (ξ) a um inteiro negativo ou zero. Matematicamente temos,
( |λ|

2
+

1

2
− γ

4mw

)

= −n, (5.15)

usando-se as expressões para λ e γ± acima, obtemos depois de pouca álgebra, o

seguinte espectro de autovalores para E2,

E2 = m2 + 4mw

(

n+
|l + 1/2|

2α
− l + 1/2

2α
+ 1

)

+ k2. (5.16)

com n = 0, 1, 2, · · · , l = 0,±1,±2, · · · . O conjunto de autofunções obedecem,

ψ(t, ~r) = Ce
−iEt+i

(

l+ 1

2
−Σ3

2

)

φ
ρ|

l+1/2

α
+ 1

2 |e−mwρ2

2 F

(

−n,
∣
∣
∣
∣

l + 1/2

α
+

1

2

∣
∣
∣
∣
+ 1, mwρ2

)

. (5.17)

Note que para α→ 1 o resultado (5.16) dá os ńıveis de energia da part́ıcula no espaço

plano adicionado da energia de repouso. Para valores inteiros do parâmetro α os

ńıveis de energia são infinitamente degenerados. No caso oposto, a degenerescência é

quebrada.
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5.3 Oscilador de Dirac no Espaço-tempo da Corda

Magnética

Nessa seção, analisaremos a influência de um campo magnético à dinâmica de

nossa part́ıcula spinorial. Escolhemos o campo magnético aplicado ao longo do eixo

de simetria da corda assumido para ser o eixo z, com o potencial vetor dado por

~Aµ = ΦB

2παρ
êφ e minimamente acoplado à equação de Dirac. Esta escolha assegura

o estudo de estados ligados do hamiltoniano minimamente acoplado a esse campo.

Nessa configuração a equação de Dirac no espaço-tempo descrito por (2.1) obedece

{

iγt∂t + iγρ
(

∂ρ −
1 − α

2αρ
+mwβρ

)

+ i
γφ

αρ

(

∂φ + i
eΦB

2π

)

+ iβγz∂z −m

}(

Φ

χ

)

= 0,

(5.18)

sobre o ansatz (5.3) a equação acima transforma-se em

{

β2E + iβγρ
(

∂ρ +
1

2ρ
+mwβρ

)

− βγφ
l + 1/2 + eΦB/2π

αρ
− βγzk − βm

}(

Φ

χ

)

= 0,

(5.19)

aplicando as equações (4.33) obtemos

{

d2

dρ2
+

1

ρ

d

dρ
−
[

1

ρ2

(
l + 1/2 + eΦB/2π

α
∓ 1

2

)2

+ Ω2ρ2 − γ±

]}(

Φ

χ

)

= 0, (5.20)

com γ± dado pela expressão,

γ± = E2 −m2 + 2mw

(
l + 1/2 + eΦB/2π

α
± 1

2

)

− k2, (5.21)

Dessa maneira o termo angular é adicionado pela contribuição Aharonov-Bohm eΦB/2π.

Essa equação radial pode ser transformada em outra fazendo ξ = Ωρ2 e a equação

resultante analisada assintoticamente. Na origem e no infinito, soluções normalizadas
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satisfazem

χ(ξ) = ξ
|a|
2 e−

ξ
2F (ξ), com a =

1

α

(

l +
1

2
+
eΦB

2π

)

+
1

2
, (5.22)

por direta substituição em (5.20) encontramos a função especial

ξF ′′(ξ) + (|a| + 1 − ξ)F ′(ξ) −
( |a|

2
+

1

2
− γ

4mw

)

F (ξ) = 0. (5.23)

com γ assumindo o valor γ = E2 −m2 + 2mw
(
l+1/2+eΦB/2π

α
− 1

2

)

− k2. Observe que

essa equação é do tipo hipergeométrica confluente. Comparada a equação da seção

anterior, vemos que a parte angular é adicionada do fluxo magnético associado ao

campo magnético ~B. Soluções normalizadas são garantidas impondo-se ao último

termo valores inteiros negativos ou nulos. Matematicamente temos,

|a|
2

+
1

2
− γ

4mw
= −n, (5.24)

esse procedimento permite determinar os autovalores da energia associado com o

oscilador de Dirac no espaço-tempo da corda magnética na forma,

E2 = m2 + 4mw

(

n+
|l + 1/2 + eΦB/2π|

2α
− l + 1/2 + eΦB/2π

2α
+ 1

)

+ k2. (5.25)

Observe a dependência dos ńıveis de energia sobre os aspectos não-locais/topológicos

do espaço-tempo e sobre o campo magnético ao longo do eixo z da corda, embora

esse espaço-tempo seja localmente plano. Essa dependência topológica sobre α é a

evidência de que a topologia do espaço-tempo influencia a dinâmica local de nossa

part́ıcula. A dependência sobre o campo magnético restrito ao eixo de simetria da

corda e, portanto, inacesśıvel à nossa part́ıcula, representa o análogo gravitacional do

efeito eletromagnético Aharonov-Bohm. O limite do caso plano é obtido aplicando

α = 1. A presença desse fator topológico nesse resultado, quebra a degenerescência

de alguns ńıveis de energia. Finalmente observamos que para campos fracos ΦB → 0

os resultados anteriores são obtidos.
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5.4 Nı́veis de Energia no Espaço-tempo da Des-

locação Cósmica com Campo

Vamos agora analisar os efeitos de curvatura e campos eletromagnéticos sobre

os ńıveis de energia, quando o espaço-tempo tem uma fonte de torção representada

por J . Esse espaço-tempo foi obtido por Galt’sov e Letelier [29] e está representado

na tabela (2.1)−c. A equação quântica para o oscilador de Dirac no espaço-tempo

da deslocação cósmica, com um campo magnético ~A = ΦB

2παρ
êφ ao longo do eixo de

simetria da corda é dada por

{

iγt∂t + iγρ
(

∂ρ +mwρ+
α− 1

2αρ

)

+ i
γφ

αρ

(

∂φ − J∂z + i
eΦB

2π

)

+ iγz∂z −m

}

Ψ = 0

(5.26)

Sob o ansatz (5.3) e as relações (4.33) adicionadas com as propriedades das ma-

trizes de Pauli (5.26) dá

{
d2

dρ2
+

1

ρ

d

dρ
−
[
Λ2

ρ2
+m2w2ρ2 − γ±

]}(

Φ

χ

)

= 0, (5.27)

onde usamos as abreviações

Λ =
1

α

(

l +
1

2
+
eΦB

2π
− kJ

)

∓ 1

2

γ± = E2 −m2 + 2mw[(l + 1/2 + eΦ/2π − kJ)/α± 1/2] − k2, (5.28)

Fazendo a mudança de variáveis ξ = mwρ2, a equação acima transforma-se em,

d2χ

dξ2
+

1

ξ

d2χ

dξ
−
(

Λ2

4ξ2
+

1

4
− γ

4mwξ

)

χ = 0 (5.29)

Estudando os limites assintóticos para (5.29), supomos a seguinte solução finita na

origem e no infinito,

χ = ξ
|Λ|
2 e−

ξ
2R(ξ) (5.30)
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a seguir, substituimos o ansatz acima em (5.29) e obtemos depois de alguns passos

a equação hipergeométrica confluente R(−n, |Λ| + 1,mwρ2) com os seguintes auto-

valores,

E2 = m2 + 4mw

(

n+
|l + 1/2 + eΦB/2π − kJ |

2α
− l + 1/2 + eΦB/2π − kJ

2α
+ 1

)

+ k2

(5.31)

e autofunções

Φ = A e
−iEt+i

(

l+ 1

2
−Σ3

2

)

φ+ikz
ρ|Λ|e−

mwρ2

2 R(−n, |Λ| + 1,mwρ2) (5.32)

podemos observar uma estrutura de Landau nesse resultado pela presença do termo

associado ao fluxo magnético ΦB. Observe também que a fonte de torção é adicionada

à fonte de curvatura em relação ao caso anterior e que na ausência de torção os

resultados anteriores são encontrados. Nesse caso, a degenerescência dos ńıveis de

energia é mais fortemente quebrada, pela presença de J além das fontes de curvatura

e de campos. Observe que para α = 1 os ńıveis de energia acima tornam-se aqueles

do caso plano.

5.5 Limite Não-Relativ́ıstico

Para analisar o limite não-relativ́ıstico assumimos E = m + ε tal que ε � M e a

equação (5.27) assume a forma,

εΨ =

{

− 1

2m

(
d2

dρ2
+

1

ρ

d

dρ
− Λ2

ρ2
− k2

)

+
1

2
mw2ρ2 ∓ w

2
∓ 2w~S · ~L

}

Ψ (5.33)

notemos que essa é a equação de Schrödinger para o oscilador harmônico mwρ2/2

no espaço-tempo da deslocação cósmica adicionada de um termo de interação spin-

órbita, o último termo acima. Os ńıveis de energia não-relativ́ıstico são encontrados
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reescrevendo a equação (5.31) na forma apropriada,

E = m

√

1 +
4w

m
(n+ δ + 1) +

k2

m2

δ =
|l + 1/2 + eΦB/2π − kJz|

2α
− l + 1/2 + eΦB/2π − kJz

2α
(5.34)

Podemos usar a expansão de Taylor até segunda ordem na energia para calcular esse

limite. O resultado é,

ε ≈ m+
k2

2m
+ 2w (n+ δ + 1) − 2w2(n+ δ + 1)2

m
(5.35)

Podemos ver que essa energia é a soma de quatro partes: a primeira é a energia de

repouso da part́ıcula adicionada da energia cinética, o penúltimo termo é a energia

do oscilador não-relativ́ıstico e o último termo é a correção relativ́ıstica ao problema.

5.6 Conclusão

Nesse caṕıtulo estudamos a influência da geometria global da corda cósmica sobre

os ńıveis de energia e autofunções do oscilador de Dirac. Obtemos que o espectro de

auto-valores e auto-funções são dependentes do parâmetro global α, associado com a

curvatura do espaço-tempo. Quando essa dinâmica ocorre na presença de torção e

campos magnéticos, além da fonte de curvatura, os ńıveis de energia são adicionados

das quantidades J e ΦB. A dependência com o fluxo ao longo da corda, representa

o análogo do efeito eletromagnético Aharonov-Bohm. O limite não-relativ́ıstico estu-

dado, finaliza esse caṕıtulo.



Caṕıtulo 6

Oscilador de Klein-Gordon na

Teoria de Kaluza-Klein

6.1 Introdução

Interações harmônicas desempenham um importante papel na f́ısica, principal-

mente quando consideramos o movimento de part́ıculas na presença de potenciais

moleculares e eletromagnéticos. Particularmente, o oscilador harmônico aparece como

um protótipo em muitas áreas da f́ısica tais como f́ısica do estado sólido, mecânica

estat́ıstica quântica e teoria quântica de campos além de servir como um importante

sistema f́ısico para estudar conceitos e ferramentas matemáticas na teoria quântica

padrão. Em outra direção temos a mecânica quântica relativ́ıstica, uma teoria na qual

efeitos introduzidos pelo movimento peculiar das part́ıculas sobre o sistema f́ısico deve

ser considerado. Juntos, efeitos quânticos e relativ́ısticos têm recebido muita atenção

na dinâmica quântica de part́ıculas ocorrendo em espaços-tempos produzidos por de-

feitos topológicos [91, 92, 93, 94]. Mais recentemente, a versão relativ́ıstica para o

oscilador harmônico apareceu na literatura em espaços comutativos e não-comutativos

da teoria quântica de campos [76, 95] dentre outras configurações incluindo campos

58
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magnéticos [77, 78, 79, 82]. Entretanto essa intensa pesquisa foi feita para a dinâmica

quântica de part́ıculas de spin-1/2, deixando espaço para o tratamento desses efeitos

para part́ıculas de spin zero. É essa a nossa intenção nesse caṕıtulo.

O oscilador de Klein-Gordon surgiu como uma inspiração dos trabalhos anteriores

sobre o oscilador de Dirac aplicado a part́ıculas de spin-1/2. Recentemente, Rao

e outros [96] estudaram a distribuição espectral dos ńıveis de energia e conjunto

de autofunções assumida por uma part́ıcula movendo-se na presença do oscilador

de Klein-Gordon numa versão unidimensional do espaço-tempo de Minkowski. É

nossa intenção aqui estender esses estudos não apenas para outras dimensões mas

principalmente considerar essa dinâmica em espaços-tempos produzidos por defeitos

topológicos usando a teoria de Kaluza-Klein [97, 98, 99]. Essas fontes de campos

gravitacionais desepenham um importante papel em sistemas de f́ısica da Matéria

Condensada [83, 84, 85, 86], principalmente devido a possibilidade de compensar a

contribuição elástica introduzida pelo defeito por um ajuste da intensidade do campo

magnético externo aplicado.

Nas seções seguintes, estudaremos soluções da equação de Klein-Gordon em dife-

rentes configurações do espaco-tempo da corda cósmica. Utilizando a teoria de

Kaluza-Klein na presença do oscilador de Klein-Gordon, o conjunto de autovalores e

autofunções é constrúıdo e mostra dependência com os parâmetros caracterizando o

espaço-tempo em consideração. Destaca-se, nesses casos, que todas as soluções en-

contradas são exatas e que têm importantes implicações para o estudo da dinâmica

de part́ıculas na presença de defeitos em sólidos elásticos.



Oscilador de Klein-Gordon no Espaço-tempo da Corda Cósmica 60

6.2 Oscilador de Klein-Gordon no Espaço-tempo

da Corda Cósmica

Nessa seção, analisaremos o oscilador de Klein-Gordon no espaço-tempo da corda

cósmica (2.1). Para acoplar o oscilador de Klein-Gordon nesse espaço-tempo, usamos

a prescrição de Mirza e Mohadesi [95], que segunda a qual, aplicamos a seguinte

mudança no operador de momento p2
µ → (~pµ + iMw~r) · (~pµ− iMw~r). Dessa maneira,

a equação de Klein-Gordon obedece,

{
1√−g (∂µ +Mwρ)

√−ggµν(∂ν −Mwρ) −M2

}

Ψ(t, ~r) = 0 (6.1)

com
√−g sendo o determinante do tensor métrico e gµν é a correspondente matriz

inversa desse tensor, ∂µ são derivadas parciais com relação as variáveis aparecendo na

métrica. Para o presente caso (2.1), a matriz gµν é da forma,

gµν = diag(−1, 1, 1/α2ρ2, 1), (6.2)

dessa maneira a equação (6.1) torna-se,

{
1

ρ
∂ρ(ρ∂ρ) +

∂2
φ

α2ρ2
−M2w2ρ2 + γ

}

Ψ(t, ρ, φ, z) = 0, (6.3)

com γ = −∂2
t +∂2

z −2Mw−M2. Supondo independência temporal expĺıcita de nosso

espaço-tempo, escolhemos o seguinte ansatz,

Ψ(t, ρ, φ, z) = e−iEt+ikz+ilφ)R(ρ), (6.4)

com isso (6.3) transforma-se em

{
1

ρ
∂ρ(ρ∂ρ) −

[
l2

α2ρ2
+M2w2ρ2 − γ

]}

R(ρ) = 0, (6.5)

com a ajuda da equação (6.4) o último termo na equação acima é dado por γ =

E2 − M2 − 2Mw − k2. Essa equação pode ser transformada em outra usando a
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seguinte mudança de variáveis ξ = Mwρ2. Após alguns cálculos obtemos

R′′(ξ) +
1

ξ
R′(ξ) −

(
l2

4α2ξ2
+

1

4
− γ

4Mwξ

)

R(ξ) = 0. (6.6)

Nesse ponto, estudamos os limites assintóticos da equação acima. Comportamento

f́ısico de nossa solução na origem e no infinito, nos permite escolher o seguinte ansatz,

R(ξ) = ξ
|l|
2α e−

ξ
2F (ξ), (6.7)

Substituindo essa equação acima, encontramos depois de alguma álgebra simples,

ξF ′′(ξ) +

( |l|
α

+ 1 − ξ

)

F ′(ξ) −
(
l

2α
+

1

2
− γ

4Mw

)

F (ξ) = 0. (6.8)

onde γ é como antes. Novamente essa equação é escrita na forma geral de uma

função hipergeométrica confluente, xF ′′(x) + (c + 1 − x)F ′(x) − aF (x) = 0, com

solução dada por um conjunto de polinômios de grau n em x. Normalidade dessa

solução é conseguida fazendo-se o último termo da equação (6.8) igual a um inteiro

negativo ou zero. Matematicamente temos,

|l|
2α

+
1

2
− γ

4Mw
= −n, (6.9)

A partir daqui usando a expressão para γ e resolvendo a equação resultante para E

obtemos o seguinte espectro de energia,

E2 = M2 + 4Mw

(

n+
|l|
2α

+ 1

)

+ k2. (6.10)

Podemos também construir as autofunções da seguinte forma,

Ψ(t, ~r) = Cn,l e
−iEt+ikz+ilφρ

|l|
α e−

Mw
2
ρ2F

(

−n, |l|
α

+ 1,Mwρ2

)

. (6.11)

Notemos a dependência global dos ńıveis de energia assim como das autofunções sobre

o parâmetro topológico do espaço-tempo α, evidenciando a influência da topologia

nos ńıveis de energia da part́ıcula e o próprio caráter não-local da teoria quântica.
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Podemos observar que essa energia tem contribuições angular e cinética além da

energia de repouso da part́ıcula. No limite de oscilador fraco, w → 0, nossa part́ıcula

comporta-se como uma part́ıcula livre. Além disso, podemos observar que na ausência

de defeitos, α → 1, os resultados de Rao [96] aparecem e que a presença do defeito

quebra a degenerescência de alguns ńıveis de energia da part́ıcula.

6.3 Corda Magnética na Teoria de Kaluza-Klein

Considere a dinâmica para uma part́ıcula movendo-se na presença da corda mag-

nética. Em relação ao caso anterior um campo magnético é estabelecido geometrica-

mente ao longo do eixo de simetria da corda, assumido para ser o eixo x. Na teoria de

Kaluza-Klein [92, 97, 98], podemos escrever a métrica do espaço-tempo magnetizado

da seguinte forma [99],

ds2 = −dt2 + dρ2 + α2ρ2dφ2 + dz2 +

(

dx+
Φ

2π
dφ

)2

(6.12)

com as coordenadas ciĺındricas sendo usadas e Φ é o fluxo magnético associado ao

defeito topológico.

A dinâmica de nossa part́ıcula é descrita pela equação de Klein-Gordon (6.1)

{
1

ρ
∂ρ(ρ∂ρ) +

[∂φ − (Φ/2π)∂x]
2

α2ρ2
−M2w2ρ2 + γ

}

Ψ(t, ρ, φ, z) = 0, (6.13)

com γ = −∂2
t + ∂2

z + ∂2
x − 2Mw −M2. Independência temporal permite escolher o

seguinte ansatz,

Ψ(t, ρ, φ, z, x) = e−i(Et−kz−lφ−λx)R(ρ), (6.14)

então a equação (6.13) transforma-se em

{
1

ρ
∂ρ(ρ∂ρ) −

[
(l − λΦ/2π)2

α2ρ2
+M2w2ρ2 − γ

]}

R(ρ) = 0, (6.15)
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que com a ajuda de (6.14) o último termo na equação acima é γ = E2−M2−2Mw−
k2 − λ2. Aplicando a mudança de variáveis x = Mwρ2 obtemos,

R′′(x) +
1

x
R′(x) −

(
β2

4α2x2
+

1

4
− γ

4Mwx

)

R(x) = 0, (6.16)

Neste ponto procedemos para analisar o comportamento de nossa função nos limtes

extremos. Assintoticamente para x→ 0 encontramos a seguinte expressão,

R′′(x) +
1

x
R′(x) − β2

4α2x2
R(x) = 0, (6.17)

cuja solução é dada por R(x) = x
|β|
2α . No outro extremo, x→ ∞, a equação resultante

é

R′′(x) − 1

4
R(x) = 0, (6.18)

com a seguinte solução R(x) = e−
x
2 . Juntos, esses limites nos permite escolher a

função geral,

R(x) = x
|β|
2α e−

x
2F (x), (6.19)

cuja substituição em (6.16) resulta,

xF ′′(x) +

( |β|
α

+ 1 − x

)

F ′(x) −
(
β

2α
+

1

2
− γ

4Mw

)

F (x) = 0. (6.20)

onde γ é como antes e β = l − λΦ/2π. A convergência dessa solução é satisfeita

impondo-se a seguinte restrição sobre o termo independente da série hipergeométrica,

β

2α
+

1

2
− γ

4Mw
= −n, (6.21)

para β e γ dados anteriormente resolvemos a equação para E e encontramos o seguinte

conjunto de autovalores para a energia,

E2 = M2 + 4Mw

(

n+
|l − λΦ/2π|

2α
+ 1

)

+ k2 + λ2. (6.22)
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e para as autofunções

Ψ(t, ~r) = Cn,l e
−i(Et−kz−lφ−λx)ρ

|β|
α e−

mw
2
ρ2F

(

−n, |β|
α

+ 1,mwρ2

)

. (6.23)

com Cn,l sendo uma constante de normalização da função de onda. Comparativamente

para o caso sem campo magnético, o número quântico de momento angular é deslocado

por uma quantidade relacionada com o próprio campo, inacesśıvel à nossa part́ıcula

e que representa análogos do efeito eletromagnético Aharonov-Bohm. Ademais, o

resultado acima torna-se aquele da seção anterior no limite de campo fraco, Φ → 0,

como deveria ser o caso.

6.4 Dinâmica Quântica na Corda Quiral Magnética

Nas seções anteriores, estudamos a dinâmica para a part́ıcula de Klein-Gordon na

presença da corda cósmica padrão com um campo magnético aplicado geometrica-

mente ao eixo de simetria da corda. Consideraremos, nessa seção, a correspondente

dinâmica num espaço-tempo com fonte de torção além daquelas já mencionadas an-

teriormente. Esse espaço-tempo é descrito pela métrica,

ds2 = −dt2 + dρ2 + α2ρ2dφ2 + (dz + Jdφ)2 +

(

dx+
Φ

2π
dφ

)2

(6.24)

com o seguinte tensor métrico inverso,

gµν =













−1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1
α2ρ2

− J
α2ρ2

− Φ
2πα2ρ2

0 0 − J
α2ρ2

1 + J2

α2ρ2
JΦ

2πα2ρ2

0 0 − Φ
2πα2ρ2

JΦ
2πα2ρ2

1 + Φ2

4π2α2ρ2













. (6.25)

com α, J e Φ, respectivamente, as fontes de curvatura, torção e fluxo magnético. As

coordenadas (t, ρ, φ, z, x) são como antes. Nessa métrica a equação de Klein-Gordon
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torna,

{
1

ρ
∂ρ(ρ∂ρ) −

[
(l − kJ − λΦ/2π)2

α2ρ2
+M2w2ρ2 − γ

]}

R(ρ) = 0, (6.26)

Observe que matematicamente essa equação é igual àquelas das duas seções anteriores

só que dessa vez temos a contribuição relacionada com a torção e representada por

J acima. Portanto, podemos resolver essa equação seguindo o mesmo formalismo

utilizado anteriormente. Depois de alguns passos, encontramos que os autovalores da

energia são da forma,

E2 = M2 + 4Mw

(

n+
|l − kJ − λΦ/2π|

2α
+ 1

)

+ k2 + λ2. (6.27)

podemos observar que toda fonte f́ısica numa região inacesśıvel à nossa part́ıcula

aparece quantizada nos ńıveis de energia, evidenciando a não-localidade da teoria

quântica. Contudo, o principal resultado que obtivemos nesse problema, foi a pos-

sibilidade de compensar a contribuição elástica introduzida pelo defeito controlando

a intensidade do campo magnético aplicado externamente. Isso possibilita tornar o

meio com torção um meio cont́ınuo.

6.5 Dinâmica na Presença de um Campo Mag-

nético Homogêneo

Adicionado às fontes de curvatura e torção, um campo magnético homogêneo é

estabelecido na região de movimento de nossa part́ıcula. Esse espaço-tempo é descrito

pela métrica,

ds2 = −dt2 + dρ2 + α2ρ2dφ2 + (dz + Jdφ)2 +

[

dx+

(
Φ

2π
+
eBρ2

2

)

dφ

]2

(6.28)

com coordenadas ciĺındricas sendo usadas e as fontes de curvatura, torção e campo

magnético dadas por α, J e Φ, respectivamente. Nesse espaço-tempo a dinâmica é
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descrita pela equação
{
∂2

∂ρ2
+

1

ρ

∂

∂ρ
+

(∂φ − J∂z − Φ∂x/2π)2

α2ρ2
−
[

M2w2 − e2B2∂2
x

4α2

]

ρ2 + γ

}

Ψ = 0, (6.29)

com γ = −∂2
t − M2 − 2Mw + eB (∂φ − J∂z − Φ∂x/2π) ∂x/α

2 + ∂2
z + ∂2

x. Devido

a invariância translacional ao longo do eixo (z, x), independência temporal e sime-

tria rotacional na coordenada φ para o espaço-tempo descrito em (6.28), supomos o

seguinte ansatz,

Ψ(t, ρ, φ, z, x) = e−iEt+ilφ+ikz+iλxR(ρ), (6.30)

sobre esssa condição, a equação radial (6.29) transforma-se em

R′′(ρ) +
1

ρ
R′(ρ) −

(
Λ2

ρ2
+ κ2ρ2 − γ

)

R(ρ) = 0, (6.31)

onde usamos a seguinte abreviação sobre os termos Λ, κ and γ

Λ =
l − kJ − λΦ/2π

α
, κ =

√

M2w2 +
e2B2λ2

4α2

γ = E2 −M2 − 2Mw +
2eBλ

α

l − kJ − λΦ/2π

2α
− k2 − λ2, (6.32)

soluções para a equação (6.31) são constrúıdas fazendo a seguinte mudança ξ = κρ2,

com as informações adicionadas

∂ρ = 2
√
κ
√

ξ∂ξ, ∂2
ρ = 4κξ∂2

ξ + 2κ∂ξ (6.33)

Dessa forma (6.31) torna-se,

R′′(ξ) +
1

ξ
R′(ξ) −

(
Λ2

4ξ2
+

1

4
− γ

4κξ

)

R(ξ) = 0, (6.34)

nesse ponto, estudamos os limite assintóticos. Para ξ → 0, a equação resultante

tem solução normalizada dada por R(ξ) ∼ ξΛ. No outro ponto cŕıtico, ξ → ∞,

normalização é garantida escolhendo R(ξ) ∼ e−ξ/2. Uma solução geral satisfazendo

normalidade na origem e no infinito pode ser escrita como

R(ξ) = ξ
|Λ|
2 e−

ξ
2F (ξ), (6.35)
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calculando R′(ξ) e R′′(ξ) e por direta substituição dessas expressões em (6.34) obtemos

o resultado abaixo,

ξF ′′(ξ) + (|Λ| + 1 − ξ)F ′(ξ) +

(
Λ

2
+

1

2
− γ

4κ

)

F (ξ) = 0. (6.36)

como antes, soluções normalizáveis dessa equação são obtidas impondo-se

Λ

2
+

1

2
− γ

4κ
= −n, (6.37)

com as expressões dadas para Λ, κ e γ encontramos o seguinte espectro de energia,

E2 = M2 + 2Mw − 2eBλ

α

l − kJ − λΦ/2π

2α
+

+ 4

√

M2w2 +
e2B2λ2

4α2

(

n+
|l − kJ − λΦ/2π|

2α
+

1

2

)

+ k2 + λ2. (6.38)

obserque a dependência sobre os parâmetros não-locais do espaço-tempo represen-

tando a influência da topologia sobre os ńıveis de energia mostrando que aspec-

tos globais devem ser levados em conta caso queiramos descrever completamente a

dinâmica quântica ocorrendo nesses espaços-tempos. Desse resultado, podemos ob-

servar que para B → 0 os resultados anteriores reaparecem. Essa dinâmica no limite

de oscilador fraco w → 0 resulta na solução já encontrada na literatura [92]. Esses

limites confirmam a validade de nossa solução. Além disso, o resultado em (6.38)

mostra que o papel das fontes de curvatura, torção e campos eletromagnéticos é o de

quebrar a degenerescência infinita dos ńıveis de energia.

6.6 Oscilador Relativ́ıstico na Presença do Mono-

pólo Global

Monopólos são defeitos topológicos formados durante a expansão inicial do uni-

verso num processo de quebra de simetria de gauge local ou global. São objetos pon-

tuais, pesados, com campos gravitacionais intensos próximos de seu núcleo e formados
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quando uma simetria SO(3) é espontaneamente quebrada para U(1). O mais simples

modelo que dá origem a monopólos globais é descrito pela densidade Lagrangeana,

L =
1

2
gµν∂

µφj∂νφj − 1

4
λ(φjφj − η2)2 (6.39)

sendo φj um campo escalar tripleto com j = 1, 2, 3. De maneira geral, o campo

de Higgs φj, (j = 1, 2, · · · , N) dá origem a defeitos topológicos tipo as paredes de

domı́nio para N = 1, cordas cósmicas para N = 2 e monopólos N = 3. Para o caso de

um monopólo estático e isolado a métrica é descrita em coordenadas esféricas como

abaixo,

ds2 = −B(r)dτ 2 + A(r)dr2 + r2(dθ2 + sinθdφ2) (6.40)

com (ρ, θ, φ) as coordenadas esféricas com o seguinte intervalo de variação 0 ≤ r <∞,

0 ≤ θ ≤ π e 0 ≤ φ ≤ 2π e as relações com as coordenadas cartesianas já conhecidas.

As funções A(ρ) e B(ρ) estão relacionadas por,

B(r) =
1

A(r)
= 1 − 8πGη2 − 2Gmc

r
(6.41)

com mc um termo de massa que aparece como uma constante de integração e η é

a escala de energia envolvida na transição de fase. Longe do núcleo do monopólo

o último termo pode ser desconsiderado em relação aos dois primeiros levando ao

resultado abaixo,

B(r) = A(r)−1 = 1 − 8πGη2 = Λ2 (6.42)

sob essa condição e a transformação (τ = Λt, r = Λρ), (6.40) transforma-se em,

ds2 = −dt2 +
dρ2

Λ2
+ ρ2(dθ2 + sin2θdφ2) (6.43)

esta geometria é equivalente aquela da esfera com um déficit de ângulo sólido Λ2 =

1−8πGη2, a diferença entre o ângulo sólido da geometria plana e aquele da geometria
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do monopólo global. Nessa geometria, a área da esfera é menor que 4πρ2. A superf́ıcie

θ = π/2 é equivalente a do cone com déficit de ângulo 8πGη2. Devido gtt = −1 não há

potencial Newtoniano. O espaço-tempo é não-plano com escalar de curvatura (escalar

de Ricci) dado por R = 2(−1 + Λ2)/ρ2. Embora a métrica da corda cósmica seja

localmente plana, o mesmo não acontece para o espaço-tempo do monopólo global,

apesar de haver uma equivalência entre esses espaços para a superf́ıcie θ = π/2.

Esse é o espaço-tempo sobre o qual analisaremos a dinâmica quântica de uma

part́ıcula escalar na presença de uma interação tipo oscilador de Klein-Gordon. Nesse

espaço-tempo a equação de Klein-Gordon é constrúıda a partir do operador D’Alam-

bertiano generalizado dado pela expressão
{

1√−g∂µ
√−ggµν∂ν −M2

}

Ψ = 0. (6.44)

com o termo
√−g e a matriz inversa, gµν dados, respectivamente, pelas expressões

√−g =
ρ2sinθ

Λ

gµν =

(

−1,Λ2,
1

ρ2
,

1

ρ2sin2θ

)

, (6.45)

o acoplamento da interação tipo oscilador de Klein-Gordon para a equação (6.44) no

espaço-tempo descrito por (6.43) permite reescrevê-la na forma,
{

−∂2
t +

Λ2

ρ2
(∂ρ +Mwρ)(ρ2∂ρ −Mwρ3) +

1

ρ2sinθ
∂θ(sinθ∂θ) +

1

ρ2sin2θ
∂2
φ −M2

}

Ψ = 0,

(6.46)

depois de alguns passos essa equação transforma-se em,
{

1

ρ2
(∂ρ +Mwρ)(ρ2∂ρ −Mwρ3) − L

2

Λ2ρ2
− ∂2

t +M2

Λ2

}

Ψ = 0, (6.47)

onde usamos o operador de momento angular da mecânica quântica L
2 em coorde-

nadas esféricas. Sob o ansatz

Ψ = e−iEtRl(ρ)Ylm(θ, φ), (6.48)
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e as informações adicionais abaixo

L
2Ylm(θ, φ) = l(l + 1)Ylm(θ, φ), (6.49)

1

ρ2
(∂ρ +Mwρ)(ρ2∂ρ −Mwρ3)R(ρ) = R′′(ρ) +

2

ρ
R′(ρ) − (M2w2ρ2 + 3Mw)R(ρ),

a equação (6.47) transforma-se em

R′′(ρ) +
2

ρ
R′(ρ) −

[

M2w2ρ2 +
l(l + 1)

Λ2ρ2
− γ

]

R(ρ) = 0, (6.50)

com γ = E2−M2

Λ2 −3Mw. Nesse ponto, chegamos a uma equação do tipo já trabalhada

anteriormente. Sua solução é constrúıda fazendo a substituição x = Mwρ2. Depois

de alguma álgebra chegamos a

R′′(x) +
3

2x
R′(x) −

[
l(l + 1)

4Λ2x2
+

1

4
− γ

4Mwx

]

R(x) = 0, (6.51)

Estudando os limites assintóticos, uma solução geral para R(x) finita na origem e no

infinito é obtida a partir da expressão

R(x) = xβe−
x
2F (x), (6.52)

com a constante β acima dada por

β = −1

4

(

1 −
√

1 +
4l(l + 1)

Λ2

)

. (6.53)

sob essa condição reescrevemos (6.51) na forma,

xF ′′(x) +

(

2β +
3

2
− x

)

F ′(x) −
(

β +
3

4
− γ

4Mw

)

F (x) = 0. (6.54)

observe que a equação encontrada é do tipo hipergeométrica confluente, cuja norma-

lidade das soluções é conseguida impondo-se

β +
3

4
− γ

4Mw
= −n, n = 0,±1,±2, · · · (6.55)
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usando a expressão γ = E2−M2

Λ2 − 3Mw e resolvendo a equação resultante para a

energia E obtemos,

E2 = M2 + 2Λ2Mw

(

2n+
1

2

√

1 +
4l(l + 1)

Λ2
+

5

2

)

. (6.56)

para o conjunto de autovalores e

Ψ(t, ~r) = A e−iEtYlm(θ, φ)ρ2βe−
Mwρ2

2 F

(

−n, 2β +
3

2
,Mwρ2

)

. (6.57)

para o conjunto de autovetores.

Vamos analisar o limite não-relativ́ıstico desse resultado. Para isso, usamos a

aproximação E = M + ε com ε � M e expandimos a expressão resultante em série

de Taylor. Em seguida obtemos o resultado,

E ∼Mc2 + Λ2
~w

(

2n+
1

2

√

1 +
4l(l + 1)

Λ2
+

5

2

)

− Λ4
~

2w2

2Mc2

(

2n+
1

2

√

1 +
4l(l + 1)

Λ2
+

5

2

)2

.

(6.58)

com o primeiro termo associado à energia de repouso da part́ıcula, o último é a

correção relativ́ıstica adicionada à energia do oscilador harmônico não-relativ́ıstico

dada no segundo termo.

6.7 Considerações Finais

Nessa contribuição analisamos a dinâmica quântica de part́ıculas na presença do

oscilador de Klein-Gordon e de campos eletromagnéticos e gravitacionais em dife-

rentes configurações da métrica da corda cósmica e do monopólo global. Na presença

da corda cósmica usual, o espectro de energia assim como as autofunções têm de-

pendência expĺıcita com o parâmetro cônico desse espaço além da forma geral para

o espectro na presença do oscilador harmônico padrão. Quando analisamos essa

dinânica na presença da corda magneticamente carregada, a nova solução apresentou
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a parte angular adicionada com uma quantidade proporcional à intensidade do campo

magnético aplicado. Na presença de torção uma importante consequência aparece.

Podemos cancelar a contribuição elástica introduzida pelo defeito, controlando exter-

namente a intensidade do campo magnético. No espaço-tempo do monopólo global,

o espectro de energia aparece numa forma que combina a energia de repouso com

a energia do oscilador claramente dependente do déficit de ângulo sólido. No limite

não-relativ́ıstico essa energia é acrescida de um termo quadrático relativ́ıstico.



Caṕıtulo 7

Part́ıcula Escalar no Universo de

Gödel com Defeitos Topológicos

7.1 Introdução

Por ocasião dos setenta anos do nascimento de Albert Einstein, Kurt Göedel

[100], apresentou uma solução das equações de campo de Einstein para um universo

homogêneo, com uma constante cosmológica negativa e um fluido perfeito como fonte.

Esta solução previa a existência de curvas tipo-tempo fechadas, conceito que viola o

prinćıpio da causalidade e que levou a uma série de discussões para o estabelecimento

de uma região cronologicamente segura [101, 102, 103]. Mais recentemente soluções

de supersimetria, supergravidade em 10 e 11D aparecem como soluções do tipo-Gödel

[104, 105]. Além disso, o movimento clássico (geodésico) nessas geometrias pode ter

uma equivalente descrição para o caso quântico do movimento de part́ıculas em su-

perf́ıcies de curvatura constante e na presença de campos magnéticos [106, 107]. O

caso das órbitas fechadas, do ponto de vista quântico, se tornaria posśıvel quando o

movimento ocorresse na presença de campos magnéticos muito intensos forçando a

part́ıcula a seguir uma tal curva. Dada essa interseccão da abordagem quântica e da

73
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relatividade geral einstiniana, faremos um estudo da influência sobre os autovalores

da energia e autoestados do operador hamiltoniano devido a presença de defeitos

topológicos, em particular a corda cósmica, imersa no espaço-tempo de Gödel. A cor-

respondente métrica desse espaço se caracteriza pelo parâmetro l2 que pode assumir

valores nulo, positivos e negativos e que implicam na existência da geometria plana,

esférica e hiperbólica. Esse estudo será realizado com a equação de Klein-Gordon

aplicada a essas geometrias. No final desse caṕıtulo, estabeleceremos uma conexão

da f́ısica nos ńıveis clássicos e quânticos e as correções introduzidas pela presença da

corda cósmica.

7.2 Famı́lia de Soluções do Tipo Gödel

Os espaços-tempos tipo-Gödel embora não descrevam o cenário atual do nosso

universo,que passa por uma expansão acelerada, nos permite fazer um estudo f́ısico-

matemático de universos com rotação ŕıgida e violação de causalidade. Além disso,

tais métricas sendo escritas numa forma compacta, permite que os problemas possam

ser resolvidos analiticamente [102].

Estamos interessados em analisar os espaços-tempos tipo-Gödel pela abordagem

clássica do movimento geodésico. É suficiente apresentar a solução das equações

geodésicas em coordenadas cartesianas, podendo-se generalizar para outras coorde-

nadas como ciĺındricas, esféricas ou hiperbólicas. Dessa forma, apresentamos a seguir

a expressão geral para a métrica do espaço-tempo tipo-Gödel dotado de uma corda

cósmica. A presença da corda sugere que usemos as coordenadas polares (t, r, φ, z),

ds2 = −
(

dt+ αΩ
sinh2lr

l2
dφ

)2

+ α2 sinh
22lr

4l2
dφ2 + dr2 + dz2 (7.1)

aqui α = 1−4µ, num sistema de unidades onde a constante gravitacional de Newton G

e a velocidade da luz c são assumidos iguais a unidade, α é um parâmetro associado
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com o grau de conicidade do espaço-tempo, µ é densidade de massa da corda. O

presente espaço tem um déficit angular para cordas com densidade de massa posi-

tiva, e excesso angular para o caso de cordas com densidade de massa negativa. As

coordenadas ciĺındricas têm os seguintes intervalos: 0 ≤ r < ∞, −∞ < (t, z) < ∞
e 0 ≤ φ ≤ 2π. Nas seções seguintes fazendo-se o limite l → 0 na equação acima,

obtemos a métrica do Som-Raychaudhuri [108]. Para Ω = 0 obtemos a métrica de

Minkowski quando consideramos, além disso, α = 1. A solução original de Gödel

[100] equivale a assumir l2 = Ω2/2 e o espaço-tempo Anti-de Sitter [109] corresponde

a l2 = Ω2.

Como destacado inicialmente, um dos principais resultados dessa solução (7.1) é a

existência das curvas tipo-tempo fechadas (CTCs). A localização dessas curvas é feita

estudando-se a seguinte condição sobre a parte angular da métrica gφφ = 0. Usando

(7.1) obtemos,

sinh22lr

4l2
− Ω2

l4
sinh4lr = 0 → tanh(lrc) =

l

Ω
(7.2)

com a região (r < rc) de raio rc livre de CTCs e chamada de cavidade cronologica-

mente segura. Devido a homogeneidade da métrica para translações ao longo do eixo

z, obtemos um cilindro cronologicamente seguro de raio rc sem curvas tipo-tempo

fechadas para r < rc e com CTC na região externa r > rc.

As métricas tipo-Gödel podem ser escritas numa forma geral,

ds2 = −[dt+ Ai(x)dx
i]2 + hijdx

idxj (7.3)

onde as coordenadas do espaço-tempo são representadas por xi. Essa forma geral

representa superf́ıcies de curvatura constante nos três casos a serem analisados res-

tritos pelos seguintes valores de l: l < 0, l = 0 e l > 0. Como veremos abaixo, o

principal aspecto dessas métricas é que as geodésicas nesse espaço-tempo são ćırculos,

compartilhando uma mesma descrição f́ısica para as órbitas de elétrons movendo-se na
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presença de campos magnéticos perpendiculares e conhecidas como órbitas de Larmor.

Além disso, os ńıveis de energia nesses espaços-tempos têm uma estrutura de Landau

como no espaço-tempo de Minkowski com curvatura constante [103, 106, 107, 110].

Para calcular as posições das CTC num espaço-tempo tipo-Gödel são exigidos

as isometrias associadas com as propriedades de simetria translacional. Essas pro-

priedades estão presentes nos vetores de Killing discutidos por M. Rebouças [102]

para uma variedade Riemaniana com métricas tipo-Gödel. Essa homogeneidade é

descrita pelas equações,

K0 =
∂

∂t
; K1 =

∂

∂z
; K2 =

∂

∂y
, K3 =

∂

∂x
−my

∂

∂y
,

K4 =
2

m
e−mx

∂

∂t
− y

∂

∂x
+

[
m

2
y2 1

m
e−2mx

]
∂

∂y

essas isometrias são equivalentes para as métricas de Som-Raychaudhuri (7.1) es-

colhendo l = m/2 nas equações acima. É importante observar que as isometrias

satisfazem as seguintes relações de comutação,

[K0, Ki] = [K1, Ki] = 0, i = 0 . . . 4, [K2, K3] = −2lK2,

[K2, K4] = −K3, [K3, K4] = −2lK4 (7.4)

A partir daqui, faremos uma discussão sobre métricas tipo-Gödel com ênfase para

a obtenção das curvas geodésicas. Em coordenadas cartesianas a métrica (7.1) torna-

se,

ds2 = −[dt+ Ω(ydx− xdy)]2 + dx2 + dy2 + dz2, (7.5)

e as equações geodésicas para essa métrica seguem do prinćıpio da mı́nima ação.

Construamos a seguinte Lagrangeana,

L = −[ṫ+ Ω(yẋ− xẏ)]2 + ẋ2 + ẏ2 + ż2 (7.6)

Usando a equação de Euler-Lagrange ∂L/dqi − d
dξ
∂L/∂q̇i as equações geodésicas são,

d2x

ds2
− 2ΩC1

dy

ds
= 0;

d2y

ds2
+ 2ΩC1

dx

ds
= 0 (7.7)
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com “s” sendo uma constante de parametrização ao longo da curva e C1 = ṫ+Ω(yẋ−
xẏ) é a quantidade conservada associada com a isometria ∂t da métrica. Esse conjunto

tem solução

x(s) = A sin(2ΩC1s) −B cos(2ΩC1s) + x0

y(s) = A cos(2ΩC1s) +B sin(2ΩC1s) + y0 (7.8)

Observe que r2 = x2+y2 define uma trajetória circular com origem arbitrária (x0, y0).

Novamente, em acordo com a equação (2.17) de [103] mostrada abaixo,

r2 =
C2
t −m2 − C2

z

4Ω2C2
t

(7.9)

Nota-se que para Cz = 0, quantidade conservada associada com a isometria ∂z, as

geodésicas nulas, m2 = 0, definem uma região cronologicamente segura com raio

rg = 1/2Ω independente do parâmetro Ct. Na região exterior com raio r > rg, existe

curvas tipo-tempo fechadas na qual a violação de causalidade ocorre. Para a região

com geodésicas nulas ou tipo-tempo, m2 > 0, as geodésicas projetam a ćırculos com

raio menor do que 1/2Ω, resultado que pode ser confirmado analisando a equação

acima.

Nas seções seguintes, faremos uma abordagem sobre a influência dos defeitos

topológicos na dinâmica quântica de part́ıculas escalares ocorrendo em espaços-tempos

descritos por métricas do tipo-Gödel.
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7.3 Equação de Klein-Gordon

A dinâmica de uma part́ıcula de spin-0 é governada pela equação de Klein-Gordon,

que na formulação covariante assume a forma,
[

1√−g∂µ(
√−ggµν∂ν) −M2

]

Ψ(t, ~x) = 0 (7.10)

onde M é a massa da part́ıcula, g é o determinante do tensor métrico gµν(x) com

matriz inversa gµν(x) e ∂i são derivadas covariantes nas coordenadas espaciais. Ψ(t, ~x)

é a amplitude de probabilidade de encontrar a part́ıcula em torno da posição x. Essa

equação será analisada nas geometrias associadas com os posśıveis valores de l2, que

podem assumir l2 = 0, l2 < 0 e l2 > 0, correspondendo a geometrias plana, esférica e

hiperbólica, respectivamente.

7.3.1 Espaço-tempo de Som-Raychaudhuri - l2 → 0

Devido as propriedades de simetrias, a geometria plana é determinada a partir

da equação (7.1) tomando-se o limite l → 0. Usando as expansões trigonométricas

adequadas, encontramos que a métrica resultante corresponde ao espaço-tempo de

Som-Raychaudhuri [108],

ds2 = −(dt+ αΩr2dφ)2 + dr2 + α2r2dφ2 + dz2 (7.11)

a partir do tensor métrico gµν(x) encontramos o tensor contravariante gµν(x) da forma

abaixo,

gµν =










−1 0 −αΩr2 0

0 1 0 0

−αΩr2 0 α2r2 − α2Ω2r2 0

0 0 0 1










; gµν =










Ω2r2 − 1 0 −Ω
α

0

0 1 0 0

−Ω
α

0 1
α2r2

0

0 0 0 1










(7.12)

com determinante g = det(gµν) = −α2r2. O termo que participa da equação de

Klein-Gordon é
√−g = αr. Com essas informações, podemos construir o operador



Espaço-tempo de Som-Raychaudhuri - l → 0 79

D’Alambertiano, assinalado por 2, da seguinte forma,

2 =
1√−g∂µ(

√−ggµν∂ν) (7.13)

Aplicado a geometria descrita pela métrica (7.11) obtemos a seguinte expressão,

2 =
1

αr
∂t

[

αr · (Ω2r2 − 1) · ∂t − αr · Ω

α
· ∂φ
]

+
1

αr
[αr · 1 · ∂r(r∂r)] +

+
1

αr
∂φ

[

−αr · Ω

α
· ∂t + αr · 1

α2r2
· ∂φ
]

+ ∂2
z , (7.14)

com isso podemos escrever a equação de Klein-Gordon (7.10)

[

1

r

∂

∂r

(

r
∂

∂r

)

+
1

α2r2

(
∂

∂φ
− αΩr2 ∂

∂t

)2

− ∂2

∂t2
+

∂2

∂z2
−M2

]

Ψ(t, ~x) = 0, (7.15)

como o espaço-tempo não dependente explicitamente das coordenadas (t, φ) e é in-

variante sob translação ao longo do eixo z, supomos uma solução do tipo,

Ψ(t, r, φ, z) = e−iωt+imφ+ikzΦ(r), (7.16)

substituindo esse ansatz em (7.15), obtemos

d2Φ(r)

dr2
+

1

r

dΦ(r)

dr
−
(
a2

r2
+ b2r2 − γ

)

Φ(r) = 0, (7.17)

com a = m/α, b = Ωω e γ = ω2− 2mΩω
α

−M2−k2. Fazendo-se a seguinte substituição

de variáveis ξ = br2, com as seguinte informações adicionais

∂

∂ρ
= 2

√
b
√

ξ
∂

∂ξ

∂2

∂ρ2
= 4bξ

∂2

∂ξ2
+ 2b

∂

∂ξ
(7.18)

a equação (7.17) transforma-se em

R′′(ξ) +
1

ξ
R′(ξ) −

(
a2

4ξ2
+

1

4
− γ

4bξ

)

R(ξ) = 0, (7.19)



Espaço-tempo de Som-Raychaudhuri - l → 0 80

nesse ponto, passamos a estudar o comportamento assintótico dessa equação. No

ponto cŕıtico ξ → 0 obtemos,

R′′(ξ) +
1

ξ
R′(ξ) − a2

4ξ2
R(ξ) = 0, (7.20)

cuja solução é do tipo Aξa/2 + Bξ−a/2. No entanto, nesse limite, o segundo termo

diverge. Normalidade é conseguida impondo B = 0, portanto R(ξ) =∼ ξ|a|/2. Para

ξ → ∞ encontramos,

R′′(ξ) − 1

4
R(ξ) = 0, (7.21)

cuja solução é Ceξ/2 +De−ξ/2. Novamente normalidade exige C = 0. Como solução

para a equação geral (7.19) escolhemos,

R(x) = ξ|a|/2e−ξ/2F (ξ), (7.22)

e com as seguintes derivadas,

R′(x) =

( |a|
2ξ

− 1

2

)

F (ξ) + F ′(ξ)

R′′(x) =

( |a|2
4ξ2

− |a|
2ξ2

− |a|
2ξ

+
1

4

)

F (ξ) +

( |a|
2ξ

− 1

2

)

F ′(ξ) + F ′′(ξ),

por substituição direta dessas expressões em (7.19) obtemos a seguinte equação,

ξF ′′(ξ) +

( |m|
α

+ 1 − ξ

)

F ′(ξ) −
( |m|

2α
+

1

2
− γ

4Ωw

)

F (ξ) = 0. (7.23)

onde γ = w2 − 2Ωmw/α− k2 −M2. Comparada com a literatura das equações dife-

renciais, vemos que a equação encontrada é do tipo hipergeométrica confluente, muito

comum no tratamento de problemas envolvendo a dinâmica quântica de part́ıculas

ocorrendo na presença da geometria da corda cósmica. Essa equação permite nor-

malização se termos de ordem superior a ξn forem todos nulos. Essa condição é

satisfeita igualando-se o último termo da equação acima a um inteiro negativo ou

zero. Matematicamente, equivale a escrever,

|m|
2α

+
1

2
− γ

4Ωw
= −n, (7.24)
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com n = 0, 1, 2, · · · . Além da normalidade das soluções, essa escolha permite determi-

nar exatamente os autovalores da energia. Usando o valor para γ = w2 − 2Ωmw/α−
k2 −M2 na equação acima e resolvendo a equação resultante para w obtemos

w =

(

2n+
|m|
α

+
m

α
+ 1

)

Ω ±

√
(

2n+
|m|
α

+
m

α
+ 1

)2

Ω2 +M2 + k2. (7.25)

vemos, portanto, que os ńıveis de energia da part́ıcula trazem informações acerca

do espaço-tempo em consideração, sobretudo aspectos globais caracterizado pelo

parâmetro α na expessão acima. Esse fato é surpreendente devido ao fato que o

espaço tempo é localmente plano e que normalmente nenhuma mudança deveria es-

tar presente e os ńıveis de energia não deveriam ser diferentes daqueles encontrados

com a geometria minkowskiana [103]. A dependência dos ńıveis de energia sobre

grandezas f́ısicas externas à região acesśıvel a nossa part́ıcula é associada à influência

da topologia no ńıvel quântico e comprova o caráter não-local da teoria quântica.

Além disso, esse aspecto não-local está presente também nos auto-estados da

part́ıcula, como abaixo,

Ψ(t, r, φ, z) = Cn,me
−iωt+imφ+ikzr

|m|
α e−

wΩ

2
r2F

(

−n, |m|
α

+ 1,Ωwr2

)

. (7.26)

observe que o parâmetro topológico α aparece no problema de autovalores assim como

nas autofunções da part́ıcula interagindo com a geometria cônica no espaço-tempo de

Som-Raychaudhuri. Essa dependência, mostra que temos que considerar, não apenas

aspectos locais do espaço-tempo, mas também aspectos globais (topológicos) para

uma completa e precisa descrição do problema de interação entre sistemas atômicos e

campos gravitacionais produzidos por defeitos topológicos, no presente caso, a corda

cósmica.
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7.3.2 Coordenadas Esféricas - l2 < 0

A correspondente métrica nas coordenadas esféricas, equivalente ao caso l2 < 0 e

obedecendo uma representação tipo-Gödel, é escrita abaixo,

ds2 = −
(

dt+
αΩr2

1 + r2/4R2
dφ

)2

+

(

1 +
r2

4R2

)−2

(dr2 + α2r2dφ2) + dz2 (7.27)

com a seguinte representação para tensor métrico gµν e sua matriz inversa gµν ,

gµν =











−1 0 − αΩr2

1+r2/4R2 0

0
(

1 + r2

4R2

)2

0 0

− αΩr2

1+r2/4R2 0

(

1+ r2

4R2

)2

α2r2
0

0 0 0 1











(7.28)

gµν =












Ω2r2 − 1 0 −Ω
α

(

1 + r2

4R2

)

0

0
(

1 + r2

4R2

)2

0 0

−Ω
α

(

1 + r2

4R2

)

0

(

1+ r2

4R2

)2

α2r2
0

0 0 0 1












.

e com determinante g = det(gµν) = −α2r2/(1 + r2/4R2)4. Como antes, nos interessa

o termo
√−g = αr/(1 + r2/4R2)2. Podemos construir o operador D’Alambertiano

2 = ∂µ(
√−ggµν∂ν)/

√−g usando as informações acima. Após alguns passos, obtemos

o resultado

2 =

(

1 +
r2

4r2

)2
1

r
∂r(r∂r) +

∂2
φ

α2r2
+

1

16R4

(
∂φ
α

− 4ΩR2∂t

)2

r2 − ∂2
t −

2Ω∂φ∂t
α

+
∂2
φ

2α2R2
+ ∂2

z ,

(7.29)

dessa forma a equação (7.10) sujeita ao ansatz (7.16) torna-se

(

1 +
r2

4R2

)2 [
d2

dr2
+

1

r

d

dr

]

Φ(r) −
(
a2

r2
+

b2r2

16R4
− γ′

)

Φ(r) = 0, (7.30)

com γ′ = w2 − m2

2α2R2 − 2Ωmw
α

− k2 − M2, a = m
α

e b =
(
m
α

+ 4ΩR2w
)
. Usando a

representação estereográfica para a esfera, propomos a seguinte mudança de variável,
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r = 2R tanθ. Para essa representação usamos

∂

∂r
=
cos2θ

2R

∂

∂θ
;

∂2

∂r2
=

cos4θ

4R2

∂2

∂θ2
− sinθcos3θ

2R2

∂

∂θ
, (7.31)

com isso encontramos a seguinte equação

Φ′′(θ) +

(
1

sinθcosθ
− 2sinθ

cosθ

)

Φ′(θ) −
(
a2cos2θ

sin2θ
+
b2sin2θ

cos2θ
− 4R2γ′

)

Φ(θ) = 0,

(7.32)

uma nova equação pode ser obtida pelas mudanças x = cosθ seguida por ξ = 1 − x2.

A equação encontrada está mostrada abaixo,

ξ(1 − ξ)
d2Φ

dξ2
+ (1 − 2ξ)

dΦ

dξ
−
[
a2(1 − ξ)

4ξ
+

b2ξ

4(1 − ξ)
−R2γ′

]

Φ = 0. (7.33)

reescrevendo essa mesma equação na forma abaixo,

d2Φ

dξ2
+

1 − 2ξ

ξ(1 − ξ)

dΦ

dξ
−

[
β2

ξ2
+

γ2

(1 − ξ)2
− R2γ′

ξ(1 − ξ)

]

Φ = 0, (7.34)

segue diretamente que β = a/2 e γ = b/2. Nesse ponto, estudamos os limites

assintóticos dessa equação para requerimentos de integrabilidade em todo o espaço.

Para ξ → 0 nossa expressão acima transforma-se em,

d2Φ

dξ2
+

1

ξ

dΦ

dξ
− β2

ξ2
Φ = 0, (7.35)

cuja solução é a combinação linear Aξ|β| + Bξ−|β|. Nesse limite, o segundo termo é

divergente e a condição de integrabilidade nos força escolher B → 0. Nossa primeira

solução parcial é, portanto, Φ ∼ ξ|β|. Ainda com relação a equação (7.34), tomando-se

o limite ξ → 1 ficamos,

d2Φ

dξ2
− 1

1 − ξ

dΦ

dξ
− γ2

(1 − ξ)2
Φ = 0, (7.36)

com a seguinte solução C(1 − ξ)γ + D(1 − ξ)−γ. Integrabilidade das autofunções

exigem D = 0 e nossa segunda solução parcial é Φ ∼ (1− ξ)|γ|. Essas duas condições

de contorno podem ser expressas unicamente usando-se a seguinte expressão,

Φ(ξ) = ξ|β|(1 − ξ)|γ|F (ξ), (7.37)
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observe que a equação a ser resolvida é a (7.33) sob o unsatz acima. Para tanto,

vamos calcular as derivadas envolvidas,

Φ′(ξ) =

(
β

ξ
− γ

1 − ξ

)

F (ξ) + F ′(ξ) (7.38)

Φ′′(ξ) =

[
β(β − 1)

ξ2
− 2βγ

ξ(1 − ξ)
+
γ(γ − 1)

(1 − ξ)2

]

F (ξ) +

(
2β

ξ
− 2γ

1 − ξ

)

F ′(ξ) + F ′′(ξ),

sob essas condições, nossa equação (7.33) transforma-se em,

ξ(1 − ξ)F ′′(ξ) + [2β + 1 − (2β + 2γ + 2) ξ]F ′(ξ) −
[
β + 2βγ + γ −R2γ′

]
F (ξ) = 0,

com β = |m|
2α

, γ = 1
2

∣
∣m
α

+ 4ΩR2w
∣
∣ e γ′ = w2 − m2

2α2R2 − 2Ωmw
α

− k2 −M2. Com isso,

encontramos a equação final

ξ(1 − ξ)
d2F

dξ2
+

[ |m|
α

+ 1 −
(

2|m|
α

+ 4ΩR2w + 2

)

ξ

]
dF

dξ
−
[
m2

α2
+

|m|
α

+

+ 2ΩR2

( |m|
α

+
m

α
+ 1

)

w −R2(k2 +M2)

]

F = 0. (7.39)

observe que a equação para nosso problema foi encontrada na forma geral de uma

função hipergeométrica, x(1 − x)F ′′(x) + (c − (a + b + 1)x)F ′(x) − abF (x) = 0. O

problema da quantização da energia exige o conhecimento de cada um dos termos a,

b e c da hipergeométrica. Para esse fim, considere a identificação,

a+ b+ 1 = A, ab = B → a2 − (A− 1)a+B = 0 (7.40)

com A = 2|m|
α

+ 4ΩR2w + 2 e B = m2

α2 + |m|
α

+ 2ΩR2
(

|m|
α

+ m
α

+ 1
)

w −R2(k2 +M2).

Usando essas informações encontramos a seguinte expressão para a constante a,

|m|
α

+ 2ΩR2w +
1

2
±
√

4Ω2R4w2 + 2ΩR2

( |m|
α

− m

α

)

w +
1

4
+R2(w2 − k2 −M2),

(7.41)

A quantização da energia é encontrada impondo a = −n, resultando em
{

4Ω2R4w2 + 2ΩR2

( |m|
α

− m

α

)

w +
1

4
+R2(w2 − k2 −M2)

}

=

=

(

n+
|m|
α

+ 2ΩR2w +
1

2

)2

, (7.42)
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resolvendo a equação resultante para w obtemos

w =

(

2n+
|m|
α

+
m

α
+ 1

)

Ω ± (7.43)

±

√
(

2n+
|m|
α

+
m

α
+ 1

)2

Ω2 +
1

R2

(

n+
|m|
α

)(

n+
|m|
α

+ 1

)

+M2 + k2,

com degenerescência finita no seguinte intervalo −n ≤ m/α ≤ 4ΩR2w. Nesse es-

pectro, observamos a dependência sobre o parâmetro α, evidenciando a importância

dos aspectos topológicos do problema. Seguindo a discussão da seção anterior, os

autovalores do presente hamiltoniano em coordenadas esféricas tornam-se aqueles do

caso plano tomando-se o limite R → ∞, um teste que assegura a validade de nossos

cálculos com a geometria esférica.

Os autoestados do hamiltoniano são escritos como abaixo,

Ψ(t, ξ, φ, z) = Cn,me
−iwt+imφ+ikzξ

|m|
2α (1 − ξ)

1

2 |m
α

+4ΩR2w|F
(

a, b,
|m|
α

+ 1, ξ

)

(7.44)

Esses estados degenerados estão presentes para valores inteiros do parâmetro

topológico α. Para valores não-inteiros, a presença desse parâmetro quebra a de-

generescência dos ńıveis de energia. Além disso, como no problema de Landau em

superf́ıcies de curvatura constante, o espectro (7.43) tem um termo linear em n adi-

cionado da correção quadrática introduzida pela curvatura. Esse espectro tem uma

dependência análoga dos ńıveis de energia para os casos discutidos por Comtet e

Dunne [106, 107], para o problema de interação de part́ıculas com campos magnéticos.

Dáı, podermos colocar sobre uma mesma descrição a interação entre part́ıculas car-

regadas e campos eletromagnéticos com a interação entre sistemas atômicos e fontes

de campos gravitacionais produzidos por defeitos topológicos, como a corda cósmica

da presente seção.
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7.3.3 Coordenadas Hiperbólicas - l2 > 0

Na presente seção abordaremos o problema de interação entre a part́ıcula escalar

e a corda cósmica na geometria hiperbólica. O espaço-tempo hiperbólico equivale a

assumir l2 > 0 na equação (7.1). Encontramos a seguinte métrica,

ds2 = −
(

dt+
αΩr2

1 − l2r2
dφ

)2

+ (1 − l2r2)−2(dr2 + α2r2dφ2) + dz2 (7.45)

a partir dessa métrica constŕımos o tensor métrico gµν dado abaixo,

gµν =










−1 0 − αΩr2

1−l2r2 0

0 1
(−1+l2r2)2

0 0

− αΩr2

1−l2r2 0 α2r2(1−Ω2r2)
(1−l2r2)2 0

0 0 0 1










. (7.46)

a partir dessa representção matricial, obtemos sua inversa gµν na forma,

gµν =










Ω2r2 − 1 0 −Ω(−1+l2r2)
α

0

0 (−1 + l2r2)2 0 0

−Ω(−1+l2r2)
α

0 (−1+l2r2)2

α2r2
0

0 0 0 1










. (7.47)

segue também que o determinante do tensor gµν é g = −α2r2/(−1 + l2r2)2 e

como antes devemos considerar
√−g = αr/(−1 + l2r2). Com essas informações,

encontramos que o operador D’Alambertiano 2 é,

(l2r2 − 1)2 1

r
∂r(r∂r) +

∂2
φ

α2r2
+ l4

(
∂φ
α

+
Ω∂t
l2

)2

r2 − ∂2
t −

2l2∂2
φ

α2
− 2Ω∂φ∂t

α
+ ∂2

z , (7.48)

Portanto, a equação de Klein-Gordon (7.10) juntamente com (7.16) transforma-se em,

{

(l2r2 − 1)2

(
d2

dr2
+

1

r

d

dr

)

−
(
a2

r2
+ l4b2r2 − γ′

)}

Φ(r) = 0, (7.49)

com a = m
α
, b = m

α
+ Ωw

l2
e γ′ = w2 + 2l2m2

α2 − 2Ωmw
α

− k2 − M2. Guiados pela

representação estereográfica na geometria hiperbólica escolhemos r = tanh(lθ)
l

. Nessa



Coordenadas Hiperbólicas - l2 > 0 87

nova representação devemos considerar,

∂

∂r
= cosh2lθ

∂

∂θ
;

∂2

∂r2
= cosh4lθ

∂2

∂θ2
+ 2lsinhlθcosh3lθ

∂

∂θ
, (7.50)

com isso encontramos uma nova equação,
{
d2

dθ2
+

[
2l sinh(lθ)

cosh(lθ)
+

l

sinh(lθ)cosh(lθ)

]
d

dθ
−
[
a2l2cosh2(lθ)

sinh2(lθ)
+
l2b2sinh2(lθ)

cosh(lθ)
− γ′

]}

Φ(θ) = 0,

(7.51)

a partir dessa equação, impomos a mudança de variáveis y = cosh(lθ) seguida por

ξ = y2 − 1. Depois de alguma álgebra obtemos,

ξ(1 + ξ)Φ′′(ξ) + (1 + 2ξ)Φ′(ξ) −
[
a2(1 + ξ)

4ξ
+

b2ξ

4(1 + ξ)
− γ′

4l2

]

Φ(ξ) = 0. (7.52)

para os passos seguintes reesecrevemos a equação acima como,

Φ′′(ξ) +
1 + 2ξ

ξ(1 + ξ)
Φ′(ξ) −

[
β2

ξ2
+

γ2

(1 + ξ)2
− γ′

4l2ξ(1 + ξ)

]

Φ(ξ) = 0, (7.53)

com o uso das constantes β = m
2α

e γ = 1
2

(
m
α

+ Ωw
l2

)
. Tomando o limite ξ → 0 a

equação acima torna-se,

Φ′′(ξ) +
1

ξ
Φ′(ξ) − β2

ξ2
Φ(ξ) = 0m (7.54)

com solução dada por ξ|β|, o módulo para garantir integrabilidade nesse limite. Para

ξ → −1 obtemos,

Φ′′(ξ) +
1

1 + ξ
Φ′(ξ) − γ2

(1 + ξ)2
Φ(ξ) = 0, (7.55)

com solução satisfazendo as condições de normalidade escritas na forma (1 + ξ)|γ|.

Logo, nesses dois pontos cŕıticos uma solução geral de (7.52) é dada por,

Φ(ξ) = ξ|β|(1 + ξ)|γ|F (ξ) (7.56)

Φ′(ξ) =

(
β

ξ
+

γ

1 + ξ

)

F (ξ) + F ′(ξ)

Φ′′(ξ) =

[
β(β − 1)

ξ2
+

2βγ

ξ(1 + ξ)
+
γ(γ − 1)

(1 + ξ)2

]

F (ξ) +

(
2β

ξ
+

2γ

1 + ξ

)

F ′(ξ) + F ′′(ξ),
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substituição direta desses termos na equação (7.52) resulta,

ξ(1 − ξ)F ′′(ξ) + [2β + 1 − (2β + 2γ + 2) ξ]F ′(ξ) −
[

β + 2βγ + γ +
γ′

4l2

]

F (ξ). = 0(7.57)

com os valores para β e γ dados acima, os coeficientes acima tornam-se

2β + 1 =
m

α
+ 1 (7.58)

2β + 2γ + 2 =
2|m|
α

+
Ωw

l2
+ 2

β + 2βγ + γ +
γ′

4l2
=

m2

α2
+

Ω

2l2

( |m|
α

+
m

α
+ 1

)

+
|m|
α

+
w2 −M2 − k2

4l2
,

veja que a equação (7.57) está na forma geral de uma equação hipergeométrica x(1−
x)F ′′(x) + (c− (a+ b+ 1)x)F ′(x) − abF (x) = 0. Identificando termo a termo com a

equação (7.57) obtemos o conjunto abaixo,

c =
m

α
+ 1 (7.59)

a+ b+ 1 =
2|m|
α

+
Ωw

l2
+ 2

ab =
m2

α2
+

Ω

2l2

( |m|
α

+
m

α
+ 1

)

+
|m|
α

+
w2 −M2 − k2

4l2
,

das três constantes desconhecidas aparecendo na hipergeométrica geral, restam-nos

determinar a e b. Para esse fim, considere o sistema de equações abaixo,

a+ b+ 1 = A e ab = B
︸ ︷︷ ︸

a2 − (A− 1)a+B = 0 (7.60)

que leva ao seguinte resultado para a constante a,

( |m|
α

+
Ωw

2l2
+

1

2

)

±
√

Ω2w2

4l4
+

Ω

2l2

( |m|
α

− m

α

)

w +
1

4
− w2 − k2 −M2

4l2
,

o problema de determinar os ńıveis de energia é feito assumindo a = −n, isto é,

Ω2w2

4l4
+

Ω

2l2

( |m|
α

− m

α

)

w +
1

4
− w2 − k2 −M2

4l2
=

(

n+
|m|
α

+
Ωw

2l2
+

1

2

)2

, (7.61)
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resolvendo a equação resultante para w encontramos o espectro de energia para a

part́ıcula,

w =

(

2n+
|m|
α

+
m

α
+ 1

)

Ω ± (7.62)

±

√
(

2n+
|m|
α

+
m

α
+ 1

)2

Ω2 − 4l2
(

n+
|m|
α

)(

n+
|m|
α

+ 1

)

+M2 + k2.

como garantia de validade de nossos cálculos observe que o limite de Som-Raychau-

dhuri é satisfeito a partir do resultado acima tomando-se o limite l2 → 0. Novamente,

como esperávamos, a dependência não-local dos ńıveis de energia permite fazer um

teste local dos aspectos globais do espaço-tempo em consideração.

Como apontado em [103, 110], na geometria hiperbólica os ńıveis de energia se

separam entre estados cont́ınuos e discretos. Para estabelecer essa separação considere

a equação abaixo,

λ2 =
1

4

[

1 +
Ω2 − l2

l4
w2 +

2Ω

l2

( |m|
α

− m

α

)

w +
k2 +M2

l2

]

, (7.63)

queremos analisar os casos nos quais λ > 1 ou λ < 1. A condição Ω2 > l2 implica que

λ > 1 e como discutido em [110] o espectro está numa região com ńıveis discretos.

Mesmo para Ω2 < l2 os ńıveis são discretos limitados superiormente pela energia,

w ≤ Ωl2

l2 − Ω2

( |m|
α

− m

α

)

±

√

Ω2l4

(l2 − Ω2)2

( |m|
α

− m

α

)2

+
l2(k2 +m2)

l2 − Ω2
, (7.64)

e acima desse limite a região com espectro cont́ınuo aparece. Os estados do caso

hiperbólico são,

ψ(t, ξ, φ, z) = Cn,me
−iwt+imφ+ikzξ

m
2α (1 + ξ)

1

2(
m
α

+Ωw
l2

)F

(

a, b,
|m|
α

+ 1, ξ

)

. (7.65)

para 0 ≤ m/α <∞, e

ψ(t, ξ, φ, z) = Cn,me
−iwt+imφ+ikzξ−

m
2α (1 + ξ)−

1

2(
m
α

+Ωw
l2

)F

(

a, b,
|m|
α

+ 1, ξ

)

. (7.66)
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para −n ≤ m/α ≤ 0.

Esses estados discretos são limitados superiormente pela condição sobre n,

(

2n+
|m|
α

+
m

α
+ 1

)

≤ Ω

l

√

M2 + k2

l2 − Ω2
+

2Ω

l2

( |m|
α

− m

α

)

. (7.67)

e acima desse limite estados com ńıveis cont́ınuos aparecem com energia satisfazendo

a equação (7.62). Para finalizar a presente seção, é importante observar que os ńıveis

espectrais para part́ıculas interagindo com o espaço-tempo da corda cósmica se sepa-

ram, no caso quântico, em duas regiões: uma com ńıveis discretos associados no

ńıvel clássico com a região contendo curvas tipo-tempo fechadas e a outra com ńıveis

cont́ınuos, que na abordagem clássica, corresponde a região cronologicamente segura,

livre de CTCs.

7.4 Conclusão

Nesse caṕıtulo estudamos a dinâmica de uma part́ıcula escalar na presença de

espaços-tempos do tipo-Gödel. Resolvemos a equação de Klein-Gordon nas geome-

trias de Som-Raychaudhuri, esférica e hiperbólica, classificadas de acordo com o sinal

do parâmetro l2. Em ambos os casos, a curvatura e a rotação do espaço-tempo repre-

sentadas por α e Ω, respectivamente, são determinantes para o estudo do problema

de autovalores. Particularmente, para a geometria hiperbólica a relação entre Ω e l

separa os ńıveis de energia em discretos e cont́ınuos, contrário aos outros dois casos,

cujos ńıveis se classificam apenas como discretos. O estudo clássico das geodésicas e

a existância de curvas tipo-tempo fechadas, nos permitiram associar a dinâmica de

part́ıculas ocorrendo em métricas do tipo-Gödel com aquelas na presença de fortes

campos magnéticos.



Caṕıtulo 8

Conclusões e Perspectivas

8.1 Considerações Finais

Estudamos nessa tese a influência dos defeitos topológicos nas dinâmicas clássicas

e quânticas de part́ıculas spinoriais e escalares. Nas geometrias da corda cósmica e

do monopólo global, resolvemos as equações de Dirac e Klein-Gordon em diferentes

configurações envolvendo fontes de curvatura, torção, momentos angulares e campos

magnéticos. Nessas geometrias constrúımos os conjuntos de autovalores e autofunções

dessas equações. O importante tema das interações harmônicas para part́ıculas spino-

riais e escalares também foi considerado. Nesse caso, limites não-relativ́ısticos foram

tomados e os espectros de energias e autofunções determinados exatamente. Em

espaços-tempos do tipo Gödel, estudamos a dinâmica clássica e quântica de part́ıculas

escalares calculando os ńıveis de energia e autofunções associados.

No contexto clássico, estudamos a auto-interação eletromagnética sobre cargas

elétricas e correntes produzida pela topologia do espaço-tempo. Considerando a geo-

metria das ruas de vórtices de von Kármán, calculamos as auto-energias elétricas e

magnéticas sobre as cargas e correntes, usando o fato de que o espaço-tempo das

múltiplas cordas é bidimensional e, portanto, conforme ao espaço euclidiano. Essa
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propriedade simplificou em muito, o cálculo da função de Green regularizada, presente

nas expressões das auto-energias e nos permitiu escrever essa função em termos do

fator conforme, cuja implicação foi a de caracterizar localmente os aspectos globais

do espaço-tempo. Mais importantes foram o caráter repulsivo e atrativo, que surgem

sobre as fontes elétricas e magnéticas, respectivamente. Dessa forma, a linha uniforme

de carga elétrica, na presença da geometria de von Kármán foi repelida para o “in-

finito”, situação contrária para a linha de corrente, que foi magneticamente atráıda

por essa geometria. Por fim, analisamos o limite de um único vórtice a partir da

geometria das ruas de von Kármán. Impondo-se a condição [(a, b) >> (x, y)], calcu-

lamos o fator conforme, que levou a uma nova expressão para a auto-energia. Nesse

limite, o caráter repulsivo e atrativo sobre cargas elétricas e correntes foi novamente

obtido.

O estudo da influência da topologia no contexto quântico, começou com o cálculo

da fase de Berry adquirida por uma part́ıcula de spin 1/2 na presença do cone quiral.

Escrevemos a equação de Dirac nesse espaço-tempo e usamos o método do fator de

fase de Dirac para escrever a forma da função de onda, depois de ser transportada

ao longo de uma curva C, envolvendo o cone quiral. Encontramos que a essa função

de onda é adicionada de um fator fase, quando comparada com a função de onda

da geometria plana. Com essa função, calculamos a conexão de Berry que, por in-

tegração ao longo de uma curva fechada envolvendo o defeito, resultou na fase de

Berry. Essa fase depende das fontes de curvatura, torção e momento angular pre-

sentes na geometria do cone. Quando estabelecemos um campo magnético aplicado

ao longo do eixo de simetria do cone quiral, considerado para ser o eixo z, a nova fase

de Berry é adicionada de um termo associado com a contribuição Aharonov-Bohm,

além daquelas já mencionadas anteriormente. Consideramos também, o transporte

do spinor no espaço-tempo de múltiplos cones quirais. Nesse espaço-tempo, a fase de

Berry adquirida pelo spinor foi calculada assumindo que o transporte do spinor em
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torno do n-ésimo cone quiral, localizado em ρn, não é afetado pelos demais cones e

simplismente pelo cone, em torno do qual, o spinor é transportado. Vale mencionar

que embora esse espaço-tempo seja plano localmente, seus aspects topológicos influ-

enciam a dinâmica local do spinor, uma vez que eles aparecem explicitamente nas

expressões para as fases de Berry.

Em se tratando da importância das interações harmônicas na f́ısica, o estudo dos

osciladores relativ́ısticos de Dirac e Klein-Gordon no espaço-tempo da corda cósmica

e do monopólo global, se justificam por estarmos considerando efeitos quânticos, rela-

tiv́ısticos e topológicos a esses sistemas. Em diferentes configurações do espaço-tempo

da corda cósmica, a equação de Dirac foi resolvida e seus espectros de autovalores e

autofunções determinados exatamente. Na presença da corda com campo magnético,

os ńıveis de energias apresentam uma estrutura de Landau, cuja contribuição do fluxo

magnético é associada com o efeito eletromagnético Aharonov-Bohm. Nessa situação,

a presença simultânea das fontes de torção, fluxo magnético e o autovalor de momento

angular, nos permite arranjar esses termos de tal forma que a contribuição elástica

introduzida pelo defeito seja minimizada o quanto posśıvel, ao ponto de tornar o meio

distorsido, cont́ınuo. Finalizamos o problema com o oscilador de Dirac nas diferentes

configurações da geometria da corda cósmica, estudando o limite não-relativ́ıstico

dos ńıveis de energia e autofunções. Para o oscilador de Klein-Gordon, usamos a

prescrição de Mirza/Mohadesi para incluir a interação harmônica ao operador de

momento da equação de Klein-Gordon. Essa equação foi resolvida nas geometrias

da corda cósmica e do monopólo global. Para a geometria cônica, o espectro de

energia é formado pela adição de três termos: as energias de repouso e cinética da

part́ıcula e a energia do oscilador relativ́ıstico de Klein-Gordon. Quando da presença

de campos magnéticos ΦB e torção J , o autovalor de momento angular l é adicionado

por essas quantidades. A mesma dependência sobre os parâmetros caracterizando

o espaço-tempo, é observada no conjunto de autofunções dos operadores de Dirac e
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Klein-Gordon. Fisicamente, os ńıveis de energias para o oscilador de Klein-Gordon na

geometria do monopólo global, são da mesma forma que daqueles relacionados com

a geometria cônica, observada a mudança entre o parâmetro α e o déficit de ângulo

sólido Ω, associado com a geometria tridimensional do monopólo global.

Finalizamos nossa contribuição, estudando a dinâmica de uma part́ıcula escalar

na presença de espaços-tempos do tipo-Gödel. Dotamos esse espaço-tempo de uma

corda cósmica, que adiciona curvatura a essa dinâmica, além da fonte de rotação

presente do próprio espaço. Na abordagem clássica, estudamos as curvas geodésicas

seguidas pela part́ıcula, usando coordenadas cartesianas. Analisando a condição de

existência de curvas tipo-tempo fechadas (CTCs), gφφ = 0, chegamos a conclusão

de que tais métricas separam o espaço-tempo em regiões livre de CTCs, chamada de

cavidade cronologicamente segura, e em regiões com CTCs, onde se observa a violação

do prinćıpio f́ısico da causalidade.

No aspecto quântico, resolvemos a equação de Klein-Gordon nas geometrias ciĺın-

drica, esférica e hiperbólica e constrúımos o conjunto de autovalores e autofunções

assumidos pela part́ıcula escalar. Esses três casos se distinguiram pelos posśıveis

valores atribúıdos a l2 na métrica geral do tipo Gödel. Para l2 → 0 temos o limite

do caso plano, para valores positivos, l2 > 0, temos a geometria hiperbólica e para

valores negativos, l2 < 0, a esférica. Nesses três casos, o conjunto de autovalores

e autofunções, são dependentes do déficit angular, α, associado com a geometria

cônica e do parâmetro, Ω, associado com a rotação do universo de Gödel. Na geo-

metria esférica, caracterizada pelo raio de curvatura R, os autovalores e autofunções

tornam-se aqueles do caso plano, impondo-se o limite R → ∞. Para a geometria

hiperbólica obtemos o limite de caso plano impondo-se a condição l → 0 no conjunto

de autovalores. Com relação a geometria hiperbólica, os ńıveis de energia se separam

em discretos e cont́ınuos. Os ńıveis discretos foram determinados pela condição,

l ≤ Ω, que no movimento geodésico clássico coincide com o limite entre l e Ω que
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define a região com órbitas fechadas. O outro caso, l > Ω, define o espectro cont́ınuo

e está associado com o limite no qual o movimento geodésico segue órbitas abertas.

Finalizamos nossa contribuição, chamando a atenção de que os resultados com as

métricas do tipo-Gödel em [103, 108, 110] podem ser obtidos tomando-se o limite

α = 1 nos conjuntos de autovalores e autofunções obtidos no último caṕıtulo dessa

tese.

8.2 Perspectivas Futuras

Sempre que estudamos a influência dos defeitos topológicos a alguns sistemas

f́ısicos, cada vez mais efeitos tornam-se capazes de ser considerados, principalmente

aqueles voltados para a descrição no ńıvel quântico, na Mecânica Estat́ıstica dos

Ensembles e nas propriedades magnéticas, térmicas e ópticas da matéria, nos semi-

condutores. Materiais como os nanotubos, fulerenos e mais recentemente o grafeno,

é sem dúvida um campo ainda bastante fértil para futuros estudos. Em se tratando

do grafeno, a forma bidimensional estável do carbono, propriedades como a própria

estabilidade em duas dimensões, sua estrutura energética e o efeito Hall quântico, con-

dutividade e corrente Hall, necessitam de mais esclarecimentos quanto a contribuição

advinda de uma geometria curva. Há muito o que se fazer sobre a influência da

topologia na f́ısica dos supercondutores, na formação dos vórtices no hélio super-

fluido, nas correntes de Josephson. Destacam-se também o efeito Aharonov-Bohm,

ńıveis de Landau, espalhamentos clássicos e quânticos, correções às constantes da

f́ısica, correções aos momentos magnéticos do elétron, dentre muitas outras possibili-

dades. Somam-se a esses efeitos a fase de Berry no limite de campos gravitacioanis

fracos, fases geométricas na presença de campos eletromagnéticos e de fontes de cur-

vatura e torção dos defeitos, efeitos sobre pontos e fios quânticos.

O aparecimento dos osciladores relativ́ısticos de Dirac e Klein-Gordon é sem
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dúvida um importante campo promissor em aberto. Sobretudo, pelo amplo espectro

de observáveis que podem ser estudados em espaços-tempos estáticos ou dinâmicos

produzidos por defeitos topológicos. Em espaços-tempos do tipo-Gödel, efeitos clás-

sicos e quânticos desses osciladores nunca foram estudados, tanto para part́ıculas

escalares quanto para spinores. Com o aparecimento de novas soluções da Relativi-

dade Geral e da Teoria da Elasticidade Clássica, pode-se construir um conjunto de

soluções para esses osciladores, observando quais são as correções introduzidas pela

topologia dessas novas soluções. Pode-se citar também estados coerentes para esses

osciladores na presença de defeitos. Adicionados a esses osciladores, encontramos na

literatura o oscilador de Majorana. Notadamente, todo o desenvolvimentos com os

osciladores de Dirac e Klein-Gordon, podem ser estendidos para o presente caso, no

qual diferentes configurações envolvendo campos eletromagnéticos, torção e momentos

angulares podem ser consideradas.



Apêndice A

Funções Especiais da F́ısica

A.1 Função de Bessel

É comum na solução de um problema f́ısico encontrarmos uma equação que já

foi estudada anteriormente. Dependendo da simetria envolvida a equação encontrada

pode ser a equação de Bessel ou a equação de Legendre, nessa ordem, quando a

simetria for a ciĺındrica ou a esférica, respectivamente. Em problemas que envolvem

a quantização da energia, é importante que tenhamos a habilidade de escrever essas

equações na forma das equações hipergeométricas, cuja exigência de normalidade das

soluções exige que a série polinomial, solução da equação, seja truncada a partir de

um certo inteiro não-negativo n. Feito isso, podemos expressar a energia associada

ao problema f́ısico. As mais estudadas equações aparecendo nesses problemas podem

ser resumidas na tabela abaixo,

Equação Pontos Cŕıticos

(a) x2F ′′(x) + xF ′(x) + (x2 − n2)F (x) = 0 (0,∞)
(b) (1 − x2)F ′′(x) − 2xF ′(x) + l(l + 1)F (x) = 0 (−1, 1,∞)
(c) x(1 − x)F ′′(x) + [c− (a+ b+ 1)x]F ′(x) − abF (x) = 0 (0, 1,∞)
(d) xF ′′(x) + (c− x)F ′(x) − aF (x) = 0 (0,∞)

Tabela A.1: Algumas funções especiais muito comuns.
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Escritas nessas formas, as soluções dos problemas f́ısicos tornam-se diretas e exatas

devido ao intenso estudo dado a essas equações [111]. Por exemplo, problemas com

simetria ciĺındrica como aqueles relacionados com a propagação de ondas em guias

de ondas estudadas no eletromagnetismo levam a equação diferencial de Bessel (a)

após partirmos da equação de Helmholtz (∇2 + k2)ψ = 0. Aplicando as condições

de contorno impostas pela simetria do problema, escrevemos a solução da seguinte

forma,

ψ = AJν(x) +BNν(x) (A.1)

com Jν(x) sendo as funções de Bessel do primeiro tipo, eNν(x) as de segundo tipo. Um

aspecto muito importante relacionado com essas funções é que Jν é finita na origem

enquanto Nν é divergente. Para pontos distantes da origem, essa ambiguidade não

existe e nesse limite essas funções são bem comportadas [111]. Dessa forma, é comum

nas soluções de problemas f́ısicos escolhermos B = 0 quando a origem está envolvida

pelas condições de contorno e a solução é simplesmente dada por Jν(x). As constantes

A e B aparecendo na solução são constantes de normalização para a função de onda.

A.2 Função de Legendre

A equação diferencial de Legendre (b) aparece na f́ısica nas soluções de problemas

com simetria esférica. Surge principalmente nas soluções de problemas eletrostáticos

tratando do cálculo do potential associado a uma esfera condutora na presença de

campos eletromagnéticos ou na solução da equação de Schrödinger em três dimensões.

A solução dessa equação são os Polinômios de Legendre,

Pn(x) =
1

2nn!

dn

dxn
(x2 − 1)n (A.2)

satisfazendo a seguinte propriedade,
∫ 1

−1

Pn(x)Pm(x)dx =
2

2n+ 1
δnm ortogonalidade (A.3)
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No caso em que m 6= 0 a equação de Legendre passa a ser chamada de Equação

Associada de Legendre assumindo a forma,

(1 − x2)F ′′(x) − 2xF ′(x) +

[

l(l + 1) − m2

1 − x2

]

F (x) = 0 (A.4)

cuja solução é conhecida como Polinômios Associados de Legendre Pm
n (x)

Pm
n (x) =

1

2nn!

dm+n

dxm+n
(x2 − 1)n (A.5)

para m > 0. Para valores negativos obtemos,

P−|m|
n (x) = (−1)m

(n− |m|)!
(n+ |m|)!P

|m|
n (x) (A.6)

satisfazendo

∫ 1

−1

Pm
n (x)Pm

n′ (x)dx =
(n+m)!

(n−m)!

2

2n+ 1
δnn′ (A.7)

uma consequência importante dessa propriedade é que qualquer função de quadrado

integrável f(x) definida no intervalo [−1, 1] pode ser escrita como uma combinação

dos Polinômios Associados de Legendre.

A.3 Função Hipergeométrica

Uma forma alternativa de se escrever as funções de Bessel ou Legendre é em termo

das funções hipergeométricas. Chamamos de equação hipergeométrica toda equação

escrita na forma,

x(1 − x)F ′′(x) + [c− (a+ b+ 1)x]F ′(x) − abF (x) = 0 (A.8)

com a, b e c constantes satisfazendo condições espećıficas. Podemos escrever sua

solução a partir do Método de Frobenius. O resultado é [111],

F (x) = 1 +
a · b
c

x

1!
+
a(a+ 1)b(b+ 1)

c(c+ 1)

x2

2!
+ · · · , c 6= 0,−1,−2, . . . (A.9)



Função Hipergeométrica 100

com o intervalo de convergência |x| < 1 e x = 1 para c > a + b, x = −1 para

c > a+ b− 1. Em termos dos śımbolos de Pochhammer,

F (a, b, c, x) =
∞∑

n=0

(a)n(b)n
cn

xn

n!
(A.10)

com (a)n dados por

(a)n = a(a+ 1)(a+ 2) · · · (a+ n− 1) =
(a+ n− 1)!

(a− 1)!

a0 = 1 (A.11)

Nosso foco no estudo das funções hipergeométricas é o de determinar a quantização

da energia a partir da equação encontrada para o problema. Encontramos no caṕıtulo

7 que a equação de Klein-Gordon em coordenadas esféricas e hiperbólicas resultou

numa equação do tipo hipergeométrica, escrita abaixo para o caso esférico,

ξ(1 − ξ)
d2F

dξ2
+

[ |m|
α

+ 1 −
(

2|m|
α

+ 4ΩR2w + 2

)

ξ

]
dF

dξ
−
[
m2

α2
+ (A.12)

+ 2ΩR2

( |m|
α

+
m

α
+ 1

)

w +
|m|
α

−R2(k2 +M2)

]

F = 0

comparada para a expressão geral (A.8) identificamos que c = |m|/α + 1, os demais

termos a e b poderão ser determinados como segue. Dessas expressões obtemos a

seguinte relação,

a+ b+ 1 = A

ab = B (A.13)

com A = 2|m|
α

+ 4ΩR2w + 2 e B = m2

α2 + 2ΩR2
(

|m|
α

+ m
α

+ 1
)

w + |m|
α

− R2(k2 +

M2). Podemos determinar os valores de a e b separadamente isolando b na segunda

equação e substituindo na primeira, resultando numa equação do segundo grau para

a constante a,

a2 − (A− 1)a+B = 0 (A.14)
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Resolvendo essa equação encontramos a expressão para a constante a dada no sétimo

caṕıtulo. Um cálculo análogo pode ser feito para a determinação da constante b.

Com essas constantes, usamos a condição de quantização,

a = −n (A.15)

Esse procedimento permite determinar o espectro de energia da part́ıcula, conhecendo-

se a equação hipergeométrica do problema nas coordenadas de interesse.

A.4 Função Hipergeométrica Confluente

Podemos escrever a equação de Bessel na forma de uma equação hipergeométrica

confluente. Isso foi posśıvel na solução da equação de Klein-Gordon em coordenadas

ciĺındricas no espaço-tempo de Som-Raychaudhuri no sétimo caṕıtulo. Uma equação

hipergeométrica confluente encontra-se escrita sob a forma,

xF ′′(x) + (c− x)F ′(x) − aF (x) = 0 (A.16)

com a e c constantes. Sua solução pode ser escrita como

F (a, c, x) = 1 +
a

c

x

1!
+
a(a+ 1)

c(c+ 1)

x2

2!
+ · · ·

M(a, c;x) =
∞∑

n=0

(a)n
(c)n

xn

n!
, c 6= 0,−1,−2, . . . (A.17)

com os śımbolos de Pochhammer (a)n e (c)n dados acima. A série hipergeométrica

confluente converge se o termo a for igual a um inteiro negativo ou zero. Matemati-

camente temos,

a = −n, n = 0, 1, 2, 3 · · · (A.18)

Com essa restrição imposta sobre a ordem da série polinomial, é posśıvel fazer a

quantização da energia nos problemas estudados nos caṕıtulos 5, 6 e 7 da presente

tese.
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A.5 Sobre a Representação Estereográfica

A estereografia é uma operação que representa num plano Euclidiano a superf́ıcie

delimitadora de um sólido em duas ou mais dimensões, permitindo, portanto, repre-

sentar pontos de uma esfera ou um hiperbolóide num plano. Nosso interesse nessa

representação é o de poder relacionar efeitos f́ısicos ocorrendo na geometria esférica e

hiperbólica utilizando métricas tipo-Gödel com aqueles ocorrendo em superf́ıcies de

curvatura constante.

A.5.1 Estereografia da Esfera e do Hiperbolóide

Consideremos a esfera de raio R na figura abaixo. Sua superf́ıcie, ponto a ponto,

será mapeada no plano S ′ tangente ao pólo norte com as coordenadas (0, 0, R), a

partir do pólo sul S descrito por (0, 0,−R).

R

R
P

Q

S

N

/2

Z

R

R

P
Rsinhq

Rcoshq

P’
Z

S’

S’

A B

Figura A.1: Representação estereográfica das superf́ıcies esférica e hiperbólica no
plano S ′ a partir do ponto P pertencente às superf́ıcies. R representa o raio de
curvatura da esfera e do hiperbolóide.

Partindo desse pólo, o ponto P na superf́ıcie esférica terá sua imagem no ponto Q.

Para pontos diametralmente opostos e em todos os ângulos φ, é posśıvel representar

toda a superf́ıcie da esfera no plano S ′ passando por N , com a seguinte representação
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de coordenadas para P e Q,

z = 2Reiφ tan
θ

2
e z̄ = 2Re−iφ tan

θ

2
(A.19)

Para a geometria hiperbólica, a folha superior do hiperbolóide será mapeada no plano

tangente S ′ desde o vértice da folha inferior. A figura (B) é a projeção em perfil

transversal do ponto P , pertencente à folha superior do hiperbolóide, sobre o ponto

P ′ contido no plano S ′, a partir do vértice da folha inferior. As coordenadas de P e

P ′ estão relacionadas por,

z = 2Reiφ tanh
θ

2
e z̄ = 2Re−iφ tanh

θ

2
(A.20)

Essa representação permite relacionar o movimento de part́ıculas em espaços-tempos

descritos por métricas tipo-Gödel do Caṕıtulo 7, com o movimento ocorrendo na

presença de campos magnéticos em superf́ıcies de curvatura constante.
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