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GALDINO, P. H. B. Andlise Tedrica de uma técnica de aprozimacgao da velocidade de Darcy
utilizando o método dos elementos finitos mistos e hibridos. 2009. 92 p. Dissertacao de
Mestrado, Universidade Federal de Uberlandia, Uberlandia-MG.

Resumo

O objetivo deste trabalho é apresentar uma técnica de aproximacgao para a solugao de
equagoes elipticas, utilizando espacos de Raviart-Thomas de baixa ordem. Em especial, sera
considerada a equacao que fornece a velocidade de Darcy para escoamentos em meios porosos,
levando-se em conta tanto permeabilidades escalares como permeabilidades na forma de tensor,
definidas em malhas regulares de um dominio retangular. A técnica empregada é conhecida
como o método dos elementos finitos mistos e hibridos. Neste caso, a varidvel principal do sis-
tema linear oriundo da discretizacao é denominada Multiplicador de Lagrange e esta associada
a cada uma das arestas dos elementos finitos (formulacao hibrida). Na formulagao mista, s@o
considerados dois espacos apropriados: um contém funcoes escalares e o outro contém funcoes
vetoriais. Assim, pode-se aproximar, simultaneamente, a pressao e o gradiente de pressao. O
resultado principal do trabalho é a demonstracao, usando argumentos locais, do fato que o
sistema linear associado a uma formulacao fraca das equagoes de Darcy, com Multiplicadores
de Lagrange relacionados ao fluxo normal e que aproximam a pressao nas arestas, possui matriz

simétrica e definida positiva.

Palavras-chave: Elementos finitos, métodos numéricos, equacoes diferenciais parciais.



viil

GALDINO, P. H. B. Theoretical analysis of a technique of approach of Darcy’s velocities using
the method of the mixed and hybrid finite elements. 2009. 92 p. M. Sc. Dissertation, Federal
University of Uberlandia, Uberlandia-MG.

Abstract

The objective of this work is to present one approach technique for the solution of elliptic
equations, using Raviart-Thomas spaces of low order. Especially, the equation that supplies
Darcy’s velocities for flow in porous media it will be considered, taking into account both scalar
permeability and permeability in the tensor form, defined in regular meshes of a rectangular
domain. The technique used is known as mixed finite and hybrid elements method. In this
case, the main variable of the linear system derived from the discretization is named Multiplier
of Lagrange that is associated with each edges of the finite elements (hybrid formulation). In
the mixed formulation, two appropriate spaces are considered: one contains scalar functions
and the other contains vectorial functions. Thus, it can be approached, simultaneously, the
pressure and the pressure gradient. The main result of this study is the demonstration, using
local arguments, of the fact that the linear system associated to a weak formulation of the Darcy
equations, with Lagrange Multipliers related to the normal flow that approach the pressure in

the edges, has a matrix symmetric and positive definite.

Key-words: Finite elements, Numerical Methods, Partial Differential Equations.
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Introducao

O primeiro passo para se iniciar simulagoes de um reservatério consiste no desenvolvimento
de um bom modelo fisico, que descreva adequadamente e de forma significativa o fenomeno
de escoamento de um fluido. E a natureza do modelo fisico que indicarda quais os modelos
matematicos e numéricos que sao mais convenientes. Em modelos matematicos para o processo
de deslocamento miscivel em meios porosos surgem equagoes diferenciais parciais do tipo con-
veccao-difusao que dependem da velocidade de Darcy. A lei ou correlacao mais amplamente
usada e que pode ser incorparada em modelos analiticos de escoamento em meios porosos € a
lei de Darcy, descoberta em 1856 pelo engenheiro francés Henry D’Arcy. A lei de Darcy afirma
que a taxa volumétrica, (), de um fluido homogéneo em um meio poroso é proporcional ao gra-
diente de pressao, ou gradiente hidraulico, e a area da secao transversal, A, normal a direcao
do fluxo e inversamente proporcional a viscosidade p do fluido. A lei define o conceito de per-
meabilidade K da rocha, que quantifica a capacidade da rocha em transmitir o fluido. Dessa
forma, desprezando-se os efeitos gravitacionais, a velocidade superficial do fluido (velocidade u

de Darcy) é dada por:

K
u= 1= —EVp,

sendo p a pressao do fluido, K um tensor de permeabilidade absoluta com unidades de darcies

(comprimento ao quadrado) e p a viscosidade do fluido.

O objetivo deste trabalho é apresentar uma técnica de aproximagao para a solucao de
equacoes elipticas, cuja discretizacao utiliza os espagos de Raviart-Thomas de baixa ordem. Em
especial, para tal aproximagao, sera considerada a equacao que fornece a velocidade de Darcy
para escoamentos em meios porosos, levando-se em conta tanto permeabilidades escalares como
permeabilidades na forma de tensor, definidas em malhas regulares de um dominio retangular.
A técnica utilizada para tal aproximacao é conhecida como método dos elementos finitos mistos
e hibridos. O sistema linear proveniente desta discretizacao tem como variavel principal os
chamados Multiplicadores de Lagrange os quais estao associados a cada uma das arestas dos
elementos finitos (formulagao hibrida). Na formulacao mista, sdo considerados dois espagos
apropriados: um contém funcoes escalares e o outro contém fungoes vetoriais. Dessa forma,
pode-se aproximar, simultaneamente, a pressao e o gradiente de pressao. O resultado principal
do trabalho é a demonstracgao, usando argumentos locais, do fato que o sistema linear associado
a uma formulacao fraca das equagoes de Darcy, com Multiplicadores de Lagrange relacionados

ao fluxo normal e que aproximam a pressdo nas arestas, possui matriz simétrica e definida



positiva, o que permite concluir que este sistema possui solucao unica, a qual fornecera uma
aproximacao da solucao da equacao eliptica considerada. A seguir, de modo sucinto, sera
descrito como este trabalho estd organizado.

No Capitulo 1 serd feito um estudo introdutério sobre formulagao fraca (ou métodos varia-
cionais) de problemas de valores de contorno expondo defini¢oes e teoremas que irdo garantir
a existéncia e unicidade das solugoes de tais problemas; ou, equivalentemente, a existéncia
de minimos de um dado funcional associado a um dado problema de valor de contorno. Sera
também, neste Capitulo, evidenciada a equivaléncia entre achar o minimo de um dado funcional
e resolver a equagao de Euler-Lagrange associada a este funcional. Ressaltando que este método
nao é o ideal (quando se considera a equagao que fornece a velocidade de Darcy) devido ao
fato que esta equagado nao satisfaz certas hipéteses necessédrias para a obtengao (ou resolucao)
da equacao de Euler-Lagrange e, também, mesmo sabendo que a equagao de Euler-Lagrange
possui solucao, esta pode nao ser encontrada de maneira facil. Ainda neste capitulo serd intro-
duzido o conceito de completamento devido a necessidade de se ampliar o dominio de um dado
funcional considerado.

No Capitulo 2, devido a necessidade de se ampliar o dominio de um dado funcional, sao
introduzidos os espagos de Sobolev, em particular o espago H'(), sob o qual esta definido a
pressao (fungao escalar). E, também, sdo relembrados alguns dos mais importantes métodos
para minimizar funcionais, que garantem a existéncia e unicidade deste minimo, além de per-
mitir encontra-lo, por exemplo, utilizando o lema de Lax-Milgram, método de Ritz, método
de Galerkin e Gradientes Conjugados pré-condicionados. Sera descrito também neste Capitulo
a idéia de pré-condicionamento por meio da fatoracao incompleta de Cholesky. Ja o Capitulo
3 apresenta um dos varios ramos importantes da Matematica Aplicada onde se busca resolver
um certo problema de valor de contorno que, nese caso, se trata de escoamento de petréleo.
Sendo neste capitulo deduzidas as equacoes diferenciais que governam o escoamento miscivel,
no qual é discutido o processo fisico com o objetivo de obter o sistema diferencial, com duas
componentes, para o deslocamento miscivel incompressivel fazendo uso da lei de Darcy e da lei
de conservacao de massa. No Capitulo 4 sera visto uma generalizacao das técnicas apresentadas
no artigo de Chavent e Roberts [10], no qual se considera, além da permeabilidade escalar, a
permeabilidade na forma de um tensor simétrico e definido positivo; com atencao especial para
a demonstracao de que a matriz do sistema linear oriundo da formulacao fraca da equacao
da velocidade de Darcy é definida positiva, se o tensor K satisfizer certas restrigoes que sao
especificadas no Capitulo 5. Com esta técnica apresenta-se uma outra maneira de se obter
uma aproximagao da solucao de um dado problema de valor de contorno sem o uso da equacao
de Euler-Lagrange e do lema de Lax-Milgram. Finalmente no Capitulo 6 sao apresentadas as

conclusoes e sugestoes de trabalhos futuros.

Paulo Henrique Barbosa Galdino Uberlandia-MG, 05 de margo de 2009.



Capitulo 1

Métodos Variacionais

Introducao

Um dos problemas mais importantes da matemaética aplicada a problemas fisicos é o pro-
blema de valor de contorno, no qual busca-se uma fungao que satisfaca alguma equacao difer-
encial em uma regiao €2 e que satisfaca certas condicoes especificas na fronteira de €2. Muitos
problemas deste tipo possuem a propriedade que a solu¢ao minimiza um certo funcional f
definido em algum conjunto de fungoes V', ou, em outras palavras, esta solu¢ao é um ponto
estacionario do funcional f, conforme a defini¢ao (1.5) dada a seguir. Assim, a tarefa de resolver
um problema de valor de contorno é equivalente a de encontrar uma funcao em V' que faz f
estacionar, o que leva o nome de formulagao variacional (ou formulagao fraca) do problema de

valor de contorno.

1.1 Formulacao fraca para problemas de valor de con-

torno - parte I

Nesta secao, os funcionais sao do tipo f : V — R, sendo V' algum conjunto de fungoes reais
e continuas definidas num intervalo fechado [a, b], onde um elemento de V' pode ser escrito como
sendo v = v(z), a < x < b. O conjunto V é chamado de conjunto das fungdes admissiveis.
As definigoes e teoremas dados a seguir irao garantir a existéncia e unicidade de pontos de
minimo dos funcionais em questao e, consequentemente, existéncia e unicidade de solugoes dos

problemas de valor de contorno associados a estes funcionais.

Definicao 1.1 Dados v € V e ¢ > 0 a vizinhan¢a de v € V de raio € > 0 € definida como
sendo S(v,e) = {w eV:0<|lv—w| < 5}, onde ||.|| denota a norma definida por:

1

|v|| = Uabu(x)wxr , YoeV.

3



Definicao 1.2 Seja o funcional f : V — R. Entao v € V' é um minimo local de f se existe
um € > 0, tal que, f(0) < f(v), Vv e S(v,e). Se f(v) < f(v), VveS(e),v#0, entdo 0 é

um minimo local forte de f.

Definicao 1.3 Seja o funcional f : V — R. FEntio v € V é um minimo global de [ se
f) < f(v),VveV. Se f(0)< fv),YVveV,v#0, entao v é um minimo global forte de f.

Vale ressaltar que V' pode ser um espago linear, ou seja, possui a seguinte propriedade: para
quaisquer v,w € V e quaisquer a,f € R tem-se que (av + fw) € V, mas se V nao for um

espago linear o seguinte conjunto pode ser considerado

V:{n:n:v—w \v,wEV}, (1.1)

o qual é um espaco linear, chamado de espago das fungoes teste. Assim, o conjunto V' pode
ser reescrito como V' = {w cw=0v"4+n; neE ‘7}, sendo v* um elemento arbitrario fixo de
V.

Note que a vizinhanga S(v,¢) definida anteriormente é equivalente a seguinte

S(v,a):{wEV\w:v+T77; neV:|nl=1; TE(—€,8>}.

De fato, seja w € S(v,¢), isto ¢, 0 < [[v —wl| < € e note que w = v + H - |lw —v]|, se
w—v
w # v. Assim, tomando n = H tem-se que ||n|| = 1. Fazendo 7 = ||w — v|| segue-se que
w—v

7 € (—¢,¢). Logo, w = v + 71 para todo v € V, v # w, ou seja, w € S(v,¢).
Agora, sejaw € V tal que w = v+, v €V, n €V, Inll =1, 7 € (—¢,¢). Como w = v+7n
entdo w — v = 7n; assim, |lw —v|| = ||| = |7| - ||n]]. Observe que 0 < [[w —v| = |7] < e.

Logo, w € S(v,¢e). Portanto, as duas vizinhangas anteriores sdo equivalentes.

Definicao 1.4 Seja o funcional f : V. — R. Sejamv € V en € V dados, com Inl| = 1,
e suponha que para algum 19 > 0 a funcdo f(v+ 1), |T| < 70, tenha derivada de ordem m
continua com relagao a 7. Entao a derivada direcional de ordem m de f em v na dire¢ao de n

s

é:
d"f(v+mn)
M) (s ) = ——— L} |
f win) drm =0
Definicao 1.5 Seja o funcional f : V — R e suponha que para algum © € V, fO(i;n) =0,
Vne v, Inl| = 1. Entao f é estaciondrio em 0 ou, equivalentemente, 0 € um ponto estaciondrio

de f.

Teorema 1.1 Seja o funcional f : V — R e suponha que para algum v € V a derivada
direcional de primeira ordem fM(vin) exista para todas as diregées . Se © € um minimo local

de f entao f € estaciondrio em v.

Demonstragao:

De acordo com as hipoteses tem-se a seguinte expansao de Taylor para o funcional f numa



(1), para alguman € V, 9] = 1, 7 € (—¢,¢)

) f(©) _ ofr) o(7)

vizinhanca de o , f(0+71) = f(0)+7fD(0;n)+
T . Note que lim,__—= =0,
7—

v ;
e lim, ’( |) = 0. Assim, fM(9;n) = UGS

olr) =0eque f(v+ 1) > f(0), pois ¥ é ponto de minimo local. Logo, se 7 > 0

]
ofr) Fo+Tn) — )

entdao f((d;n) > 0, pois note que fM(d;1) > —— devido ao fato que >
T T

@, logo fM(9;m) > 0. Agora, se 7 < 0 entdo

- Coln) ot — (D)

pois lim, g

0. Assim, lim, o fM(0;n) > —lim,__

fW(5;m) <0, pois note que ) (d;7

o(7)

que lim,__o fM(0;n) < —lim,_o —=, logo fM)(9; 1) < 0. Portanto, tem-se que f)(9;n) = 0,
T

ja que < 0. Assim, tem-se
T

ou seja, v é um ponto estacionario de f.

Teorema 1.2 Seja o funcional f : V — R. Seja v € V' um ponto estaciondario de [ e suponha
que f®(0;m) exista para todas as direcées 1. Se © € um minimo local de f entao f@(d;n) >0

para todas as diregoes .

Demonstragao:

Suponha, por absurdo, que f(z)(f);n) < 0. Dessa forma, numa vizinhanca de v para al-

guma 1 € v, IIn|]| = 1, tem-se a seguinte expansao de Taylor de f,
-2
fo+m) = f(©) + 7D (0,m) + 5 f2(0,m) + o),

o(1?) . . 72 )
] = (0. Entao, existe 7o > 0, tal que, Ef@) (0,m)+o(m?) < Opara 0 < 7 < 7.
-

Logo, em toda vizinhanga S(0,¢) de v tem-se um ponto v = 0 + 77, tal que, f(v) < f(0),
2

sendo lim,__,g

pois como %f@)(@, n) +o(1?) < 0 segue que f(0+71n)— f(0) <0, ou seja, f(0+71n) < f(d),
assim, f(v) < f(0), o que contradiz o fato de ¥ ser minimo local de f.
Portanto, f®(,n) > 0. |
Os teoremas 1.1 e 1.2 dao apenas condicoes necessarias para © ser um minimo local de
f, condigoes suficientes serao obtidas no caso em que f é um funcional quadratico, conforme

definicao 1.6 a seguir.

Definicao 1.6 Um funcional f : V — R € quadratico se satisfaz a sequinte identidade

2

Fo+m0) = () + 7O (i) + 5 (v3) (1:2)

VoeV,VneV,|nl=1eVreR.



Teorema 1.3 Considere um funcional quadrdtico f : V — R. Entao v € V € o unico minimo
global forte de f se:

1 fO@,m) =0,YneV, |nl=1;
2. f@(o,m)>0,YneV, |nl=1

Demonstragao:

2
Como f é quadrético segue que f(0+71n) = f(0)+7fM (0;n) + %f@)(ﬁ; n),VoeV,¥Vne
_ 2
V, |Inll =1 eV 7 €R. Por hipétese, f)(9;n) = 0, assim, f(d+7n) = f(0) + %f@)(@;n), isto
é, f(0+1n) > f(0),Vne€ V.VreR, 7+#0. Assim, f(v) > f(v), Vv eV, v+# 0, pois
V= {f) +m | TER, neE v, Inll = 1}. Logo, © é um minimo global forte de f.
Agora, suponha que @ seja um minimo local de f. Entdo tem-se que fM(w;n) = 0 e
2

f@(w;n) > 0. Como f é quadrético tem-se que f (i +71n) = f() +7f D (w;n) + %f@) (w;m),

2
assim, segue que f(w + ) = f(w) + %f@)(zﬁ;n), isto é, f(w + ™) > f(w). Logo, tem-se
que f(v) > f(w), Vv €V, v+, ou seja, w é minimo global de f. Mas observe que se w for
um minimo global de f diferente de ¢ entao segue que f(w) < f(v) < f(w), o que seria um

absurdo. Portanto, w = © é o tinico minimo global forte de f. |

b
Lema 1.1 Se G : [a,b] — R é uma fungao continua e se | G(x)n(xz)dz = 0 para toda fungao

diferencidvel 1 : [a,b] — R tal que n(a) = n(b) = 0 entdo Ga’(a:) =0,V z € (ab).

Demonstragao:

Suponha, por absurdo, que G(z') # 0 para algum 2’ € (a,b). Sem perda de generalidade
suponha que G(z') > 0. Pela continuidade de G, existe uma vizinhanga de z’, digamos,
¢c <z’ <dnaqual G(z) >0,V z € [c,d. Mas com isso a igualdade abaixo nao se verifica

para toda fungao diferenciavel 7
b
/ n(z)G(z)dz = 0.

Por exemplo, considerando-se a func¢ao

0 , a<zx<c
nxz) =1 (x—c)*(zx—d)? , c<
0 , b

obtém-se:
/ Ga)n(z)dz — / (z — )2z — d)2G(x)dx

e como G(x) > 0 para ¢ < x < d tem-se que

/ n(x)G(z)dx # 0.



O que contradiz a hipdtese. O caso G(z') < 0 é andlogo e assim o Lema estd provado. |

1.2 A equacao de Euler-Lagrange para problemas unidi-

mensionais

Sera visto agora que resolver um dado problema de valor de contorno é equivalente a en-
contrar uma funcao pertencente ao espaco V', no qual o funcional esta definido, que satisfaca
a equacao de Euler-Lagrange, que serd definida a seguir. Seja F'(x,r,s) uma funcao real, com
a < x < ber, snumeros reais quaisquer. Admita ainda que F' possua derivadas parciais

continuas até 2* ordem. Considere o seguinte problema de valor de contorno

V= {w € C?[a,b] : w(a) = a; w(b) = ﬁ} e f(v)= / F(z,v(z),v (z))dz, veV, (1.3)

sendo C?[a,b] o conjunto das funcoes f : [a,b] — R que possuem derivadas continuas até 2?
ordem. Note que se o # 0 ou 3 # 0 entao o conjunto de fungoes admissiveis V' nao é um espago

linear. Por exemplo, se a # 0, segue que
v,weV = (v+w)(a) =v(a) + w(a) = a+a=2a# «a, ouseja, (v+w)&V.

Por outro lado, o conjunto V das fungdes teste definido por (1.1) é o espago linear definido

por V = {77 € C%a,b] : n(a) = nb) = 0}. Valendo observar que no caso de condigoes de
contorno homogéneas, isto é, a« = g = 0, tem-se que V = V.

Lembrando da Defini¢ao 1.4, as derivadas direcionais de f sao obtidas pela diferenciagao da
b
funcao f(v+7n) = | F(z,v+7mn,v" + 70 )dx com relagao a T e tomando, em seguida, 7 = 0.

Assim, derivando sob o sinal da integral e usando a Regra da Cadeia obtém-se

b
f(l)(v;n):/ <€;—F —l—g}i )d:v. (1.4)

Dessa forma, f é estaciondrio em algum v € V' se, e somente se,

b
OF OF ~

/a(a_n+8’ )d:E:O,VnEV. (1.5)

Observe que nao foi usado o fato de ||n|| = 1, n € V, ou seja, vale para toda n € V, em

particular, quando ||n|| = 1. Agora, com o objetivo de se eliminar 7’ da integral acima, usa-se

integragao por partes e o fato de que n(a) =n(b) =0,V n € V, de onde obtém-se que

[ = [ (2



Assim,

J L W LT LT PR R
o \ OV o’ T . OV dz \ov )| T o LOv  dx \ OV e =5

Portanto, f é estacionario em v € V' se, e somente se,

YTOF d [OF ~
/a [%—%<%):| dlL':(),\V/T]EV (16)

Pelo Lema 1.1 segue que f é estacionario em v € V' se, e somente se,

oF d (OF
%—%(%> =0, V€ (a,b) (1.7)

que é a famosa equacao de Euler-Lagrange para o problema de valor de contorno dado na
Eq.(1.3), sendo esta uma equagao diferencial parcial de segunda ordem para v. O problema de
encontrar uma funcdo v € V' que satisfaga a equacgao de Euler-Lagrange dada na Eq.(1.7) e as
condigbes de contorno v(a) = o e v(b) = [ é chamado de um problema de valor de contorno de
dois pontos.

Entao, resolver este problema de valor de contorno é equivalente a encontrar um ponto
estacionario do funcional f dado na Eq.(1.3), ou seja, é equivalente a encontrar uma funcao
v € V que satisfaga a Eq.(1.5). Esta é a formulagao fraca (ou método variacional) do problema

de valor de contorno de dois pontos.

Exemplo 1.1 Considere a sequinte equacao diferencial u,(z) = q(z) onde u(x) = —A(x)P,(z)
(sendo que u(z) € a velocidade de Darcy no caso escalar, ver se¢io 4.2 do Capitulo 4), com
P e C?la,b], A € Ca,b], 0 < Ay < XNx) < Ng, |q(x)| < T, T >0, para todo x € [a,b], sendo

du

Uz = o P.(z) = e etc. Dessa forma, a formulac¢ao fraca para a equacao u,(x) = q(z) é
x x

dada por:

/a b L~ A@P)) () = / ' () o(a)de

onde ¢ € V, sendo V = {(p € C?[a,b] : p(a) = ¢(b) = 0}-

Agora, usando integrac¢do por partes e sabendo p(a) = p(b) = 0 obtém-se:

| 4 NP it = [ A@)Paopula)dr

b b
Logo,/ )\(x)Px(x)gox(x)dx:/ q(z)p(x)dz.
1

b
Defina o funcional f : 'V — R como sendo f(P) = / {EA(:U)PZ(x) —q(a:)P(x)} dzx.

Dessa forma, tem-se o sequinte problema de valor de contorno:

V= {P € C2[a,b]: Pla) = P(b) = o} e f(P)= /ab [%/\(:c)Pﬁ(x) - q(x)P(x)}dx. (1.8)



Com o objetivo de escrever a equagao de Euler-Lagrange note que sao validas as igualdades:

dF dF d(dF

=) Gy =A@RE ¢ g (5] = M@PE) + AP()

1
sendo que a fun¢ao F € dada por F(x, P, P,) = EA(x)Pg(x) —q(z)P(z).
Assim, a equagdo de Euler-Lagrange (ver Eq.(1.7)) é dada por:

ANx) Py () + Ap(2) Py(z) + q(z) =0, para todo x € (a,b). (1.9)

Observe que o funcional definido acima é quadratico. De fato, para qualquer P € V' e para todo

TeR, eV tal que ||¢|| =1 tem-se que

f(P+T1p) = /ab %)\(x) <Px(:c) + Tg%(&:))z —q(z) (P(x) + Tgo(x)ﬂ dx
= [ [P0 + 2R + 260) - )P - ralee)| @

— /ab '%A(x)Pf(x) - Q(J:)P(:L")} dx + r/ab [)\(;p)Px(x)gox(@ - q(m)gp(:p)] dz

—i—T; /a MNz) 2 (z)dx

= HP) T IOPi) + SO (Pig),

b b
1
sendo fO(Pig) = [ [§A<x>Px<xm<x> - q(x)w(ax)] da, fO(Pig) = [ Nw)(w)ds e ainda
que f™(P; ) =0 para todo m > 3. Logo, o funcional f ¢ quadrdtico. Supondo que a equagdo
de Euler-Lagrange dada pela Eq.(1.9) tenha P como solugio e notando que f(z)(p; ¢) > 0 para
toda dire¢ao ¢ € V tal que ||¢l| = 1 conclui-se, pelo Teorema 1.3, que o funcional dado no
problema de valor de contorno (1.8) possui um unico minimo global forte, isto €, o problema

de valor de contorno possui uma unica solugao.

Observagao 1.1 O exemplo acima tem como objetivo mostrar que achar o minimo de um certo
funcional é equivalente a encontrar uma funcao que satisfaca a equacao de FEuler-Lagrange
associada a este funcional. Neste caso, a velocidade de Darcy (caso escalar) foi dada por
u(x) = —\(x)Py(z), tendo como hipdtese que A € C'a,b], o que ndo acontece no processo fisico
real, uma vez que A depende da permeabilidade do meio, que, em geral, nao é representada por
uma fungao continua. Dessa forma, para se resolver o problema real esta hipdtese deve ser

enfraquecida.
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1.3 Condicoes de contorno naturais e essenciais

Observe que na escolha do espago das funcgoes admissiveis para o funcional f dado na
Eq.(1.3) foi exigido que toda fungao v € V satisfizesse as condigoes de contorno v(a) = « e
v(b) = B. Isto sugere que todo ponto estaciondrio do funcional f satisfaga estas condigoes.

A questao que surge agora € a seguinte: se nao for imposta nenhuma condicao de con-
torno nas funcoes admissiveis, qual serd a condi¢ao de contorno que um ponto estacionario ira

satisfazer? .

Para responder a esta questao considere o funcional f(v) = / F(z,v(z),v'(z))dz, com
v € V onde V = C?[a,b]; o espago das funcoes teste agora é V = (2 la,b]. Isto ndo garante
que n(a) = nb) =0,V n € V. Retornando a Eq.(1.6) e integrando por partes, encontra-se a

seguinte condi¢ao para um ponto estacionario de f

YTOF d [OF oF 1° ~
/a[%—%<%)} ndx—i—[%n] =0, VneV. (1.10)

a

Suponha que a Eq.(1.10) seja satisfeita por alguma func¢ao admissivel 0 e, ja que a Eq.(1.10)
se verifica para toda funcao n € C?[a, b], segue que a Eq.(1.10) deve ser verificada, em particular,

para o subconjunto de C?[a,b] que satisfaz n(a) = n(b) = 0. Mas, pelo Lema 1.1, isto implica

que
OF d (OF
= _ [ = 1.11
ov  dx (81}’) 0, Vzée(ab) ( )
e assim, a Eq.(1.10) é reduzida a
or 1" _ 0,VneV (1.12)
81}’ . - n ) .
o que implica que
oF - —b (1.13)
5y —0 parar=a e x=b. :
F F ~ F F
De fato, seja % (b) — % (a) =9,V n e V. Tomando n(b) = %(b) en(a) = —%(a),

ou seja, n(x) é a reta passando pelos pontos (a,n(a)) e (b,n(b)), segue-se que

5= [%(b)]l {%m)r.

OF OF
Portanto, se ?(b) # 0 ou $(a) # 0 segue que § > 0, o que é uma contradigao.
v v
oF oF ~
L —(a) = =—(b) = .
080, & (a) 507 (b)y=0,VneV

Assim, um ponto estacionario de f deve satisfazer, além da equacao de Euler-Lagrange, a
condicao de contorno dada na Eq.(1.12).

Dessa forma, as condi¢oes de contorno que nao sao impostas nas fungoes admissiveis sao
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chamadas de condigoes de contorno naturais. Em contraste, as condigdes v(a) = a e v(b) = (3,
com « e ( sendo numeros reais dados, sao chamadas condigoes de contorno essenciais. Assim,

é conveniente organizar as varias condigoes de contorno na tabela abaixo, a qual fornece as

b
condigoes de contorno natural e essencial associadas ao funcional f(v) = / F(z,v(z),v'(z))dz.
a

condicao de contorno essencial | condicao de con- | condicao de con-
torno em 7 torno natural
oF
v(a) = o a) =0 — =0
(a) n(a) 57|
OF
v(b) =3 n(b) =0 B =0
V' lz=b

Tabela 1: condigoes de contorno associadas ao funcional f.

Se uma condicao de contorno essencial é imposta nas funcoes admissiveis entao as funcoes
teste devem satisfazer a condicao de contorno correspondente mostrada na segunda coluna
da Tabela 1 acima. Observe que se alguma condi¢ao de contorno essencial nao é imposta nas
funcoes admissiveis, entao um ponto estacionario deve satisfazer a condicao de contorno natural
correspondente. Por exemplo, se apenas a primeira condi¢ao de contorno essencial é imposta,

entao segue que:

V= {v € C?a,b] : v(a) = a} e V= {n € C?a,b] : n(a) = 0}

oF 1" - o OF -

e P =0, Vn eV, oqueimplica que n(b) 5 =0, Vn e V. Dessa forma, como

v a v z=b

: 9 . , oF

existem 7 € C?[a, b] tais que n(b) # 0, conclui-se que P = 0.
v x=b
. oF , _— . -
Assim, g = 0 é a condigao de contorno natural correspondente a condi¢ao de con-
v z=b

torno essencial omitida.

1.4 Equacao de Euler-Lagrange e problemas de valores

de contorno de segunda ordem

Nesta secao, a analise feita nas secoes anteriores sera estendida para espacos de duas
variaveis. Para isso considere as seguintes notacoes:
x,y ~» variaveis do espaco;

Q2 ~ dominio de definicdo do problema em R?;
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I' ~ fronteira de €2;
vy, Uy ~ diregoes ortogonais com relagao aos eixos = e y, respectivamente, da normal exterior
a I

vds ~ integral de linha de v no sentido anti-horario.
r
O dominio de definicao §2 é um aberto, limitado, simplesmente conexo e sua fronteira I" é

suave; exceto, possivelmente, em um ntmero finito de pontos. Defini-se 2 = QUT e denota-se
por C*(Q) o conjunto de todas as funcdes com derivadas parciais continuas em € de ordem

menor do que ou igual a k. Serao uteis também as seguintes identidades de Gauss:

// wuzdrdy = /vlwvds—// wyvdxdy (1.14)

Q r Q

// wuydrdy = /vngds—// wyvdrdy (1.15)
Q r Q

as quais expressam integracao por partes de fungoes v, w : 2 — R com relacao as variaveis x
ey.

Os funcionais aqui considerados sao do tipo f : V — R, sendo V algum conjunto de
funcoes reais definidas em Q C R2?. As definicoes e teoremas da secao 1.1 continuam sendo

validos para o caso de um espaco de duas variaveis. A norma, neste caso, sera definida por:

o]l = [ /[ m,y)zdmyr

O caso bidimensional andlogo ao da Eq.(1.3) é dado por

V= {v €cC?*(Q):v=a em F e f(v // T,Y, 0, Vg, Vy)dady, v eV, (1.16)

onde a = a(z,y) uma func¢do continua em I" e a fungao F'(z,y,r, s,t) possui derivadas parciais
continuas de ordem menor do que ou igual a 2 para todo ponto (z,y) € Q, com 7, s e t sendo

nimeros reais quaisquer.

O espaco das funcoes teste agora é V =V onde
V= {77602(5) =0 em F}. (1.17)

Com o objetivo de encontrar a equacao de Euler-Lagrange, calcule a derivada direcional de

df (v + 1)

primeira ordem do funcional f, isto é, f()(v,n) = y
-

, sendo o funcional f dado da

7=0

seguinte forma

flo+mn) = // F(x,y,v+1n,v, + Ty, vy + m0,)dxdy.
Q

oF
'(v,m) // (—n 5 nx+a—vyny) drdy.

Assim,
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Portanto, a condicao para v ser um ponto estacionario de f é

oF .
// < (3 7735 + a—vyny) drdy =0, VneV. (1.18)

Com o objetivo de eliminar 7, e n, da integral acima, calcule as seguintes integrais

OF OF
—n,drd 7 —n,dxdy.
//Q avxn xdy e i) //Q 8vyny xdy

OF
Caso i): tomando w = o, v = 1 e fazendo uso da identidade (1.14) obtém-se
OF
drdy = dzdy. 1.1
// A —Tedrdy = / //ax((%x)nmy (1.19)
Caso ii): tomando w = 3_ , v =mn e fazendo uso da identidade (1.15) obtém-se
v

// ——nydrdy = /vg—nds - // o (8vy) ndzxdy. (1.20)

Logo, a partir de (1.19) e (1.20), segue que

oF oF oF
// (av" 90, T a_vy"y> dudy = /Q%”dm“/ﬁlmz
0 (O0F oOF
//Q 9 (@vz) ndmdy—l—/rwa—vynds _
F )
//g)%(%)ndxdyzo, VneV.
y

Assim,

oF 0 (O0F oF oF .
[ 5 =3 (50) 3 (i )]st [ (v, + 0y, Jmasto=o. v

(1.21)

Mas, como 7 se anula na fronteira I' de €2, segue que

// [___(25;) aay(gF)}ndmy_o Vnev.

oF 0 (0F 0 (OF
el (e I (e 0 1.22
ov  Ox <8vx) Dy ((%y) 0, em £ (1.22)

que ¢é chamada de equacao de FEuler-Lagrange para problemas de valor de contorno de segunda

Ou seja,

ordem.

A condicao de contorno © = a é uma condicao de contorno essencial para o problema. Para

encontrar a condi¢ao de contorno natural, remove-se a condicao de contorno essencial, ou seja,
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toma-se V =V = C%(Q). E, dessa forma, um ponto estacionario deve satisfazer a Eq.(1.21)
para a nova escolha do espaco ‘N/, mas como V C ‘N/, sendo V dado em (1.17), conclui-se que a

equacao de Euler-Lagrange dada na Eq.(1.22) continua sendo valida. Dessa forma,

OF  OF .
/1“ (Ulﬁvx + vga—vy) ndxdy =0, ¥V ne C(Q),

F OF
— =0 I
9o, a0, ™

o que fornece a seguinte condi¢ao de contorno natural v,

1.5 Formulacao fraca para problemas de valor de con-

torno - parte 11

A andlise feita nas segoes precedentes estabeleceu que o problema de encontrar um ponto
estacionario de um funcional f : V' — R é equivalente ao de resolver um problema de valor de
contorno consistindo da equacao de Euler-Lagrange associada a este funcional e certas condigoes
de contorno. Se o funcional possui derivada de ordem até m, entao a ordem da equagao de
Euler-Lagrange ¢, em geral, 2m, e por isso exigi-se que as fungoes de V' seja um subconjunto de
C*"[a, b] ou C?™(€)). Nesta secio serd introduzida a idéia de completamento, no qual o conjunto
de fungoes admissiveis V' é ampliado para um chamado espaco de Sobolev. A matemaética
envolvida é a matematica presente nos espacos de Hilbert, por isso serao recordadas algumas
propriedades destes espagos usando o espaco L?[a, b] como modelo. Vale ressaltar que o processo

de completamento é de fundamental importancia para o método de elementos finitos.

Defini¢ao 1.7 Um espago normado X € um espago vetorial munido de uma norma ||.||, deno-
tado por (X, |.])-

Defini¢ao 1.8 Seja (X, ||.||) um espagco normado. Uma sequéncia {v,}>2, C X € dita ser de

Cauchy se limy, ;o0 [|[Um — U] = 0.

Definicao 1.9 Um espaco normado X é dito ser completo se e, somente se, toda sequéncia de

Cauchy em X converge e converge em X.
Defini¢ao 1.10 Um espag¢o normado completo (X, ||.|) € um espago de Banach.

Seja X = Cla,b] o espaco vetorial formado por todas as fungoes reais continuas em |[a, b],

este é um espaco normado com relagao a norma definida por

2|2 = [/aba:(t)zdt} : (1.23)

N| —
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O espago vetorial X = Cfa, b] ndo é completo com relacao a norma dada na Eq.(1.23). De fato,

suponha que a = 0 e b = 1 e considere a sequéncia de fungoes f,, € C[a,b] (n > 2) dada por:

1 se 0<z<1/2—-1/n
fu@)=< —nz/2+ (n+2)/4 se 1/2—1/n<z2<1/24+1/n
0 se 1/24+1/n<z<l1.

Note que (f,) é uma sequéncia de Cauchy segundo a norma dada na Eq.(1.23). Veja o que
ocorre com || fus1 — fall2 quando n — oo. Suponha que existe uma fungao f € Cla, b] tal que

se tenha lim,, . || fn — fll2 = 0. Note que, neste caso, tem-se

0 = lim |f(t) + f(t)]?dt
n—-mameo 0
— lm [ C|f(6) - 1Pdt + lim () + fu(0)2dt
n—o0 Jq n—-aoo %_%

pois,

o< [T 10 - o) <

2
~ |1+ swp |f(t)|] — 0.

t€[0,1/2)

3=

2
Logo, f = 1 em [0,1/2]. Analogamente, mostra-se que f = 0 em [0,1]. Ou seja, a funcao f
nao é continua em [0, 1] e isto significa que existe uma sequéncia de Cauchy em C|0, 1] que
nao converge em C'0, 1], isto é, o espago C[0, 1] ndo é completo com rela¢do a norma dada na
Eq.(1.23). Mas sabe-se da Andlise Funcional que todo espago normado admite um completa-
mento (ver [19], Teorema do Completamento, p.69). Assim, o espa¢o normado (Cla,b], ||.||2)
admite um completamento o qual é denotado por L?[a, b].

De maneira geral, para qualquer nimero real fixo p > 1, o espaco de Banach LP[a,b] é o

completamento do espago normado que consiste em todas as fungoes reais continuas em |a, b|
1

b ®
cuja norma ¢ definida por || f||, = |f (t)|pdt] . O subscrito p é importante no sentido de

que esta norma depende da escolha dg p, 0 qual é mantido fixo.

Vale ressaltar que o espago LP[a, b] também pode ser obtido de um modo direto pelo uso da
integral de Lebesgue e fungdes Lebesgue mensurdveis em [a, b] tais que a integral de Lebesgue
de |f|? sobre [a,b] existe e é finita. Os elementos de LP[a,b] sdo classes de equivaléncia dessas
fungoes, sendo que f é equivalente a g se a integral de Lebesgue de |f — g|P sobre [a, b] é zero.

Retornando ao caso considerado como modelo, isto é, ao espago L*[a, b], tem-se que L?[a, b]

¢ o conjunto de todas as fungoes reais integraveis v(z), —oo < a < z < b < +o0, tais que,

b
/ v’dx < +oo. Lembrando que a integral aqui é a de Lebesgue; valendo ressaltar também que

se uma funcao é integravel no sentido de Riemann entao esta também é integravel no sentido
de Lebesgue e as duas integrais tém o mesmo valor. Sempre a L?[a,b] estardo associados,

respectivamente, o produto interno e a norma associada a este produto interno dados abaixo
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por

b
(v, w) :/ vwdr, v,w € L*a,b]; (1.24)

[o]l = V/{v,v), ve La,b]. (1.25)

Serd visto agora que uma sequéncia pertencente a L%[a, b] que converge para um elemento do
préprio L?[a, b] é uma sequéncia de Cauchy. Suponha que alguma sequéncia {v,, }°°, C L?|a, b]
converge para v € L*[a, b].

Assim, usando a seguinte propriedade de norma, ||jv + w|| < |lv|| + |Jwl, ¥V v,w € L?[a,b],
segue que ||vy, — vpl| = ||vm — v+ v — || < ||om — v]| + ||vn, — v]|, aplicando o limite com

m,n — 00 segue que

im v, — vl < lim v, — |+ lim |v, —v] =0,
m,n—-:ao0 m—->00 n—aQo
ou seja, limy, ;o0 ||Um — vn|| < 0 0 que implica que limy, oo ||Um — val] = 0.

Logo, {v,}2, C L?a,b] é uma sequéncia de Cauchy.

Cabe ressaltar que uma propriedade fundamental de L?[a, b] é que a reciproca é vélida, isto
é, se {v,}°°, C L%[a,b] é uma sequéncia de Cauchy entéao existe uma unica v € L?|[a, b] tal que
{vn}22, converge para v.

Em virtude destas propriedades conclui-se que o espaco L?[a,b] é completo com relagao a
norma dada na Eq.(1.25), ou seja, toda sequéncia em L?[a,b] é de Cauchy e converge para um
tinico elemento de L?[a,b]. Assim, como esta norma provém de um produto interno, dado na
Eq.(1.24), tem-se que o espaco L?[a,b] é um espago de Hilbert.

Na teoria sobre integral de Lebesgue, o conceito de comprimento de um intervalo é gener-
alizado para o conceito de medida de um conjunto arbitrario de pontos. Certos conjuntos de
pontos sao tao esparsos que eles tém medida nula. Por exemplo, qualquer conjunto enumeravel
de pontos tem medida nula (ja certos conjuntos nao-enumeraveis podem ou nao ter medida
nula). Se uma fungao em L?[a,b] possui uma certa propriedade em todos os pontos de [a, b],
exceto possivelmente em um conjunto de medida nula, entao é dito que esta funcao possui a

propriedade em “quase todos os pontos” de [a,b], abreviadamente “q.t.p”. Uma propriedade
b

importante da integral de Lebesgue ¢é que se / v(x)*dr = 0 entdo v(z) = 0 em “q.t.p”. Assim,
duas fung¢oes na mesma classe de equivalénei; sao iguais em “q.t.p”. Se dada alguma funcao

v € L*[a,b], determina-se uma nova fun¢ao w (pela mudanca de valores de v em um conjunto
de medida nula) que pertencerd & mesma classe de equivaléncia de v. Assim, por exemplo, se
Q e I sao os conjuntos dos niimeros racionais e irracionais, respectivamente, de [a, b], entao as
funcoes

22, se r€Q

ve)=1, a<z<b e w(x)=
1, se z €l

pertencem a mesma classe de equivaléncia, pois Q é enumeravel e tem medida nula. Clara-
mente, toda classe de equivaléncia contém funcoes que sao descontinuas em um nimero infinito

de pontos. Para evitar o uso repitivo da expressao “q.t.p.”, para descrever uma classe de
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equivaléncia, adota-se a convencao de representar uma classe de equivaléncia por uma funcao
particular da classe, selecionando para este propdsito uma fungao pertencente a Cfa,b]. Para

informagoes mais detalhadas sobre a integral de Lebesgue consultar [8], [16] e [25].
1.6 Ampliacao do conjunto das funcoes admissiveis

Considere agora um problema de valor de contorno que pode ser representado por um
funcional f: V — R, sendo V algum conjunto de funcoes reais definidas em © C R? que, por
exemplo, se anulam na fronteira de €). Suponha que o funcional f em questao possa ser escrito
da seguinte forma f(v) = %a(v, v) — G(v), para todo v € V, sendo G : V. — R um funcional

linear, isto é, para quaisquer v,w € V e quaisquer «, 3 € R vale
G(av + pw) = aG(v) + G (w).

E que a : V xV — R seja uma forma bilinear, isto é, para quaisquer v,w,z € V e para

quaisquer «, 3 € R vale
alav + pw, z) = aa(v, z) + fa(w, z) e a(z,av + pw) = aa(z,v) + Ba(z, w).

Além disso, se a(v,w) = a(w,v), para quaisquer v,w € V, diz-se que a é uma forma bilinear
simétrica.

Usando a lineariedade de G, tem-se que G(v+n) = G(v) +G(n) e o fato de a ser uma forma
bilinear tem-se que a(v + n,v +n) = a(v,v) + 2a(v,n) + a(n,n), assim, obtém-se a seguinte
identidade

1
f@+n) = f@) + |a(v.n) = G)] + Salmm), ¥v,neV. (1.26)
Com o objetivo de calcular as derivadas direcionais de f substitua n por 77, com ||n|| =1

e 7 € R, obtendo
2

flo+m) = f(v)+7 [a(v, n) — G(n)} + %a(n, 1)

e pela Definicao 1.4 segue que

fOwin) =alv,n) = Gm); fP(vin) =aln,n); [ (vin) =0, m=34 . .

Sabe-se que se v € V é um ponto estacionario de f entdo fM(v;n) =0, VeV, || =1, ou
seja,
a(v,n) =G(n), Vnev, (1.27)

o que vai fornecer a equagao de Euler-Lagrange associada ao funcional f que representa o
problema de valor de contorno citado no inicio desta se¢do. Se a Eq.(1.27) possui uma tnica
solucdo o tem-se que a Eq.(1.27) é valida para v = 9 e se, ainda, f®(v;n) = a(n,n) > 0, para

qualquer n € V', n # 0, segue-se que min,cy f(v) = f(0).
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Sera visto abaixo um exemplo no qual surge a necessidade de se incluir novas fungoes no
dominio de definicdo de um dado funcional f, devido & necessidade de se ter (ou manter)
determinadas caracteristicas destas fungoes que constituem o dominio de definicao do funcional

em questao.

Exemplo 1.2 Considere o sequinte problema de valor de contorno

b
Fv) = / [lp(x)(v')Q + %q(x)vQ @l dr e V= {ve b va) = v(d) = 0}, (1.28)

sendo p € C'a,b], ¢,9 € Cla,b] e 0 < py < p(z) < p1 e 0 < q(x) < ¢ para x € [a,b],
Do, P1,q1 € R. O correspondente conjunto de funcgoes teste é V=V.0 funcional f pode ser

escrito da sequinte maneira

sendo que

a(v,w) = /ab [p(m)v/w' + q(x)vw] de, vyw eV e Gv) = /abg(:v)vdx, veV

definem, respectivamente, uma forma bilinear simétrica e um funcional linear. Assim, o fun-

ctonal f pode ser reescrito da sequinte maneira

fon) = £0) + [ae.0) = G)] + Salm.m), vneV (129

o que fornece

fPin) =alv,n) = Gm); fPoin) =aln,n); [ (vin) =0, m=34,..

Assim, v € V' € um ponto estaciondrio de f se, e somente se, a(v,n) = G(n), ¥ n € V.

Usando integragao por partes pode-se reescrever a forma bilinear a da sequinte maneira

a(v,n) = /ab [f(v)] ndx, v,n €V sendo £(v)=— [p(x)v’]/ +q(x)v, YveV.

Pode-se mostrar que a(v,n) = G(n), Y n €V se, e somente se, £(v) = g.

Portanto, v € V' é um ponto estaciondrio de f se, e somente se, v satisfaz £(v) = g, que
¢ a equagao de Euler-Lagrange para o problema de valor de contorno (1.28). Mas note que a
expressao a(v,n) pode nao fazer sentido a nao ser que v tenha derivada de 2* ordem continua,
isto €, a equacao de Euler-Lagrange pode ndo ter solucdo e, assim, o problema de valor de

contorno (1.28) nao possui solugao. Para maiores detalhes ver [6], pp. 105-107.

Visto o exemplo 1.2 percebe-se a necessidade de se usar o processo de completamento descrito

na secao 1.5, que é essencialmente uma expansao do conjunto V', dominio de definicao do
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funcional f, para um conjunto “maior”, denotado por V', a fim de se resolver problemas desta
natureza.
Vale ressaltar que uma forma bilinear define em V' um produto interno e, consequentemente,

uma norma associada, dados respectivamente por

(v,wye = alv,w), v,weV (1.30)

1 1

lolle = [ v)e] " = |a(,0)] ", vev (1.31)
sendo chamados produto interno energia, denotado por (.,.) ¢, e norma energia, denotada por
||.]| £- Estes nomes estao relacionados ao fato de que em muitas aplicagoes o funcional f expressa
a energia de alguns sistemas fisicos.

O espacgo V nao é completo com relagao a norma energia, mas como todo espago normado
admite um completamento (ver [19], Teorema do Completamento, p. 69) segue que o espaco
normado (V, ||.||z) admite um completamento o qual é denotado por V, sendo que (.,.) e
|v]|z estdo bem definidos para todo v € V. Vale observar que quando completa-se o espago
V', obtendo o espaco V, as condicdes de contorno impostas a V, isto é, condicoes de contorno
essenciais, sdo levadas para o espaco V, o que nao se pode afirmar para as condicoes de contorno
naturais.

Agora, considere o funcional quadrético f : V — R, no qual o espaco V foi substituido

pelo seu completamento V. Dessa forma, tem-se que a Eq.(1.29) se torna:

Fo+n) = F0) + [ae.n) ~ G)] + Jalw.m), Y on eV (1.32)

Mas, supondo que a solugdo © do problema variacional a(v,n) = G(n), ¥ n € V, pertenca
ao espaco V segue que a(d,n) = G(n), ¥V n € V. Assim, 0 resolve o problema de encontrar uma
funcdo v € V que satisfaca:

a(v,n) =G(n), VneV. (1.33)

Além disso, se f®(v;n) = a(n,n) > 0 para qualquer n € V, n # 0 segue do Teorema 1.3

que:
min f(v) = min /(0) = (2).
vEV veV
Portanto, pode-se concluir que a solu¢ao do problema variacional a(0,17) = G(n), para

qualquer n € V é tnica.
Sera visto no Capitulo 2 seguinte que uma outra maneira de se resolver problemas varia-
cionais (ou problemas de valor de contorno), sem resolver a equagdo de Euler-Lagrange associ-

ada, é fazendo uso do importante Lema de Lax-Milgram.



Capitulo 2

Introducao aos espacos de Sobolev e ao

método dos elementos finitos

2.1 Espaco de Sobolev - unidimensional

Nesta e na secao seguinte serd apresentado um estudo introdutorio sobre os espagos de
Sobolev. Inicialmente serd tratado os espacos de Sobolev em espacos unidimensionais. Para

isso, considere

b
(v,w), = Z(v(i),w(i)> = / (vw +v'w)dx, v,weV (2.1)

o], = [<v,v>1f - Uabw + (v’)Q]dx} S eV (2.2)

sendo V = {U € C?%a,b]; v(a) = v(b) = 0}.

Pode-se mostrar que as expressoes (2.1) e (2.2) definem, respectivamente, um produto in-
terno e uma norma em V', chamados de produto interno e norma de Sobolev de ordem 1.

A norma de Sobolev definida em (2.2) e a norma energia definida em (1.31) s@o equivalentes

no sentido de que existem constantes p, 3 > 0, tais que:
pllvllf < lvllZ < Blvllf, YveV. (2.3)

Até este ponto foi visto como completar V' com relacao a norma energia, conduzindo para
um espaco de Hilbert V. Seja agora Vo espaco obtido pelo completamento de V' com relacao a
norma de Sobolev de ordem 1, sendo que para obter V deve-se considerar sequéncias de Cauchy
{v,}52, C V, isto ¢, sequéncias tais que lim,, oo [|[Um — vnll1 = 0.

Dessa forma, tem-se, pela definicdo da norma de Sobolev, que limy, n— oo [[Um — vn|l1 = 0

implica que lim,, ;o ||Um — vn]| = 0. Mas como L?[a,b] é completo, em relagao & norma ||.||,
tem-se que existe v € L2[a, b, tal que, lim, o |[v — v,|| = 0. Assim, o espaco V é por definigao
o conjunto formado por todas as fungoes v € L?[a,b], tais que, lim, .. ||[v — v,|| = 0, onde

20
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{vn}o2, C V' é uma sequéncia de Cauchy com rela¢do a norma de Sobolev de ordem 1. Assim,

V =V se, e somente se, para toda sequéncia {v,}>>, C V é verdade que:

mlillloo |vm —vpi =0 & mlrll,riloo |Um — vl = 0. (2.4)
Mas como as normas ||.||; e [|.||£ sdo equivalentes tem-se que (2.4) é valida e, assim, conclui-se
que V= V, valendo ressaltar que o produto interno e a norma de Sobolev estdo definidos em
todo V .

Ser4 introduzido agora uma variedade de espacos de Sobolev dos quais V' é um caso especial.
Para qualquer inteiro k nao-negativo seja C*(a, b) o conjunto das funcoes definidas em a < z < b

com derivadas continuas de ordem menor do que ou igual a k.

Sejam
b
C*(a,b) = {v € C*(a,b) : / [v(i)fdx < o0, i=0,1, ,k}
k b -
(v, Wy = Z(v(i),w(i)> = / [vw +v'w' + ... + B w®] dz, v,w e C*(a,b)
i=0 a

1

HUHk = <U,U>% = {/ [(U)Q + (U’)2 —+ (7)//)2 4o+ (Uk>2} dQJ}Q L ve 5k(a,b)

Dessa forma, (.,.)x e ||.||x definidos acima sao, respectivamente, o produto interno e a norma
de Sobolev de ordem k. Assim, como j& foi visto, o espaco normado (C*(a,b),]l.||s) admite
um completamento, produzindo um espaco “maior” que sera denotado por H*(a,b), o qual é
chamado de espaco de Sobolev. Ressaltando que o processo de completamento permite estender

o dominio de defini¢ao do produto interno e da norma de Sobolev de C*(a, b) para H*(a,b).

2.2 Espaco de Sobolev - n-dimensional

Seja 2 uma regiao aberta e limitada de R". Denota-se por L*(€2) o conjunto de todas as

fungoes v definidas na regiao 2 com a seguinte propriedade:

/v2dQ < 00
Q

sendo a integral no sentido de Lebesgue. O conjunto L?(2) é um espaco de Hilbert com relacao

ao produto interno e a norma, respectivamente, definidos abaixo:

(v, w) :/vadQ

o] = Ugv%mr.

-
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Se a fronteira de 2 possui medida nula ndo ha uma distincdo essencial entre L?(Q) e L?(9)
e, em particular, entre L?(a,b) e L?[a,b]. Dessa forma, trabalha-se preferencialmente com
Q) ao invés de Q, devido ao fato de que espacos de Sobolev sdo tradicionalmente definidos
em regioes abertas. Ocasionalmente, por conveniéncia, emprega-se a seguinte notacao para

derivadas parciais de uma fungao v(zy, xa, ..., T, ):

ala\
o = (Oél,ag, L, O |Oé| ZO{z ) Da = X U(a) = Dan

0xan

sendo v, (g, ..., o, inteiros ndo-negativos, v um fndice miltiplo, v(*) e D* notacoes de indices

miultiplos para uma derivada parcial de ordem |c|.

Seja

CH(Q) = {v e CHQ) : /Q (0] d0 < 00, 0< o] < k} .

O produto interno de Sobolev em C*(€2) ¢ dado por

(v, W) = Z (v(a),w(o‘)) (2.5)

0<a| <k

sendo o somatério tomado sobre todo «, tal que, 0 < |a] < k. A correspondente norma de

Sobolev é dada por
1

2
lolle=| > 10@IP| (2.6)
0<al<k
As Eqs.(2.5) e (2.6) definem os chamados produto interno de Sobolev e a norma de Sobolev,

respectivamente, de ordem k. Por exemplo, no caso de um espaco bidimensional tem-se que

|v]|2 = /Q [1)2 + 02 + vi + 2 + viy + viy Q.

O espaco de Sobolev H¥(€2) é 0 completamento de C*(€2) com relagio & norma de Sobolev de
ordem k definida na Eq.(2.6). A func¢ao v = v,, quando |a| = 0 é, por definigao, uma funcao de
H*(Q) e cada uma das funcoes v,, com 0 < |a| < k é sua derivada parcial generalizada. Dessa
forma, a derivada parcial generalizada de v, serd denotada por v(®. Com esta convencdo (., .); e
|||z, definidos por (2.5) e (2.6), respectivamente, estao bem definidos para todos v, w € H*(Q).

Além disto, H*(2) é um espaco de Hilbert com relacio a este produto interno e a esta norma.

Assim, para citagao posterior, defini-se H'(€2), onde 2 C R?, como sendo o completamento

do espago

51(9):{vECl(Q):/Q[v(“)]QdQ<oo, o<1a|<1}
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com relagao a norma de Sobolev de ordem 1 dada por

ol = > I

0<al<1

sendo o somatério tomado sobre todo «, tal que, 0 < |a| < 1. Neste caso, em particular, os
valores de a sdo o/ = (0,0), o” = (1,0), & = (0,1), com |&/| =0, [&'| =1 ¢ || = 1.

Para mais informagdes sobre espagos de Sobolev ver [2], [7], [15] e [20].

2.3 O Lema de Lax-Milgram

Considere V um espagco de Hilbert arbitrario com rela¢do ao produto interno (., .)y e norma

Iy = (.,.)2 definidos sobre V e, ainda, f : V — R um funcional o qual pode ser escrito da

seguinte maneira f(v) = 5@(@, v) — G(v), para todo v € V. O lema de Lax-Milgram lida com
funcionais desta forma, mas em um nivel abstrato.
Dessa forma, considere a : V xV — R e G : V — R aplicagoes com as seguintes

propriedades:
1. a(az + fv,w) = aa(z,w) + Pa(v,w), ¥ z,v,w € VeV o, € R;
2. a(w,az + pv) = aa(w, z) + Pa(w,v),V z,v,w € VeV a, 3 € R;
3. Existe § € R, tal que, |a(z,v)| < | zllv]v|v, ¥V z,v,w € V;
4. Existe p € R, p > 0, tal que, a(z,2) > pllz|3, V 2,0,w e V;
5. G(az + pv) = aG(z) + fG(v),V z,v € V eV a, € R;
6. Existe 6 € R, tal que, |G(z)| <d||z||y,V z€ V.

Dos itens (1) e (2) tem-se que a(.,.) é uma forma bilinear, do item (3) tem-se que af(.,.) é
limitada e pelo item (4) tem-se que a(.,.) é coerciva. E, ainda, se a(z,v) = a(v, z) para todos
z,v € V diz-se que af.,.) é simétrica. Note que, pelo item (6), G é um funcional linear limitado

em V.

Lema 2.1 (Lema de Laz-Milgram): Se valem os itens (1) — (6) acima entao existe um unico

elemento v € V, tal que:

a(v,v) = G(v) para todo v € V. (2.7)

Além disso, se a(.,.) é simétrica entdo 0 é o unico minimo global do funcional
1
flv) = 5&(2}, v) — G(v) para todo v € V. (2.8)

Demonstragao: ver [6] p.119.
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Teorema 2.1 Seja W = {v € Cla,b] : v(a) = O}, entao para todo v € W, tem-se

2(v,v)
(b—a)*

(W' ") >

Demonstracao:

Note que: N N
o(z) — v(a) = / V)l — o) = / o (t)dt

assim, fazendo uso da desigualdade de Cauchy-Schwarz |(v, z)| < ||v||.||z||, para todo v,z € W,

e do produto interno dado por (v,z) = {/ vz dt} 2 seque que

v(z)? = Uam v’(t)dt} 2

A
:\g
&
Q\H
§\
~
N—

(Y]
QL
~

IN
w
!
&

IA
w®
|
&

Integrando obtém-se
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e o teorema estd provado. [

O teorema acima serd 1til no exemplo 2.1 abaixo para provar que a forma bilinear a(.,.) em

questao é coerciva.

Exemplo 2.1 No exemplo 1.1 tome V. = H'(a,b) com a norma ||.|g juntamente com as

demais hipoteses e considere o funcional dado neste exemplo
"T1
1) = [ [jp0r e - awr)] dr

1
Observe que este funcional pode ser escrito da sequinte maneira f(P) = éa(P, P)—G(P) sendo

que

o(P.g) = [ Mo)Paeslalde e Glo) = [ alo)plaids
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sendo facil ver que a(.,.) € uma forma bilinear e simétrica e que G(.) € um funcional linear.

Assim,

la(P.g)| = \/ )i (x)da]

g/)\Q.P()‘ oo ‘da;

2 2
< A Px(:p)’ dz. cpx(:v)) dx
< Aol Pllar-llellm

isto €, a forma bilinear simétrica a € limitada. Agora, usando o Teorema 2.1 dado acima, veja

que a forma bilinear a € coerciva:

a(P,P) = /b)\(x)Pgdx

b
z,M/me

b
= )\1/ P.P.dx
A
= 2 P P,dx + — P P.dx
A
= ||P 12+ 1<Px,P>
)\1 9 A1
> — (PP
> 2RI+ (P
2 (HPxH2 + || P|1?)
= T||P|u,

A A
com Y = mm{;,m}>0.
Ainda, observe que:

o =| [(swewa] < [

ou seja, o funcional linear G(.) € limitado.

2
olw)| do < T3

;wngLb

Logo, pelo Lema de Lax-Milgram 2.1 tem-se que o funcional f possut um unico minimo

global ¥, isto €, © € tnico tal que a(d,v) = G(v) para todo v € V = H'(a,b).

Observagao 2.1 Com base nas consideracgoes feitas na observagao (2.1) nota-se também que
quando se considera a velocidade de Darcy este caminho nao € o ideal para resolver o problema

posto no exemplo acima.

Logo, devido a equivaléncia entre obter uma solugao aproximada para a equacao eliptica

(considerando a equagcao que fornece a velocidade de Darcy) e o de minimizar um certo funcional
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pode-se seguir por dois caminhos, equacao de Euler-Lagrange ou Lema de Lax-Milgram, mas
nota-se, pelos exemplos (1.1) e (2.1), que quando se considera a velocidade de Darcy estes
caminhos nao sao os ideais. Dessa forma, no Capitulo 4, tal aproximacao sera obtida pelo

método dos elementos finitos mistos e hibridos.

2.4 O método de Ritz

Nesta secao, serd descrito o método de Ritz que consiste em encontrar uma solucao aproxi-
mada de um problema de valor de contorno. Assuma que o lema de Lax-Milgram seja satisfeito,
ou seja, a forma bilinear af.,.) satisfaz as condigbes do lema 2.1, G(.) ¢ um funcional linear
limitado e ambos definidos em um espaco de Hilbert V' tal que a solucao do problema de valor
de contorno, associado ao funcional f definido por a(.,.) e G(.), seja © € V cuja existéncia é

assegurada pelo lema de Lax-Milgram. Dessa forma, este elemento v satisfaz as condicoes

a(v,v) =G(v) YveV (2.9)
min f(v) = f(0) (2.10)

sendo .
fv) = 5@(1},1}) —G) veW (2.11)

Todo método utilizado para obter uma solucao aproximada de um problema de valor de
contorno requer algum tipo de discretizagao. No caso do método de Ritz, supondo a validade
do Lema de Lax-Milgram, isto é feito tomando um subespag¢o N-dimensional de V. Ja que Vi
¢ um espago de Hilbert entao as condigoes dadas no item (1) até o item (6) do lema de Lax-
Milgram sao obviamente satisfeitas quando substitui-se V' por V. Isto conduz imediatamente

ao seguinte teorema.

Teorema 2.2 Considere que as condigoes (1) até (6) do lema de Laz-Milgram sejam satisfeitas

e seja Viy um subespago N-dimensional de V. Entao existe um unico elemento vy € Vi tal que
a(oy,v) = G(v), VveVy. (2.12)
Além disso, se a(.,.) for simétrica, entdo

min f(v) = f(o) (2.13)

veVn
sendo f dado por (2.11).
O Teorema 2.2 nao especifica um procedimento para encontrar vy, mas pode-se facilmente

explorar o fato de Vi ter dimensao finita para obter um procedimento. Assim, admita que

a(.,.) seja simétrica e seja {¢;}~; uma base para Vy, ou seja, qualquer conjunto de N fungoes
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linearmente independentes em V. Assim, todo v € Vy possui uma tnica expansao da forma

N
V=Y g (2.14)
=1

com ai,...,ay € R. Substituindo (2.14) em (2.11) e usando a bilinearidade de a(.,.) e o fato

de G(.) ser linear obtém-se que

fv) = %a (Z Oéi¢i,zoéi¢z’> -G (Z az’¢i>

=1

flv) = % > aiaga (i ¢;) — ZO@G(@)

ij=1
e assim
fv) = %aTHoz —a’G = F(a) (2.15)

com

En [ G(o1) ] [ a(6r.61) alged) .. . aldn.dn) |

oy G(¢2) a(¢r,¢2)  alda, d2) . . . aldn, o)
o= , G= e H=
| an | | G(on) i | a(¢1, ¢n) a(dz,én) - - . aldn, dn) i

2.16)

A simetria de af(.,.) implica que a matriz H dada em (2.16) é simétrica. Além disso, o fato

de a(.,.) ser coerciva implica que o Ho = a(v,v) > pljv||} > 0 para algum p > 0 independente
de v. Observe que o’ Ha = 0 se, e somente se, a = 0 (vetor nulo) o que prova o seguinte

teorema.

Teorema 2.3 Se a forma bilinear a(.,.) € simétrica e coerciva entao a matriz H dada em
(2.16) é definida positiva.

1
Considere o funcional F(«) = §0zTH04 —alG, com a € R", dado na Eq.(2.15) e note que o
gradiente e a matriz hessiana deste funcional sao, respectivamente, dados por Vf(a) = Ho—G
e H(a) = H. Observe que um funcional quadratico possui matriz hessiana constante. Vale

ressaltar que uma outra definicao de ponto estacionario de um funcional é a seguinte:

Definigao 2.1 Seja f € CY(X). O funcional f € estaciondrio em T se o gradiente de f em &

se anula, isto é, V f(z) = 0.

Teorema 2.4 Seja f € C*(X) e seja f estaciondrio em x € X. Se a matriz hessiana H(Z) é

definida positiva entao & € um minimo local forte de f .
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Note que o funcional F' definido sobre R" dado por (2.15) é quadrético e que Ha = G, isto

é, pela Definicao 2.1 tem-se que « é um ponto estacionario de F. Assim, como a matriz H

dada na Eq.(2.16) é definida positiva conclui-se, pelo Teorema 2.4, que o é um minimo local

forte de F'. Logo, min,cy, f(v) = mingern F(av).

O minimo 0y de f sobre Vi é relacionado a este a pela Eq.(2.14). Assim, segue abaixo o

método Ritz para encontrar a solugao vy:

1. Escolha uma base {¢;}Y, para Vy;

2. Construa H e G definidos em (2.16);

3. Encontre @ € R™ que minimiza F' na Eq.(2.15) ou, de forma equivalente, que satisfaga

Ha = G;
N
4. Obtenha ty = Z,_la@i.

Este é o método Ritz para encontrar vy .

2.5 O método de Galerkin

Suponha agora que a forma bilinear a(.,.) ndo seja necessariamente simétrica, mas que as

condi¢oes dadas nos itens (1)-(6) do lema de Lax-Milgram sejam ainda satisfeitas. Pode-se

entdo usar (2.12) para derivar um procedimento para encontrar vy. Se {¢;}X, é uma base para

Vy e se {a; Y, sdo tnicos tais que
N
UN = E i
i=1

entao (2.12) implica que
N

Zaja(gbj,v) =G(v), YveVy.

j=1

Em particular, tomando v = ¢;, com 7 = 1,2, ..., N obtém-se

N
Zaja<¢j7¢i) = G(¢z>7 1, = 1,2, ,N
j=1

ou

Ha=G

(2.17)

(2.18)

(2.19)
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sendo
[ Qg ] [ G(¢) ] [ a(¢r, ¢1)  aldz, 1) . . . a(on,d1) ]
oy G(¢2) a(dr, ¢2)  aldz,d2) . . . a(dn,d2)
o= , G= e H=
| an | | G(¢n) | | a(é1,0n) alg2,0n) - . . aldn,dn) |

Pode-se mostrar que a independéncia linear da base de fungoes {¢;}Y, e a coercividade de
a(.,.) implicam que H é nao-singular (det(H) # 0). Assim, pode-se resolver (2.19) para obter
a e entao determinar v, por (2.17).

Este é o chamado método de Galerkin para encontrar vy, sendo este, obviamente, idéntico
ao método Ritz quando a(.,.) é simétrica. Vale ressaltar que a matriz H ¢é simétrica se a
forma bilinear a(.,.) é simétrica. Se a forma bilinear a(.,.) nao é simétrica este fato dificulta a
obtencao da solucao numérica do sistema Ha = G e, consequentemente, a obtencao da solucao

~

UN.

Observacao 2.2 Vale ressaltar que, como foi citado acima, todo método utilizado para obter
uma solucao aprorimada de um problema de wvalor de contorno requer algum tipo de dis-
cretizacdo, sendo assim, no caso mais simples, isto €, no caso escalar, uma das bases de funcgoes

utilizadas nesta discretizagao € composta por funcoes lineares por partes do tipo dado a sequir:

( T — Tij—1
— se xS xS,
hi—1
) - Tip1 —T
¢i(r) = T2 sz <z <mip,
h;
L 0 se a<r<wiq, Tisg <x<Db,

onde foi considerada uma malha de elementos finitos sobre o intervalo [a,b] constituida pelos
pontos a = x1 < x9 < - -+ < xpy = b e pelos elementos [z, x;q], 1 = 1,2,..., M — 1, com
h; =xi1—x;, to =21 ey = xpr. Tais fungoes sao também chamadas de funcoes “chapéu”

(para mais detalhes ver [6], p.215), que sao ilustradas na Fig.(2.1) abaizo:

A
1)

a=x, X,

Figura 2.1: Base de funcoes continuas lineares por partes.
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Cabe salientar que ambos os métodos descritos acima podem ser usados para resolver o
problema de valor de contorno dado no Exemplo 1.1, levando-se em consideracao as suposi¢oes
feitas neste exemplo, ji que a forma bilinear a(.,.) e o funcional linear G(.) deste exemplo
satisfazem as condi¢oes do Lema de Lax-Milgram, como mostrado no Exemplo 2.1. Note que a
forma bilinear a(.,.) é simétrica o que implica que os métodos de Ritz e de Galerkin coincidem.

Sabendo-se da existéncia do minimo de um dado funcional f, seja pela resolugao da equagao
de Euler-Lagrange ou pela aplicacao direta do lema de Lax-Milgram, pode-se encontrar este

minimo por meio do método dos Gradientes Conjugados como sera visto a seguir.

2.6 O método dos gradientes conjugados

O método dos Gradientes Conjugados é um método iterativo desenvolvido para resolver
sistemas de equacoes lineares do tipo
Ap =0, (2.20)

sendo A uma matriz simétrica e definida positiva, isto é,
AT=A e p"Ap >0, VpeR", p#0 (vetor nulo). (2.21)

Encontrar a solugao p do sistema (2.20) é equivalente a obter o valor de p que minimiza a
funcao quadratica

F(p) = %pTAp —b'p, ¥V peR? (2.22)

isto é, p* é solucao do sistema linear Ap = b se, e somente se, p* é ponto de minimo da

fungao quadratica F(p) = %pTAp — bT'p para todo p € R”, sendo n a ordem da matriz A.

Ressaltando que na teoria desenvolvida no Capitulo 1, foram dadas todas as condigoes para

existéncia e unicidade de tal minimo.

Definigao 2.2 Sejam p e P vetores do R™. O produto interno canénico entre p e P é definido
por (p, P) = P'p.

Note que no espaco vetorial R” é vélido que (P,p) = p’P = P'p = (p, P).

Definigcao 2.3 Seja A uma matriz quadrada de ordem n, simétrica e definida positiva. Sejam

p e P vetores do R"™. A sequinte operagao define um produto interno em R"™: (p, P) 4 = P Ap.

Note pela simetria da matriz A, conforme a Definigao 2.3, que (p,P)a = (P,p)a ou, equiva-
lentemente, (Ap, P) = (p, AP).

Definigao 2.4 Diz-se que P e p, em R", sdo A-conjugados se (p, P), = 0.

Seja um sistema linear Ap = b, sendo A uma matriz de ordem n, simétrica e definida

positiva; o método dos gradientes conjugados consiste em obter aproximacoes, p*Y, para a
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solucdo do sistema linear, denotada por p*, partindo de um vetor inicial p(® e seguindo os

passos:
i) 7@ =b— ApO® (residuo inicial); d® =r© (dire¢io inicial);
i) p#t) = p® 4 o d®):

iii) r+D) = p— Apt+D) = p(b) — o AdR),;

iv) d*t) = ) 1 3,d* onde o escalar oy minimiza o funcional quadrético F' na direcdo
d® . ou seja, oy, é ponto de minimo da funcéo gla) = F (p("“‘) + oad(k)), logo p#*tb é o

k+1

ponto de minimo de F na direcdo d**+Y: a nova direcdo, d**Y, depende do pardmetro

Ok, que é escolhido de modo que esta direcao e a anterior sejam A-conjugadas, ou seja,

v) (d®), d*+DY = 0.
() gy ,
pode-se mostrar que (r®, d®), = (r® &), “utilizando-se os itens i e v anteriores.

Com algumas manipulagoes algébricas chega-se a o = . Por indugao finita,

Assim,
(k) (k) E+1 .k
vi) oy = W. Dos itens (iii), (iv), (v) e (vi) segue que B, = (rF+1 rk+1) — <7;Tk’;n:>>

Por indugao finita, pode-se mostrar que (r**1 r¥) = 0, utilizando-se (i), (iii), (iv), (v) e
(vi) anteriores. Portanto,

<7,,k+1 k+1>

vii) 3, = W

O lema apresentado a seguir (sem demonstragao) garantird a convergéncia do método dos

gradientes conjugados em n passos.

Lema 2.2 O conjunto {T(O),r(l),r@), ...,r(k)} ¢ ortogonal, ou seja, (r, r0)) =0, sei # j; o
conjunto {d,dM,d®, ....d¥} é A-ortogonal, ou seja, (d,dD) 4 = 0, se i # j; para todos

0s valores inteiros de i e j variando de 0 a k.

Agora 6 facil ver que ™ = 0 (vetor nulo), pois caso contrdrio {r©, r®) r@ __pn=b p1
seria um conjunto ortogonal de vetores nao-nulos em R" e, portanto, linearmente independentes.
Assim, o conjunto gerado por estes vetores, [r(©, () r@ (=D (W] C R teria dimensao

n + 1, o que seria um absurdo, ja que dim R" = n.

2.7 Pré-condicionamento de matriz

A técnica de pré-condicionamento utiliza o seguinte procedimento. Dada uma matriz G
invertivel, os sistemas lineares Ap = b e G 'A(G™Y)" GTp = G~'b sdo equivalentes. Tome
C=G'A (Gil)T. Se A for simétrica e definida positiva, entao C' também terd estas mesmas

propriedades.
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Agora sejam y = G'p e B = G~'b. Aplicando-se o método dos gradientes conjugados ao

sistema C'y = B, obtém-se:

i’) R® = B — Cy® (residuo inicial); D@ = R® (direcdo inicial);
ii’) y* ) = y® 4 o, D).

iii’) R**D = R® — o, D®;

iv’) DkHD = R+ 4 5 p(k).

V’) <D(k), D(k+1)>c — O;

vi’) ay = _<R(k)’R(k)>C.
“ = (DW, D)
<R(k+1)’ R(k+1)>c
(R, RO,

vii’) By =

Utilizando as definicdes da matriz C' e dos vetores B e y e lembrando que r*) = b — Ap®)
conclui-se que R*®) = B — Cy®) = G~1y®),

Sejam z(*) = (GGT)f1 r®) e DWW = GTd®) . Note que sdo validas as implicacoes:
DO = RO — GTdO0 = G40 — 4O = (GT) " GO0 = (GGT) 1O = 2O Assim,

(k) )y

vi’) ap = —A;
(d®),d®) 4
(k+1) (k+1)
viir) g = U

), 20 5
Desta forma, obtém-se o seguinte algoritmo:
Al) k=0; r®=0p— Ap®;

A2) enquanto rk) # 0, resolva (GGT) (k) — T(k);

<7"(k71)7 Z(k71)>

A3) k=k+1;sek=1,d 2\ sendo [y (T LD

e d(k) — Z(k_l) + ﬁkd(k_l),

(k=1) (k1)
<7” 1 % >>7 p(k) — p(k_l) _|_ akd(k)7 r(k) = r(k_l) —_ QkAp(k), ﬁm’

Ad) o = " g

A5) p=p®.



33

2.8 O pré-condicionamento de Cholesky

Se uma matriz A de ordem n é simétrica e definida positiva, entao existe uma tnica ma-
triz triangular inferior H de ordem n, com diagonal positiva, tal que A = HHT (fatoragao de
Cholesky, veja [22]). Obtido o fator H , 0 sistema linear Ap = b é decomposto em dois sistemas
triangulares: H y = b (triangular inferior) e H Tp = y (triangular superior), pois Ap = b se, e
somente se, HH Tp = b. Dessa forma, o sistema linear para a pressao pode ser resolvido uti-
lizando o método dos Gradientes Conjugados pré-condicionado, com pré-condicionador baseado
na decomposi¢ao incompleta de Cholesky da matriz dos coeficientes (veja, por exemplo, [6]).
Logo, o pré-condicionador é da forma GGT, onde a matriz G corresponde a fatoracao incom-
pleta de Cholesky da matriz A, isto ¢, se A;; # 0 entao G;; = f[ij; caso contrario G;; = 0, onde

H ¢é o fator da decomposicao de Cholesky de A.



Capitulo 3

Equacoes diferenciais que governam o

escoamento miscivel

3.1 Discussao do processo fisico

O deslocamento miscivel é um processo de recuperacao de petréleo de alto custo, que tem
atraido atencgao consideravel da industria de petréleo nos ultimos anos. Este processo envolve
a injecao de um solvente em certos pocos num reservatério de petrdleo, com a intencao de
deslocar o dleo residente para outros pocos, chamados de producao. Este dleo pode ter sido
deixado para tras depois de uma producao primaria devido a pressao existente no reservatorio
e depois de uma producao secundaria por injecao de agua no reservatério. A economia do
processo € precaria porque exige uma etapa quimica muito cara para separar as componentes
da mistura (éleo mais solvente) e, além disso, o sucesso do deslocamento nao é garantido. Um
comportamento fisico complexo determinara se a recuperacao de petréleo sera suficientemente
boa justificando entao o alto investimento do processo.

Matematicamente o processo de recuperacao terciaria é descrito por uma equagao diferencial
parcial parabdlica dominada por convecgao, para cada componente quimica no sistema. Estas
equagoes sao nao lineares e fortemente acopladas. Somando-se as equagoes para as componentes
pode-se obter uma equacao que determina a pressao no sistema. Esta equagao nao linear é
eliptica ou parabdlica, dependendo se o sistema é incompressivel ou compressivel. Entao, neste
problema encontra-se uma equagao eliptica, ou parabdlica, acoplada a uma equacao aproxi-
madamente hiperbdlica, tendo este sistema um comportamento nao linear complicado. E um
problema de dificil aproximagao numérica, e bons modelos numéricos sao primordiais para
a industria, pois as previsoes de custo de um projeto tem como base simulacoes numéricas
precisas.

Em simulagoes de um reservatoério é essencial o desenvolvimento de um bom modelo fisico,
que descreva adequadamente e de forma significativa o fenomeno de escoamento de um fluido.
E a natureza do modelo fisico que indicara quais os modelos matemadticos e numéricos que

sao mais convenientes. Neste trabalho o modelo matematico para o processo de deslocamento

34
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miscivel em meio poroso consiste em equacoes diferenciais parciais do tipo conveccao-difusao,
cujas solugoes apresentam o movimento das frentes de ondas, que sao bem acentuadas, porém
continuas.

A lei ou correlagao mais amplamente usada e que pode ser incorparada em modelos analiticos
de escoamento em meios porosos ¢ a lei de Darcy, descoberta em 1856 pelo engenheiro francés
Henry D’Arcy. Embora os experimentos de D’Arcy tratassem somente de escoamento laminar
em varios meios, eles estabeleceram a relacao bésica entre a taxa de escoamento e o gradiente
de pressao. Esta relacao pode ser modificada de varias maneiras para modelar uma ampla
variedade de escoamentos em diferentes regimes. A lei de Darcy afirma que a taxa volumétrica,
@, de um fluido homogéneo em um meio poroso é proporcional ao gradiente de pressao, ou
gradiente hidraulico, e a area da secao transversal, A, normal a direcao do fluxo e inversamente
proporcional a viscosidade p do fluido. A lei define o conceito de permeabilidade K da rocha,
que quantifica a capacidade da rocha em transmitir fluido. Dessa forma, escreve-se a velocidade
de fluido superficial (velocidade u de Darcy) como

u:Q:—E(Vp—ngZ), (3.1)
A J
onde p é a pressao do fluido, p é a densidade do fluido, g é a magnitude da aceleracao da
gravidade, a profundidade Z é uma fungao vetorial de x = (z,y, z) apontando na dire¢ao da
gravidade, K é um tensor de permeabilidade absoluta com unidades de darcies (comprimento
ao quadrado) e p é a viscosidade do fluido.

Note que o sinal negativo da Eq.(3.1) é necessario porque o fluido escoa de uma regiao onde
a pressao ¢ mais alta para regioes onde a pressao ¢ mais baixa. Sendo assim, se a pressao cresce
na dire¢ao negativa do eixo x, entao o fluido ira escoar no sentido positivo do eixo x.

O deslocamento miscivel, assim como o imiscivel, envolve conveccao, ou transporte fisico,
dos fluidos através do meio poroso. A nivel macroscépico (escala de laboratdrio), este processo
¢ governado pela lei de Darcy. Salienta-se que a nivel microscépico, na escala de um poro, a
convecgao € altamente irregular. Na verdade, a lei de Darcy foi derivada rigorosamente a partir
das equacoes de Stokes por um processo de médias sobre amostras de volumes. O comprimento
caracteristico desses volumes deve ser muito maior que o comprimento de um poro (em torno
de 10™* metros) e muito menor que o comprimento de um reservatério (102 a 10° metros).

Em um escoamento miscivel, a variavel de maior interesse é a concentragao do solvente na
mistura, ¢(x,t), 0 < ¢ < 1. A viscosidade da mistura depende da concentragdo e no caso de
um escoamento com duas componentes pode-se expressa-la (admitindo que ela obedece a uma

lei de poténcia de ordem quatro) em fungao da concentracao do solvente como

c) = —c Ve e — He .
ple) = {1 =)+ (e} M =12 (3.2

sendo ps € p, as viscosidades do solvente e do éleo, respectivamente. O parametro adimensional
M é uma razao de viscosidades.

O deslocamento miscivel é também caracterizado pelos processos de difusao e dispersao.
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Difusao de um fluido sobre o outro, que é causada pelo movimento aleatorio de moléculas, é

governada pela Lei de Fick

ov Oc
E — _dmAa,

sendo V' o volume de um fluido localizado em uma regiao onde os valores de “x” sao po-

(3.3)

sitivos. Esta regiao possui uma area “A” de secao transversal que é normal a direcao do
eixo “z”; ¢ é a concentracao deste fluido e d,, é o coeficiente de difusdo molecular (unidades:
comprimento® /tempo) em um meio nao poroso. Em um meio poroso, d,, ¢ multiplicado por
F/¢, onde F é o fator de resistividade elétrica e ¢ é a porosidade. Em geral F' pode ser apro-
ximado por ¢?, assim o coeficiente em meio poroso torna-se ¢d,,, que tipicamente é da ordem
de 107°cm? /s ou 10~3pés* /dia, que é muito pequeno.

Dispersao em nivel macroscopico (escala de laboratério) é um mecanismo fisico importante
para o processo de mistura em nosso estudo. Uma das causas que levam ao surgimento deste
fenomeno ¢ a variacao macroscopica na permeabilidade da rocha e na porosidade do meio. Neste
caso, a dispersao causa variacoes na velocidade do fluido a medida que ele se move através da
rocha. Em meios porosos, quanto maior for a distancia percorrida pelo fluido maior sera o
efeito dispersivo no processo de mistura. Devido a similaridade qualitativa deste processo
e o de mistura mecanica em nivel microscépico (escala de um poro), é possivel representar
a dispersao macroscépica por um termo como o da difusao, com coeficiente proporcional a
velocidade do fluido. Em geral, observa-se que a mistura mecanica e a dispersao macroscopica,
por analogia, tém dois termos: um paralelo (longitudinal) e o outro normal (transversal) ao
fluxo. Os coeficientes associados a estes termos sao tais que o longitudinal pode ser 30 vezes
maior que o transversal.

Mais detalhes sobre dispersao podem ser encontrados em [26].

3.2 Derivacao do sistema diferencial, com duas compo-

nentes, para o deslocamento miscivel incompressivel

Para a derivacao das equacoes diferenciais parciais que descrevem o deslocamento miscivel,
faz-se uso da lei de Darcy e da lei de conservacao de massa. Considera-se um sistema com duas
componentes (6leo e solvente denotados pelos subscritos “o” e “s”, respectivamente) que escoam
juntas, formando uma tnica fase. Sera utilizada a conservacao de massa para cada componente
em vez da conservacao de massa da fase. O escoamento da mistura deve ser tratado levando-se
em conta os efeitos difusivos e dispersivos de uma componente sobre a outra.

Considere um elemento V' de volume, que, no minimo, deve ter a mesma escala que a do
comprimento caracteristico de volumes discutido na secao anterior. A porosidade é definida
como sendo a relagao entre o volume do meio poroso que pode conter um fluido e o volume total
do meio, isto é, porosidade ¢é a fracao do volume V' que esta disponivel para o escoamento. O

elemento de volume poroso, Vperese, € a porgao de V' onde ocorre a mistura. Denote a porosidade
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poroso

por ¢ = . Entao a taxa de acimulo de massa da componente 2 em V é dada por

/ opici(x,t)dx = —/ opici(x,t)dzdydz, i=o,s, (3.4)

onde ¢; € [0,1] é a concentragdo da componente i na fase unica e p; é a densidade do fluido
restrita a esta componente.

A lei de Darcy (3.1) fornece a taxa de escoamento convectivo da mistura por unidade de
area de secao transversal. Restringi-se esta lei a componente ¢ da mistura para obter a seguinte
relacao:

K .
U = —C;— (Vp — ngZ) =cu, 1=o0,S8. (3.5)
1

Note que a seguinte relacao deve ser satisfeita:
Co+ cs = 1; (3.6)

observe que dessa forma obtém-se
Uo + Us = . (3.7)

Da Lei de Fick, modificada para meios porosos, obtém-se a taxa de escoamento difusivo

relativa a componente ¢ da mistura

Como ja foi dito anteriormente, na discussao fisica do problema, a dispersao possui duas
componentes, uma paralela e a outra transversal ao fluxo, que se comportam como um termo
difusivo com coeficientes proporcionais a velocidade de Darcy (u). Serda usada uma lei de
poténcia de primeira ordem para obter tal proporcionalidade. Sejam as diregoes longitudinais
e transversais ao fluxo indicadas pelos vetores unitdrios e, e e;, respectivamente (em duas

dimensoes). Entao obtém-se a seguinte taxa de fluxo dispersivo, escrita na base ortonormal

{ep, e}

80, 802

dt|u| (3.9)

ui,disp d[ | U |

Observe que em trés dimensoes existiria um termo a mais relacionado com a dire¢ao transver-

sal ao fluxo.
Agora 0 vetor u; 4isp serd escrito na base usual {e;,es} do R?. Para isto, considere as

seguintes relacoes:

ey = e1cost + epsenb,

e; = —esent + eycost,
cost) = —1,
|u
senf = 2 (3.10)
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A~ C; C;
sendo 6 o angulo entre e, e ey, e u = (uy,uz). Lembre-se de que — = V¢;.ep e — = V..
864 (9et
Dessa forma escreve-se

e[ 0e (k0O
Us disp = ]u| ulax U1U2ay €1 Ugay uluzﬁx €2

_ |_ut| [(uga—i — u1u28—z> e; + (ufa—z — U s 82:) 62:| ) (3.11)

Lembrando que conservagao de massa implica que a taxa de massa acumulada dentro de
um elemento de volume V' ¢ igual a taxa de fluxo de massa através da fronteira de V mais a

quantidade de massa injetada (ou residente) em V. Desta forma, obtém-se a seguinte relacao

d
—/ opc; dX:—/ pUi-udS+/ pCiq dx, (3.12)
dt Jy av v

sendo U; o vetor que combina todas as componentes de velocidade do fluxo
Ui = u; + Ui di f + Us, disp- (313)

Na Eq.(3.12), v é o vetor normal exterior a dV, ¢ é a concentragao da componente i
especificada no pogo de injecao e a concentragao residente no poco de produgao, g é a taxa de

fluxo volumétrico por unidade de volume.

Usando o Teorema da Divergéncia, a férmula (3.11) e considerando a incompressibilidade

dos fluidos (p ¢é constante) e da rocha, reescreve-se a Eq.(3.12) como

dc;
/ {gb G _y. (DVe¢; — ucl)} dx = / ciqdx, i=o,s, (3.14)
v ot v
sendo D um tensor de difusao-dispersao (tensor invertivel - seu inverso serd denotado por D)
dado por
d u? uu d 2 —
D=D(u)=odJ+— "+ )+ TR (3.15)
ul \ u3 lul \ —ujus  u?

Para se eliminar o sinal de integracao na férmula (3.14), reduzindo V' a um ponto arbitrario,
sao necessarias algumas justificacoes, ja que V deve ter, no minimo, a mesma escala que a do
comprimento caracteristico de volumes. Os trabalhos [26] e [17], respectivamente, apresentam

tais justificativas. Portanto, tem-se o seguinte sistema acoplado

801‘

¢8t

— V- (DV¢ —ue) =¢q, i=o,s. (3.16)

As varidveis sdo u, ¢, e ¢, com a restrigdo adicional (3.6). Uma equagao é a do 6leo e a outra

é a do solvente.

Uma manipula¢do comum com este sistema consiste na troca de uma das equagoes (a do
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6leo, por exemplo) pela soma das duas. Isto nos conduz ao seguinte sistema de equagdes

K
-V <M(Vp - ngZ)) =V-u=g; (equagao da pressao) (3.17)
dc _ . .
gba -V (D(U)VC — uc) = (q, (equagao da concentracao) (3.18)

onde ¢ = ¢, ¢ = ¢. A primeira equagao acima, (3.17), representa a conservagao de massa para
o fluido total, enquanto a segunda equacao, (3.18), representa a conservacao de massa para a
componente de solvente. A primeira equagao é frequentemente chamada de equacao da pressao;
seus coeficientes dependem da concentracao do solvente. A segunda equagao, da concentracao,
¢ usualmente uma equagcao parabélica, dominada por convecgao; seus coeficientes dependem da

pressao, através da velocidade de Darcy.

O comportamento de p como funcao de ¢ é muito importante para entender a formacao de
canais preferenciais de escoamento. Estes canais assemelham-se a dedos compridos e devido
a isto sao comumente denominados, em inglés, por viscous fingering. O comportamento de u

depende da razao de viscosidades, M = &. Se M > 1, o deslocamento é dito ter razao de

Hs
viscosidades adversa e a formagao de viscous fingering é esperada (veja, por exemplo, [18]).

O sistema (3.17)-(3.18) estd definido sobre um dominio limitado 2 C R? (assim, a partir de
agora, X = (z,y)), representando um reservatério ou parte de um reservatério, num intervalo
de tempo J = [0,7]. Este sistema requer condicoes iniciais e de fronteira. As condigoes de
fronteira que serao usadas sao as de fluxo nulo, representando uma fronteira impermeavel, que

sao as mais comuns na pratica:

u-n=0, Vx € 092, vt e J, (3.19)
(DVe)-n—c(u-n)=0, Vx € 092, Yt € J, (3.20)

sendo n é o vetor unitario normal exterior a fronteira de 2.

Necessita-se de uma condicao de compatibilidade que é dada por

/qu:/v-udx:/ u-nds=0. (3.21)
Q 0 o)

A condigao inicial é dada por
c(x,0) = co(x), Vx e, (3.22)

enquanto os valores iniciais de p sdo determinados pela Eq.(3.17) e pela condigao inicial (3.22).

Se o sistema fosse compressivel seria necessario uma condicao inicial para p também.

O sistema formado pelas Eqgs.(3.17)—(3.19) e (3.22) estd na forma divergente. Para certos
procedimentos numeéricos deve-se considerar uma forma alternativa, do tipo nao-divergente.
Para isto, note que

V. (uc)=u-Ve+c¢(V-u)=u-Ve+ g, (3.23)
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tal que o sistema (2.17)-(2.18) pode ser reescrito como

V-u= q,
)
¢a—‘£ +u-Ve—V - (DVe) = (¢—c)q. (3.24)

Para qualquer taxa de injecao razoavel de solvente o fluxo é essencialmente ao longo da

caracteristica associada ao transporte
dc
— +u-Ve 3.25
0% (3.25)

Entao, é apropriado introduzir diferenciacao na direcao caracteristica. Sendo assim, defina

i) = [0 + fuf?] (3.20
%:wl{(bgﬂb.v}_ (3.27)

Observe que a direcao 7 depende do espaco e da velocidade do fluido, que varia tanto no tempo
quanto no espago.

Este trabalho nao vai levar em conta os efeitos de gravidade. A inclusao destes efeitos pode
ser feita sem maiores dificuldades conceituais, embora determine algumas complica¢oes no que
se refere a desenvolvimento de métodos numéricos e codigos computacionais.

A andlise matematica do sistema (3.17)—(3.18) foi considerada em [14], no qual mostrou-se

a unicidade local e existéncia global de solucao.



Capitulo 4

Calculo da velocidade de Darcy
utilizando o método dos elementos

finitos mistos e hibridos

4.1 Introducao

Segundo Chavent e Jaffré [11], hd duas razoes bésicas para que os métodos dos elementos
finitos tradicionais nao sejam adequados para a simulacao de reservatérios. O primeiro é que
eles foram projetados para problemas com solugdes suaves (processos difusivos, mecénica estru-
tural), enquanto que, na simulagao de reservatérios, a solugao pode apresentar frentes ingrimes
quando as equagoes sao dominadas por efeitos convectivos. A segunda razao é que a velocidade
dos fluidos, que é um importante fator de acoplamento nas equacoes no reservatorio, é pobre-
mente aproximada pelas fungoes lineares por partes (fungoes “chapéu”, conforme a observacao
2.1 no final da secao 2.5 do Capitulo 2) normalmente usadas nas formulagdes de elementos
finitos aplicadas em problemas elipticos e parabdlicos suaves.

As formulagoes mistas de elementos finitos sao uma forma de se obter velocidades realmente
conservativas por meio da aproximacao em separado da pressao (variavel principal) e do seu
gradiente, ou da prépria velocidade, o que é equivalente.

De fato, um grande avango e uma razao para as formulagoes mistas (e hibrida) serem mais
adequadas para problemas de fluxo é que elas trabalham com funcgoes vetoriais, e com isso
conseguem representar com mais liberdade o real comportamento do fenomeno fisico.

A principal desvantagem da formulagao mista é que ela monta um sistema linear que nao é
definido-positivo. Esses sistemas sao mais dificeis de se resolver, o que exige métodos numéricos
muito elaborados e computacionalmente caros para a resolucao dos mesmos.

Para contornar este problema sera seguida a mesma técnica sugerida por Chavent e Roberts
[10], a qual conduz para um sistema linear cuja matriz é simétrica e definida positiva, cuja
solugao ¢é equivalente a solucao da formulagao mista. Esta técnica é chamada de formulacao

hibrida ou técnica de hibridizacao.

41
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Assim, o objetivo deste capitulo é apresentar uma técnica de aproximacgao para a solucao
de equagoes elipticas, utilizando espacos de Raviart-Thomas de baixa ordem. Em especial, sera
considerada a equagao que fornece a velocidade de Darcy para escoamentos em meios porosos,
levando-se em conta malhas regulares e dominio retangular. A técnica empregada é conhecida
como o método dos elementos finitos mistos e hibridos ja mencionados acima. Neste caso, a
variavel principal do sistema linear oriundo da discretizacao ¢ denominada Multiplicador de
Lagrange e estd associada a cada uma das arestas dos elementos finitos (formulac@o hibrida).
Na formulagao mista, sao considerados dois espacos apropriados: um contém funcoes escalares
e o outro contém funcgoes vetoriais. Assim, pode-se aproximar, simultaneamente, a pressao e o
gradiente de pressao.

A motivagao para este trabalho surgiu com a elaboracao da dissertacao de mestrado de Silva
[24], que apresenta um novo algoritmo para o calculo de permeabilidades equivalentes (veja [13]),
considerando um tensor diagonal de permeabilidade. Os cédigos desenvolvidos no Laboratério
de Modelagem Multiescala e Transporte de Particulas (LABTRAN) do IPRJ-UERJ, referentes
ao calculo da velocidade de Darcy, nao estavam adaptados para o caso onde K é um tensor
de ordem dois. Com o objetivo de realizar tal adaptagao foram iniciados os estudos que estao
presentes neste trabalho, o qual exibe uma generalizacao das técnicas apresentadas no artigo de
Chavent e Roberts [10], com atencao especial para a demonstracao de que a matriz do sistema
linear oriundo da formulacao fraca da equagao da velocidade é definida positiva, se o tensor K

satisfizer certas restrigoes.

4.2 Lei de Darcy

A lei de Darcy estabelece a relacao basica entre a taxa volumétrica do fluxo @) e o gradi-
ente de pressao Vp, com p = p(z,y) = p(x), afirmando que a taxa volumétrica é diretamente
proporcional ao gradiente de pressao do fluido e a drea A da secao transversal normal a direcao
do fluxo e inversamente proporcional a viscosidade p = p(x) do fluido, o que permite definir o
conceito de permeabilidade K = K(x), que quantifica a capacidade do meio poroso em trans-
mitir o fluido. Dessa forma, desprezando-se os efeitos gravitacionais, a velocidade superficial
do fluido ¢ dada por

Q

K
U= = —EVp,Vx €Q (4.1)

sendo 2 = [0, X] x [0, Y] C R? é um dominio retangular.

Trabalhos recentes envolvendo simulagao de escoamentos em meios porosos (Aquino et al.
[5]; Ribeiro, [21]; Abreu et al. [1]; Silva, [24]) continuam utilizando uma simplificagao sugerida
em Chavent e Roberts [10] para o cdlculo da velocidade de Darcy. A técnica emprega elementos
finitos mistos e hibridos (veja Brezzi e Fortin [9]) e integra¢ao numérica (regra do trapézio) na
formulacao fraca da equagao da velocidade; em geral o comprimento da malha computacional

é 0o mesmo na direcdo x e na diregdo y (h = h, = hy,) e a permeabilidade K é um escalar.
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Simulagdes numéricas com alta resolucao, envolvendo céalculos acurados da velocidade de
Darcy, Eq.(4.1), sao essenciais para se obter uma descri¢ao precisa de fenomenos multiescala
em escoamentos multifasicos e monofdsicos em meios porosos, tais como problemas de con-
taminacao de aquiferos e processos de recuperacao secundaria e terciaria de petrodleo. Isto
justifica a obtencao de métodos numéricos eficientes, de baixo custo computacional e de rapida

convergencia.

As técnicas de discretizacao utilizadas neste trabalho sao aplicadas em uma equacao eliptica,

Vau=q (4.2)

onde ¢ = ¢(x) é um termo de fonte, associada ao deslocamento de dois fluidos misciveis e
incompressiveis; mas também podem ser aplicadas em equagoes provenientes de outros tipos
de escoamento em meios porosos. A metodologia aqui apresentada serd tutil, por exemplo, na
investigagao de técnicas numéricas para o calculo de permeabilidades efetivas (ou equivalentes)
em meios porosos heterogéneos. Um estudo sobre este assunto foi desenvolvido no artigo de

Durlofsky [13], utilizando um tensor de permeabilidade.

Seguindo a mesma técnica sugerida em Chavent e Roberts [10], mas considerando, também,
a possibilidade de se trabalhar com um tensor de permeabilidade K, ao invés de considerar
apenas permeabilidade escalar, a discretizagao da equagao da pressao, Eq.(4.2), usara elementos
finitos mistos e hibridos. Maiores informagoes sobre elementos finitos mistos e hibridos podem
ser obtidas em [4], [12] e [20].

A matriz do sistema linear proveniente da aproximacao da equacao eliptica, por elementos
finitos mistos e hibridos, sera simétrica e definida positiva. Desta forma, os métodos numéricos
usuais, como o Método dos Gradientes Conjugados ( se¢ao 2.6), poderao ser empregados na

resolucao deste sistema.

4.3 Formulacao fraca para a Velocidade de Darcy

E importante salientar que a funcao escalar p (pressao) pertence ao, ja definido no Capitulo
1, espago de Sobolev H'(Q) = {f € L*(Q) : f. € L*(Q) e f, € L*(Q)}, sendo que f e suas
derivadas parciais de primeira ordem, f, e f,, sao de quadrado integrdvel em Q. J4 a funcao u
(velocidade de Darcy) pertence ao espaco H(div,Q) = {F = (f,g) € L*(Q) x L*(Q) : V.F €
L?(Q)}: espago das fungoes vetoriais cujo divergente é de quadrado integrdvel, com funcoes

coordenadas também de quadrado integravel em ().

Em um primeiro momento, considere a permeabilidade uma funcao escalar. Sendo assim,
denote por a o valor de % > 0, na Eq.(4.1). Entao, o objetivo é obter uma formulacao fraca
para a equacao u = —aVp. Para esta finalidade, serd exibido a seguir um espacgo vetorial que

fornecera aproximacgoes para o campo de velocidades.
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4.4 Espaco de Raviart-Thomas de baixa ordem

Denote, respectivamente, n, e n, os nimeros de subintervalos de [0, X] e [0, Y], associados
ao dominio retangular €2, e h, = n%, hy = :—y, os comprimentos desses subintervalos. Entao,
considerando-se a partigdo do dominio 2 em elementos retangulares do tipo E = [z;_1,x;] X
[yj—1,y;], onde x; = ih,, com 1 < i < n,, y; = jhy, com 1 < j <ny z9g=0,yy =0, 0 espago

vetorial de Raviart-Thomas, sobre tal elemento E, é gerado pelas fungoes vetoriais:

1 1
WR = hxhy (.ZC — Ti—1, 0) WL = hxhy (x — Xy, O) (43)
Wy = (0 ) Wo= (05— ) (4.4)
U — hxhy Y Yj—1 D — hxhy » Y Y .

Observe que as quatro fungoes base sao linearmente independentes, portanto, o espaco

vetorial gerado por tais fungoes possui dimensao quatro.

WU
Yj T
W, <«—— E —> WR
Yj-1
’ Xi 1 1 X;
WD

Figura 4.1: Elemento E e as fungoes que geram o espago de Raviart-Thomas neste elemento.

E o espaco gerado pelas funcdes dadas nas Eqs.(4.3) e (4.4) que fornecera aproximagoes
para o campo de velocidades em FE. As letras R, L, U e D sao referentes as arestas direita,
esquerda, de cima e de baixo, respectivamente, do elemento E. Assim, a velocidade de Darcy,

neste elemento F, é aproximada por

w=uprWpr +uWr +ugWy +upWp = Z U Wy, (4.5)

sendo u,, com a € {R,L,U, D}, denominadas componentes ortogonais do fluxo através das

interfaces na dire¢ao normal exterior.

Exemplo 4.1 Considere a aresta R na fronteira do elemento E, a qual serd denotada por

OF = T'g, neste caso x = x;, com vetor unitdrio normal exterior dado por ng = (1,0). Note
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que W, =0 e que

u = URWR + ULWL + UUWU + UDWD

_ _Ur _Up_ .

- hmhy( — Ti—1, ) y(o Y — y] 1) + hmhy((]?y y])
UR uy Up

= (b, 20,y — g,
UR Uy

= —(1,0 0,y —vy;_ 0
hy(,)+hxhy(,y Yi—1) + hh( Y = i)

Assim, u-ng = U Logo,
hy

u u
/ u.nrdy = / unrdy = / h_d hR dy = h—Rhy = UR ;
OF I'r I'rp "y y JI'r )

observe que / dy = hy. Portanto, conclui-se que / unrdy = ug.
'z r

R

4.5 Relacao entre as componentes ortogonais do fluxo,

os Multiplicadores de Lagrange e a pressao

Nesta secao, sera estabelecida, por meio de uma equagao matricial, a relagao existente entre
as componentes do fluxo, os Multiplicadores de Lagrange e a pressao, no elemento E. Para isso,

observe que a formulagao fraca para a Eq.(4.1), (velocidade de Darcy), é expressa pela seguinte

1
// —u.Wdx = —// Vp.Wdx, VW € H(div, E).
EQ E

A formulacao fraca da equacgao anterior é obtida considerando que: a funcao a é constante

equagao integral

em cada elemento F, assumindo neste elemento o valor ag; u pertence ao espago de Raviart-
Thomas , isto é, satisfaz a Eq.(4.5); W = W, com 8 € {R, L,U, D}; a fungao p ¢ constante no
interior de cada elemento F, assumindo ai o valor pg e em cada uma das quatro arestas (3, que
compoe a fronteira de £, a pressao assume o valor constante {5 3 chamado de Multiplicador de
Lagrange, podendo ser distinto para cada 3. Se E é o elemento vizinho de E, em relacao a aresta
B ese 3 éa aresta correspondente em E , entao, {p g = lg z, 0 que garante a continuidade da

pressao em arestas adjacentes de elementos vizinhos. Desta forma, obtém-se a seguinte equacao
1 1
D uWaWdx = — ug [ [ WoWadx = — [ Vp.Wpdx. (4.6)
Ba=— ap = E E

Para obter a forma matricial da Eq.(4.6) acima serao feitas algumas manipula¢oes na mesma.

Para facilitar as contas que surgirdo no desenvolvimento da Eq.(4.6) far-se-4 uso da seguinte
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troca de varidveis * = x;_1 + xhg, € y = y;—1 + Yhy. Dessa forma, tem-se que

1 1
Yy Yy
1 1

Seja
AE,ﬂa = hmhy //WQWQdXd’Y

sendo ¢ o quadrado [0,1] x [0,1]. Com o objetivo de construir a matriz Ap = (Agga), com

B,a € {R,L,U, D}, considere as seguintes definigdes.

Definigao 4.1 (Arestas Conjugadas) Se o = L, entdo o* = D; se a = R, entio o = U;

se a =D, entao a* = L; se a« = U, entao a* = R.

Definicao 4.2 (Arestas Opostas) Se o = L, entio o' = R; se a = R, entio o/ = L; se

~ ’ ~ ’
a=D, entacoa =U; sea=U, entao v = D.

Definigao 4.3 (Arestas Transversais) Se « = R ou a = L, entio at € {U,D}; se a = U
oua =D, entio ot € {R,L}.

Agora, observe que a fungao vetorial W3 = (Wp 1, Wg2) possui a seguinte propriedade:
Wsa=0 se € {R,L} e Wg1=0 se e {U D}. (4.9)

Dessa forma, segue-se que

1 1
AE”g@ = hzhy/ W§,1dX se € {R,L} e AEﬂﬁ = hxhy/ W;Qd’y se € {U, D}
0 0
Em relacao as arestas transversais, vale a seguinte propriedade:
WgiWsi,; =0 com i€ {1,2}. (4.10)

Logo, tem-se que Ap s5. = 0, para toda aresta § € {R, L,U, D}.

Agora, ja para arestas opostas vale a seguinte propriedade:
Wpoa=Wy,=0se B {R,L} e Wy, =Wy, =0 se3e{U D} (4.11)

Logo, obtém-se que
1 1
Ap gy = hxhy/o WsiWy dx se BE€{R, L} e Ap gy = hxhy/o W5 oWy ody se 3 € {U,D}.

E facil perceber que existe uma similaridade entre os elementos da matriz Ag. Entéao,

calculando-se, por exemplo, Ag rr € Ag g1, imediatamente, por analogia, obtém-se os demais
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h h
elementos da matriz. A razdo r = —, ou r~' = -, aparece nos célculos destes elementos.

hy, hy
Utilizando esta notacao tem-se que

1.2 1
X r x(x — 1) r

A = h,h Zdy = = A = h,h o dy = ——.
E,RR y/o th; X 3 € AERL y/o hz% X 6

E, assim, dos célculos anteriores obtém-se as matrizes Ag e A;Jl, respectivamente, dadas por

g % 0 0 4r=t 271 0 0
) 0 =1 471 0 0
Ap=| ¢ 3 - B e (Ap) ' = ) 4.12
g 0 0 =t =t (4p) 0 0 4r 2r (4.12)
0 0 = - 0 0 2r 4r

Observe que nestas matrizes a primeira, a segunda, a terceira e a quarta linha correspondem
as arestas R, L, U e D, respectivamente. O mesmo sendo valido para as colunas. Voltando a
atencao para o lado direito da Eq.(4.6) e observando que o divergente da funcao vetorial pWWs é
calculado como V.(pW3) = pV.Wg + Vp.Wj3 tem-se que Vp.Ws = V.(pWp) — pV.Wj3. Assim,
das Eqs.(4.3) e (4.4) segue que

OWpga n OWpgo 1

= . 4.1
ox dy hahy (4.13)

VW, =

Lembrando que a fungao p (pressao) é constante em cada elemento E, assumindo em seu interior

o valor pg, aplique o Teorema da Divergéncia no campo pWps e obtenha

// V.(pr)dX:/ pWs.ndS,
E OF

sendo OF a fronteira do elemento F, que possui normal exterior unitaria denotada por . Como
a integral é efetuada na fronteira da regiao F, entao a diferencial passa a ser denotada por dS.

Assim, olhando para o lado direito da Eq.(4.6) observe que

—// Vp.ngx—// —(VpWp)dx = // PV . W3 — V.(pWp)] dx
E E E
= // pV.Wﬁdx—// V.(pWp)dx
E E
= // pv.ngX—/ pr.ndS
E O
E OE
1
= dx—/ Wa.ndS
pE//E I, aEP 81

= pE—/ pWp.ndsS.
OF
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Logo, o lado direito da Eq.(4.6) pode ser reescrito como segue

—// Vp.Wgdx = pg —/ pWs.ndsS.
E OF

Agora com o objetivo de simplificar ainda mais a equacao acima observe que a fronteira de

E possui quatro arestas, denotadas por I'y, com o € {R, L,U, D} e, desta forma, tem-se que

pWs.ndS = / pW5.n0dS,.
/BE ’ za: T ’

Considere a seguinte notacao hy, = hg = h, e hp = hy = hy. De acordo com as expressoes

de Wg, Eq.(4.3) e Eq.(4.4), as seguintes propriedades sao obtidas

Ws([y) =0 para toda aresta (3; (4.14)
1
Ws(ls) = (h_> .Mz para toda aresta [3; (4.15)
ﬁ*
Ws.mse =0 para toda aresta (3; (4.16)

sendo o comprimento da aresta I'g dado por hg-.

Assim, observando as propriedades dadas nas Eqs.(4.14), (4.15), (4.16) e sabendo que p é

constante na interface I'g, com valor £, , (Multiplicador de Lagrange) obtém-se que

/ pr.T]dS = / pr.ﬁgng = EE,@
oF

Tg
Lembrando que a Eq.(4.6) é dada por
1
— ZUQWQ.WﬁdX =pg—Llgp coma,B € {R,L U D}
EaE
observe que, por exemplo, tomando 3 = R tem-se que

1
// G—ZuaWa.WRdX:pE—ﬁE,R com o, € {R,L,U,D}.
EYE 7

Considerando-se as fungoes dadas nas Eqs.(4.7) e (4.8) e aplicando o teorema de mudanca de

variaveis na integral dupla tem-se que

1
— {Zua/ ‘J| Wa.WRdX} = PE _gE,R
agp o c

I(x,y)
I(x,7)

a jacobiana da mudanga de varidveis, com X = x;_; + xh, e y = y;—1 +Yhy,

sendo J =
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assim, tem-se que

hy O
J = o que implica que |J| = hyh,,.
0 hy

Dessa forma, obtém-se que

1
- {Zuahxhy //WQ.WRdx} =pgp—Llgr coma,B €{R,L U D}
E €

o que implica que

1
- {ZUQAE,ROC} = PE — EE,R com O‘aﬁ € {R7L7 Ua D}
ag
ou seja,
1

a—{URAE,RR +urAgrr +uwAg gy + UDAE,RD} =pr — lER-
E

Assim, tomando sucessivamente § = L, § = U, 8 = D e procedendo de modo andlogo ao

procedimento feito acima obtém-se as seguintes equagoes

1

a_{uRAE,LR +urAprr +uwwAe v + UDAE,LD} =pr —lpL;
E

1

a_{URAE,UR +urApyr +uwwApuu + UDAE,UD} =pe — lpy;
E

1

G_{URAE,DR +urAppr + uwAgpu + UDAE,DD} =pg — {E,D;
E

que fornece um sistema de equagoes lineares e cuja forma matricial para a Eq.(4.6) é dada por

Aprr Aeprr Aeprv Apgrp UE,R 1 (R
ES Aprr Aprr Aprv Agprp ugprL | 1 B gL
ag | Apvr Apvr Asvv Apup | | umw bE 1 lpy
Agppr Aepr Aepv Arpp UE,D 1 lE.D

ou seja,

T T T
AE(“E,R Up L UEgU uE,D) :CLE{pE<1 11 1> _<€E,R EE,L KE,U 6ED> } (417)

onde o sobrescrito 7' indica a transposta de uma matriz. Observe que ficou evidenciada a
dependéncia das variaveis em relacao ao elemento E. Utilizando a inversa da matriz Ag, obtém-
se a relacao desejada entre as componentes ortogonais do fluxo, a pressao e os Multiplicadores

de Lagrange dada por:

<uE7R Up,, UpU uE7D>T:aE{pE<AE>1<1 11 1>T— <AE>1<€E,R Cpr loy €E7D>T}.
(4.18)
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Com a finalidade de se obter uma expressao mais compacta para a Eq.(4.18), considere a
seguinte notagao sgs = »_, Ap g, para a soma das linhas da matriz Ap = (4g)~'. Como a
matriz é simétrica, este valor também representa a soma das colunas de Ag, ou seja, tem-se

que spg =, Ap.s. Consultando a matriz (Ag)~" dada na Eq.(4.12), obtém-se que

rg=r""1 se [Be€{R,L}

sp3 = 6rsz onde
B0 7 { rg=r, se [€{U D}.

Logo, tem-se que

Up g = AQEPESE. — OF ZA\E:KMKE,@ \ ﬂ S {R, L, U, D} (419)

«

4.6 Relacao de continuidade do fluxo

Dado um elemento E da particao do dominio €2 escolha uma aresta 3 qualquer deste ele-
mento. A notacao para o elemento vizinho de E em relacao a aresta (3 é dada por E. De acordo
com a segao anterior tem-se que £, , = (g o .

Por exemplo, se na Fig.(4.2), forem considerados £ = E; ; e f = L em E, entao tem-se que

E = E;_j seréd o elemento vizinho a esquerda de E e, dessa forma, tem-se que £, , = { BR

i+l

i-Ig il Ei+ Iy

i1

Figura 4.2: Elemento E = E;; da partigao do dominio e seus vizinhos.

Tomando-se uma aresta qualquer  no elemento E e a correspondente aresta 5’ no elemento

vizinho E , por um procedimento andlogo & obtencao da Eq.(4.19), pode-se mostrar que
Ug 3 = OEPESE g — OF ZAE,B’aKE,a Vi e {R, L, U, D} (4.20)

O fato anterior pode ser facilmente comprovado. Como exemplo, considere os elementos
E=E e E = E;_;; como na Fig.(4.2). Fazendo a seguinte troca de varidveis = x;_o + xh,
ey = yj—1 + vhy, obtém-se que Wg s = Wz ; no quadrado ¢ = [0,1] x [0,1], veja as Egs.
(4.7) e (4.8). Caso o elemento vizinho fosse £ = E; ;i1 a troca de varidveis seria dada por

T = x;_1 + xhy € y = y; + vhy; dessa forma obtendo-se a mesma igualdade anterior. Portanto,

AE,,@a = hmhy //WE,Q.WE,BdXd’}/ = hzhy //WE@'WEﬁdXd’Y = AE,ﬁa y
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ou seja, Ap = Az.
A continuidade do fluxo na aresta § do elemento F, e consequentemente na aresta § do
elemento vizinho E, ¢ garantida impondo-se a seguinte condi¢ao ug 5 + ugs = 0. Entao,

utilizando as duas equagdes anteriores, Eq.(4.19) e Eq.(4.20), obtém-se que

apPEspy +apEsEs = a5 ) Ap g liatas ) Apsaly,. (4.21)

4.7 Formulacao fraca para a equacao eliptica

Agora, o interesse é obter uma formulacao fraca para a equagcao eliptica, Eq.(4.2), considerando-

se a seguinte formulacao variacional

//E vV.udx = //E vgdx Vv e L*E). (4.22)

A formulagao fraca associada a Eq.(4.22) leva em consideragao que: u pertence ao espago de
Raviart-Thomas construido anteriormente (veja a Eq.(4.5)); v e ¢ sdo constantes no elemento
E, assumindo ai os valores vg e g, respectivamente. A partir dai, lembrando que o divergente

de Wy é o inverso da drea de E, Eq.(4.13), obtém-se que

D upg // V. Wsdx = qghyh,.
8 E

Assim, a formulagao fraca desejada é dada por

> ups = qphshy, = Pp. (4.23)
B

Utilizando as expressoes das componentes ortogonais do fluxo dadas na Eq.(4.19), a equagao

anterior torna-se

Z {aEpESE,B — ag Z EE,ﬁafE,a} =®r ou agpe Z SE,3 — AE Z Z A\E,ﬁagE,a = Op.
e’ B B «

B

Denote por Sg o somatorio Zﬁ s e considere os comentdrios feitos antes da Eq.(4.19), para
obter

apppSE — OE Z SE,aéE,oa = Op. (4-24)

4.8 Formulacao hibrida - eliminacao da variavel pressao

Com a finalidade de se eliminar a varidvel pressao pgp do sistema de equacgoes, defina a

matriz og = (0gga), com B,a € {R,L,U,D}, onde 0g o = Sp.ases(Se)~'. Observe que tal
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matriz é simétrica. Sabendo que sp g = 6rg (veja o pardgrafo apés a Eq.(4.18)), tem-se entao

que:
o r?+1 . ,
Sg=12-(r+r 1) =12- . Assim, obtém-se que
r
rats = (13)%, se a=pfoua=[
(0Ega) = s rors onde
E.fa) — 2 +1 al' g

rorg =1,  se a = (Bt

Desta forma, segue que

_ 3 r r=2 p2 1
I N 11 g

Com a notagao anterior, pode-se escrever a Eq.(4.24) da seguinte forma

AEPESE3 = OF Z {SE,QSE,E(SE)ilgE,a} + (I)ESE,B(SE)il = ag Z 0B BalE0 + (I)ESE,ﬁ(SE)il-

Seja E o elemento vizinho de E em relagao a uma aresta 3 qualquer. Entao, substituindo-se

os valores de apprspp € agppsg » na Eq.(4.21) (continuidade do fluxo) obtém-se que
a5 05 galiat+ Pspy(S5) T ap Y 0pgalpa+ Pesps(SE) = ap Y Apg.lp.+
(6 (6

(0%
ag Z AE‘,ﬁagE,a-
(0%

Ou seja, tem-se que

~

ae Z <2Eﬂoz - 0E,Boz>£E,a +ag Z <AE,5’Q - UE,B’@>£E,Q = ®psps(Sp) ' + q)ESEﬂ(SE)_l.
i i (4.25)
De acordo com as defini¢oes anteriores ¢ facil mostrar que Sg = Si e que op = 0.
Se ( for uma aresta na fronteira do dominio denominada do tipo Neumann, na qual se
conhece a componente ortogonal do fluxo ug g (condigao de fronteira do tipo Neumann), entao
a equacao envolvendo apenas os Multiplicadores de Lagrange ¢ obtida substituindo-se o valor

de agprsep na Eq.(4.19). Ou seja,

ag Z <121\E,ﬁoc — O-E,,@a>€E,a = @ESE’Q(SE)_I — uEﬁ . (426)

Impondo uma condicao de Dirichlet na fronteira direita do dominio €2, p = 0, por exemplo,
e uma condigdo de fluxo nulo (ugg = 0, se B for uma aresta do tipo Neumann) nas demais

fronteiras do dominio, obtém-se um sistema linear com matriz simétrica e definida positiva. As
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incégnitas deste sistema sao os Multiplicadores de Lagrange, conforme as Eqgs.(4.25) e (4.26).
Resolvendo-se o sistema linear, os Multiplicadores de Lagrange sao obtidos e a partir de-
les é possivel calcular, em cada elemento F, a pressao (através da Eq.(4.24)) e, também, as

componentes ortogonais do fluxo (através da Eq.(4.19)).

4.9 Formulacao hibrida usando um tensor de permeabi-
lidade

k k
O objetivo agora ¢é utilizar um tensor K = K(x) = ; L ], simétrico e definido
22

positivo, na Eq.(4.1) e seguir os mesmos passos desenvolvidos nas se¢oes anteriores para se
obter a formulacao fraca desta equacao. Neste caso, é melhor considerar a lei de Darcy como
segue

uK 'y =—-Vp, Vxeq. (4.27)

koo —k
—k ki

1

. . -1 _
O inverso do tensor K é dado por K~ = FETIOR

Considerando o mesmo espaco de Raviart-Thomas construido anteriormente, a formulagao
fraca da Eq.(4.27) é dada abaixo, antes, porém, note que u é constante no elemento E, assumindo

al o valor ug

MEZUQ // Wﬂdx = —/ Vp.Wadx, ¥V x € Q. (4.28)

A troca de variavel apresentada anteriormente (logo apds a Eq.(4.6)) é utilizada novamente

na integral do lado esquerdo da Eq.(4.28). Neste caso, a integral é resolvida no quadrado

= [0,1] x [0,1] e, consequentemente, os vetores W, correspondem aqueles das Eqs.(4.7) e
(4.8). Observe que o lado direito da Eq.(4.28) é o mesmo da Eq.(4.6).

A relag@o entre as componentes ortogonais do fluxo, os Multiplicadores de Lagrange e a

pressao é obtida por um procedimento andlogo ao usado na Eq.(4.6). Para obter tal relagao,

lembre-se de que W, = <Wa,17 Wa72> e considere as notacoes
Koy ki k

etk T derm) ¢ 5T damy

T
Assim, tem-se que K (W) = <k’2Wa71 —kWeao, kiWao — kWaJ) . Desta forma, segue

que
[K’l(WQ)T] Wi = koW Wit — kWaaWs + ks WaoWsa — kiWa i Wi, (4.29)

Na formulagao fraca da Eq.(4.28), os elementos do tensor K~! sao considerados fungoes
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constantes em cada elemento E, cujos valores destas constantes sao indicados por kgo; kg1 e
kg. Para simplificar a notagao foi suprimido o subscrito F na Eq.(4.29). Daqui para frente este

subscrito serd suprimido até o momento em que for fundamental a sua utilizacao.

4.10 Construcao das matrizes Ap e (Ag)™!

Nesta segao, os elementos da matriz Ag sao dados por Ag g, = hxhy// [K’l (Wa)T} Wadxdy,
€
onde tem-se que € = [0,1] x [0,1]. A construcao da matriz Ag vai se basear nas defini¢oes refe-
rentes as arestas de um dado elemento F, feitas na se¢ao (4.5), e nas propriedades subsequentes

expressas nas Eqs.(4.9), (4.10) e (4.11). Os passos abaixo conduzirdo a matriz desejada.

Passo 1 - Elementos da diagonal. Para a construgao dos elementos Ag s, considere os

seguintes casos:
i)f=Roupf=1L;
ii) 6=Uou =D.

No primeiro caso (i), tem-se que Wszo = 0. No segundo caso (ii), tem-se que Wz; = 0.

Assim, utilizando a Eq.(4.29) juntamente com as informagoes anteriores, conclui-se que

1
Appp = hohyko //(Wﬁ,1)2dxdv = hxhyk2/ (Wsa1)?dx, se B=Roupf=1L;
5 0
1
Ag s = hahyky //(Wﬁ,z)zdxdv = hxhy/ﬁ/ (W2)?dy, se 3=U ouf3=D.
5 0

Passo 2 - Elementos da forma Ay 35.. Considerando arestas transversais pode-se afirmar

pela Eq.(4.10) que Wy ;Wg1,; = 0 com i € {1,2}. Usando novamente a Eq.(4.29), segue-se que

Apgpe = —hyhyk / / | Wss Wi + Wigs 1 Wz | dxdy.

Observe que, se 3 = R ou 3 = L entao W34 = 0. Desta forma, tem-se que

ft=U= Apgar = —hzhyk // {(%) Wg,l} dxdy = —hyk //vWﬂyldxdy;

—1
5 =D — gy bk [[ K” - ) Wm} vy =~k [ [ = DWasdvars

€
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Agora, se f=U ou =D entao Wg; = 0. Assim, segue-se que

Bt R:AEﬁgL——hhk//{( )Wﬁg}dxdy——hk//xwgzdxdv,
Bt LiAEgﬁL——hhk//[( ) ]dxdfy_—hk//a(x—l)Wg,gdxdw.

Passo 3 - Elementos da forma Ap ;5. Consultando a Eq.(4.11) tem-se que para arestas

opostas vale a seguinte propriedade

Wpo=Wy,=0, se Be€{R, L}
Ws1=Wgy =0, se 3e€{UD}.

Logo, pela Eq.(4.29) tem-se

1
Ag gg = hahyks //WﬁfylWﬁ,ldxdy = hmhykjg/ Wy Wpadx, sef=Rouf3=1L
€ 0
1
AEﬂB/ = hyhyky //WB/,QW@gdxdv = hxhykq/ W6/72W5,2d7, se 3=Uou B =D.
€ 0

De acordo com os cédlculos anteriores, e observando os comentarios feitos apds a Eq.(4.12),
existe uma analogia entre os elementos da matriz Ar associados as linhas que correspondem
as arestas R e L e os elementos associados as linhas correspondentes as arestas U e D. E fcil
perceber, portanto, que as integrais que aparecem no desenvolvimento dos trés passos anteriores

sao dos seguintes tipos:

Passo 1:
1 , 1
dy = =
/OX X 3

1 0 1
1
/ (x — 1)?dx = —/ 2?dr = / 2?dr = 3 com troca de variavel x = 1 — .
0 1 0

1 p1 1
dxdy = =
//X’YX’Y 1
1
// v — 1Ddxdy = — // ydxdy——z com troca de variavel y =1 — ~;

1
/ / (x — 1)ydxdy = —/ / rydxdy = 1 com troca de varidaveis r =y e y = x;
0o Jo 0o Jo

Passo 2:

1,1 1 1

1
//(X—l)(’y—l)dxdfy:/ / xyda:‘dy:zcom troca de varidveisz =1—x ey =1—1.
o Jo o Jo
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Passo 3:

1 1
/ x(x —1dx = 5
0

- h . ,
Com estas consideragoes e lembrando que r = h—m a matriz Ag é dada por
Yy

r(ke/3) —r(ky/6) —k/4 k/4
| /e 3 /4 o)
—k/4 k/4 7“71(]{31/3) —7“71(]{31/6)
k/4 ~k/4  —r Yk /6) r71(k1/3)
Bll BlQ

Observe que esta matriz pode ser escrita na forma de blocos A = , onde tem-se

By Ba
que

By = ks (%) M e By =k <E> M

6
2 -1
M =
4

By = B ( k) bl
(& = = _—— .
1 12 21 1 1
-1 _

Agora com o objetivo de construir a matriz (Ag)~! observe que a identidade (Ag)(Ag)~' =
-1

I, (matriz identidade de ordem 4) permite calcular a matriz (Ag)~' através da resolucao de
quatro sistemas lineares de ordem quatro. Porém, a estrutura de blocos da matriz Ar conduzira
a uma simplificacao na obtengao da matriz inversa e, de fato, um tnico sistema de ordem trés

serd resolvido. Primeiramente, observe que (Ag)~! é simétrica, j& que a matriz Ag é simétrica.

a b
c d|’

Seguindo as notagoes anteriores tem-se que (Ag)(Ag)~! = I, d4 origem aos quatro sistemas

Desta forma, pode-se escrever

B, B
B By

xr1 T2 Y1 Y2

Yz Ya

(Ap)™' = , onde B; = , By = e B=

xr3 T4

lineares seguintes:

O] I | A R O] I | 1 PR
ICS | e | B R P A
6] e | P A B
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k 1 -1 2 -1 b 0 0
(——) B () R L (434)
Observe que os sistemas lineares dados nas Eqgs.(4.31) e (4.32) sao andlogas aos dados nas

Eqs.(4.33) e (4.34); basta identificar ky com ki, r com v~ e z; com y;, com i € {1,2,3,4}. O

sistema linear com incognitas z1, x3, a e ¢ tem as seguintes equagoes

(221 — 23)ks @ . (%) (a—c) =1, (4.35)

(=21 + 223)ks (g) - (g) (—a+c) =0; (4.36)

(21 — 23)(~1) (%‘) + (%1) (20— ¢) = 0; (4.37)
(—a1 + 23)(—1) (g) +ky (%) (—a+ 2¢) = 0. (4.38)

Somando as Eqs.(4.37) e (4.38) obtém-se que a + ¢ = 0, ou seja, a = —c. Assim, o sistema

anterior é equivalente ao sistema

(221 — x3)ks (%) . < (—2¢) = 1; (4.39)

) (2¢) = 0; (4.40)

(21 — 23)(~1) (g) + (%) (—3¢) = 0. (4.41)

As equagdes envolvendo as incognitas xa, x4, b e d sdo andlogas as Eqgs.(4.35), (4.36), (4.37)
e (4.38). Utilizando o mesmo procedimento anterior (e concluindo que b = —d), um sistema de
equagoes similares as Eqs.(4.39), (4.40) e (4.41) pode ser obtido fazendo a seguinte identificacao:
To = x3; ¥4 = x1; d = —c. Desta forma, se um dos sistemas lineares for resolvido, a solucao do

outro é imediata.

A solugao dos sistemas envolvendo a Eq.(4.31) até a Eq.(4.41) é obtida conforme o pro-
cedimento a seguir. Some as Eqs.(4.39) e (4.40) e obtenha x; = 6(kyr)~! — x3; substitua este

valor na Eq.(4.40) e determine x3 = (kor)~'(2 + ke). Substitua os dois valores anteriores na

Eq.(4.41) e conclua que ¢ = = —kdet(K), ou seja, c = —k (lembre-se de que K é

Cdet(K-1)
o tensor dado no inicio da se¢ao (4.9)). Desta forma, tem-se que z3 = (koor) ™! [2det(K) - kz]
e que 11 = (koo)™! [4det(K ) + kg] e, por analogia, conforme as observacoes anteriores, tem-
sed=—c=k b= —d, v9 = 23 e x4 = x;. Além disto, y; = (knr_l)_l[éldet([() + kQ};

ys = (kpr=1)~! [Qdet(K) - kz]; Yo =Y3 €Yy =Y.
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B, B

Assim, a matriz (Ag)~! =
(4z) B B

tem a seguinte estrutura

1 -1
-1 1
4det(K) + k* 2det(K) — k?
2det(K) — k* 4det(K) + k?

B1 == T_l(kgg)_lG; B=k

By =r(k11)'G, onde G =

Utilizando a mesma notacao da segao (4.5) e recordando que spz=>_, A E,8a € @ soma das
linhas (colunas) da matriz Ap = (Ag)~!, obtém-se a relagao entre as componentes ortogonais

do fluxo, a pressao e os Multiplicadores de Lagrange

ugs = (1g)”'PEses — (1e)” ZAEgaéEa VB3e{R,L U Dj}.

(ko) 'rt, se Be{R,L}

(k11)"'r, se Be{U D}.
O mesmo procedimento que foi feito considerando-se o elemento E pode ser feito para o

Assim, tem-se que sg g = 6det(K)(kgz) 'rs, onde (kgg) trg = {

elemento vizinho E (veja a secao (4.6)), porém, neste caso Ap # Az, pois o tensor K pode sofrer
alteracoes de um elemento para outro. Isto é, a seguinte situacdo pode ocorrer ks p # k
kl,E 7é kl,E‘ (S kE 7é kE

Desta forma, a partir da equacao da continuidade do fluxo, ug g tugg = 0, a seguinte

2E’

equacao ¢ obtida

(15) 'ppsp e + (1) 'Peses = (1p)” ZAEMM (1) Appalba

4.11 Construcao da matriz op

De acordo com a segao (4.7), a formulagao fraca da equagao eliptica é dada por

(p)"'PESE = (12) ") spalna = Pp
onde Sp =358 = 12det(K)(rky1kas) " (kaor® + kq1). Analogamente a secio (4.8), a matriz
o possui elementos 0p o = 5p.a58,5(5) " = 3det(K)(rkinks) (kaar®+k11) ™ (Faa) ™ ra(kgs) ~'rs.
Note que:

/

(kgg)2(rg)?, se a=p ou a=0
(kaa)_lra(kﬁﬁ)_lrﬁ =
(k11k22)_17 se o=+
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det( K
Sejam Ry = rkos + 77k e 0= ﬁ, desta forma, obtém-se:
K
Cn C
Y 11 G2 7
Ca1 Oy

onde os blocos dois por dois sao dados por:

011 = 7”_2]{?11(]{?22)_1.]\[; 022 = 7"2]{?22(1{?11)_1.]\[; 012 == 021 = N, onde N =

11
11|

A eliminacao da variavel pressao do sistema de equacgoes deduzidas até o momento é feita de
modo anédlogo ao procedimento utilizado na segao (4.8). Ou seja, considerando-se E o elemento
vizinho de E em relacao a uma aresta (3 qualquer; substituindo-se os valores deduzidos na
formulagao fraca da equagdo eliptica, (up) 'prsege (ug) 'pps 7.4 » Na equagdo de continuidade

do fluxo e obtendo-se

()™ (A\E,Ba_aE,ﬁcX)EE,a_"(:uE)_l > (EE,Q/Q—UE,B/(I)%@ = Opspp(Se)  +Pgsp 4 (Sp)

De acordo com as observagoes feitas no final da secao anterior, o tensor K pode variar de

um elemento para outro; logo, em geral, tem-se que Ap # Az; Sgp # Sz e op # 0.

4.12 Analise do sistema linear dos Multiplicadores de

Lagrange

Esta secao é dedicada a andlise dos sistemas lineares oriundos das técnicas de discretizagcao
utilizadas na formulacao fraca das equagoes diferenciais parciais associadas ao calculo da veloci-
dade de Darcy. Nesta andlise, a permeabilidade K sera considerada um escalar ou um tensor.
O objetivo é apresentar um estudo que garantira que as matrizes dos sistemas lineares que tém
como incoégnitas os Multiplicadores de Lagrange sao simétricas e definidas positivas.

A Fig.(4.3) abaixo exibe um exemplo de numeragao das arestas correspondentes a parti¢ao
do dominio em malhas retangulares. E, associada a esta numeracao, obtém-se a matriz global
dos Multiplicadores de Lagrange, Fig.(4.4), na qual somente a diagonal e a parte inferior sao
exibidas, pois a matriz é simétrica, sendo que X corresponde aos elementos nao nulos da matriz

e 0s espagos em branco representam elementos nulos.
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1 T2
[ [X
3 XX
+ X
13 17 21 , i
7
E3 : X
9 R
7 8 9 o i
12 16 20 " o e
13 X kS x X
o o R
4 5 6 :: [ e [E
K X X_|X
18
11 15 19 ; X - 1
1 2 3 ’ = =
1 z 3 4 B & 7 8 a 0 " 1z 1z 14 1516 171 1 2o
10 14 18

Figura 4.4: Matriz global associada & numeragio
Figura 4.3: Modelo de numeragao das arestas. dada na Fig.(4.3).

Para efeitos computacionais, a matriz global é armazenada em submatrizes construidas
da seguinte forma: para cada tipo de aresta, associa-se uma matriz que vai armazenar os
elementos da matriz global pertencentes a parte triangular inferior e a diagonal. As arestas sao

dos seguintes tipos:

Definigao 4.4 (ay) : numeragio das arestas que pertencem a fronteira vertical esquerda do

dominio retangular.

Definicao 4.5 (ag) : numerac¢do das arestas verticais que estio no interior do dominio, exceto
aquelas (arestas 3, 6 € 9, na Fig.(4.3)) correspondentes a ultima interface vertical antes da

fronteira direita do dominio.

Definigao 4.6 (apg) : numeragdo das arestas verticais que pertencem a ultima interface antes

da fronteira direita do dominio.

Definigao 4.7 (ap) : numeragao das arestas que pertencem a fronteira inferior do dominio

retangular.

Definicao 4.8 (ay) : numeragao das arestas horizontais que estio no interior do dominio

retangular.

Defini¢ao 4.9 (apy) : numeracdo das arestas horizontais que pertencem a fronteira superior

do dominio retangular.

Na fronteira direita do dominio é imposta a condi¢ao de Dirichlet, isto é, £ = 0 (pressao
nula) e nas demais fronteiras a condigdo imposta é a de fluxo nulo.

Considere, por exemplo, a aresta de nimero 8 na Fig.(4.3), (veja o destaque na Fig.(4.4)),
trata-se de uma aresta interna do tipo ag. Observe que esta aresta esta relacionada com as
seguintes arestas: 7, 8,9, 12, 13, 16, 17, as quais pertencem aos elementos que contém a aresta
8. As equagoes dos sistemas lineares associadas a aresta 8 (formula de sete pontos) sdo dadas

por:
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_ 3 _ 3 _ 3
(prrtag {2— [T2+1}}+€E’RT 1(GE+CL§) {4— lr2+11}+€]§ﬂr 1aE {2— [r2—|—1}}_

3r 3r 3r 3r hazhy
b |y | ~tevars | | TtE [y | TRets [y | < 0 s) [5pa g |
(4.42)

(ME)—l{EE,L [ (o)~ <2det ) - 39r—2k11(k22)—1} +lpn [(kzﬂ)—l <4det(K) + k2> -
30r2hus () | = o [6+-30] + € [ = 30) b+ () {05, [ g o) ™ (adet (1) + () -
30pr~ °k kg, 1 E22 o U [ E22T)71 <2det(KE> - (kE>2) - 36’@7’*%5’11(/{;&22)*1} +

1 qeki 45kE 1
to.p [kE + 395] ~ [kﬁ B 395” B (5) o [mkm Tl 12k 00 + K5

A Eq.(4.42) foi obtida considerando-se K um escalar (veja a Eq.(4.25)); a Eq.(4.43) foi

obtida considerando-se K um tensor. Observe que (g r = (5 ;.

] o (4.43)

Com a finalidade de se construir a matriz global do sistema linear dos Multiplicadores de
Lagrange, considere a numeracao como a da Fig.(4.3) para as arestas. Sejam n =n, e m =n,
(veja a secao (4.4)), entdao o vetor global de incdgnitas serd composto por blocos de vetores do
tipo

T T
<£L,1ja Crij, CRr2j - gR,(n—l)j) e do tipo <€D,i1> luis Luaz, - gU,im) ,

com 1 < j <n, el <i<n,, respectivamente. A notacao ¢, ;; refere-se ao multiplicador ¢ ,

associado ao elemento E = E;;, conforme a Fig.(4.2).

Exemplo 4.2 Considere o modelo de numeracao das arestas dada na Fig.(4.3), para esta nu-
meragao obtém-se a sequinte particio do dominio Q2 C R?, dada na Fig.(4.5) abaizo, constituida

pelos elementos E = E; ; com i,j € {1,2,3}.

E,E E‘Z‘S E33
E E2.2 E32
E‘ll EZ,I Ql

Figura 4.5: Malha de elementos associada & numeragao dada na Fig.(4.3).
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Observe que ao elemento E = E; ; estao associados os Multiplicadores de Lagrange . ;; com
a € {L,RUD} ei,je {1,2,3}. Por exemplo, associado ao elemento E = Ej4 tem-se os
sequintes Multiplicadores de Lagrange: 132, {r32, Cus2, {pa2, ressaltando que (130 = (R oo,
luse = Upas, {psa = Lus, pois Fao, Es1, F33 sao elementos vizinhos de E3o e que {p32 =0,
pois Es o pertence a fronteira direita do dominio €2 na qual foi imposta a condicao de Dirichlet
(pressao nula).

Associada a malha de elementos dada na Fig.(4.5) tem-se os Multiplicadores de Lagrange
dados na Fig.(4.6) abaizo. Valendo ressaltar que devido a continuidade da pressao em arestas
adjacentes de elementos vizinhos e a4 condicao de Dirichlet imposta na fronteira direita do

dominio, valem as sequintes iqualdades:
ER,n = EL,21, éR,Ql = 4L,31, 4R,31 = 0;

€U,11 = 50,12, gU,Zl = fD,22, fU,31 = ED,327 55{,32 = 0;
gR,lZ = gL,22; 53,22 = &,32, fR,:sz = 0;

fU,12 = 5D,13, 5U,22 = 4D,23, fU,32 = 5D,337 5R,32 =0;
fR,13 = fL,23, 4R,23 = 4L,33, lr33 =0,

como podem ser observadas abaixo

Q éUJS él',Z} 4

“UL33

/ ) ) ] )
L13 i RJ3 [LAB (R,ZJ (/LJJ i R33

VL2 (R,ZZ Y L32 “R32

41;,12 Lpn K/),zz

“uULI él'.Zl /‘Ujl

. C4, ‘,, l4 (

“L31 (CR.BI

Lo o /

“ D31

Figura 4.6: Malha de Multiplicadores de Lagrange associada & malha de elementos dada na Fig.(4.5).

Dessa forma, o vetor global L formado pelos Multiplicadores de Lagrange associado a nu-

meracao dada na Fig.(4.3) é formado pelos dois blocos de vetores
T
( Crat, frivs Lro1, Lri2, Craz, Cr2es lras, Cris, Cr23 ) )

T
(ED,lla gU,ll? gU,l27 EU,137 gD,217 6U7217 EU,227 gU,QSa ED,317 EU,317 gU,327 EU,33> .

Seja Ag, um elemento da matriz global; nesta notacdo, 3 e a dizem respeito tanto a

numeracao da aresta como também ao tipo de aresta (L, R, D ou U) associada ao elemento
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que a contém. Considerando a Fig.(4.3), por exemplo, A; 1o estd associado as arestas ay = 1
e ap = 10, ambas contidas no elemento E;;; Agg estd associado a aresta ar = 8, que esta
contida tanto no elemento FEj 3 (aresta direita, associada ao multiplicador ¢r) quanto no Es 3
(aresta esquerda, associada ao multiplicador £;). Assim, os elementos da matriz global podem
ser escritos como Ag, = S5 (ug)”" (A\E”ga - O-E”@a>; o somatdério é realizado em todos os
elementos E que contém ambas as arestas o e §. Como as matrizes /AlE = (AE)_1 e O Sao
simétricas entao Ag, = A, g, ou seja, a matriz global dos Multiplicadores é simétrica.

Seja L o vetor global de incégnitas composto por blocos de vetores, conforme explicado
anteriormente. Baseado nas Eqs.(4.42) e (4.43) tem-se que o produto da matriz global, A, pelo

vetor £ é um vetor composto pelos blocos de vetores do tipo:
<Za Canilotj s Dondatjlat; + Do da2ilasi s s Doy aijlasij + 2 Ao (i+1)5a,(i41)5 + o>
T
Za da,(n72)j€a,(n72)j + Za da,(nfl)jga,(nfl)j P Za ea,(nfl)jga,(nfl)j + Za 6a,nj€a,nj> ;
<Za foitloit » Yoo Jaitlait + Dy Gasizlaiz s s Doy Gailoii T D g Ga,iGi+1) lai(+1) 5 oo
T
Za ga,i(m—l)ga,i(m—l) + Za ga,iméa,im ) Zoa wa,iméa,im> ;

com 1l <j<n,el <i<n, Notequecy, do, €n, fa: Ga € W, 530 0s coeficientes de £,
referentes a um elemento £ = F;.

Desta forma, o produto LT AL ¢ dado por:
m n—2
Zj:l {gL,lj Za Ca,ljga,lj + zizl gR,ij < Ea da,ijga,ij =+ Ea da,(i—&-l)jga,(i-i—l)j) + ...+

ER,(n—l)j ( Za ea,(n—l)jga,(n—l)j + Za 6a,nj£oc,nj> } + Z?zl {ED,il Za fa,ilga,il"f_

m—1
Z luij ( Z ga,ijga,zj"’—z ga,i(j+1)fa,i(j+1)> +...Huim ( Z wa,imfa,z‘m> }
7j=1 a «@ e

(4.44)
4.13 Sistema linear com permeabilidade escalar

Considerando o sistema linear resultante da formulagao fraca da equacao de Darcy com per-
meabilidade escalar, demonstrar-se-4 que o produto £ AL ¢ positivo. Isto serd feito utilizando-
se a Eq.(4.44) e o lado esquerdo de equagoes andlogas a Eq.(4.42), que estao associadas aos
diferentes tipos de arestas. Antes, porém, observe que

-1

r
- — 1492
r(r241)71 tr ¢

r

- 2
—7“(7“2+1)_1 =1+ r“
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Os diferentes tipos de arestas sao:

Arestas Verticais do tipo «. O lado esquerdo da férmula de sete pontos (veja a equagao

(4.42) ) para arestas verticais do tipo «y, é dado por:

o {177 = (st0) ) s+ 7 = (250) ) e = () 0 — (s8) ) =

(IET'(T’2 + 1)71{ |:4: + T72i|€E7L + |:2 — T72i|€E7R — SEE,D — 3€E,U}'

Arestas Verticais do tipo ar. O lado esquerdo da férmula de sete pontos para arestas

verticais do tipo ag é dado por:

apr(r? + 1)_1{ [2 — 7’_2] lpr+ [4 + 7“_2} lpr—30gp— 3€E,U} + agr(r? + 1)_1{ [4 + 7’_2] U5+
[2 - r—Q]zﬁﬁR — 305, — SEE?U}.

Observe que EEL =Up R

Arestas Verticais do tipo apgr. O lado esquerdo da féormula de sete pontos para arestas

verticais do tipo apgr é dado por:
—1 —1
CLET(T2+1> {|:2_T_2i|€E,L+|:4+T_2i|€E,R_3€E,D_3£E,U}+GET<T2+1> {|:4+7’_2:|£E’L—

350 — 35y |

Observe que {5 , = 0, pois o Multiplicador encontrar-se-a na fronteira direita do dominio

e neste caso ¢ vélida a condigao de Dirichlet (pressao nula).

Arestas Horizontais do tipo ap. O lado esquerdo da férmula de sete pontos para arestas

horizontais do tipo ap é dado por:

apr(r?+1) _1{ =8l — g+ (4412 lop+ [2 -1 lpu .

Observe que se o elemento for do tipo Ej;, com ¢ = n,, entao {g g = 0, pois o Multiplicador
estara na fronteira direita do dominio, na qual se considera condi¢ao de Dirichlet nula para a

pressao.

Arestas Horizontais do tipo ay. O lado esquerdo da férmula de sete pontos para arestas

horizontais do tipo ay é dado por:

1 -1
agr (7“2 + 1) { —3lpL—3lg R+ [2 — 7“2} lgp+ [44'7“2} EE,U} +agr (7”2 + 1) { —3lg,,— 3G Rt
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4+t + 2= 7] 650}

Observe que KE,D = lgpy e se o elemento for do tipo E;;, com @ = n,, entao {gr = 0 e

{5 p = 0, porque neste caso nao existird elemento vizinho.

Arestas Horizontais do tipo apy. O lado esquerdo da formula de sete pontos para arestas

horizontais do tipo ary é dado por:

aEr<r2 + 1)1{ —3lpr —3pr+ [2 - TQ]EED + [4 + TZ}EE,U}.

Observe que se o elemento for do tipo £j;, com i = n,, entao tem-se que g r = 0.
Para motivar as contas que garantirao que LT AL > 0, considere o exemplo com apenas trés

incoégnitas: {1, l5, 5 conforme a Fig.(4.7) abaixo:

Figura 4.7: Dominio com apenas trés Multiplicadores de Lagrange.

Para este problema a matriz global é dada por

i -1 _ 3! —3r —3r T
dr r241 r241 r241
—3r 3r3 3r3
A=ag r2+1 4r r2+1 2r r2+1
—3r s 33
r24+1 2r r24+1 4r r2+1

Assim, tem-se que
-1
LTAL = apr <7"2 + 1) {4@1)2 1 2(00)2 — 6000y — 60105 + Alaly — 2Ualar® + 12(0s) + A(fs)>+
r2(ls)? + 462},

Portanto, apds algumas manipulagoes na equacao acima, tem-se que:
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2
ETAﬁ == CLET<T2 + 1)_1 {2 [fl - (fg + Eg)i| + (61 — £2)2 + (fl - €3>2 + (62)2 -+ (&;)2 + 7“2(53 — €2)2 +
202},
Como o vetor £ é nao-nulo, segue que LTAL > 0, isto é, a matriz A, dada acima, é definida

positiva.

Com relacao ao problema geral, o célculo de LT AL serd realizado da seguinte forma:

1. considere a Eq.(4.44) e localize os célculos em um elemento E = Ej;, isto é, coloque em

evidencia o valor de ag;

2. obtenha os valores dos coeficientes ¢y, dy, €0, fas Jo € Wa, utilizando as expressoes (obtidas

no inicio desta segao) referentes ao lado esquerdo da férmula de sete pontos;

3. use a notagdo: g ={1; lpr = ls; lpp = {3 e gy = {4, conforme a Fig.(4.8) abaixo.

Figura 4.8: Numeracio local dos Multiplicadores de Lagrange.

Desta forma, o calculo de LT AL referente ao elemento E terd a seguinte expressao:
2
aEr(r2 + 1)71{2 [(61 + 62) — (63 + 64)} + (ﬁl — €3)2 + (51 — 64)2 + (62 — €3)2 + (62 — 64)24‘
P20y — 0y)? + 12(l5 — 54)2}.

Daf segue que LT AL > 0. Mas note, pela expressao acima, que LT AL = 0 se, e somente
se, {4 = ly = {3 = {4 em todo elemento E. Mas para £ = Ej;;, com i = n,, tem-se que
Uy =Vlg r =0, devido a condi¢ao de Dirichlet. Isto conduz a ¢; = ¢g = 0. Como (g = EE,R’
entdo LT AL = 0 implica que £ = 0 (vetor nulo).

Portanto, £ # 0 implica que LT AL > 0.
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4.14 Sistema linear com permeabilidade na forma de

tensor

Considerando um tensor de permeabilidade, com propriedades que serao especificadas adi-
ante, sera demonstrado, como na se¢ao anterior, que a matriz global do sistema linear oriundo
da formulacao fraca da equacio de Darcy é definida positiva, ou seja, o produto LTAL é
positivo. Isto serd feito utilizando-se a Eq.(4.44) e o lado esquerdo de equagoes andlogas a

Eq.(4.43), que estao associadas aos diferentes tipos de arestas. Antes, porém, observe que da-
det(K)

K

dos Rg = rkoy + 171k e 0 = , j& definidos anteriormente, sao vélidas as seguintes

igualdades:

T 2det(K) — K| ggptp, pd {Qdet(K)rk22 + 2det (K )r=hyy — 3det(K)r‘1k11}

koo koo k_22 R
T—le
ko
_ 9 _ 7‘72]{3119 B r1k?
k?? k22

Aot () + 2] g, g {4det(K)rk22 + ddet(K)r~"kyy, — 3det(K)r~ky, }

koo Fao k?_22 Rk
+_T—1k2
k22
r2k;, 0  rlk?
= 40+ +
k22 k22
r|2det(K) - 2| 30k {2det(K)rk22 — 3det(K)rkss + 2det(K)r‘1k11}
ki1 1y k11 Ry
_rk
kH
— 99 _ 7"2]{3229 B T_k’2
kll kll
r|4det(K) + k° ~ 30r2ks o {4det(K)rk22 — 3det(K)rksys + 4det(K)r‘1k11}
kll kll kll ]%}(
LR
kH
2 2
— 4p i T k229 i &
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Neste caso, os diferentes tipos de arestas sao:

Arestas Verticais do tipo a;. O lado esquerdo da férmula de sete pontos (veja a Eq.(4.43))

para arestas verticais do tipo «ay, é dado por:

(ME)—l{ [49 + —kkﬂk} oo+ [29 _ %] lpn+ [k . 39} gD — [k + 39] fE,U}-

Arestas Verticais do tipo agr. O lado esquerdo da férmula de sete pontos para arestas

verticais do tipo ag é dado por:

_1k2

() ] |20 — il — 222 g (40 200 4 22 g (k430 ] + | = 36] o+

_ r=%kz .05 r~1(k
oo
[ké -+ 395]€E,U}'

Observe que (5, = {5 5.

5’ ksl (hp)’
0y, + [20 — beate 0

E,22 E,22 22

| 650+ [k = 305] 5.0

Arestas Verticais do tipo appr. O lado esquerdo da férmula de sete pontos para arestas
verticais do tipo apgr é dado por:

1k2

(,UE)_I{ [29 - —Ti;if;la - 7ﬁlkﬂgEL + [49 4 kb ~

k’zz k‘22

"]t~ [k+30]np + [k—30] tp b+

-1 72]‘@ 198 Tﬁl(kE)2
(,uE) {[4954- Py + = ]EE,L"F [/{:E—SQE}KED— []{JE—F?)@E}EE’U}.

E,22 E,22

Observe que £z , = 0, pois o multiplicador encontrar-se-4 na fronteira direita do dominio e

neste caso é valida a condigao de Dirichlet (pressao nula).

Arestas Horizontais do tipo ap. O lado esquerdo da férmula de sete pontos para arestas

horizontais do tipo ap é dado por:
(1e)” { [k 36]€EL - [k + 39}5151% + [49 + - }me + %]EE,D + [29 — 7’2:72129 — %]KE,U}.

Observe que se o elemento for do tipo FE;;, com i = n,, entao {gr = 0, pois o Multipli-

cador estard na fronteira direita do dominio.

Arestas Horizontais do tipo ay. O lado esquerdo da férmula de sete pontos para arestas

horizontais do tipo ay é dado por:
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p) " = [b+30]tnp + [k —36] i + [20 - Zfm — 120 [ag 4 bt 4 o2 gp

kg 0005 | r(kz)? 2k 0=
{[ 30g] (a1 — [kp + 308] Can + [405 + TEZE + o g 4 205 — EE

E11 E,11

Observe que KE,D = lgy e se o elemento for do tipo FE;j, com ¢ = n,, entao {pr = 0 e

{3 p = 0, porque neste caso nao exstird elemento vizinho.

Arestas Horizontais do tipo apy. O lado esquerdo da férmula de sete pontos para arestas

horizontais do tipo ary ¢ dado por:
() = [+ 30] i + [k — 30) e+ [20 — B0 — 2200 [ag 4 et 22 L
Observe que se o elemento for do tipo £j;, com ¢ = n,, entao g r = 0.

O célculo de LT AL, referente ao elemento E, serd realizado de forma andloga ao procedi-

mento utilizado na se¢ao anterior:

1. considere a Eq.(4.44) e localize os cdlculos em um elemento £ = E;;, isto é, coloque em

evidéncia o valor de (ug)™%;

2. obtenha os valores dos coeficientes ¢, du, €q, fa, go € Wy, utilizando as expressoes refe-

rentes ao lado esquerdo da férmula de sete pontos;
3. use a notagao: {p =V{1; lpr =l lpp = {3 e lpy = {4, conforme a Fig.(4.8).

Desta forma, o calculo de £T AL referente ao elemento E terd a seguinte expressao:
E)—l{zl [é (49+ PRk 2 () )MQ (29 Rk er‘l(k:zg)‘1> A (k—39>—
64(k+39)} A [el (20 ) ) +0y (49+ e (k22)—1) —eg(k;+3e)+

( - 39)} + 0 [ﬂl( - 39) — b (kz + 39) + 4 (49 + Ok k%(ku)*l) + &(2@ — Py _
k*r (F11)™ 1)]+

0, [ 0 <k+39>+€2(kz 39)+£3(29 P20k _ j2y (/cn)—l)+e4<49+%+k2r(k11)—1)]} _
() {20[(00 02) = (s + 0] +0[(00 — )2 4 (0 )2 + (62— 12 + (6 — 0]

| R (0 — )2 o [P g 2] (6 — )2 2K(6) — ) (b — ) }.
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Se k > 0 entao a expressao anterior fica igual a:
2
() {26[ (01 + 02) = (65 + €)] +0[(01 = )2 + (6 = €)% + (6o = 652 + (62— )]+
—20k k2r—1 20k k2 ?
[—k+T—H+LWl—£2)2+ [—kw,TQw;T (65 — £4)2 + & (el—eg)+(£3—€4)] }

ka2 ka2

Se k < 0 entao a expressao, referida acima, fica igual a:
2
() H{26[ (01 + 02) = (65 + €)] +0[ (01 = )2 + (0 — €)% + (62 = 652 + (62— )]+
—29k 2,.—1 20k 2 2
[k/‘+71k7“+%}(£1—52)2+ [k?-l—TkT”%-%}(fg—&)z—k (51—52)%—(53—54)] }

As condicoes dadas a seguir sao suficientes para garantir que o produto £ AL seja nao-

negativo:
T_Qekn 2 1 1 T28]€22 2 _1
se k>0 tem-se que +Er k) ' —k>0 e + k*r(kp) " —k > 0;
k22 kll
ou
r_20k:11 9 _1 1 T29k22 9 1
se k <0 tem-se que + Ekr k) +E>0 e k + k*r(ky) "'+ k> 0.
22 11
. . det(K) . L .
Utilizando os fatos que R = rkos+1r""ki1 e 0 = as seguintes condigoes sao obtidas
K
apos algumas manipulagoes.
Para k& > 0 tem-se que:
r 2 (k1n)? + K > k(rkag + 1 k); (4.45)
7’2(]{22)2 + kz Z k(?“kQQ + Tﬁlkll). (446)
Analogamente, para k < 0, obtém-se que:
2 (k)% 4+ k2 > —k(rko + 1 kyy); (4.47)
TQ(k22>2 + k2 Z —k(rkgg -+ Tﬁlkll). (448)

Admitindo que as condi¢oes impostas nas Eqs.(4.45) e (4.46), ou nas equagoes andlogas
Eqs.(4.47) e (4.48) para k < 0, sejam satisfeitas, entao segue que LTAL > 0.
Portanto, £ # 0 (vetor nulo) implica que LT AL > 0, conforme as consideracoes feitas no

final da secao anterior, o que permite concluir que a matriz A é definida positiva.



Capitulo 5

Condicoes acerca do tensor de
permeabilidade para gerar uma matriz

simétrica e definida positiva

O objetivo deste capitulo é investigar as restrigoes que deverao ser impostas no tensor de
permeabilidades de modo a garantir que o sistema linear associado a uma formulagao fraca das
equacoes de Darcy, com Multiplicadores de Lagrange relacionados ao fluxo normal e que apro-
ximam a pressao nas arestas, possua matriz simétrica e definida positiva. Assim, reescrevendo

as desigualdades presentes nas Eqs.(4.45) e (4.46) dadas no capitulo anterior obtém-se:
k* — k(rkos + 1 'kin) + 772 (k11)? > 0 e k* — k(rkoo + 17 ki) + 172 (ka2)® > 0.
Ou seja, usando o fato de que Ry = ko + r~ ki1 tem-se as seguintes funcoes quadraticas
B> —kRx +7r 2(kn)*>>0 e Kk —kRg+1r*(kx)*>0 (5.1)

cujos graficos podem ser vistos nas Figs.(5.1), (5.2) e (5.3).

Considere a Eq.(5.1) e defina, Ay = (Rg)? — 4r72(k11)? e Ay = (Rg)? — 472(kq2)?, res-
pectivamente, e lembre-se de que |k| < (k’lleQ)%, pois o tensor K é definido positivo; logo
det(K) > 0.

Apenas duas possibilidades podem ocorrer com A; e A,, sao elas: ou A; e Ay sao ambos
nulos ou possuem sinais contrarios.

Com efeito, primeiramente admita que A; > 0 e que Ay > 0. Como A; > 0 tem-se as

seguintes implicagoes:
(Ri)?=4r2(k11)* > 0 = (rkootr ki) —4r (k1) >0 = (rkao+r "k11)? > 41 %(kyy)?

(rkas + 17 "ki)? > (2r 'kn)? = vk + 1k > 2r

assim, tem-se que 7Tkoy > k.
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Mas, por outro lado, tem-se que Ay > 0 0 que leva as seguintes implicagoes:
(RK)2—47’2(/{722)2 >0 = (T]CQQ—FTil/{le)Z —4T2(k22)2 >0 = (7’]{722 —|—T’71k’11)2 > 4T2<k22)2

(7’]{322 + 7‘_1]{311)2 Z (2Tk22)2 — 7“]{?22 + T_lk'll Z 2Tk22 — ’f‘_lk’ll Z T‘k’gg

assim, tem-se que 7 1ky; > rkoo.
Dessa forma, tem-se que rkoy > 7 1ky1 e vk > rko, assim, para evitar contradicoes,
deve-se ter que rksy = r~'k;; ou, equivalentemente, é o mesmo que A; = Ay = 0. Pois, observe

que
Al =0 <— (RK>2 — 47’_2<l{311>2 =0 <— (Tk?gg + 7’_1]{?11)2 = 47’_2<k11>2 <

(rkag + 77 'knn)? = (2r 'kn)? <= rhop 1 kn =20k <=tk =1"kn

o que de maneira andloga se verifica que Ay =0 <= 71koy = r kyy.
Analogamente, a primeira possibilidade citada acima se verifica se for admitido que A; < 0
e que Ay < 0. Desta forma, as desigualdades dadas na Eq.(5.1) sao satisfeitas (veja a Fig.(5.1)),

pois neste caso tem-se
k* — kRy + 172 (kn)* = k* — kRk + 1°(ks2)® = (k — 0,5Rg)* > 0,

j& que a equacdo acima se anula somente quando k = 0,5Rx e rkoy = r~'k;;, mas isto conduz
a2k = 2(1{:111{22)%, ou seja, det(K) = kyikey — k* = 0, 0 que contradiz o fato de que det(K) > 0.

k = 0: Estudo dos valores de permeabilidades fora da diagonal principal do tensar K

T

\ ¥ - kBg + &

7 _ ponto onde £ assume o menor valor ¥
\ sqre (k). kez) /

menor raiz positiva [e]

"

3 - £ = P2k ou e = kgl |

fik): func. do segundo grau

ra
T
-
-,
|

¥
~
.

0 1 1 — & L 1 |

eixo k permeabilidades

Figura 5.1: gréfico associado as funcdes quadraticas que aparecem na Eq.(5.1), com r = 1, A; = 0 e k11 = kao.

Por outro lado, se A; e A, possuem sinais contrarios, isto é, se A;Ay < 0, entdo uma das
desigualdades dada na Eq.(5.1) serd sempre satisfeita. Por exemplo, se A; > 0 e Ay < 0 entdo
o grafico da fungao quadratica k? — kR +12(kez)? sera uma parédbola com concavidade voltada
para cima e que nao intersecta o eixo horizontal, pois a equacao do segundo grau referente a

A, nao possuird raizes reais devido ao fato de que Ay < 0, ou seja, k% — kRx + 7% (kyo)? > 0.
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Agora, com a finalidade de se investigar quais s@o os valores de k que satisfazem a outra
desigualdade (dada na Eq.(5.1)) referente a fungao quadratica k? — kR + r~2(k1)?, denote a
menor raiz da equagao do segundo grau k* — kR +r7%(ky1)? = 0 por 6; = 0,5 [RK — (Al)%},
e observe que ¢; > 0, denote, também, por k,,;, = 0,5Rx o ponto no qual a fungao quadratica
k* — kR + r~2(k11)? assume valor minimo (consulte as Figs.(5.2) e (5.3) para um melhor

entendimento). Note também que:

Rg

<k‘mm = (/{311]522)% < T = 4]€11]€22 < (RK)2 =

N

(F11k22)

4k11]€22 < (Tk?gg + 7’_1]{?11)2 = 4]€11]€22 < T2(k22)2 + 2]€11]€22 + 7“_2(]{511)2 =
7’2(1{?22)2 — 2k511]€22 + 7"_2(]{511)2 >0 < (’r‘kgg — T_lk’ll)Q > 0.

Além disto, observe que valem as seguintes desigualdades

=

51 < ’I”_lku < (klleQ) .
Com efeito, primeiramente note que:
Al >0 & T]CQQ > 7”_1]{511 = k22 > T_2l€11.

Dessa forma, tem-se que ki1koy > r72(ky1)? & (kllkm)% > r~ky1, o que mostra a segunda

desigualdade. Agora, para mostrar a primeira desigualdade, note que:

[NIES

O,5[RK — (Al) ] < T71k11 = RK — (Al)% < 27"71/€11 ~ RK < (Al)% + 27”71]€11 <~

(Ri)? < (Ri)? — 4r 2(kip)2 + 4(A)2r kg + 40 2(k11)? & 4(A)2r k1 >0 < A >0

o que se verifica. Mas como 0 < k < (ki1ka)?, entdao a outra desigualdade na Eq.(5.1) é
satisfeita se 0 < k < 4.

O caso em que A; < 0 e Ay > 0 é completamente analogo ao caso estudado anteriormente
e, assim, uma das desigualdades na Eq.(5.1) serd sempre valida e a outra serd satisfeita se
0 < k < 69, onde tem-se que 9y = 0,5 [RK — (Ag)%] e 0y < rkoy < (k?llk’gg)% < Kymin, COMO ja
visto acima.

Considerando k < 0 e utilizando um raciocinio analogo ao inicio deste capitulo, sao obtidas

as desigualdades a seguir:
k2 + kRK + 7"72<k11)2 > 0 e k2 + kRK + 7"2(k22)2 > 0. (52)

cujos graficos podem ser vistos nas Figs.(5.4) e (5.5) dados abaixo.
Com a mesma notacao usada anteriormente, se A; = Ay = 0, as desigualdades dadas na

Eq.(5.2) sao satisfeitas por que:

k2 + kR +72(k1y)? = k* + kRy + 1*(k2)* = (k+0,5Rk)* > 0;
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. 1 .. 2
pois k = —0,5Rk e Tkyy = r~'ky; conduziriam a det(K) = kjjkse — k* = 0, mas tem-se que
det(K) > 0.
k = 0: Estudo dos valores de permeabilidades fora da diagonal principal do tensor K k =0 Estudo dos valores de permeabilidades fora da diagonal principal do tensor K
F T T T T T = &0 T T
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Figura 5.2: gréfico associado as fungoes quadraticas Figura 5.3: grafico associado as fungoes quadraticas

dadas na Eq.(5.1), com r =1e Ay > 0. dadas na Eq.(5.1), com r = 1.

Se Ay > 0e Ay < 0 entao, pelo ja visto, k? +kRg +1%(kez)? > 0, pois Ay < 0. Considerando

a equagao do segundo grau k* + kRy + r~2(ki;)? = 0 (para um melhor entendimento ver
Figs.(5.4) e (5.5)), observe que p; = 0,5[ — Ri + (Al)%} = —0;, isto é, p; = —0; é a maior
raiz negativa e ainda —0,5Rx = —k,,;, € o ponto onde a fun¢ao assume valor minimo. Assim,

tem-se as seguintes desigualdades —k,,;, < —(]{511]{22)% < —r7tk; < p1. Como —(k’llkgg)% <
k < 0, entao a outra desigualdade na Eq.(5.2) é satisfeita se 0 > k& > —d;. O caso em que
A; < 0e Ay > 0 é completamente andlogo ao caso estudado anteriormente e, assim, uma das

desigualdades na Eq.(5.2) serd sempre vdalida e a outra sera satisfeita se 0 > k > —ds.

k < 0: Estudo dos valores de permeabilidades fora da diagonal principal do tensor K k < 0: Estudo dos valores de permeabilidades fora da diagonal principal do tensor K
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Figura 5.4: gréfico associado as fungoes quadraticas Figura 5.5: grafico associado as fungdes quadraticas

que aparecem na Eq.(5.2), com r = 1. que aparecem na Eq.(5.2), com r = %

Este capitulo serd finalizado considerando-se algumas observagoes a respeito dos valores de
k que aparecem fora da diagonal principal do tensor K de permeabilidades. Lembre-se de que
as condigoes impostas nas Eqs.(5.1) e (5.2) devem ser satisfeitas para garantir que o sistema
linear oriundo da formulagao fraca das equacoes de Darcy possua matriz simétrica definida

positiva. Concentrando a atengdo no caso em que k > 0 (pois, para k < 0, a andlise serd
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andaloga), considere as equagbes do segundo grau dadas abaixo:
k> —kRg +1 %(ki1)> =0 e k> —kRg +1*(ky)* = 0. (5.3)

Como demonstrado anteriormente, as condigoes apresentadas na Eq.(5.1) sao satisfeitas

quando 0 < k < ¢, sendo 0 a menor raiz positiva de uma das equacoes do segundo grau dadas
2r 72]{11

na Eq.(5.3) acima. Esta raiz pode ser reescrita como 0 = §; = —————— ou, ainda, como
Ry + (Ay)?
2r2k
0 =0y = Lﬂ Fixado o valor de kg, é facil ver que A; tende a —oo (logo, Ay > 0) e
Ri + (Ay)?

09 tende a zero, quando ki; tende a 4+00. Analogamente, fixado o valor de k1, é facil ver que
A, tende a —oo (logo, A > 0) e d; tende a zero, quando ksy tende a +o0o. Ou seja, em resumo

tem-se que:

1. fixado o valor de koy segue que Ay — —oco e d3 — 0 quando k;; — +00;

2. fixado o valor de ki1 segue que Ay — —o0 e ¢; — 0 quando kyy — +00.

Desta forma, se os valores da diagonal do tensor K forem muito diferentes em relagao a
ordem de grandeza, ou seja, se ki1 >> koo ou kg >> kyq1, entao os valores k deverao ser nulos
ou muito préximos de zero.

Portanto, nas condigoes descritas acima, o sistema linear associado a matriz global formada
pelos Multiplicadores de Lagrange A referida acima pode ser resolvido, por exemplo, pelo

método dos gradientes conjugados dado na secao 2.6 do Capitulo 2.



Capitulo 6

Conclusao

O célculo da velocidade de Darcy produzido com a metodologia apresentada neste trabalho
nao sofrera imprecisoes relativas a erros de integragao numérica, pois as integrais que aparecem
na Eq.(4.6) sado resolvidas analiticamente e nao sao aproximadas, por exemplo, pela regra do
trapézio, conforme os trabalhos de Almeida, Douglas e Pereira [4]; Douglas, Furtado e Pereira
[12] e Aquino et al. [5]. A regra do trapézio, por exemplo, facilita muito a resolucao do sistema
para a pressao; porém, a solucao do sistema sofre influéncia do erro de integracao e, portanto,
torna-se imprecisa. Utilizando a mesma malha computacional (os mesmos valores de h, e hy),
o método proposto aproximara esta solucao, de maneira mais precisa, sem a necessidade de se
fazer refinamentos de malha (diminui¢oes dos valores de h, e h,), que acarretariam no aumento
do esfor¢go computacional.

O método dos elementos finitos mistos e hibridos vai gerar um sistema linear, associado
a equagao da pressao, que possui matriz simétrica e definida positiva (se K for um tensor
as condigoes exibidas, por exemplo, nas Eqgs. (4.45) e (4.46) s@o suficientes para garantir tal
propriedade da matriz). Estas propriedades da matriz garantem a existéncia e a unicidade
da solugao do sistema linear, além de permitir que o método dos Gradientes Conjugados seja
utilizado na resolugao do mesmo.

Com base no Capitulo 5, pode-se concluir que se os elementos da diagonal principal do
tensor K forem iguais ou forem da mesma ordem de grandeza, entao a condic¢ao sobre k, o
elemento fora da diagonal principal, nao sera tao restrita quanto a condi¢ao do caso em que os
elementos ki1 e koo diferem muito em relacao a sua ordem de grandeza. Neste tltimo caso, a
condigao suficiente para garantir que a matriz global do sistema linear estudado seja definida
positiva sera satisfeita se os valores de k£ forem nulos ou estiverem muito proximos de zero.

A formulagao desenvolvida neste trabalho sera 1til, por exemplo, na investigacao de técnicas
numéricas para o calculo de permeabilidades efetivas (ou equivalentes) em meios porosos het-
€rogeneos.

A continuagao natural deste trabalho é o desenvolvimento de um método numérico para
simular escoamentos misciveis incompressiveis em meios porosos heterogéneos (veja Russel e

Wheeler [23]). Para isto serd preciso fazer o acoplamento da equacgao eliptica (que fornece
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a velocidade de Darcy) com uma equagao diferencial do tipo convecgao-difusao (veja Russel
e Wheeler [23]). Dois tipos de problemas serdo investigados: o problema linear do Tragador
Passivo (Almeida [3]) e o problema nao-linear (Almeida [3]), em que as equagbes diferenciais

parciais que governam o escoamento nao sao lineares.
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