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Resumo

A dinâmica quântica de sistemas de partícula única não-relativística envolvendo coor-
denadas não-comutativas, usualmente chamada mecânica quântica não-comutativa, tem
sido objeto de numerosas investigações. Neste trabalho estendemos esses estudos para o
caso de sistema de muitas partículas. Usamos como protótipo o modelo do gás de elé-
trons degenerado cuja dinâmica é bem conhecida no limite comutativo. Nosso objetivo
principal aqui é entender qualitativamente, em vez de quantitativamente, as principais
modi�cações induzidas pela presença de coordenadas não-comutativas. Primeiro veremos
que a não-comutatividade modi�ca a energia de correlação de troca enquanto preserva a
neutralidade elétrica do modelo. Logo, através da teoria de perturbações independente
do tempo juntamente com o mapa de Seiberg-Witten mostramos que o potencial de ioni-
zação é modi�cado pela não-comutatividade e, também, que o parâmetro não-comutativo
atua como uma temperatura de referência. Sendo assim, a não-comutatividade levanta a
degenerescência do gás de elétrons a temperatura zero.
Palavras-chave: Mecânica quântica não-comutativa; gás de elétrons; teoria quântica de
campo não-comutativa.
PACS Nos.: 03.65.Ca; 71.10.Ca; 11.10.Nx



Abstract

The quantum dynamics of nonrelativistic single particle systems involving noncommu-
tative coordinates, usually referred to as noncommutative quantum mechanics, has lately
been the object of several investigations. In this note we pursue these studies for the
case of multi-particle systems. We use as a prototype the degenerate electron gas whose
dynamics is well known in the commutative limit. Our central aim here is to understand
qualitatively, rather than quantitatively, the main modi�cations induced by the presence
of noncommutative coordinates. We shall �rst see that the noncommutativity modi�es
the exchange correlation energy while preserving the electric neutrality of the model. By
employing time-independent perturbation theory together with the Seiberg-Witten map
we show, afterwards, that the ionization potential is modi�ed by the noncommutativity.
It also turns out that the noncommutative parameter acts as a reference temperature.
Hence, the noncommutativity lifts the degeneracy of the zero temperature electron gas.
Keywords: Noncommutative quantum mechanics; electron gas; noncommutative quan-
tum �eld theory.
PACS Nos.: 03.65.Ca; 71.10.Ca; 11.10.Nx
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1 Introdução

Historicamente, a noção de coordenadas espaciais não-comutativas surgiu com Hei-

senberg quem, em uma carta a Peierls, sugeriu a existência de uma relação de incerteza

no espaço-tempo como uma possível maneira de eliminar as singularidades que aparecem

nos termos das auto-energias. Embora Heisenberg não tenha publicado algo a respeito,

sua idéia não parou por aí e, seguindo a seqüência Peierls → Pauli → Oppenheimer →
Snyder1, levou este último a escrever o primeiro artigo no assunto em 1947 [2]. Porém,

talvez devido ao sucesso da teoria de renormalização, essa proposta foi esquecida até

recentemente, quando reaparece através das teorias de corda e da gravitação quântica.

Muitos autores têm estudado efeitos causados por um espaço-tempo não-comutativo

sob pontos de vista matemático e físico. Para isso foi sugerido promover as coordenadas

do espaço-tempo (xi e x0) ao nível de operadores hermiteanos (Qi e Q0) que obedecem as

relações de comutação

[Qµ, Qν ] = iΘµν , (1.1)

com µ, ν = 0 . . . d − 1, onde d é a dimensão do espaço-tempo e Θµν é uma matriz an-

tisimétrica real e constante com unidades de área. Na Ref. [3], foi proposta uma teoria

de Yang-Mills imersa em um torus não-comutativo. A presença do tensor constante Θµν

implica na violação da simetria de Lorentz enquanto que causalidade requer Θ0i = 0. No

entanto Connes et al.[4] provam que ela surge como um limite de�nido da teoria de corda
1Para maiores detalhes históricos veja [1] e referências dentro desta.
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� supostamente a teoria de corda não conteria tais �defeitos� �, onde a não-covariância

surge a partir do valor esperado do campo de fundo. A teoria de Yang-Mills supersimé-

trica não-comutativa (NCSYM) também foi extraída por Seiberg & Witten [5] partindo

de uma corda aberta na presença de um campo magnético constante.

Dessa maneira, a teoria de corda impulsionou a retomada de idéias de teorias físicas

contidas em variedades do espaço-tempo não-comutativas, iniciando-se estudos detalhados

sob vários aspectos da teoria de campos nessas variedades. Através de cálculos explícitos

de laços para casos onde Θ0i = 0 (espaço não-comutativo), foi mostrado que a teoria

φ4 até dois laços [6, 7] e a Eletrodinâmica Quântica não-comutativa (NCQED) até um

laço [8�10] são renormalizáveis. Já no caso Θ0i 6= 0, viu-se que a teoria não é unitária

no que diz respeito a matriz S [11, 12] nem causal, não se apresentando atraente como

uma teoria de campo. Como outro aspecto negativo também podemos citar o apareci-

mento das divergências infravermelhas em teorias massivas (mecanismo UV/IR) geradas

pela não-comutatividade. Neste caso, após as divergências ultravioletas serem controla-

das através do processo de renormalização, surgem as infravermelhas como um problema

adicional. A introdução de supersimetria em teorias de calibre Abelianas (NCSQED) e

não-Abelianas (NCSYM) até um laço de perturbações foi estudada em [13�16], onde foi

demonstrado que a presença da supersimetria leva ao desaparecimento das divergências

UV/IR não-integráveis. Mais detalhes em assuntos relacionados podem ser encontrados

nos já existentes artigos de revisão [17�21] e também na literatura especializada.

O reaparecimento de modelos envolvendo variedades do espaço-tempo não-comutati-

vas também foi impulsionado pelo fato de serem de grande interesse para a formulação da

teoria quântica da gravitação (QG). A idéia é que a comutatividade do espaço-tempo é

perdida na escala de Planck [22]
(
λP = (G~/c3)

1/2 ≈ 1.6× 10−33cm
)
. Isso levaria, talvez,

a uma relação de comutação conforme a da Eq. (1.1), sendo Θµν , neste caso, uma matriz

constante da ordem do quadrado do comprimento de Planck. Essa relação impõe possíveis

limitações na precisão da localização de eventos no espaço-tempo, o que de fato deve ser

uma característica de uma teoria quântica da gravitação. Mesmo no âmbito da teoria da
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gravitação de Einstein, quando combinada com o princípio de incerteza de Heisenberg,

somos levados a concluir que o espaço-tempo ordinário (comutativo)2 perde qualquer

signi�cado operacional em escalas muito pequenas. Basta pensarmos no caso de uma

medição nas coordenadas espaço-temporais: quanto maior a precisão nas medidas do

espaço-tempo (∆xµ) maior será a incerteza na medição dos momenta (∆pµ), que estão

presentes no cálculo do tensor momentum-energia (Tµν). O efeito desta medida, por sua

vez, em vista da equação de Einstein da Relatividade Geral para a métrica ηµν

Rµν − 1

2
R ηµν = 8π Tµν , (1.2)

em coordenadas naturais (~ = G = c = 1), gerará um campo gravitacional cada vez mais

intenso. Quando o campo gravitacional se torna tão forte a ponto de não deixar a luz

ou qualquer outro sinal escapar, o signi�cado operacional não pode mais ser relacionado

a localização. Em [22] é investigado como restringir localidade de maneira a prevenir a

formação de buracos negros no curso de uma medida, ou seja, os ∆xµ são restringidos de

modo a não serem simultaneamente muito pequenos.

Ainda sob o ponto de vista de gravitação, resultados da gravitação quântica canô-

nica3 mostram que a quantização do espaço-tempo deve causar pequenas violações na

sua simetria, as quais poderiam ser diretamente observadas através do comportamento

de partículas altamente energéticas ou de partículas que viajam longas distâncias. Uma

possibilidade de violação, comum a vários (mas certamente não a todos) os modelos da

gravitação quântica, é a quebra da invariância de Lorentz. Vale dizer que uma das formas

dessa quebra ocorrer seria caso a geometria do espaço-tempo fosse não-comutativa. Em

um modelo fenomenológico proposto [23], efeitos da violação de Lorentz são introduzi-

dos na chamada relação de dispersão, que relaciona a energia e momentum da partícula.

Como resultado, fótons de diferentes freqüências viajariam com diferentes velocidades.
2Usaremos eventualmente o termo ordinário para se referir a espaços cujas coordenadas espaciais

comutam.
3Também conhecida como loop quantum gravity ou gravitação quântica por laços.
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Tal efeito poderia potencialmente deformar pulsos de radiação vindos de distantes γ-ray

bursts (explosões de raios gama) de uma forma que seja observável. De outro modo,

em [24] é considerada a radiação síncrotron emitida por elétrons circulando num campo

magnético na nebulosa Crab. Estes devem mover-se próximos à velocidade da luz, atin-

gindo altas energias. Se invariância de Lorentz é quebrada, a velocidade máxima dos

fótons e elétrons podem ser diferentes, impondo assim um corte na freqüência produzida

pela radiação síncrotron. Assumindo um comportamento de fótons e elétrons em baixas

energias descrito por uma �teoria de campos local efetiva� e através de observações de

radiação com freqüências além da freqüência de corte, a análise feita por Jacobson et al.

con�gura um novo limite rigoroso na invariância de Lorentz. Fenomenologia de efeitos

apresentados na escala de Planck têm começado a surgir. Maiores detalhes nesse assunto

podem ser encontrados no artigo de revisão [25] e em referências dentro deste.

Por outro lado, mecânica quântica não-comutativa (NCQM) também tem sido alvo

de testes [26�29]. No caso de NCQM, estamos interessados em achar conseqüências fe-

nomenológicas da presença de um espaço não-comutativo, conforme descrito em [26]: �

...deixando de lado interesses de teoria de campos, que são mais acadêmicos.� O principal

resultado, no caso de sistemas de partícula única, é o de que a modi�cação da álgebra

simultânea obedecida pelos operadores de posição básicos age como uma fonte de novas

interações que devem ou não preservar as simetrias originais. Um exemplo é o traba-

lho de Chaichian et al. [26], onde, para pequenos valores de Θij, a não-comutatividade

atua no caso do átomo de Hidrogênio como uma nova interação, introduzindo correções

ao Lamb Shift (desvio Lamb) e selecionando uma direção preferencial ao sistema (des-

vio Lamb polarizado) devido à quebra de simetria introduzida pela não-comutatividade.

Também em [29] é mostrado o efeito desse tipo de espaço no caso de um Oscilador Harmô-

nico bidimensional, onde Girotti estuda diferentes casos limites da matriz Θij, sendo de

maior interesse para nós o caso de pequena não-comutatividade, em que esse parâmetro

se apresenta, pela sua forma funcional, como uma temperatura de referência.

Corroborando o acima explanado, procuraremos estudar as conseqüências de intro-
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duzir coordenadas espaciais não-comutativas para o caso de sistemas não-relativísticos de

muitas partículas. Diferentemente da situação de partícula única [26] e devido ao fato de

que a não-comutatividade apresenta-se apenas através dos termos de interação, contribui-

ções locais (efeitos microscópicos) do sistema onde encontramos uma direção preferencial

não serão estudados. Estaremos apenas interessados em desvendar as conseqüências fe-

nomenológicas globais provocadas pela não-comutatividade. Casos limites como o de

pequeno Θij serão de grande interesse.
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2 Espaço-tempo não-comutativo e o
produto de Grönewold-Moyal

Como veremos no Capítulo 4, a maneira pela qual os efeitos da não-comutatividade,

sentidas por meio das novas coordenadas na Eq. (1.1), aparecem no desenvolvimento do

problema que estamos interessados se dá através do produto de Grönewold-Moyal [30,

31], ou produto-?. Se torna então importante, aqui, fazer uma exposição que mostre as

principais propriedades deste produto. Começamos por introduzir, ainda no âmbito de

um espaço-tempo genérico d-dimensional, a de�nição do operador T (k) como

T (k) ≡ eikµQµ

, (2.1)

onde os k's são números complexos. A partir da Eq. (1.1) vemos que os operadores Q's

são auto-adjuntos, o que implica em

T †(k) = T (−k) , (2.2)

da mesma forma que o caráter constante da matriz Θµν , cujo comutador
[
Qu, Θλ,σ

]
= 0,

leva a

T (k)T (k′) = T (k + k′)e−
i
2
kµk′νΘµν

, (2.3)

quando invocamos a fórmula de Baker-Campbell-Housdorf: eAeB = eA+Be
1
2
[A,B] para

[A,B] sendo um número complexo. Ainda obtemos
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trT (k) = (2π)d

d−1∏
µ=0

δ(kµ) (2.4)

como sendo o traço tomado com relação ao espaço de representação [32].

Associamos agora uma função clássica φ(x) com o operador Φ de acordo com a ope-

ração

φ(x)→ Φ = Ω [φ] =
1

(2π)d

∫
dx

∫
dk T (k) eikµxµ

φ(x)

=
1

(2π)d

∫
dk T (k) φ̃(k) , (2.5)

sendo dξ = ddξ (ξ = x, k) e

φ̃(k) ≡
∫

dx eikµxµ

φ(x) , (2.6)

igual a transformada de Fourier de φ(x). O mapeamento inverso Φ → φ(x) = Ω−1 [Φ] é

obtido fazendo-se uso das Eqs. (2.2) e (2.3) e (2.4). Obtemos então

φ(x) =

∫
dk

(2π)d
e−ikµxµ

tr
[
ΦT †(k)

]
. (2.7)

Podemos, neste ponto, introduzir o produto-? como sendo

φ1(x) ? φ2(x) =

∫
dk

(2π)d
e−ikµxµ

tr
[
Φ1Φ2T

†(k)
]

, (2.8)

e, de forma mais geral,

φ1(x) ? φ2(x) ? · · · ? φn(x) =

∫
dk

(2π)d
e−ikµxµ

tr
[
Φ1Φ2 · · ·ΦnT †(k)

]
. (2.9)

Se integramos em x a Eq. (2.9), e ressaltando, a partir da Eq. (2.1), que T †(0) = I,
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chegamos ao resultado

∫
dxφ1(x) ? φ2(x) ? · · · ? φn(x) = tr [Φ1Φ2 · · ·Φn] , (2.10)

o que implica em dizer que a integral do produto-? é invariante frente a permutações

cíclicas entre as funções φ devido ao caráter invariante do traço com relação a permutações

cíclicas dos operadores Φ.

Voltamos agora nossos esforços para exprimir a forma do produto-? mostrado nas

Eqs. (2.8) e (2.9) de forma que seja exibida, entre outras coisas, sua natureza não-local.

Fazendo uso das Eqs. (2.3), (2.4) e (2.6) obtemos

tr
[
Φ1Φ2T

†(k)
]

=

∫
dk1

(2π)d
φ̃(k1)

∫
dk2

(2π)d
φ̃(k2)tr

[
T (k1)T (k2)T

†(k)
]

=

∫
dk1 φ̃(k1)

∫
dk2

(2π)d
φ̃(k2)e

− i
2
kµ
1 kν

2Θµν δ(d)(k1 + k2 − k) , (2.11)

de forma que quando inserida na Eq. (2.8) equivale a escrever

φ1(x) ? φ2(x) =

∫
dk

(2π)d
e−ikµxµ

tr
[
Φ1Φ2T

†(k)
]

=

∫
dk e−ikµxµ

∫
dk1

(2π)d
φ̃(k1)

∫
dk2

(2π)d
φ̃(k2)e

− i
2
kµ
1 kν

2Θµν δ(k1 + k2 − k)

=
∞∑

n=0

1

n!

∫
dk1

(2π)d
φ̃(k1) eikµ

1 xµ

∫
dk2

(2π)d
φ̃(k2) eikµ

2 xµ

(
− i

2
kµ

1 kν
2Θµν

)n

=
∞∑

n=0

1

n!

(
i

2

)n

[∂µ1∂µ2 · · · ∂µnφ1(x)] Θµ1ν1Θµ2ν2 · · ·Θµnνn [∂ν1∂ν2 · · · ∂νnφ2(x)]

= φ1(x) exp

(
i

2

←−
∂µΘµν−→∂ν

)
φ2(x) , (2.12)

onde ∂µ ≡ ∂
∂xµ . Esta é a forma explícita do produto-? (produto de Grönewold-Moyal [30,

31]). Neste ponto podemos apresentar outra propriedade importante do produto-? que

usaremos no decorrer do trabalho. Esta envolve a integral do produto-? entre duas funções
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φ1(x) e φ2(x). Calculando a integral

∫
dx [∂µφ1(x)] Θµν [∂νφ2(x)]

= Θµν

∫
dx ∂µ {φ1(x) [∂νφ2(x)]} −

∫
dxφ1(x) Θµν [∂µ∂νφ2(x)]︸ ︷︷ ︸

=0

= Θµν

∫

Σ

dΣµ φ1(x) [∂νφ2(x)] = 0 , (2.13)

onde representamos uma foliação do espaço-tempo d-dimensional pela superfície in�nita Σ

de d−1 dimensões. Usamos, então, o fato de que ao menos uma das funções na Eq. (2.13)

deve anular-se quando integrada nessa superfície in�nita Σ por se tratar, geralmente, de

um campo ou função convergente, como será o nosso caso. Desta forma, fazendo uso da

Eq. (2.13) na Eq. (2.12) obtemos

∫
dxφ1(x) ? φ2(x)

=
∞∑

n=0

1

n!
[∂µ1∂µ2 · · · ∂µnφ1(x)] Θµ1ν1Θµ2ν2 · · ·Θµnνn [∂ν1∂ν2 · · · ∂νnφ2(x)]

=
∞∑

n=0

1

n!

[
∂µ1 · · · ∂µn−1

]
Θµ1ν1 · · ·Θµn−1νn−1

[
∂ν1 · · · ∂νn−1

]

×
∫

dx ∂µnφ1(x)Θµnνn∂νnφ2(x)

=

∫
dxφ1(x)φ2(x) , (2.14)

que é a segunda propriedade relevante do produto-? para o presente trabalho.
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3 O modelo do gás de elétrons
degenerado

Consideramos o modelo idealizado do gás de elétrons de alta densidade o qual ocupa

um volume V = L3. Este é um modelo simples que equivale a uma primeira aproximação

para um metal ou plasma. Como é geralmente assumido, os elétrons (carga elétrica −e)

estão na presença de um fundo uniforme de ions positivos (carga elétrica +e), o que

assegura a neutralidade do sistema total. Para que isso ocorra, o número de elétrons

deve ser igual ao número de ions (N). Os ions são substancialmente mais pesados que os

elétrons e serão, portanto, considerados como estáticos. Apesar de esse sistema ter sido

extensivamente descrito em livros-textos [33], faremos um pequeno parêntese aqui para

citar os principais resultados. Por escolha, os graus de liberdade dos elétrons (E) são

as posições em coordenadas Cartesianas {Xj
a , E} e momenta lineares {P j

a , E}, juntamente

com os spins {Sj
a , E}. Letras minúsculas do começo do alfabeto Latino (a, b, . . .) designam

partículas, enquanto letras minúsculas do meio do alfabeto Latino (i, j, . . .) apenas tomam

valores de 1 a 3 e identi�cam as componentes Cartesianas do correspondente observável.

Observáveis associados aos elétrons comutam com aqueles associados com os ions. O

espaço de fase dos graus de liberdade dos elétrons obedecem à álgebra de tempos iguais

padrão
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[
X i

a , E , Xj
b , E

]
= 0 , (3.1a)

[
X i

a , E , P j
b , E

]
= i ~ δij δab , (3.1b)

[
P i

a , E , P j
b , E

]
= 0 . (3.1c)

Enfatizamos que todos os observáveis de posição comutam entre si. A álgebra para as

variáveis do espaço de fase dos ions podem ser obtidas a partir da Eq. (3.1) substituindo-se

E por B. A álgebra dos componentes de spin não necessita ser mostrada explicitamente.

Estruturalmente, a forma mais geral do Hamiltoniano total resulta

H = HE + HB + HEB . (3.2)

O Hamiltoniano HE descreve a dinâmica de elétrons livres na presença da interação

Coulombiana existente entre eles. Portanto, na representação de posição (X i | ~x 〉 =

xi | ~x 〉 , P i → pi = − i ~ ∂/∂xi),

HE =
N∑

a=1

pi
a,E pi

a,E

2m
+

1

2

N∑

a6=b=1

V (| ~xa , E − ~xb , E |) , (3.3)

onde

V (|~r|) = e2 e−µ |~r|

|~r| (3.4)

e µ é um fator necessário para assegurar, no limite termodinâmico, a convergência de

cada termo presente no lado direito da Eq. (3.2) [33]. De fato, devido ao caráter de longo

alcance do potencial coulombiano, cada um desses termos divergem individualmente no

limite N → ∞ e V → ∞, com n = N/V = constante. Porém, a soma de todos os

termos deve ser �nita devido à neutralidade do sistema como um todo. Neste caso, então,
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µ eventualmente toma o limite µ → 0. Como estaremos interessados nas propriedades

elásticas do meio, como por exemplo a energia por partícula E/N , tomamos primeiro o

limite L→∞ e então µ→ 0 ou, de outra forma, µ−1 << L.

Para HB escrevemos

HB =
1

2

N∑

a 6=b=1

V (| ~xa , B − ~xb , B |)

→ 1

2

∫
d3xa , B

∫
d3xb , B n(~xa , B) n(~xb , B) V (| ~xa , B − ~xb , B |). (3.5)

A ausência do termo cinético na Eq. (3.5) re�ete o fato de os ions serem estáticos. Além

disso, a natureza contínua do fundo de ions é tomada em conta na troca da soma discreta

pela integral contínua. Para isso é introduzida uma nova variável, n(~xa , B), conhecida

como densidade de ions. Finalmente, HEB é dado por

HEB = −
N∑

a=1

N∑

b=1

V (| ~xa , E − ~xb , B |)

→ −
N∑

a=1

∫
d3xb , B n(~xb , B) V (| ~xa , E − ~xb , B |). (3.6)

Deveremos estar sempre trabalhando na aproximação n(~xa , B) = constante = N/V . Desta

forma reescrevemos as Eqs. (3.5) e (3.6) como

HB =
e2

2

(
N

V

)2 ∫
d3xa , B

∫
d3xb , B

e−µ| ~xa , B − ~xb , B |

| ~xa , B − ~xb , B |

=
e2

2

(
N

V

)2 ∫
d3xa , B

∫
d3z

e−µz

z

=
e2

2

N2

V

4π

µ2
, (3.7)

e
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HEB = −e2N

V

N∑
a=1

∫
d3xb , B

e−µ| ~xa , E − ~xb , B |

| ~xa , E − ~xb , B |

= −e2N

V

N∑
a=1

∫
d3z

e−µz

z

= −e2N2

V

4π

µ2
(3.8)

onde tomamos vantagem da invariância translacional frente ao caráter uniforme e in�nito

do meio para passar da primeira para a segunda linha nas Eqs. (3.7) e (3.8). A divergência

de cada termo da Eq. (3.2) é explicitamente mostrada nas duas últimas equações através

do parâmetro µ. Somando-se os resultados dessas equações na Eq. (3.2) obtemos

H = −e2

2

N2

V

4π

µ2
+ HE . (3.9)

Basta, então, calcularmos o termo HE. Para isso usamos o formalismo da segunda quan-

tização [33], passando de HE para Hseg
E

HE → Hseg
E

= H0 + VE , (3.10)

com

H0 =
∑

~k1λ1

∑

~k2λ2

c†~k1λ1

〈
~k1λ1

∣∣∣ P i
a , EP i

a , E

2m

∣∣∣~k2λ2

〉
c~k2λ2

, (3.11)

representando o termo da energia cinética dos elétrons, e
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VE =
1

2

∑

~k1λ1

∑

~k2λ2

∑

~k3λ3

∑

~k4λ4

c†~k1λ1
c†~k2λ2

〈
~k1λ1

~k2λ2

∣∣∣V
(∣∣∣ ~Xa , E − ~Xb , E

∣∣∣
) ∣∣∣~k3λ3

~k4λ4

〉

× c~k4λ4
c~k3λ3

(3.12)

sendo o termo de interação. Aqui, c†~kλ
(c~kλ) são os operadores de criação (aniquilação)

dos elétrons de momentum ~k e spin λ (λ = ±1). Estes operadores, obviamente, obedecem

uma álgebra de anticomutadores [33] devido a sua natureza fermiônica. Escrevemos agora

Φ~kλ(~x) ≡ 〈 ~x |~kλ 〉 = V −
1
2 ei ~x·~k ηλ , (3.13)

como sendo a função de onda do elétron livre, onde as duas funções de spin para spin-up

e spin-down ao longo do eixo-z são escritas como

η↑ =




1

0


 , η↓ =




0

1


 . (3.14)

Além disso,

ki =
2πni

L
, i = 1, 2, 3 and ni = ±1, ±2, . . . (3.15)

é o momentum periodicamente quantizado. Podemos então desenvolver o cálculo do

elemento de matriz na Eq. (3.11)

〈
~k1λ1

∣∣∣ P 2
a , E

2m

∣∣∣~k2λ2

〉
= (2mV )−1

∫
d3xa , E e−i~k1·~xa , Eη†λ1

(−~2∇2
a,E) ei~k2·~xa , Eηλ2

=
~2k2

2

2mV
δλ1λ2

∫
d3xa , E ei(~k2−~k1)·~xa , E

︸ ︷︷ ︸
V δ~k1

~k2

=
~2k2

2

2m
δλ1λ2 δ~k1

~k2
, (3.16)
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que nos leva a

H0 =
∑

~kλ

~2k2

2m
c†~kλ

c~kλ . (3.17)

Para o caso do elemento de matriz na Eq. (3.12) obtemos

〈
~k1λ1

~k2λ2

∣∣∣ V
(∣∣∣ ~Xa , E − ~Xb , E

∣∣∣
) ∣∣∣~k3λ3

~k4λ4

〉

=
[
ηλ1(a)† ⊗ ηλ2(b)

†] [ηλ3(a)⊗ ηλ4(b)]
e2

V 2

∫
d3xa , E

∫
d3xb , E e−i~k1·~xa,E e−i~k2·~xb,E

× e−µ|~xa,E−~xb,E |

|~xa,E − ~xb,E| ei~k3·~xa,E ei~k4·~xb,E

=
e2

V
δλ1λ3δλ2λ4 δ~k1+~k2,~k3+~k4

4π(
~k1 − ~k3

)2

+ µ2

, (3.18)

cujo resultado, substituído na Eq.(3.12) dá

VE =
e2

2V

∑

~k~q~p

∑

λ1λ2

4π

q2 + µ2
c†~k+~q,λ1

c†~p−~q,λ2
c~pλ2 c~kλ1

, (3.19)

com q ≡ |~q|. Como prática comum, escolhemos ~q para designar o momentum transferido

da reação ~p + ~k → (~p − ~q) + (~k + ~q), fazendo as mudanças ~k4 → ~p e ~k3 → ~k onde

~q ≡ ~p−~k2 = −~k +~k1. Para resolver as Eqs. (3.7), (3.8) e (3.18), temos usado o resultado

∫
d3z V (|~z|) ei ~q·~z =

4π e2

q2 + µ2
, (3.20)

válido no limite termodinâmico (N, V →∞).

Faremos agora a seguinte separação:

VE = VE(~q = 0) + HI , (3.21)
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onde

VE(~q = 0) =
e2

2V

4π

µ2

∑

~k~p

∑

λ1λ2

c†~k,λ1
c†~p,λ2

c~pλ2 c~kλ1

=
e2

2V

4π

µ2

∑

~k~p

∑

λ1λ2

c†~k,λ1
c~kλ1

(
c†~p,λ2

c~pλ2 − δ~p~kδλ1λ2

)

=
e2

2V

4π

µ2

(
N̂2 − N̂

)
→ e2

2V

4π

µ2

(
N2 −N

)
(3.22)

contém apenas o modo ~q = 0 da soma em ~q e, por sua vez,

HI =
2π

V

∑

~k~p~q

′∑

λ1λ2

e2

q2
c†~k+~q , λ1

c†~p−~q , λ2
c~p , λ2 c~k , λ1

(3.23)

contém a soma nos modos ~q 6= 0, sendo N̂ o operador número de ocupação reconhecido

como

N̂ =
∑

~kλ

c†~kλ
c~kλ . (3.24)

Como deveremos estar sempre lidando com estados onde o número total de partículas

N é �xo, trocamos os operadores N̂ pelos seu autovalor N . Além disso, a linha ao

lado do símbolo
∑

indica que o momentum ~q = 0 não é incluído na soma. Podemos

então reescrever o hamiltoniano total em segunda quantização (H) coletando os dados

das Eqs.(3.9), (3.17), (3.23), resulta

H = −N
e2

2V

4π

µ2
+ H0 + HI . (3.25)

Conforme já argumentamos, estamos interessados apenas em propriedades do meio para

cada partícula, ou por partícula, que devem ser �nitas, de forma que na Eq. (3.25), pela

condição de tomarmos primeiro o limite L→∞ e após µ→ 0, chegamos �nalmente à
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H = H0 + HI , (3.26)

sendo H0 dado pela Eq. (3.17) e HI pela Eq. (3.23), as quais são �nitas no limite µ→ 0,

mantendo a neutralidade do sistema como um todo.

Dentro do formalismo da teoria de perturbações independente do tempo, os principais

resultados, incluindo contribuições até segunda ordem, podem ser resumidas da seguinte

forma. A energia do estado fundamental não perturbado (energia de Fermi E
(0)
0 ) é dada

por [33]

E
(0)
0 =

e2

2a0

N
2.21

r2
s

, (3.27)

onde a0 é o raio de Bohr, rs ≡ r0/a0 e 4
3
πr3

0 = V/N . A primeira e segunda correções

perturbativas deste resultado são, respectivamente [33�36],

E
(1)
0 = − e2

2a0

N
0.916

rs

, (3.28)

e

E
(2)
0 =

e2

2a0

N
[
ε
(2) r
0 + ε

(2) b
0

]
=

e2

2a0

N [0.0622 ln rs − 0.094] . (3.29)

Aqui [37],

ε
(2) b
0 =

3

16π5

∫
d3q

q2

∫

|~k+~q|>1

d3k

∫

|~p−~q|>1

d3p
ξ(1− k) ξ(1− p)

[~q·(~q + ~k− ~p)](~q + ~k− ~p)2

=
1

3
ln 2 − 3

2π2
ζ(3) ≈ 0.048 , (3.30)

é a energia de correlação de troca em unidades de Rydberg. Designaremos por ξ(x) a

função degrau de Heaviside. De forma a trabalhar com os vetores adimensionais (~p)
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de�nimos kF ~p ≡ ~p, onde kF ≡
(

9π
4

) 1
3 r−1

0 é o número de onda de Fermi. Também,

p ≡ |~p|. Neste ponto acaba nosso breve resumo sobre o gás de elétron degenerado.
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4 O modelo do gás de elétrons em
um espaço não-comutativo

Vamos, en�m, ao estudo das implicações da troca X i
a , E → Qi

a , E, P i
a , E → P i

a , E, com

o espaço de fase agora obedecendo a álgebra de tempos iguais1

[
Qi

a , E , Qj
b , E

]
= 2 i δab Θij

E , (4.1a)
[
Qi

a , E , P j
b , E

]
= i ~ δij δab , (4.1b)

[
P i

a , E , P j
b , E

]
= 0 . (4.1c)

A característica distinta dos novos observáveis de posição (Qi
a , E) é que eles não comutam

entre si. Esse tipo de não-comutatividade é caracterizada pela matriz antisimétrica cons-

tante (Θij
E). Uma representação explícita para esta álgebra já foi obtida [26�29] a partir

do fato que (veja as Eqs. (3.1) e (4.2))

Qi
a , E = X i

a , E −
1

~
Θij

E P j
a , E . (4.2)

Uma modi�cação similar poderia ser introduzida para os ions. No entanto, por estes

serem estáticos, a Eq. (4.2) se reduz a Qi
a , B = X i

a , B.

O primeiro passo para introduzirmos essa nova álgebra de comutadores no desenvol-

vimento do problema consiste em fazermos algumas considerações com respeito ao espaço
1Por motivo de conveniência adicionamos um fator 2 na relação de comutação das coordenadas espa-

ciais a �m de não carregar o fator 1
2 dentro do produto-? visto na Eq. (2.12).
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onde representaremos o estado do sistema |Ψ 〉 e ao próprio estado. Assumimos, então,

que o espaço de Hilbert do sistema onde os operadores correspondentes às variáveis do

espaço de fase obedecem a Eq. (4.1a) pode ser consistentemente tomado igual ao espaço

de Hilbert do seu contraponto comutativo [26]. Assim, a equação dinâmica que descreve

um estado |Ψ 〉 é dada pela equação de Schrödinger H |Ψ 〉 = i~ d
dt
|Ψ 〉. Desta forma, no

que diz respeito aos Hamiltonianos na Eq. (3.2), a troca X i
a , E → Qi

a , E, P i
a , E → P i

a , E

induz a mudança H → H, de forma tal que

H = HE + HB + HEB , (4.3)

onde

HE =
N∑

a=1

pi
a,E pi

a,E

2m
+

1

2

N∑

a 6=b=1

V
(∣∣∣ ~φa , E − ~φb , E

∣∣∣
)

, (4.4)

HB =
1

2

∫
d3xa , B

∫
d3xb , B n(~xa , B) n(~xb , B) V (| ~xa , B − ~xb , B |)

= HB , (4.5)

e

HEB = −
N∑

a=1

∫
d3xb , B n(~xb , B) V

(∣∣∣ ~φa , E − ~xb , B

∣∣∣
)

. (4.6)

Por razões de simplicidade, foi introduzida, a partir da Eq. (4.4), a notação

φi
a , E ≡ xi

a , E −
1

~
Θij

E pi
a , E . (4.7)

Como já foi declarado, {xi
a , E} denota o conjunto de autovalores do operador X i

a , E, ao

passo que pi
a , E ≡ −i~∂/∂xi

a , E representa P i
a , E na base de�nida pelos autovetores comuns
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de {X i
a , E}.

Investigamos agora a ação do termo V
(∣∣∣~φa , E − ~xb , B

∣∣∣
)
atuando sobre uma função ar-

bitrária, porém diferenciável, Ψ(xi
a , E , xi

b , B). Ao levarmos em conta a Eq. (4.7) é possível

veri�car que

V

(∣∣∣∣ xi
a , E −

1

~
Θij

E pj
a , E − xi

b , B

∣∣∣∣
)

Ψ(xi
a , E , xi

b , B)

=
1

(2π)3/2

∫
d3k Ṽ (~k) ei ki(xi

a , E − 1
~ Θij

E pj
a , E −xi

b , B) Ψ(xi
a , E , xi

b , B)

=
1

(2π)3/2

∫
d3k Ṽ (~k) ei~k·(~xa , E − ~xb , B) e

−ki Θij
E ∂j

~xa,E Ψ(xi
a , E , xi

b , B)

= V
(∣∣ xi

a , E − xi
b , B

∣∣) e
i
←−
∂i

~xa,E
Θij

E

−→
∂j

~xa,E Ψ(xi
a , E , xi

b , B)

= V
(∣∣ xi

a , E − xi
b , B

∣∣) ?a,E Ψ(xi
a , E , xi

b , B) . (4.8)

onde Ṽ (~k) é a transformada de Fourier da função V (|~x|) e

V (| ~xa , E − ~xb , B |) ?a Ψ(xi
a , E , xi

b , B)

≡ V (| ~xa , E − ~xb , B |) e
i
←−
∂i

~xa,E
Θij
−→
∂j

~xa,E Ψ(xi
a , E , xi

b , B) (4.9)

é o produto de Grönewold-Moyal ou produto-? o qual trabalhamos no Capítulo 2. Note que

xi
a , E não comuta com pi

a , E mas, no entanto, comuta com Θij
E pj

a , E devido à antisimetria

de Θij
E . Essa observação é de extrema importância para que se chegue na última igualdade

da Eq. (4.8). Além do mais, já que apenas as coordenadas dos elétrons são sensíveis ao

produto-? eliminamos o subscrito E ao passar da Eq. (4.8) para a Eq. (4.9). Chamamos

novamente a atenção para
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∫
d3xφ1(x) ? φ2(x) =

∫
d3xφ1(x)φ2(x) , (4.10a)

∫
d3xφ1(x) ? φ2(x) ? φ3(x) =

∫
d3xφ3(x) ? φ1(x) ? φ2(x)

=

∫
d3xφ2(x) ? φ3(x) ? φ1(x) , (4.10b)

como as propriedades mais relevantes do produto-? [18�21] a que terão um papel chave

nos desenvolvimentos que estão por vir. Aqui, a função convergente no in�nito a que

mencionamos no Capítulo 2 para que a Eq. (4.10a) seja satisfeita será sempre dada pelo

potencial V (|~x|) da Eq. (3.4) que tende a zero no limite (L→∞).

Direcionamo-nos, agora, ao cálculo de HEB. Substituindo a Eq. (4.8) na Eq. (4.6)

obtém-se,

HEB Ψ(xi
c , E , xi

d , B) = −
N∑

a=1

∫
d3xb , B n(~xb , B) V

(∣∣∣∣ xi
a , E −

1

~
Θij

E pj
a , E − xi

b , B

∣∣∣∣
)

× Ψ(xi
c , E , xi

d , B)

= −N

V

N∑
a=1

∫
d3xb , B V

(∣∣ xi
a , E − xi

b , B

∣∣) ?a Ψ(xi
c , E , xi

d , B)

= −N

V

N∑
a=1

[∫
d3z V (|~z|)

]
?a Ψ(xi

c , E , xi
d , B)

= HEB Ψ(xi
c , E , xi

d , B) , (4.11)

o qual, em vista da arbitrariedade de Ψ(xi
c , E , xi

d , B), equivale a escrever

HEB = HEB , (4.12)

como uma identidade operatorial. Assim, a não-comutatividade dos observáveis de posi-

ção dos elétrons não afeta o Hamiltoniano HEB. Essa é uma conseqüência da estrutura

contínua assumida para os íons de fundo.
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Para completar o Hamiltoniano total restou estudar as modi�cações induzidas pela

não-comutatividade em HE. Da mesma forma como no caso comutativo, representado

pelas Eqs. (3.17) e (3.23), através do formalismo de segunda quantização obtemos

HE = H0 + VE , (4.13)

onde H0 é dado na Eq. (3.17), enquanto

VE =
1

2

∑

~k1λ1

∑

~k2λ2

∑

~k3λ3

∑

~k4λ4

c†~k1λ1
c†~k2λ2

〈
~k1λ1

~k2λ2

∣∣∣ V
(∣∣∣ ~Qa , E − ~Qb , E

∣∣∣
) ∣∣∣~k3λ3

~k4λ4

〉

× c~k4λ4
c~k3λ3

. (4.14)

Note que na Eq. (4.13) usamos diretamente a igualdade H0 = H0 devido ao fato de se

tratar da parte puramente cinética dos elétrons, que não sente as modi�cações provocadas

pela não-comutatividade (veja as Eqs. (4.1)).

Através de manipulação padrão [33], o lado direito da Eq. (4.14) pode ser escrito como

〈
~k1λ1

~k2λ2

∣∣∣V
(∣∣∣ ~Qa , E − ~Qb , E

∣∣∣
) ∣∣∣~k3λ3

~k4λ4

〉

= V −2
[
ηλ1(a)† ⊗ ηλ2(b)

†] [ηλ3(a)⊗ ηλ4(b)]

∫
d3xa , E

∫
d3xb , E e−i~k1·~xa , E e−i~k2·~xb , E

×
[
V (| ~xa , E − ~xb , E |) ?a ?b ei~k3·~xa , E ei~k4·~xb , E

]
, (4.15)

onde trazemos à tona, novamente, as Eqs. (3.13) e (3.14). O uso das Eqs. (4.10) nos

permitem encontrar
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〈
~k1λ1

~k2λ2

∣∣∣ V
(∣∣∣ ~Qa , E − ~Qb , E

∣∣∣
) ∣∣∣~k3λ3

~k4λ4

〉

= V −2 δλ1λ3 δλ2λ4

∫
d3xa , E

∫
d3xb , E V (| ~xa , E − ~xb , E |)

[
ei~k3·~xa , E ?a e−i~k1·~xa , E

]

×
[
ei~k4·~xb , E ?b e−i~k2·~xb , E

]

= V −1 δ~k1+~k2 , ~k3+~k4
δλ1λ3δλ2λ4 ei (~k3∧~k1 +~k4∧~k2)

∫
d3z V (|~z|) ei ~z·(~k4−~k2) , (4.16)

onde o produto "wedge"(∧) é de�nido como

~k ∧ ~p ≡ ki Θij
E pj . (4.17)

Para chegar ao último termo no lado direito da Eq. (4.16) tomamos vantagem da relação

ei ~x·~k ? e−i ~x·~p = ei~k∧~p ei ~x·~k e−i ~x·~p . (4.18)

A inserção da Eq. (4.16) na Eq. (4.14) leva a

VE =
1

2

∑

~k1λ1

∑

~k2λ2

∑

~k3λ3

∑

~k4λ4

c†~k1λ1
c†~k2λ2

V −1 δ~k1+~k2 , ~k3+~k4
δλ1λ3 δλ2λ4 ei (~k3∧~k1 +~k4∧~k2)

×
∫

d3z V (|~z|) ei ~z·(~k4−~k2) c~k4λ4
c~k3λ3

=
4πe2

2V

∑

~k~p~q

∑

λ1λ2

e−i ~q∧ (~k− ~p)

q2 + µ2
c†~k+~q,λ1

c†~p−~q,λ2
c~pλ2 c~kλ1

. (4.19)

Esta é a forma desejada de VE em termos dos operadores de criação e aniquilação. Este

resultado exibe explicitamente a não-comutatividade. Como feito no Capítulo 3, escolhe-

mos ~q para designar o momentum transferido da reação ~p + ~k → (~p − ~q) + (~k + ~q),

fazendo as mudanças ~k4 → ~p e ~k3 → ~k.

Assim como no caso comutativo [33], a contribuição do modo ~q = 0 no lado direito da

Eq. (4.19) cancela aquelas vindas de HB e HEB, exatamente como visto no Capítulo 3.
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Isso signi�ca que a não-comutatividade não destrói a neutralidade elétrica. Portanto, o

sistema total modi�cado colapsa em

H = H0 + HI , (4.20)

onde H0 é dado pela Eq. (3.17), enquanto HI lê-se

HI =
2π e2

V

∑

~k~p~q

′∑

λ1λ2

e−i ~q∧ (~k− ~p)

q2
c†~k+~q , λ1

c†~p−~q , λ2
c~p , λ2 c~k , λ1

. (4.21)

Vamos agora construir diagramas que representem o operador Hamiltoniano de inte-

ração HI fazendo uma ligação com a teoria dependente do tempo. Como prática usual,

as linhas de férmions são desenhadas com setas. Operadores de criação (aniquilação) são

representados por linhas saindo (entrando) em um dos vértices. Das Eqs. (4.14) e (4.15)

vemos que os vértices os quais interagem através do potencial Coulombiano estão asso-

ciados, cada um separadamente, a um operador de criação e a outro de aniquilação. Os

operadores c†~k1λ1
e c~k3

estão ligados ao ponto de interação ~xa , E no vértice que chamaremos

V1 enquanto os operadores c†~k2λ2
e c~k4λ4

no vértice que chamaremos V2 são localizados pela

coordenada ~xb , E. A interação entre os vértices é mostrada por linhas onduladas com o res-

pectivo momentum transferido. Para chegar à Eq. (4.21), como já mencionado, �zemos as

mudanças ~k4 → ~p e ~k3 → ~k e de�nimos o momentum transferido ~q = ~k3−~k1 = −(~k4−~k2).

Desta forma, no vértice V2 teremos linhas de férmions relacionadas aos operadores c†~p−~q,λ2

e c~pλ2 . Por outro lado no vértice V1 teremos as linhas c†~k+~p,λ1
e c~kλ1

. O passo seguinte é a

construção de um diagrama representando o Hamiltoniano de interação HI . Seguindo a

construção feita para o caso de um vértice na Fig. 4 do Apêndice B, na Fig. 1 chegamos

diretamente à mesma exponencial obtida na Eq (4.21). A vantagem é que daqui para a

frente basta localizar em que termos aparecerão essas exponenciais e, então, conhecendo

o contraponto comutativo, acrescentá-las no cálculo.

Neste ponto abrimos um parêntese. Note que, em contraposição com o caso relati-
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~k + ~q

~k~p

~p − ~q

=⇒ ei~k∧(~k+~q)
︸ ︷︷ ︸

V1

ei~p∧(~p−~q)
︸ ︷︷ ︸

V2

= e−i~q∧(~k−~p)

V2 V1
HI =

Figura 1: Construção do Hamiltoniano de interação HI na forma de diagramas. Atra-
vés da disposição das linhas de férmions obtemos a exponencial contendo o parâmetro
não-comutativo, o qual entra diretamente na expressão do caso comutativo dada pelas
Eqs. (3.17) e (3.23), reproduzindo a Eq. (4.21).

vístico, o limite comutativo (Θij
E → 0) na Eq. (4.21) existe e é bem de�nido. Em outras

palavras, o mecanismo UV/IR [38], que contamina as teorias de campo relativísticas, não

surge no presente caso. Isso se dá claramente devido à ausência de divergências ultravio-

letas no caso não-relativístico.

É um exercício simples veri�car que HI é Hermiteano. Via de regra basta tomar o

complexo conjugado juntamente com o transposto do operador HI ,

H†I =
2πe2

V

∑

~k~p~q

′∑

λ1λ2

ei~q∧(~k−~p)

q2
c†~kλ1

c†~pλ2
c~p−~q,λ2 c~k+~q,λ1

=
2πe2

V

∑

~k′~p′~q′

′∑

λ1λ2

e−i~q′∧ (~k′−~p′)

q′2
c†~k′+~q′,λ1

c†~p′−~q′,λ2
c~p′λ2 c~k′λ1

= HI , (4.22)

sendo necessárias as mudanças de variáveis ~k → ~k′ − ~q, ~p→ ~p′ + ~q e �nalmente ~q → −~q′,

mantendo ~q′ 6= 0.

Temos até agora desenvolvido as ferramentas para calcular alguns dos efeitos físicos

induzidos pela não-comutatividade no gás de elétrons. Focaremos nos autovalores de

energia do estado fundamental e empregaremos, assim como na situação comutativa, a
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teoria de perturbações independente do tempo. Começamos escrevendo

E0 = E
(0)
0 +

〈
E

(0)
0

∣∣∣ HI

∣∣∣E
(0)
0

〉
+

∑

i6=0

∣∣∣
〈
E

(0)
0

∣∣∣ HI

∣∣∣ E
(0)
i

〉∣∣∣
2

E
(0)
0 − E

(0)
i

+ · · · , (4.23)

onde {E(0)
i } são os auto estados excitados de H0. Como H0 não sente a presença da não-

comutatividade, seus autoestados e correspondentes autovalores permanecem inalterados.

Portanto, Eq. (3.27) ainda permanece verdadeira.

O que vem depois é o cálculo de E (1)
0 o qual, de acordo com a Eq. (4.23), lê-se

E (1)
0 =

〈
E

(0)
0

∣∣∣ HI

∣∣∣ E
(0)
0

〉

=
2π e2

V

∑

~k~p~q

′∑

λ1λ2

e−i ~q∧ (~k− ~p)

q2

〈
E

(0)
0

∣∣∣ c†~k+~q , λ1
c†~p−~q , λ2

c~p , λ2 c~k , λ1

∣∣∣ E
(0)
0

〉
.(4.24)

Como já mencionado, o modo ~q = 0 não contribui para o lado direito da Eq. (4.24).

Então, manipulações diretas mostradas em detalhe no Apêndice C.1 nos levam a

〈
E

(0)
0

∣∣∣ c†~k+~q , λ1
c†~p−~q , λ2

c~p , λ2 c~k , λ1

∣∣∣ E
(0)
0

〉
= −ξ(kF − p) ξ(kF − k) δ~p−~q,~k δλ1λ2 . (4.25)

Observamos que, quando substituímos a Eq. (4.25) na Eq. (4.24), o fator δ~p−~q,~k anula os

efeitos da não comutatividade e, portanto,

E (1)
0 = E

(1)
0 . (4.26)

Construindo o diagrama correspondente ao termo E (1)
0 , mostrado na Fig. 2, e levando em

conta as análises feitas no Apêndice B por meio das Figs. (4) e (5) e anteriormente por

meio da Fig. (1), podemos automaticamente ver que a exponencial contendo o parâmetro

não-comutativo desaparece. Da Fig. 2 temos
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~p ~k + ~q = ~p

V1

V2

E
(1)
0

Figura 2: Diagrama representando o valor esperado do estado de Fermi de HI . Neste caso
dois laços fechados por dois vértices. Esse tipo de diagrama onde duas linhas são fechadas
por dois vértices leva o produto das exponenciais envolvendo o parâmetro não-comutativo
à igualdade.

V1 =⇒ ei~p∧(~k+~q) , (4.27a)

V2 =⇒ ei(~k+~q)∧~p , (4.27b)

de modo que

V1 V2 =⇒ I . (4.28)

O motivo por que a não-comutatividade não está presente em diagramas do tipo da Fig. 2

é discutido ao longo do Apêndice B.

O cálculo de E (2)
0 ,

E (2)
0 =

∑

i6=0

∣∣∣
〈
E

(0)
0

∣∣∣ HI

∣∣∣ E
(0)
i

〉∣∣∣
2

E
(0)
0 − E

(0)
i

, (4.29)
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é cansativo. Os detalhes se encontram no Apêndice C.1. Por isso, simplesmente, mencio-

namos que este é dado por

E (2)
0 =

e2

2a0

N
[
ε
(2) r
0 + ε

(2) b
0 (Θ)

]
. (4.30)

E
(2) b
0E

(2) r
0

~k + ~q ~p ~p − ~q~k

~k + ~q~p

~p − ~q ~k

V1

V2

V4 V3E
(2)
0 = +

Figura 3: Diagrama contendo segunda ordem de perturbação, ilustrando o termo de troca
E (2) b

0 e o termo direto E (2) r
0 .

Da construção dos diagramas representando os termos de troca (E (2) b
0 ) e direto (E (2) r

0 )

para segunda ordem de perturbação, ilustrados na Fig. 3, é possível, sem precisarmos car-

regar todo o cálculo operatorial feito no Apêndice C.2 porém conhecendo seu contraponto

comutativo, chegar diretamente no resultado da Eq. (4.30), pois, como podemos ver, o

termo direto cancela a não-comutatividade devido aos laços fechados entre vértices2. Já

no caso do termo de troca, temos que, da con�guração no espaço de momentum para as

linhas de férmions mostrado na Fig. 3,
2Note que não foram desenhados todos os diagramas topologicamente diferentes, descartando os que

não contribuem. No Apêndice B discutimos quando isso ocorre.
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V1 =⇒ ei(~p−~q)∧~k , (4.31a)

V2 =⇒ ei(~k+~q)∧~p , (4.31b)

V3 =⇒ ei~k∧(~k+~q) , (4.31c)

V4 =⇒ ei~p∧(~p−~q) , (4.31d)

e, então, juntando a contribuição de cada um desses vértices correspondentes à E (2) b
0

obtemos:

V1V2V3V4 =⇒ ei(~p−~q)∧~k ei(~k+~q)∧~p ei~k∧(~k+~q) ei~p∧(~p−~q) = e−2i~q∧(~k−~p) , (4.32)

que é a modi�cação introduzida pela não-comutatividade, também obtida por cálculo

direto no Apêndice C.2 para o termo de troca. A expressão �nal de ε
(2) b
0 (Θ) é dada por

ε
(2) b
0 → ε

(2) b
0 (Θ)

=
3

16π5

∫
d3q

q2

∫

|~k+~q|>1

d3k

∫

|~p−~q|>1

d3p
ξ(1− k) ξ(1− p) e−2 i k2

F ~q∧ (~k− ~p)

[~q · (~q + ~k− ~p)](~q + ~k− ~p)2
.(4.33)

É instrutivo comparar esse resultado com seu contraponto comutativo, explicitado nas

Eqs. (3.29) e (3.30). Como se vê, ε
(2) r
0 permanece inalterado pela não-comutatividade

enquanto que o termo de energia de correlação de troca, ε
(2) b
0 , é modi�cado como visto na

Eq.(4.33). É de fácil veri�cação que ε
(2) b
0 (Θ) é real, como exige o caráter hermiteano de

HI . Isso permite a substituição da exponencial pela sua parte real, i.e.,

ε
(2) b
0 (Θ) =

3

16π5

∫
d3q

q2

∫

|~k+~q|>1

d3k

∫

|~p−~q|>1

d3p
ξ(1− k) ξ(1− p)

[~q · (~q + ~k− ~p)](~q + ~k− ~p)2

× cos
[
2 k2

F ~q ∧ (~k− ~p)
]

. (4.34)
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Obviamente, a equivalência entre as Eqs. (4.33) e (4.34) pode também ser mostrada por

cálculo direto. Notamos que o argumento da função trigonométrica depende de kF e,

portanto, de V , por isso a energia de correlação de troca não é mais constante. Como

conseqüência, as propriedades termodinâmicas como pressão e módulo de elasticidade, que

são obtidos através da primeira e segunda derivada da energia com relação ao volume, são

modi�cadas pela não-comutatividade.

Não fomos capazes de calcular analiticamente a integral na Eq. (4.34). De maneira

a proceder, assumimos que características globais do sistema não são sensíveis à direção

do vetores θi ≡ 1/2εijkΘjk
E . Podemos, então, trocar o lado direito da Eq. (4.34) por sua

média sobre todas as direções possíveis do vetor ~θ. Isto é efetivamente implementado

integrando sobre os ângulos de ~θ o qual permite reescrever

ε
(2) b
0 (θ) ≡ 1

4π

∫
dΩ~θ ε

(2) b
0 (~θ)

=
3

16π5

∫
d3q

q2

∫

|~k+~q|>1

d3k

∫

|~p−~q|>1

d3p
ξ(1− k) ξ(1− p)

[~q · (~q + ~k− ~p)](~q + ~k− ~p)2

× sin(k2
F θ|~q× (~k− ~p)|)

k2
F θ|~q× (~k− ~p)|

. (4.35)

Vamos nos concentrar na análise de diferentes casos limites. Para θ = |~θ| = 0 voltamos

sem ambigüidade para o modelo comutativo. Por outro lado, quando θ →∞ =⇒ ε
(2) b
0 → 0

implicando que E (2)
0 < E

(2)
0 . No entanto, quantidades termodinâmicas, tais como pressão e

módulo de elasticidade, permanecerão inalteradas porque a diferença E (2)
0 −E

(2)
0 é apenas

uma constante.

O próximo passo consiste em invocar a aproximação feita no mapa de Seiberg-Witten [5].

Expandindo a função trigonométrica na Eq. (4.35) em torno de θ = 0 se chega a

ε
(2) b
0 (θ) = ε

(2) b
0 − 1

32π5
k4

F R θ2 + O (
θ4

)
, (4.36)
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onde

R =

∫
d3q

q2

∫

|~k+~q|>1

d3k

∫

|~p−~q|>1

d3p
ξ(1− k) ξ(1− p) |~q× (~k− ~p)|2
[~q · (~q + ~k− ~p)](~q + ~k− ~p)2

. (4.37)

A convergência das integrais em k e p é segurada pelo fato de que os correspondentes

intervalos de integração são �nitos. Por outro lado, contagem de potências nos diz que

a integral imprópria em q também converge. Portanto, R existe e é bem de�nida. A

situação muda drasticamente para aquelas integrais que agem como coe�cientes para

ordens maiores em θ. Lá, contagem de potência nos diz que essas outras divergem. O

modo como sair do problema consiste em carregar a integral em q entre 0 e Λ, sendo Λ

um corte tal que, assim que θ → 0, 1/k2
F θ vai a in�nito mais rapidamente que Λ.

Coletando todos os resultados, a Eq. (4.23) leva a

E0 =
e2

2a0

N

[
2.21

r2
s

− 0.916

rs

+ 0.0622 ln rs − 0.094− 1

32π5
k4

F θ2R + O(θ4, rs ln rs)

]

= E0 − N
m

~
3

32π5
k4

F e2 R θ2 + O(θ4) . (4.38)

A não-comutatividade certamente modi�ca a energia do estado fundamental e, como

conseqüência, também modi�ca o potencial de ionização do material tratado como um

gás de elétrons. Além disso, comparando a Eq. (4.38) com o resultado obtido para o

gás de elétron comutativo em uma temperatura �nita diferente de zero [36], é possível

concluir que θ atua como uma temperatura de referência [29]. Gell-Mann mostrou que,

para temperaturas muito pequenas

CV = N−1

(
∂E

∂T

) ∣∣∣∣∣
V

→ T

m

(
~Kαrs

e2

)2

[1 + 0.083 rs(− ln rs − 0.203 + · · · )]−1 , (4.39)

que é linear em T . Aqui α ≡
√

4/9π e K é a constante de Boltzmann. Como N−1∂E0/∂θ
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é uma função linear em θ de�nimos a quantidade C̃V no limite θ → 0

C̃V ≡ N−1

(
∂E0
∂θ

) ∣∣∣∣∣
V

→ − m

~
3

16π5
k4

F e2 R θ , (4.40)

podemos interpretar o parâmetro θ como uma temperatura de referência a qual levanta a

degenerescência do modelo funcionalmente da mesma forma que a temperatura, porém, ao

invés de aumentar a energia essa temperatura de referência diminui a energia do sistema.

Outros efeitos os quais levantam a degenerescência do modelo dessa forma funcional não

estão descartados e podem ser estudados.
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5 Conclusão

Impulsionadas pelo grande número de trabalhos realizados em teoria quântica de

campo não-comutativa, pesquisas envolvendo problemas de física quântica numa variedade

do espaço-tempo não-comutativa também começaram a ser realizadas. O grande esforço

tem sido o de gerar fenomenologia para que tais efeitos possam ser medidos. De certa

forma, mecânica quântica não-comutativa é um campo de teste mais acessível com respeito

a experimentação. No presente trabalho, ao invés de seguir os estudos já vastamente

realizados em teoria quântica de campo ou mesmo em mecânica quântica não-relativística,

optou-se por ingressar no estudo de teoria quântica não relativística de muitos corpos

envolvendo segunda quantização que até então mostrava-se não explorado pelas teorias

não-comutativas. Neste ponto está o caráter inédito do trabalho desenvolvido aqui, que

foi publicado em parte em [39].

O modelo do gás de elétrons degenerado serviu como base para o nosso estudo de um

espaço não-comutativo. Primeiro reconhecemos o produto-? como a maneira pela qual

a álgebra de um espaço não-comutativo se apresenta no Hamiltoniano total do sistema.

Por uma análise diagramática vimos como as exponenciais não-comutativas aparecem

tanto no Hamiltoniano quanto nos termos que contribuem para o cálculo da energia do

sistema. Desta forma, correções perturbativas da energia foram calculadas, aparecendo

efeitos da nova geometria espacial a partir de segunda ordem de perturbação. Para o

termo de correlação de troca da energia, onde primeiro a exponencial não-comutativa

aparece, levando em conta apenas efeitos globais do espaço, estudamos possíveis limites

do parâmetro não-comutativo θ, o qual não mostrou grande interesse exceto no limite
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θ → 0, onde relacionamos o parâmetro não-comutativos com a temperatura. Conforme

vimos, essa relação nos de�nir um calor especí�co modi�cado, chegando a um resultado

funcionalmente igual encontrado por Gell-Mann[36] para um gás de elétrons ordinário a

temperatura T → 0, porém negativo.

Com o objetivo principal de abordar problemas onde fenomenologia possa ser feita

de forma que efeitos não-comutativos sejam testados, o gás de elétrons mostrou-se um

modelo interessante. Por um lado este modelo já foi extensamente estudado e muitos

experimentos já forma realizados, chegando a valores muito próximos ao predito pela

teoria1. Por outro lado não havia nenhum estudo de uma álgebra não-comutativa aplicada

em um modelo de teoria quântica não relativística de muitos corpos. No caso do gás de

elétrons não-comutativo conseguimos com êxito introduzir uma álgebra não-comutativa e

calcular, por teoria de perturbação, correções da energia onde a não-comutatividade está

presente, chegando a proposição de que o parâmetro não-comutativo θ atua, de fato, como

uma temperatura de referência, onde o efeito é inverso da temperatura real, diminuindo

a energia total.

1Veja, por exemplo, páginas 29 e 30 em [33]
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APÊNDICE A -- De�nições

Para trabalhar com o formalismo de Teoria Quântica de Campos (TQC), usaremos

algumas de�nições que facilitarão o desenvolvimento de cálculos de teoria de perturba-

ção. Como é prática usual [33], fazemos uma analogia entre o estado de vácuo da TQC

relativística com o estado fundamental não perturbado (estado de Fermi). Começamos

separando os operadores de criação (aniquilação) em duas partes

c~kλ (c†~kλ
) =





b†~kλ
(b~kλ) , k < kF

a~kλ (a†~kλ
) , k > kF

, (A.1)

onde os operadores a†~kλ
(a~kλ) criarão (aniquilarão) partículas com energia acima da energia

de Fermi (EF = E
(0)
0 ), de forma que b†~kλ

(b~kλ) criarão (aniquilarão) �buracos� com energia

menor que EF . O estado fundamental não perturbado
∣∣∣E

(0)
0

〉
é descrito como

∣∣∣E
(0)
0

〉
=

N∏
i=1

c†~kiλi
| 0 〉





~kiλi 6= ~kjλj ∀ i 6= j

ki < kF

, (A.2)

obedecendo sempre |~ki| < kF ∀ i, já que todos os estados de menor energia devem estar

preenchidos a partir do estado de vácuo (| 0 〉) até a energia de Fermi. A desigualdade
~kiλi 6= ~kjλj é necessária para que não sejam criadas duas partículas com mesmos núme-

ros quânticos, seguindo o princípio de exclusão de Pauli. Podemos também escrever os

operadores c†~kλ
(c~kλ) como
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c~kλ = b̃†~kλ
+ ã~kλ , (A.3a)

c†~kλ
= b̃~kλ + ã†~kλ

, (A.3b)

onde

b̃~kλ ≡ ξ(kF − k) b~kλ , (A.4a)

b̃†~kλ
≡ ξ(kF − k) b†~kλ

, (A.4b)

ã~kλ ≡ ξ(k − kF ) a~kλ , (A.4c)

ã†~kλ
≡ ξ(k − kF ) a†~kλ

. (A.4d)

Note que ao trabalharmos com c~kλ e c†~kλ
, ambos operadores podem ou não aniquilar o

estado fundamental, dependendo do valor de |~k|. No caso das novas de�nições dadas na

Eq. (A.1), os únicos operadores que sempre aniquilarão este estado serão a~kλ e b~kλ, pois no

estado
∣∣∣E

(0)
0

〉
não há buracos (todos os estados com energia menor que a de Fermi estão

preenchidos) nem partículas com energia maiores que a energia de Fermi. Escrevemos,

portanto,

a~kλ

∣∣∣E
(0)
0

〉
= 0 , (A.5a)

b~kλ

∣∣∣E
(0)
0

〉
= 0 . (A.5b)

A álgebra obedecida por esses novos operadores é dada por

{a†~kλ
, a~k′λ′} = δ~k′~kδλλ′ (A.6a)

{b~k′λ′ , b
†
~kλ
} = δ~k′~kδλλ′ , (A.6b)
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sendo igual a zero para as outras relações de comutação.

Na seqüência de�nimos a contração de operadores. Sejam A e B dois operadores, uma

contração entre eles é de�nida como

A.B. ≡ AB− : AB : . (A.7)

O produto normal reconhecido como : AB : re-ordena os operadores de forma a deixar o

que aniquila o estado fundamental sempre do lado direito. Conforme as Eqs. (A.3), (A.4)

e (A.5), juntamente com as relações de comutação nas Eqs. (A.6) é fácil obter as possíveis

contrações não nulas que relacionam os operadores c†~kλ
e c~kλ. Reconhecemos então

〈
E

(0)
0

∣∣∣ c†~kλ
c~k′λ′

∣∣∣ E
(0)
0

〉
= b̃.

~kλ
b̃†.~k′λ′

= ξ(kF − k)ξ(kF − k′)δ~k,~k′δλ,λ′ , (A.8a)
〈
E

(0)
0

∣∣∣ c~kλc
†
~k′λ′

∣∣∣ E
(0)
0

〉
= ã†.~kλ

ã.
~k′λ′ = ξ(k − kF )ξ(k′ − kF )δ~k,~k′δλ,λ′ . (A.8b)

Estas são as relações que servirão de base para cálculos de valor esperado do estado

fundamental. Na maioria das vezes essas relações envolverão combinações com mais de

dois operadores, sendo necessário o uso do Teorema de Wick [33,40]. No presente caso, tal

teorema nos possibilita usar, no lugar do produto comum de um conjunto de operadores,

a soma de produtos normais desse conjunto contendo todas as combinações possíveis de

contrações entre pares de operadores. Para N operadores, podemos escrever

A1A2A3A4 · · ·AN = : A1A2A3A4 · · ·AN : + A.
1A

.
2 : A3A4 · · ·AN : + · · ·

+ : A.
1A2A3A4 · · ·A.

N : + : A.
1A

.
2A

..
3A

..
4 · · ·AN : + · · · . (A.9)

Notemos que para o valor esperado do estado fundamental só contribuirão aqueles termos

onde todos os operadores estão contraídos.
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APÊNDICE B -- Análise de Diagramas

Vamos aqui implementar a idéia de diagramas de Feynman no espaço de momentum

de forma a localizar quais dentre os termos que contribuem para a expansão perturbativa

da Eq. (4.25) apresentam a exponencial não-comutativa. Como é usual, associamos uma

linha de férmion entrando em um vértice a um operador de destruição, ao passo que um

operador de criação é desenhado como uma linha de férmion saindo de um vértice. Como

exemplo, na Fig. 4 construímos um diagrama contendo um vértice V qualquer com linhas

de férmions relacionadas a operadores c†~pλ e c~kλ′ com uma linha ondulada representando a

interação coulombiana, responsável pelo momentum transferido na reação. Desse grá�co

vamos desenvolver uma forma sistemática de chegar a exponencial não-comutativa, bem

como reconhecer termos onde ela está presente. Olhando para a Fig. 4, a linha de férmion

entrando no vértice representa um operador de aniquilação com momentum ~k e a linha

saindo o operador de criação de uma partícula com momentum ~p. O argumento da

exponencial é construído de forma a ordenar o momentum da linha entrando ~k sempre

primeiro, logo após vindo o produto-∧ e então o momentum da partícula criada ~p, tudo

multiplicado por i.

Seguimos então para a construção de diagramas que representam os termos perturbati-

vos da Eq. (4.25). Para começar, devemos ter em mente que a cada ordem de perturbação

existe um número especí�co de vezes que o operador HI aparece. Conforme foi dito no

Apêndice A, ao utilizarmos o teorema de Wick para calcular efetivamente o valor esperado

de um conjunto de operadores do estado fundamental não-perturbado, somente interessam

aqueles termos onde todos os operadores estão contraídos. Na linguagem de diagramas,
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~p

~k

ei~k∧~p

Figura 4: Diagrama correspondente a um vértice com duas linhas de férmions amputadas,
uma delas representando um operador que aniquila uma partícula com momentum ~k e a
outra um operador que cria uma partícula com momentum ~p. A linha ondulada amputada
simboliza a interação coulombiana entre dois vértices, sendo responsável pela transferência
de momentum na reação. O produto-∧ entre os momenta das linhas de férmions segue a
ordem: momentum seta entrando → produto-∧ → momentum seta saindo, multiplicado
por i.

representamos uma contração por uma linha de férmion ligando dois vértices, de modo

que o vértice onde a linha entra está relacionado ao operador de aniquilação, sendo, o

operador de criação, a linha que sai. Para o termo perturbativo contendo um operador

HI , devemos juntar todas as �pernas� das linhas de férmions que não estão conectadas,

mostradas na Fig. 1, formando todas as �guras topologicamente distintas onde não so-

bram `pernas soltas� (operadores não contraídos). Na Fig. 5 vemos todas as possíveis

�guras para o primeiro termo de perturbação. O que devemos então ver é se todos os

grá�cos topologicamente distintos contribuem. No caso da Fig. 5 (b), o diagrama contém

laços fechados por um vértice, o que exige que o momentum transferido (~q) seja igual a

zero. Sendo assim, diagramas contendo ao menos um laço fechado não contribuem para

a Eq. (4.25).

Diagramas do tipo da Fig. 5 (a) não são modi�cados pela não-comutatividade. Isso

se deve ao fato de que duas linhas estão fechadas por dois vértices. Da mesma forma

que criamos um fator exponencial com uma determinada ordem no produto-∧ entre os
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Figura 5: Diagramas topologicamente distintos para o caso de valor esperado do estado
fundamental não perturbado de HI . Correspondente ao termo de perturbação E

(1)
0 , em-

bora a �gura em (b) não contribua.

momenta de um vértice, no outro vértice a ordem deste produto nos momenta é inversa,

e portanto os fatores se cancelam entre si.

Para o caso de dois operadores HI , ilustramos na Fig. 6 os possíveis diagramas que

contribuirão para segunda ordem de perturbação. Note que diagramas com laços fechados

por um vértice não foram desenhados, já que um ou ambos momenta transferidos ~q e ~q′ são

zero nesses casos. Os diagramas das Figs. 6 (c) e (d) correspondem aos termos conhecidos

por E
(2) c
0 e E

(2) d
0 , os quais, como veremos no Apêndice C.2, se anulam individualmente.

Mesmo que contribuíssem para o termo perturbativo eles não conteriam a exponencial

não-comutativa pois são termos do tipo �direto� e não de �troca�. De certo modo, pela

forma de construção do argumento da exponencial, duas linhas fechadas por meio de dois

vértices sempre matam esse argumento. E também que mais de duas linhas fechadas por

mais de dois vértices matam esse argumento caso esses vértices não sejam de �troca�.
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(a) (b) (c) (d)

Figura 6: Diagramas topologicamente distintos para o caso de segunda ordem de per-
turbação. Designamos (a) como E

(2) r
0 , (b) como E

(2) b
0 , (c) como E

(2) c
0 e (d) como E

(2) d
0

mostrados em [33]. Note que diagramas desconectados ou com laços fechados por um
vértice não foram contados, pois não contribuem.
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APÊNDICE C -- Cálculos

C.1 Cálculo do Elemento de Matriz em E(1)
0

Para ilustrarmos o Teorema de Wick que nos referimos no Apêndice A na Eq. (A.9),

o elemento de matriz na Eq. (4.24) será calculado em detalhe. Começamos abrindo o

produto comum de operadores

c†~k+~q , λ1
c†~p−~q , λ2

c~p , λ2 c~k , λ1

= : c†~k+~q , λ1
c†~p−~q , λ2

c~p , λ2 c~k , λ1
: + : c†.~k+~q , λ1

c†~p−~q , λ2
c.
~p , λ2

c~k , λ1
:

+ : c†.~k+~q , λ1
c†~p−~q , λ2

c~p , λ2 c.
~k , λ1

: + c†.~k+~q , λ1
c†..~p−~q , λ2

c.
~p , λ2

c..
~k , λ1

+ c†.~k+~q , λ1
c†..~p−~q , λ2

c..
~p , λ2

c.
~k , λ1

+ : c†~k+~q , λ1
c†.~p−~q , λ2

c.
~p , λ2

c~k , λ1
:

+ : c†~k+~q , λ1
c†.~p−~q , λ2

c~p , λ2 c.
~k , λ1

:

= : c†~k+~q , λ1
c†~p−~q , λ2

c~p , λ2 c~k , λ1
: − c†.~k+~q , λ1

c.
~p , λ2

: c†~p−~q , λ2
c~k , λ1

:

+ c†.~k+~q , λ1
c.
~k , λ1

: c†~p−~q , λ2
c~p , λ2 : − c†.~k+~q , λ1

c.
~p , λ2

c†..~p−~q , λ2
c..
~k , λ1

+ c†.~k+~q , λ1
c.
~k , λ1

c†..~p−~q , λ2
c..
~p , λ2

+ c†.~p−~q , λ2
c.
~p , λ2

: c†~k+~q , λ1
c~k , λ1

:

− : c†~k+~q , λ1
c~p , λ2 : c†.~p−~q , λ2

c.
~k , λ1

. (C.1)

Contrações nulas não foram escritas. Cada contração é um número (não um operador) e,

portanto, retiradas de dentro do produto normal. Vamos então tomar o valor esperado

do estado fundamental não-perturbado dos operadores na Eq.(C.1), levando em conta o

fato de que os termos onde restam operadores ordenados de acordo com o produto normal

aniquilaram o estado de Fermi, restando
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〈
E

(0)
0

∣∣∣ c†~k+~q , λ1
c†~p−~q , λ2

c~p , λ2 c~k , λ1

∣∣∣ E
(0)
0

〉

= −
〈
E

(0)
0

∣∣∣ c†.~k+~q , λ1
c.
~p , λ2

c†..~p−~q , λ2
c..
~k , λ1

∣∣∣ E
(0)
0

〉

+
〈
E

(0)
0

∣∣∣ c†.~k+~q , λ1
c.
~k , λ1

c†..~p−~q , λ2
c..
~p , λ2

∣∣∣ E
(0)
0

〉

= −ξ(kF − p) ξ(kF − k) δ~p−~q,~k δλ1λ2 + ξ(kF − p) ξ(p− kF ) ξ(kF − k) ξ(k − kF ) δ~q

= −ξ(kF − p) ξ(kF − k) δ~p−~q,~k δλ1λ2 . (C.2)

O resultado da Eq. (C.2) leva em conta o fato de que ~q 6= 0 na Eq. (4.24).
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C.2 Cálculo de E(2)
0

Na expressão de E (2)
0 dada na Eq. (4.29) inserimos a expressão completa de HI dada

na Eq. (4.21), tendo

E (2)
0 =

∑

i6=0

∣∣∣
〈
E

(0)
0

∣∣∣ HI

∣∣∣ E
(0)
i

〉∣∣∣
2

E
(0)
0 − E

(0)
i

=
〈
E

(0)
0

∣∣∣ HI

∑
i6=0

∣∣∣E
(0)
i

〉〈
E

(0)
i

∣∣∣
E

(0)
0 −H0

H†I
∣∣∣ E

(0)
0

〉

=

(
2πe2

V

)2 ∑

~k~p~q

′∑

λ1λ2

e−i~q∧(~k−~p)

q2

∑

~k′~p′~q′

′∑

λ′1λ′2

ei~q′∧(~k′−~p′)

q′2

×
〈
E

(0)
0

∣∣∣ c†~k′λ′1
c†~p′λ′2c~p′−~q′,λ′2c~k′+~q′,λ′1︸ ︷︷ ︸
≡

D
E

(0)

m′
ŕŕŕC†

m′

∑
i6=0

∣∣∣ E
(0)
i

〉〈
E

(0)
i

∣∣∣
E

(0)
0 −H0

c†~k+~q,λ1
c†~p−~q,λ2

c~pλ2c~kλ1

∣∣∣ E
(0)
0

〉

︸ ︷︷ ︸
≡Cm

ŕŕŕ E
(0)
m

E

=

(
2πe2

V

)2 ∑

~k~p~q

′∑

λ1λ2

e−i~q∧(~k−~p)

q2

∑

~k′~p′~q′

′∑

λ′1λ′2

ei~q′∧(~k′−~p′)

q′2
C†m′Cm

E
(0)
0 − E

(0)
m

×
〈
E

(0)
m′

∣∣∣
(∑

i6=0

∣∣∣ E
(0)
i

〉〈
E

(0)
i

∣∣∣
)

∣∣E(0)
m

〉

︸ ︷︷ ︸
i 6=0⇒m,m′ 6=0

=

(
2πe2

V

)2 ∑

~k~p~q

′∑

λ1λ2

e−i~q∧(~k−~p)

q2

∑

~k′~p′~q′

′∑

λ′1λ′2

ei~q′∧(~k′−~p′)

q′2
C†m′Cm

×
(
〈E(0)

m′ |E(0)
m 〉

E
(0)
0 − E

(0)
m

− 〈E
(0)
m′ |E(0)

0 〉〈E(0)
0 |E(0)

m 〉
E

(0)
0 − E

(0)
m

)

=

(
2πe2

V

)2 ∑

~k~p~q

′∑

λ1λ2

∑

~k′~p′~q′

′∑

λ′1λ′2

e−i~q∧(~k−~p)

q2

ei~q′∧(~k′−~p′)

q′2
C†m′Cm

δmm′︷ ︸︸ ︷
〈E(0)

m′ |E(0)
m 〉

E
(0)
0 − E

(0)
m

, (C.3)

onde de�nimos os estados excitados

∣∣ E(0)
m

〉 ≡ (Cm)−1 c†~k+~q,λ1
c†~p−~q,λ2

c~pλ2c~kλ1

∣∣∣ E
(0)
0

〉
, (C.4a)

∣∣∣ E
(0)
m′

〉
≡ (Cm′)−1 c†~k′+~q′,λ′1

c†~p′−~q′,λ′2
c~p′λ′2 c~k′λ′1

∣∣∣ E
(0)
0

〉
, (C.4b)



C.2 Cálculo de E(2)
0 50

sendo Cm e Cm′ constantes de normalização. Por se tratar de um conjunto completo

de autovetores
{∣∣∣ E

(0)
i

〉}
, usamos a relação

∑
i6=0

∣∣∣ E
(0)
i

〉〈
E

(0)
i

∣∣∣ ≡ I −
∣∣∣ E

(0)
0

〉〈
E

(0)
0

∣∣∣ ao

passarmos da segunda para a terceira igualdade na Eq. (C.3). Como vimos, m,m′ 6= 0,

o que nos leva a dizer que
∣∣∣ E

(0)
m

〉
e

∣∣∣ E
(0)
m′

〉
são estados excitados, então 〈E(0)

0 |E(0)
m 〉 =

〈E(0)
0 |E(0)

m′ 〉 = 0.

O cálculo de C†m′Cm〈E(0)
m′ |E(0)

m 〉 requer o uso das ferramentas mostradas no Apêndice

A. Consideramos apenas termos que contribuirão na Eq. (C.3). Desta forma desprezamos

automaticamente termos que exijam ~q = 0 ou ~q′ = 0. Contrações onde apenas termos

linha contraem entre si, obrigando termos não contendo linha a também contrairem entre

si (correspondentes aos diagramas desconectados)1, correspondem a estados m = m′ = 0

e, portanto, não são contados. Podemos dizer mais ainda, que nenhuma contração entre

termos linha ou entre termos não linha podem ocorrer, pois no caso do valor esperado do

estado fundamental de uma contração, por exemplo, entre c†.~k+~q,λ1
c.
~p,λ2

exigem que ~k+~q = ~p

e λ1 = λ2. Porém, nessas circunstâncias, m = 0 pois

Cm

∣∣E(0)
m

〉
= c†~p,λ1

c†~k,λ1
c~pλ1c~kλ1

∣∣∣ E
(0)
0

〉
= − c†~p,λ1

c~pλ1︸ ︷︷ ︸
≡n̂~k

c†~kλ1
c~kλ1︸ ︷︷ ︸
≡n̂~p

∣∣∣ E
(0)
0

〉

= −n̂~kn̂~p

∣∣∣ E
(0)
0

〉
= −ξ(kF − k)ξ(kF − p)

∣∣∣ E
(0)
0

〉
, (C.5)

o que implica
∣∣∣ E

(0)
m

〉
=

∣∣∣ E
(0)
0

〉
, portanto m = 0 e C0 = −ξ(kF − k)ξ(kF − p). Foi usado

o fato de que n̂~p ≡ c†~kλ
c~kλ é o operador densidade de número de ocupação, o qual equivale

a unidade para todos os estados com energia abaixo da energia de Fermi. Vale frisar que

esse tipo de contração contendo apenas m ou m′ = 0 equivale aos diagramas das Figs. (6c)

e (6d). Desta forma
1No formalismo de teoria de perturbação dependente do tempo esses diagramas desconectados desa-

parecem por meio de normalização no cálculo da matriz S
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C†m′Cm δmm′ = C†m′Cm 〈Φm′ |Φm 〉

=
〈
E

(0)
0

∣∣∣ c†~k′λ′1
c†~p′λ′2c~p′−~q′,λ′2c~k′+~q′,λ′1

c†~k+~q,λ1
c†~p−~q,λ2

c~pλ2c~kλ1

∣∣∣ E
(0)
0

〉

=
〈
E

(0)
0

∣∣∣ b̃.
~k′,λ′1

b̃..
~p′,λ′2

ã...
~p′−~q′,λ′2

ã....
~k′+~q′,λ′1

ã†...~k+~q,λ1
ã†....~p−~q,λ2

b̃†.~p,λ2
b̃†..~k,λ1

∣∣∣ E
(0)
0

〉

+
〈
E

(0)
0

∣∣∣ b̃.
~k′,λ′1

b̃..
~p′,λ′2

ã...
~p′−~q′,λ′2

ã....
~k′+~q′,λ′1

ã†....~k+~q,λ1
ã†...~p−~q,λ2

b̃†.~p,λ2
b̃†..~k,λ1

∣∣∣ E
(0)
0

〉

+
〈
E

(0)
0

∣∣∣ b̃.
~k′,λ′1

b̃..
~p′,λ′2

ã...
~p′−~q′,λ′2

ã....
~k′+~q′,λ′1

ã†...~k+~q,λ1
ã†....~p−~q,λ2

b̃†..~p,λ2
b̃†.~k,λ1

∣∣∣ E
(0)
0

〉

+
〈
E

(0)
0

∣∣∣ b̃.
~k′,λ′1

b̃..
~p′,λ′2

ã...
~p′−~q′,λ′2

ã....
~k′+~q′,λ′1

ã†....~k+~q,λ1
ã†...~p−~q,λ2

b̃†..~p,λ2
b̃†.~k,λ1

∣∣∣ E
(0)
0

〉

= ξ(kF − k′)ξ(kF − p′)ξ(|~p′ − ~q′| − kF )ξ(|~k′ + ~q′| − kF )

× ξ(|~k + ~q| − kF )ξ(|~p− ~q| − kF )ξ(kF − p)ξ(kF − k)

×
(
δ~k′~pδ~p′~kδ~p′−~q′,~k+~qδ~k′+~q′,~p−~qδλ′1λ2

δλ′2λ1
δλ′2λ1

δλ′1λ2

− δ~k′~pδ~p′~kδ~p′−~q′,~p−~qδ~k′+~q′,~k+~qδλ′1λ2
δλ′2λ1

δλ′2λ2
δλ′1λ1

− δ~k′~kδ~p′~pδ~p′−~q′,~k+~qδ~k′+~q′,~p−~qδλ′1λ1
δλ′2λ2

δλ′2λ1
δλ′1λ2

+ δ~k′~kδ~p′~pδ~p′−~q′,~p−~qδ~k′+~q′,~k+~qδλ′1λ1
δλ′2λ2

δλ′2λ2
δλ′1λ1

)

= ξ(kF − k′)ξ(kF − p′)ξ(|~p′ − ~q′| − kF )ξ(|~k′ + ~q′| − kF )

× ξ(|~k + ~q| − kF )ξ(|~p− ~q| − kF )ξ(kF − p)ξ(kF − k)

×
(
δ~k′~pδ~p′~kδ−~q′,~qδλ′1λ2

δλ′2λ1
− δ~k′~pδ~p′~kδ~q′,~k−~p+~qδλ′1λ2

δλ′2λ1
δλ′2λ2

δλ′1λ1

− δ~k′~kδ~p′~pδ~q′,~p−~k−~qδλ′1λ1
δλ′2λ2

δλ′2λ1
δλ′1λ2

+ δ~k′~kδ~p′~pδ~q′,−~qδλ′1λ1
δλ′2λ2

)
. (C.6)

Podemos ver que as únicas combinações de contrações não nulas possíveis mostram que

o estado
∣∣∣ E

(0)
m

〉
deve ser dado como:

∣∣E(0)
m

〉
= (Cm)−1 ã†~k+~q,λ1

ã†~p−~q,λ2
b̃†~p,λ2

b̃†~k,λ1

∣∣∣E
(0)
0

〉
. (C.7)

Tendo em mente a Eq. (C.7), podemos calcular o valor de E
(0)
m . Os operadores de criação

de buracos aniquilam partículas que estão abaixo do nível de Fermi, o que diminui a

energia do estado fundamental não perturbado por um valor correspondente a energia de
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uma partícula com momentum ~k e outra com momentum ~p. Por outro lado são criadas

duas partículas acima do nível de Fermi o que acarreta somar a energia de partículas com

momentum acima de kF que são ~p− ~q e ~k + ~q. Sendo assim

E(0)
m = E

(0)
0 +

~2

2m

(
(~k + ~q)2 + (~p− ~q)2 − k2 − p2

)

= E
(0)
0 +

~2

m
~q · (~k + ~q − ~p) . (C.8)

Por meio de trocas de variáveis e, juntando resultados das Eqs. (C.3), (C.6) e (C.8)

obtemos

E (2)
0 = −m

~2

(
2πe2

V

)2 ∑

~k~p~q

′∑

λ1λ2

∑

~k′~p′~q′

′∑

λ′1λ′2

e−i~q∧(~k−~p)

q2

ei~q′∧(~k′−~p′)

q′2
ξ(kF − k′)ξ(kF − p′)

~q · (~k + ~q − ~p)

× ξ(|~p′ − ~q′| − kF )ξ(|~k′ + ~q′| − kF )ξ(|~k + ~q| − kF )ξ(|~p− ~q| − kF )ξ(kF − p)

× ξ(kF − k)
(
δ~k′~pδ~p′~kδ−~q′,~qδλ′1λ2

δλ′2λ1
− δ~k′~pδ~p′~kδ~q′,~k+~q−~pδλ′1λ2

δλ′2λ1
δλ′2λ2

δλ′1λ1

− δ~k′~kδ~p′~pδ~q′,~p−~k−~qδλ′1λ1
δλ′2λ2

δλ′2λ1
δλ′1λ2

+ δ~k′~kδ~p′~pδ~q′,−~qδλ′1λ1
δλ′2λ2

)

= −2
m

~2

(
2πe2

V

)2 ∑

~k~p~q

′∑

λ1λ2

1

q2

ξ(|~q − ~p| − kF )ξ(|~k + ~q| − kF )ξ(kF − k′)

~q · (~k + ~q − ~p)

× ξ(kF − p′)

(∑

λ1λ2

1

q2
−

∑

λ

e−2i~q∧(~k−~p)

(~q + ~k − ~p)2

)
. (C.9)

Tomando o limite termodinâmico e fazendo uso das de�nições já mencionadas para kF e

a0, juntamente com a troca para variáveis adimensionais q (kFq = ~q), reescrevemos E (2)
0

da seguinte maneira:
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E (2)
0 = −2

m

~2

(
2πe2

V

)2 (
V

(2π)3

)3
1

k3
F

∫
d3q

q2

∫

|~k+~q|>1

d3k

×
∫

|~q−~p|>1

d3p
ξ(1− k)ξ(1− p)

~q · (~q + ~k− ~p)

(
4

1

q2
− 2

e−2i~q∧(~k−~p)

(~q + ~k− ~p)2

)

=
N e2

2a0

(
ε
(2) r
0 + ε

(2) b
0 (Θ)

)
, (C.10)

onde reconhecemos

ε
(2) r
0 ≡ − 3

8π5

∫
d3q

q4

∫

|~k+~q|>1

d3k

∫

|~q−~p|>1

d3p
ξ(1− k)ξ(1− p)

~q · (~q + ~k− ~p)
(C.11)

como o termo direto de energia ε
(2) r
0 , que não é modi�cado pela não-comutatividade, ao

passo que encontramos o termo de troca da energia

ε
(2) b
0 (Θ) ≡ 3

16π5

∫
d3q

q2

∫

|~k+~q|>1

d3k

∫

|~q−~p|>1

d3p
ξ(1− k)ξ(1− p) e−2i~q∧(~k−~p)

~q · (~q + ~k− ~p)
(C.12)

que, de fato, sente o efeito da nova geometria espacial através da exponencial dentro da

integral na Eq. (C.12), diferindo do resultado comutativo mostrado na Eq. (3.30).
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