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Resumo

A dinamica quantica de sistemas de particula tnica nao-relativistica envolvendo coor-
denadas nao-comutativas, usualmente chamada mecanica quantica nao-comutativa, tem
sido objeto de numerosas investigagoes. Neste trabalho estendemos esses estudos para o
caso de sistema de muitas particulas. Usamos como prototipo o modelo do gas de elé-
trons degenerado cuja dindmica é bem conhecida no limite comutativo. Nosso objetivo
principal aqui é entender qualitativamente, em vez de quantitativamente, as principais
modificacoes induzidas pela presenca de coordenadas nao-comutativas. Primeiro veremos
que a nao-comutatividade modifica a energia de correlacao de troca enquanto preserva a
neutralidade elétrica do modelo. Logo, através da teoria de perturbacoes independente
do tempo juntamente com o mapa de Seiberg-Witten mostramos que o potencial de ioni-
zacao é modificado pela nao-comutatividade e, também, que o parametro nao-comutativo
atua como uma temperatura de referéncia. Sendo assim, a nao-comutatividade levanta a
degenerescéncia do gas de elétrons a temperatura zero.

Palavras-chave: Mecanica quantica nao-comutativa; gas de elétrons; teoria quantica de
campo nao-comutativa.
PACS Nos.: 03.65.Ca; 71.10.Ca; 11.10.Nx



Abstract

The quantum dynamics of nonrelativistic single particle systems involving noncommu-
tative coordinates, usually referred to as noncommutative quantum mechanics, has lately
been the object of several investigations. In this note we pursue these studies for the
case of multi-particle systems. We use as a prototype the degenerate electron gas whose
dynamics is well known in the commutative limit. Our central aim here is to understand
qualitatively, rather than quantitatively, the main modifications induced by the presence
of noncommutative coordinates. We shall first see that the noncommutativity modifies
the exchange correlation energy while preserving the electric neutrality of the model. By
employing time-independent perturbation theory together with the Seiberg-Witten map
we show, afterwards, that the ionization potential is modified by the noncommutativity.
It also turns out that the noncommutative parameter acts as a reference temperature.
Hence, the noncommutativity lifts the degeneracy of the zero temperature electron gas.
Keywords: Noncommutative quantum mechanics; electron gas; noncommutative quan-
tum field theory.

PACS Nos.: 03.65.Ca; 71.10.Ca; 11.10.Nx



Sumario

1 Introducao

2 Espago-tempo nao-comutativo e o produto de Grénewold-Moyal
3 O modelo do gas de elétrons degenerado

4 O modelo do gas de elétrons em um espago nao-comutativo

5 Conclusao

Apéndice A - Definicoes

Apéndice B - Anélise de Diagramas

Apéndice C - Calculos
C.1 Caélculo do Elemento de Matriz em 851) ....................

C.2 Calculo de 5(52) .................................

Referéncias

10

14

23

38

40

43

47

47

49

54



1 Introducao

Historicamente, a nocao de coordenadas espaciais nao-comutativas surgiu com Hei-
senberg quem, em uma carta a Peierls, sugeriu a existéncia de uma relacao de incerteza
no espago-tempo como uma possivel maneira de eliminar as singularidades que aparecem
nos termos das auto-energias. Embora Heisenberg nao tenha publicado algo a respeito,
sua idéia nao parou por ai e, seguindo a seqiiéncia Peierls — Pauli — Oppenheimer —
Snyder!, levou este tltimo a escrever o primeiro artigo no assunto em 1947 |2]. Porém,
talvez devido ao sucesso da teoria de renormalizacao, essa proposta foi esquecida até

recentemente, quando reaparece através das teorias de corda e da gravitacao quantica.

Muitos autores tém estudado efeitos causados por um espago-tempo nao-comutativo
sob pontos de vista matemaético e fisico. Para isso foi sugerido promover as coordenadas
do espago-tempo (z; e o) ao nivel de operadores hermiteanos (Q; e Qy) que obedecem as

relacoes de comutagao

[QmQV] = i@uw (1-1)

com p,v = 0...d — 1, onde d é a dimensao do espago-tempo e ©,, é uma matriz an-
tisimétrica real e constante com unidades de area. Na Ref. [3|, foi proposta uma teoria
de Yang-Mills imersa em um torus nao-comutativo. A presenca do tensor constante ©,,
implica na violagao da simetria de Lorentz enquanto que causalidade requer ©¢y; = 0. No

entanto Connes et al.[4] provam que ela surge como um limite definido da teoria de corda

'Para maiores detalhes histéricos veja [1] e referéncias dentro desta.
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— supostamente a teoria de corda nao conteria tais “defeitos” —, onde a nao-covariancia
surge a partir do valor esperado do campo de fundo. A teoria de Yang-Mills supersimé-
trica ndo-comutativa (NCSYM) também foi extraida por Seiberg & Witten [5] partindo

de uma corda aberta na presenca de um campo magnético constante.

Dessa maneira, a teoria de corda impulsionou a retomada de idéias de teorias fisicas
contidas em variedades do espaco-tempo nao-comutativas, iniciando-se estudos detalhados
sob varios aspectos da teoria de campos nessas variedades. Através de céalculos explicitos
de lagos para casos onde ©% = ( (espago nao-comutativo), foi mostrado que a teoria
¢ até dois lagos |6, 7| e a Eletrodinamica Quantica nao-comutativa (NCQED) até um
lago [8-10] sdao renormalizaveis. J4 no caso ©% # 0, viu-se que a teoria nio é unitéria
no que diz respeito a matriz S [11,12] nem causal, nao se apresentando atraente como
uma teoria de campo. Como outro aspecto negativo também podemos citar o apareci-
mento das divergéncias infravermelhas em teorias massivas (mecanismo UV /IR) geradas
pela nao-comutatividade. Neste caso, apos as divergéncias ultravioletas serem controla-
das através do processo de renormalizagao, surgem as infravermelhas como um problema
adicional. A introdugdo de supersimetria em teorias de calibre Abelianas (NCSQED) e
nao-Abelianas (NCSYM) até um lago de perturbagoes foi estudada em [13-16], onde foi
demonstrado que a presenca da supersimetria leva ao desaparecimento das divergéncias
UV/IR nao-integraveis. Mais detalhes em assuntos relacionados podem ser encontrados

nos ja existentes artigos de revisao [17-21] e também na literatura especializada.

O reaparecimento de modelos envolvendo variedades do espago-tempo nao-comutati-
vas também foi impulsionado pelo fato de serem de grande interesse para a formulagao da
teoria quantica da gravitacao (QG). A idéia é que a comutatividade do espago-tempo é
perdida na escala de Planck [22] <)\p = (Gh/c*)"? ~ 1.6 x 10’33cm>. Isso levaria, talvez,
a uma relacao de comutagao conforme a da Eq. (1.1), sendo ©,,, neste caso, uma matriz
constante da ordem do quadrado do comprimento de Planck. Essa relacao impoe possiveis
limitagoes na precisao da localizacao de eventos no espaco-tempo, o que de fato deve ser

uma caracteristica de uma teoria quantica da gravitacao. Mesmo no ambito da teoria da
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gravitacao de Einstein, quando combinada com o principio de incerteza de Heisenberg,
somos levados a concluir que o espago-tempo ordinario (comutativo)? perde qualquer
significado operacional em escalas muito pequenas. Basta pensarmos no caso de uma
medicao nas coordenadas espago-temporais: quanto maior a precisao nas medidas do
espago-tempo (Az,) maior serd a incerteza na medicao dos momenta (Ap,), que estao
presentes no calculo do tensor momentum-energia (7},,). O efeito desta medida, por sua

vez, em vista da equagao de Einstein da Relatividade Geral para a métrica 7,

1
R, — 3 Rny = 8T, , (1.2)

em coordenadas naturais (A = G = ¢ = 1), gerard um campo gravitacional cada vez mais
intenso. Quando o campo gravitacional se torna tao forte a ponto de nao deixar a luz
ou qualquer outro sinal escapar, o significado operacional nao pode mais ser relacionado
a localizagao. Em [22] é investigado como restringir localidade de maneira a prevenir a
formacao de buracos negros no curso de uma medida, ou seja, os Az, sao restringidos de

modo a nao serem simultaneamente muito pequenos.

Ainda sob o ponto de vista de gravitacao, resultados da gravitagdo quantica cano-
nica® mostram que a quantizacdo do espaco-tempo deve causar pequenas violagoes na
sua simetria, as quais poderiam ser diretamente observadas através do comportamento
de particulas altamente energéticas ou de particulas que viajam longas distancias. Uma
possibilidade de violagao, comum a véarios (mas certamente nao a todos) os modelos da
gravitacdo quantica, é a quebra da invariancia de Lorentz. Vale dizer que uma das formas
dessa quebra ocorrer seria caso a geometria do espaco-tempo fosse nao-comutativa. Em
um modelo fenomenologico proposto [23], efeitos da violagao de Lorentz sao introduzi-
dos na chamada relagao de dispersao, que relaciona a energia e momentum da particula.

Como resultado, fotons de diferentes freqiiéncias viajariam com diferentes velocidades.

2Usaremos eventualmente o termo ordinédrio para se referir a espacos cujas coordenadas espaciais
comutam.
3Também conhecida como loop quantum gravity ou gravitacdo quantica por lacos.
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Tal efeito poderia potencialmente deformar pulsos de radiacao vindos de distantes y-ray
bursts (explosdes de raios gama) de uma forma que seja observavel. De outro modo,
em [24] é considerada a radiagao sincrotron emitida por elétrons circulando num campo
magnético na nebulosa Crab. Estes devem mover-se proximos a velocidade da luz, atin-
gindo altas energias. Se invariancia de Lorentz é quebrada, a velocidade maxima dos
fotons e elétrons podem ser diferentes, impondo assim um corte na freqiiéncia produzida
pela radiacao sincrotron. Assumindo um comportamento de fétons e elétrons em baixas
energias descrito por uma “teoria de campos local efetiva” e através de observacoes de
radiacao com freqiiéncias além da freqiiéncia de corte, a analise feita por Jacobson et al.
configura um novo limite rigoroso na invariancia de Lorentz. Fenomenologia de efeitos
apresentados na escala de Planck tém comegado a surgir. Maiores detalhes nesse assunto

podem ser encontrados no artigo de revisao [25] e em referéncias dentro deste.

Por outro lado, mecénica quantica ndo-comutativa (NCQM) também tem sido alvo
de testes [26-29]. No caso de NCQM, estamos interessados em achar conseqiiéncias fe-
nomenologicas da presenca de um espac¢o nao-comutativo, conforme descrito em [26]: «
...deixando de lado interesses de teoria de campos, que sao mais académicos.” O principal
resultado, no caso de sistemas de particula tnica, ¢ o de que a modificagao da algebra
simultanea obedecida pelos operadores de posicao basicos age como uma fonte de novas
interacoes que devem ou nao preservar as simetrias originais. Um exemplo ¢ o traba-
lho de Chaichian et al. [26], onde, para pequenos valores de ©%, a nao-comutatividade
atua no caso do dtomo de Hidrogénio como uma nova interagao, introduzindo correcoes
ao Lamb Shift (desvio Lamb) e selecionando uma dire¢do preferencial ao sistema (des-
vio Lamb polarizado) devido a quebra de simetria introduzida pela nao-comutatividade.
Também em [29] é mostrado o efeito desse tipo de espago no caso de um Oscilador Harmo-
nico bidimensional, onde Girotti estuda diferentes casos limites da matriz ©%, sendo de
maior interesse para nos o caso de pequena nao-comutatividade, em que esse parametro

se apresenta, pela sua forma funcional, como uma temperatura de referéncia.

Corroborando o acima explanado, procuraremos estudar as conseqiiéncias de intro-
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duzir coordenadas espaciais nao-comutativas para o caso de sistemas nao-relativisticos de
muitas particulas. Diferentemente da situagio de particula tnica [26] e devido ao fato de
que a nao-comutatividade apresenta-se apenas através dos termos de interacao, contribui-
¢oes locais (efeitos microscopicos) do sistema onde encontramos uma dire¢ao preferencial
nao serao estudados. Estaremos apenas interessados em desvendar as conseqiiéncias fe-
nomenologicas globais provocadas pela nao-comutatividade. Casos limites como o de

pequeno ©% serao de grande interesse.
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2 Espaco-tempo nao-comutativo e o
produto de Gronewold-Moyal

Como veremos no Capitulo 4, a maneira pela qual os efeitos da nao-comutatividade,
sentidas por meio das novas coordenadas na Eq. (1.1), aparecem no desenvolvimento do
problema que estamos interessados se da através do produto de Grénewold-Moyal [30,
31], ou produto-*. Se torna entdo importante, aqui, fazer uma exposi¢cdo que mostre as
principais propriedades deste produto. Comecamos por introduzir, ainda no ambito de

um espago-tempo genérico d-dimensional, a definicao do operador T'(k) como

T(k) = Q" (2.1)

onde os k’s sdo numeros complexos. A partir da Eq. (1.1) vemos que os operadores Q)’s

sao auto-adjuntos, o que implica em

T'(k) = T(—k), (2.2)

da mesma forma que o carater constante da matriz ©*”, cujo comutador [Q“, @A"’] =0,

leva a

T)T(K) = T(k + ke~ 2Fuki®"" (2.3)

A_B A+Be%[A,B}

quando invocamos a féormula de Baker-Campbell-Housdorf: e“e” = e para

[A, B] sendo um ntimero complexo. Ainda obtemos
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d—1

trT(k) = (2m)* T 6(k,) (2.4)

pn=0
como sendo o tra¢o tomado com relagdo ao espaco de representagao [32].

Associamos agora uma fungao classica ¢(z) com o operador ® de acordo com a ope-

ragao

p(z) = @& = Q[p] = (2;)01 / de | dkT(k)e™ ™™ ¢(z)
1 -
= @ / dk T (k) (k) , (2.5)

sendo df = d¥¢ (¢ = x,k) e

d(k) = / du ™" §(x), (2.6)

igual a transformada de Fourier de ¢(z). O mapeamento inverso ® — ¢(z) = Q7' [P] ¢

obtido fazendo-se uso das Eqgs. (2.2) e (2.3) e (2.4). Obtemos entao

() = / (de)d e~ [RTT(K)] (2.7)

Podemos, neste ponto, introduzir o produto-+x como sendo

dk

P1(x) * Pa(z) = / WG_W tr [®,®,T1(k)] , (2.8)

e, de forma mais geral,

dk
(2m)4

D1(x) * Ppo(T) % -+ - K P () = / ekt [D1Dy - - @, TT(K)] . (2.9)

Se integramos em z a Eq. (2.9), e ressaltando, a partir da Eq. (2.1), que T7(0) = I,
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chegamos ao resultado

/dx 61(2) % Ga(2) % -+ % G () = 17 [ByDy- -+ By | (2.10)

o que implica em dizer que a integral do produto-x ¢é invariante frente a permutagoes
ciclicas entre as funcoes ¢ devido ao carater invariante do trago com relacao a permutacoes

ciclicas dos operadores .

Voltamos agora nossos esforcos para exprimir a forma do produto-x mostrado nas
Eqgs. (2.8) e (2.9) de forma que seja exibida, entre outras coisas, sua natureza nao-local.

Fazendo uso das Eqs. (2.3), (2.4) e (2.6) obtemos

tr [©:®,T1(k)] =

¢1(x) *x o) = / (Qd:)d LT [Cbl@zTT(k‘)}

) [ s Bk 50 501+ — )

1 dky ~ kb, dky  ~ i, (T "
n!/ (27)d ¢(k1)e /(2W)d¢(k52)6 ( 2k1k2@uv

= Z n! <£> [amauz T aﬂn¢l (I)] Mmrighrz. .. ghntn [81/18112 e al’ngb?(I)]

n! \ 2
n=0
R P
= ¢1(x) exp éau@“ 0y | p2(z), (2.12)
onde 0, = %. Esta é a forma explicita do produto-* (produto de Gronewold-Moyal [30,

31]). Neste ponto podemos apresentar outra propriedade importante do produto-* que

usaremos no decorrer do trabalho. Esta envolve a integral do produto-x entre duas fun¢oes
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¢1(x) e ¢o(z). Calculando a integral

[ s 0,000 D,02(0)
— 0 [ ds0, (6u(0) uoalo)]} — [ doo1(0) 0 10,0,6(0)

=0

— om /E dS, ¢1(z) [0,02(2)] = 0, (2.13)

onde representamos uma foliacao do espaco-tempo d-dimensional pela superficie infinita X
de d—1 dimensdes. Usamos, entdo, o fato de que ao menos uma das fungoes na Eq. (2.13)
deve anular-se quando integrada nessa superficie infinita > por se tratar, geralmente, de

um campo ou fungao convergente, como serd o nosso caso. Desta forma, fazendo uso da

Eq. (2.13) na Eq. (2.12) obtemos

[z 61@) = 0

1
- Z E [am a/u T aun¢1 (x)] ez ... @hlntn [amam T aVn¢2 (:L“)]
n=0 ’
_ Z % [0y -+ O, ] O @Hn1 [, 9, ]
n=0 ’

< [ w8y, 01000, 0a(0)
= /dm¢1(x)¢2(x), (2.14)

que é a segunda propriedade relevante do produto-x para o presente trabalho.
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3 O modelo do gds de elétrons
degenerado

Consideramos o modelo idealizado do gés de elétrons de alta densidade o qual ocupa
um volume V = L3. Este é um modelo simples que equivale a uma primeira aproximacao
para um metal ou plasma. Como é geralmente assumido, os elétrons (carga elétrica —e)
estao na presenca de um fundo uniforme de ions positivos (carga elétrica +e€), o que
assegura a neutralidade do sistema total. Para que isso ocorra, o nimero de elétrons
deve ser igual ao nimero de ions (N). Os ions sao substancialmente mais pesados que os
elétrons e serao, portanto, considerados como estaticos. Apesar de esse sistema ter sido
extensivamente descrito em livros-textos 33|, faremos um pequeno paréntese aqui para
citar os principais resultados. Por escolha, os graus de liberdade dos elétrons (F) sao
as posigoes em coordenadas Cartesianas {XiE} e momenta lineares {Pj,E}, juntamente
com 0s spins {SZE} Letras mintsculas do comego do alfabeto Latino (a, b, ...) designam
particulas, enquanto letras mintisculas do meio do alfabeto Latino (i, j, . ..) apenas tomam
valores de 1 a 3 e identificam as componentes Cartesianas do correspondente observavel.
Observaveis associados aos elétrons comutam com aqueles associados com os ions. O
espaco de fase dos graus de liberdade dos elétrons obedecem a algebra de tempos iguais

padrao
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[ é,E7 XgE} =0, (3.1a)
(X! g, Pl g = ih676a, (3.1b)
[Pap Pb]E} = 0. (3.1c)

Enfatizamos que todos os observaveis de posicao comutam entre si. A algebra para as
variaveis do espago de fase dos ions podem ser obtidas a partir da Eq. (3.1) substituindo-se

E por B. A algebra dos componentes de spin nao necessita ser mostrada explicitamente.

Estruturalmente, a forma mais geral do Hamiltoniano total resulta

H = Hg + Hg + Hgp. (32)

O Hamiltoniano Hp descreve a dinamica de elétrons livres na presenca da interacao
Coulombiana existente entre eles. Portanto, na representagao de posi¢ao (X' |Z) =

' |Z), P'—p' = —ihd/0x"),

N N
pa pa 1
Hp =Y —wfoef + 5 Z (|Zap — B.E|), (3.3)

a=1

onde

—p |7
5 €

7 (3.4)

V() =

e 1 ¢ um fator necessario para assegurar, no limite termodinamico, a convergéncia de
cada termo presente no lado direito da Eq. (3.2) [33]. De fato, devido ao carater de longo
alcance do potencial coulombiano, cada um desses termos divergem individualmente no
limite N — oo e V — oo, com n = N/V = constante. Porém, a soma de todos os

termos deve ser finita devido & neutralidade do sistema como um todo. Neste caso, entao,
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i eventualmente toma o limite 4 — 0. Como estaremos interessados nas propriedades
elasticas do meio, como por exemplo a energia por particula £/N, tomamos primeiro o

limite L — oo e entdo p — 0 ou, de outra forma, u=! << L.

Para Hp escrevemos

N
1 — —
Hp = 3 5—1 V(%o — T, 8])

#b=
1 — — — —
— 5 /d3IG’B /d3xb73n(xa,3)n(xb73) V(|$Q7B — l’b73|). (35)

A auséncia do termo cinético na Eq. (3.5) reflete o fato de os ions serem estaticos. Além
disso, a natureza continua do fundo de ions é tomada em conta na troca da soma discreta
pela integral continua. Para isso ¢ introduzida uma nova variavel, n(Z, ), conhecida

como densidade de ions. Finalmente, Hgp é dado por

N N
HEB = —ZZ V(’fa,E _fb,BD

a=1 b=1

N
- _Z/d%b,Bn(@,BW(m,E - (3.6)
a=1

Deveremos estar sempre trabalhando na aproximagao n(Z, g) = constante = N/V. Desta

forma reescrevemos as Eqs. (3.5) e (3.6) como

o2 (N)Q/ e~ M Za,B—Tp B
Hp = —|— Pz, /d3x - =
B 2 \V B b | Ta, B — Ty, B
2 (N\* [ 4 5 € h
e N2 4x
_ - ar = 3.7
>V (3.7)
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Y 5 e Ml Za, B —Th B
HEB = —€ V E d Ty, B

|fa,E - fb,Bl

= _e2t 2T (3.8)

onde tomamos vantagem da invariancia translacional frente ao carater uniforme e infinito
do meio para passar da primeira para a segunda linha nas Eqs. (3.7) e (3.8). A divergéncia
de cada termo da Eq. (3.2) é explicitamente mostrada nas duas tltimas equagdes através

do parametro p. Somando-se os resultados dessas equages na Eq. (3.2) obtemos

H=-—"—+Hg. (3.9)
0

Basta, entao, calcularmos o termo Hpg. Para isso usamos o formalismo da segunda quan-

tizagao [33], passando de Hp para Hy’

seg

— Hy+ Vg, (3.10)

com

—

Bada ) €, (3.11)

H, — ZZCEIM <E1A1‘ R;QE”]?E

E1 A EQ)\Q

representando o termo da energia cinética dos elétrons, e
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1 - 5
D 3) 5 D W N CINAY

E1A1 k2A2 K3As Kaa

X Chang Chag (3.12)

V (’X(IE — XbED ‘/Zs)\?, /;4)\4>

sendo o termo de interagao. Aqui, cj;/\ (cgy) sao os operadores de criagdo (aniquilagao)
dos elétrons de momentum k e spin A (A = £1). Estes operadores, obviamente, obedecem

uma algebra de anticomutadores [33| devido a sua natureza fermionica. Escrevemos agora

Bpy(7) = (T|FX) = VThe ™y, (3.13)

como sendo a funcao de onda do elétron livre, onde as duas funcoes de spin para spin-up

e spin-down ao longo do eixo-z sao escritas como

1 0
”7T = s nl = (314)
0 1
Além disso,
271'77,7; .
k=7 =123 and n=E1 42, (3.15)

¢ o momentum periodicamente quantizado. Podemos entao desenvolver o calculo do

elemento de matriz na Eq. (3.11)

L PP o o
<l€1)\1 27;;5 ‘kg)\2> — (va)fl /dea’Eezkl-xa,Eni\l(_hZViE) elk?xa’EU}\g
I2k; i(ka—k1)-7,
= GO [ A p BRI
Vg L,
h2k2
= 500, (3.16)

2m
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que nos leva a
h2k?
Hy = Z%% Coy - (3.17)
Ex

Para o caso do elemento de matriz na Eq. (3.12) obtemos

(Fidi odo| V (| Ko 5 = i | ) | oo Fida )

e2 o o
= [ ()T @ 02, (0)T] [mag (@) @ 1, (b)) W/dg%,E/dgﬂfb,E ¢ MrFor o=tk T p

e—M|fa,E—fb,E| =

ST ks Fap gk
|Za. — T.5|
2
e 4dm
- Vd)‘l/\?’a)@)“l 5E1+E2,E3+E4 - N ) (318)
(kl - /f:s) + 12
cujo resultado, substituido na Eq.(3.12) da
T
Z Z Q2 + ,u2 k+q Ay P=a22 CP22 CRxy (3.19)

kqp MA2

com ¢ = |q]. Como préatica comum, escolhemos ¢ para designar o momentum transferido
da reacio j + k — (F—q) + (k + @), fazendo as mudancas ky — 7 e ks — k onde

— ky = —k + k1. Para resolver as Eqs. (3.7), (3.8) e (3.18), temos usado o resultado

q

L At e?
E2V(7]) e = ——, 3.20
J#vimen - T (3.20)

valido no limite termodinamico (N, V — o).

Faremos agora a seguinte separa¢ao:

Ve = Ve(g=0) + Hy, (3.21)
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onde

e? Arx
Velg=0) = 2V 12 Z Z Gy B2 Gy
kp A2
e 4
o W? Z Z CE7A1 CE}\I (Cﬁ7)\QCﬁA2 - 5137;;5A1A2>
Eﬁ A1)2
e? 4m (. - e A
= gy (WP=N) = (=N 3.22
2V 2 ( - 2V 112 ( ) ( )

contém apenas o modo ¢ = 0 da soma em ¢ e, por sua vez,

2T e?

_=r ’ cor T . .

H= TS O e, a2
kpg MA2

contém a soma nos modos ¢ # 0, sendo N o operador nimero de ocupacao reconhecido

como

N = Z c%)\ Cpy - (3.24)
kA

Como deveremos estar sempre lidando com estados onde o nimero total de particulas
N é fixo, trocamos os operadores N pelos seu autovalor N. Além disso, a linha ao
lado do simbolo ) indica que o momentum ¢ = 0 nao é incluido na soma. Podemos
entdo reescrever o hamiltoniano total em segunda quantizagao (H) coletando os dados

das Eqgs.(3.9), (3.17), (3.23), resulta

e 4
H=-N——+H,+ H;. .2
W + o + 7 (3.25)

Conforme ja argumentamos, estamos interessados apenas em propriedades do meio para
cada particula, ou por particula, que devem ser finitas, de forma que na Eq. (3.25), pela

condi¢ao de tomarmos primeiro o limite L — oo e ap6s p — 0, chegamos finalmente a
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H = Hy + Hy, (3.26)

sendo Hy dado pela Eq. (3.17) e H; pela Eq. (3.23), as quais sdo finitas no limite y — 0,

mantendo a neutralidade do sistema como um todo.

Dentro do formalismo da teoria de perturbagoes independente do tempo, os principais
resultados, incluindo contribuigoes até segunda ordem, podem ser resumidas da seguinte
forma. A energia do estado fundamental nao perturbado (energia de Fermi E(()O)) é dada

por [33]

2 991
g0 - & N2 3.27
0 2ay r2 ( )

onde ay é o raio de Bohr, 7y = ro/ag e glm“g = V/N. A primeira e segunda corregoes

perturbativas deste resultado sao, respectivamente [33-36],

EV = _ N 3.28
0 2a0 Ts ) ( )
e
@ _ ¢ @r | (@b e?
E® = SN [60 + el } = N [0.0622 Inr, — 0.094] . (3.29)
2CLO 2CLO
Aqui [37],
v 3 /dg_q / d3k/ iy S1-WE1—p)
16m° ) & Jigig>1 p-a>1  [4(d+k—p)(d+k—p)?
1 3

é a energia de correlagdo de troca em unidades de Rydberg. Designaremos por £(z) a

fungao degrau de Heaviside. De forma a trabalhar com os vetores adimensionais (p)
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22
. - . T
definimos krpp = p, onde krp = (%)3 o~ € o ntimero de onda de Fermi. Também,

p = |p|. Neste ponto acaba nosso breve resumo sobre o géas de elétron degenerado.
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4 O modelo do gds de elétrons em
um espaco nao-comutativo

SIS TR i i i i
Vamos, enfim, ao estudo das implicagoes da troca X; p — Q;, g, P, g — P, p, com

o espaco de fase agora obedecendo a algebra de tempos iguais?

[ fz,Eu QZ,E] = Qiéab@gv (41&)
Q6 5 B p) = 1767 6ap, (4.1b)
P2 e PgE] = 0. (4.1c)

A caracteristica distinta dos novos observaveis de posigao ( fl £) € que eles ndo comutam
entre si. Esse tipo de nao-comutatividade é caracterizada pela matriz antisimétrica cons-
tante (@g) Uma representacao explicita para esta algebra ja foi obtida [26-29| a partir

do fato que (veja as Eqgs. (3.1) e (4.2))

1

- O Pl 4. (4.2)

iy
a, B Xa,E -
Uma modificacao similar poderia ser introduzida para os ions. No entanto, por estes
T iy
serem estaticos, a Eq. (4.2) se reduz a Q;, 5 = X, p.

O primeiro passo para introduzirmos essa nova algebra de comutadores no desenvol-

vimento do problema consiste em fazermos algumas consideracoes com respeito ao espaco

!Por motivo de conveniéncia adicionamos um fator 2 na relacio de comutacio das coordenadas espa-
ciais a fim de néo carregar o fator 3 dentro do produto-* visto na Eq. (2.12).



4 O modelo do gds de elétrons em um espaco nao-comutativo 24

onde representaremos o estado do sistema | W) e ao proprio estado. Assumimos, entao,
que o espaco de Hilbert do sistema onde os operadores correspondentes as variaveis do
espago de fase obedecem a Eq. (4.1a) pode ser consistentemente tomado igual ao espago
de Hilbert do seu contraponto comutativo |[26|. Assim, a equag¢ao dindmica que descreve
um estado | ) é dada pela equagdo de Schrodinger H | V) = ih-L | ¥). Desta forma, no
que diz respeito aos Hamiltonianos na Eq. (3.2), a troca X p — Qb 5, Pi p — Pi g

induz a mudanca H — H, de forma tal que

H =Hg + Hp + Hgs, (4'3)

onde
o= S EERE w5 3 V([ s = di]). 4

a=1 a#b:l
1 . iR .
o = 5 [ @ [ @) 0 V(s )
_ Hy (4.5)
e

Hep = —zN:/dsxb,Bn(fb,B)VO (Ea,E — T, B D (4.6)
a=1

Por razoes de simplicidade, foi introduzida, a partir da Eq. (4.4), a notagao

(ba,E = xa,E' - ﬁ@Ejpa,E' (47)

Como ja foi declarado, {sz} denota o conjunto de autovalores do operador X;E, ao

passo que pl, p = —ihd/0x, prepresenta P. p na base definida pelos autovetores comuns
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de {X;E}

Investigamos agora a acao do termo V' (

$a. B — T B D atuando sobre uma func¢ao ar-

bitraria, porém diferenciavel, ¥(z, 5, 2} p). Ao levarmos em conta a Eq. (4.7) é possivel

verificar que

“

1
27T 3/2

,Lkl( )

dk

PrV(E)e

f
/

%,E - % BD €

(27r)3/2
(

i i
V (| Lo, E — Ly, B

—

i 0

i 1 i
Lo, B — ﬁ@ p] E — Ty B

ik (Zo B — T .B) o

. el
P

D *a,5 V(7 aEJ‘rb B) -

) ‘ll(x;E’ xi,B)

1 oij ., J i . .
5= 7 ORp -zt ) i i
R PEPa,E T, B \I/(xa,E7 J;b7B)

kz@”a]
B an U (g aE?be)

To.B (x aE?xb B)

(4.8)

onde V (k) é a transformada de Fourier da funcio V (|]) e

V(%4 — %,B]) *a ‘I’( avabB)

V(’fa,E - fb,B D €

a0 00 sy (4.9

aE?be)

é o produto de Gronewold-Moyal ou produto-* o qual trabalhamos no Capitulo 2. Note que

:z:a p hao comuta com pa p mas, no entanto, comuta com 0% B pa p devido a antisimetria

de @g. Essa observacao é de extrema importancia para que se chegue na tltima igualdade

da Eq. (4.8). Além do mais, ja que apenas as coordenadas dos elétrons sdo sensiveis ao

produto-* eliminamos o subscrito £ ao passar da Eq. (4.8) para a Eq. (4.

novamente a atencao para

9). Chamamos
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/ B3 61 (%) % bo(x) = / B3 61 (X) () | (4.10a)
[ #2005 a0 = [ om0 5 6100w 6a()
_ / P do(x) % da(x) % b1(x),  (4.10D)

como as propriedades mais relevantes do produto- [18-21] a que terdo um papel chave
nos desenvolvimentos que estao por vir. Aqui, a funcao convergente no infinito a que
mencionamos no Capitulo 2 para que a Eq. (4.10a) seja satisfeita serd sempre dada pelo

potencial V' (|Z]|) da Eq. (3.4) que tende a zero no limite (L — o0).

Direcionamo-nos, agora, ao céalculo de Hgp. Substituindo a Eq. (4.8) na Eq. (4.6)

obtém-se,

N
. L ij i
Hep V(v g, Ty 5) = —Z/dgl“b,Bn(%B)V( To g — ;L@EJPZ,E — T p
a=1
X \Ij(xi,Ev xil,B)
N X . .
= _VZ/d%b,BV(‘xZ,E - fvé,B}) *a \I’( Te B> % B)
- ——Z [ v w0 vt

= HEB\I;(:L‘C7E7 zd,B)7 (4'11)

o qual, em vista da arbitrariedade de ¥(z% xd 1), equivale a escrever

Hep = Hgs, (4.12)

como uma identidade operatorial. Assim, a nao-comutatividade dos observaveis de posi-
¢ao dos elétrons nao afeta o Hamiltoniano Hgg. Essa é uma conseqiiéncia da estrutura

continua assumida para os ions de fundo.
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Para completar o Hamiltoniano total restou estudar as modificacoes induzidas pela
nao-comutatividade em Hg. Da mesma forma como no caso comutativo, representado

pelas Eqgs. (3.17) e (3.23), através do formalismo de segunda quantizagao obtemos

onde Hy é dado na Eq. (3.17), enquanto

Ve = 3T Sk e, (| V(|G = Gos]) [Farains)

F1A1 kag kaAs kada

X CRng CRang (4.14)

Note que na Eq. (4.13) usamos diretamente a igualdade Hy = H, devido ao fato de se
tratar da parte puramente cinética dos elétrons, que nao sente as modificacoes provocadas

pela nao-comutatividade (veja as Egs. (4.1)).

Através de manipulacao padrao [33], o lado direito da Eq. (4.14) pode ser escrito como

(Fidi ke V (|G = G| ) [ Fos k4A4>

= V_ [77)\1 (a) ®n)\2(b) } [n)\g ®77>\4

)

\

dea E\/d3l’b7E€_Zk1.xa’Ee_lk?xb’E

x [V(m,E By |) xe xp et FaTaE iRa T, E] (4.15)

onde trazemos a tona, novamente, as Egs. (3.13) e (3.14). O uso das Egs. (4.10) nos

permitem encontrar
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<1¥1A1 Fohs

V(|Guw = Gro|) [Fsha i )

_ /-2 3 3 = = i k37, —iky &
=V 5)\1)\3(5)\2)\4 /d .T}a’E/d xb,Ev<|xa,E — SL’b7E|) [e 3T B 4, e 1 “’E:|
% |:€iE4‘fb,E *p e*iE2‘fb,E:|

=V 5E1+E2,E3+E4 OrnirgOrors € (FonfitFan) /dSZ V(lz])e # k) ) (4.16)

onde o produto "wedge"(A) é definido como

EAD = K ouy. (4.17)

Para chegar ao tltimo termo no lado direito da Eq. (4.16) tomamos vantagem da relagao

ezack % e TP — 6zk:/\p ezack e TP (418)

A inser¢ao da Eq. (4.16) na Eq. (4.14) leva a

. _ —1 . I . 7 (Eg/\];l + E4/\E2)
VE - Z Z Z Z kl)\l kg)\z 5k1+k2 s k3t+ka 5>\1>\3 5)\2)‘4 €

kl)\l k2)\2 k3)\3 k4)\4
3 i 2 (ky —k2) . .
< [azviae
47T€ —zq/\ k D)

= ol T
B Z Z CRrgan GP-axe P2 o (4.19)

i A ¢+ p?

Esta é a forma desejada de Vg em termos dos operadores de criacao e aniquilagao. Este
resultado exibe explicitamente a nao-comutatividade. Como feito no Capitulo 3, escolhe-
mos ¢ para designar o momentum transferido da reacio j + k — (F—q) + (lg + q),

fazendo as mudancas lg4 —pe Eg, — k.

Assim como no caso comutativo [33], a contribui¢ao do modo ¢ = 0 no lado direito da

Eq. (4.19) cancela aquelas vindas de Hp e Hgp, exatamente como visto no Capitulo 3.
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Isso significa que a nao-comutatividade nao destroi a neutralidade elétrica. Portanto, o

sistema total modificado colapsa em

H = Hy + H;, (4.20)
onde Hy é dado pela Eq. (3.17), enquanto H; lé-se

2 2 / e—taN(k—p)

H; =

e T T - o
% P i Poane T o (4.21)
kpg M1A2

Vamos agora construir diagramas que representem o operador Hamiltoniano de inte-
racao H; fazendo uma ligacao com a teoria dependente do tempo. Como pratica usual,
as linhas de férmions sao desenhadas com setas. Operadores de criagao (aniquilagao) sao
representados por linhas saindo (entrando) em um dos vértices. Das Eqs. (4.14) e (4.15)
vemos que os vértices os quais interagem através do potencial Coulombiano estao asso-

ciados, cada um separadamente, a um operador de criacao e a outro de aniquilacao. Os

T

operadores Cry o €C, estao ligados ao ponto de interagao 7, g no vértice que chamaremos
1A1

V1 enquanto os operadores 022 2 & G, 1O vértice que chamaremos Vs sao localizados pela
coordenada 7 g. A interacao entre os vértices ¢ mostrada por linhas onduladas com o res-
pectivo momentum transferido. Para chegar a Eq. (4.21), como ja mencionado, fizemos as
mudancas 154 —pe Eg — k e definimos o momentum transferido q= Eg — El = —(154 - EQ)
Desta forma, no vértice Vs teremos linhas de férmions relacionadas aos operadores CIL o

e Cp\,. Por outro lado no vértice V; teremos as linhas cl

Ciy - inte &
g € Cin O passo seguinte ¢é a

construcao de um diagrama representando o Hamiltoniano de interacao H;. Seguindo a
construcao feita para o caso de um vértice na Fig. 4 do Apéndice B, na Fig. 1 chegamos
diretamente & mesma exponencial obtida na Eq (4.21). A vantagem é que daqui para a
frente basta localizar em que termos aparecerao essas exponenciais e, entao, conhecendo

o contraponto comutativo, acrescenta-las no calculo.

Neste ponto abrimos um paréntese. Note que, em contraposicao com o caso relati-
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s ez’EA(E+q) P PNI=D) efisz(E—p)

Vi Va

Figura 1: Constru¢ao do Hamiltoniano de interacao H; na forma de diagramas. Atra-
vés da disposicao das linhas de férmions obtemos a exponencial contendo o parametro

nao-comutativo, o qual entra diretamente na expressao do caso comutativo dada pelas
Egs. (3.17) e (3.23), reproduzindo a Eq. (4.21).

vistico, o limite comutativo (0% — 0) na Eq. (4.21) existe e é bem definido. Em outras
palavras, o mecanismo UV /IR, [38], que contamina as teorias de campo relativisticas, nao
surge no presente caso. Isso se da claramente devido a auséncia de divergéncias ultravio-

letas no caso nao-relativistico.

E um exercicio simples verificar que H; é Hermiteano. Via de regra basta tomar o

complexo conjugado juntamente com o transposto do operador Hy,

2me? AN (k=)
Hp = ' —— b e, s
4 \V4 q2 EAp DAz P—q 2 Y4
kpg Ah2
SN (Tl
2me? , e~ WA (K'=p") ; :
o V Z Z q/2 C];;/_;'_qv’)\l Cﬁ’_q",)\Q Cp' Xy CE/)\l = H], (422)

Fpg MAz

sendo necessarias as mudancas de variaveis k — k' — ¢, p— p' + ¢ e finalmente § — —¢,

mantendo ¢’ # 0.

Temos até agora desenvolvido as ferramentas para calcular alguns dos efeitos fisicos
induzidos pela nao-comutatividade no gas de elétrons. Focaremos nos autovalores de

energia do estado fundamental e empregaremos, assim como na situacao comutativa, a
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teoria de perturbacoes independente do tempo. Comecamos escrevendo

2
B |0
E[()O) . E.i(O)

o (4.23)

& = B + (EQ| mr [ EO) + 3 |

i#£0

0 .~ . < ~
onde {El( )} sao os auto estados excitados de Hy. Como Hj nao sente a presenca da nao-
comutatividade, seus autoestados e correspondentes autovalores permanecem inalterados.

Portanto, Eq. (3.27) ainda permanece verdadeira.

O que vem depois é o calculo de Sél) o qual, de acordo com a Eq. (4.23), lé-se

&) = (B0 |EY)
27 e? —ian(k (0) t (0)
- I Y <E o i, | B ) (429)
kpg M1A2

Como ja mencionado, o modo ¢ = 0 nao contribui para o lado direito da Eq. (4.24).

Entao, manipulacoes diretas mostradas em detalhe no Apéndice C.1 nos levam a

<E(()O)‘ o e, ]E3°>> = —&(kp — ) §lhr — k) 0y gz Oan, . (4.25)

k+q, M1

Observamos que, quando substituimos a Eq. (4.25) na Eq. (4.24), o fator 05 g anula os

efeitos da nao comutatividade e, portanto,

e = BV, (4.26)

Construindo o diagrama correspondente ao termo 8(51), mostrado na Fig. 2, e levando em
conta as andlises feitas no Apéndice B por meio das Figs. (4) e (5) e anteriormente por
meio da Fig. (1), podemos automaticamente ver que a exponencial contendo o parametro

nao-comutativo desaparece. Da Fig. 2 temos
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Vs

P k+q=1p
Vi
&gy

Figura 2: Diagrama representando o valor esperado do estado de Fermi de H;. Neste caso
dois lagos fechados por dois vértices. Esse tipo de diagrama onde duas linhas sao fechadas
por dois vértices leva o produto das exponenciais envolvendo o parametro nao-comutativo
a igualdade.

V, = P (4.27a)
Vo, = E0ng (4.27b)
de modo que

O motivo por que a nao-comutatividade nao esta presente em diagramas do tipo da Fig. 2

é discutido ao longo do Apéndice B.

O célculo de 8(%2),

: (4.29)
i£0
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é cansativo. Os detalhes se encontram no Apéndice C.1. Por isso, simplesmente, mencio-

namos que este é dado por

£P = S N [652” + 2] . (4.30)

5(52) r

Fi%ura 3: Diagrama contendo segunda ordem de perturbacao, ilustrando o termo de troca
g e o termo direto 7.

Da construgao dos diagramas representando os termos de troca (EéQ)b) e direto (Séz)r)

para segunda ordem de perturbacao, ilustrados na Fig. 3, é possivel, sem precisarmos car-
regar todo o calculo operatorial feito no Apéndice C.2 porém conhecendo seu contraponto
comutativo, chegar diretamente no resultado da Eq. (4.30), pois, como podemos ver, o
termo direto cancela a ndo-comutatividade devido aos lacos fechados entre vértices?. Ja
no caso do termo de troca, temos que, da configuragao no espago de momentum para as

linhas de férmions mostrado na Fig. 3,

2Note que ndo foram desenhados todos os diagramas topologicamente diferentes, descartando os que
nao contribuem. No Apéndice B discutimos quando isso ocorre.



4 O modelo do gds de elétrons em um espaco nao-comutativo 34

V) = - DnF (4.31a)
Vy = 07 (4.31b)
Vs = FAED) (4.31c)
V4 = PN (4.31d)

. - . . o(2)0b
e, entao, juntando a contribuicao de cada um desses vértices correspondentes a Sé )

obtemos:

V,VoViV, = ei(ﬁ—fD/\E ei(E+®AﬁeiEA(E+é) e PNP=0) — —2ZqA( 15) (4.32)

que é a modificacao introduzida pela nao-comutatividade, também obtida por célculo

direto no Apéndice C.2 para o termo de troca. A expressao final de 6(()2)b(@) é dada por

6(()2)1; ~ @b (@)

€o
d3 1 —Kk)&(1 — p)e2ikian(k—p)
[k+q|>1 Ip—q|>1

167?5 [d-(d+k—p)(d+k—p)?

E instrutivo comparar esse resultado com seu contraponto comutativo, explicitado nas
Egs. (3.29) e (3.30). Como se vé, e((f)r permanece inalterado pela nao-comutatividade
enquanto que o termo de energia de correlacao de troca, e(()w', ¢ modificado como visto na

Eq.(4.33). E de facil verificacdo que 6(()2)b (O) é real, como exige o carater hermiteano de

H;. Isso permite a substituicao da exponencial pela sua parte real, i.e.,

Vb (0) = 3 [dd / PPk / &*p &~ &
167> > Jikrds p-a>1 (G- (d+k—P)(d+k—p)?
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Obviamente, a equivaléncia entre as Eqs. (4.33) e (4.34) pode também ser mostrada por
calculo direto. Notamos que o argumento da func¢do trigonométrica depende de kp e,
portanto, de V| por isso a energia de correlacao de troca nao é mais constante. Como
conseqiiéncia, as propriedades termodinamicas como pressao e modulo de elasticidade, que
sao obtidos através da primeira e segunda derivada da energia com relagao ao volume, sao

modificadas pela nao-comutatividade.

Nao fomos capazes de calcular analiticamente a integral na Eq. (4.34). De maneira
a proceder, assumimos que caracteristicas globais do sistema nao sao sensiveis a direcao
do vetores 0" = 1/2¢7%©%F . Podemos, entdo, trocar o lado direito da Eq. (4.34) por sua
média sobre todas as direcoes possiveis do vetor 0. Tsto é efetivamente implementado

integrando sobre os angulos de 6 o qual permite reescrever

—

2y = 1 40, ¢2"()

iq €1-K)E(L—p)
— APk 43 - 2
167 / / Cedior /Iﬁ g1 Td- (G+E-D)G+Ek-p)?

sin(k30]q x (k — p)|)
k260G x (k — B)|

Vamos nos concentrar na analise de diferentes casos limites. Para 6§ = || = 0 voltamos

sem ambigiiidade para o modelo comutativo. Por outro lado, quando § — oo = 6( 0

implicando que 502 < E(()Q)

. No entanto, quantidades termodinamicas, tais como pressao e
modulo de elasticidade, permanecerao inalteradas porque a diferenca 552) — EéQ) é apenas

uma constante.

O proximo passo consiste em invocar a aproximagao feita no mapa de Seiberg-Witten [5].

Expandindo a fungao trigonométrica na Eq. (4.35) em torno de 6 = 0 se chega a

W) = A~ kbR £ O, (4:36)
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onde

d*q 5 5 £(1-Kk)E(1—p)d x (k—P)
R = —_— d’k d ) 4.37
/ q? /|12+61>1 /ﬁ—a>1 4 )](d + (437

A convergéncia das integrais em k e p é segurada pelo fato de que os correspondentes
intervalos de integracao sao finitos. Por outro lado, contagem de poténcias nos diz que
a integral impréopria em q também converge. Portanto, R existe e é bem definida. A
situagao muda drasticamente para aquelas integrais que agem como coeficientes para
ordens maiores em 6. L&, contagem de poténcia nos diz que essas outras divergem. O
modo como sair do problema consiste em carregar a integral em q entre 0 e A, sendo A

um corte tal que, assim que § — 0, 1/k%6 vai a infinito mais rapidamente que A.

Coletando todos os resultados, a Eq. (4.23) leva a

ez 221 0916 1, .
& = T‘ON F T +0.0622In7r, — 0.094 — 327r5l<:p0 R + O0%,rslnry)
= By - NT 0 i 2Re 4 0@ (4.38)
0 h32rs F ‘ '

A nao-comutatividade certamente modifica a energia do estado fundamental e, como
conseqiiéncia, também modifica o potencial de ionizacao do material tratado como um
gas de elétrons. Além disso, comparando a Eq. (4.38) com o resultado obtido para o
gas de elétron comutativo em uma temperatura finita diferente de zero [36], é possivel
concluir que € atua como uma temperatura de referéncia [29]. Gell-Mann mostrou que,

para temperaturas muito pequenas

2
T — = ) [140.0837(—Inr, —0.2034---)] 7", (4.39)

o = N (8E> ‘ T (hKars
|4

que é linear em 7. Aqui o = 1/4/97 e K & a constante de Boltzmann. Como N~19&,/00
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¢ uma funcao linear em 6 definimos a quantidade Cy no limite 6 — 0

~ o0& m 3

_ -1 0 4 2

Cy =N (_60) — 7 16,5 krne RO, (4.40)
Vv

podemos interpretar o parametro 6 como uma temperatura de referéncia a qual levanta a
degenerescéncia do modelo funcionalmente da mesma forma que a temperatura, porém, ao
invés de aumentar a energia essa temperatura de referéncia diminui a energia do sistema.
Outros efeitos os quais levantam a degenerescéncia do modelo dessa forma funcional nao

estao descartados e podem ser estudados.



38

5 Conclusao

Impulsionadas pelo grande niimero de trabalhos realizados em teoria quantica de
campo nao-comutativa, pesquisas envolvendo problemas de fisica quantica numa variedade
do espaco-tempo nao-comutativa também comecaram a ser realizadas. O grande esforco
tem sido o de gerar fenomenologia para que tais efeitos possam ser medidos. De certa
forma, mecanica quantica nao-comutativa é um campo de teste mais acessivel com respeito
a experimentacao. No presente trabalho, ao invés de seguir os estudos ja vastamente
realizados em teoria quantica de campo ou mesmo em mecanica quantica nao-relativistica,
optou-se por ingressar no estudo de teoria quantica nao relativistica de muitos corpos
envolvendo segunda quantizacao que até entao mostrava-se nao explorado pelas teorias
nao-comutativas. Neste ponto estda o carater inédito do trabalho desenvolvido aqui, que

foi publicado em parte em [39].

O modelo do gas de elétrons degenerado serviu como base para o nosso estudo de um
espaco nao-comutativo. Primeiro reconhecemos o produto-x como a maneira pela qual
a algebra de um espago nao-comutativo se apresenta no Hamiltoniano total do sistema.
Por uma analise diagramética vimos como as exponenciais nao-comutativas aparecem
tanto no Hamiltoniano quanto nos termos que contribuem para o calculo da energia do
sistema. Desta forma, correcoes perturbativas da energia foram calculadas, aparecendo
efeitos da nova geometria espacial a partir de segunda ordem de perturbacao. Para o
termo de correlacao de troca da energia, onde primeiro a exponencial nao-comutativa
aparece, levando em conta apenas efeitos globais do espaco, estudamos possiveis limites

do parametro nao-comutativo ¢, o qual nao mostrou grande interesse exceto no limite
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0 — 0, onde relacionamos o parametro nao-comutativos com a temperatura. Conforme
vimos, essa relacao nos definir um calor especifico modificado, chegando a um resultado
funcionalmente igual encontrado por Gell-Mann[36] para um géas de elétrons ordinario a

temperatura 7" — 0, porém negativo.

Com o objetivo principal de abordar problemas onde fenomenologia possa ser feita
de forma que efeitos nao-comutativos sejam testados, o gas de elétrons mostrou-se um
modelo interessante. Por um lado este modelo ja foi extensamente estudado e muitos
experimentos ja forma realizados, chegando a valores muito préximos ao predito pela
teorial. Por outro lado nao havia nenhum estudo de uma algebra nao-comutativa aplicada
em um modelo de teoria quantica nao relativistica de muitos corpos. No caso do gas de
elétrons nao-comutativo conseguimos com éxito introduzir uma algebra nao-comutativa e
calcular, por teoria de perturbacao, correcoes da energia onde a nao-comutatividade esta
presente, chegando a proposi¢ao de que o parametro nao-comutativo 8 atua, de fato, como
uma temperatura de referéncia, onde o efeito é inverso da temperatura real, diminuindo

a energia total.

Veja, por exemplo, paginas 29 e 30 em [33]
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APENDICE A - Definicoes

Para trabalhar com o formalismo de Teoria Quéantica de Campos (TQC), usaremos
algumas definicoes que facilitarao o desenvolvimento de calculos de teoria de perturba-
¢ao. Como é pratica usual [33], fazemos uma analogia entre o estado de vacuo da TQC
relativistica com o estado fundamental nao perturbado (estado de Fermi). Comecamos

separando os operadores de criagdo (aniquilagdo) em duas partes

oL (bz), k<kpg
e (k) = ¢ P , (A1)

agy (aT]ZA) . k>kp

T . . ~ . . ~ . . . .
onde os operadores a;., (ag,) criardo (aniquilarao) particulas com energia acima da energia

de Fermi (Ep = E(go)), de forma que bTE/\ (bg,) criardo (aniquilarao) “buracos” com energia

menor que Ep. O estado fundamental nao perturbado ’ E(go) > é descrito como

kihi # KMV i # g
(Eéo>> “11, 10 , (A.2)

=l kz < kF
obedecendo sempre |EZ| < krp V1, ja que todos os estados de menor energia devem estar
preenchidos a partir do estado de vacuo (|0)) até a energia de Fermi. A desigualdade
/;i/\i #+ Ej)\j é necessaria para que nao sejam criadas duas particulas com mesmos nime-
ros quanticos, seguindo o principio de exclusao de Pauli. Podemos também escrever os
T

operadores ¢, (cg,) como
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Ciy = BJI%A + ag, , (A.3a)
= by +al,, (A.3b)
onde
b, = E(kr — k)b, , (A.4a)
bl = &(kr—k)bL (A.4b)
ap, = &(k—kr)ag,, (A.dc)
it = &(k—kp)al . (A.4d)

f , ambos operadores podem ou nao aniquilar o

Note que ao trabalharmos com cz, e Cry

estado fundamental, dependendo do valor de |k|. No caso das novas definigoes dadas na
Eq. (A.1), os tnicos operadores que sempre aniquilarao este estado serao ay, e bz, , pois no
0 <1 . o
estado ‘ E(() ) > nao hé buracos (todos os estados com energia menor que a de Fermi estao
preenchidos) nem particulas com energia maiores que a energia de Fermi. Escrevemos,

portanto,

0
Agn ’E(())>

bE,\ ‘ E(()O) >

0, (A.5a)

0. (A.5b)

A algebra obedecida por esses novos operadores é dada por

{agy%/)«} = Opgpoav (A.6a)
{b;;qnb,gk} = Opgoan (A.6b)
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sendo igual a zero para as outras relagoes de comutagao.

Na seqiiéncia definimos a contracao de operadores. Sejam A e B dois operadores, uma

contracao entre eles é definida como

AB = AB— : AB: . (A7)

O produto normal reconhecido como : AB : re-ordena os operadores de forma a deixar o
que aniquila o estado fundamental sempre do lado direito. Conforme as Eqs. (A.3), (A.4)
e (A.5), juntamente com as relagoes de comutagao nas Eqgs. (A.6) ¢é facil obter as possiveis

contracoes nao nulas que relacionam os operadores C;%)\ e ¢z, Reconhecemos entao

<Eg°> el cpn ’E((]O)> = b Bt =€k — K)E(ke — K)0ppbhn . (A8a)
(B cqacly, | B ) = b, = €0k — k) — kr)ogpdny . (ASH)

Estas sao as relacoes que servirao de base para calculos de valor esperado do estado
fundamental. Na maioria das vezes essas relacoes envolverao combinagoes com mais de
dois operadores, sendo necessario o uso do Teorema de Wick [33,40]. No presente caso, tal
teorema nos possibilita usar, no lugar do produto comum de um conjunto de operadores,
a soma de produtos normais desse conjunto contendo todas as combinagoes possiveis de

contracoes entre pares de operadores. Para N operadores, podemos escrever

A1A2A3A4"'AN = IA1A2A3A4"'ANI +A1A2A3A4AN =+ -

+ A ARASAL Ay 4 A AVASA Ay s+ -0 (A)

Notemos que para o valor esperado do estado fundamental s6 contribuirao aqueles termos

onde todos os operadores estao contraidos.
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APENDICE B - Andlise de Diagramas

Vamos aqui implementar a idéia de diagramas de Feynman no espa¢o de momentum
de forma a localizar quais dentre os termos que contribuem para a expansao perturbativa
da Eq. (4.25) apresentam a exponencial nao-comutativa. Como é usual, associamos uma
linha de férmion entrando em um vértice a um operador de destruicao, ao passo que um
operador de criacao é desenhado como uma linha de férmion saindo de um vértice. Como
exemplo, na Fig. 4 construimos um diagrama contendo um vértice V qualquer com linhas
de férmions relacionadas a operadores c;/\ e ci,, com uma linha ondulada representando a
interagao coulombiana, responsavel pelo momentum transferido na reacao. Desse gréfico
vamos desenvolver uma forma sistematica de chegar a exponencial nao-comutativa, bem
como reconhecer termos onde ela esta presente. Olhando para a Fig. 4, a linha de férmion
entrando no vértice representa um operador de aniquilacao com momentum k e a linha
saindo o operador de criacao de uma particula com momentum p. O argumento da
exponencial é construido de forma a ordenar o momentum da linha entrando k sempre
primeiro, logo ap6s vindo o produto-A e entdao o momentum da particula criada p, tudo

multiplicado por .

Seguimos entao para a construcao de diagramas que representam os termos perturbati-
vos da Eq. (4.25). Para comecar, devemos ter em mente que a cada ordem de perturbagao
existe um ntmero especifico de vezes que o operador H; aparece. Conforme foi dito no
Apéndice A, ao utilizarmos o teorema de Wick para calcular efetivamente o valor esperado
de um conjunto de operadores do estado fundamental nao-perturbado, somente interessam

aqueles termos onde todos os operadores estao contraidos. Na linguagem de diagramas,
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—

P
6zk/\p

Sl

Figura 4: Diagrama correspondente a um vértice com duas linhas de férmions amputadas,
uma delas representando um operador que aniquila uma particula com momentum kea
outra um operador que cria uma particula com momentum p. A linha ondulada amputada
simboliza a interacao coulombiana entre dois vértices, sendo responsavel pela transferéncia
de momentum na reacao. O produto-A entre os momenta das linhas de férmions segue a
ordem: momentum seta entrando — produto-A — momentum seta saindo, multiplicado
por 1.

representamos uma contragao por uma linha de férmion ligando dois vértices, de modo
que o vértice onde a linha entra esta relacionado ao operador de aniquilacao, sendo, o
operador de criacao, a linha que sai. Para o termo perturbativo contendo um operador
‘H;, devemos juntar todas as “pernas” das linhas de férmions que nao estao conectadas,
mostradas na Fig. 1, formando todas as figuras topologicamente distintas onde nao so-
bram ‘pernas soltas” (operadores nao contraidos). Na Fig. 5 vemos todas as possiveis
figuras para o primeiro termo de perturbagao. O que devemos entao ver ¢ se todos os
graficos topologicamente distintos contribuem. No caso da Fig. 5 (b), o diagrama contém
lagos fechados por um vértice, o que exige que o momentum transferido (¢) seja igual a
zero. Sendo assim, diagramas contendo ao menos um lago fechado nao contribuem para

a Eq. (4.25).

Diagramas do tipo da Fig. 5 (a) nao sao modificados pela nao-comutatividade. Isso
se deve ao fato de que duas linhas estao fechadas por dois vértices. Da mesma forma

que criamos um fator exponencial com uma determinada ordem no produto-A entre os
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Figura 5: Diagramas topologicamente distintos para o caso de valor esperado do estado
fundamental nao perturbado de H;. Correspondente ao termo de perturbacao Eél), em-
bora a figura em (b) nao contribua.

momenta de um vértice, no outro vértice a ordem deste produto nos momenta é inversa,

e portanto os fatores se cancelam entre si.

Para o caso de dois operadores H;, ilustramos na Fig. 6 os possiveis diagramas que
contribuirao para segunda ordem de perturbacao. Note que diagramas com lagos fechados
por um vértice nao foram desenhados, ja que um ou ambos momenta transferidos ¢'e ¢’ sao
zero nesses casos. Os diagramas das Figs. 6 (¢) e (d) correspondem aos termos conhecidos
por E(()z)C e Eéz)d, os quais, como veremos no Apéndice C.2, se anulam individualmente.
Mesmo que contribuissem para o termo perturbativo eles nao conteriam a exponencial
nao-comutativa pois sao termos do tipo “direto” e nao de “troca”. De certo modo, pela
forma de construcao do argumento da exponencial, duas linhas fechadas por meio de dois
vértices sempre matam esse argumento. E também que mais de duas linhas fechadas por

mais de dois vértices matam esse argumento caso esses vértices nao sejam de “troca’.
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IRoRS:

() (b) () (d)

Figura 6: Diagramas topologicamente distintos para o caso de segunda ordem de per-
turbacao. Designamos (a) como E(()Q)T, (b) como ESQ)b, (¢) como E(()Q)C e (d) como E((]Q)d
mostrados em [33]. Note que diagramas desconectados ou com lagos fechados por um
vértice nao foram contados, pois nao contribuem.
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APENDICE C - Cadlculos

C.1 Calculo do Elemento de Matriz em 8((,1)

Para ilustrarmos o Teorema de Wick que nos referimos no Apéndice A na Eq. (A.9),
o elemento de matriz na Eq. (4.24) serd calculado em detalhe. Comegamos abrindo o

produto comum de operadores

T i B
CE-"-(T,)Q Cﬁfq‘» )\2 CP’ )‘2 Ck’,)\l
_ T = . . . T ) . .
- .CE‘HT»M Cﬁ_q'v)\Qva)‘Qck,)q P 'CE+§7/\1 Cﬁ—(fv\zcﬁyh Ck,)\l :
i) . . T T
+ CE_'_qﬁ’ A P—q, A2 Cp7>\2 Ck,)\l . + k‘HT,)\l Cﬁ—q,kz 057)\2 Ck7)\1
+ ¢ e e + el ck ey c
kg, D= A2 PrA2 Tk E+q, A =T, 22 TP A2 Tk,
f T
- cE+q, A1 Cop—q, 2o O, 22 Ck,,\l
o T T . T .
= g 0 G2 CR N g7 g, RN
T. T . T. f
F i G e T G G g n G,

Contragoes nulas nao foram escritas. Cada contra¢ao ¢ um niamero (nao um operador) e,
portanto, retiradas de dentro do produto normal. Vamos entao tomar o valor esperado
do estado fundamental ndo-perturbado dos operadores na Eq.(C.1), levando em conta o
fato de que os termos onde restam operadores ordenados de acordo com o produto normal

aniquilaram o estado de Fermi, restando
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O] 1 f
<E0 g G-, P22 O\

_ o .t
o <EO E+7, M1

)| .1 . f.. .
T <EO CE+§,AlcE,Alcﬁ*§7A26ﬁ7 A2

¢ Cp, x

= —&(kr —p) {(kp — k) 5,;_,7,13 oo + E(kr —p)E(p — kr) E(kr — k) E(k — kr) dq

= _g(kjF - p) f(kjF - k) 5;7_@‘,]2 5>\1)\2 :

O resultado da Eq. (C.2) leva em conta o fato de que ¢# 0 na Eq. (4.24).

(C.2)
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C.2 Calculo de £

Na expressao de SéQ) dada na Eq. (4.29) inserimos a expressao completa de H; dada

na Eq. (4.21), tendo

-3 ’<E(()0)‘ H; ‘Eim) >)2 ) <E(()o)‘ . s ‘Ei(O) > <Ei(0)‘ y ’Eé0)>

wns E(O) _ E'.(O) E(()O) — H, I
2me —ig\(k , RINCESS
:()zz Syt
kpg MA2 Epqg MNAb
|7 ) (EL)
(0) T ! ! T T (0)
X \<E m,cﬂ/\, Cp—a N Chry /\/ Eéo) ) CE+@A105*(T7A205’\QC’3/\1 E >,
E<E(O,) ct, =Cm B )
21e?\* —ian(k i NE C;,Cm
- () T e D s
kpg A2 Bpg M
BCUED <E-<0>1) 22
i#0

:ﬁﬁzz“ Ly e,

4 Epg A2 Fpg M,
0 0 0 0 o
(BB (BB (B | EY)
EY - EY EY — EY

Smm/’

(k—p) i 0) | 1(0)
2 —ign(k—p “” (J O (E | B
() ey s T OO BB oy

kpg MA2gpg A q

onde definimos os estados excitados

= 0
| Eﬁ?) > - (Cm) 1 L—l—q,)\ Ct 17)\261»\26]_5)\1 E(() ) > ) (043)
0 _ _ 0)
‘ Ey(n/ > = (Om/) 1 C%’-&—q")ﬁ C;,iqﬁy)\é Cﬁv/\/2 CE’)\’l ’ E((] > s (C4b)
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sendo C,, e (), constantes de normalizacdao. Por se tratar de um conjunto completo

7

de autovetores {’ EY >}, usamos a relagao Z#O ) EZ-(O) > <Ei(0)‘ =1- ‘ Eéo) > <E(()O)‘ ao

passarmos da segunda para a terceira igualdade na Eq. (C.3). Como vimos, m,m’ # 0,

E,SQ)> e

0 que nos leva a dizer que Efr?,) > sao estados excitados, entao (E(()O) | E,SS)> =

(B EY)) = 0.

O calculo de C1,C,,( Eﬁg} | EY ) requer o uso das ferramentas mostradas no Apéndice
A. Consideramos apenas termos que contribuirao na Eq. (C.3). Desta forma desprezamos
automaticamente termos que exijam ¢ = 0 ou ¢ = 0. Contragoes onde apenas termos
linha contraem entre si, obrigando termos nao contendo linha a também contrairem entre
si (correspondentes aos diagramas desconectados)', correspondem a estados m = m/ = 0
e, portanto, nao sao contados. Podemos dizer mais ainda, que nenhuma contracao entre

termos linha ou entre termos nao linha podem ocorrer, pois no caso do valor esperado do

T

—

exigem que l?#gfz D

estado fundamental de uma contracao, por exemplo, entre CE.—HZ N3
e Ay = X\9. Porém, nessas circunstancias, m = 0 pois
0 _ it T 0)\ _ T T (0)
Cm‘Eﬁn)> = G O, N Ej; > = = Gy, Con Oy, Gy E; >
’ S—— —
Eﬁ;; E’ﬁﬁ
= —nzy | B Y = —&(kp — k)E(kp —p) | B C.5
ngng | Ho §(kr e(kr —p) | Eg ; (C.5)

o que implica

EY > = ’ Eéo) >, portanto m = 0 e Cop = —&(kr — k)&(kp — p). Foi usado
o fato de que Ny = C;%)\CE)\ é o operador densidade de nimero de ocupacao, o qual equivale
a unidade para todos os estados com energia abaixo da energia de Fermi. Vale frisar que
esse tipo de contragao contendo apenas m ou m’ = 0 equivale aos diagramas das Figs. (6¢)

e (6d). Desta forma

!No formalismo de teoria de perturbacio dependente do tempo esses diagramas desconectados desa-
parecem por meio de normalizagdo no célculo da matriz S
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— <E k//\,cﬂ/\, o N Ciir ch’/\lc;f) 22 PR CEn, )E(O)>

= (B BB o5 a8, 5 BB, | B8
(B B Boa5 -2 5 g B, BB, | B8
(B B BB s 0, B i DEDE | B0 )
+ <E° E}Q',,\’;ﬁ”,kéaﬁ—(f PGNP NN o

x E(|k + @) — kp)&(|D — @) — kp)&(kr — p)E(kr — k)

( #% 7K+ O +7 5N 22 N ON A O,
(5 ﬁ 5 —q _‘/_;'_(T/’E_;’_*é )\25)\/)\15)\/)\25)\/)\1

_‘512/1251755;77@7,1;4(75@ 7.5 45 A ON, ,\25,\'A15,\’
+ 05707507 -7 . 5-a0% 1 g7 R N A ONp A2 Oxy 05 O >\1>
= &(kp — KE(kp — p)E(P — 7| — kr)E(F + 7| — kr)

(|k+fﬂ kr)§(|p— ql — kr)é(kr — p)é(kr — k)

A

O 50—, 70N 0 — 0505500 7 s dON a2 Oasx Oap A0 OX, Ay

613’13515'55 4(5)\/ )\16>\’ /\25)\’)\15/\’)\ + 5”/];5 55 @5/\’1)\15%'2)\2) . (CG)

Y

Podemos ver que as tinicas combinacoes de contragoes nao nulas possiveis mostram que

o estado ‘ E,(,g) > deve ser dado como:

E© > . (C.7)

Tendo em mente a Eq. (C.7), podemos calcular o valor de E,(,g). Os operadores de criacao
de buracos aniquilam particulas que estao abaixo do nivel de Fermi, o que diminui a

energia do estado fundamental nao perturbado por um valor correspondente a energia de
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uma particula com momentum k e outra com momentum p. Por outro lado sao criadas
duas particulas acima do nivel de Fermi o que acarreta somar a energia de particulas com

momentum acima de kr que sao p— ¢’ e k+ q. Sendo assim

n: /- .
By = Eéo)ﬂL%<(k+®2+(p—®2—k2—232)
.o

Por meio de trocas de variaveis e, juntando resultados das Egs. (C.3), (C.6) e (C.8)

obtemos

@ 2me ANEP) G0 NE D) ¢ (o — B (ke — )
I LG PIOI I IE S S

kpq A1 A2 Kpq )\’)\’

x &0 — @1 = ke)S(F + ) — kr)€ (,;‘5+ q| = kr)(lp' — q — kr)&(kr — p)
x  E(kp —k) <5 10507, 0N 00 — 050580 g 50N A ON A 0N A2 0N, Ay

— OO,

77

_ _om 2me? 1&(17—pl = kr E(lk + a1 — kp)&(kr — )
SR )ZZ 7-(k+q-p)

kpg A1\g

—2igN(k—p)
E(kp — 1/ (Z— — Z ) . (C.9)

e q+k; p)?

ﬁAlAléA/A25A/A15A/A +5k’k6 }3‘5 “5)\/1)\16/\/2)\2)
IS

X

Tomando o limite termodinamico e fazendo uso das defini¢des ji4 mencionadas para kr e

. aveis adi . . e 5(2)
ag, juntamente com a troca para variaveis adimensionais q (krq = ¢), reescrevemos

da seguinte maneira:
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)3 1 /d3q /
k?% q? |k+q\>1

1 —k)¢ 1 o~ 20N (k—P)
X / d3p 53 - ) _'p) (4—2 — 2#)
lG—B|>1 g-(g+k-p) \ ¢ (d+k—p)?
N 2
= (@) (C.10)
2&0
onde reconhecemos
d3
682)T = —i5 —fl/ d3k/ d*p El S E P) (C.11)
87 ) A Jikrg IG—Bl>1 q-(d+k-p)

(2)r

como o termo direto de energia €, , que nao é modificado pela nao-comutatividade, ao

passo que encontramos o termo de troca da energia

a3 1 —Kk)&(1 — —2iGA(k—B)
e(()z)b(@) = 5 = /—2/ d3k/ d*p 3 ﬁ){(_’ Ii)e - (C.12)
167 ) o® Jig+g>1 G—B|>1 G-(d+k—p)

que, de fato, sente o efeito da nova geometria espacial através da exponencial dentro da

integral na Eq. (C.12), diferindo do resultado comutativo mostrado na Eq. (3.30).
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