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Se eu pudesse ter tido alguma decisdo na heranca que os adultos me deixaram, teria
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Eu ndo devo ser um acidente e ndo creio que nasci cedo ou tarde de mais. Apenas nasci
num tipo de mundo que ndo faz meu género. Em compensa¢do amo a vida como
ninguém pode imaginar. Nao vou ficar chorando quando meus olhos podem sorrir. N&o
vou gastar mais tempo vociferando contra meus pais e contra 0s adultos, porque a vida é

curta de mais para gastar metade dela em agressdes e outra metade em queixas.

Estou tentando, do meu jeitdo esquisito, construir um mundo menos hostil aos que o
herdarem de mim. Nao tenho planos, ndo tenho projetos, ndo me organizei para isso.
Tenho apenas uma certeza: SEM MIM 1SSO NAO VAI MELHORAR.

Comecei minha tarefa ndo sei quando e comeco-a cada dia que vivo. Ontem, por
exemplo, dei lugar a uma velhinha no Onibus e segurei sua bolsa. Enquanto fazia isso,
rezei por ela para que tivesse amor pela vida, como eu tenho...

O MUNDO QUE EU NAO ENCOMENDEI.

Pe. Zezinho. Diga ao Mundo que Sou Jovem.

A todas as Pessoas que acreditam em seus sonhos e também

Aquelas que sdo fortes e, que se levantam, diante das adversidades da vida



Na minha época de graduacdo, na UFPA, a dois anos de concluir o curso, tinha
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maneira mais equilibrada possivel, em tudo que fago, inclusive nos estudos. Acredito
que Deus da a consciéncia exata para cada pessoa... Nem mais, nem menos.

Acabou que, no final da graduacdo, mudei um pouco 0s meus planos e, entdo, resolvi
fazer algumas disciplinas como aluno especial na minha universidade, pois a sensacéo
que tinha era que faltava alguma coisa... N&o sabia bem ao certo, 0 que seria essa coisa.
E depois de seis meses, conclui as disciplinas e, ndo se passou muito tempo, consegui
trabalho em um escritério de calculo, prestando servico. Mas, depois de algum tempo,
eu ndo tinha mais nada para aprender, as tarefas tornaram-se rotineiras e sem desafios.
Ali fiquei por quase um ano. Entéo, resolvi retomar os meus sonhos, larguei tudo e fui
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de Janeiro. Confesso que nao foram nada faceis essas duas fases de minha vida, mas de
alguma forma, eu ja sabia que as coisas iriam acontecer da forma que ocorreram... Nem

mais, nem menos, exatamente como imaginei...
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O presente trabalho desenvolve uma formulagdo geral para analise
dindmica de placas espessas baseada na teoria de Reissner. O principal objetivo
é mostrar a influéncia de novos termos, tais como a translacdo inercial, nas
respostas dos problemas quando a espessura aumenta. Assim, o Método dos
Elementos de Contorno é utilizado para discretizar o espaco, e para a marcha
no tempo, os operadores de Houbolt ou Diferenga Central sdo usados. A partir
do conjunto de equacdes integrais, o sistema é resolvido simultaneamente para
o contorno e o dominio. Para mostrar a importancia desses termos, um conjunto
de exemplos é resolvido e os resultados sdo comparados com as solugdes

encontradas na literatura para os casos de vibragao livre e forcada.
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The present work develops a general formulation for dynamic analysis
of thick plates based on the Reissner’s theory. The main objective is to show the
influence of new terms, such as the translational inertia, on the results of the
problems as thickness increases. Thus, the Boundary Element Method is used to
discretize the space, while for the time; the Houbolt or the Central Difference
operators are used. Then a system of equations is solved for boundary and
domain simultaneously. To verify the importance of these terms, a set of
examples is solved and the results are compared with the solutions found in the

literature for the cases of free and forced vibration.
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Introducao

1.1 Motivacao e Objetivo

A quantidade de estruturas bidimensionais em nossa volta é enorme. Se
olhamos para cima, para baixo, ou para os lados sempre iremos nos deparar
com um elemento de placa. E dependendo do plano em que as forgas atuem, a
disposicao destas forgas pode vir a modificar a sua funcionalidade.

Uma maneira clara de se ver isso é observando os pavimentos de
prédios, as arquibancadas de estadios de futebol, as paredes do cofre de bancos,
os pisos de plataforma offshore de petréleo, as pistas de pontes rodoviarias, etc.
Para o elemento ser tratado como placa, este deve possuir uma das dimensodes
pequena em relacdo as demais, e esta dimensdo menor caracteriza a sua

espessura.

Via de regra, quando a relagdo entre a espessura e a menor dimensao
lateral da placa é menor ou igual a 0.05, classifica-se esta como delgada ou fina.
Ja quando essa relagao estiver por volta de 0.10, a placa deve ser tratada como
moderadamente espessa e, para relacdes maiores, denomina-se como espessa
ou grossa. Vale ressaltar que essas relacdes ndo sao rigorosas e que alguns

autores consideram outros limites para essas classificacoes.



Nos dias de hoje, o homem tem, a sua disposicdo, ferramentas
computacionais que o auxiliam no desenvolvimento de formulagdes e técnicas
numeéricas para andlise de varios problemas. Mas este é um caminho
praticamente tedrico e, quando aliado a andlise experimentais, torna-se tdo

importante que os custos para realizar os ensaios podem vir a ser pequenos.

Assim, o objetivo deste trabalho é desenvolver uma formulacdo geral
para analise dindmica de placas espessas, utilizando a teoria de Reissner, com a
discretizacdo espacial feita com o Método dos Elementos de Contorno e
empregando, para a marcha no tempo, os operadores de Houbolt ou Diferenca

Central.

1.2 Revisao Bibliografica

Para a anélise de flexdao de placas, existem véarias teorias, sendo as mais
conhecidas e utilizadas as seguintes: teoria de Kirchhoff, também conhecida
como teoria de Kirchhoff-Love ou teoria classica; teoria de Mindlin e teoria de

Reissner.

A teoria de Kirchhoff pode ser encontrada em TIMOSHENKO e
WOINOWSKY-KRIEGER (1959) e SHAMES e DYM (1985), onde também se
encontra a teoria da elasticidade bésica. A teoria de Kirchhoff ndo considera a

deformabilidade por cisalhamento transversal e se limita a placas delgadas.

A teoria de Reissner foi apresentada em trés artigos publicados na
década de 1940. O primeiro, REISSNER (1944), estabelece um sistema de
equagoes diferenciais de sexta ordem para o problema linear de flexao de placas
finas. Ja no segundo, REISSNER (1945), o efeito da deformabilidade por
cisalhamento transversal na flexdo de placas elasticas delgadas é investigado.
Este trabalho aborda o problema de placas retangulares, onde é estudada a

flexdo e a torgdo pura de uma placa infinita com furo no centro. No terceiro,



REISSNER (1947), o principal objetivo é mostrar que, para um dado sistema de
equagdes diferenciais, é possivel satisfazer trés condigdes de contorno, em vez
de duas apenas, como estabelece a teoria classica de Kirchhoff. A teoria de
Reissner considera, portanto, as deformacdes cisalhantes transversais e permite

a analise de placas espessas.

Dando um enfoque dindmico, consideram-se dois artigos de Mindlin,
que abordam a teoria de placa moderadamente espessa. Inicialmente,
MINDLIN (1951) inclui os efeitos das inércias de rotagdo e a deformabilidade
por cisalhamento transversal para andlise de flexdo de placas elasticas
isotropicas, revelando que sdo necessdrias trés condi¢des de contorno por
bordo. A seguir, com base na mesma linha dos estudos anteriores, MINDLIN et
al. (1956) apresentam uma analise especial para os modos e as freqiiéncias

elevadas de vibragao governada pelos termos inerciais de rotacao.

Verifica-se que, na teoria de Kirchhoff, as rotagdes inerciais ndo aparecem
nas equagdes diferenciais. Nota-se também que, nessa teoria, sao satisfeitas
apenas duas condigdes de contorno por bordo, sendo usada uma condigdo de
contorno tnica que engloba o esforco cortante e 0 momento torsor, envolvendo
a chamada forga cortante efetiva, e sdo geradas reagdes nos cantos apoiados. Ja
na teoria de Mindlin, os termos inerciais de rotagdo aparecem nas equacoes,
sendo possivel satisfazer trés condi¢cdes de contorno. Esta teoria considera um
fator k¥ nas expressdes dos esforgos cortantes, para levar em consideracao a
distribuicdo da deformagao por cisalhamento ao longo da espessura da placa.
No trabalho de DAWE (1977), um método baseado nessa teoria é usado em
conjunto com o modelo de fatia finita para resolver o problema de vibragdo
livre, onde sao testados varios valores do fator x, para adequar as respostas em

freqtiéncia a solugao da elasticidade.

Para andlise de vibracdo livre, destacam-se os trabalhos de LEISSA

(1969), SRINIVAS et al. (1970), CHEUNG e CHAKRABARTI (1972), DAWE e



ROUFAEIL (1980), MIKAMI e YOSHIMURA (1984). No primeiro, encontra-se
uma pesquisa extensa sobre a vibracado livre de placas finas, tanto no ambito
teérico como no experimental. No segundo trabalho, os autores propdem uma
solugdo exata para placa retangular simplesmente apoiada, cujas freqiiéncias
sdo obtidas a partir da solugdo de uma equacdo transcendental. Em seguida, os
pesquisadores apresentam uma metodologia para o problema de vibracao,
onde utilizam varias camadas para representar a espessura de placas
retangulares apoiadas através do Método das Camadas Finitas (FLM). No
quarto trabalho, os pesquisadores empregam a teoria de Mindlin para analise
da vibracao de Rayleigh-Ritz, onde sdao apresentados varios problemas sob
condi¢cdes de contorno diversas, sendo também analisado o fator de
cisalhamento dessa teoria. J4, no altimo, é desenvolvida uma metodologia para

analise de placa retangular de Mindlin usando o Método da Colocagao.

A &rea experimental é muito importante para validar as teorias e, para o
caso de vibragdo livre de placas delgadas, PLUNKETT (1963) apresenta bons
resultados da frequiéncia natural para placas retangulares sob a condicao de
contorno engaste-livre, através de expressdes simples com base na teoria de
vigas, indicando que as formas modais de placas com espessuras ndo uniformes
possuem modos muito complexos e, assim, uma quantidade grande de termos
pode ser usada para qualquer andlise de vibracdo. Além desse, WALLER (1952)
obtém algumas formas modais para placas com geometria pentagonal e

hexagonal regulares, sob a condicdo de contorno completamente livre.

Observa-se que existe uma quantidade maior de trabalhos usando a

teoria de placas de Mindlin do que utilizando a teoria de Reissner.

No ambito de problemas dinamicos de placas com a atuagdo de forgas
externas, BAUER (1968) apresenta algumas solucdes para anélise de placas finas
para obter respostas do tipo ndo linear devido a cargas impulsivas, em termos

do deslocamento apenas. LEE e REISMANN (1969) utilizam a teoria da



elasticidade tridimensional para resolver problemas de placa moderadamente
espessa, sujeita a uma carga uniforme subitamente aplicada sobre uma regiao.
ROCK e HINTON (1974) fazem a analise de vibracao livre e transiente para
obter as respostas de placas finas e espessas usando o Método dos Elementos
Finitos (MEF). FOTIU et al. (1994) apresentam o Método dos Elementos de
Contorno (MEC) para resolver problemas de placas delgadas, sendo a func¢do
de Green divida em duas partes: uma dindmica e outra quase estatica. Seguindo
a linha das equacgdes integrais, SLADEK et al. (2003) fazem o uso de formulagdes
para as equagdes integrais de contorno local (LBIE), baseadas em discretizacao

sem malha (Meshless) para placas finas.

Existem muitos artigos que podem ser encontrados na literatura para
resolver o problema de placas finas e espessas, fazendo uso do Método dos
Elementos de Contorno, tais como BESKOS (1987), PROVIDAKIS e BESKOS
(1989a), PROVIDAKIS e BESKOS (1989b). Além destes, tém-se ainda os
trabalhos de BESKOS (1991), PROVIDAKIS (1996), PROVIDAKIS e BESKOS
(1999), PROVIDAKIS e BESKOS (2000).

Para anélise de problemas gerais das dreas de dindmica das estruturas e
de propagacdo de ondas, podem-se citar: MORSE e FESHBACK (1953); BIGGS
(1964); MALVERN (1969); GRAFF (1975); MANSUR (1983); BREBBIA et al.
(1984); PAZ (1991); RAO (1995); PAZ (1997); COOK et al. (2002).

No Programa de Engenharia Civil da COPPE/UFR] (PEC), existem duas
teses desenvolvidas com base no Método das Diferencas Finitas Energéticas
(MDEFE) para resolver o problema dinamico de placas espessas, a saber,
GRACA (2000) e MITTELBACH (2007). Ambos os trabalhos utilizam a teoria de
Mindlin. A primeira proposta é aplicidvel somente para casos de geometria
retangular. Ja a segunda é aplicavel aos problemas axissimétricos, sendo usada

na formulacdo a fungdo de Green para a marcha no tempo.



O presente trabalho é uma extensao das pesquisas iniciadas por KARAM
(1986) e KARAM (1992), ambas desenvolvidas no PEC. O primeiro trabalho é
formulado para a andlise estatica de placas espessas utilizando a teoria de
Reissner com o MEC. O segundo também usa a mesma metodologia, onde é
feita uma continuacdo das pesquisas, sendo desenvolvida a analise com nao
linearidade do material, empregando células triangulares constantes para a
divisdo do dominio. Para o caso de células triangulares lineares, citam-se os
trabalhos de CARRER (1991), CARRER e MANSUR (1996) e SOUZA et al.
(2004).

Vale ressaltar que este trabalho é o primeiro desenvolvido no PEC que
utiliza o0 Método dos Elementos de Contorno para andlise dindmica de placas
espessas, representando uma contribui¢ao na formulacao e implementacdo da

andlise dinamica de placas espessas.

Na formulagado, o presente trabalho considera a teoria de Reissner para
flexdo de placas e inclui uma parcela a mais nas equacgdes integrais para
deslocamentos e nas equacdes integrais dos esforcos, referente a contribuicao
dos termos de translacao inercial, em relacao ao trabalho de PROVIDAKIS e

BESKOS (2000), que consideram a teoria de Reissner-Mindlin.

Na implementacdo computacional, o contorno é discretizado em
elementos quadréticos, com geometria linear, podendo ser continuo ou
descontinuo, e o dominio é divido em células triangulares constantes, também
com geometria linear, sendo as varidveis do problema calculadas no centro

geométrico de cada célula.

1.3 Escopo do Trabalho

No Capitulo 2, uma formulacdo geral dindmica para andlise de placas

espessas € apresentada, com base na teoria de Reissner.



Em seguida, no Capitulo 3, as equaces integrais relacionadas com a
formulagdo geral do capitulo anterior sio deduzidas a partir do Segundo
Teorema de Betti, a fim de serem utilizadas no Método dos Elementos de
Contorno (MEC). Equacgdes integrais para deslocamentos em pontos do
dominio e do contorno sdo obtidas, bem como equagdes para momentos e

esforgos cortantes em pontos do dominio.

O Capitulo 4 trata da implementacdo numeérica das equagdes integrais
obtidas no capitulo anterior. Uma discretizagdo espacial é necessaria. Neste
caso, o contorno é discretizado em elementos com aproximacdo quadratica,
podendo ser continuos ou descontinuos, e o dominio é dividido em células
triangulares constantes. As equacOes integrais sdo escritas em forma
discretizada, tanto para deslocamentos em pontos do contorno ou do dominio,

como para esforgos em pontos do dominio.

No Capitulo 5, considerando-se as equacdes integrais discretizadas de
deslocamentos para todos os pontos do contorno e para os pontos considerados
do dominio, monta-se um sistema de equacdes que envolvem o contorno e o
dominio simultaneamente. Além disso, os operadores de Houbolt ou Diferenca
Central sao utilizados para a discretizagdo do tempo, e o sistema de equagdes
pode ser resolvido para a obten¢do das incoégnitas de deslocamentos e forcas de

superficie.

Para validar a proposta do trabalho, o Capitulo 6 apresenta vérios
exemplos, e os resultados sdo comparados com as respostas encontradas na

literatura, para analise de vibracdo livre e de vibracao forcada de placas.

E por fim, o Capitulo 7 apresenta algumas conclusdes sobre a
consideracdo dos termos de translacdo inercial na teoria de Reissner. Além

disso, sao sugeridos alguns temas para pesquisas em continuidade a esta tese.



Formulac¢ao das Equagdes do Movimento

para a Teoria de Reissner

2.1 Introducao

O presente capitulo tem como objetivo desenvolver uma formulacdo
geral para andlise linear dinamica de placas espessas, onde a teoria de Reissner
é empregada juntamente com as equagdes do movimento, oriundas da teoria da

elasticidade tridimensional.

2.2 Formulacao do Problema

Uma placa é um elemento estrutural em que uma das trés dimensoes, a
espessura, é pequena quando comparada com as outras duas, em superficie
média plana, submetido a cargas transversais a superficie média, podendo ter

também, além destas, cargas no plano da superficie média.

Serdo consideradas, neste trabalho, placas linearmente elasticas,
homogéneas e isotropicas, com espessura h constante e submetida a um

carregamento transversal q=¢q(x,y,t) por unidade de &rea, sendo x e y as

coordenadas cartesianas admitidas na superficie média e t a variavel tempo.



Na Figura 2.1, representa-se a placa com o sistema de referéncia adotado.

AZ

<

X

Figura 2.1 - Sistema cartesiano adotado para a formulacdo da placa.

As equagdes do movimento da teoria da elasticidade tridimensional sdo

escritas, em termos dos deslocamentos reais u,, v, e w,, na forma:

0!

£+ + = =p——= (2.1a)

+ + =p—° (2.1b)

= 4 + —==p—° (2.1¢c)

para um material isotrépico, onde p é a massa especifica do material, admitida

constante, o, o, €0, sdo as tensoes normais e 7 T, €71, sao as tensOes

xy ! Xz
cisalhantes. Na formulacdo, sdo consideradas as simetrias das tensdes

cisalhantes.

Pela teoria da Elasticidade, as equagdes constitutivas que caracterizam o
comportamento do material da placa podem ser escritas através das seguintes

relacoes:



%u" :%[O'X - V(O'y +0, )] (2.2a)
X
ov, 1 [
©="lo, —v(o, +JZ)] (2.2b)
oy E
o, P 1, (2.2¢)
oy ox G
aa“o + ag"o = érn (2.2d)
Z X
o,  ow, 1 ] (2.2¢)
oz oy GV

com G=E/2(1+v) designando o moédulo de elasticidade transversal ou

cisalhante, sendo E o médulo de elasticidade longitudinal e v o coeficiente de

Poisson do material da placa. Deve-se observar que a deformacdo na diregcao do

eixo z é desprezada.

Na expressao (2.2), as tensdes podem ser explicitadas em termos das

deformacdes, definindo as relagdes tensao-deformacgdo, como segue:

o, = £ > (au" + v o, J + o, (2.3a)
@-vo)\ ox oy @-v)
o, = £ 5 %, 1% ou, + o, (2.3b)
o@a-vH) oy ox 1-v)
. E ou,  0Ov, (2.30)
Y21+ v) oy ox '
I aw"j (2.3d)
21+v)\ oz Ox
. E ov, ow, (2.30)
20+ v)| oz oy '

De acordo com a teoria de Reissner (REISSNER, 1944) sao admitidas,

para as componentes das tensoes de flexao, distribuicdes lineares das tensdes ao

longo da espessura da placa, definidas como:
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c=—Mz: o ==Mz: 1 :h—M z (2.4)

Devido as hipéteses adotadas, as condi¢des de contorno em z==xh/2, ou

seja, para as superficies superior e inferior da placa, sao dadas por:
o,=+xql2; 7_,=7,=0 (2.5)

Segundo REISSNER (1945), os deslocamentos generalizados podem ser
representados por uma média ponderada sobre a espessura da placa,

envolvendo os deslocamentos reais u,, v, e w,, através das seguintes

[

expressoes:
+hi2 +hl2 +hi2 2

-2 fuzazs 0,2 oz w2 Tuli- (2] o
_nl2 h —hl2 2h —hl2 h

Em REISSNER (1945), as expressdes em (2.6) sdo obtidas através do
Principio de Castigliano, para problemas estaticos, onde condigdes de
compatibilidade sdao introduzidas na analise. Uma abordagem diferente é feita
por GREEN (1947), que utiliza a igualdade entre os trabalhos dos esforgos
resultantes sobre os deslocamentos ponderados e os trabalhos das tensdes sobre

os deslocamentos reais.

Na Figura 2.2, mostra-se um elemento infinitesimal de placa em
equilibrio, para o qual sdo indicados os esforgos resultantes na superficie média,
o carregamento aplicado e as forgas de inércia. Admite-se na formulagdo que as
faces superior e inferior da placa sao livres de forgas cisalhantes, enquanto que
a tensdo normal o, é dada em fungdo das coordenadas x, y e z, onde a

resultante das tensdes de superficie o, é balanceada por tensdes distribuidas

sobre o contorno cilindrico da placa.
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|
|
|
dx :

|
i
|y

T i
|
| M, A
! } Q, +—Ldy

hi2 i . Q @
I —0 oM,
M]/X aIQ p12 v h2 o Myx"‘iydy
z Q. +p i T oM, v
X ..
% y Qy i T phid M, + 2 dy
y M, :/ MX+8MX dx
X M,y di’c ox
|
hi2
.
B
l ql2

Figura 2.2 - Elemento infinitesimal de placa em equilibrio.

Com base nessas consideragdes, as equagdes diferenciais para o problema

sdo obtidas através do equilibrio do elemento infinitesimal e, de acordo com o

principio de D’Alembert, trés equagdes sdo estabelecidas, que representam o

equilibrio de momentos em relacdo aos eixos x e y, bem como o de forcas em

relagdo ao eixo z. Assim, desprezando as forcas de massa, como o peso proprio,

essas equagdes sao dadas como:

oM 3 .
aMx n xy o Qx _ i =
ox oy 12
oM, . oM, _o - ph3é _0

y y
ox oy 12
R + o + g — phio=0
Ox oy

12

(2.7a)

(2.7b)

(2.7¢)



onde os dois pontos representam a segunda derivada em relacdo ao tempo.
Nessas equagdes, os momentos de flexdao por unidade de comprimento sdo

designados por M, e M,, e os momentos torsores, também por unidade de

comprimento, dados por M, enquanto Q. e Q, sdo os esforcos cortantes por

xy !
unidade de comprimento. A igualdade dos momentos torsores M, e M,
também é considerada na formulacdo. As outras variaveis envolvidas sdo os

deslocamentos generalizados, sendo 6, e Hy as rotagdes das normais a
superficie média nos planos xz e yz, respectivamente, e sendo w a deflexao

vertical.

Para se determinar as componentes das tensdes cisalhantes transversais

Ty, € Ty,

consideram-se as equagdes diferenciais do movimento (2.1a) e (2.1b),
respectivamente. Para tanto, as expressdes em (2.4) sao utilizadas e, com o
auxilio das duas equacdes diferenciais de equilibrio (2.7a) e (2.7b) e, ainda, com
as duas primeiras expressdes em (2.6), chega-se a duas expressdes que, depois

de integradas e observando-se a segunda condigdo de contorno (2.5), fornecem

as seguintes expressoes:

2h n
: ] (2.8)
3 22\
=21 - |
= = o, (hj Q

A tensdo normal o, é obtida a partir da dltima equagao diferencial do

movimento (2.1c), com o auxilio das duas expressdes dadas em (2.8),
juntamente com a udltima equacdo em (2.7) e a ultima expressdo em (2.6).
Obtém-se, assim, uma expressao que, depois de integrada e, ainda, observando-
se a primeira das condi¢des de contorno nas faces superior e inferior da placa,

representadas por (2.5), resulta:
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o, :2—11107{3 - (%ﬂz _ % phi({l - [%ﬂ 2.9)

Nas expressdes das componentes de tensdo presentes em (2.8), nota-se
que os termos inerciais devido as inércias rotacionais ndo aparecem. Isto ocorre
devido ao fato das mesmas se cancelarem naturalmente ao longo do
desenvolvimento, ao contrario da expressdo (2.9), cujo termo da inércia

translacional fica evidente.

Na teoria de placas finas, hipétese de Kirchhoff, a tensao normal o, é
desprezada, pois ela é considerada pequena em relagdo as demais componentes.
Assim, é plausivel que as rotagdes inerciais ndo aparecam nas expressdes de
placas delgadas, mas o termo de translacdo inercial deveria ser incorporado a

formulacdo a medida que a placa se tornasse espessa.

A seguir, serdo determinadas as expressdes dos esforcos resultantes:
momentos fletores, momentos torsores e esforcos cortantes para a presente

formulacao.

2.3 Expressoes dos Esforcos Resultantes

Para obter as expressdes dos esforcos resultantes, substituem-se as trés
primeiras expressodes (2.3) em (2.4), a seguir multiplicam-se as equagdes obtidas
por 12zdz/h® e, realizando a integragdo entre z=-h/2 e z=h/2, mediante o
auxilio das duas primeiras expressdoes em (2.6), chega-se as expressdes dos

momentos resultantes, funcdo apenas dos deslocamentos generalizados w, 6, e

6, , como a seguir:

00 2
M, =p| P ), Y h—(q - p—hii)j (2.10a)
ox oy 1-v)10 6
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00 2
MyzD[ v Vaex] P (q - p—hzb} (2.10b)

oy ox | (1-v)10 6
_ 00
o = DU-v)| 06, , T (2.10c)
! 2 oy ox
ER® . . .
com D = m sendo definido como a rigidez flexional da placa.

Para a determinagdo das expressdes dos demais esforcos, substituem-se
(23d) e (2.3e) em (2.8), a seguir multiplicam-se as equagdes obtidas por

3[1-(2z/h)*]dz/h e, integrando-se entre z =+h/2, mediante o auxilio da tltima

equagdo em (2.6), obtém-se:

_D-n> w
Q. =D@1-v) 2 (Gx + ij (2.10d)
5 ow
Q,=D(@- V)?(ey + @] (2.10e)

Os sentidos positivos dos esforcos resultantes, considerados neste
trabalho, sdao mostrados na Figura 2.3, na superficie média do elemento de

placa, nas faces de dire¢do normal positiva do mesmo.

<

_______________
O
=
0
=
Y
Y
<

<y
=
=

/ w e ]

X ,

Figura 2.3 - Sentidos positivos dos esforgos resultantes na superficie média:

momentos e cortantes.
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Para se determinar os valores das varidveis do problema em outro
sistema de eixos, considere-se um sistema de coordenadas (7, s), sendo o eixo n
na direcdo normal exterior ao contorno e o eixo s na direcdo tangencial, como
mostrado na Figura 2.4. Entdo, as rotacdes e os esforgos resultantes, em relagao
a esse sistema de coordenadas, considerando-se uma rotacdo de eixos, sdo

obtidos através das seguintes expressoes:

0,=0,cosa + 0 sena

6, =-06,sena + 6, cosa

M, =M, cos’a + 2M, cosasena + M sen’a

M, =M,sen’a — 2M,, cosasena + M, cos’ a (2.11)
M, =M, (cos’ @ —sen’a) — (M, -M,)cosasena

Q,=Q,cosa + Q sena

Q,=-Q,sena + Q, cosa

onde o é o angulo formado entre os eixos x e 7.

AZ

<y

Figura 2.4 - Sistema de coordenadas (1, s) considerado a partir da rotacao de

e1xos.
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As expressdes (2.10), juntamente com as equagdes (2.7), serdo a base para
o emprego do Método dos Elementos de Contorno para analise dindmica de

placas neste trabalho, como sera visto no desenvolvimento do préximo capitulo.
24 Equacao Diferencial do Movimento
A partir da formulacdo aqui apresentada, uma equagao diferencial do

movimento pode ser estabelecida, funcdo apenas dos deslocamentos

generalizados w, 6, e Qy.

As expressdes dos esforcos resultantes, reapresentadas a seguir, sdo

manipuladas a fim de se obter uma equagao diferencial do movimento.

69 2 3
M =D %% | v v Ay (2.12)
ox oy | (1-v)10'  5(1-v) 12
80 2 3
M, =D Ly | v v Ay, (2.13)
Y oy ox (1-v)10 5(1-v) 12
_ 00
M, _Dd=v)f 26, (2.14)
Y 2 oy ox
5 ow
=D@-v)—|6, + & 2.15
0.=pa-n5 0. + %] 215
5 ow
Qy :D(l — V)h—z[ey + @j (216)

Para tanto, escrevem-se as expressdes (2.15) e (2.16) da seguinte maneira:

__ow  12(+v)

* Ox 5 Eh
ow 12 (1+v)

__ow 12

" ¢4y 5 Eh

Q, (2.17)

Q, (2.18)
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Considerando as derivadas das expressoes (2.17) e (2.18) em relagdo a x

e y, obtém-se as seguintes equacdes diferenciais:

20,  d'w . 12 (1+v) Q,

X

ox ox> 5 Eh ox
06, __d'w  12(1+v)3Q,

X

oy oyox 5 Eh oy

290,  o*w N 12(1+v) Q,

ox oxdy 5 Eh ox

0, *w 12(1+v)Q,

—L = +
o o 5 Eh gy

(2.19)

(2.20)

(2.21)

(2.22)

Substituindo essas relagdes em (2.12), (2.13) e (2.14), considerando (2.7c),

chega-se a

i

o*w o*w h* oQ, vk 11vph®
—tVv— |+ — —~ —q +
ox &y 5 ox  (1—v)107 T 60(—)

2 2 26 2 3
M:—D‘“ﬁ%ﬁﬁ" +h_Qy_ 1% h—q+11Vphw
Y oy ox 5 oy (1-v)10 60(1-v)

Derivando as expressdes (2.23), (2.24) e (2.25), tem-se

X

3 3 2 A2 2 3 .
oM _D[Gw 6wj+h_6Qx_ v h_@Jrllvph ow

= + v —
ox ox’® oxoy’ 5 ox’ (1-v)100x 60(L-v) ox
M 3 2 2 82

xy :—D(l—l/) 5 w2 n h_ 6 sz " Qy
oy ox0oy 10{ oy oyox
M 3 2 2 82

Y =—D@A-v) 82w +h— Q. + sz
ox ox‘oy  10{ oxoy ox

18
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(2.24)

(2.25)

(2.26)

(2.27)

(2.28)



oM 3 3 2 92 2 3 A
M, __p[Tw S ) WOL v o Lph 2B o)
oy oy Oyox 5 oy (1-v)100y 60(1-v) oy
que substituidas nas equagdes (2.7a) e (2.7b), fornecem as equagdes:
2 2 3 ..
Q - ag =Dl (aw) - G, PTG, (2.30)
10 Ox 10(1-v) ox 12 \ 51-v) ox
2 2 3 ..
Q - h_AQ :—Di(Aw) __ M d P+ 0h (2.31)
10 Y oy 10(1-v) oy 12 | 5(1-v) oy Y
sendo
0’ o
Sejam as derivadas da equagdo (2.7c), até a segunda ordem, em relacdo a
xey:
3 83 2 2 ..
GRS TR R (2.33)
ox ox'oy  Ox ox
3 83 2 2 ..
Q. 00,  oq _ 0%, (2.34)

8]/263( ays ay2 ayZ

A soma de (2.33) e (2.34) resulta na seguinte relagao:

3 83 3 63 2 2 2 2.
Q. , 0Q, &,  0Q %4 8q_ph[8w 0%

+ +
ox’>  ox*oy  oytox  oy®  ox* oy’

o j: 0 (235)

A seguir, derivam-se (2.30) e (2.31), respectivamente, em relacdoa x e y,

obtendo-se:
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2 3 3 4 4 2 2
20, h[aQ“ran] _D(aw an W 9%

- + —~ +
ox 10\ ox®  oxoy? ox*  oxfoy’ )  10(L-v)ox?
3 2. 5
N ph (6+5v)8z20 _ 06, (2.36)
12 |50—v) &x?  ox
0Q, w(oQ, oQ)_ f dw adw)_ _n dq
oy 10| oyox®*  oy° oytox? oy’ 10(L-v) oy?
3 2. o0
N ph’| (6+5v) 0 Z;J _ 9o, (2.37)
12 |50-v) oy oy

Em seguida, somando-se (2.36) e (2.37), obtém-se a seguinte equacao:

0Q, , 0, rfag, & 99,  9Q
Ox oy 10|\ ox*  oxoy®  oyox® oy’

4 4 4 2 2 2
_Dézi)+262w2+6zf_ h_ 8?+602] N
ox ox“oy oy 10(1-v)| ox oy
3 2. 2 3 A 00
N ph (6-i5v) 6%20 N 81;) . ph| a0, L Y% (2.38)
60 (1-v) | ox oy 12 | ox oy

Finalmente, substituindo (2.7c) e (2.35) em (2.38), obtém-se a equacdo

diferencial do movimento para placas espessas:

Lophtfed, 00, pif2-v) .. K (@2-v)
DA(Aw) + phio + P ((%c + 6y} 12 50_1) A =g 10—(1—1/) Ag (2.39)

Com base nesta equagdo, algumas técnicas numéricas podem ser
empregadas para andlise do problema, como, por exemplo: Método de
Diferencas Finitas, Método dos Elementos Finitos, Método dos Residuos

Ponderados, etc.
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Observa-se que, se as duas ultimas parcelas do lado esquerdo de (2.39),
juntamente com a segunda do lado direito, forem desprezadas, chega-se a

equacao diferencial da dindmica de placas delgadas.

Algumas andlises podem ser feitas com base nesta dltima equacao,
como, por exemplo, o campo de influéncia da inércia de rotagdo. Para eliminar
essas incognitas da formulacdo, considera-se a adicdo de (2.19) e (2.22) e,
consequentemente, a diferenciacdo segunda no tempo, que, apds a substituicao

em (2.39), fornece como resultado final:

. ; h(@+v)... PP 7-6v),. phi°. K (2-v)
DAAw) + phtd+ (ph) === o= ey A0 == 1= ~ 157y
(2.40)

21



Equacoes Integrais do Problema

3.1 Introducao

Neste capitulo, mostra-se o desenvolvimento para obtencdo das equacdes
integrais, para resolver o problema dindmico linear de placas espessas
considerando as equagdes apresentadas no capitulo anterior. Estas equacdes
integrais serdo obtidas a partir do Segundo Teorema de Betti e serdo usadas na

resolucao do problema pelo Método dos Elementos de Contorno.
3.2 Considera¢oes Gerais da Formulac¢ao

Por conveniéncia, no transcorrer desta secdo e das proximas, sera
utilizada uma notagdo indicial, representando-se por letras gregas os indices
que variam de 1 a 2 e, por letras romanas, os indices que variam de 1 a 3.

Com isso, as trés equacOes de equilibrio e as cinco expressdes dos

esforcos resultantes apresentadas no capitulo anterior podem ser escritas em

notacao indicial («; f;7 =1, 2), conforme se segue:
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a) Equacoes de equilibrio

3
PG

flﬂ B Q a
12 (3.1a)

Quu +q-ph0=0
b) Expressdes dos esforgos resultantes

B ph)é,

|4
M, =M ——w
ATy 6 7

(3.1b)
Q. :%D(l—v)ﬂz 0, +w,)

sendo A* =10/h* um parametro caracteristico das equacdes de Reissner e O, O

delta de Kronecker.

Nestas equacOes, os dois pontos representam a segunda derivada das

variaveis primdrias em relacdo ao tempo. Na expressdo de M, em (3.1b), o

momento M, € escrito na forma:

M, =—D(1 v){ 0,,+0,, +(2V)9”504 (3.2)

Além disso, as expressdes das deformacgdes especificas generalizadas, em
funcdo dos deslocamentos generalizados da placa, quando se utiliza a teoria

linear, sao dadas como se segue:

a) Deformacdes especificas de flexdao
1
Zaﬂ = 2(005[3 +9ﬁa) (33a)
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b) Deformagdes especificas cisalhantes transversais

Py =0, +w, (3.3b)

Vale ressaltar que, na teoria classica de placas, teoria de Kirchhoff, as
deformacOes cisalhantes transversais e as inércias rotacionais nao sao
consideradas, o que conduz a uma imprecisao das respostas dos valores dos
modos mais elevados de vibragdo (MINDLIN, 1951). Haja vista que o campo de
deslocamentos é excitado pelos primeiros modos, enquanto que os maiores

modos sdo despertados pelos esforgos internos.
3.3 Condicoes de Contorno

A presente formulacdo incorpora trés condi¢cdes de contorno por bordo,
das quais podem ser prescritos, em cada uma das trés direcdes generalizadas, o

deslocamento ou a forca de superficie correspondente.

Representando por I' o contorno total da placa, e chamando I, o
contorno onde os deslocamentos generalizados 6, e w sdo prescritos e T,

onde as forcas de superficie generalizadas p, e p, sdo prescritas, tem-se:

EmTI,: 6,6=0,

u a

w=w (3.4)

EmT : Py =Pa

Ps =Ps (3.5)

com
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l;a = Maﬁ'nﬁ
(3.6)
53 = Qﬂnﬂ

onde n 4 S80 0S cO-senos diretores da normal exterior ao contorno.

3.4 Equacao Integral do Método dos Elementos de Contorno

Seja um solido qualquer, em equilibrio, onde se deseja determinar o
campo de deslocamentos de um meio elastico. Assim, para o presente
problema, tem-se uma placa definida por um dominio Q representado pela
superficie média e um contorno I', representado pela linha que contorna a
placa, com espessura constante & e sujeita a um carregamento g por unidade de

area atuando em Q, segundo a regiao hachurada da Figura 3.1.

A X,

q=q(x,,x,,t)

Xy

Figura 3.1 - Regido que define o problema de placa espessa.
Antes de realizar o desenvolvimento das equacgdes integrais, algumas

consideragdes devem ser feitas; para isso, um campo de deslocamentos

generalizados é definido, assim como o contorno e o dominio de interesse.
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3.4.1 Considera¢oes preliminares

Por conveniéncia, os deslocamentos generalizados 8, e w definidos no
inicio deste capitulo serdo representados por u, e u,, ou ainda, genericamente,

como U, .

Seja o dominio Q, representado pela superficie média da placa, e seja I"
o contorno correspondente. Assim, no interior de €, consideram-se as

seguintes condigdes iniciais:

u (x,t)=u, (x,t =0)=1u,, (3.7a)
% i (%t =0) =0, (3.7b)

e as condi¢des de contorno prescritas sobre I', para as trés direcoes

generalizadas da placa, definidas por:

u,=u, em I, (3.8a)

pr=pr em T, (3.8b)
sendo

T=T,+T, (3.8¢)

Seja ainda um dominio Q ', externo ao primeiro, com um contorno I’

correspondente, também em equilibrio, e contendo a referida placa (ver Figura

3.2).
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Figura 3.2 - Dominio completo do problema.

As equagdes consideradas nas respectivas regides sao dadas a seguir.

a) Naregido (Q+1I'):

Deslocamentos: u,

Forcas de superficie: p,

pa = Maﬂnﬂ

p3 :Qana

Deformacoes especificas:

Zaﬁ' = ua,ﬂ

@a :ua + uS,a

Esforcos:
9 1% oh ..
My =M,z + m(q —?”3)5@
1 2
Q. =5 D=2, +u,)
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(3.11)



Equacoes de equilibrio:

(3.12a)

sendo

~ 1
M, =-DQ- v){umﬂ +tig,

> 54 (3.12b)

+ —_
I
b) Na regido (Q +I"):

Deslocamentos: u,

Forcas de superficie: p,

sendo

* *

pa = Maﬂnﬁ'
(3.13)
pa=Q.n,

Deformacoes especificas:

*

Zafﬂ = u;,ﬁ
(3.14)
Py =y +llg,

Esforcos:

<

;ﬂ = M;ﬂ
(3.15)
. =Q,

Q
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Equacoes de equilibrio:

M., ,—Q, +F, =0

(3.16a)
Q;,a +F3* = 0
sendo
~ 1 . N v .
Ma,b’ = ED(].— V)|:ua’ﬂ + l/lﬂ‘a +ﬂum5aﬂ}
(3.16b)

Q; =2 DA- VA, +i,)

Os esforcos generalizados F, e F, sdo considerados para a obtencdo da
solucdo fundamental e se relacionam com as forcas, f, e f,, existentes nos

pontos situados ao longo da espessura, da seguinte forma:

« 12 *
fa :h_axSsz

i)

3.4.2 Equacao integral basica

(3.16¢)

Nesta secdo, o Segundo Teorema de Betti é usado para se obter a equacao

integral utilizada no MEC. Inicialmente, considera-se a regido (Q+1I"), onde a

primeira das expressdes em (3.11) é escrita na forma:

~ 14 .
My =M,y +m(q_%u3)5¢zﬂ (3.17)
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E sejam as seguintes expressoes dos esforcos

A~

Maﬁ' = Caﬁyelye; Maﬂ = Caﬁyelya

(3.18)

Qﬂ = Cspw@g’ Q;; = C3ﬂ39§0;

relacionadas as componentes do tensor de quarta ordem de constantes elasticas

Ci50, Para o caso de material isotropico.

Portanto, considerando as expressdoes em (3.18) e a propriedade de

simetria das constantes elasticas, C,;, =C,;,, pode-se escrever:

1,

A

MaﬂZ;ﬂ + QMD; = Z;/HM;9 + (%Q;

E ainda, considerando (3.17)

1% . * * * *
{Maﬁ _m(q_%l/%)é‘aﬂ}/?aﬂ +Qﬂ¢ﬂ = Zngyg +9,Q,,

e alterando os indices do lado direito da igualdade, obtém-se:

V ph .o * * * *
{Maﬂ - (1_]/)/12 (q_FuS)é‘aﬂ :|zaﬂ +Qﬁ¢ﬁ = }(aﬂMaﬁ +9,Q,

Assim, reagrupando os termos e integrando no dominio Q, tem-se

I(M;ﬂZaﬁ +Q;¢a)dQ = _[(MaﬁZ;ﬁ +Qa¢;)dQ_ (1_‘:/)/12 I(q_%ﬁ3j5a57(;ﬁ dQ (3.19)

Q Q Q

A seguir, substituindo (3.10) e (3.14) na expressdo (3.19), tem-se:
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J‘M;ﬂuaﬁ dQ"‘IQZ(% +uy, )dQ = J'Maﬂu;ﬂ dQ+IQa(u; +u;a)d§2—
Q Q Q Q

e integrando por partes, em ambos os lados, com o auxilio do teorema da

divergéncia, obtém-se:

[ M jun,dl =M, ju, dQ+ [Qou, dQ+ [ QLugn, dT — [ Q) 1, dQ2 =
r Q Q r Q

= [ M n,d0 = [ M, i, dQ+ [Q,u;, dQ+ [Q,uin, dT = [Q, 1 dQ -
r Q Q r Q

14 *
- aQ daQ 3.20

Agora, considerando as expressdes (3.9) e (3.13) e, ainda, as equagdes de

equilibrio (3.12a) e (3.16a), a expressao (3.20) fica na forma:

Ip;ua dF+IF;ua dQ+Ip§u3 dF+J.F3*u3 dQ = jpau dF——J.uaua dQ+J.p3u3 dr —
r Q r Q r

—phjﬁsu; dQ+jqu; Q- g, , dQ
Q Q

1% *
(1—v)/12£q”“'“d 6(1— 1/)/1ZI

Agrupando entdo, os termos semelhantes, chega-se a seguinte igualdade:

;[( Fu, + F3*u3)dQ = .!( pu, + p3u;)dl" —Jr.( pou, + p;u3)dl" +E[q{u; —mu;a}dﬂ—

3
—_[ ﬂu u. + phii,u, dQ+AIi2u* aQ.
) 12 aa 33 6(1—‘/)/129 3%a,a

Assim, escrevendo a equacdo acima, na forma geral, para as trés diregdes

generalizadas, chega-se a
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* * * * 1% * ph3 . *
Fu dQ=\pu dl—|pu dl' +|gqluy;———u,, |dQ———|\ii,u, dQ—
[y da= o dr=Jpi Jq{ a-n7 } 7]

. vph .
— ph AaQ+———— dQ. 3.21
p _g[u3u3 6(1— V)Z,Z g_[uSLla,a ( )

Para a determinacao da equacao integral a ser usada no MEC, considera-

se que as forcas de dominio generalizadas F].* podem ser representadas por:
Fy =o6(x—&)e; (3.22)

onde J(x—¢&) é uma funcdo generalizada, chamada delta de Dirac, com

singularidade em ¢, e tem-se ainda o vetor unitario e; = 1, definido para as trés

dire¢des. A fungao delta de Dirac tem a seguinte propriedade:

*

f(&,t) se e
[ flx.)5(x - &) da = (3.23)

*

0 se EeQ

Considerando (3.22) e as propriedades dadas em (3.23), a integral de

dominio do lado esquerdo em (3.21), com & pertencente a regido Q, torna-se
.[Ff*uf aQ = J.J(x—f)ejuj aQ = { I&(x—é)uj dQ}ej =u, (& e, (3.24)
Q Q Q
Logo, com base em (3.23), a equagao (3.24) pode ser escrita como:
. 3
[Fud=3"u (&t (3.25)
Q =

Desta forma, se a forca generalizada unitaria atuar independentemente,

podem-se escrever as seguintes relacées:
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u; = u; (&,x)e,
p; =p; (& x)e; (3.26)

u:z,a = u:a,a (é:' x) ei

Nas expressodes (3.26), as varidveis apresentadas podem ser definidas

como se segue:

£ é o ponto de aplicagdo das cargas concentradas generalizadas

unitarias, também chamado de ponto fonte;

x+> é o ponto onde sdo observados os efeitos das cargas unitarias

aplicadas, designado por ponto campo;

u?}(f,x)l—) é o deslocamento generalizado na direcdo j do ponto x,

correspondente a uma forca generalizada concentrada unitaria aplicada na

direcdo i do ponto &;

p;(£,x) = ¢é aforca de superficie generalizada na direcdo j do ponto x,

correspondente a uma forca generalizada concentrada unitaria aplicada na

direcdo i do ponto &.

Com as consideracdes de (3.25) e (3.26), a equagdo (3.21) é escrita para
um ponto & qualquer situado no interior da regido Q, para as trés diregdes

generalizadas, na seguinte forma:

u(&0) = [ py (€. 0) - (& 0y (&, 1)) AT () +

3

[atx t){ UE) = s e x)}dﬂ(x) - B it 6 1) -

Q
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[ x>d9<x>+% [t e, 0, (&%) d2x) (3:27)

6(1

A equacdo (3.27) é a equacdo integral basica do Método dos Elementos de
Contorno para o problema que estd sendo considerado, escrita para as trés
direcdes, sendo valida para um ponto & qualquer no interior da regiao Q.
Observa-se que o ultimo termo desta equagdo é referente a translagdo inercial,

sendo, portanto, um termo a mais nas equagdes integrais, em relagdo ao

trabalho de PROVIDAKIS e BESKOS (2000).

Para escrever a equagdo integral (3.27) para os pontos situados sobre o
contorno I', torna-se necessdrio estudar os limites das integrais, quando o
ponto & tende ao contorno (KARAM, 1986). Assim, para um ponto &
localizado em I', segue que a equagdo integral de contorno pode ser escrita

comao:

¢ (©uy(&t) = [ py D (&0~ pi (&, (€ D] AT (x) +

3

Z [, (x, by, (£, ) dQAx) -

+ j q(x, t){ (&, x) - 10, (&, x)} dO(x) -

()/1

— ph j ity (x, Dy (£, x)dQ(x)+# [y (x tyus, , (£,2) dY(x) (3.28)

6(1

onde c; (&) depende da geometria do contorno no ponto ¢&.

Considerando as equagdes (3.27) e (3.28), observa-se que esta ultima

pode ser escrita para um ponto & pertencente ao dominio Q ou ao contorno I,

onde, para pontos internos, ¢, vale J; e, para pontos do contorno cuja normal é

continua, ¢; vale &, /2.
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A solucdo das equacOes integrais fica bem estabelecida mediante a

escolha apropriada das fun¢des generalizadas u;. (&x) e p;(g‘,x) (BANERJEE,

1994). Assim, devido a facilidade de aplicacado, a presente metodologia emprega
a solugao fundamental da estatica para resolver o problema de analise dindmica

de placas.

3.5 Solucao Fundamental

A base da presente metodologia é a solugdo fundamental, que nada mais
é do que o principio da causa e efeito, onde se deseja saber a resposta de um
meio, em uma dada diregdo, devido a aplicagdo de uma carga unitaria em um
dado ponto. A seguir, os tensores representativos da solucdo fundamental dos
deslocamentos generalizados e correspondentes forcas de superficie

generalizadas serdo apresentados.

3.5.1 Deslocamentos generalizados

WEEEN (1982) apresenta os tensores u; (&,x), presentes nas equagdes

(3.27) e (3.28), correspondentes aos deslocamentos da solucdo fundamental, da

seguinte forma:

i, = Wll—v){ [8B(z) - (L-v)(2tnz-1)]5,, —[ 8A(z) + 20— v)]r,r, }  (3.29a)
x . 1

U,y =—Uy, = 82D (2tnz-Drr, (3.29b)
; 1 [(1— v)z?(2¢nz —1) —8/nz ] (3.29¢)

Uyg = ———5
® 8rDA-v)2?
onde

r=(r,r,)"* éa distancia entre o ponto fonte e o ponto campo (3.30)
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poo Ol (3.31)
“oox,(x) v

com
Ty = X, (%) =X, (5) (3.32)
z=Ar (3.33)

As constantes A(z) e B(z) dependem das fungdes de Bessel modificadas de

ordem inteira K,(z) e K;(z), e podem ser expressas por:

A(R)=K,(2)+ 22K, (2) -z "] B(z)=K,(2)+z[K,(z)-2] (3.34)

onde K;(z) e K,(z) sdo calculadas através de expansdes polinomiais, segundo

ABRAMOWITZ e STEGUN (1965).

3.5.2 Forcas de superficie generalizadas

Os tensores p;(f,x), presentes nas equagdes (3.27) e (3.28), que

representam as forcas de superficie da solucdo fundamental, sdo obtidos a

partir das seguintes expressoes:

P =MD 1y (3.35a)
Paa =Myg 1, (3.35b)
ps=Q " n, (3.35¢)
P =Q,% n, (3.35d)
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nas quais os momentos e esforcos cortantes devidos ao carregamento

concentrado unitdrio nas direcdes y e 3 sdo representados por M:g’ e M;(;),

*(7) *(3) ;
Q" e Q;7, respectivamente.

KARAM (1986) apresenta o desenvolvimento das forcas de superficie

generalizadas utilizando (3.35), as quais sdo dadas pelas seguintes expressoes:

* l
Pro == A [84+ 22K, 4118, 1, + 1) + BA 1V, -
~2[8A+22K +1-v]r,r 1.}
p73 = g[Bny -A r,yr,n] (336)
. __(A=v) j (d+v) 2nz-1\n, +2r,r,
8 1-v) Y
* _ 1 r
Pas 2rr "

onde r, é a derivada de r em relagdao a normal no ponto x, sendo definida por:

or
r, = =r,n,
©ooon(x)

(3.37)

3.5.3 Singularidades dos tensores

Para o caso em que os pontos ¢ e x forem coincidentes, os tensores u; e

Pi mostrados, respectivamente, nas duas secOes anteriores, apresentam

singularidades em r=0.

Assim, expandindo A(z) e B(z), conforme (3.34), através da substituicao

das expressoes de K,(z) e K,(z), observa-se que:
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a) Para A(z), as parcelas que possuem singularidade de ordem r~ se

cancelam, ocorrendo o mesmo para as parcelas com singularidade logaritmica.

Logo, A(z) ndo possui singularidade.

b) Para B(z), as parcelas com singularidade r” também se cancelam,

porém, as parcelas com singularidade logaritmica, ndo. Com isso, conclui-se

que B(z) possui singularidade de ordem /nr.

Pode-se concluir, entdo, que os tensores de deslocamentos generalizados
e forcas de superficie generalizadas, expressodes (3.29) e (3.36), apresentam os

seguintes tipos de singularidade:

U possui singularidade /nr;

p;. possui singularidade /nr e r

3.6 Transformacao das Integrais das Forcas de Dominio em

Integrais de Contorno

As integrais de dominio que aparecem nas equacdes (3.27) e (3.28),
referentes ao carregamento externo aplicado, serdo transformadas em integrais
de contorno mediante a aplicacdo do teorema da divergéncia. Assim,

considerando que g(x,t) =g = constante, obtém-se a seguinte integral:

oy e

Jat t){ is(€2) - eyl

e x)}da(x) qj{vm(«: x) - 1, (£, x)}n (x)dQ(x)

(3.38)

onde v, satisfaz a equacdo de Poisson:

U e (§,X) = 1135 (&, %) (3.39)
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As expressdes obtidas por WEEEN (1982) para v, séo:

=W1”a1’22(4€nz—5) (340)
T

* 1 2 2
vy, =— 2562 DA (1_7) z [64 (Inz-1)-z"(1-v)(2¢nz —3)] (3.41)

Derivando as expressdes (3.40) e (3.41) em relacdo as coordenadas do

ponto x, sdo obtidas as seguintes expressoes:

*

Yap = 128 D

[(4€nz 50, +2(4€nz—3)11a11ﬂ] (3.42)

* r T’ﬂ
Usp =~ 2
2 1287DA (1-v)

[32(20nz-1)-2° (1-v) (40nz-5)] (3.43)

Assim, substituindo as equagdes (3.38) e (3.39) nas equagdes integrais
(3.27) e (3.28) e, ainda, aplicando o teorema da divergéncia nas equacdes

resultantes, obtém-se:

u(&,t) = Hp]xt)uz]eZX) Py (& (ED]dr(x) - j (x, by, (£,%)d2(x) -
- ph J iy (0, Y1415 (£,2) A€2(x) + { (&.x)- ﬁu;«:,xﬂna(x)da(xw
+ kph [y (x, £y, , (£,2)dQ(x) (3.44)
e, para pontos fontes pertencentes ao contorno:
@t =[[p, (et - pi(&xuy & D] drx ——ju (3, E)ui, (&, %) d2(x) -

r

= ph iy (x, By (£, AA(x) +q {”Z“(&x) G

(&) X)} o (X)d€(x) +

39



*

+ kph [ iy (x,t)u, , (£,)dQ(x) (3.45)

v

com k =———e
6(1-v)A

v;, dados pelas expressdes (3.42) e (3.43).

As integrais de dominio presentes nas equac¢des acima nado sao
transformadas em integrais de contorno, pois as mesmas devem ser avaliadas

no dominio.

Derivando (3.29) em relacdo as coordenadas do ponto x, as expressdes

para u,, , sdo dadas como se segue:

) 1
0, =—m{[4A+4zKl +1-v]r, 8, +[4A+1-v](r,5, +7,5,)-

~2[8A+ 22K, +1-v]r,r,r ) (3.46a)

*

1
Usy 5 = —&Z—D[(Z tnz-106,, +2r, rﬁ] (3.46D)

Como sera visto no Capitulo 5, um conjunto de equagdes algébricas é
montado, cujas respostas de deslocamentos e forgas de superficie em pontos do
contorno e de deslocamentos em pontos do dominio sdao obtidas a partir da
resolucdo do sistema de equacgdes. Posteriormente, o calculo dos esforcos em

pontos internos.
3.7 Esforcos em Pontos Internos: Momentos e Cortantes

Apbs a resolucao do sistema de equagdes, o cdlculo dos momentos e
esforgos cortantes nos pontos internos é realizado através das expressoes (3.11),

onde as derivadas dos deslocamentos que nela aparecem sdo substituidas pelas
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derivadas da equagdo integral (3.44). Note-se que essas derivadas sdo

calculadas em relacdo as coordenadas do ponto ¢&.

Neste caso, tém-se as seguintes derivadas:

or _ or _
ox, (&)  ox,(x)

0z

= —/I}"'a

ox, (&)

A _Ta(2A+42K)
ox, (&) v

oB 1,
o = (A+2K) (3.47)

oK, 7,
L e (K +zK
R (K, +2zKy)

Op Tl ~%up
ox, (&) r

o, r -1,
o, (&) v

Entdo, com base nas consideragdes acima, as expressdes dos momentos e

esforcos cortantes nos pontos internos apresentam as seguintes formas,

respectivamente:

My (£,8) = [ P (e, )5 (6,20 dT(x) = [0, (%, £) o (€, )T () + [ 0], (£, ) AT (x) +

r

3

' (1_‘1—)42 90, ~ %i%(ac,t)u;ﬁg(ax)dﬂ(x) - Phiﬁdx,t)ulﬂs(éx)m(x) ¥

+ kph ity (x,t)2,,,(&,x) d£2(x) (3.48)
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Qp(&,8) = [ P, )tz (£, X) AT (x) = [t (x,£) P (£, X) AT () + [ 03, (£, %) AT (x) =

r

- ’1}; iﬁg(x,t)u;ﬁg(f,x)dQ(x) - phiiig(x’t)u;ﬁs(f,x)dﬁ(x) "

+ kph [ (x, )23, (£,%)d2(x) (3.49)

Nota-se que, nas expressoes (3.48) e (3.49), as duas dltimas integrais de
dominio sdo referentes as inércias translacionais e representam parcelas
adicionais obtidas neste trabalho em relagdo as equagdes integrais apresentadas
por PROVIDAKIS e BESKOS (2000).

A determinacgdo dos tensores u,, , p,;, W;; € z,, presentes nas equacdes

(3.48) e (3.49) é feita substituindo-se as expressdes dos deslocamentos nos
pontos internos e suas derivadas nas expressdes dos esforgos. Assim, cada

tensor é obtido aplicando-se as rela¢des abaixo.

e Para o tensor u,, , na expressao dos momentos:

. D-v)[ . . v (. .
Moy =5 |Harp * Uppa * ﬂ(”m +u27,2)5aﬂ:|
) (3.50)
. Da-w)[ . \ v [ . .
Uyps = T Uyzp T Upsy T H( Uiz +“23,2)5a/3}
e Para o tensor u; 4 Na expressdo dos esforgos cortantes:
« D(1-v)A* [ .
3 5 ( p T ”Syﬂ)
(3.51)
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e Para o tensor p,, , na expressdao dos momentos:

* D(l_V) i * * 2V * *
Pegpy ZT Poyp T Ppra T ﬂ(ply,l +p2y,2)5aﬂ:|
) (3.52)
* D(l—l/)_ * * 2V * *
Paops = — Pasp T Ppzat m( Piza + p23,2)5aﬁj|
e Para o tensor p; 4 Na expressao dos esforgos cortantes:
* D(l_v)ﬂlz * *
Pag ZT( Por * Psyﬁ)
(3.53)
« D(1-v)A [ . .
P3ps :T(Pm + P33,ﬂ)
e Para o tensor w;ﬂ , Na expressao dos momentos:
w, = PA=V e +2—V(v* +7, )5—;1[ + 0, +
aff 2 a.yp Bira (1—1/) 1yl 2y2) " ap (1_‘/)12 ay.p Pra
2v « .
+ ﬂ( Upat u2y,2)§aﬂ ﬂ n, (3.54)
e Para o tensor w; 5+ Na expressao dos esforcos cortantes:
* D(l—V)ﬁz * * 14 * *
Wy, = {vm + 05,5 — —(1_‘/)/12 (uy, + usyﬁ)}ny (3.55)
e Para o tensor z’;ﬂ , Na expressao dos momentos:
* D(l_ V) * * 2V * *
Zy = {uw o+ —(1_‘/)(%&1 +u2m2)5aﬁ} (3.56)
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e Para o tensor Z35, NA expressao dos esforcos cortantes:

.« D@A-W)A[ . .
Zp =T, (uﬁw—l_ ”3mﬂ) (3.57)

Os tensores presentes em (3.56) e (3.57) sdo obtidos derivando-se a
expressao (3.46) em relagdo as coordenadas do ponto &, usando (3.47). Assim,

chega-se as seguintes expressdes:

u;ﬂw = —ﬁ[2(814+621<1 +22°K, +1-v) 47,0, +28A+2zK, +1-v)-
zD(1-v)r

(17 50 TG00 1T 5O, FT 5T O +7,7,0,5) = (4A+1=V)-

a”
(040,53 +0440,,) —(4A+ 42K, +1-v)J,,6,, —
~4(24A +8zK, +z°K, +2—2v)rﬂryﬁr’71j¢] (3.58a)
* 1
Usgpp = =75 (2Tal gl =100y =1 50sy =1 400y) (3.58b)

47t Dr

De forma analoga, derivam-se (3.29), (3.36), (3.42) e (3.43) em relacdo as
coordenadas do ponto & e, apds substituir esses resultados em (3.50) a (3.57),

sdo obtidas as seguintes expressoes, apds reagrupar os termos:

e Para o tensor u,, , na expressao dos momentos:

U, = ﬁ [(4A +2zK, +1—V)(5ﬁy",a + 5ay1’ﬁ>— 2(8A+2zK, +1-v)r, 1, +
+(4A+14v)5 1] (3.59)

- (18— v) Kg+ v; ois 1) 5, ~ 2.1, } (3.59b)
T -V
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e Para o tensor p,, , na expressdao dos momentos:

« D(@-v)

Vi =g 2 {(BA+ 22K, 416, + 6, )+ (44 +1+30) 5

apty ~

~ (164 +62K, + 2K, +2=2v)[(nr, + 1, )1, +(6 5 + 6 ,m, )7, -

—2(8A + 22K, +1+v)(8,,r,r, + 17,7, )+ 4(28A + 82K, + 22Ky + 220 )r 1 1, |
(3.60a)

« _D(1-v)X [(

paﬁ'S -

. 2A+2K,)rm, +7,n,)-28A+2K )r v, +2A5,,r,]  (3.60b)
r

e Para o tensor w,,, na expressdao dos momentos:

Wep = _6%{(45”2 —3)[(1— v)(rn, +7,n,)+(1+3v)0 .7, ]+ 4[(1—v)r‘arﬁ +V0,, ]rM} -
4
v «

- (1_1/)/12 uaﬂyn;/ (361)
e Para o tensor u; 4 Na expressdo dos esforgos cortantes:

« A
s, =g[35yﬂ - Arr,] (3.62a)
gy =5 (3.62b)

2w '

e Para o tensor p,, , na expressdo dos esforcos cortantes:

.~ D(1-v)A? [(

3py

1 2A+ zKl)(éyﬁijn +7,1, )+ 2Anr, — 2(4A+ zKl)rﬂryyryn] (3.63a)
T

Pags =D(iﬂ;;)}“2 [(z2B+1)n, —(z2A+2)r 1] (3.63b)
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e Para o tensor W4, NA expressao dos esforcos cortantes:

*

« 1 1%
wgﬂ :g[ (267’12—1)7’1'3 + Zif,ﬁr,n]_ mu3ﬂyny (364)
e Para o tensor z;ﬁ , Na expressao dos momentos:

o [(aA+22K)5,, -4(4A+2K,) (12A+2zK, +1-v)3,,5, ]  (3.65
Zp =52 +2zK,)6,, - +zK, )1, 1, + +2zK, +1-v)5,.6,, (3.65)
e Para o tensor z, 4»» Na expressdo dos esforgos cortantes:

R 2
Zay =— - (1-v)r, (3.66)
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Implementacao Numérica

4.1 Introducgao

Neste capitulo, é descrita a implementacdo numérica utilizada para a
resolugao do problema de analise dinamica linear de placas espessas pelo
Método dos Elementos de Contorno, considerando a formulacdo e a técnica

apresentadas nos dois capitulos anteriores.
4.2 Equacoes Integrais Discretizadas

Inicialmente, considere o contorno I' discretizado com elementos

unidimensionais, em que cada elemento possui um contorno I’;, e 0 dominio Q

discretizado em células internas triangulares, cada uma possuindo um dominio

Q, (Figura 4.1).

Figura 4.1 - Dominio discretizado com elementos de contorno e células internas.
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A discretizacdo ¢é realizada wutilizando-se elementos de contorno
quadraticos isoparamétricos continuos e descontinuos, e células internas

triangulares constantes, com geometria linear.

As equagdes integrais para o ponto fonte no contorno e para o ponto
fonte no dominio, dadas, respectivamente, por (3.45) e (3.44), serdao escritas em

forma discretizada e, representadas de uma tinica maneira, como segue:

et = [ p (g (€0~ py(€0u (£.0)] AT (x) —% [ii, ety (&.x)d00) -

~ ph J ity (2,1}, (£,2) dQx) + I [v;‘,a@,x)—ﬁu;(é,xﬂna(x)d@(xw

+kph ity (x, ), , (£,%)dQ(x) (41)

Sdo usadas fungdes de interpolacdo para aproximagdo das funcgdes
envolvidas, tanto para o contorno como para o dominio. Assim, fixando-se o
ponto fonte £ no contorno e integrando-se os elementos de contorno e as células
de dominio, chega-se a um conjunto de equagdes para as trés direcOes

generalizadas. Logo, a equacao (4.1) apresenta o seguinte aspecto, em sua forma

discretizada:
N N M

cU, =Y [U/Ndr)p® - [(P'Ndr u(”>+2qj s/dr)-> [0/ NdQ)i ™ (42)
j=lr j=lr =T =1 g,

]

onde C; ¢ uma matriz que contém os coeficientes C,; U, é o vetor de

deslocamento do ponto fonte; N é o nimero de elementos de contorno; M é o

namero de células de dominio; N e N sdo as matrizes que contém as fungdes
de interpolacdo utilizadas para aproximarem o contorno e o dominio,

. * et ~ . A
respectivamente; U, e U, sdo as matrizes que contém as componentes dos

tensores da solugao fundamental relativos aos deslocamentos; P, é uma matriz
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que contém as componentes dos tensores da solugao fundamental relativas as

forcas de superficie; U™ e P sado os vetores que contém as componentes dos
deslocamentos e forcas de superficie, respectivamente, relativos aos pontos

i (m)

nodais do elemento de contorno considerado; U™ ¢é o vetor que contém as

componentes de aceleracdo inercial, relativo ao ponto nodal da célula de
dominio em questdo; S; é um vetor cujas componentes sdo dadas pela

expressao:

* * V *
S = |:vk,a —muka}”a (4.3)

* * z
onde as componentes de u,, e v, , foram apresentadas no Capitulo 3.

De forma andloga, a equagao integral (4.1) pode ser escrita em sua forma
discretizada, considerando c; igual a &;, onde o ponto fonte £ € fixado no

dominio, obtendo-se, novamente, um conjunto de equacdes para as trés

dire¢des generalizadas, sendo apresentadas como a seguir:

ui:iju Ndr )P ijp Ndr')u <">+qus ar) fju NdQ)U™  (4.4)
r

=lr, =T j=1 =1 o,

.

Para um ponto qualquer do elemento de contorno, sdo consideradas as
seguintes expressdes para interpolacdo dos deslocamentos e forcas de superficie

em funcao de seus valores nodais:

U =Num™
(4.5)

Py — NP™

enquanto para um ponto localizado no interior do dominio, as fungdes de

interpolagao dos termos inerciais sao apresentadas como:
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u®=Nu™ (4.6)

Nas expressdes (4.5), tem-se que as funcdes de interpolacdo sdo

dependentes da coordenada intrinseca 7, como sera visto na Secao 4.3, torna-se

necessario transformar a diferencial de contorno dI" para esse sistema. Assim,
sabendo-se que |J| € o jacobiano dessa transformacdo, entdo a seguinte

expressao € utilizada:

dr=|J|dz (4.7)

As seguintes matrizes sdo definidas:

G, = [U/Ndr (4.8)
1y
H, = I P Ndl (4.9)
T
B, =q[ S dr (4.10)
r/
M, = [U;NdQ (4.11)
Q

Os procedimentos para o cdlculo da equagao (4.11) serdo apresentados na

Secdo 4.5 e para as equagodes (4.8), (4.9) e (4.10) serdo mostrados a seguir.

Assim, com as consideragdes feitas acima, e quando o ponto fonte &

estiver situado no contorno, tem-se que a equacao (4.2) pode ser escrita como:

N N N M .

CU,=>G;P,-> HU+> B, -> MU, 4.12)
j=1 j=1 j=1 I=1

ou ainda,
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N N M .
2 HU, =2 G;P+> B, -3 MU, (4.13)

(4.14)

Para o ponto fonte & localizado no dominio, a equagdo (4.4) é escrita na

forma:
N N N M ..
U;=>G;P-> HU;+2> B;-> MU, (4.15)

Em vista disso, uma integracdo numérica é necessaria para avaliar as
expressoes (4.13) e (4.15). Para tanto, a equacdo (4.7) é utilizada nas integrais de
contorno das equacgdes (4.8) a (4.10). A quadratura de Gauss é empregada,

utilizando as seguintes expressdes, onde as integrais sdo substituidas por

somatorios:

+1
ju;‘Ndr=ju;‘N|J|dn=ﬁ(ujN)k|J|wk (4.16)
T; -1 k=1

+1
J.Pi*Ndl“z.[Pl.*N|J|d77=i(Pi*N)k|J|wk (4.17)
I -1 k=1

]

js;‘dr;fsj 3dn=3(s: )] |w, (4.18)
T, -1 k=1

onde K é o nimero de pontos de integracdo; Wi é o peso associado ao ponto de

integracao.
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Na integracdo numeérica, a quantidade de pontos de Gauss adotados para
efetuar o calculo é estabelecida mediante um critério de afastamento e
aproximacdo entre o ponto fonte e o ponto campo, cuja varredura consiste de 4

a 10 pontos.

4.3 Elementos do Contorno

Os elementos do contorno utilizados no programa sdo elementos

quadraticos isoparamétricos, podendo ser continuos e descontinuos.

4.3.1 Elemento quadratico isoparamétrico continuo

Este é um elemento caracterizado por apresentar trés pontos nodais
situados sobre uma curva, sendo dois localizados nas extremidades e um
terceiro entre esses dois. As func¢des de interpolagdo sao usadas para aproximar
tanto as coordenadas como as variaveis envolvidas, através de uma funcao do

segundo grau, conforme Figura 4.2.

' ' ' poay

1 2 3
xl xl xl x]

Figura 4.2 - Elemento quadratico isoparamétrico continuo.

Ap6s uma transformacgdo, as coordenadas e as variaveis envolvidas sao
escritas em um novo sistema, em fung¢do da coordenada intrinseca 7. Tal
elemento assegura a continuidade das funcdes consideradas entre os elementos

adjacentes.
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As fungdes de interpolagao, dependentes da coordenada adimensional 7,

sdo dadas como:

N,=in(n-1
N,=(1-n)(n+1
N3

=in(m+1)

(4.19)

Assim, para um ponto qualquer do elemento, tem-se que suas

coordenadas (x1, x2) sdo calculadas em funcdo de suas coordenadas nodais,

através da seguinte expressao matricial:

XD = M x®
onde

X =N
x2

[N, 0O N, 0 N, 0
M =
0O N, 0 N, 0 N,

(4.20)

(4.21a)

(4.21b)

(4.21¢)

Os deslocamentos e as forcas de superficie sao interpolados conforme

(4.5), onde se tem, para o elemento de contorno considerado:
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U,
U? =4u, (4.22a)
Us
P
PP =1p, (4.22b)
Ps
N, 0 0 N, 0 0 N, 0 0
N=l0o N, 0 0 N, 0 0 N, 0 (4.22¢)
0o 0N 0 0 N, 0 0 N,
U P
U; plz
U; P13
u P>
U™ =412 P =1p2 (4.22d)
05 P>
iy Ps
u; p;
U3 p;

O jacobiano da transformagao é obtido a partir de derivadas de (4.20),

para o qual se tem a seguinte expressao:

2 2
9] :a_r:J(%j +(%] 4.23)
on on on

4.3.2 Elemento quadratico isoparamétrico descontinuo

Na Figura 4.3 é apresentado o elemento quadrético isoparamétrico
descontinuo, para o qual o procedimento é o mesmo utilizado no item 4.3.1,
sendo necessario mudar apenas as fungdes de interpolacdo. Essas, por sua vez,
sdo obtidas considerando-se que a funcdo deva possuir um valor no ponto

nodal considerado e zero nos outros dois. E com isso, como os pontos nodais 1 e
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3 ndo estdo situados nas extremidades do elemento considerado, ndo havera

continuidade das fun¢des envolvidas nessas extremidades.

poay

Xy

Figura 4.3 - Elemento quadratico isoparamétrico descontinuo.

As fungdes de interpolacdo desse elemento sdo dadas em funcdo das

variaveis a, b e /, na seguinte forma:

_ In(fn—L+2b)
' 2(/—a—b)(£-2b)

NZJ”[Z(E“Z’)‘M] +1 (4.24)
(£—2a)({ - 2b)

_ In(Un+!-2a)
P 2(—a-b)(/-2b)

onde a é o afastamento do nd 1 a extremidade; b é o afastamento do n6 3 a
extremidade; ¢ é o comprimento total do elemento. Deve-se notar que esses
pardmetros devem estar de acordo com o sentido de integracdo. Na Figura 4.3,

(" € o comprimento entre os pontos 1 e 3.

Este elemento apresenta algumas particularidades, tais como: quando
a=0 e b#0, ouainda, a#0 e b=0, sendo este elemento chamado de semi-
descontinuo, onde as fungdes (4.24) podem ser usadas para avaliar as variaveis
do problema. Para o caso em que se tenha a e b nulos, as expressdes (4.24)

recaem nas expressoes (4.19).
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4.4 Descontinuidade da Normal ou das Condicoes de Contorno

Nesta secdo sdo apresentadas algumas particularidades para o contorno.
Para o caso onde haja descontinuidade da normal, ndo é assegurada a
continuidade das forcas de superficie no contorno e, conforme Figura 4.4, a
normal pode apresentar direcdes diferentes para o mesmo ponto nodal que

pertenca a dois elementos adjacentes.

Figura 4.4 - Caso da descontinuidade da normal.

Uma forma de resolver esse problema poderia ser utilizando ou o né

duplo ou o elemento descontinuo.

4.4.1 Utilizacao de n6 duplo

Este procedimento é utilizado quando, no ponto de intersecao entre dois
elementos adjacentes, se tenha descontinuidade da normal ou da condicdo de
contorno, quando se conhece a forca de superficie nos dois elementos, ou entao
quando o deslocamento é conhecido num elemento e a forca de superficie é
conhecida no outro. Para tanto, consideram-se dois pontos nodais na mesma

posicdo, cada um pertencendo a um elemento diferente, conforme Figura 4.5.

Figura 4.5 - Caso de n6 duplo.
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Para assegurar a continuidade de deslocamentos no ponto de intersecao,

impde-se 0 mesmo deslocamento entre os dois noés.

4.4.2 Utilizacao de elemento descontinuo

Para o caso em que numa determinada posicio de um né haja
descontinuidade da normal, onde as forcas de superficie ndo sdao conhecidas em
nenhum dos dois elementos adjacentes, a utilizagdo do n6 duplo, visto no item
anterior, ndo resolve o problema. Isto se deve ao fato de ter-se um ntimero de
equacdes independentes menores que o numero de incégnitas para esse no,
devido ao deslocamento poder ser continuo no ponto e as forcas de superficie

nao.

Neste trabalho é utilizado, para esses casos, o elemento descontinuo,
conforme Figura 4.6. Este elemento é caracterizado por sua precisao apresentar
a mesma ordem da precisao do elemento continuo, quando se escolhe uma
distdncia conveniente dos pontos nodais de extremidade do elemento, assim

como dos pontos de integracao.

Figura 4.6 - Caso de elemento descontinuo.

45 Célula Interna

A presente secdo descreve sucintamente a célula empregada na

discretizacao do dominio.
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As células internas constantes utilizadas neste trabalho apresentam
forma triangular, sendo as mesmas representadas considerando um sistema de

coordenadas intrinseco (&1, &2), conforme pode ser observado na Figura 4.7.

(1, 0) &

(0, 0)

Figura 4.7 - Sistema de coordenadas intrinseco para célula triangular constante.

As coordenadas de um ponto do interior da célula sdo calculadas pela
expressdao (4.20), onde a matriz das fungdes de interpolagdo é representada

cOomo:

M=[1g, 18, 1&] (4.25)

onde I é a matriz identidade de ordem 2, com &, calculado pela relagao:

& =1-¢,-¢,, (4.26)

e com x(") contendo as coordenadas (x1, x2) de cada um dos vértices do triangulo

dado por (4.20).
O jacobiano dessa transformacao é dado pela seguinte expressao:

|J|=2A (4.27)
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onde A é a area do triangulo.

Os termos inerciais num ponto qualquer da célula sao calculados através

da equacdo (4.6) e, devido a consideragao de célula constante, tem-se:

N =1 (4.28)

sendo I a matriz identidade de ordem 3 e, ainda, com os valores dos termos

inerciais situados no baricentro da célula, representados no vetor em (4.6),

segundo:
i,

U™ =i, (4.29)
i/iS

onde ij, e ii, sdo as rotagdes inerciais nas direcdes x e y, respectivamente, e ii, é

a deflexao inercial.

Escrevendo as coordenadas homogéneas &, em funcao das coordenadas

cartesianas x, e x,, tem-se:

&, = i(2A"a +b,x, +a,x, ) (4.30)

sendo « o ponto onde a funcao é avaliada e, ainda:

a,=x/ —x/ (4.31a)
b, =xf —x] (4.31b)
2A° =x/x] —x]/x! (4.31c)
A= %(blaz +b,a, ) (4.31d)
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com a =123 para f#=2,3,1e y=3,1,2.

Assim, conforme (4.11), cada célula contribui com uma matriz (3x3) da

seguinte forma:

m, = [U;NdQ (4.32)
Q

Ed

1 Z . 2 *
onde U, é a matriz que contém as componentes, u; e u dos tensores da

solucdo fundamental relativos aos deslocamentos, conforme Secdes 3.5 e 3.6.
Outra maneira de apresentar (4.32) é realizando o produto matricial do

integrando da mesma, escrevendo-se essa equacao como:

m, = [ u'dQ (4.33)
Q
sendo
p = { “} (4.34)
2 M

Uma forma de se efetuar a integracdo de (4.33) seria utilizando a
quadratura de Hammer, mas em virtude das singularidades existentes nos
casos onde o ponto fonte coincide com algum ponto da célula, torna-se

conveniente definir um sistema de coordenadas polares (r,4) com o ponto

fonte centrado em y (KARAM, 1992). Assim, a integracao é calculada em relacao

a r eemrelagdo a ¢. Neste caso, tém-se as seguintes defini¢cdes:

AQ=rdrdg (4.35)
x,(x)=x] +rcos¢ (4.36)
X,(x)=x] +rseng (4.37)
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Se agora sdo consideradas as equacdes (4.36) e (4.37), entdo as expressoes

correspondentes as componentes do tensor g podem ser escritas como:

5 (E,2) =W (&, x) (4.38)

(6, %) =, P(E,%) (4.39)

No caso mais geral, tem-se que o ponto singular y ndo pertence a célula,

ndo havendo, portanto, singularidade (ver Figura 4.8). Assim, uma

transformacao de coordenadas para o sistema (r,¢) pode ser utilizada, onde as

componentes do tensor g, sdo dadas como:

h Ry(4) $ Ri(9)

b
M =I _[ 1‘I’rdrd¢+J. '[ W rdrdg (4.40)
b Ro(9) # R
¢ Ry(p) 4 R(@)
o= [ Wrdrdg+ | [ Wrdrdg (4.41)
b Ro(9) b R
X
xl
Figura 4.8 - Caso geral de célula sem singularidade.
sendo
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— 2A}/§a

R =
() b, cosg+a,seng
com
cos ¢ = o
ox,
seng = or
ox,

onde y, € o valor da funcdo de interpolagdo no ponto fonte y .

(4.42)

(4.43)

(4.44)

Para o calculo das integrais (4.40) e (4.41), integra-se numericamente

essas equagOes em relacdo a r e em relagdo a ¢, através da quadratura de

Gauss, pois as integrais para este caso sao todas regulares. Para isto, se expressa

a variavel ¢ como:

1 1
¢—E(¢2 _¢1)77+§(¢2 +4)

e a variavel r como:

1 1
r :E(Rz _R1)77+5(R2 +R))

sendo 7 uma coordenada adimensional, definida no intervalo [-1, 1].

Os jacobianos destas transformagoes sao obtidos pelas derivadas:

d_¢: b, — &
dn 2
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ﬂ_Rz_Rl

i (4.48)

A seguir sdo apresentados trés casos e os respectivos tratamentos quando

o ponto fonte y pode gerar uma singularidade na célula.
4.5.1 Ponto singular situado em um dos vértices da célula
No caso em que o ponto singular y situa-se em um dos vértices da

célula, segundo a Figura 4.9, as componentes do tensor (4.34) podem ser

representadas na forma:

i #, R(¢)
4 =lim i [ wrdrdg (4.49)
#  R(¢)
4 = lim i [ ¥rdrdg (4.50)
9,

R
y~

A

X

Figura 4.9 - Célula com ponto singular ycoincidindo com um dos vértices.
Observando as componentes do tensor acima, nota-se que a

singularidade é eliminada; logo, a integracdo pode ser efetuada utilizando-se a

quadratura de Gauss, tanto em relagdo a r como em relacdoa ¢.
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4.5.2 Ponto singular situado em um dos lados da célula

Um outro caso ocorre quando o ponto singular y situa-se em um ponto
qualquer de um dos bordos da célula, ver Figura 4.10. Nesta situacao,
considera-se o tridngulo divido em duas partes e, para resolver o problema,
integra-se separadamente cada parte e os resultados correspondentes sio

somados. Assim, tém-se as seguintes expressoes integrais:

¢ R (9) ¢ R(4)
4 =lim ! jwmmm! Il‘{—’rdrd(ﬁ (4.51)
¢ R() ¢ R
4 = lim [ [ ¥rardg+| j;yrdrd(p] (4.52)
& & & £
x2

Figura 4.10 - Célula com ponto singular ysituado em um dos lados.

sendo
—2A
R’ = 4.53
a2 b’ cosg+a’ seng (4.59)
" - 2A”
R!($) = (454)

" "
b’ cosg+a’ seng
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Neste caso, também é realizada a integracdo numérica, tanto em relacdo a

r como em relacdo a ¢, empregando-se a quadratura de Gauss.

4.5.3 Ponto singular situado no interior da célula

Para este altimo caso, tem-se que o ponto singular y coincide com um

ponto do interior da célula e este problema é resolvido dividindo-se a célula em

trés partes, como mostrado na Figura 4.11, o que conduz a:

i 4 R(9) ¢ Ri(9) 4 RN
(u,.)'=£i§3u j 1\P'rdrd¢+¢jz j 1‘1”rdrd¢+£ j 1T’rdrd¢} (4.55)
¢ R, () ¢ RI(P) ¢ R4
(4)" =lim { [ ] .wrrardg+| [ Wrrdrdg+| | Z\P”rdrd(ﬁ} (4.56)
¢4 € 4 ¢ 4 e

Figura 4.11 - Célula com ponto singular ysituado em seu interior.

sendo R (¢), R7(¢4) e R}(¢) calculados analogamente ao caso anterior.

. . . . * *
Nas integrais acima, para o caso das matrizes (u;)" e ()", a quadratura

de Gauss é utilizada para realizar a integracdo numeérica, tanto em relacdo a r

como em relacdo a ¢.
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Conforme serd visto no préximo capitulo, um sistema de equacdes
algébrico é obtido a partir de (4.13) e (4.15), sendo resolvido de maneira

acoplada, isto é, o sistema é resolvido simultaneamente para o contorno e o

dominio, para cada passo de tempo.

Ap6s a resolucdo do problema, caso se queira, uma andlise em termos de
esforcos internos, em um ponto qualquer, pode ser realizada, uma vez que ja
sao conhecidos em todos os pontos nodais, para cada direcdo generalizada, os
deslocamentos e as forcas de superficie no contorno e os deslocamentos nos

pontos das células.
4.6 Esforcos Internos
Para o calculo dos esforcos resultantes, momentos e cortantes, sdo

utilizadas as equagdes (3.48) e (3.49), em sua forma discretizada, tanto no

contorno quanto no dominio. Tem-se, entéao, para cada ponto interno §i, as

seguintes expressoes:

e Para os momentos:

N (G m_\ 5 * N A v _
M, _;F{(ui Ndr)P klr{(P’ Ndr)U +;qrjk(vv, dr) + YR
> [(z;Nag)i (4.57)
1=l o

e Para os cortantes:

Q=Y [lU;Nar)pe -

N
k=1

> [(BrNarju® + g [ ar) -3 [(z:Na)i @58

11

k=1 I; =l g

=~
i
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~x % o M % = % ok = % ~ . N
ondeU,, P,,W,, Z ,U,, P,,W, e Z, sdo as matrizes que contém os tensores

1

cujas componentes foram apresentadas na Secgao 3.7.

O calculo dos esforgos internos é importante na andlise, pois a partir dos
esforcos maximos obtidos, o projetista podera tomar uma decisdao, podendo
esse utilizar uma espessura da placa diferente daquela tomada inicialmente,
antes da analise, ou até mesmo empregar outro tipo de material, tal que as
solicitacOes na estrutura respeitem certos critérios normativos de seguranga. Em
geral, os modos de vibragdes que governam os esforcos internos sdao os mais
elevados. E conforme visto neste item, alguns pontos podem ser escolhidos para
avaliar essas respostas, ndo necessitando, assim, armazenar tais valores em

memoria de computador, como se faz em outros métodos numéricos.
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Solucao Dinamica do Problema

5.1 Introducgao

Neste capitulo, sao apresentados os métodos de marcha no tempo para
resolver a equacdo de equilibrio do problema de andlise dindmica linear de
placas espessas. Os esquemas aqui abordados sao aqueles referentes aos de

Houbolt e Diferenca Central.
5.2 Sistema das Equacodes Integrais

Escrevendo as equacgdes integrais (4.13) e (4.15) em suas formas
discretizadas, respectivamente, para todos os pontos do contorno e do dominio,
monta-se um sistema de equacOes algébricas que pode ser representado na

forma matricial como:

e ol e o6 el o el
H® T1]U‘] [G* ofl0] [B*] [0 M“]U

em que os superindices ¢ e d designam, respectivamente, o contorno e o
dominio. Além disso, o primeiro superindice corresponde a posigdo do ponto

fonte, enquanto que o segundo diz respeito ao ponto campo. A submatriz
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identidade em (5.1) representa os coeficientes C, (&) =9, associados aos pontos

internos, enquanto que as submatrizes nulas, relacionadas a massa, diz respeito

a consideracao de células constantes sobre o dominio.

Assim, o sistema de equagdes (5.1) pode ser representado de maneira

compacta, através da seguinte forma:

HU() =GP +B(H)-MU() (5.2)

Quando o ponto fonte e o ponto campo estiverem situados sobre o
mesmo elemento, com o ponto fixo no contorno, as integrais correspondentes as

submatrizes H e G, e ao vetor B, em (5.1), possuem singularidades.

Para resolver este problema, no caso da submatriz G e do vetor B, que

tém singularidades de ordem /¢nr, usa-se, neste trabalho, uma transformacao

de coordenadas do segundo grau (TELLES, 1987), envolvendo as coordenadas
dos pontos de integracdo, que produz um jacobiano que elimina a

singularidade no ponto considerado.

As submatrizes H, que correspondem as submatrizes C; somadas as

submatrizes H i

dadas pela equagdo (4.14), sao expressas através de integrais
envolvendo os tensores p;, que possuem singularidades de ordem /nr e r™,

segundo o item 3.5.3.

Entretanto, essas submatrizes podem ser obtidas sem que se calculem
explicitamente os valores de C, e H,, utilizando-se a consideragdo de

movimento de corpo rigido, com a auséncia de forcas aplicadas ao sistema e,

ainda, considerando-se o sistema agindo estaticamente, ou seja, sem a
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contribuicdo dos termos inerciais. Portanto, a equagdo (5.1), relacionada ao

ponto fixo no contorno pode ser escrita da seguinte forma:

H“U =0 (5.3)

As solugdes ndo-triviais da equacgao (5.3) correspondentes ao movimento

de corpo rigido sdao dadas por:

u=(101) (5.4a)
u=(0,11) (5.4b)
u=(0,0,1) (5:4¢)

Entdo, as submatrizes de ordem 3x3 da diagonal de H® podem ser

calculadas pela seguinte expressao:

NN
HW:_Zl:HWDW p:1,2,---,NN (5'5)
=

q7#p

sendo NN o numero de pontos nodais e D, a matriz que contém os

deslocamentos de corpo rigido, para a qual se tem a seguinte forma:

onde v, =x,(p)—x,(9), com a=12.

A solugdo dinamica do presente problema fica bem determinada
mediante a analise de dois casos, a saber, os casos de vibracao livre e de

vibracdo forcada. Na primeira situacdo, tem-se o sistema isento de forcas
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externas. Essa investigacdo é importante, pois ela permite estudar os modos
fundamentais de vibracdo para estrutura, além de servir como referéncia para
se estimar o valor do intervalo de tempo em vibragdo forcada. J4 para o
segundo caso, uma vez que a estrutura é solicitada por agentes externos, as
respostas do sistema devem ficar fora da faixa dos primeiros modos
fundamentais, se os modos dominantes forem deslocamentos, o que levaria a

estrutura a um estado de ressonancia (CLOUGH e PENZIEN, 1993).

5.3 Caso de Vibracao Livre

Para resolver o caso de vibracdo livre, uma maneira clara de entender o
desenvolvimento consiste em desacoplar o sistema de equagdes (5.1), sendo

reescrito da seguinte forma:

HccUc=GccPc+Bcc_Mch'd
(5.7)
Hdcuc+lud :GdCPC+BdC—MddUd

Sob a hipodtese de carregamento nulo e, ainda, considerando que o
sistema esteja sujeito a um campo de deslocamento harmoénico u; entdo,

escreve-se:

u=u(x)sinwt (5.8)

onde w é a frequiéncia natural, e o til indica amplitude. Note-se que (5.8) faz

referéncia tanto ao contorno quanto ao dominio.
Dessa forma, diferencia-se a expressdo (5.8) até a segunda ordem no

tempo e o sistema (5.7), devido as hipdteses assumidas, pode ser escrito

somente em termos de deslocamentos na forma seguinte:
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AX®— o’M* X% =0 (5.9)

A X +(1 - 0?M¥@)X =0 (5.10)

onde os valores desconhecidos estdo presentes nos vetores X. Assim,

resolvendo (5.9) para as incoégnitas do contorno, obtém-se:

X =AY oM™ X*) (5.11)
Ap6s substituir (5.11) em (5.10), o seguinte sistema de equagdes é obtido:
[1-w?(M* - A A*me)]x“ =0 (5.12)

Logo, a equacao (5.12) pode ser escrita como um problema de autovalor:

BX®=(/w?)X" (5.13)
com
B=M%_-A" A'M® (5.14)

sendo B uma matriz real que, em geral, é ndo esparsa, ndo simétrica e nao
positiva definida. Portanto, um algoritmo iterativo eficiente deve ser usado para

resolver o problema de autovalor (SMITH et al., 1976).
54 Caso de Vibrac¢ao Forcada
Para a solucdo do sistema de equacdes (5.2), serdo empregados dois

esquemas de marcha no tempo, a saber, o método implicito de Houbolt e o

explicito de Diferenca Central, que serdo utilizados para resolver o caso de
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vibracao forcada (BATHE, 1996), sendo as respostas obtidas simultaneamente,

tanto para o contorno como para o dominio.
5.4.1 Método de Houbolt

Neste caso, o problema dinamico é resolvido pelo método de integracao
direta, onde se faz uso do esquema de Houbolt. Esse esquema de integracdo
caracteriza-se por ser incondicionalmente estavel, para o qual, tém-se os

seguintes operadores de velocidade e aceleracao, respectivamente:

UHA’[ :i[llu At _ 18Ut +9U A _2Ut—2At] (5.15)
BAt

Lt :Aitz[zu A gLt gt _Ut-zm] (5.16)

Como o sistema de equagdes obtido em (5.2) é independente do
amortecimento, o operador de velocidade ndo é utilizado na implementacao.
Assim, substituindo (5.16) em (5.2), escreve-se uma expressdo matricial para o

instante t + At, em termos de deslocamento:

(2 M"‘Atz ﬂ)ut+At —Atz 9 P'[+At _AtZBIJrA'[ — M (5Ut _4U t-At +Ut-2At) (5.17)

A expressdo (5.17) pode ser representada genericamente como:

HY UM _G* ptat _pt+at _ pt (5.18)

onde o vetor a direita da igualdade contém somente os valores conhecidos de
deslocamentos para os instantes t, t—At e t—2At. Ap6s a imposicao das

condicdes de contorno e reordenacdo das incégnitas em (5.18), obtém-se:

AX =b (5.19)
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com

b= f" +b"™ + 1! (5.20)

onde as contribui¢des dos valores prescritos estdo incluidas em .

Para a inicializagdo do processo de marcha no tempo, mediante a
consideracdo de deslocamento e velocidade iniciais nulas, os valores de
deslocamento para os instantes ¢, t — At e t—2At, relativos aos passos de tempo
anteriores ao instante ¢+ At, sdo também considerados nulos. Essa estratégia é
utilizada aqui, uma vez que o esquema é incondicionalmente estavel, visando a

auto-estabilidade temporal ao longo da marcha.

5.4.2 Método de Diferenca Central

Neste outro método, o problema dindmico é resolvido pelo Método de
Diferenca Central. Esse esquema de integracao apresenta duas caracteristicas. A
primeira diz respeito ao limite do intervalo de tempo, sendo, por esse motivo,

em geral, classificado como condicionalmente estavel.

A segunda observacdo é que, os operadores de velocidade e aceleracao

sdo escritos, respectivamente, para o instante £ :

Ut=$[ut+&—ut'm] (5.21)
Tt 1 t+At t t-At
U :A—tz[u —2ut Ut (5.22)

Assim, para a inicializa¢do do processo de marcha no tempo, precisam-se

conhecer previamente os valores de U(0) e U(0). Mas, diferentemente do que
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foi feito no item anterior, para o método de Houbolt, o sistema de equacdes (5.1)

é agora escrito para o instante t, da seguinte maneira:

H Cc M Cd }{Utc} {G cc O}{ Ptc} {Btcc} {O 0}{ O }
i L=l +4 - (5.23)
{Hd M ||U¢ G® 0|0 B! 0 I|U;!

Este sistema pode ser representado de forma andloga a (5.2). E com isso,

os valores de U? podem ser calculados para o instante t+ At, ao longo do

processo de marcha. Através da manipulagao de (5.22), obtém-se:
U™t =20 —U"™ + At?U" (5.24)

Apbs a imposigdo das condigdes de contorno e o cédlculo do campo de
deslocamentos dado, respectivamente, por (5.23) e (5.24), um sistema de

equagdes andlogo a (5.19) é obtido, para cada passo de tempo.

Como se pode observar na equacao (5.23), a aceleragdo no instante inicial
U(0) fica conhecida mediante o valor prévio de U(0), através da solugdo do
sistema. Embora o sistema de equagdes ndo considere a dissipacdo de energia,

um valor inicial de velocidade U (0) deve ser considerado no inicio da analise.

No caso em que se tenha velocidade inicial diferente de zero, tal
condicdo pode ser incorporada ao sistema de equagdes, através de uma forca de

impacto aplicada no dominio do problema (MORSE e FESHBACH, 1953).
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Exemplos Numéricos

6.1 Introducao

O presente capitulo tem como objetivo validar a formulagdo geral
dindmica de placas espessas, onde o Método dos Elementos de Contorno é
utilizado para a discretizacao espacial do contorno e dominio, enquanto, para o
avango no tempo, sao utilizados os operadores de Houbolt ou Diferenca
Central. Sempre que possivel, as respostas numéricas do presente trabalho sao

confrontadas com os resultados analiticos encontrados na literatura.

Como visto no Capitulo 2, mostrou-se que a inércia translacional
contribui para os momentos fletores e, consequentemente, para os niveis de
tensdes. Além disso, mostra-se no Capitulo 3 que esse termo também tem sua
participagdo nas equagdes integrais do Método dos Elementos de Contorno.
Assim, neste capitulo, pretende-se averiguar sua influéncia nas respostas da

formulacdo de placas espessas, utilizando a teoria de Reissner.

Neste capitulo, todos os exemplos de vibragao for¢cada sdo avaliados com
o Método de Houbolt, com excecdo do primeiro problema de placa quadrada,
ver item 6.4.1, cujas respostas apresentadas sdo obtidas com o Método de

Diferenca Central.

76



6.2 Caso Degenerado de Placa

A seguir serd apresentado um exemplo de viga, com o intuito de validar
a presente formulagdo para o caso degenerado de placa. Neste exemplo, ndo sao
computados os termos adicionais devidos a inércia translacional nas equagdes
integrais do método numérico, e ainda, sendo considerado o valor nulo para o

coeficiente de Poisson.

A Figura 6.1 mostra o problema de uma viga biapoiada, sujeita a uma

carga uniformemente distribuida q(x,t) =q,, aplicada subitamente e mantida
constante no tempo. Aqui os dados sdao: L=6,0m; h=050m; b=0,25m;

E=2,0x10" N/m?®; p=24x10> Kg/m® e q,=1,0x10° N/m.

Z
q(x,t) =4,
. SUNRUERYRNEERE NI
i,
LA : )

Figura 6.1 - Viga biapoiada sujeita a um carregamento constante no tempo.

A Figura 6.2 apresenta a discretizagdo espacial, com apenas um eixo de
simetria, onde sado utilizados 52 elementos e 96 células, enquanto o tempo de

analise escolhido é 0,085 dividido em 800 passos de tempo com At=0,0001s.

Nessa figura também sao mostradas as condicoes de contorno do problema.

T 4a o
?? _ M, =M,=Q,=0 %
s <
1l . 1

§ I MXy = M]/ = Qy = 0 EH

Figura 6.2 - Modelagem e condicdes de contorno para viga biapoiada.
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O deslocamento no centro da viga é comparado com a solucdo analitica
desenvolvida por BIGGS (1964). Essa solucdo ndo considera os termos inerciais

de rotagdo, sendo o seu valor maximo dado pela seguinte expressao:

4, - 1
=1/2,t)=—%
w(x ) mﬂz :

(DLF) sin”™  (1=135,...) 6.1)
no 2
onde m=pbh, w,=a’\EI/m com a,=nz/L e I1=bh>/12 (secdo retangular).
Na expressao (6.1), o fator de carga dindmico (DLF) é definido de acordo com o

tempo de duracdo da carga t,, através das seguintes sentencas:

(DLF), =1-cosw,t ; <t
(6.2)
(DLF), =cosw, (t —t,) —cosw,t , t>t,

A comparacgao do deslocamento maximo é dada na Figura 6.3, onde se

observa uma defasagem em periodo a partir do terceiro pico.

0.08
—— Analitica
» « + Presente
A \\
__0.06
g :
o
-+
c
)
g 0.04 —
<
@]
]
@
)
a
0.02 —
0 | Vo |
0 0.02 0.04 0.06 0.08

Tempo (s)

Figura 6.3 - Deslocamento no centro da viga biapoiada.
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6.3 Vibracao Livre

Nesta secdo, a andlise de vibracdo livre é realizada, cujas respostas sdo
dadas em termos da freqiiéncia ciclica f em hertz (Hz). Nas analises, um
superescrito é inserido para denotar as respostas devido a inclusdo do termo

adicional de translacdo inercial na formulacao.

No primeiro momento, considere-se um experimento com placas de aco

realizado por PLUNKETT (1963). Os parametros utilizados sao o médulo de

elasticidade E =30x10° Ib/in®, o coeficiente de Poisson v =0,3, a densidade de

massa p =0,00073/bs’/in*, o comprimento a=50in e a espessura h=0.1lin.

Os resultados da freqtiéncia ciclica para a placa retangular com a condigado de

contorno engaste-livre sio mostrados na Tabela 6.1 para véarias relagdes a/b.

A seguir, sdo analisadas as respostas da freqtiéncia ciclica para uma placa
circular sob duas situa¢des de contorno, a saber, apoiada e engastada. Os
resultados sdo comparados com os valores de LEISSA (1969), presentes na

Tabela 6.2, cujos dados sao o raio R=1, a espessura h =0,05, a densidade de

massa p =0,2290, e as constantes elasticas E=1000 e v =0,3.

E, para finalizar esta secdo, a Tabela 6.3 apresenta as respostas da
freqtiéncia ciclica para uma placa quadrada simplesmente apoiada para varias
espessuras. Nessa tabela, sdo mostrados os sete primeiros modos simétricos
tomados a partir da proposta numérica dada por CHEUNG e CHAKRABARTI
(1972), segundo uma metodologia chamada Método das Camadas Finitas

(FLM), sendo usados os seguintes dados: 1=10; E=10; v=03 e p=10.

Nas Tabelas 6.1 a 6.3, o erro relativo, em percentagem, é apresentado
entre parénteses, sendo este calculado sempre em relacdo a resposta tomada

como referéncia.
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Nas anélises acima, discretiza-se toda a placa, segundo as malhas que

serao mostradas na proxima secdo, até que a convergéncia seja atingida.

Conforme a variacdo da relacdo a/b, segundo a Tabela 6.1, observa-se
que a influéncia do termo adicional é desprezivel, pois ja era de se esperar que
para uma placa delgada esse termo ndo afetasse as freqiiéncias dos modos
fundamentais. No exemplo seguinte, as freqtiéncias apresentadas na Tabela 6.2
para as duas situacdes de contorno mostram, para o limite de placas delgadas,
que as respostas praticamente ndo mudam com o novo termo. E mesmo para a
classificagdo de placa moderadamente espessa (Tabela 6.3 com h=01) o
presente termo tem pouca contribui¢do, mas ja aponta para uma deficiéncia na
formulacdo que ndo considera este termo a medida que a espessura aumenta,

sendo evidenciada através do erro calculado.

6.4 Vibracao Forcada

Nesta secdo, considera-se a influéncia de acdes externas sobre o dominio
da placa, onde as condi¢des iniciais de deslocamento e velocidade sao
admitidas nulas em (Q2+1I'). Além disso, aqui nado é levado em conta o termo

adicional de translacdo inercial, cuja andlise é deixada para a secdo seguinte.

Nos exemplos doravante apresentados sao utilizadas as propriedades de
simetria, onde apenas um quarto do problema é discretizado. Desta forma, as
modelagens empregadas nos problemas subseqiientes sdo aquelas presentes
nas Figuras 6.4, 6.5 e 6.6, com a origem dos eixos localizada na parte inferior

esquerda das mesmas.

Para analise de convergéncia, uma varidvel R® é empregada nos
exemplos, definida pela relacdo entre o ntiimero de células de dominio e o

namero de elementos de contorno, associada ao intervalo de tempo.
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A escolha do intervalo de tempo é feita através da analise de vibracdo

livre, conforme secdo anterior, segundo a relagao:
(6.3)

At =T, /100

onde T, é o primeiro periodo fundamental. Assim, para o entendimento da

varidvel de convergéncia, considere-se a malha da Figura 6.4, com 4 células e 6

elementos; entdo, #=0,66 e At=1x10"s (placa retangular); e com o aumento

de R, dobra-se a malha e divide-se o intervalo de tempo e assim por diante.

YA
X

R =2,66

R =133

R =0,66

Figura 6.4 - Modelagem empregada devido a simetria para placa retangular

R=4,0

R=3,0

¥

R=10
Figura 6.5 - Modelagem empregada devido a simetria para placa quadrada.

Y=

R=2,0

R=25

X

R*=1,0 R=10
Figura 6.6 - Modelagem empregada devido a simetria para placa circular.

84



A Figura 6.7 mostra os casos da funcdo de carga utilizados nesta secao,

sendo g, a amplitude maxima e t, o tempo de duragao da carga.

q(t) q(t) q(t)
qO _:' % T
. t(s) | t(s) | t(s)
tO tO tO
(a) constante (b) triangular (c) triangular simétrica

Figura 6.7 - Casos das funcoes de carregamento empregadas nesta secao.

6.4.1 Placa retangular

Neste exemplo, é admitida uma placa retangular simplesmente apoiada,

com lados a=60in e b=40in, espessura h=1in, massa por unidade de érea
ph = 0,000731bs/in, modulo de elasticidade E =30x10° psi e v=0,25. A placa

¢ submetida a uma carga transversal uniformemente distribuida, com os
valores da amplitude e tempo de duragdo dados, respectivamente, por
g, =40psi e t, =0,05s. Aqui a funcdo do caso (b) descreve o comportamento da

carga.

As condicOes de contorno empregadas neste exemplo sao dadas a seguir.

Emx=0:¢, =M, =Q, =0
Emx=b/2:M, =¢,=w=0
Emy=0:M, =¢,=Q,=0

Emy=al2:¢ =M, =w=0

A solugao analitica para este problema é apresentada por BIGGS (1964),

sendo desenvolvida apenas para o primeiro termo da série. Em vista disso, foi

85



necessario desenvolver uma forma geral para os n-ésimos termos, de forma que
fosse possivel analizar o nimero de termos de covergéncia. No Apéndice A, é

mostrado o desenvolvimento dessa forma.

Para o deslocamento e as rotagdes, sdo utilizados apenas 5 termos da série,
enquanto que para os esfor¢os internos, momentos e cortantes, sao necessarios 9

termos.

As respostas estao presentes ao longo da sequéncia das Figuras 6.8 a 6.14,
onde se nota que, a medida que a variavel ® aumenta, ocorre a convergéncia

dos resultados para a solucgdo analitica.

0.6
—— Analitica
.+« + R=0,66
o o o R=1,33
04 " Lo R=2,66
—~~ . ”
= R 3
=) : .
o ¥ ’,
- . .
c : .
v R 5
£ 02 : !
© o A
Q . o
'9 .0 0‘
= 2
]
A
0 |
0.005
-0.2

Tempo (s)

Figura 6.8 - Historico de deslocamento no centro da placa retangular apoiada.
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0.04
—— Analitica
« « + R=0,66
0.03 — P R=133
<+« R=2,66
£ 002 A
= .
o . 4
] X L
U " -
8 001 . e
o s o
7 ; “
. :
e
0.005 0.01
-0.01

Tempo (s)

Figura 6.9 - Historico da rotacao x no bordo da placa retangular apoiada.

0.06
—— Analitica
<+« R=0,66
L o o o R=1,33
0.04 —| ‘," ‘..‘ v s R=266
el
© N
Na) N
>~ o
o 0.02 5
i1S] =
O .
] .
- o
Q
~
0
0.005
-0.02

Tempo (s)

Figura 6.10 - Histérico da rotacdo y no bordo da placa retangular apoiada.
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8x103

—~ —— Analitica
:.. ~...“ .« - R=0,66

6x10° — &
g
~
g
0 4x103 —
bed
o
-—
g 2x10°
g
o
>

0
-2x10°

Tempo (s)

Figura 6.11 - Histérico do momento x no centro da placa retangular apoiada.
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=
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=
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o
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£
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0 =
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Figura 6.12 - Histérico do momento y no centro da placa retangular apoiada.
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Figura 6.13 - Histérico do cortante x no bordo da placa retangular apoiada.

3000

—— Analitica
« + + R=0,66
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2000 — “*" ’»" .« » .3:2766 "‘M’

1000 —
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\ \ \
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Figura 6.14 - Historico do cortante y no bordo da placa retangular apoiada.
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Na Figura 6.15, mostra-se uma comparacao em termos de deslocamento,
onde sdo apresentadas as respostas de PROVIDAKIS e BESKOS (1989). Esses
autores usam o MEC na analise dindmica de placas finas, em que, para a
discretizacdo espacial, sdo empregados elementos quadréticos isoparamétricos

no contorno e para o dominio, elementos quadraticos com oito pontos nodais.

0.6
—— Analitica
’ .o R=266
° o o o MEC (1989)
0.4 —

Deslocamento (in)
o
N
\

[e]

0
| | |
0.005 0.01\\\;/ 0.015 0.02

-0.2

Tempo (s)

Figura 6.15 - Respostas de deslocamento no centro da placa retangular apoiada.

6.4.2 Placa quadrada

Considere uma placa quadrada simplesmente apoiada, com lado
a=10in, espessura h=05in e densidade de massa ,020,2589X10*3 Ibs® lin*,
sujeita a uma carga uniformemente distribuida com amplitude g, =300psi. O
modulo de elasticidade e o coeficiente de Poisson usados aqui sao,

respectivamente, E =1x10" psi e v =0,3.

Para este problema, sao considerados os casos (a) e (c) da Figura 6.7 para

a funcdo de carga no tempo. Em ambos os casos, a duragdo corresponde
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exatamente ao primeiro periodo fundamental (1,07x107°s). Ja as condicdes de

contorno sao as mesmas do exemplo da placa retangular.

As respostas sdo comparadas com a solucdo analitica de BIGGS (1964),
desenvolvida para os casos (a) e (c) da Figura 6.7, com base na solucdo
apresentada para o problema da placa retangular, ver Apéndice A. Sdo usados
0s mesmos numeros de termos do exemplo anterior. Assim, pode-se observar

que o deslocamento e a rotacdo convergem para R =4,00 (Figuras 6.16 e 6.17) e

os esforgos internos para R =8,00 (Figuras 6.18 e 6.19).

0.25
—— Analitica
caso (a) - R=1.00

0.20 — + R=2,00
. - R=4,00
c . P=
< 0.15 — R=8,00
e
-—
S
Q
g 010 —
S
|9}
<
$ 005—
A

0.00 —

-0.05 | | | | |

0 0.0002 0.0004 0.0006 0.0008 0.001 0.0012
Tempo (s)

Figura 6.16 - Historico de deslocamento no centro da placa quadrada apoiada.
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Figura 6.17 - Historico da rotacdo x no bordo da placa quadrada apoiada.
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Figura 6.18 - Histérico do momento x no centro da placa quadrada apoiada.
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Figura 6.19 - Historico do cortante x no bordo da placa quadrada apoiada.

Aqui também sao confrontados os resultados com outras respostas
numéricas, tais como a de PROVIDAKIS (1996). Nas Figuras 6.20 a 6.22,
encontram-se as respostas para o deslocamento, momento e cortante,
respectivamente. Em particular, para o momento e o cortante, observa-se que o
comportamento destes tém a forma das respostas da modelagem com o menor
valor de R, com diferenca acentuada no valor da amplitude, sendo isto mais

evidente para o esforco cortante.
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Figura 6.20 - Respostas de deslocamento no centro da placa quadrada apoiada.

4x103
—— Analitica
caso (a) . o o« R®=1,00
3x103 | -+« 2=8,00
= - -~ Providakis (1996)
~
k=
< 2x103 —
bl
o
—-—
5 1x108 —
S
o
>
0 — s
Ny
-1x10° \ \ \ \ \
0 0.0002 0.0004 0.0006 0.0008 0.001 0.0012

Tempo (s)

Figura 6.21 - Respostas do momento x no centro da placa quadrada apoiada.
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Figura 6.22 - Respostas do cortante x no bordo da placa quadrada apoiada.

Para o caso (c) de carregamento na mesma placa, pode ser observado que
as respostas se aproximam da solucdo analitica com o aumento da variavel R,
conforme as Figuras 6.23 a 6.26. Em particular, para a resposta do cortante,

Figura 6.26, a convergéncia ocorre antes, existindo um erro de 3,35% no pico.
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<+ R2=1,00 P e,

0.15 — e R=2.00 )
— o o o R=400
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Figura 6.23 - Historico de deslocamento no centro da placa quadrada apoiada.
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Figura 6.24 - Historico da rotacdo x no bordo da placa quadrada apoiada.
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Figura 6.25 - Histérico do momento x no centro da placa quadrada apoiada.
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Figura 6.26 - Histérico do cortante x no bordo da placa quadrada apoiada.

Para o exemplo a seguir, uma placa quadrada de aco, fixa em todos os
bordos e sujeita a uma carga dindmica uniformemente distribuida é
considerada. A funcdo de carga assumida no presente problema é igual ao caso
(c), cuja amplitude e tempo de duracdo, correspondente ao primeiro periodo

fundamental, e demais parametros utilizados sao listados a seguir.

q, =101b/in’

t,=02s
a=12in
h=01in

p =30 Ib sec?/in*
E =30x10° psi
v=0,3

As condicoes de contorno empregadas neste exemplo sdo dadas a seguir.

Emx=0:¢, =M, =Q, =0
Emx=y=a/2:¢,=¢,=w=0

Em y=0:M, =¢,=Q, =0

97



Aqui, a resposta numérica, em termos de deslocamento, é confrontada
com a solucdo apresentada por PAZ (1997). Para um aumento da varidvel de
convergéncia, pode-se observar na Figura 6.27 que a mesma se aproxima bem

da solucdo de Paz.

0.2
— Paz (1997)
- o+ 21,00

M5 a=200 P
. . $:4’OO o%o -
g g1+ - ®=800
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-—
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g 0.05—
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8 0
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-0.05 —

01 | | | |
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25
Tempo (s)

Figura 6.27 - Historico de deslocamento no centro da placa quadrada fixa.

6.4.3 Placa circular

Seja uma placa circular engastada carregada uniformemente, cujos

parametros sdao o raio R=1m, a espessura h=0,05m, a densidade de massa
p =7800kg/m*, o médulo de elasticidade E=2x10"N/m? e o coeficiente de
Poisson v =0,3. As respostas para este problema sdo aquelas devido a uma
carga retangular impulsiva q(t) = q,[H(t) - H(t —t,)], equivalente ao caso (a),
sendo H(t) a fungdo heaviside. Os valores da amplitude e do tempo de duragao
sdo dados através das seguintes relacdes: g,=13D/ R® e t, =0,5R*\/ph/ D,

respectivamente.
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As condicdes de contorno deste exemplo sao listadas a seguir.

Emx=y=0:M,,=¢,=Q, =0

Emr=R:i¢ =¢,=w=0

A Figura 6.28 apresenta o histérico, devido a variacdo do parametro R,
para o deslocamento no centro da placa, onde se observa que o mesmo
converge para a solucdo de FOTIU et al. (1994). Na Figura 6.29 sdo mostradas,
também para este problema, as respostas de SLADEK et al. (2003). Na analise
deste exemplo, os autores usam a técnica numérica Meshless para placas
delgadas. O histérico da convergéncia de R, para as respostas numéricas do

momento radial no centro da placa é apresentado na Figura 6.30.
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Figura 6.28 - Histérico do deslocamento no centro da placa circular engastada.
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Figura 6.29 - Resposta do deslocamento no centro da placa circular engastada.
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Figura 6.30 - Histérico do momento r no centro da placa circular engastada.
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Neste outro exemplo, considere uma placa circular apoiada sujeita a um

carregamento uniforme subitamente aplicado e mantido constante no tempo,
cujo valor da amplitude vale g, =1x10° N/m?, sendo o intervalo At=2x10"s,

com um tempo total de analise igual a 0,03s. Os pardmetros do problema sdo:

R=05m
h=01m

p =T7000 kg /m®
E=2x10" N/m?
v=0,3

e as condi¢des de contorno sao dadas como a seguir.

Emx=y=0:M,,=¢,=Q, =0
Emr=R:¢g =M, ,=w=0

Para comparar as respostas deste exemplo, sdo tomadas duas solugdes
numéricas, a saber, a do Método dos Elementos Finitos (MEF) e a do Método
das Diferencas Finitas Energéticas (MDFE). Na primeira abordagem, os
resultados sdo aqueles devido a um programa comercial que faz a andlise
dindmica de problemas tridimensionais axissimétricos, chamado FEAP® (2005),
enquanto que, na segunda, as inércias de rotacdo sdo inseridas na teoria de

placas espessas, consideradas com a teoria de Mindlin (MITTELBACH, 2007).

Inicialmente, as Figuras 6.31 até 6.34 mostram a variacao dos resultados
através da analise de convergéncia do parametro R, apenas para os primeiros

passos de tempo iniciais até t=0,005s, onde se encontram os histéricos de

deslocamento, rotagdo, momento e cortante, respectivamente.

Em seguida, sdo mostradas, nas Figuras 6.35 e 6.36, as respostas do
deslocamento e do momento r no centro da placa circular apoiada, contra os
histéricos dos dois métodos numéricos supracitados, onde se nota um pequeno

atraso no periodo da presente metodologia.
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Figura 6.31 - Historico do deslocamento no centro da placa circular apoiada.
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Figura 6.32 - Historico da rotacdo r no bordo da placa circular apoiada.
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Figura 6.33 - Histérico do momento r no centro da placa circular apoiada.
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Figura 6.34 - Historico do cortante r no bordo da placa circular apoiada.
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Figura 6.35 - Resposta do deslomento no centro da placa circular apoiada.
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Figura 6.36 - Resposta do momento r no centro da placa circular apoiada.
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Com base no problema de placa quadrada apoiada, caso (a), e o exemplo
anterior, ambas sujeitas ao mesmo tipo de carga, nota-se que os esforcos
internos apresentam certas perturbacdes localizadas nas respostas, cujos
métodos numéricos aqui citados ndo conseguem capturar. Uma resposta
semelhante a obtida aqui pode ser vista no trabalho de ROCK e HINTON
(1974), onde as situagdes do problema sdo parecidas, com excecdo da area de

atuacao da carga, que age sobre uma regiao central do dominio.

Neste exemplo, em particular, esperava-se que as respostas da presente
formulacdo, sem os termos adicionais, fossem as mesmas obtidas pelo MEF e
MDFEFE, mas pelo visto, as respostas de deslocamento ficam um pouco atrasadas

e a de momento apresentam formas diferentes daquelas supracitadas.

A Tabela 6.4 mostra o erro relativo calculado para os dois picos presentes
nas Figuras 6.35 e 6.36, em seus respectivos instantes, tomando-se como
referéncia o Método dos Elementos Finitos. Nota-se uma boa aproximagao, em

termos do valor maximo da amplitude, entre os resultados.

Tabela 6.4. Valores do erro calculado em dois picos da placa circular apoiada.

Deslocamento no centro (m)x107 Momento r no centro (N m/m)x10**
Maéximo MEF Presente Erro (%) MEF Presente Erro (%)
1 4,5559 45114 0,98 1,0880 1,0639 2,21
2 4,5519 45715 0,43 1,0820 1,1141 2,97

Para uma andlise mais detalhada das respostas no tempo, a seguir sdo

apresentados os graficos dos resultados deste problema, tomados a cada 0,010 s

até o tempo total de 0,030 s.

Nas Figuras 6.37 e 6.38, sdo mostrados o deslocamento e 0 momento r no

centro da placa, respectivamente, sendo tomados os resultados para R =5,00.

Essas respostas sdo comparadas com as do MEF, donde se observa que, para os

graficos do deslocamento, existe um pequeno atraso, que se mantém ao longo
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do tempo de andlise. Ja para o momento r, isso também acontece, mas em

pequenas proporcdes e, em alguns picos, os valores maximos sao idénticos.

As respostas da rotacdo e do cortante radial, no bordo da placa, sao
mostradas, respectivamente, nas Figuras 6.39 e 6.40, sendo entdo apresentados
os graficos para a solucdo deste problema a cada 0,010s. Destacam-se as
perturbagdes localizadas nas respostas do esforco cortante r ao longo do tempo

de anélise.
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6.5 Estudo Paramétrico

Nesta tltima secdo, sdo realizadas algumas anélises de vibragao forcada,
somente com a presente metodologia, com e sem a inclusdo do termo adicional
da translacao de inércia na formulacao. Estas analises serao feitas considerando

varias espessuras da placa, conforme o terceiro problema da Segao 6.3.

Por conseguinte, seja uma placa quadrada simplesmente apoiada, sujeita
a um carregamento uniforme subitamente aplicado e mantido constante, cuja
amplitude vale g, =10. Os demais pardmetros admitidos sao: a=10; E=10;

y=03e p=10.

O tempo total de analise é considerado como sendo igual a duas vezes o
primeiro periodo fundamental T,. Na Tabela 6.5, sdo apresentados esses
periodos (sem o termo adicional, ver Tabela 6.3) e os respectivos intervalos de
tempo calculados, a partir da equagao (6.3), para as varias espessuras usadas

aqui.

Tabela 6.5. Parametros de tempo para varias espessuras da placa quadrada.

h=0,10 h=0,20 h=0,40
T 10,8814 5,9418 3,7594
At 0,1000 0,0600 0,0370

Nas andlises subsequientes, serdao apresentadas as respostas somente para

o valor da varidvel de convergéncia R=4,00, sendo os resultados com a

inclusao dos termos inerciais de translacao indicados por um superescrito.

Para estimar o cdlculo do erro da presente proposta, é utilizada uma

diferenca de médulo do erro relativo, a partir da seguinte expressao:

Erro= % X100 (%) (6.4)
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onde

AA:\A—AO\

0
A = Amax
Nas relagdes acima, os valores lidos sdo as amplitudes tomadas a cada
instante, até o tempo total da andlise, sendo o valor de referéncia (formulagao
sem a inclusdo do termo adicional da translacao de inércia), dado por A,

enquanto o da proposta é dado por A. A amplitude maxima é dada por A’ _,

que pode ocorrer no primeiro ou no segundo pico.

As respostas de deslocamento e momento no centro e de rotagdo e
cortante no bordo sao apresentadas nas Figuras 6.41 a 6.52, através do historico
para as varias espessuras, sendo também tracada uma curva Erro x tempo,

juntamente com o respectivo histdrico.

As amplitudes maximas dos histéricos sem a inclusao dos novos termos
na formulagdo sdo mostradas na Tabela 6.6, para as varias relacdes h/a
(espessura/menor dimensdo) tomadas nesta se¢do, sendo as letras D, M, Re Q

relacionadas a deslocamento, momento, rotacdo e cortante, respectivamente.

Nessa tabela, para a relacdo h/a=010, os valores maximos de

deslocamento e rotagdo sdo praticamente os mesmos nos dois picos; ja para o
momento e cortante, esses maximos ocorrem no segundo trecho. Ja para

hla=0,20, esses picos ocorrem na primeira parte da andlise para

deslocamento, rotacio e momento, enquanto, para o cortante, ocorre na

seguinte. Para h/a=0,40, esses extremos ocorrem na segunda parte para

deslocamento e cortante; assim, os outros dois caem dentro do primeiro trecho.
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Tabela 6.6. Parametros de amplitude para varias relagdes da placa quadrada.

Dimax Minax Rumax Qmax
h/a=0,10 | 94,4589 | 0,1073 | 287,8080 | 0,6364
h/a=0,20 | 13,5073 | 0,1062 | 35,1043 | 0,5987
h/a=0,40 | 2,3523 0,1076 4,4226 0,5969

Para a relagdo h/a=010, nota-se que a inclusdo dos termos inerciais de
translagdo praticamente ndo influencia os resultados. Conforme se pode
observar nas Figuras 6.41 e 6.42, a diferenca das respostas para o deslocamento
e a rotacdo é desprezivel. Mas, no caso dos esforcos internos, segundo as
Figuras 6.43 e 6.44, esse erro apresenta um pequeno valor, sendo da ordem de

195% para o momento e de 3,23% para o cortante.

Na analise seguinte, observa-se que todos os erros apresentaram valores

maximos no segundo trecho, tendo-se os erros de 1,62%; 1,73%; 4,06% e 6,00%

para o deslocamento, rotagdo, momento e cortante, respectivamente. Isso pode

ser observado nas Figuras 6.45 a 6.48 para a relacdao h/a=0,20. Dessa forma, as

respostas dos esforcos internos ja mostram a contribuigdo dos termos de inércia

em suas respostas.

Assim como na analise de vibracdo livre, observa-se que, para a relacdo

2

hla=0,40, a consideracdo da inércia é relevante, sendo mais evidentes nos

gréaficos do momento e do cortante.

Nas Figuras 6.49 e 6.50, os gréficos do deslocamento e da rotagdo sao
apresentados, onde se destacam os erros indicados nas mesmas, cujos valores

sdo 3,44% e 411%, respectivamente. Como se observa nas Figuras 6.51 e 6.52
sdo obtidos, para o primeiro e o segundo picos, os seguintes valores: 9,42% e

17,15% para o momento, contra 4,84% e 11,61% para o cortante.
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Figura 6.41 - Histérico das respostas da placa quadrada apoiada (#/a=0,10):

(a) deslocamento no centro; (b) erro relativo do deslocamento no centro.
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Figura 6.42 - Historico das respostas da placa quadrada apoiada (h/a=0,10):

(a) rotagao no bordo; (b) erro relativo da rota¢do no bordo.
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Figura 6.43 - Historico das respostas da placa quadrada apoiada (h/a=0,10):

(a) momento no centro; (b) erro relativo do momento no centro.
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Figura 6.44 - Historico das respostas da placa quadrada apoiada (h/a=0,10):

(a) cortante no bordo; (b) erro relativo do cortante no bordo.
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Figura 6.45 - Historico das respostas da placa quadrada apoiada (h/a=0,20):

(a) deslocamento no centro; (b) erro relativo do deslocamento no centro.
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Figura 6.46 - Historico das respostas da placa quadrada apoiada (h/a=0,20):

(a) rotagdo no bordo; (b) erro relativo da rotagdo no bordo.

119



0.12

(a) — Presente
+ « * Presente?
0.08 —

O
-—
g
£ 004 —
O
>

0 _ .

-0.04 ‘ ‘ ‘
0 3 6 9 12
Tempo
5
(b)
4.06

4 3.86
< 3
o
~
-
[aa] 2 |

1 1

0 | | |

0 3 6 9 12
Tempo

Figura 6.47 - Historico das respostas da placa quadrada apoiada (h/a=0,20):

(a) momento no centro; (b) erro relativo do momento no centro.
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Figura 6.48 - Histérico das respostas da placa quadrada apoiada (h/a=0,20):

(a) cortante no bordo; (b) erro relativo do cortante no bordo.
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(a) deslocamento no centro; (b) erro relativo do deslocamento no centro.
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Figura 6.50 - Histérico das respostas da placa quadrada apoiada (h/a=0,40):

(a) rotagdo no bordo; (b) erro relativo da rotagdo no bordo.
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(a) momento no centro; (b) erro relativo do momento no centro.

124



0.8

(a) —— Presente
» + « Presente?
0.6 —
s ad
2 !
% L]
£ 0.4 —
o
@)
02— E
0 |
0 4
Tempo
20
(b)
16 —
— | 11.61
< 12
o
—
—
Mo 8 7.06
4.84
4,00
4 1
0 |
0 4
Tempo

Figura 6.52 - Historico das respostas da placa quadrada apoiada (h/a=0,40):

(a) cortante no bordo; (b) erro relativo do cortante no bordo.
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Conclusdes e Propostas

71 Conclusoes

Apresentou-se, neste trabalho, uma formulagdo geral para andlise
dindmica de placas espessas. Foi considerada a teoria de Reissner e se obteve
um termo a mais nas equagdes integrais em relagdo a formulacdo apresentada
em outro trabalho para andlise de placas espessas pelo MEC, ja que, no presente
trabalho, nao foi desprezada a parcela devida aos termos de inércia nas

expressoes dos esforcos internos.

Para andlise numérica do problema, o contorno foi discretizado em
elementos lineares quadraticos com geometria linear, podendo ser continuos ou
descontinuos, e o dominio foi dividido em células triangulares constantes com
geometria linear. Ja para o avanco no tempo, foram empregados os operadores
de Houbolt ou de Diferenca Central. Assim, um conjunto de equacdes integrais
envolvendo as varidveis do problema foi obtido, a partir do qual um sistema de
equagdes foi montado, sendo o contorno e o dominio resolvidos de maneira

acoplada.

Com base no capitulo anterior, para a andlise de vibragdo livre, foi

observado que os novos termos sdo despreziveis para relacdes h/a
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(espessura/menor dimensdo) pequenas e, mesmo para placas moderadamente
espessas, esses termos ndo apresentaram qualquer influéncia sobre as respostas.
Mas quando o valor desta relagdo foi maior (h/a=0,40), como visto nos
exemplos analisados, pode ser observado que a falta desse termo produz um
erro maior, quando comparado com resultados obtidos por outra metodologia
(CHEUNG e CHAKRABARTI, 1972). Pode-se concluir, desta forma, a

importancia dessas parcelas a medida que a placa torna-se mais espessa.

Para a andlise dindmica, um critério de convergéncia foi adotado e, de
acordo com o aumento da varidvel R, observou-se que as respostas numéricas

se aproximaram da solucdo do problema para 4,0< R <8,0.

Em particular, para o problema de placa apoiada sujeita a uma carga
uniforme subitamente aplicada, mantida constante ou decrescente no tempo, ou
seja, os casos (a) e (b) da Figura 6.7 para a funcdo de carregamento, notou-se
que os esforgos internos apresentam perturbagdes localizadas em seus
histéricos. Ao que parece, essa forma é uma assinatura das respostas, em
termos de esforcos. Algumas metodologias ndo conseguem capturar isso,
suavizando as respostas nesses pontos, ndo sendo a placa, necessariamente,

classificada como fina, ou moderadamente espessa, ou espessa.

Mas, ao que tudo indica, esses novos termos s6 produzem uma diferenga
considerdvel nas respostas quando a relacdo entre a espessura e a menor
dimensao lateral da placa for maior ou igual a 20% . No capitulo anterior, Se¢ao
6.5, observou-se que a diferenca de médulo do erro relativo para os dois
primeiros periodos apresentou o menor valor para o deslocamento, sendo em
torno de 1,62%, enquanto que o maior erro ocorreu para o cortante, sendo igual
a 6,00%. Ja para a relacdo igual a 40% , o maior erro obtido foi para o momento,

sendo igual a 17,15%.
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Em geral, as metodologias focalizam bastante os deslocamentos, sendo
observada aqui a importancia da andlise dos esforcos internos e a contribuigao
dos termos inércias de translacdo nas expressoes desses esforcos, haja vista que

eles excitam os modos de vibracdes mais elevados.

7.2 Propostas para Continuidade do Trabalho

A seguir serdo apresentadas algumas sugestdes para pesquisas futuras:

1. Desenvolver outras fung¢des da tensdo o, conforme Capitulo 2, a partir das

condi¢des de contorno nas faces superior e inferior da placa a medida que a

altura da placa aumente;

2. Inclusdo de outros tipos de carregamento sobre o dominio da placa, como por
exemplo, cargas concentradas de forca ou momento, assim como cargas

distribuidas sobre uma regido do dominio e cargas triangulares;

3. Incluir, nas andlises, condi¢des iniciais de deslocamento e velocidade

diferentes de zero sobre o dominio da placa;

4. Considerar o gradiente de temperatura na presente formulacdo para anélise

de ambientes de risco, como galpdes industriais e plataformas offshore;

5. Considerar a analise ineléstica da placa, com a inclusdo dos termos inerciais;
6. Considerar a influéncia das inércias translacionais quando a placa repousa
sobre o terreno e investigar o comportamento dos esforcos internos, quando

esta se encontra em solos moles ou rigidos;

7. Considerar a possibilidade do semi-espago na presente formulacdo para

andlise de propagacao de ondas.
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Apéndice A

Solucao Analitica para Placa Retangular
Simplesmente Apoiada com Varias

Funcoes de Carregamento

Considere a placa mostrada na Figura A.1, que tem um plano médio

retangular (a2 X D), espessura h e massa por unidade de area m=ph,

simplesmente apoiada em todos os lados, e sujeita a uma carga dindmica

uniformemente distribuida g(t). A forma da deflexdo deve ser tomada como

(BIGGS, 1964):

y= ZZAﬁ () sinl= sin’= (A1)
j=L =1 a b
onde A é a ordenada modal do centro da placa. A equagdo (A.1) satisfaz todas

as quatro condicdes de contorno:

Emx=0:M =M, =y=0 (A.2a)
Emx=a:M_ =M, =y=0 (A.2b)
Emz=0:M_ =M,=y=0 (A.2¢)
Emz=b:M, =M, =y=0 (A.2d)
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z
S SO

Figura A.1 - Placa retangular simplesmente apoiada.

A equagdo de Lagrange é usada para obter a equacdo modal do

movimento:

d{aﬂJ U ow

il ey d (A3)
dt| 0A, | 0A, oA,

It It

onde ¥ é a energia cinematica, U é a energia de deformagao e U) é o potencial

das forcas externas.

A energia cinética de um elemento qualquer é dada por
1 .,
AKX = Emy dxdz (A.4)

Entdo a energia cinética total é obtida por integracdo sobre a area da

placa, através da seguinte expressao:

136



%= ﬁdﬂc (A5)

o que resulta em

%= mabA? (A.6)
8 .

Entretanto

4 ﬁ :lmab}i.. (A7)

dt| 0A; ) 4 g

A energia de deformacdo da placa é dada por

3 ba 2.\? 2.\? 2. A2 2. \?
w— P TIEL [ ] 2 T Y o) S avas (A8)
24(1-v") ool L ox 0z ox° 0z 0x0z

onde E é o médulo de elasticidade e v é o coeficiente de Poisson, para material

homogéneo.

Fazendo as operagdes necessarias em (A.1) e substituindo essas

expressoes em (A.8), obtém-se ap6s a integracdo, o seguinte resultado:

u:MAil(ij +(ij } (A.9)
96— |\a) b

Entretanto
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3 4 N\ 2 N\ 2 2
ou_Ehxab (iJ +(ij (A.10)
0A; 48(1-v*) "|\a b
O trabalho externo devido a uma carga uniformemente distribuida é

W = q(t)ﬁydxdz (A11)

o que resulta em

4ab
ijn’

W =qt)—— A (A.12)

donde se tem que

ow 4ab
e _ ot A13
o )ijﬂz (A-13)

J

Portanto, ao substituir as expressdes (A.7), (A.10) e (A.13) em (A.3),

obtém-se apds ordenar as parcelas, a equagao modal do movimento:

Aj+oi Ay = e q(t) (A.14)
onde
3_4 N2 22
W= (ij +(ij (A15)
" 120-v)m|\a) b

sendo w; a frequiéncia natural para todos os modos de vibragdo da placa

retangular apoiada.
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A ordenada modal é obtida a partir da seguinte expressao:
A,=(4,) DLE() (A.16)

onde (A ﬁ) , € a amplitude estatica para o j-ésimo e o i-ésimo modo, obtido a

ns

partir de (A.14), fazendo Aﬁ =0, o que resulta em

16
A )] =———qg(t A17
( ]l)nst ]Zmﬂ'z ]?i q() ( )

e DLF é definido como o fator de carga dinamico que depende da fungao de
carregamento. Assim, se a fun¢do que define a carga apresenta uma das formas

dada na Figura A.2, onde g, e t, sao a amplitude maxima e o tempo de

duracdo da carga, respectivamente; entdo, esse fator obedece as seguintes

sentengas (BIGGS, 1964):

q(t) q(t)
Jo— 9o
P t t
to £, to
(a) constante (b) triangular (c) triangular simétrica

Figura A.2 - Funces de carregamento no tempo.

e Para a funcdo de carregamento (a):

1- coswt ,  t<t,
DLF(t) = (A.18a)
cosa(t—t,) — cosmt ;o >t
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e Para a funcdo de carregamento (b):

sinwt
1- coswt +

_ b
wt, £,
DLF(t)= (A.18Db)

1. .
—[sinwt- sino(t—t,)] — coswt , b=t
wt,

e Para a funcdo de carregamento (c):

E(t_ 5”“‘”} . 0<t<t,/2
to w

DLF(t) = E{to - t+£[2 sina)[t—t—oj— sina)t}} ;o tl2<t<t, (A.18¢)
t, 0] 2

L{Z sina)(t—%’)—sina)t — sina)(t—to)} ;o t2>t

ot

As expressdes das rotagdes e dos esforgos internos sao obtidas a partir

das relacoes da elasticidade:

.=y, = ZZAjij—ﬂ cos % sin'™= (A.19a)
’ T a a b
0,=vy,= ZZAﬁZ—” sin?™ cos' ™= (A.19Db)
' T b a b
N iV i j 7TX iz
M,=-D(K,, +vK,_)=Dz*> > A, (ij +v(—j sin!™ sin=—= (A.19¢)
TG |\a b a b
N I i )’ j 7TX inz
M, =-D(K,, +vK, )=Dz*> > A, (Ej +v[ij }sin]— sin—~ (A.19d)

_ 19 (v )\ PN J\(J ? i ? jm . imz
Q.= D@x(v y) Dr ;ZAji(ﬂj[(ﬂJ +(b} :lcos sin b (A.1%e)

a
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Q. = —D%(V y)=D*Y3 A, (é)ﬂif + Gﬂ sin™ cos%zz (A.19f)

com
3
:Lz (A.20a)
12(1-v?)
o o°
vi= L 47 A.20b
ox?  0z° ( )
0%y
K., =l (A.20c)
82]/
K,=— A.20d
=2 (A204)

onde D é a rigidez flexional da placa; V?é o operador laplaciano; K e K_, sdo

curvaturas.
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Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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