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Resumo

A presente dissertacao versa sobre a sincronizacao idéntica em redes de osciladores
cadticos. Uma perspectiva razoavelmente historica sobre a literatura da area é apresen-
tada. O conceito de caos é introduzido junto com outras idéias da dinamica nao-linear:
sistemas dinamicos, exemplos de sistemas, atratores, expoentes de Liapunov, etc. A in-
tegracao numeérica de equacoes diferenciais é largamente utilizada, principalmente para o
calculo de expoentes e o desenho do diagrama de fases.

A sincronizacao idéntica é definida inicialmente em redes que nao passam de um par
de osciladores. A variedade de sincronizagao (conjunto de pontos no espago de fases no
qual a solugdo do sistema é encontrada se hé sincronizagido) é determinada. Diferentes
variantes de acoplamentos lineares sao enfocadas: acoplamento interno, externo, do tipo
mestre-escravo e bidirecional, entre outras. Para detectar sincronizacao, usa-se o conceito
de expoente de Liapunov transversal, uma extensao do conceito classico de expoente de
Liapunov que caracteriza a sincronizacao como a existéncia de um atrator na variedade
de sincronizacao. A exposicao é completada com exemplos e atinge relativo detalhe sobre
o assunto, sem deixar de ser sintética com relacao & ampla literatura existente. Um caso
de sincronizacao em antifase que usa a mesma anélise é incluido.

A sincronizacao idéntica também é estudada em redes de osciladores idénticos com
mais de dois osciladores. As possibilidades de sincronizacao completa e parcial sao ex-
planadas. As técnicas usadas para um par de osciladores sao expandidas para cobrir este
novo tipo de redes. A existéncia de variedades de sincronizacao invariantes é considerada
como fator determinante para a sincronizacao. A sincronizacao parcial gera estruturas
espaciais, analisadas sob a denominacgao de padroes. Algumas relagdes importantes entre
as sincronizagoes sao explicitadas, principalmente as degenerescéncias e a relacao entre a
sincronizacao parcial e a sincronizacao completa do respectivo estado sincronizado para
alguns tipos de acoplamento.

Ainda sao objetos de interesse as redes formadas por grupos de osciladores idénticos
que sao diferentes dos osciladores dos outros grupos. A sincronizacao parcial na qual to-
dos os grupos de osciladores tém seus elementos sincronizados ¢ chamada de sincronizacao
primaria. A sincronizacao secundaria é qualquer outro tipo de sincronizacao parcial. Am-
bas sao exemplificadas e analisadas por meio dos expoentes transversais e novamente por
meio da existéncia de invariantes de sincronizacao. Obtém-se entao uma caracterizacao
suficientemente ampla, completada por casos especificos.



Abstract

The present thesis is concerned with identical synchronization in networks of chaotic
oscillators. A reasonably historical perspective on the literature on the subject is presen-
ted. The concept of chaos is introduced along with other ideas of nonlinear dynamics:
dynamical systems, examples of systems, attractors, Lyapunov exponents, etc. Numerical
integration of differential equations is largely used, mainly for the calculation of exponents
and the drawing of the phase portrait.

Identical synchronization is initially defined in networks composed of a single pair
of oscillators. The synchronization manifold (set of points in the phase space in which
the solution of the system is found if there is synchronization) is determined. Different
variants of linear coupling are focused: internal, external, master-slave, and bidirectional
coupling, among others. To detect synchronization, the concept of transversal Lyapunov
exponent—an extension of the classical concept of Lyapunov exponent that characterizes
the synchronization as the existence of an attractor on the synchronization manifold—
is used. The presentation is complemented by examples and explains the subject in
relative detail, while summarizing the large available literature. A case of antiphase
synchronization that uses the same analysis is included.

Identical synchronization is also studied in networks of identical oscillators with more
than two oscillators. The possibilities of complete and partial synchronization are con-
sidered. The techniques used for a pair of oscillators are expanded to encompass this
new kind of network. The existence of invariant synchronization manifolds is considered
a determinant factor for synchronization. Partial synchronization generates spatial struc-
tures, analyzed under the denomination of patterns. Some important relations between
the synchronizations are made explicit, mainly the degeneracies and the relation between
partial synchronization and complete synchronization of the respective synchronized state
for some kinds of coupling.

Furthermore, networks composed of groups of identical oscillators which are different
from the oscillators of the other groups are objects of interest. The partial synchroniza-
tion in which all groups of oscillators have their elements synchronized is called primary
synchronization. Secondary synchronization is any other type of partial synchronization.
Both are exemplified and analyzed with transversal exponents and again with the exis-
tence of invariant synchronization manifolds. A sufficiently broad characterization is then
obtained, complemented by specific cases.
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1 Introducao

O estudo de sistemas dinamicos tem recebido grande atencao da comunidade cientifica
recentemente (1). Isto deve-se a varios motivos, entre eles, o grande avan¢o computaci-
onal registrado no século passado. Este avanco aumentou as possibilidades de pesquisa,
pois calculos que antes eram feitos morosamente e com baixa precisao agora sao feitos de
maneira eficientissima. O uso de grandes computadores no inicio e depois de computa-
dores pessoais com ou sem processamento paralelo permitiu o estudo de problemas antes
preteridos. Além disso, a popularizacao do computador tornou o calculo numérico aces-
sivel a um custo baixo. Reflexos disto podem ser vistos no crescimento de investigacoes

numeéricas, em contraponto as tebricas e as experimentais.

Outro motivo foi o despontar do interesse pela complexidade e pela nao-linearidade.
As técnicas computacionais possibilitaram aos cientistas a pesquisa de sistemas complexos
e nao-lineares, os quais antes s6 poderiam ser estudados mediante alguma aproximacao.
Evidentemente, quando se quer estudar modelos complexos, fazer aproximacoes geral-
mente significa desfigurar de tal maneira o sistema a ponto de anular sua complexidade.
Dentre estes sistemas que agora estao em foco, uma grande parte vem de modelos biologi-
cos. Isto nao é espantoso, ja que a biologia pode ser considerada o estudo da complexidade
organizada (2). Entretanto, muitos sistemas podem ter sua origem na fisica, principal-

mente na area de mecanica estatistica.

O ultimo motivo a ser listado aqui serd o avanco teoérico do estudo qualitativo ou to-
pologico de sistemas dinamicos. Estes avancos proporcionaram uma grande compreensao
dos fendémenos complexos. Com certeza, as técnicas qualitativas permitiram o enten-
dimento dos principais conceitos do estudo de sistemas dinamicos, regulando em quais
situagoes o esfor¢o numérico deve ser investido. Nesse enfoque nao se procura obter a so-
lucao completa dos problemas, porém o objetivo torna-se entender as propriedades gerais

da solucao: sera estatica? serd oscilante? ou serd cadtica?

Os primeiros sistemas dinamicos estudados neste contexto foram aqueles com poucas



1 Introducao 10

dimensoes, as vezes resultados de simplificagoes de sistemas maiores. Apesar destas li-
mitagoes, eles mostraram que a natureza ainda guardava uma surpresa, um novo tipo de
fendmeno, um tema prodigo de estudo para os cientistas associado a nao-linearidade e a
complexidade. Hoje genericamente se chama o que foi descoberto de caos. Isto teve um
grande impacto, pois mostrou praticamente que sistemas dinamicos com poucas dimensoes
podem apresentar algum tipo de comportamento complexo. Os sistemas de Lorenz (3) e
Rossler (4), entre outros, sao exemplos com trés variaveis dindmicas que ja apresentam
atratores fractais. Além disto, o sistema de Lorenz é uma simplificacao de um sistema
mais complexo (5) e o sistema de Rdossler origina-se em uma tentativa de obter-se um

sistema ainda mais simples que apresente caos.

Logo apos, sistemas com muitas dimensoes comecaram a ser considerados e mostraram
uma grande riqueza de comportamentos. Dentre esses sistemas, os que eram compostos de
varios subsistemas (simples) acoplados tinham uma relevancia natural. De alguma forma
eles eram uma ligacao entre sistemas com muitas e poucas dimensoes. Haveria alguma
relacdo entre as variaveis destes subsistemas? Mesmo se estes fossem cadticos quando
isolados? Neste paradigma, surge o conceito de sincronizagao (6, 7) entre os subsistemas.
A sincronizacao pode ser entendida como o inicio do estudo da complexidade espaco-
temporal, uma vez que considera sistemas que sao compostos de virios subsistemas. Estes,
freqiientemente, sao os que ja foram citados, de poucas dimensoes. A sincronizacao pode
ser definida como sendo a existéncia de alguma relacao entre os comportamentos dos
subsistemas. Variando a relagdo, muda-se o tipo de sincronizagao. A literatura da area

define muitos tipos de sincronizacao.

O sistema como um todo pode ser pensado como uma rede. Cada subsistema (ou osci-
lador) pode ser pensado como um sitio nesta rede. Geralmente, primeiro a rede (em outras
palavras, o sistema) é definida. Comumente, as redes estudadas em sincronizagio sdo com-
postas de osciladores nao-lineares idénticos, em que idéntico significa com a mesma regra
dinamica, mas nao necessariamente com a mesma condicao inicial e subseqiiente evolucao
temporal. Estes subsistemas, na maioria dos casos, sao acoplados linearmente. Apds a
definicao da rede, os tipos de sincronizagao que podem existir nela sao estudados. Estes
tipos sao definidos a partir da relacao exigida entre os comportamentos dos subsistemas

(entre os estados dos sitios).

Em um sistema que possua dois subsistemas iguais, a forma mais simples de relacionar
os estados dos mesmos ¢ igualando-os, ou seja, os subsistemas estao sincronizados quando

as variaveis de ambos sao as mesmas. Isto é chamado de sincronizacao idéntica. Esta
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dissertacao ficara restrita a tipos derivados desta sincronizacao. Estes tipos praticamente

s6 podem ser obtidos quando os osciladores sao idénticos.

Em uma rede composta por N osciladores iguais, é interessante descobrir quando as
variaveis de todos os sistemas apresentam a mesma evolugao temporal. Em outras pala-
vras, descobrir quando todo o par de osciladores escolhido na rede apresenta sincronizacgao
idéntica. Este tipo de sincronizacao é chamado de sincronizacao completa. Os primeiros
trabalhos sobre sincronizagao em sistemas dinamicos (8, 9) tratam justamente deste tipo
de sincronizacao. Um fato curioso da sincronizacao completa é que todos os subsistemas
agem como sendo apenas um, ou seja, em se conhecendo as variaveis de um oscilador, as

variaveis de todos os outros sao conhecidas.

Uma rede composta por mais de dois osciladores iguais pode apresentar mais um tipo
de sincroniza¢do muito importante: a sincroniza¢ao parcial (10-13). Esta sincronizagao
¢ atingida quando ao menos um par de subsistemas apresenta sincronizacao idéntica,
mas ao menos um par de osciladores nao apresenta. Neste tipo de sincroniza¢ao nao
h& um comportamento global a seguir, mas sim de dois a N — 1 comportamentos. Nas
redes submetidas a esta condicao, ha a formacao de estruturas espaciais, marcadas pela
disposicao dos grupos de osciladores que possuem a mesma evolucao temporal. Essas
estruturas espaciais sao chamadas de padroes. Novamente, o acoplamento é um dos
fatores determinantes. Com uma definicao mais ampla de sincronizacao parcial pode-se

incluir, como casos especiais desta, a sincronizacao completa e a dessincronizacgao.

Pode-se também querer estudar sistemas um pouco diferentes: os formados por dife-
rentes classes (ou espécies) de subsistemas idénticos. Por exemplo, uma rede com quatro
osciladores, na qual o primeiro e o segundo sao idénticos e o terceiro e o quarto também.
No entanto, o primeiro e o segundo nao sao iguais ao terceiro e ao quarto. Dessa maneira,
diz-se que ha duas classes distintas de osciladores na rede. Dificilmente, tais sistemas
apresentarao sincronizacao completa, contudo a sincronizacao parcial ainda é possivel.
Um tipo destacado de sincronizacao parcial existe quando todos os pares de osciladores
idénticos possiveis estao sincronizados identicamente. No nosso exemplo, seria o caso de
sincronizacao idéntica entre o primeiro e o segundo e entre o terceiro e o quarto. Este
caso de sincronizacao parcial serd chamado de sincronizacao primdria. Sincroniza¢ao se-
cunddria serd entao qualquer outro caso de sincronizacao parcial na rede. No exemplo,
quando o primeiro e o segundo oscilador estao sincronizados, mas o terceiro e o quarto
nao, ou vice-versa. Os sistemas apresentados neste paragrafo sao menos restritivos do que

os anteriores, nos quais todos os osciladores eram idénticos.
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Talvez a primeira sincronizacao estudada tenha sido a sincronizacao em antifase. Se
a sincronizacao idéntica caracteriza-se pela igualdade entre as varidveis dos subsistemas, a
em antifase é caracterizada pela igualdade entre as variaveis de um sistema e as variaveis
do outro com o sinal oposto. O caso foi reportado por C. Huygens em 1673': ele observou
que dois relogios de péndulo idénticos, afixados em uma mesma barra (flexivel), em um

curto espaco de tempo oscilavam de forma sincronizada, em antifase.

3

Recentemente (14), em 2000, comegou-se a explorar a possibilidade de sincronizagao
idéntica entre as variaveis de um subsistema no tempo ¢ e as variaveis de outro subsistema
no tempo t + 7. Surpreendentemente, mesmo osciladores cadticos, que possuem sensibili-
dade exponencial para pequenas diferencas de condigoes iniciais, podem apresentar este
tipo de sincronizagao para tempos de antecipacao arbitrariamente longos. Evidentemente,
com este tipo de sincronizagao, pode-se prever o comportamento de algum sistema de in-

teresse. Isso mostra que o estudo sobre sincronizagao é um campo com vigor na pesquisa.

A organizacao da presente dissertacao centrou-se na sincronizagao idéntica e na forma
das redes. No capitulo 2, as ferramentas necessarias da teoria sao apresentadas, junto
com a nomenclatura adequada. No capitulo 3, redes com dois sistemas idénticos e a
sincronizacao idéntica entre ambos sao estudadas. No capitulo 4, redes com mais sub-
sistemas sao investigadas e o conceito de sincronizacao idéntica é usado para definir a
sincronizacao completa e a parcial. O capitulo 5 introduz um tema relativamente novo
na literatura: as possibilidades de sincronizacao parcial em redes por diferentes classes de
osciladores idénticos. Finalmente, o capitulo 6 contém uma breve conclusao. Muito do
que é mostrado na dissertacao é explorado em trabalhos anteriores (15 20) e o material
do capitulo 5 com pequenas modificagoes esta sendo considerado para publicacao em uma

revista internacional da area.

'HUYGENS, C. Horologium oscilatorium. Paris: [s.n.], 1673.
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2 Sistemas dindmaicos

O presente capitulo apresenta um pouco da teoria de sistemas dinamicos, sob um
enfoque subordinado aos objetivos da dissertacao. Sao introduzidas algumas nogoes, como
os conceitos de atrator e de espaco de fases. Um deles muito importante é o de expoente
de Liapunov, sempre presente no estudo a ser realizado. O método de integracao numérica

também é discutido e exemplos sao dados.

2.1 Primeiras nocoes

Um sistema dinamico ¢ uma regra matemaética e deterministica para a evolugao tem-
poral do estado de um sistema (21), ou seja, do estado de um objeto de estudo. Esta
evolucao temporal pode ser continua ou discreta. Nesta dissertacao, dar-se-a preferéncia
a certos tipos de sistemas dinamicos, especificados neste capitulo. O tempo, representado
pela letra ¢, serd sempre uma variavel continua e real. As variaveis reais, continuas e
dependentes do tempo z;(t) para i = 1,2,...,n caracterizarao o estado do sistema. A
regra para a evolucao de x; nao dependerd explicitamente de ¢, ou seja, os sistemas serao
autonomos. O inteiro positivo n é a dimensao do sistema. Todas as varidveis serao adi-
mensionais, exceto se especificado o contrario. Em forma vetorial, a regra sera descrita
pela equacao:

x(t,x0) = f(x(t,x0)), (2.1)

na qual o ponto indica a derivada temporal e x = col(zy, z,...,x,), com efeito, x é o
vetor coluna com componente 7 igual a x;. A funcao f é diferenciavel e pode depender de
parametros, isto é, variaveis que nao dependem do tempo a principio. A solu¢ao x(t,xo)
de um sistema é uma funcao do tempo e depende do estado inicial do sistema, ou seja,
das condigGes iniciais xg = x(tg, Xo) (geralmente, ¢, = 0). Por simplicidade, de agora em

diante ficarao implicitas estas dependéncias:

% = f(x). (2.2)
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Sistemas nao-autonomos também podem ser representados desta maneira; basta que o
tempo seja considerado a variavel z,,; do sistema. Além disso, sistemas a tempo discreto
podem ser vistos como simplificacoes de sistemas a tempo continuo. Acrescenta-se que
sistemas que possuam regras de evolucao que dependam da segunda derivada temporal
das variaveis (ou de derivadas de ordens mais elevadas) podem ser transformados na forma

acima mediante o acréscimo de uma ou mais variaveis.

O sistema também deveré ser dissipativo, o que significa que a seguinte relacao valera

pelo menos para alguns valores de x (21):
V-f<0. (2.3)

Adicionalmente, a fungao sera nao-linear nos casos de interesse (o sistema sera dito nao-

linear). Isto é equivalente a garantir que a fungiao niao obedece a seguinte relagao:
E(px + ) = ph(x) + pE(X). (2.4)

A tarefa de resolver um sistema nao-linear, a saber, determinar x; como funcao de ¢, na
maioria das vezes, nao é facil e nem sempre é possivel usando apenas funcoes simples

(como senos e co-senos).

Espaco de fases do sistema 2.2 é o dominio das variaveis x; e, comumente, o dominio
¢ o R™. Cada condicao inicial ou estado atual do sistema x(t) é um ponto no espaco de
fases. A solugao do sistema é representada no espago de fases com uma trajetdria (ou
orbita), uma curva que inicia na condigao inicial e, conforme o tempo avancga, passa pelos
pontos correspondentes a solucao. A representacao de todas as trajetérias possiveis no
espago de fases é chamada de diagrama ou retrato de fases (5, 22). Devido as dificulda-
des em representar infinitas trajetérias e em expressar figuras geométricas de um espaco
com dimensao n, geralmente apenas as trajetorias mais relevantes sao apresentadas no

diagrama e apenas uma projecao ou um corte do mesmo é mostrado.

2.2 Exemplos de sistemas dinamicos

Os sistemas dinamicos serao estudados com exemplos, escolhidos por suas proprieda-

des 1teis relacionadas ao tema do corrente texto.
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Figura 1: Trajetdrias tipicas de sistemas dindmicos com n = 3 em projecao no plano
3 = 0. a) Sistema de Lorenz. E interessante observar a simetria (z1,zs) — (—x1, —22).
b) Sistema de Rossler, com apenas um rolo.

2.2.1 Sistema de Lorenz

Em 1963 um sistema dinamico foi introduzido por Lorenz (3). O sistema era uma

tentativa de modelagem de um problema de implicacoes atmosféricas. As equacoes eram:

j?l = (TL(Z'Q — 331) (25&)
I"Q = TLXx1 — X9 — X113 (25b)
i’g = T1X9 — bLl’g. (25(1)

Os parametros escolhidos sao geralmente: o1, = 10, r;, = 28 e by, = 8/3. O diagrama de

fases apresenta uma figura com dois rolos (ver figura 1).

2.2.2 Sistema de Rossler

Em 1976 um sistema dinamico foi introduzido por Réssler (4) como uma tentativa de
simplificar o sistema de Lorenz. Enquanto este continha duas nao-linearidades, aquele,
apenas uma. Além disso, o sistema de Rossler apresentava um atrator cadtico mais

simples, composto de apenas um rolo. As equacoes eram:

jfl = —T9 — I3 (26&)
.I.'Q = X1+ arx2 (26b)
1'3 = bR + $3([B1 — CR). (2.6(7)
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Figura 2: Distribuicao dos passos pelo tamanho em um calculo para o sistema de Rossler
com os parametros ag = bg = 0,2 e cg = 5,7 e tolerancia 1071°, com trajetéria mostrada
na figura 1. A grande variacdo do tamanho do passo justifica o uso de um método de
passo variavel.

Os parametros iniciais propostos por Rossler eram: ar = bgr = 0,2 e cg = 5,7. Na figura 1

h& uma trajetoria tipica no espaco de fases.

2.3 Integracao numérica

Uma ferramenta muito importante para os estudos de sistemas dindmicos é a inte-
gracao numérica. Se a equacao 2.2 e as condigOes iniciais sao conhecidas, o sistema é
sujeito a integracao numeérica. Geralmente, os métodos numéricos calculam valores apro-
ximados x'(t;) da solugao real x(t;) para alguns valores crescentes de t, indicados por t;
(t=0,1,...,np; t; > t; se i > j). Cada valor aproximado apresenta um desvio (ou erro)
com relagdo a solugdo original dado por x/(¢;) — x(¢;). Um bom método de integragao nu-
meérica faz com que este desvio seja desprezivel e com que a solucao aproximada apresente

todas as caracteristicas importantes da solucao exata.

Muitos métodos utilizam uma diferenca entre ¢; e ¢;,1 constante. Esses métodos sao
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chamados de métodos de passo fizo. Os outros sao chamados métodos de passo varidvel.
Se o calculo do valor x'(¢;11) depende apenas de x'(t;) e t;, o método é dito de passo
simples. Se o célculo de x'(t;11) depende também de x'(¢;_1) e t;_1 ou qualquer outro

valor X', 0o método é dito de passo mailtiplo.

Métodos comumente usados sao os métodos de Runge-Kutta. Sao métodos de passo
simples e fixo. Um método de Runge-Kutta de quarta ordem (abreviado por RK/),
por exemplo, tem erro que varia com a quarta poténcia do passo. Entao o erro pode
ser diminuido muito rapidamente com a diminuicao do passo. Entretanto, o passo fixo
traz uma desvantagem: a cada passo dado, ha um erro local que nao necessariamente se
mantém constante. Um sistema nao-linear pode apresentar grandes variacoes deste erro.
Ademais, durante uma integragdo numérica, um parametro do sistema pode ser alterado,
o que causa grande variacao do erro local. Se este nao é constante, alguns passos podem
introduzir muita imprecisao na solucao aproximada e a tinica maneira de resolver isso
¢ diminuir todos os passos, o que adiciona mais tempo de integracao em passos que ja

sofriam de erro aceitavel.

Os métodos de passo variavel contornam essas dificuldades: ao invés de haver um passo
caracteristico, uma tolerancia é fixada, ou seja, o quanto de erro é admitido por tempo ()
é estabelecido. Dessa maneira, o passo serd ajustado para manter o erro constante. Na
presente dissertacao é utilizado um método deste tipo, o Runge-Kutta-Fehlberg de quarta
e quinta ordens (23), abreviado por RKF/5. Para um passo dado, o método calcula de
duas maneiras o valor seguinte x": uma usando um método de Runge-Kutta de quarta
ordem e outra usando um de quinta ordem. O tultimo valor é guardado como a solucao
numérica da equacao. O método, outrossim, estima o erro local com base nas diferencas
entre os dois resultados. Com esta estimativa de erro, o passo é otimizado para que a
tolerancia seja atingida na marca ou, em outras palavras, para que o erro por tempo ()
seja sempre o mesmo. Escrito dessa maneira, cabe lembrar que o método faz tudo isso de
maneira 6tima, sem seguir os passos que foram usados aqui para explica-lo. Conclui-se
que o RKF45 é um método de quinta ordem com um pouco mais de demora no célculo

do que um método RK5, mas com a significativa vantagem do passo variavel.

Métodos de Runge-Kutta de ordens mais altas exigem mais complicacoes numéricas
por passo. Assim, tornam-se menos eficientes do que um método de ordem menor com
um passo (tolerancia) menor. Métodos que nao sao do tipo Runge-Kutta geralmente exi-
gem a derivacao da funcao do sistema, o que muitas vezes acarreta problemas. Por fim,

métodos de passo miltiplo nao sao facilmente transformaveis em métodos de passo varia-
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vel. Usualmente esta transformacdo exige mais calculos numéricos e interpolagoes (23),
novamente comprometendo a eficiéncia da integracao numérica. Todas as complicacoes
descritas neste pardgrafo sao, adicionalmente, fontes de erro na execucao propriamente
dita do célculo numérico. Considerado tudo isso, o método RKF45 surge como a melhor

OpGcao.

A implementacao do método numérico sera feita no computador com a linguagem de
programagao C-+-+ (24), uma linguagem com a eficiéncia adequada e orientada a objetos.
Todos os dados usados nos graficos foram obtidos dessa maneira, com programas como o
mostrado no apéndice. Contudo, o computador é limitado: nao pode armazenar todo o
continuo dos niimeros reais. A discretizagao de x provoca o erro de arredondamento. Com
tantos erros, pode-se perguntar se a solu¢ao numérica tem alguma chance de aproximar-se
de uma solugao exata do sistema dinamico. Nas palavras de Ott (21), ha boas razoes para
acreditar que sim, mesmo para os casos mais problematicos. Isto é devido as propriedades
de sombreamento de sistemas dinamicos, um estudo interessante, mas que foge ao presente

€scopo.

Na figura 2, é mostrada a distribuicao do tamanho de passo para o método RKF45
usado no calculo da trajetoria do sistema de Réssler mostrada na figura 1. E importante
perceber que o passo varia em até dez vezes o seu tamanho. Métodos de passo fixo perdem
muita eficiéncia por nao possuirem esta flexibilidade. A figura nao inclui variacoes dos

parametros e exclui possiveis influéncias no tamanho do passo oriundas desta causa.

2.4 Forma das solucoes e atratores

Ja foi dito que as solucoes dos sistemas dindmicos nao-lineares nao sao de facil de-
terminacao. Também ja foi estabelecido que a integracao numérica permite o célculo
aproximado de solugbes particulares (isto é, com uma condi¢ao inicial determinada). Pa-
rece que a tarefa de entender as solugoes de um sistema dindmico nao-linear é muito
dificil ou muito trabalhosa. A pergunta que surge é a seguinte: sera possivel entender as

caracteristicas importantes das solucoes?

O estudo qualitativo de sistemas dindmicos é a resposta a essa pergunta. Este estudo
geralmente nao estara preocupado em resolver o sistema. O enfoque é obter qualitati-
vamente informacgoes importantes sobre as solucoes. O estudo qualitativo coloca como
prioridade o conhecimento das propriedades assintoticas das trajetorias (5, 25). Em sis-

temas dissipativos, um conjunto escolhido de solugoes ir&4 progressivamente abandonar
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Figura 3: a) Evolucao da variavel z; do sistema de Rossler com os parametros ag = b =
0,2 e cg = 5H,3. O transiente foi eliminado e o sistema convergiu para um ciclo-limite. O
periodo é de aproximadamente 17. Este tipo de evolucao é chamado de periodo-trés, pois
hé trés maximos para cada periodo. b) O mesmo para cg = 5,7. Neste caso, observa-se
uma orbita cadtica. O sistema pode até se aproximar de 6rbitas periodicas instaveis (como
perto de t = 480 ou ¢t = 600), mas depois assume novamente sua natureza aperiodica.

—

regioes do espago e assintoticamente se aproximar de um conjunto de pontos (21, 26),
devido a contracao do wolume no espaco de fases. Assintoticamente, o volume devera

anular-se.

Assim, sistemas dissipativos sao caracterizados pela existéncia de atratores no espacgo
de fases. Um atrator é um conjunto indecomponivel e invariante de pontos para os quais
trajetorias iniciadas em um conjunto experimental de condigGes iniciais convergem (27,
28). Um conjunto experimental é aquele que tem algum volume. Isto significa que, para
condicoes iniciais escolhidas aleatoriamente no espago de fases, ha alguma probabilidade
de que Orbitas iniciadas nestas condicoes se aproximem assintoticamente do atrator. Dizer
que o atrator é invariante € o mesmo que dizer que pontos no atrator devem evoluir para
pontos no atrator. Um atrator indecomponivel é aquele que nao pode ser decomposto em

dois ou mais atratores.

As trajetorias, em t = 0, podem partir de qualquer lugar no espaco de fases, isto é,
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Figura 4: Duas trajetorias inicialmente préoximas em um sistema de Rdssler com para-
metros ag = bg = 0,2 e cg = 5,7. Orbitas cadticas possuem esta propriedade: pontos
no espaco de fase proximos afastam-se exponencialmente rapido a medida que o sistema
evolui. E a chamada dependéncia sensitiva das condicdes iniciais.

podem ter qualquer condicao inicial. O periodo inicial de evolucao temporal da trajetoria
ou solucao é chamado de transiente. Neste periodo, a forma da solucao depende muito da
condicao inicial, mas, felizmente, as orbitas estarao suficientemente proximas de algum
atrator do sistema passado o transiente. Entao, para tempos suficientemente longos, o
que importa realmente é o atrator e as caracteristicas deste é que dao a forma geral para
as solucoes. Finalmente, conclui-se que a informacao importante sobre as trajetorias no

espaco de fases estd em sua maioria relacionada aos atratores.

Podem existir varios tipos de atratores. No presente texto, trés serao definidos e
estudados; identificados por suas representacoes no espaco de fases. O primeiro deles é
o ponto firo. Um ponto fixo é um atrator que é apenas um ponto (x*), no qual vale a
equagao:

0= f£(x*). (2.7)

As variaveis do sistema deixam de ser dinamicas e tornam-se estaticas. Cabe lembrar que

pontos fixos nao sao solucoes oscilantes, ao contrario dos dois outros tipos de atratores
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Figura 5: Diagrama de bifurcacao para um sistema de Réssler com parametros ag = bgr =
0,2 de cg = 1,0 até cg = 10,0. Vérias zonas periddicas e outras tantas cadticas sao
mostradas.

apresentados. Um bom exemplo de ponto fixo ocorre quando existe um péndulo que sofre
atrito com o ar. Pode-se solté-lo de qualquer posicao: ele ird oscilar, gastando sua energia
com o atrito. Quando acabar a energia, ele estard parado na parte mais baixa, ou seja,
o atrator do tipo ponto fixo do problema. A dimensao deste atrator é zero, a dimensao
de um ponto. O ponto fixo é claramente indecomponivel e pode ocorrer em sistemas

dinamicos de qualquer dimensao.

O proximo tipo de atrator é o ciclo-limite. Este atrator é periodico, possui um periodo
minimo 7" (para o qual vale x(t) = x(t+7')) e uma freqiiéncia w. Diferentemente do ponto
fixo, que pode aparecer em sistemas com qualquer nimero de variaveis, usualmente, o
ciclo-limite s6 se manifesta em sistemas com dimensao maior do que um. Ao compasso
que as oOrbitas se aproximam deste atrator, elas vao assumindo o periodo do mesmo. A
dimensao do atrator é igual a um, ele nada mais é do que uma linha que se fecha em um
ciclo. Se o ciclo apresenta n.;,s, maximos, diz-se que ele é um ciclo de periodo-nnsc. Na

figura 3a, estd representada a evolucao de uma das variaveis de uma orbita peridédica de
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periodo-trés de um sistema de Rossler.

O 1ltimo tipo aqui apresentado corresponde aos atratores simultaneamente estranhos
e caoticos. Atratores estranhos sdo atratores com dimensao e estrutura fractal (a dimen-
sao do atrator é nao-inteira). Atratores cadticos apresentam sensibilidade exponencial as
condigbes iniciais, ao contrario dos outros. A diferenca entre duas oérbitas (no atrator)
muito proximas cresce exponencialmente rapido. Atratores estranhos e cadticos podem
ser vistos como uma linha tracada no espaco de fases que nunca se fecha, mas visita e
revisita continuamente vizinhancas dos pontos pelos quais ja passou, apenas para diver-
gir exponencialmente das 6rbitas proximas de passagens anteriores. Neste processo, um
emaranhado fractal de orbitas é criado. Para que um invariante deste tipo apareca, a

dimensao do sistema deve ser maior do que dois.

Parece ser claro que um atrator como o que foi descrito é de representacao extre-
mamente complicada no diagrama de fases. O que se faz é representar érbitas cadticas
particulares com o transiente retirado, como na figura 1. Na figura 3b, esta representada
a evolucao de uma das variaveis de uma oOrbita cadtica. Por fim, na figura 4 a evolucao

de duas trajetorias que iniciaram muito proximas é mostrada.

Uma maneira inteligente de nao representar o atrator diretamente e mesmo assim
saber qual o seu tipo é fazer um diagrama de bifurcacao. Tal diagrama consiste, por
exemplo, na representacao dos méximos de uma trajetéria do atrator como funcao de al-
gum parametro do sistema. Conforme o parametro varia, os atratores também mudam no
diagrama de fases. Um ponto fixo ou um ciclo-limite de periodo-um sao representados por
um ponto. Ciclos limites de periodo-nsx sao representados por nm,sx pontos. Um atrator
cadtico é representado por um conjunto fractal de pontos e, novamente, sua representacao
é limitada. Na figura 5, é mostrado um diagrama de bifurcacao para o sistema de Rossler,

em que varias transicoes entre orbitas periddicas e cadticas aparecem.

2.5 Expoentes de Liapunov

Os expoentes de Liapunov sao quantidades importantes no estudo de sistemas dina-
micos e amplamente utilizados no contexto de sincronizacao. Eles sao uma medida média

da divergéncia ou convergéncia exponencial de orbitas do atrator proximas. Para uma

1

trajetoria x(t) do atrator, uma 6rbita muito proxima x(¢) + 0x(t)' é considerada. A di-

!Cuidado com a notacdo é necessario. O simbolo ¢ nio representa uma nova variavel, mas junta-se
com o simbolo seguinte para formar uma nova quantidade. Entdo, 0x(¢) representa um vetor (dx) que
depende do tempo e ndo o produto da multiplicac¢do entre § e x(t).
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Figura 6: Evolucao do modulo de uma pequena diferenca entre duas trajetorias de um
sistema de Rdssler — as mesmas da figura 4. A figura mostra o aumento exponencial desta
diferenga. O coeficiente angular da reta ajustada é aproximadamente igual a 0,08/ 1n 10.

ferenca 0x(t) entre as duas é muito pequena. Entdo, se o0 modulo desta diferenga cresce

exponencialmente;

|0x(t)| == exp(A\(t — t1))]dx(t1)]. (2.8)

Na figura 6, a evolucao do médulo da pequena diferenca da figura 4 é mostrada. Clara-
mente, o0 modulo cresce exponencialmente (com A = 0,08), representando a sensibilidade

as condicoes iniciais que um atrator cadtico mostra.

Uma defini¢ao geométrica dos expoentes de Liapunov é dada por Ferrara (5). Aqui,
a explicacao é feita simplificadamente com n = 3. Para uma orbita no espaco de fases
x(t), existem Orbitas proximas em todas as dire¢bes. Para ¢ = t1, érbitas proximas com
a mesma distancia |0x;(t1)| de x(¢) sdo escolhidas, de modo a compor uma superficie
esférica em torno da orbita principal. Para t, > t1, a superficie esférica tera evoluido para
um elipsoide. Cada eixo do elipsdide é associado a uma pequena diferenga 0x;(¢2). Entao,

os expoentes de Liapunov sao simplesmente a taxa exponencial de crescimento dos eixos
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Figura 7: Maior expoente de Liapunov como funcao do tempo calculado numericamente
para diferentes tolerancias para um sistema de Rossler. Apesar de uma grande flutuacao
para tempos pequenos, para t = 10° o expoente atinge uma precisio consideravel e a
tolerancia ndo é mais um fator importante, desde que seja menor do que 1076,

do elipsoide:

1 .
A= lim  lim n [9xi(t)|
to—00 dx;(t1)—0 Tg — T1 |5Xl<t1)‘

(2.9)

O numero de expoentes de Liapunov é igual & dimensdo do sistema (na equacdo acima,
i pode ser 1,2,...,n) e sdo colocados em ordem decrescente: Ay > Ay > ... > \,. Os

expoentes também nao dependem da drbita x(t) escolhida, mas sim do atrator em questao.

As pequenas diferencas que nao sao eixos do elipsoide devem ser decompostas em
componentes nas direcoes dos eixos. Cada componente cresce com o expoente de Liapunov
correspondente ao eixo com o qual se alinha. E facil de perceber que, para tempos muito
grandes, a componente do eixo com o maior expoente de Liapunov é que serd a dominante,
pois cresce com uma taxa exponencial maior. Entao, com probabilidade um, pequenas
diferencas da orbita crescem com o maior expoente de Liapunov do atrator (\;). Essa

preponderancia do maior expoente de Liapunov permite que a sua referéncia seja feita
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Figura 8: Maior expoente de Liapunov como funcao do tempo calculado numericamente
para diferentes tolerancias para um sistema de Lorenz. Este sistema parece aceitar uma
tolerancia maior (107%) do que o sistema de Réssler para o calculo do expoente.

simplesmente como o expoente de Liapunov do sistema.

Algumas colocacoes sobre o valor dos expoentes de Liapunov podem ser feitas a prin-
cipio. Um ponto fixo terd todos os expoentes de Liapunov negativos. O ponto fixo é
um atrator composto de apenas um ponto, entao érbitas que estao um pouco afastadas
deste ponto devem tender para ele assintoticamente, caracterizando os expoentes negati-
vos. Todos os outros atratores devem ter um expoente de Liapunov nulo. Este expoente
corresponde as diferencas entre duas érbitas que sao essencialmente a mesma, diferentes
apenas por causa de uma defasagem no tempo. A distancia entre estas duas 6rbitas nao

varia na média.

O ciclo-limite tem um expoente nulo e os outros negativos. O expoente nulo corres-
ponde a direcao do movimento e os outros correspondem as direcoes perpendiculares que
devem ser atraidas pelo ciclo-limite. Atratores cadticos tém no minimo um expoente de

Liapunov positivo, no minimo um nulo e no minimo um negativo. O positivo é o que
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da a sensibilidade exponencial as condig¢tes iniciais. O nulo é novamente o da dire¢ao da
trajetoria. O negativo é relacionado com a contracao do volume, conforme explicado a

seguir.

O volume do elipséide utilizado na defini¢ao dos expoentes de Liapunov 6V (¢2) obedece

a seguinte relacao de proporcionalidade:

SV (ts) o H 6% (t2)]. (2.10)

Conseqiientemente, o crescimento do volume é dado por:

g“ﬁgi; — exp (Z Ai(ts — t1)> . (2.11)

O sistema ¢ dissipativo, entdo > ., A; < 0 e A, deve ser negativo. Isso vale para todos

os atratores.

Para finalizar a discussao sobre os expoentes de Liapunov, falta entender como eles
sao calculados numericamente. O primeiro passo é determinar como evolui a 6rbita x+9x.

A equacao 2.2 transforma-se em:
X + 0x = f(x + 6%). (2.12)

A fungao do sistema dindmico pode ser expandida em sua série de Taylor: f(x + dx) =
f(x) + J(x(t))0x + O%(6x), na qual J é a matriz jacobiana do sistema:
_dfs

= . (2.13)
dz; x(t)

Jij(x(1))

O primeiro termo da série cancela com x no lado esquerdo. Ademais, a variavel 0x é
muito pequena quando comparada com X, ou seja, o limite 0x — 0 é tomado. Com isso,

a variavel 0x é apenas dependente da parte linear da série de Taylor:
ox = J(x(t))ox. (2.14)

O processo explicado neste pardgrafo é chamado de linearizacao do sistema. Com ele, a
variavel 0x é entendida como uma diferenca infinitesimal de 6rbitas (no caso, x e x + Jx)
que cresce com a aproximacao linear da funcao do sistema, exatamente o que se procura

para determinar o expoente de Liapunov.

O trabalho numeérico é calcular uma orbita x(¢), eliminar o transiente e calcular entao

0x para um intervalo de tempo muito grande, de maneira a fazer a média sobre quase
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todo o atrator e imitar o limite assintotico na definicao de expoente de Liapunov. Como
ja foi discutido, nao importa qual a orientacao de dx, desde que tenha uma componente
na direcdo do maior expoente de Liapunov, o que acontece com probabilidade um. Adi-
cionalmente, o processo é sujeito a erros que provocam a reorientacao de 6x de modo
a ter alguma componente em tal dire¢io (novamente com probabilidade um). Os erros
no calculo numeérico sao minimizados por um outro fator. Se os erros sao suficientemente
pequenos de modo a desviar a trajetoria, mas sem tird-la completamente do atrator, entao
estes erros nao influenciam o calculo do expoente de Liapunov, uma vez que o expoente

é uma propriedade do atrator e nao de alguma 6rbita em particular.

O expoente é definido operacionalmente como:

1 |0x(t2)]

A= In
tQ — tl |6X(t1>’

(2.15)

para um ty suficientemente grande, dependente do sistema a ser integrado. Salienta-se
que, como a equacao de evolucao de dx é linear e o que interessa é a razao do crescimento
desta variavel, esta nao precisa ser pequena durante o célculo numérico. Um problema
que pode ocorrer é que o tempo seja muito longo e a variavel 0x exceda a capacidade do
computador. Para evitar este efeito, a varidvel 0x é renormalizada periodicamente. Isto
é possivel pois, se o tempo de integragao sera de t; até t,, para qualquer ¢3 intermediario
vale a equacao:

()| _ (1) [ty _ | [ox(t)fr] | [6x(ts)
W o) ! (|5x<t3>||5x<t1>|) : *l (2.16)

= In .
|0x(t3) /7] |0x(t1)]
Assim, pode-se a qualquer tempo durante a integracao renormalizar a variavel x por um

fator r. O que basta para a determinacao do expoente de Liapunov é acumular quanto o

modulo da variavel cresceu a cada periodo entre as renormalizagoes.

Na figura 7, o expoente de Liapunov é calculado para um sistema de Rdssler como
funcao do tempo. Apesar de uma grande flutuacio para tempos pequenos, para t = 10°
o expoente estabiliza-se e a tolerancia deixa de ser um fator importante, desde que seja
menor do que algum valor. Isso confirma que os erros pequenos no calculo da trajetéria nao
sao de grande influéncia no resultado final. Nessa dissertacao, quando forem calculados
expoentes de Liapunov de osciladores de Réssler, a tolerancia sera igual a 107% e o tempo
de integragao, igual a 10°. O resultado de aproximadamente 0,0714 (na maior precisio)
¢ muito proximo ao encontrado na figura 6. O ultimo apresenta algum erro, ja que foi
integrado durante pouco tempo. A figura 8 é a figura equivalente para osciladores de

Lorenz. A tolerancia e o tempo de integracao usados para osciladores de Lorenz serao os



2.5 Ezpoentes de Liapunov 28

mesmos, apesar da estabilizacao mais rapida do expoente para este sistema. Na maior

precisao, o expoente calculado vale 0,906 aproximadamente.
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3 Pares de osciladores caoticos
rdénticos

Neste capitulo sera estudada a sincronizacao idéntica de um par de osciladores cadticos
idénticos acoplados. Definir-se-ao os sistemas a serem estudados e as técnicas utilizadas
para identificar a sincronizacao. Maior énfase serd direcionada aos osciladores caoticos,

pois apresentam mais possibilidades de estudo. Varios exemplos ilustrarao o tema.

3.1 O par

O sistema a ser estudado nesta secao é composto por um par de osciladores idénticos.
Para evitar confusoes, cada um dos dois osciladores sera chamado de subsistema. Os dois
subsistemas (acoplados ou nao) formam o sistema em questiao. A equacao dinamica de

cada subsistema é:
x® = f(x®), (3.1)

na qual se diferenciam as variaveis de cada oscilador pelo indice i. O primeiro dos osci-
ladores é referido quando ¢ for impar e o segundo quando ¢ for par. Nota-se que no caso
de osciladores idénticos a funcao f(x(i)) é a mesma para ambos, exceto pela alteracao do
argumento. O expoente de Liapunov de cada oscilador serd indicado por \; e a dimensao

de cada subsistema por m. A dimensao do sistema é n, o dobro de m.

Introduzidos os subsistemas, torna-se importante conhecer a maneira pela qual estes
estao acoplados para formar o sistema. Para simplificar a notacao, define-se a variavel

X = col(x(l), x(z)). Dois tipos de acoplamentos sao possiveis: o acoplamento externo
x = £(x9) 4+ g¥(X) (3.2)

e 0 acoplamento interno

x@ = f(x® + g@(X)). (3.3)

Nas equacdes acima, gV (x, t) sdo funcdes de acoplamento genéricas. Na maioria dos casos
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estudados na literatura, elas sao lineares e expressas da seguinte forma:
gt (X) = cE® (x(i) — x(”l)). (3.4)

Dessa maneira, ¢ é chamado de parametro de acoplamento, geralmente é positivo e define
a intensidade com a qual os subsistemas estdo acoplados. As duas matrizes E() e E®),
na maioria das configuracoes usadas, apenas definem quais variaveis se acoplam e seus

elementos sao positivos.

Um caso especial de acoplamento (tanto interno como externo) definido pela forma das
matrizes EM e E®) & o acoplamento do tipo mestre-escravo, caracterizado por E® = 0.
Para dois subsistemas acoplados desta maneira, apenas um recebe o termo adicional e
o outro mantém a sua dinamica de oscilador independente. Caso o acoplamento seja

externo, as equacoes sao as seguintes:

XM = f(xM) (3.5a)
x? = f(x@) + E@ D - x?). (3.5b)

O subsistema 1 nao é influenciado pelo subsistema 2 e é chamado de mestre. Ja o sub-
sistema 2 é influenciado pelo subsistema 1 e é chamado de escravo. Perguntar se os dois

subsistemas vao sincronizar ¢ o mesmo que dizer: o escravo seguird seu mestre?

Outro caso especial importante é o acoplamento bidirecional, dado pela igualdade

ED = E® e pelas equacdes (acoplamento externo):

xW = f(xW) 4+ EW(x® —xW) (3.6a)
e - f(x(2)) + cE(l)(x(l) — X(Q)). (3.6b)

Neste acoplamento, os dois subsistemas interagem mutuamente com a mesma intensidade.
Os casos intermediarios de acoplamento entre os dois casos acima ocorrem quando E() é
proporcional a E®), ou seja, quando os dois subsistemas recebem o acoplamento, mas um

com maior intensidade do que o outro.

3.2 Definicao de sincronizacao idéntica

Quando dois osciladores idénticos sao considerados, pode-se perguntar: em quais ca-
sos os osciladores apresentarao a mesma evolucao dinamica? Ou seja, quando os dois

osciladores seguirao a mesma trajetéoria? Uma resposta trivial é facilmente formulada
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quando nao ha acoplamento. Como os osciladores sao idénticos, bastara colocé-los na
mesma condicao inicial para que eles sigam a mesma trajetoria para todos os tempos
posteriores. Isto é apenas o reflexo de que o sistema sem acoplamento possui um invari-
ante: o invariante de sincronizacao. Mais claramente, o invariante é dado por todos os
pontos do espaco de fases que obedecem a condicio x(V = x®. Desta forma, o invariante
de sincronizacao é também uma variedade linear, a variedade de sincronizacao, definida
pela relacdo anterior. Orbitas que iniciam na variedade de sincronizacao 14 permanecem

indefinidamente.

Pode-se dizer que o sistema estd identicamente sincronizado quando as variaveis do
mesmo obedecem a relacio que define a variedade de sincronizacio. E interessante ob-
servar que a dinamica dentro da variedade de sincronizagao (a dinamica do sistema iden-
ticamente sincronizado) é igual a de um subsistema isolado. Se esta é oscilante, aquela
também sera. Entao, existem na variedade de sincronizagao os atratores (considerando

apenas as condigOes iniciais na variedade) que existem em um simples oscilador.

A sincronizacao trivial explicada acima nao acontecera se as condicoes iniciais forem
diferentes. Pode-se pensar que dois subsistemas idénticos com diferentes condigoes inici-
ais sao equivalentes a um subsistema integrado duas vezes para duas condigoes iniciais
diferentes. Claramente, o ritmo de crescimento de uma diferenca muito pequena entre os
dois subsistemas serd dado pelo maior expoente de Liapunov de um subsistema isolado.
Com sistemas ca6ticos, mesmo que esta diferenca seja muito pequena, ela ird sempre
crescer exponencialmente. Este fato revela que o problema é mais interessante quando os

osciladores sao cadticos.

Em um sistema experimental, por exemplo, seria muito dificil igualar as duas con-
digoes iniciais. Experimentos também sao sujeitos a ruidos que facilmente podem gerar
pequenas diferencas nas variaveis. Além disso, na natureza, é muito improvavel a exis-
téncia de dois subsistemas exatamente iguais, mas de dois subsistemas muito parecidos
nao. A este ponto, é necessario definir o que se exige do acoplamento e qual a sua fun-
cao: o acoplamento devera fazer com que pequenas diferencas entre os osciladores tendam
a zero para tempos muito grandes. Assim, mesmo com ruido, a sincronizagao idéntica
assintdtica (29) torna-se possivel. (Por clareza, este caso seré referido simplesmente por
sincronizag¢ao idéntica.) Em outras palavras, quer-se que os atratores dentro da variedade
de sincronizacao também sejam atratores no espaco de fases completo do sistema, ou que
pelo menos um deles seja. Como estao sendo considerados osciladores, geralmente haverd

apenas um atrator na variedade de sincronizagao, ou pelo menos um atrator para as con-
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di¢bes inicias que estejam na regiao de estudo do espago de fases. O método utilizado para
verificar a sincronizacao idéntica é o dos expoentes de Liapunov transversais. E muito

presente na literatura (6, 8, 9, 12, 30) e sera explicado com exemplos nas proximas se¢oes.

3.3 Acoplamento externo

Se o acoplamento é externo e também da forma exposta na equacgao 3.4, o sistema

dinamico é dado por:

xM = f£(xM) + ED(x® — x1) (3.7a)
<@ — f(x(2)) +CE(2)(X(1) _X(Q))' (3.7b)

Busca-se o estado sincronizado, dado por s = x( = x®. Quando o sistema esta

neste estado, ambas equacoes acima sao reduzidas a:
s = f(s). (3.8)

Na equacao acima, percebe-se que o movimento na variedade de sincronizacao nao é
alterado pela variacao de c¢. Conseqiientemente, o estado sincronizado apresenta todas as

caracteristicas de um oscilador desacoplado.

O vetor X (que indica o estado do sistema) pode ser decomposto em duas componen-

tes. A primeira é a componente na variedade de sincronizacao:

(1) 2 x@ (2)
X”:COI (X ;X ,X ;X ) (3.9)

A segunda é a componente transversal, ou ortogonal, & variedade de sincronizacao:

M) _x@ _x® (2)
X, =X~ X) =col (X7 X EXTY (3.10)
2 2
O sistema sincroniza identicamente (assintoticamente) se:
lim |X | = 0. (3.11)
t—00
Isso ocorre se e somente se:
lim [x" — x| = 0. (3.12)

t—o0

A condicao acima serd atendida para condicoes iniciais escolhidas aleatoriamente no

espaco de fases quando houver um atrator na variedade de sincronizacao. Conseqiiente-
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mente, a0 menos um atrator do sistema 3.8 devera ser também um atrator do sistema 3.7.
Isto equivale a dizer que as pequenas diferencas entre os dois subsistemas deverao tender
a zero, ja que o atrator atrai o6rbitas vizinhas. O procedimento para verificar a existéncia
do atrator comeca com a linearizagao do sistema 3.7 em torno do estado sincronizado
com a substituicio das variaveis x(? pelas variaveis s + 0x(, que sdo compostas pelas
novas quantidades infinitesimais 0x). E facil notar que o acoplamento permanecera o
mesmo, ja que é linear. A parte que contém a fun¢ao do subsistema (o primeiro termo do
lado direito das equagoes 3.7) é a que deve ser efetivamente linearizada, o que ird gerar
a matriz jacobiana (de dimensdes m x m) J. O resultado, ou seja, o sistema de equagdes

para as variaveis 6x(®), é:

sxP = gsx® + cEM(6x@ — 5xM) (3.13a)

5X(2) _ J5X(2) + CE(Z) (5X(1) _ (SX(2)> (313b)

As variaveis 6x¥ nio informam diretamente coisa alguma sobre a sincronizacio. O
interesse é direcionado para a diferenca entre as duas equacoes acima, isto é, a evolucao

temporal de 0y = 6x(V) — §x:
Sy = Joy — ¢ [E(l) + E(2)] 0y, (3.14)

ou, simplesmente:

5y = (J — ¢ [E® + E@)]) gy. (3.15)

E interessante observar que a diferenca infinitesimal dy é exatamente a mesma utilizada

para calcular o expoente de Liapunov de um sistema hipotético como este:
z=f(z) — c[EY + E?] z (3.16)

Quando o acoplamento nao existe (¢ = 0), ja se concluiu que a pequena diferenga entre
os dois subsistemas varia exponencialmente com expoente A;. Com a ajuda desta tultima
equacao, tém-se bons motivos para crer que esta diferenca cresca ou decres¢a exponen-
cialmente para todo ¢, justificando a definicao do expoente de Liapunov transversal do
sistema 3.7:

|0y ()]

1
A = lim —In—~. 3.17
L= i g o) (3.17)

O adjetivo transversal é dado pela relacao entre a diferenca infinitesimal e o vetor X
(por meio da equagao 3.12). O expoente transversal é uma propriedade de cada atrator
na variedade de sincronizacao de cada atrator do sistema 3.8 por meio de sua depen-

déncia da orbita escolhida s(t). Se ele é negativo, o atrator da variedade de sincronizagao
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na média atrai as trajetorias do espago de fases fora da variedade (mas suficientemente
proximas) e hé sincronizagdo. Se ele é positivo, o invariante na variedade de sincronizagao
(por vezes chamado de atrator da variedade de sincronizagao ou do sistema 3.8) na média
repele as trajetorias do espago de fases fora da variedade (mas suficientemente proximas)

e nao hé sincronizacao.

O procedimento geral ulterior para o calculo numérico do expoente transversal seré
o seguinte: calcular numericamente uma Orbita s, esperar que ela atinja um atrator da
variedade de sincronizacao e eliminar este transiente. Logo apo6s, calcular a continuagao
da orbita ao mesmo tempo que é calculado o expoente transversal associado. Isto sera
feito para alguns casos-chave, que permitirao o entendimento amplo das possibilidades
existentes. O que mudara entre os casos é a forma da matriz E( + E®). Os subsistemas

utilizados serao os de Rossler, com os parametros costumeiros.

Caso 1: EM4+E® =|,,. onde |,, é a matriz de identidade de ordem m. Este caso pode
representar varios tipos de acoplamento, pois qualquer matriz E®) é possivel, bastando
que E@ =1,, —E®. Se a soma EM +E® & um multiplo da unidade, ¢ pode ser redefinido
para absorver esta multiplicidade e novamente E(Y 4+ E®?) =1, O trabalho resume-se a

calcular o expoente transversal a partir da diferenca infinitesimal (da equagao 3.14):
5y = (J —¢) dy. (3.18)

Antes de calculé-lo, a transformagao de variaveis que substitua dy por exp(—ct)dy’ pode
ser tentada:

—cexp(—ct)dy' + exp(—ct)dy’ = (J — ¢) exp(—ct)dy’ (3.19)
sy’ = 1oy’ (3.20)

A equacao para o expoente transversal também pode sofrer esta substituicao:

1. Jexp(—ct)dy'(t)] 1 |oy'(t)]
Al = lim —-In = —c+ lim - In ——+. 3.21
N PA0)] I 5yio)) (321)

O segundo termo do lado direito da equacgao anterior nada mais é do que o expoente de

Liapunov do subsistema isolado, o que leva a relacgao:
)\J_ = —c+ )\1. (322)

Considerando osciladores caoticos (A; > 0), o sistema sincroniza para ¢ > A;. Para ¢ < Ay,
nao hé sincronizagao. Os resultados de um calculo numérico ilustram essa situacao na

figura 9.
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Figura 9: Expoente de Liapunov transversal como func¢ao do parametro de acoplamento
calculado numericamente para dois sistemas de Rossler acoplados tal que EM +E® = 1,,,.
Em cinza uma reta ajustada, com coeficiente angular 1,0000 4+ 1,8F — 4 e coeficiente
linear 0,07143 £ 2,1F — 5. A correspondéncia entre o coeficiente linear e o expoente de
Liapunov do subsistema isolado calculado diretamente indica a coeréncia entre os calculos
numericos.

Na figura 10, o efeito de um acoplamento mestre-escravo entre dois osciladores de
Rossler é mostrado. As variaveis do escravo seguem as do mestre, pois o parametro de
acoplamento é igual a 0,08, suficiente para assegurar que o estado sincronizado é um
atrator. Na figura 11, a diferenca entre as mesmas varidveis mostra seu decrescimento
exponencial, justificando a definicdo do expoente transversal. No caso dessa diferenca,
pelo ajuste linear, o expoente parece ser aproximadamente 0,01 e contém algum erro

devido ao pequeno intervalo de tempo para o qual a diferenca é acompanhada.

A figura 12 confirma os calculos dos expoentes transversais. Nessa figura, a distancia
média do invariante de sincronizagao |X, | para dois osciladores de Rossler com acopla-
mento do tipo mestre-escravo é mostrada. A diferenga anula-se em algum valor de ¢ entre

0,071 e 0,072. A quase exata correspondéncia entre essa figura e a figura 9 mostra a
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Figura 10: Variaveis de dois sistemas de Rossler acoplados sincronizando. Em azul, as do
mestre e, em vermelho, as do escravo. OO parametro de acoplamento é igual a 0, 08.

adequacao dos calculos dos expoentes transversais. Ja para o acoplamento bidirecional,
h& uma coexisténcia de dois atratores, um na variedade de sincronizacao e outro fora, para
¢ entre os valores aproximados de 0,072 e 0,085. O expoente de Liapunov transversal
é calculado para o atrator na variedade sincronizacao. Quando ele é negativo, o atrator
existe, mas isso nao garante que nao existam outros atratores, apenas garante que ha

alguma possibilidade (dependente das condigoes iniciais) de que o sistema sincronize.

Caso 2: Neste caso a soma E() + E?) ¢ uma matriz cujos elementos diagonais sdo
0 ou 1 e os nao-diagonais sao nulos. Novamente, isto pode representar varios tipos de
acoplamento como, por exemplo, o que é utilizado para acoplar os dois subsistemas usando
uma variavel apenas. Este tipo de acoplamento é de muita relevancia para sistemas
experimentais, quando nem todas as variaveis podem estar disponiveis para o acoplamento
ou apenas é mais simples ou econdmico acoplar somente uma. Infelizmente, nenhuma

substituicao pode ser feita a principio na equacao 3.14.

Verbi gratia, dois osciladores de Rossler (m = 3) podem ser acoplados na forma

mestre-escravo (EY) = 0) com o termo de acoplamento somado apenas a equacdo da
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Figura 11: Evolucao do modulo de uma diferenca pequena entre as variaveis dos dois
osciladores da figura 10. Percebe-se que o médulo segue uma lei exponencial. O coeficiente
angular da reta ajustada vale aproximadamente 0,01/ In 10.

primeira variavel do escravo:

100
E@ =10 0 0. (3.23)
000

Também se pode pensar em acoplar a segunda variavel: neste caso, (E(z))ij = 0;20;2. Os
expoentes de Liapunov transversais sao mostrados na figura 13 para os acoplamentos na

primeira, segunda e terceira variaveis.

Para melhor entender o que acontece no gréafico, deve-se estudar o limite de A, quando
¢ — 00. Se é considerado um acoplamento na primeira variavel e dois osciladores de

Rossler, a equagao para as pequenas diferengas transversais (equacao 3.14) é dada por:

Oy, = —0ys — Sys — oy, (3.24a)
Sy, = Oy, + ardy, (3.24h)
Oys = 30y, + 0ys(s1 — cr). (3.24c¢)

Quando ¢ — oo, a primeira variavel tende a zero (dy; — 0), pois o termo dominante na
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Figura 12: Distancia média do invariante de sincronizacao | X | para dois osciladores de
Réssler com acoplamento do tipo mestre-escravo (em azul) e bidirecional (em vermelho).
No primeiro, a distancia anula-se quando o expoente transversal é negativo (de ¢ & 0,072
em diante) e o sistema sincroniza. Para o segundo, hd uma coexisténcia de dois atratores,
um na variedade de sincronizacao e outro fora, para c¢ entre os valores aproximados de
0,072 e 0, 085.

sua equacao de derivada temporal é —cdy,. Entao, pode-se dizer que dy; = 0 e, a partir

disso, definir o expoente transversal com as duas equacgoes restantes apenas:

Sy; = ardy, (3.25a)
Sys = Oys(s1 — cr). (3.25h)

A principal conclusao é que o expoente transversal nao depende do acoplamento para
valores de ¢ muito grandes. O valor assintotico do expoente sera representado por A (¢ —

00).

Existem trés possibilidades para a existéncia ou nao de sincronizacao. A primeira delas
acontece quando \| (¢ — oo) < 0. Obviamente, o sistema com este limite sincroniza. Para
valores de ¢ muito pequenos, A; ~ A; > 0, contudo, bastara aumentar ¢ suficientemente
para obter sincronizacao. A segunda e a terceira possibilidades dividem algo em comum:

AL(c — 00) > 0. Os dois limites interessantes de ¢ (¢ = 0 e ¢ — 00) sdo positivos. Na
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Figura 13: Expoente transversal para dois osciladores de Rossler com acoplamento mestre-
escravo em uma equacao apenas. As linhas verde, vermelha e azul representam o aco-
plamento na primeira, segunda e terceira variavel, respectivamente. Para acoplamento
na primeira e na terceira variavel a sincronizacao comeca com ¢ ~ 0,15 e ¢ = 5,7 e
termina em ¢ &~ 4,3 e ¢ = 6,5 respectivamente. Para acoplamento na segunda variavel a
sincronizacao comeca com c = 0, 15.

segunda, para algum valor intermediirio de ¢ hé sincronizacao. Neste caso, o valor de ¢
pode ser variado em busca desta situa¢ao. Na terceira, A (¢) > 0 para todo o ¢ e nao ha

sincronizacao.

Casualmente, o sistema escolhido apresenta apenas as situagoes com sincronizacao,
conforme a figura 13 indica. Para acoplamento na primeira e na terceira variavel ocorre
a segunda situacdo. A sincronizagao comeca com ¢ = 0,15 e termina com ¢ ~ 4,3
para acoplamento na primeira variavel e comeca com ¢ ~ 5,7 e termina com ¢ ~ 6,5
para acoplamento na terceira. Para acoplamento na segunda variavel, ocorre a primeira

situagao e a sincronizagao comeca com c ~ 0, 15.

Outros casos. Para casos que nao os anteriores, ainda se pode obter sincronizacao.

Um exemplo com acoplamento do tipo mestre-escravo para dois osciladores de Rossler é
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Figura 14: Expoente transversal para dois osciladores de Rossler com acoplamento mestre-
escravo com a matriz 3.26. A figura mostra trés regioes de c entre 0,0 e 1,5 nas quais héa
sincronizacao.

apresentado:

001
E@ =10 1 of. (3.26)
100

Esta matriz acopla a primeira variavel do mestre na terceira equacao do escravo, a se-
gunda variavel do mestre na segunda equagao do escravo e a terceira variavel do mestre
na primeira equacao do escravo. Apesar de estranho, este acoplamento pode gerar sincro-

nizacao, como mostra a figura 14.

3.4 Acoplamento interno

O acoplamento externo nem sempre é possivel para dois osciladores na natureza.
Entretanto, algumas vezes um acoplamento interno pode ser feito ou é mais adequado.

A evolucao das pequenas diferencas transversais pode ser estudada de maneira similar ao
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Figura 15: Expoente de Liapunov transversal como funcao do parametro de acoplamento
calculado numericamente para dois sistemas de Rossler com acoplamento interno tal que
EW 4+ E® =1,,. A sincronizacdo é atingida para duas regives de c.

acoplamento externo. De primeiro, o sistema é escrito como:
XM = f(xW 4+ EW(x® —x1)y) (3.27a)

Quando os subsistemas estiverem sincronizados, a evolucao dos dois é idéntica e é

também a mesma do caso de acoplamento externo:
s = f(s). (3.28)
Definido o movimento na variedade de sincronizacao, o sistema é linearizado:

(SX(I) - (5X(1) + CE(l) ((SX(2) _ (5X(1)>) (3293)

<2 = (6x@ + cE@ (6xV — 6x@)) | (3.29b)

para que as diferencas transversais infinitesimais Jy = 0x" —0x? possam ter sua evolucio
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determinada:

5y =J (1 —c[EW +E@]) dy. (3.30)

A equacao 3.14 equacao equivalente do caso de acoplamento externo apresenta dife-
rencas com relacao a equacgao acima. Enquanto aquela apresenta o termo de acoplamento
como uma soma ao termo jacobiano, esta apresenta como uma multiplicacao. Todavia,
nenhuma dificuldade adicional h& para a definicao do expoente de Liapunov transversal

baseada na diferenca dy.

Dada a similaridade entre os casos de acoplamento externo e interno, apenas um

exemplo sera apresentado nesta secao, com E() 4+ E®) =1, Desta maneira:

Sy = J(s(t))(1 — ¢)dy. (3.31)

Infelizmente, nao ha substituicao alguma que possa simplificar esta equacao, ao contrério
do caso anterior de acoplamento externo. Contudo, pode ser conjecturado o que acontece
quando ¢ = 1. Claramente, o lado direito da ultima equacao anula-se e, com isto, a
diferenca nao cresce, nem diminui: permanece constante. Este é um indicio de que o
expoente transversal neste caso é nulo. Na figura 15, o expoente é calculado para 0,0 <

c < 1,0, mostrando sincronizagao para alguns valores de c.

3.5 Sincronizacao em antifase

Com dois subsistemas pode-se definir uma sincronizacao em antifase, que seria dada

2) 51) = _ngz) para alguns valores de 7. Um

pela relacio x(V = —x® ou pela relacio z
exemplo deste caso foi o reportado por C. Huygens em 1673': ele observou que dois
relogios de péndulo idénticos, afixados em uma mesma barra (flexivel), em um curto
espaco de tempo oscilavam de forma sincronizada, em antifase. Este conceito de antifase
pode, com o devido cuidado, ser visto como uma expansao do caso de sincronizacao

idéntica. Isso ocorre quando os osciladores possuem alguma simetria do tipo:
f(KxW) = Kf(xM). (3.32)

A matriz K pode ser a identidade com o sinal trocado (—L,,), porém ela também pode ser

uma matriz com os elementos da diagonal iguais ou a um ou a menos um.

Se existe a simetria, para cada sistema idéntico composto por dois osciladores acopla-

"HUYGENS, C. Horologium oscilatorium. Paris: [s.n.], 1673.
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Figura 16: Variaveis de dois sistemas de Lorenz sincronizando. As duas primeiras (z; e
T9) sincronizam em antifase, enquanto que a terceira, em fase. Para estudar este sistema,
praticamente nada é adicionado ao método desenvolvido para a sincronizacao idéntica.

dos:

X0 = f(x'D) (3.33a)
@ = f(x®@) + e(x'® — x@), (3.33b)

existe um sistema anélogo da forma:

<« = f(X(l)) (3.34a)
@ = f(x®) 4 o(Kx® — x@), (3.34b)

obtido a partir da transformacio x'") = Kx(). O primeiro sistema tem um invariante de
sincronizacao dado por X'V = x(?) enquanto que o segundo, Kx") = x(? justamente uma
sincronizacao que iguala as variaveis de um oscilador com as variaveis com o sinal invertido
de outro. Se um sistema sincronizar, o outro também sincronizard. Decorre disso que a
andlise de sincronizacao pode ser feita para o sistema mais conveniente. Explicitamente, os
dois sistemas sincronizam quando o parametro de acoplamento é maior do que o expoente

de Liapunov do subsistema isolado, como ja foi visto nas secoes anteriores.
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Para exemplificar, dois osciladores de Lorenz sao escolhidos e a matriz K correspon-

dente é:
-1 0 0
E®=1]0 -1 0. (3.35)
0 0 1

O expoente de Liapunov de um oscilador de Lorenz é aproximadamente igual a 0,9 e
a sincronizacao deve ocorrer para ¢ maior que este valor. Na figura 16, a evolugao e a

sincronizacao das variaveis dos subsistemas com ¢ = 1, 1 sao mostradas. As duas primeiras

o . C 1
variaveis dos osciladores tornam-se espelhadas, ou seja, sao simétricas e, portanto, xg ) =

2 1 2 . . : : . .. 2
—xg ) e mé ) = —xé ). A terceira variavel sincroniza da maneira usual, isto é, xé ) = mé ),
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4 Redes de osciladores caoticos
1dénticos

Neste capitulo, serao estudadas as redes compostas por osciladores idénticos, isto é,
todos os subsistemas da rede terao a mesma dindmica; o que mudara de sitio para sitio
serao as condicoes iniciais. As possibilidades de sincronizacao para este tipo de sistema
sao mais amplas do que as tratadas no capitulo anterior. Com dois subsistemas, ou ha-
via sincronizacao idéntica ou nao. Com mais osciladores, pode ser que todos estejam
sincronizados identicamente. Igualmente possivel é que nao se possa encontrar um par
de osciladores na rede que apresentem a mesma evolucao temporal, que é o caso de des-
sincronizacao. A novidade é uma possibilidade intermediaria: nem todos os osciladores
se comportam igualmente, nem cada um a sua maneira. Nas proximas secoes estas pos-
sibilidades de sincronizacao serao estudadas e detalhadas. O método serd baseado nas

ferramentas desenvolvidas no capitulo anterior.

4.1 A rede

Em analogia ao par de osciladores do capitulo anterior, a rede de N subsistemas sera
definida da seguinte maneira (para acoplamento externo; para acoplamento interno, a
defini¢ao é anéloga):

@ = £(xV) + g(X), (4.1)

para i = 1,2,..., N. Quando for usado um i que esteja fora destes valores estabelecidos
(como i = N + 3), deve-se entender que o niamero é na verdade ¢ mod N (no exemplo,
i = 3). A dimensao do sistema n é igual ao produto Nm entre o nimero de subsistemas

N e a dimensao de cada um m.

Novamente, para os casos estudados, o acoplamento sera linear. A grande diferenca é
que as possibilidades ditas espaciais aumentaram bastante. Como uma rede é estudada,

a ligacao entre os seus sitios é que define o que se chama de estrutura espacial. Com
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dois osciladores, a tnica diferenca que podia ser feita era entre acoplamento do tipo
mestre-escravo e bidirecional. Com um N maior, os sitios podem estar dispostos em
varias configuragoes. Todas estas possibilidades estao expressas no sistema (acoplamento

externo):

%0 = £(x@) + CZ GijEx(j), (4.2)
J

no qual 7,7 =1,2,3,...,N; ¢ é o parametro de acoplamento; E é uma matriz quadrada
de ordem m e G é uma matriz quadrada de ordem N. Este nao é o acoplamento mais
geral, mas mantém todas as caracteristicas desejaveis que se manifestarao adiante. O
parametro de acoplamento e a matriz E cumprem funcoes andlogas as do caso de um par
de osciladores. Aquele da a for¢ca do acoplamento e esta serve para decidir quais variaveis
se acoplam com quais equacoes. Ja a matriz G é aquela que define e evidencia a estrutura

espacial do acoplamento; ela determina quais osciladores se acoplam.

Outra forma de escrever a equacao 4.2 também é possivel com a definicao do vetor

X = col(xV),x® ... x(M) e da funcio F(X) = col(f(xW), f(x?), ... f(x™M)). E facil
perceber que:

X = F(X) + ¢(G® E)X, (4.3)

em que ® representa o produto direto de duas matrizes. As equacoes equivalentes para

acoplamento interno sao:

X0 = £(x + > GEx) (4.4)
J
e

X = F(X + ¢(G® E)X). (4.5)
Uma maneira muito comum com a qual o sistema é acoplado é com G;; = — Zj# Gij-

Assim;
X0 = f(x@) + ¢ GHEED —x) (4.6)

J

e o acoplamento fica mais parecido com os usados entre dois osciladores. Se os elementos
diagonais de G sao negativos, o acoplamento é chamado de dissipativo. Além disso, dois

tipos de acoplamento sao tradicionais: o global e o em anel. No caso do primeiro, todos
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os sistemas sao acoplados entre si e a matriz G é dada por:

(V- 1) 1 1 1]
1 (N —1) 1 1
G= 1 1 —(N =1) 1 (4.7)
1 1 1 e =(N 1)

No caso do acoplamento em anel, o acoplamento se da entre os vizinhos, ou seja:
% = £(xD) + cE(x) 4 x(=1 — ox ), (4.8)

A matriz que representa este acoplamento é a seguinte:

2 1 0 - 0 0 1
1 -2 1 - 0 0

c_ |0 1 =2 0 (4.9)
0 0 1 -2 1
10 0 1 -2

4.2 Sincronizacao completa

Uma rede com diversos osciladores idénticos pode mostrar uma configuracao carac-
terizada pela sincronizacao idéntica entre todos os osciladores. Para representar este
caso, definir-se a sincronizacio completa, dada pelas igualdades x® = xU) para todo i
e j (8,9). Um fato curioso da sincronizagao completa é que todos os subsistemas agem
como sendo apenas um, ou seja, o conhecimento das varidveis de um subsistema deter-
mina as variaveis de todos os outros. Matematicamente falando, x¥) = s para todo i.
Se o acoplamento desaparece quando ha sincronizacao completa, as equacoes da rede 4.1

tornam-se simplesmente:

§0 = f(s). (4.10)

A condicao para a existéncia de sincronizacao completa serd a existéncia de algum
atrator do sistema na variedade definida pelas equacdes x¥ = x) para todo i e j, ou seja,
a variedade de sincronizacao completa. Para isso, é requerido que esta variedade seja um
invariante do sistema. Para o acoplamento definido na equacao 4.2, isso ocorre quando

Ej Gi; = 0, ou seja, a soma dos elementos de uma linha da matriz G é sempre nula.
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Figura 17: Expoentes de Liapunov transversais para seis osciladores de Rossler acoplados
em anel. O expoente para o maior (; determina a sincronizacao.

Nesse caso, obviamente, se x((¢y) = xU)(ty) para todo i e j, os subsistemas apresentaro
sincronizacao completa para todo ¢ pois, como eles sao idénticos e o acoplamento se anula
para todo t, eles irao apresentar a mesma evolucao a partir da mesma condicao inicial. O
expoente de Liapunov A\ do estado sincronizado sera constante e igual ao de um oscilador

desacoplado.

Contudo, para que exista um atrator na variedade de sincronizacao, 6rbitas muito
proximas do atrator (mas fora da variedade) devem aproximar-se do mesmo quando ¢t —
oo. Isto é equivalente a dizer que todos os osciladores devem sincronizar identicamente
pois todas as pequenas diferencas entre eles se anulam assintoticamente. O trabalho a ser
realizado é expandir as técnicas usadas com um par de osciladores para uma rede com
N subsistemas. O primeiro passo é linearizar o sistema em torno do estado sincronizado:

x) = s+ §x. E simples buscar as equacoes as quais estio sujeitas as diferencas 0x(® a
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Figura 18: Expoentes de Liapunov transversais para seis osciladores de Rossler acoplados
em anel apenas na primeira equacao. Ha uma janela de sincronizacao, com inicio e fim. O
expoente para o maior |G;| (fim) e o para o menor |G| (inicio) determinam a sincronizagao.

partir da equacao 4.6:

5'}((@') — J5x® 1 CZGUE((SXU) _ 5X(i)> (4.11)
J
ou

0X = (Iy ®J + ¢(G® E)) 6X. (4.12)

Depois, definem-se as pequenas diferencas transversais. Para dois osciladores, havia

apenas uma diferenga vetorial de dimensao m. Para N osciladores, existirdo N(N —1)/2:
oy = ox@ — 5x1) = §(x) — x9)), (4.13)

A sincronizacdo completa ocorre se 6y — 0 para todo i e j diferentes quando t — co.
Todavia, estudar tantas diferencas assim ¢ um desperdicio: algumas diferencas podem ser

escritas como combinacdes lineares das outras. Por exemplo, §y(“) = §y@F) 4 §y k) para
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qualquer k. Na verdade, com N — 1 diferencas todas as outras podem ser escritas. Por

y(N—l,N)

exemplo, basta escolher dy(1h?), §y23) . § e qualquer outra pode ser obtida

por meio da relagao anterior.

Com a liberdade que foi permitida, pode-se escolher o conjunto de N — 1 pequenas
diferencas transversais mais conveniente. Os elementos deste conjunto sao escritos da

seguinte maneira (i = 1,2,..., N — 1):
Sy = ZLij5X(j)v (4.14)
J
com Zj L;; = 0. A evolucao das quantidades vetoriais sy® é dada por:
5y = 35y 13 Ly > GEsx. (4.15)
j k

A melhor escolha é a que desacopla as equacoes acima. Isso ocorre quando cada L; é
um autovetor a esquerda de G. Um autovetor a direita ja é conhecido: como as linhas
de G tém soma nula, qualquer vetor com todas as componentes iguais ¢ um autovetor de
autovalor zero. Todos os L; sao perpendiculares a este vetor a direita. Isso implica que a
matriz G possui NV — 1 autovetores a esquerda (L;) linearmente independentes que podem

representar qualquer das diferencas. A equacao desacopla-se:
5y(i) = Joy"W + ¢G;Esy D, (4.16)

na qual G; para¢=1,2,3,..., N — 1 sao todos os autovalores da matriz G, exceto o nulo
proveniente do fato de que as linhas possuem soma nula. Esta equacao é essencialmente
a mesma que se achou para dois sistemas acoplados, apenas com cG; no lugar de —c,
o que gera N — 1 equacoes. Deve-se mostrar que cada uma dessas diferencas tende

assintoticamente a zero quando t tende a infinito.

Por uma questao de conveniéncia, sao definidos da maneira usual N — 1 expoentes de
Liapunov transversais A ;, um para cada dy®:

1, oyt
)\M:lim—lnl y o)l

MUl 417
2 ™ oy (o) 1)

A relagdo mais interessante (que vem direto da equacio 4.16) entre os expoentes transver-
sais é que A1 ;(cG;) = A1 ;(cG;) para qualquer i ou j. Entao, dado um acoplamento, basta
calcular um destes expoentes como funcao de ¢ e os outros sao obtidos com mudancas na

escala de ¢. Quando todos forem negativos, a sincronizacao completa é possivel.
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O primeiro caso a ser estudado caracteriza-se por E = 1,,. A equacao 4.16 sera:
5y = 16y 4 ¢Gisy®. (4.18)

Deve-se notar que, se um dos A ; for positivo, a sincronizagao torna-se impossivel. Desta
maneira, o sistema sincronizara quando A + c¢G; < 0 para todo ¢, conforme foi visto
no capitulo anterior (equacao 3.22). Para um acoplamento global, G; = —N para
i =1,2,...,(N — 1) e todos os expoentes transversais sdo negativos ou positivos si-
multaneamente. Assim, haverd sincronizagdo para ¢ > A/N. Para um acoplamento em
anel, os autovalores sao mais variados. Além do nulo, existem os dados pela formula
seguinte (8):

G; = —4(sen(in /N))*,  i=1,2,... (N —1), (4.19)

Seqiiéncias destes autovalores sao —3 e —3 para N = 3; —2,—4 e —2 para N = 4;
—1,-3,—4,—-3 e —1 para N = 6; etc. Se as diferentes equagoes A\ + c¢G; < 0 (ou ¢ >
A/ |G;|) sao consideradas, percebe-se que o autovalor GG; determinante é o Gy, ou seja, o

maior (menor em modulo). O sistema sincronizara se:

4\

c>—.
(sen(r/N))

(4.20)

O limiar de sincronizacao em c se tornara cada vez mais alto conforme N aumenta. Os

expoentes transversais calculados para n = 6 sao mostrados na figura 17.

Se a matriz E nao é a identidade, ja foi visto no capitulo anterior que as pequenas
diferencas com evolucao dada pela equacao 4.16 podem apresentar trés possibilidades. Na
primeira, o expoente transversal A ; nao se torna negativo para valor algum de c. Neste
caso, nao ha sincronizacao. Na segunda, o expoente fica negativo a partir de um valor
especifico. Isto é muito parecido com a situacao anterior, quando E = |,,: ha um valor de
cG; para o qual o expoente transversal i anula-se. O menor autovalor em maédulo (G)
serd o determinante, pois exigirdA um ¢ maior do que o exigido pelos outros autovalores

para tornar negativo o expoente transversal associado.

A terceira possibilidade é a mais complexa: o expoente de Liapunov transversal \;
é negativo para uma faixa de valores de c. Neste caso, cada A ; terd um intervalo no
qual sera negativo, explicitamente, quando ¢; < ¢|G;| < ¢a. A sincronizacdo existirad na
intersecao de todos esses intervalos. Para ¢ aumentando, o valor de inicio da intersecao é
o mesmo do inicio do ultimo intervalo a comecar e o valor final da intersecao é o mesmo
do final do primeiro intervalo a terminar. Pela relagdo ¢; < ¢|G;| < cq, observa-se que os

intervalos comegam em valores maiores de ¢ quando G; for menor em modulo e acabam
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em valores menores de ¢ quando G; for maior em modulo. Logo, apenas interessam os
expoentes transversais correspondentes quando G; é maximo em valor absoluto (o fim da

sincronizacao) e quando G; é minimo em valor absoluto (o inicio da sincronizagao).

Quando o acoplamento é global, todos os G; sao iguais e a intersecao de todos os
intervalos é exatamente igual a cada intervalo. J& quando o acoplamento é em anel, a

situacao é um pouco mais complicada e esta representada na figura 18 para N = 6 e para:

1 00
E=10 0 0]. (4.21)
000

Para haver sincronizagao, devera valer a relagao 0,15 < |G;| < 0,43 para todo i (os
valores numéricos sao extraidos da figura 18). O maior autovalor ¢ —1 e o menor, —4
e entdo a sincronizacao existe quando 0,15/1 < ¢ < 4,3/4. Se N pode variar, quanto
maior o NV, menor a faixa de valores na qual ha sincronizacao. A partir de um nimero de
osciladores limite, nao ha mais sincronizacao, pois nao hé intersecao entre os intervalos
de ¢ definidos por algum expoente transversal negativo. Para o caso estudado (e N par),
isso ocorre quando 0,15/|G;| < 4,3/4 ou sen(7w/N) > 0,19. O valor limite de N entdo é
aproximadamente 16. Para N = 18, h4 ao menos um expoente transversal positivo para

qualquer valor de ¢ com certeza.

4.3 Sincronizacao parcial

A sincronizacao completa é muito restritiva, pois exige que todos os osciladores apre-
sentem a mesma evolucao. O passo seguinte mais logico é estudar quando alguns oscila-
dores sincronizam identicamente, mas outros nao. Esta é a sincronizacao parcial, definida
como a sincronizagdo na qual para apenas alguns i e j com ¢ # j vale (a0 menos assin-
toticamente) a relacio x¥ = x) (10, 11, 13). Ao contrario da sincronizacdo idéntica,
existem varios tipos de sincronizacao parcial para cada rede, dependendo de quais valores
de i e j fazem x(® = xU). Conseguintemente, torna-se necessaria uma maneira mais ré-
pida de escrever quais variaveis sao iguais, ou seja, quais osciladores estao sincronizados.
A maneira usual é com padroes: letras idénticas sao atribuidas para subsistemas que sin-
cronizam identicamente. Para um sistema com apenas um oscilador (N = 1), ha apenas
um padrao, chamado de padrao A. Poderia ser usada equivalentemente qualquer letra,
mas, por convencao, a ordem alfabética é usada na escolha. Com N = 2, existem dois

padroes: AA e AB. O primeiro nada mais é que a sincronizacao completa da rede, quando
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o primeiro subsistema esté sincronizado identicamente com o segundo. O segundo padrao
é o estado dessincronizado. Este ainda poderia ser escrito como BA, mas a convencao é

tal que as letras devem aparecer da esquerda para a direita em ordem alfabética.

Com N = 3, os padroes sao AAA, AAB, ABA, ABB e ABC. Estes cinco padroes
cobrem todas as possibilidades: sincronizacao completa, sincronizacao parcial entre os
dois primeiros osciladores, entre o primeiro e o terceiro, entre os dois 1ltimos e dessincro-
nizacao. Entao, sincronizacao parcial s6 é possivel para N > 2. Para N = 4, o nimero de
padroes ja é bem maior: AAAA, AAAB, AABA, AABB, AABC, ABAA, ABAB, ABAC,
ABBA, ABBB, ABBC, ABCA, ABCB, ABCC e ABCD. A forma de construir os pa-
droes é simples. Se sao conhecidos todos os padroes para uma rede com N subsistemas,
pode-se descobrir os padroes para uma rede com N + 1. As primeiras N letras de um
padrao de N + 1 letras devem compor um dos padroes de N letras, ja que sao conhe-
cidos todos. Dado este padrao, a letra N + 1 poderd ser igual a uma letra existente
neste padrao ou uma nova letra. Por exemplo, o padrao ABA gera os padroes ABAA,
ABAB e ABAC. Outra maneira de representar estes padroes é usando a variavel X. O
padrao AAAA ja foi representado como X = col(s, s, s, s); o padrao ABAB é representado
como X = col(s™M,s? sV s?)); o padrio ABAC, como X = col(sM), s s(1) sB)); ete.
Aproveita-se para definir o niimero inteiro N, igual ao niimero de diferentes letras no

padrao.

A primeira condicao para a existéncia de sincronizacao parcial é a existéncia de uma
variedade linear que seja um invariante do sistema. Para haver o padrao ABAC, por
exemplo, a variedade definida por x(V) = x®) deve ser invariante. Esta variedade sera
chamada de wvariedade de sincronizacao parcial. Um sistema com uma porcao destes
invariantes podera apresentar a porcao correspondente de padroes. A verificacdo desta
condi¢do ¢ relativamente simples: no minimo uma variavel do estado sincronizado (s)
sera repetida e havera duas equacoes para sua evolucao temporal. O que se pede é que o

sistema nao mostre equacoes diferentes para o mesmo s,

A segunda condicdo é novamente relacionada com as pequenas diferencas 6y® e o
expoente transversal. O estado sincronizado deve de alguma forma atrair pontos na sua
vizinhanca. A maneira de definir estas diferencas segue os moldes estabelecidos para a
sincronizacao completa. E interessante saber quantas diferencas existirdo, ou seja, quantas
diferencas sao necessarias para gerar todas as diferencas que devem ir a zero. A regra
geral é que um padrao com Ny, letras terA N — N, diferencas. Nao havera utilidade em

definir diversos expoentes transversais, um para cada diferenca, em contraste com o caso
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de sincronizacao completa. Apenas um expoente transversal seré definido:

BRI > IO
A = thm n In )
—00 — . 2
VNN 5y (0)

Este expoente transversal deve ser negativo para a existéncia de sincronizacao parcial

(4.22)

assintotica. Entretanto, mesmo se o expoente é negativo, a sincronizacao que se esti
procurando pode nao existir. Para que ela exista, também é necessario que as variaveis
representadas por letras diferentes sejam diferentes. Se isso nao acontece, diz-se que o
padrao degenerou-se em outro padrao (10). Por exemplo, se o padrao ABAB tem expo-
ente transversal negativo, o padrao ABAC também podera ter, ou seja, o padrao ABAC
podera ter degenerado-se no padrao ABAB. A analise posterior dos dados deve excluir
estes padroes degenerados identificando quando as letras diferentes representam variaveis
verdadeiramente diferentes. Uma maneira de garantir isto é calculando o expoente de
Liapunov do estado sincronizado. Se o expoente é diferente para os dois padroes, os dois

realmente ocorrem, em regioes distintas do espaco de fase.

Depois da introducao das propriedades comuns as diversas sincronizacoes parciais
possiveis, o estudo de um exemplo de um acoplamento em anel com N = 4 é apresentado.

Explicitamente, as equacoes dinamicas de tal sistema sao:
x@ = £(xV) 4 ¢(x+D 4 x(0-D _ 2x(0)), (4.23)

Para este acoplamento, os padroes AAAB, AABA, ABAA e ABBB sao essencialmente os
mesmos: caracterizam-se por um dos sistemas evoluir de maneira diferente com relagao
aos outros. O sistema disposto em uma estrutura de anel nao sente diferenca entre estes
padroes. Se um deles aparece para algumas condi¢oes iniciais, pode-se mudar as condic¢oes
iniciais de modo que os outros também aparecam. Por isto, o padrao AAAB representa
todos os outros, sem a necessidade de estuda-los separadamente, e o mesmo vale para

alguns outros grupos de padroes. A conclusao é que considerar os padroes AAAA, AAAB,
AABB, AABC, ABAB, ABAC e ABCD é estudar todos os outros também.

Os padroes de sincronizacao parcial sao os de interesse aqui. Comecando pelo ABAB,

o movimento na variedade de sincronizacao sera:

50 = £(sW) +20(s® —sM) (4.24a)
52 f(s(2)) —I—QC(S(l) _ S(Q))' (4.24D)

Conforme a equacao acima, o movimento na variedade de sincronizacao depende de ¢,
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ao contrario das outras possibilidades de sincronizacao ja estudadas. Esta caracteristica
provoca conseqiiéncias que diferenciam o estudo de sincronizagao parcial. Uma delas, por
exemplo, é que o estado sincronizado terd um expoente de Liapunov A\ dependente de
c. Para referir-se ao expoente de Liapunov de um oscilador isolado, usa-se o simbolo Ay,

equivalente a A(c = 0).

O sistema linearizado em torno da variedade de sincronizagao é:

5x = J(sM)ex® 4 c(6xW + 6x@ — 26x1) (4.25a)
ox® = J(5@)ax®@ 1 e(0xV + ox® — 25x?) (4.25b)
<P = J(sM)6x® + c(6x@ + 5x@ — 26x®) (4.25¢)
sx® = J(s@)5x@ + ¢(6x® + 5xM — 26x™) (4.25d)

As diferencas transversais sao duas, dadas por 5y<1) = 5§<(1) — (5§<(3) e 5y<2) = 5§<(2) —ox

e obedecem as seguintes equagoes:

557(1) = JEM)sy® — 2c5yW (4.26a)

5'y(2) = J(s@)oy@ — 2c5y™. (4.26Db)

O proximo padrao a ser considerado é o ABAC. Na variedade de sincronizacao, a

dindmica é:

sO = £(sM) + ¢(s® 4 5@ — 25M) (4.27a)
5@ _— f(S(z)) + 20(5(1) _ 5(2)) (4.27h)
5@ = f£(5®) + 2¢(sV — @), (4.27¢)

A linearizacao em torno do estado sincronizado gera:

5x = J(sM)ox® + c(6x® + 5x@ — 26xV) (4.28a)
D = J(5@)x@ + c(6xW + 6x@ — 26x?) (4.28b)
0x? = JsM)ex® 1 c(6x® + 5xW — 26x®) (4.28c¢)
5x® = J(s®)5x® + ¢(6x® + xV — 25x®) (4.28d)

A tnica mudanca em relacao ao padrao anterior foram os pontos onde sao calculadas as
matrizes jacobianas. Haverd apenas uma diferenca transversal, dada por 5y<1) = (me —
55((3), de equacao:

Sy - J(sM)sy ™ — 2c5y M, (4.29)
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Figura 19: Expoentes de Liapunov (A — em preto) e transversais (A, — em vermelho) para

os diversos padroes para quatro osciladores de Rossler acoplados em anel.

Outro padrao é o AABB, que, resumidamente, tem movimento na variedade de sin-

cronizacao regido por:

f(s(l)) + C(3(2) — S(l))
f(s(2)> + C(S(l) — s(2))

e diferencas infinitesimais transversais regidas por:

J(S(l))5y(1) — oy
J(sP)oy® — coy®@.

(4.30a)
(4.30b)

(4.31a)
(4.31D)

Este padrao tem os mesmos expoentes transversais para ¢ = 2¢’ que o padrao ABAB para

¢ = ¢, dada a forma das equacdes acima.

Sobram os padroes AAAB e AABC. Ambos nao sao possiveis para o acoplamento em
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Figura 20: Distancia média entre as variaveis e as variedades de sincroniza¢ao dos padroes
para quatro osciladores de Rossler acoplados em anel. Quando sao nulas, hé sincronizacao,
talvez degenerada.

anel, pois nao existe no sistema um invariante adequado. Uma maneira de mostrar isto

para o padrio AAAB, por exemplo, & supor que x* ja é igual a s®® e que as variaveis

x(M, x? e x(® 30 as mesmas por um momento. Entdo as equacoes para xV, x(?) e x(3)

seriam (neste momento):

X(l) — f(x(l)) + C(S(z) _ X(l)) (4323)
x@ = f(x®) (4.32b)
B = F(x®) 4 (3@ — x?) (4.32¢)

A menos que ¢ seja nulo (situacio desinteressante), x(?) est4 com derivada diferente de x(V)

e x® . E possivel ver que esta igualdade entre as varidveis ¢ momentanea, pois elas estio
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Figura 21: Expoentes de Liapunov e transversais para os diversos padroes para seis osci-
ladores de Rossler acoplados em anel.

neste instante regendo-se por equacoes diferentes e deverao variar de maneira desigual.
Entao, a variedade de sincronizacao nao é um invariante: uma vez que o movimento
chegue nela, ele ird para a regiao fora dela. Pelos mesmos argumentos, o padrao AABC

é excluido também.

Para encerrar a anilise teodrica, ressalta-se uma particularidade importante da sin-
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cronizacdo parcial: a possibilidade de sincronizacio das variaveis s, Esta sincronizacio
pode significar duas coisas: uma degenerescéncia ou a impossibilidade da sincronizacao
parcial. No caso do padrio ABAB, s(!) pode sincronizar com s®. Quando as equa-
¢oes 4.24 sao observadas, identifica-se um acoplamento bidirecional, idéntico ao realizado
na figura 12, exceto por um fator de 4 na escala de ¢. Com base na figura, sV e s® néo
sincronizam ¢ < 0,018 e podem sincronizar para ¢ > 0,018, ao menos para um conjunto
consideravel de condicoes iniciais, dada a coexisténcia de dois atratores: um sincronizado
e outro nao. Se a sincronizacao completa da rede é possivel, a sincronizacao das variaveis
s e s significa apenas que ABAB se degenera em AAAA. Entretanto, da analise de
sincroniza¢ao completa, o padrao AAAA nao pode ocorrer quando ¢ < A/2 = 0,036.
Isto elimina a possibilidade de uma degenerescéncia de ABAB em AAAA e, conseqiien-
temente, a sincronizacao idéntica das variaveis s). Concluindo, a sincronizacio parcial
s6 pode ocorrer enquanto existir o outro atrator da dinamica das equacoes 4.24, ou seja,
enquanto a dinamica de sV e s(® permitir que estas variaveis nio sincronizem. Contudo,
esta possibilidade desaparece com ¢ maior do que um limiar e, quando isso acontecer, a
sincronizacio parcial com o padrido ABAB deixara de existir, pois as variaveis s sempre
sincronizarao. Esse limiar, junto com o de sincronizacao completa da rede, determina
uma regiao de ¢ para a qual o padrao ABAB nao pode ocorrer sem degenerar-se, isto é,
o padrao ABAB s6 voltara a aparecer de maneira degenerada no padrao AAAA, quando

finalmente houver a sincronizacao completa da rede.

2

Esta analise s6 é vantajosa quando é considerada a sincronizacao completa das va-
riaveis s, pois é facil de determinar em que regiio nio pode ocorrer a sincronizacio
completa das variaveis x(9. Infelizmente, para os padroes AABB e ABAC, as variaveis
s sincronizam identicamente para os mesmos parametros de acoplamento que as varia-

veis x(. No entanto, para redes maiores, essa analise pode se tornar mais proveitosa.

A obtencao dos expoentes transversais esta ilustrada na figura 19. A distancia média
entre o estado da rede e os invariantes de sincronizacao calculada por meio de integracao
numérica do sistema esta representada na figura 20. O sistema sincroniza completamente
(a0 menos para um conjunto de condi¢des iniciais consideravel) para ¢ > A;/2 e, nesta
regiao, a sincronizagao parcial é mais dificil de ser achada (os padroes geralmente sao
degenerados). O tnico padrao encontrado é o AABB. Por isso, nas figuras, esta enfatizada
a regido complementar ¢ < \;/2. Varias janelas de sincronizagao sdo observadas, nas quais
h& o predominio de movimento sincronizado periodico. Para valores de ¢ baixos, ha apenas

intervalos de ¢ muito pequenos nos quais ocorrem os padroes ABAB e ABAC.
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A primeira grande janela de sincronizacao é a do padrao ABAB, com estado sincro-
nizado periddico e que vai de ¢ ~ 0,007 até ¢ ~ 0,009, mostrada pelos expoentes de
Liapunov transversais. O padrao AABB pode ocorrer entre ¢ ~ 0,014 e ¢ =~ 0,016, se
bem que para ¢ > 0,015, o padrao ABAB também pode. A distancia média indica que
o sistema tem uma preferéncia pelo segundo, que comeca a ocorrer nessa regiao e vai
até ¢ = 0,026, quando cede seu lugar ao primeiro, que permanecerd como um padrao
possivel até a sincronizacao completa. Na regiao de ocorréncia do padrao ABAB na qual
vale ¢ > 0,018, o expoente transversal é calculado muitas vezes sobre as trajetorias que
sincronizam as variaveis s, com pequenas escapadas ao verdadeiro atrator do anel (que
é periodico e para o qual s(V) # s confirmado como verdadeiro por meio do célculo da
distancia média). As escapadas sdo as oscilagoes no expoente transversal e do estado sin-
cronizado em ¢ ~ 0,019 e ¢ = 0,021. No final, h4 uma pequena oscilacao entre os padroes
AABB e AAAA, nada mais que um reflexo da coexisténcia dos atratores mostrada ja na

figura 12.

A titulo ilustrativo, em um sistema em anel com n = 6, os padroes que podem ocorrer
sao: AAAAAA, AABAAB, ABABAB, AABCCB, ABCABC, ABCBAD e ABCDEF. A
analise é muito parecida e os expoentes estao calculados na figura 21, com vérias regioes
de sincronizacdo. Digna de nota é a relagdo entre o padrao ABABAB e o padrao (para
N = 4) ABAB, que possuem a mesma dinamica sincronizada. Entdo, para o padrao
ABABAB pode ser feita a mesma analise, ou seja, também existe uma regiao na qual nao
ha sincronizacdo por causa da total sincronizacio das variaveis s). Esta regido é maior
do que a apresentada pelo padrao ABAB, o que di mais vantagens a esta analise, pois
exclui um regiao maior para a procura da sincronizacao parcial. Além disso, os padroes

ABCABC e AABAAB também sao sujeitos a esta investigacao.
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5 Redes de diferentes classes de
osctladores cadticos

No capitulo anterior, foram estudadas redes compostas por osciladores idénticos, as
quais sao um pouco restritas. Neste capitulo, as redes estudadas nao possuem todos os
osciladores idénticos, o que é um tipo de sistema mais geral. No entanto, os subsistemas
também nao sao todos diferentes. A rede é construida com grupos de osciladores idénticos
entre si, mas diferentes dos outros pertencentes a outros grupos. As possibilidades de

sincronizacao e suas analises por meio de expoentes transversais serao estudadas.

5.1 A rede

Uma rede com diversos osciladores com acoplamento externo e linear sempre podera

ser escrita como (1 =1,2,...,N):

N

x = £ (x0) 1 CZ GyEIx), (5.1)

j=1

Na equacdo acima, os vetores x(Y) nao possuem necessariamente a mesma dimensio. Se
cada vetor tem a dimensdo m;, entdo E(*9) 6 uma matriz m; x m;. A dimensdo do sistema
n é a soma das dimensoes m; dos subsistemas 7. O parametro de acoplamento c e a
matriz G podem ser descartados pela redefinicdo das matrizes E(+7), mas sdo uteis pelos
significados que ja tinham nas redes com osciladores idénticos. Cada oscilador 7, quando

desacoplado, apresenta a dinamica x = £ (x(),

As redes estudadas neste capitulo apresentam uma restricao: deve existir alguma
relacio f@(.) = fU)(-) com i # j. Dois subsistemas sdo da mesma classe se a relacdo
anterior vale entre suas funcoes £@. ou seja, se apresentam a mesma dinamica quando
desacoplados. Desta maneira, uma classe de osciladores é um modelo de oscilador que

podera ser reproduzido em vérios sitios da rede. Em resumo, a rede possui N osciladores,
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Ny osciladores na classe k, para k = 1,2,..., N¢, com N¢ (N¢ < N) igual ao niimero de
diferentes classes de osciladores na rede. Essa rede é dita composta por diferentes classes

de osciladores.

5.2 Sincronizacao

5.2.1 Consideracoes gerais

O interesse é observar a sincronizacao idéntica entre os osciladores da rede. Devido
ao fato de que os osciladores possuem dinamicas desacopladas diferentes, a sincroniza-
cao completa é impossivel, exceto quando o acoplamento compensa a diferenca entre os
subsistemas. A probabilidade disso acontecer, ja que os sistemas sao nao-lineares e o
acoplamento é linear, ¢ muito baixa e, em geral, a variedade de sincroniza¢ao completa
nao é um invariante. Sobram entao apenas as sincronizacoes parciais para o estudo deste

capitulo.

A ocorréncia de padroes de sincronizacao parcial é mais restrita do que no caso de uma
rede composta por osciladores idénticos. A restricao adicional é causada pela diferenciacao
entre osciladores que nao existia antes. Em uma rede de osciladores idénticos, o que
impede a existéncia de algum tipo de sincronizagao é apenas o acoplamento. Em uma rede
com osciladores diferentes, tanto o acoplamento quanto a disposicao dos osciladores sao
fatores determinantes. Normalmente, nao existirao padroes que atribuam letras idénticas
a subsistemas diferentes. Outra questao é a imposicao de que o estado sincronizado deve
ser oscilatorio. Subsistemas diferentes acoplados tém maior probabilidade de deixarem de

ser oscilantes do que subsistemas idénticos.

Claramente, podem ser diferenciados dois tipos de sincronizacao parcial. Sincroni-
zacao primdria é a sincronizacao idéntica entre todos os possiveis pares de osciladores
identicos da rede. E a sincronizacio parcial que mais se aproxima da sincronizacio idén-
tica, pois ¢ a que apresenta mais pares de osciladores sincronizados. Ja sincronizacao
secunddria é qualquer outra sincronizacao parcial da rede que nao seja a priméaria. A
andlise destas sincronizagoes parciais é exatamente analoga a realizada para redes com
osciladores idénticos, exceto pelas complicacoes adicionais introduzidas por considerar

diferentes classes de osciladores. Isso sera tratado nos exemplos da proxima secao.
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5.2.2 Aplicacoes

A diferenca entre as classes de osciladores pode ser relativamente pequena, ou seja,
apenas uma mudanca que nao chama muito a atencao, para que as classes ja sejam
consideradas diferentes. Diga-se, apenas um parametro com valores diferentes ja traz
interessantes consideragoes. Um caso que se encaixa na descricao acima ¢ o de quatro
osciladores de Rossler acoplados em anel, com diferenca apenas no parametro cg. Para os
subsistemas um e trés, cg = 5, 7; para o segundo e quarto, cg = 10,0. O sistema dinamico

reescrito é:
1 = O (x0) 4 o(xD 4 x0D — 9% (5.2)

com x\) = xU e = . = ). Os expoentes de Liapunov de cada
() GHN) o fFD () = FO) (1) £ FA () = FW(.). Os exp de Liap de cad
oscilador sao estimados em A; = 0,0714 e Ay =~ 0,110. Esta diferenca nos expoentes de
Liapunov aliada a diferenca no parametro cg ja garante que os subsistemas sao realmente

de classes diferentes.

A sincronizacao parcial e a completa estao relacionadas a existéncia de variedades
lineares invariantes (10). O sistema acima ndo possui um invariante dado por x = x©)
para todos 7 e j. Isto significa que este sistema nao pode apresentar o padrao AAAA. Se

fosse suposto que este padrao é possivel, s deveria obedecer a duas equacgoes distintas:

o que é, em geral, impossivel. Em outras palavras, se x((t) = xV)(ty) para todoi e j e
para algum t, percebe-se que para algum t > ty e alguns i e j # i, xV(t) # xY(t) e o

estado de sincronizacao completa é perdido.

Sobram os padroes de sincronizagao parcial. Para uma rede de subsistemas idénticos
acoplados em anel, ja foi mostrado que os padroes AAAB, AABA, AABC, ABAA, ABBB,
ABBC, ABCA e ABCC nao podem ocorrer, pois o acoplamento em anel determina equa-
¢oes diferentes para osciladores representados por letras iguais. Como o acoplamento nao
mudou, é justo dizer que estes padroes nao existirao na rede recém-definida. Os padroes
AABB ¢ ABBA também nao podem ocorrer no sistema, pois associam letras iguais para
osciladores com dindmica diferente e ja foi estabelecido que o acoplamento nao poderé

compensar esta diferenca. Sobram os padroes:

3)

e O padrio de sincronizacio primaria ABAB, com o invariante dado por x) = x®) e

x?) = x®_ Este padrio é o de sincronizacao primaria, pois nele todos os osciladores
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com a mesma dinamica desacoplada sincronizam.
e O padrao de sincronizacio secundaria ABAC, com o invariante dado por xV = x®;

e O padrio de sincronizacao secundaria ABCB, com o invariante dado por x(?) = x®).

Enquanto os padroes ABAC e ABCB eram o mesmo para uma rede de sistemas
idénticos, para uma rede com diferentes classes eles sao padroes distintos. O primeiro diz
que os subsistemas da primeira classe sincronizam. O segundo diz que hé sincronizacao
idéntica entre os osciladores da segunda classe. Constata-se, outrossim, que apenas hé
duas maneiras com as quais um padrao se degenera em outro: ABAC ou ABCB degenerar-
se em ABAB pela sincronizacao entre B e C ou A e C; isto é, os casos de sincronizacoes

secundarias podem reduzir-se a sincronizacao primaria.

Tanto a sincronizagao primaria quanto a rede permanecem as mesmas se os osciladores
1 e 3, 2e 4 ouambos pares sao trocados de posicao. Isso representa que o padrao ABAB
preserva as simetrias do sistema. Os padroes ABCB e ABAC quebram de alguma forma
essa simetria (31). Ambos atribuem evolugoes diferentes para dois osciladores idénticos.
Por meio da condicao inicial, o sistema escolhe qual subsistema serd representado por
B e qual serd por C (no caso do padrao ABAC). Um exemplo de como essa quebra de
simetria pode manifestar-se de maneira espontianea é o seguinte: o expoente transversal
do padrao ABAB é positivo, mas as condic¢oes iniciais estao no invariante deste padrao
e o sistema apresenta simetria com relacao aos osciladores idénticos. Contudo, bastari
uma pequena perturbacao para que o sistema deixe esse invariante e sincronize com o
padrao ABAC. Assim, o estado do sistema deixou de ser simétrico e houve uma quebra

de simetria espontanea.

A analise dos expoentes transversais ird comecar pela sincronizacao priméaria. O

movimento na variedade de sincronizacao é dado pelas equacoes:
s = FD(s)) 4 2¢(s® — s (5.5a)

5@ — £ (s®) 4 20(sMV — §@), (5.5b)

nas quais stV = x(V = x® ¢ s = x® = x@  Estas equacdes mostram que o estado
sincronizado e seu expoente de Liapunov A\ dependem de c. Para a sincronizacao ser
considerada, o sistema deve ser oscilante, isto é, A > 0. Se o movimento na variedade de
sincronizacao deixa de ser oscilante e tudo converge para um ponto fixo, nao existe mais

sincronizacdo e sim supressao das oscilagoes (6).
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Como em todo estudo de sincronizacao idéntica, devem ser definidos pequenos desvios
do estado sincronizado: para i = 1,2,3,4, x® = s + 6x@ comn, = 1sei = 1,3 e

n =2 se i = 2,4. As equacoes diferenciais para as quantidades éx® sio:
5x) = J, (s)6x@ + ¢(6xHD) 4 5x=D — 25x @), (5.6)

nas quais J; é a matriz jacobiana de f). A evolucio das pequenas diferencas entre os
osciladores que devem sincronizar para o padrao ABAB é o foco aqui. Sao apenas duas
estas diferencas: 0y = dxM —x®) e Jy? = §x? — 5x*. Se sy e Jy? desaparecem
exponencialmente rapido com t — oo, a rede atinge a sincronizacao primaria. Isso depende

das equacoes para 5y(i) (1=1,2):
Sy @ = 1, (s")5y® — 206y (5.7)

e do expoente transversal definido como

AL = lim 1ln o(t)

t—o0 t m’

com 0(t) = /Y_,(0y®@(t))%. Se A, < 0, as pequenas diferengas entre os osciladores 1 e

3 — 6yW(t) — e entre os osciladores 2 e 4 — dy®(¢) — diminuem exponencialmente e as

(5.8)

condicoes iniciais proximas a variedade de sincronizacao aproximam-se dela.

A definigao de expoente transversal e as equagoes (5.5) e (5.7) levam a afirmagao
de que, se ¢ = 0, o expoente transversal é o expoente de Liapunov do sistema (5.5), ou
simplesmente Ay (j4 que Ay > A;). Para o melhor entendimento da sincronizagao, pode

ser tentada a substituicao:
oyl = e’ZCtéy(i),, (5.9)

que leva a equacao modificada:
by’ = 1, (") sy ', (5.10)

e o correspondente expoente transversal:

1 8@
AL = —20+tlir£10¥1n 70) —2c+ N, (5.11)
com ¢'(t) = (5y@'(t))2. Infelizmente, N, ndo é de simples determinacéo, ao contrario
% y 1

do caso de sincronizac¢ao completa em uma rede de osciladores idénticos. Contudo, se X, (¢)
é limitado para ¢ — oo, pode ser concluido que o sistema ird sincronizar para valores de ¢

acima de um limiar. Isto acontece quando a dinamica expressa pela equacao (5.5) possui
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um atrator limite para ¢ — 0o. Se os osciladores que pertencem a diferentes classes sao de
alguma maneira parecidos e o acoplamento faz com que a evolucao de todos se torne mais
parecida, entao se pode esperar que o limite para c¢ infinito produz um atrator limitado

no espaco de fases.

Para o padrao ABAC, a dinamica na variedade de sincronizacao é dada por:

s = £ (M) 1 (5@ + 5B — 25(1)) (5.12a)
5@ = £ (5@ 4 2¢(sM) — s@) (5.12b)
§@® = £@(sB)) 4 2¢(sM) — @), (5.12¢)

com s = x(M = x®) g2 = x?) ¢ §6) = x® A evolucio de oy® = ix) — %) ¢ dada
por:
Sy = J; (sM)5y® — 2c5y ™) (5.13)

e 0 expoente transversal é simplesmente:

0y ) (¢)]

AL :tlirglo%lnm. (5.14)
O padrao ABCB possui dinamica sincronizada dada por:
s = fW (W) 4 2¢(s® — sV (5.15a)
§® = £ (@) 4 ¢(sV) 4+ s — s@)) (5.15b)
§3) = £W(s®)) 1 2¢(s® — sO)), (5.15¢)

3) = xB). A diferenca entre um estado proximo

na qual S(l) = X(l), S(Q) = X(Z) — X(4) e S(
ao invariante de sincronizacdo e o proprio é proporcional a dy(") = §x? —x™ | que evolui
com a equagao:

Sy = Jy(s?)sy® — 2c5y ™. (5.16)

O expoente de Liapunov transversal pode ser facilmente definido como no caso do padrao
ABCB.

Na figura 22, estao calculados numericamente os expoentes de Liapunov do sistema
e os expoentes transversais dos trés padroes para 0 < ¢ < 0,1. Os expoentes do sistema
mantém-se sempre positivos ou nulos, o que indica que a solucao nunca deixa de ser
oscilante. Para o padrao ABAB, o expoente transversal decresce aproximadamente de
maneira linear com ¢, confirmando que X, (¢) é também aproximadamente constante. O

expoente transversal torna-se negativo a partir de ¢ ~ 0,055 e o0 movimento sincronizado
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Figura 22: Expoentes de Liapunov do sistema sincronizados e transversais para os trés
padroes de quatro osciladores de Rossler acoplados em anel de acordo com as equacoes 5.2.
A existéncia dos padroes é detectada por meio dos expoentes transversais, enquanto que
o expoente de Liapunov do sistema sincronizado informa qual é o tipo de atrator do
movimento na variedade de sincronizagao.

pode ser cao6tico ou oscilatorio, dependendo do c. Este é o primeiro indicio de que redes

com osciladores de classes diferentes podem sincronizar.

Os expoentes de Liapunov dos subsistemas 1 e 3 sao menores do que os dos subsistemas
2 e 4. Esperar-se-ia inadvertidamente que os osciladores com expoente de Liapunov
menor sincronizassem com acoplamento mais fraco do que o acoplamento necessario para
sincronizar os osciladores com expoentes mais altos. Com o parametro ¢ aumentando
e a garantia de que o sistema atingira sincronizacao primaéria, o padrao ABAC deveria
supostamente ser encontrado antes do padrao A BCB. Todavia, a figura 22 mostra que essa

expectativa é invalida. Além disso, os padroes ABAC e ABAB tém expoentes transversais
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Figura 23: Distancias médias entre as variaveis do sistema e as variedades de sincronizacao.
O sistema e seus padroes possiveis sao os mesmos da figura 22. Quando a distancia se
anula, ha sincronizacao.

sempre com o mesmo sinal e isso indica que os dois padroes podem ocorrer ou nao para
os mesmos valores de ¢. Assim, o padrao ABAC provavelmente sera sempre degenerado
em ABAB, pois, quando o expoente transversal é negativo, nao ha diferenca entre os
expoentes de Liapunov dos sistemas sincronizados, o que é indicio de que se esta tratando

do mesmo atrator.

Finalmente, com o padrao A BCB, é encontrada sincronizacao secundéria para 0,042 <
¢ < 0,055. A certeza nessa afirmacao é que nesta regiao apenas se pode encontrar este
padrao e isso garante que ele é nao-degenerado. Contudo, para ¢ > 0,055, o padrao
de sincronizacao primaria também pode ocorrer. Para ¢ =~ 0,006, essa coexisténcia de
atratores é bem visivel, com o padrao ABAB apresentando evolucao cadtica e o ABCB,
periddica. Assim, o expoente de Liapunov do estado sincronizado é a medida que garante

a existéncia de dois atratores diferentes.

A figura 23 ilustra tudo que foi dito anteriormente. Na figura, estao calculadas as

distancias médias entre as variaveis do sistema e as variedades de sincronizacao. O padrao
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ABAC nao é encontrado em sua forma nao-degenerada. O padrao ABCB ocorre a partir

~

de ¢ =~ 0.042, até se degenerar no padrao ABAB. Este passa a ocorrer com ¢ ~ 0.06,

coexistindo com aquele.
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6 Conclusao

No presente trabalho foi estudada a sincronizagao idéntica em redes de osciladores
cadticos. Diversas redes foram consideradas e, com elas, muitas possibilidades de sincro-
nizacao. Estas sempre se associavam a um invariante, a variedade de sincronizagao, cuja
existéncia era a primeira coisa a ser verificada. Apoés, a integracao numérica de siste-
mas dinamicos guiava o estudo, principalmente com o calculo dos expoentes de Liapunov

transversais.

Para um par de osciladores, varios tipos de acoplamento foram considerados. O aco-
plamento em todas as variaveis mostrou-se como uma maneira simples de gerar sincroni-
zacao. Neste caso, concluiu-se que o calculo numérico nem é necessario; a sincronizacao
idéntica é determinada por meio de uma simples relacao entre o parametro de acopla-
mento e o expoente de Liapunov do oscilador. Acoplamentos em uma variavel apenas
mereceram uma analise mais cuidadosa e detalhada e o uso de expoentes transversais
foi justificado. Quase todos os acoplamentos mostrados podiam resultar em sincroniza-
¢ao para algum valor dos parametros. Um sistema que apresentava sincronizacao em
antifase foi considerado a partir de uma relacao com um outro sistema que sincronizava

identicamente.

Em redes de osciladores idénticos, as possibilidades de sincronizacao as variedades
de sincronizacao que sao invariantes — mostraram-se mais numerosas. As ocorréncias de
sincronizacoes completa e parcial foram registradas e a anélise de um par de osciladores
foi expandida para esse novo caso. As estruturas espaciais (padrdes) e seus métodos
de obtencao foram revelados para um exemplo. As relagoes de degenerescéncia também

foram estudadas e verificadas na rede.

A sincronizacao idéntica de osciladores idénticos em redes com diferentes classes de os-
ciladores também foi considerada. A rede, composta por N; subsistemas da classe 7, pode
mostrar diversos tipos de sincronizacao parcial, incluindo o caso no qual cada classe tinha

todos os seus osciladores sincronizados identicamente, chamado de sincronizacao primé-
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ria. A sincronizac¢do secundaria (sincroniza¢ao parcial que nao fosse primaria) também

foi encontrada.

Importantes relagoes entre os diversos tipos de sincronizagao (até mesmo para redes
diferentes) foram estabelecidas. Os sistemas em geral mostraram uma grande riqueza de
comportamentos. No entanto, esta riqueza é completamente compreensivel, indicando
que a sincronizacao é uma ligacao bem estabelecida entre sistemas com poucas e sistemas

com muitas dimensoes e também entre conceitos simples e fendmenos complexos.
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APENDICE A - Ezxemplo de programa para a

integracao numeérica

Este apéndice introduz um exemplo de programa para a integracdo numérica. A
linguagem de programacao utilizada é a linguagem C++. O programa apresentado integra
um sistema de Rossler com o método RKF45. O arquivo par.dat é lido pelo programa
no inicio da execuc¢ao e contém os parametros para a integracao: tempo inicial, tempo
final, passo inicial, erro por passo (tolerancia), parametros do sistema e condigoes iniciais.

Segue um exemplo.

Arquivo par.dat:

0.0
1000.0

1e-20
le-6

0.2 0.2 5.7

0.0 0.0 0.0

O programa escreve sua saida no arquivo saida.dat. Ele grava os parametros utilizados

e depois as variaveis t;, ' (;), x4 (t;) e x4(t;). Segue um exemplo de saida.

Arquivo saida.dat:

Integrador de sistemas.
Tempo inicial: O

Tempo de integragdo: 1000
Passo inicial: 1e-020

Erro por passo: 1e-006
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Parametro 1: 0.2

Parametro 2: 0.2

Parametro 3: 5.7

Condigdo inicial 1: O

Condigdo inicial 2: O

Condigdo inicial 3: O

8.43971e-013 -7.12286e-026 -2.00383e-038 1.68794e-013
9.08119e-010 -8.24681e-020 -2.49636e-029 1.81624e-010
9.72413e-007 -9.45585e-014 -3.065e-020 1.94482e-007
0.00183476 -3.35464e-007 -2.05363e-010 0.00036504
0.0385392 -0.000138205 -1.81115e-006 0.00691995

O programa ¢ escrito em um arquivo integrador.cpp para ser compilado. O codigo
faz uso de objetos para simplificar as definicoes de sistemas dinamicos e integradores.
Na verdade, as classes ficam em um arquivo separado que serve de biblioteca para varios
programas. Assim, para mudar o sistema sendo integrado ou o proprio integrador, basta
mudar uma ou poucas linhas do programa. Desta maneira, o codigo é reaproveitado ao
maximo e erros sao evitados, pois o integrador ou sistema é escrito uma vez, testado e

guardado. Além disso, a criagao de novos programas é simplificada.

Arquivo integrador.cpp:

using namespace std;
#include <iostream>

#include <fstream>

A
// Classe geral de sistemas.
] ——
class Sistema
{
protected:

int i, n_var, n_par;

double *var, *par, *varO, temp;
public:

virtual void Derivada(double * deriv, double y[], double t) = 0;
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__inline void Sistema::setVar(double * destino)
{

var = destino;

for (i=0;i<n_var;i++) varl[i] = varO[il;

};

__inline double * Sistema::Var(int xi) {return &var([xi];};

__inline double * Sistema::Par(int xi) {return &par[xi];};

__inline int N_var() {return n_var;};
__inline int N_par() {return n_par;};

};

class Rossler: public Sistema
{
protected:

enum {A,B,C};

enum {X,Y,Z};

public:
// derivadas
__inline void Derivada(double deriv[], double * variavel, double t)
{
deriv[X] = -variavellY] - variavell[Z];
deriv[Y] = variavel[X] + par[A] * variavel[Y];
deriv[Z] = par[B] + variavel[Z]*(variavel[X] - par[C]);
3

// construtor

Rossler( double a = 0.2, double b = 0.2, double c = 8.0,
double x = 0 , doubley = 0 , double z =0 )
{
n_var=3;
n_par=3;

varQ = new double [n_var];

par = new double [n_par];
var0[X]=x; var0[Y]=y; varO[Z]=z;
par[Al=a; par[B]=b; par[Cl=c;
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class Integrador
{
protected:
int i,n;
double h;

Sistema * sis;

public:
double t, *x;

__inline double passo() {return h;};

__inline virtual void Integra() = 0;
s
= e
// Classe do integrador RKF45.
B —————.
class RungeKuttaFehlberg45 : public Integrador
{
private:

double *k1, *k2, *k3, *k4, *kb5, *k6, *temp;

double erro, fator_h;

public:

int n_erro;

// contrutor
RungeKuttaFehlberg45(double passo_inicial, double erro_m, Sistema * sistema)
{
sis=sistema;
h=passo_inicial;
n=sis->N_var();

n_erro=n;

erro=erro_m;

fator_h = exp(0.25*%(log(erro/2)));

t=0;

x = new double[n];
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k1
k2
k3
k4
k5
k6

temp

new double[n];
new double[n];
new doublel[n];
new doublel[n];
new double[n];

new double[n];

= new doublel[n];

for (int j = 0; j<n; j++) x[j] = 0.0;

sis->setVar(x) ;

};

// integracéo

__inline void Integra()

{

// Calculo dos coeficientes

sis->Derivada(kl, x, t);

for (i=0;i<n;i++) temp[i]

x[i] + 0.25xk1[i]*h;

sis->Derivada(k2, temp, t + 0.25%h);

for (i=0;i<n;i++) temp[i]

x[i] + (3%k1[i]/32 + 9xk2[i]/32)%*h;

sis->Derivada(k3, temp, t + 0.375%h);

for (i=0;i<n;i++) temp[i] = x[i] +

(1932+k1[i]/2197 - 7200%k2[i]/2197 + 7296%k3[i]/2197)*h;

sis->Derivada(k4, temp, t + 12*h/13);

for (i=0;i<n;i++) temp[i] = x[i] +

(439xk1[i]/216 - 8%k2[i] + 3680*k3[i]/513 - 845%k4[i]/4104)*h;

sis->Derivada(k5, temp, t + h);

for (i=0;i<n;i++) temp[i] = x[i] + (- 8xk1[i]/27 + 2*k2[i] -

3544xk3[i]/2565 + 1859%k4[i]/4104 - 11xk5[i]/40)x*h;

sis->Derivada(k6, temp, t + 0.5%h);

// incremento das variaveis

t+=h;
for (i=0;i<n;i++) x[i] += h*(16xk1[i]/135 + 6656%k3[i]/12825 +

28561*k4[i]/56430 - 9*k5[i]/50 + 2%k6[i]/55);
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// Cédlculo do erro e do prdximo passo
for (i=0;i<n_erro;i++) temp[i] = (k1[i]/360 - 128xk3[i] /4275
- 2197*k4[i]/75240 + k5[i]/50 + 2%k6[i]/55);
temp[0] *= templ[0];
for (i=1;i<n_erro;i++) temp[0] += temp[il*temp[i];
h = h * fator_h * exp(-0.125%x1log(temp[0]));
};
3
[
// Rotina principal.
[ m
int main(int argc, char *argv[]) {
N ———————.
// Definic8o de variaveis.
/) mm
register int i,j;
// Variaveis do integrador
double tempo_inicial, tempo_de_int;
double passo_inicial, erro_por_passo;
// Variaveis do sistemas
double parl, par2, par3;
double cond_inicl, cond_inic2, cond_inic3;
// Arquivos
ifstream input;
ofstream output;
[ m
// Leitura do arquivo de para@metros.
[
input.open("par.dat");
if (! input.is_open()) {cout << "Erro abrindo arquivo ’entrada.dat’."; exit (1);}

input >> tempo_inicial;

input >> tempo_de_int;
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input >> passo_inicial;

input >> erro_por_passo;
input >> pari;

input >> par2;

input >> par3;

input >> cond_inicl;
input >> cond_inic2;

input >> cond_inic3;

input.close();

output.open("saida.dat");

if (! output.is_open()) {cout << "Erro abrindo arquivo ’saida.dat’."; exit (1);}

output << "Integrador de sistemas.\n";

output << "Tempo inicial: " << tempo_inicial << endl;

output << "Tempo de integragdo: " << tempo_de_int << endl;

output << "Passo inicial: " << passo_inicial << endl;

output << "Erro por passo: " << erro_por_passo << endl;

output << "Parametro 1: " << parl << endl;

output << "Par@metro 2: " << par2 << endl;

output << "Para@metro 3: " << par3 << endl;

output << "Condig&do inicial 1: " << cond_inicl << endl;

output << "Condig&o inicial 2: " << cond_inic2 << endl;

output << "Condigdo inicial 3: " << cond_inic3 << endl;
] ——
// Montando o sistema e o integrador.
A

Rossler * sis = new Rossler(parl, par2, par3,

cond_inicl, cond_inic2, cond_inic3);

RungeKuttaFehlberg4b5 * integrador

= new RungeKuttaFehlberg45(passo_inicial, erro_por_passo, sis);



Apéndice A — Exemplo de programa para a integragdo numérica

A
// Preparando a integrac8o.
B —————.

cout << "0 programa estd pronto para integrar...\n";

i=1;
B ————.
// Integragéo.
e

for (integrador->t = tempo_inicial; integrador->t < tempo_de_int;) {
integrador->Integra();
if (i==0) {

output << integrador->t << " ";

for (j=0; j<sis->N_var(); j++)

output << (* Sis—>Var(j)) < oy

output << endl;

i=1;

output.close();

cout << endl << endl << endl << "Fim!";

return 0O;
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