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Resumo

Neste trabalho comparamos a segunda forma fundamental de uma familia de hiper-
superficies paralelas em uma variedade Riemanniana, obtemos uma nova demons-
tragao do teorema de Rauch e alguns resultados de comparagao de distancia e volume
em geometria Riemanniana como, por exemplo, o teorema de Bishop.

A técnica usada basea-se principalmente no estudo da equacao de Riccati
B’ + B? + R = 0. Esta é uma equacao diferencial ordinaria nio linear de segunda
ordem, que ¢é satisfeita pela segunda forma fundamental de uma familia de hipersu-
perficies paralelas quando R é o tensor de curvatura numa direcao normal a familia
de hipersuperficies.

Além disso, através do estudo da equacao de Riccati obtemos também resultados
sobre comparacao de volumes para conjuntos a uma certa distancia de uma subvar-

iedade totalmente geodésica.

Palavras-Chave: Equacao de Riccati, Hipersuperficies Paralelas, Compara-

cao de Volume.
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Abstract

In this work we compare the second fundamental form of a family of parallel hy-
persurfaces in a Riemannian manifold, we obtain a new demonstration of Rauch’s
theorem and some results of comparison of distance and volume in Riemannian ge-
ometry, such as the Bishop s theorem.

The technique used is basically the study of Riccati s equation, B’ + B? 4+ R = 0.
This is a nonlinear ordinary differential equation of second order, which is satisfied
by the second fundamental form of a family of parallel hypersurfaces where R is the
tensor of curvature in a normal direction to the family of hypersurfaces.

Moreover, through the study of the Riccati’s equation we also obtain results on
comparison of volume for submanifolds at a fixed distance from a totally geodesic

submanifold.

Key words: Riccati’s Equation, Comparison of Volume, Parallel Hypersur-

faces,



Introducao

O estudo feito em geometria Riemanniana estd baseado em dois conceitos funda-
mentais, a saber, geodésicas e curvatura. A idéia basica é que o estudo da curvatura
indica o quao rapidamente “se afastam” as geodésicas. Como consequéncia essa taxa
de afastamento ira influenciar a taxa com que o volume cresce.

Uma maneira de relacionar os conceitos de geodésicas e curvatura ¢ através do
conceito de Campos de Jacobi.

Essa relacao existente entre os conceitos de geodésica, curvatura e campos de
Jacobi tornou popular o estudo de volume em geometria Riemanniana por meio de
técnicas como a forma do indice e de propriedades minimizantes de campos de Jacobi
(veja [7]).

Nesta dissertacao, baseada no artigo de Eschenburg [8], comparamos a segunda
forma fundamental de uma familia de superficies paralelas em uma variedade Rie-
manniana. Essa comparacao é feita pelo estudo da equacao diferencial de Riccati
B' 4+ B?> 4+ R = 0, uma EDO ndo linear de segunda ordem, que & satisfeita pela
segunda forma fundamental B de uma familia de hipersuperficies paralelas se R de-
nota o tensor de curvatura em uma direcao normal. Geometricamente temos que as
curvaturas seccionais controlam as curvaturas principais em uma familia de hipersu-
perficies paralelas (veja por exemplo a proposi¢ao . Com isso é possivel obter uma
nova demonstragao do teorema de Rauch. De modo andlogo temos que as curvaturas
Ricci controlam a curvatura média da hipersuperficie paralela (veja por exemplo a
proposicao . Com isso obtivemos os resultados de comparacao de distancia e

volume em geometria Riemanniana como o teorema de Bishop e Myers.
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Além disso, o estudo da equacao de Riccati permite obter resultados sobre volumes
para conjuntos que distam de < r de uma subvariedade totalmente geodésica.

A idéia de usar a equagao matricial de Riccati para argumentos de comparagao é
antiga e foi comum no estudo da teoria de Sturm-Liouville para EDO. No entanto, o
tratamento sisteméatico de teoremas de comparacao em geometria Riemanniana nao
é tao comum.

No capitulo um é feito uma revisao dos resultados de &algebra linear, geometria
Riemanniana e EDO que serao utilizados no restante do texto. O resultados mais
importantes sao os de comparacao de operadores auto adjuntos, a identificagdo do
operador de forma com o hessiano de uma funcao diferenciavel e propriedades da
equacao de Riccati.

No capitulo dois é introduzido o conceito de superficies paralelas como imagem
inversa de uma funcao diferenciavel f : M’ C M — R tal que ||grad f|| = ||V|| =1 (ou
seja, uma superficie paralela é uma hipersuperficie de M). Identificamos o operador
hessiano de f com o operador de forma da hipersuperficie de nivel. Além disso,
fazemos a relacao entre a equacao de Jacobi em sistema envolvendo a equacao de
Riccati e a equagao J' = BJ e a menos de transporte paralelo ao longo da geodésica
vv, pudemos considerar B(t) = B|,q) e R(t) = R(-,V)V|,u) como endomorfismos
auto adjuntos de £ = {7/(to)}*.

No capitulo trés é introduzido uma relagao parcial de ordem no espaco dos oper-
adores auto adjuntos S(E). Sendo assim, supondo que R; : R — S(E), j € {1,2}
¢ uma curva suave e que existe uma relagao entre R;, dada pela relagao parcial de
ordem mencionada acima, obtivemos resultados de comparacao para as solucoes das
equagoes de Riccati correspondentes Bj + Bf- + R; = 0. Na segunda parte desse capi-
tulo foi feito o estudo da equacao de Riccati para o caso particular da condicao inicial
ser um polo de B(t). Essa segunda parte é importante para o capitulo seis.

No capitulo quatro sao obtidos teoremas de comparacao em alguns casos particu-
lares de hipersuperficies paralelas.

No capitulo cinco utilizamos o teoria desenvolvida nos capitulos anteriores para

xii



apresentar uma nova demonstragao do teorema de Rauch e obtivemos resultados de
comparacao de volume, a saber o teorema de Bishop-Gromov.
No capitulo seis obtivemos resultados de comparagao de volume para subvar-

iedades totalmente geodésicas.
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Capitulo 1
Pré-requisitos

A material que segue é uma revisao de assuntos de &algebra linear, geometria
Riemanniana e equagoes diferenciais ordinérias que serao utilizados posteriormente.

Em geral procuramos manter as notagoes encontradas na literatura classica. Desse
modo estd parte do texto também tem por objetivo fixar as notacoes que serao uti-
lizadas posteriormente.

Para informacoes mais detalhadas em Algebra Linear recomendamos os livros
[18] e [13], em Geometria Riemanniana veja [7], [20], [4], [I7] e [22] e em Equagoes

Diferenciais indicamos [2], [6] e [15].

1.1 Algebra Linear

No que segue E, F' denotardo espacos vetoriais (reais) de dimensao finita (em geral
de dimensao n € N) com produto interno ( , ).
Dada uma aplicacao linear, A : E — F a adjunta de A é a transformacao linear
A* . F' — FE que verifica
(Av,w) = (v, A"w),

para todos os vetores v € E e w € F.



Lema 1.1. Seja U = {uy,...,u,} C E eV ={vq,...,0,,} C F bases ortonormais.
Se a = [a;;] € M(mXn) € a matriz da transformagdo linear A : E — F nas bases

U,V entio a matriz da adjunta A* : F — E nas bases V,U é a transposta a’ =

laji] € M(nXm) de a.

Demonstracao: Veja [18]. O

Em relagao a aplicagao adjunta, valem as seguintes propriedades:

Ir'=I (A+ B)* = A*+ B*
(@A) = aA* (BA)* = A*B*
A** — A (A*)—l _ (A—l)*

Denotemos por L(E, F') o conjunto formado por transformagoes lineares A : £ —

F. Em L(E, F) definimos um produto interno ( , ) por
(A, B) =tr{A*B}

Dado um operador linear A : F — E dizemos que A é auto-adjunto quando
A* = A, ou seja, se (Au,v) = (u, Av) para quaisquer u,v € E. Denotemos por
S(E)={A:E — E;A é auto-adjunto}.

Para o € S(F) e A, B € S(F) valem as seguintes propriedades:

(A+ B)" = A*+ B*, (aA)" =aA*, AB éauto-adjunto < AB = BA

Assim, S(F) é um subespaco vetorial de L(E, F).

Denotemos por S(n) o conjunto das matrizes simétricas de ordem n. Lembremos
que uma matriz quadrada a = [a;;] de ordem n diz-se simétrica quando é igual a
sua transposta a’, isto é, a;; = aj; para todo 1 < 7,7 < n. E claro que S(n) é um
subespago vetorial de M (n) conjunto das matrizes de ordem n. Além disso, sabemos
que A : E — E é auto-adjunto se e somente se sua matriz relativamente a uma (e

portanto a qualquer) base ortonormal de E é simétrica. Desta maneira, pelo lema



os espagos S(n) e S(E) sao isomorfos, donde tém a mesma dimensao, a saber
@ onde dimFE = n.

Agora estamos interessados em estudar os autovalores de uma aplicacao auto
adjunta. Lembremos que F denota um espaco vetorial real de dimensao finita.

Seja A : E — FE um operador linear. Um vetor v € E\ {0} chama-se um autovetor
do operador A : E — E quando existe A\ € R tal que Av = \v.

O nimero A € R chama-se um autovalor do operador A quando existe um vetor
nao nulo v € E tal que Av = \v e denota-se A(A).

Analogamente, diz-se que o nimero A é um autovalor da matriz a € M (nxn),
onde dimFE = n, quando A é um autovalor do operador A : ' — F cuja matriz em
uma base [ fixada é a. Isto significa que existe um vetor z € E—{0} tal que Az = \z
ou, 0 que é 0 mesmo, uma matriz ndo nula x € M(nx1) tal que ax = Ax.

Note que:
ax = Ax < (a — Md)z é singular < det(a— AId) =0

O polinémio det(a — tId) é chamado polindémio caracteristico de A e denota-se
por pa(t). Note que, as raizes do polinémio caracteristico p4(t) sdo os autovalores do
operador A. Lembre também, veja [13], que se A : E — E & auto adjunto, ou seja se
a matriz de A, a € M (nxn), com relagdo a uma base ortonormal, é simétrica, entao os
autovalores de A sao reais. Desta forma, se A é auto-adjunta, entao podemos ordenar

os auto-valores de A
)\mm(A) S )\Q(A) S cee S )\n—l(A) S Amax(A)

Dizemos que A, B : E — FE sao similares se existe C' : E — F invertivel tal que
B = C71AC, escrevemos A ~ B. Note que isto é, de fato, uma relacio de equivaléncia

em L(E,FE).
Lema 1.2. Se A; ~ Ay, entdo pa,(t) = pa,(t).
Demonstracao: De fato,
pa,(t) = det(Ay —tld) = det(CrA,C — tId) = det(C~ (A, — t1d)C)
= det(CY)det(A, — tId)det(C) = det(A; — tId) = Py_(t).

3



O

A seguir enunciamos alguns resultados gerais que serao importantes e usados pos-

teriormente.

Teorema 1.1 (Rayleigh-Ritz). Seja A uma aplica¢ao autoadjunta e suponha que seus

autovalores estao ordenados de modo crescente. Entao

Amin(A)]|2|* < (Az, 2) < Anaa(A)| |2

Demonstracao: Veja [14]. Ou, para uma demonstragao mais direta, [3]. O

Teorema 1.2 (Weyl). Sejam A, B, A+ B operadores auto adjuntos com auto valores

ordenados de modo crescente. Entao para cada k € {1,... ,n} onde dimE=n, temos
M(A) + M (B) < M(A+ B) < M(A) + M\ (B).

Demonstracao: Veja [14]. O

Teorema 1.3 (Espectral). Para todo operador auto adjunto A : E — E, num espago
vetorial de dimensdo finita munido de produto interno, existe uma base ortonormal

de E formada por auto vetores de A.

Demonstracao: Veja [1§]. O

Vale também a reciproca do teorema espectral.

Teorema 1.4. Se existe uma base ortonormal {v;} C E formada por autovetores do

operador A : E — E, entao esse operador é auto-adjunto.



Demonstracao: Veja [1§]. O

A seguir introduzimos uma relagdo de ordem parcial em S(FE). A partir da qual
obtemos resultados de “comparacao” para operadores auto adjuntos.

Diremos que o operador linear A : E' — E é ndo-negativo (positivo), e escrevemos
A >0 (A > 0), quando A for auto-adjunto e (Av,v) > 0 ((Av,v) > 0) para todo
ve E\{0}.

Diremos que um operador linear A : £ — E é positivo definido se é auto-adjunto

e valem
e (i) (Av,v) > 0 para todov € E
o (ii) (Av,v) =0 v=0.

Se vale apenas (i) diremos que o operador A é positivo semi-definido. Note que
positivo semi-definido ¢ um sinénimo para nao negativo.

Temos o seguinte resultado.

Lema 1.3. Seja A : E — F uma transformacao linear. Os operadores A*A: E — E

e AA* . F — F sao nao-negativos e ambos tém o mesmo posto de A (e de A*).

Demonstracao: Veja [18]. O

Introduzimos a norma induzida pelo produto interno (A, B) = trA*B, como
1]l = /A7, 4).

Note que para o caso particular de o operador linear A : F — FE ser auto-adjunto
nao seria necessario utilizar o resultado acima, bastaria utilizar o fato de a matriz
desse operador ser simétrica para definir a norma induzida pelo produto interno.

Outras normas para operadores auto-adjuntos A : £ — E sdo:

o ||Al|spec = max{\;}, onde \? sao autovalores de A. Estd norma é chamada de

norma espectral.



o ||Allsup = sup{||Az]||,z € E,||z|| = 1}. Estd norma é chamada de norma do

supremo.
Além disso, temos:
o [|A]lspec < [|Al]sup

hd ||A||5pec < ||A]l2 < \/HHAHSPec

Em geral estaremos interessados na norma ||A||s = /(A*, A). Sendo assim, a
menos que seja dito o contrario, serd essa a norma que usaremos e a denotaremos
simplesmente por ||A||.

Em S(F) introduzimos uma ordem parcial como segue-se:
A< B<& (Ax,x) < (Bzx,x) Yz € E\ {0}.
Utilizaremos também a seguinte notacao:
A< B <& (Ax,x) < (Bx,x) Yx € E\ {0}.
Lema 1.4. Dado F € S(E)\ {0}. Entao F € invertivel e F~' € S(E) \ {0}.

Demonstracao: De fato, o resultado segue basicamente do teorema espectral e da
sua reciproca.

Como F' é auto adjunto temos, pelo teorema espectral, que existe {v;} base
ortonormal de autovetores. Além disso, a matriz de F' nessa base é uma matriz diago-
nal onde os elementos da diagonal sao os autovalores de F' associados aos respectivos
autovetores.

Como F' € S(E)\{0}, todos os autovalores \; de F' sdo nao nulos, além disso, como

F~1(v;) = L+v;, {v;} & base ortonormal de autovetores para o operador F~! : £ — E,

Ai
donde, a matriz do operador F~!, na base {v;}, ¢ diagonal e suas entradas sao Ai
1
Pela reciproca do teorema espectral, esse operador é auto-adjunto. 0



Lema 1.5. Sejam A,B : I C R — S(E) aplicagées continuas tais que A < B em
(s1,82) C I. Entao A < B em [sy, S

Demonstracao: Por hipétese, temos que A < B em (sq, $2). Logo, por definicao,
A(t) < B(t),Vt € (s1,82), ou seja, para cada z € E'\ {0} e cada t € (s1, $2), temos
(A(t)z,z) < (B(t)x,x).

Como as aplicagoes A, B e o produto interno em E sao continuos temos que

(A(s))z,x) = Iim (A(t)z, x) < im(B(t)z, z) = (B(s;)z, x).

t—s; t—s;

Portanto, A < B em [sq, S3]. O

Lema 1.6. Sejam Al,AQ € S(E) Entao /\max(Al) < )\mzn(AQ) s A < DilAgD
para toda isometria D € L(E, E).

Demonstracao: Seja D uma aplicacao linear invertivel arbitraria. Pelo teorema de

Rayleigh-Ritz temos, para todo z € E — {0},

<A15E, ‘/L‘>
[EZ I
= Apin(D7'A3D)  (pois pa,(t) = pp-14,0(t) )
(D7'Ay Dz, x)

B ||

)\max(A1> S )\mm(Ag) (hlp()tese)

Logo, (Ajz,z) < (D 'AyDx,x) e portanto, A; < D™ 'Ay;D para toda isometria
D e L(E,E).
Reciprocamente, como A;, As sao aplicagoes auto adjuntas, os seus autovalores

sao reais. Sendo assim,

)\mm(Az) < AQ(AZ) S cee S )\maz(Az)

onde 7 = 1,2. Seja {u;} base de autovetores da aplicacao A;, dada pelo teorema
espectral, e consideremos essa base ordenada de modo que Azu; = )\;(4;)u’ onde

J
i=1,2ej=1,... dimE.



Tome D : E — E isometria tal que Dul = u?.

Como as bases sao ortonormais, temos

Amaz (A1) = (Agul,ul)

< (D'AyDul,ul)
(AyDu), Dul) (pois D™' = D*)

= (Ayu},u}) (pois D é auto adjunta )

= Amin (AZ)

Lema 1.7. Sejam F,G € S(E). Entio G < F & G < D 'FD para toda isometria
D eL(EE).

Demonstragio: Se G < D™'FD para toda isometria D € L(E, E), entao tomando
D = Id temos G < F. Reciprocamente, se G < F, mostremos que G < D'FD para
toda isometria D € L(E, F).

Inicialmente note que G ¢ similar a D™'GD para toda isometria D € L(E, E).
Portanto pg(t) = pp-1gp(t). Analogamente para F.

Afirmagdo: D"'GD < D7'FD para toda isometria D € L(E, E).
De fato, por hipotese temos que G < F, ou seja, F' — G é positivo semi-definido.
Note que:

(D*FD—-D'GD)x,z) = (D'(F - G)Dx,x)
= ((F — G)Dx, Dx) (pois D™' = D* e D ¢ auto adjunta )
> 0 Vze E\{0} (pois F' — G é positivo semi-definido) .

Portanto D™'GD < D~ !'FD para toda isometria D € L(F,FE). Mostrando a

afirmacao.



Pelo Lema temos que A\ae(D'GD) < A\pin(F). Além disso, como G é similar
a D7'GD, temos que Az (D7'GD) = A\pax(G). Sendo assim, novamente pelo lema
temos G < D™'FD para toda isometria D € L(E, E). O

Lema 1.8. Sejam F,G € S(E) tais que F > G > 0. Entao G™' > F~! > 0.

Demonstragdo: Inicialmente note que dado A € S(FE) \ {0} temos, pelo Lema
que A é invertivel e A=t € S(F). Além disso,

(i) se A & autovalor de A tal que Av = v, entdao A~! & autovalor de A~! tal que

-1, _ 1
A v = Ju.

(ii) Amin(A_l) = ()‘maw(A))_l e )‘max(A_l) = (Amin<A))_1~

Pelo teorema de Weyl, dados A, B € S(E) temos Apin(A + B) > Anin(A4) +
Amin(B).

Mostremos que G~! — F~! ¢ positivo .

Como F~!',G™' € S(E) temos que F~! — G™! € S(F). Além disso, sabemos que
G~! — F~! ¢ positivo se, e somente se, todos os seus autovalores sao positivos (veja

[18]). Note que:

)\min(G_l - F_l) > )\min(G_l) + )\mzn(_F_l)

1
B )\maz(G) )\max(_F)
1 1

)\max(G) /\mm(F) '
Além disso, pelos Lemas [1.6] e [1.7] temos

0<G<F = 0<G<D'FD, para toda isometria D € L(E, F)

= 0 < Mpae(G) < Apin(F)

1 1
- )\max(G) B )‘mlﬂ(F) -0
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Portanto A\, (G™' — F7 1) >0e G™' — F~! ¢ positivo. d

Em breve estaremos interessados em estudar aplicacoes continuas A : I — S(FE).
Neste contexto o seguinte resultado serd util.
Sejam A, B € S(E). Entao

IAe(A) = X\e(B)| < ||A— Bl|sup paratodo k, 1<k<n.

Em particular, se A : I — S(F) é uma aplicagdo continua (ou uma familia

continua de operadores), entdo seus autovalores,
Amin(A(t)) < ..o < Anaz(A(2)),

ordenados de modo crescente, sao fungbes continuas de t. Veja |3].

1.2 Geometria Riemanniana

O texto a seguir é um apontamento dos principais resultados de Geometria Rie-
manniana que serao necessarios. Em geral as notagoes utilizadas sao as mesmas
do texto [7]. Alguns conceitos, defini¢oes e resultados bésicos foram adicionados no
apéndice. Na elaboracdo deste material foram utilizadas as referéncias [7], [20], [4],
[17] e [22].

Seja M uma n-variedade Riemanniana e seja V a conexao de Livi-Civita em M.

Campos de Jacobi e Pontos conjugados

Definicao 1.1. Seja v : [0,a] — M uma geodésica de M. Um campo de vetores J
ao longo de v € um campo de Jacobi se, e somente se, satisfaz a equagao de Jacobi:

ZTQi] + R(v'(t), J(t))Y'(t) =0, parate€]0,al.

Sendo assim, um campo de Jacobi é determinado pelas condig¢oes iniciais J(0) e
J'(0).
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Note que 7/(t) e t9/(t) sdo campos de Jacobi ao longo de v (basta verificar que
ambos satisfazem a equacao de Jacobi). O primeiro tem derivada zero (pois v é
uma geodésica) e nunca se anula; o segundo é nulo se e somente se t = 0. Como ja
conhecemos o comportamento do campo v/, s6 consideraremos campos de Jacobi ao
longo de v que sd@o normais a '

Existe basicamente s6 uma maneira de construir campos de Jacobi ao longo da
geodésica v tal que J(0) = 0. A seguir apresentamos essa construcao.

Sejam p € M, v € T,M, w € T,(I,M) ~ T,M. Considere, em M, a geodésica
v :[0,1] - M dada por y(t) = exp,(tv). Note que v(0) =p e +'(0) = w.

Considere a funcao f : [0,1] x (—e€,e) — M dada por f(¢,s) = exp,(tv(s)), onde
v(s) é uma curva em 7,M com v(0) = v e v'(0) = w. Nestas condigoes, f(¢,s) é uma
superficie parametrizada em M.

Fixado s = s e variando ¢ estamos percorrendo em T, M o vetor v(so) de 0 € T,,M
até o seu extremo v(sp). Considerando a imagem pela aplicacdo exponencial exp,
obtemos em M uma geodésica y(t) = f(t, sp). Sendo assim, construimos em M uma
varia¢ao da geodésica y(t) = f(t,0) por geodésicas.

Consideremos o campo (dexpy )y, = %(t, 0) ao longo da geodésica y(t) = exp,(tv),
com 0 <t < 1. Note que %(0,0) = w e que %(t,()) ¢ campo tangente a geodésica
At) = £(4,0).

Temos que o campo J(t) = %(t, 0) satisfaz a equagao de Jacobi e pela construgao

temos J(0) =0e J'(0) = w.
Observacao 1.1. Note que:

e Dadas as condigoes iniciais J(0) = 0 e J'(0) = w temos, pela unicidade da
solugao da equacao de Jacobi, que a construgcao acima é basicamente a unica

maneira de se construir campos de Jacobi (com tais condi¢oes iniciais).

e Segue da construcao que dadas as condigoes iniciais J(0) = 0 e J'(0) = w, entao
o campo de Jacobi é dado por J(t) = d(expy)iyytw. Em particular, J(ty) =0,
para ty € (0,1), se e somente se tyy'(0) € ponto critico da aplicacdo exponencial

expy.
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Uma outra maneira de observer € ||(dexp,),(w)|| = 0 com w # 0, entao v é
um ponto critico de exp,. Outra informagao importante que obtemos do estudo
de ||(dexp,),(w)|| € que intuitivamente ||(dexp,),(w)|| indica a velocidade de
afastamento das geodésicas t — expytv(s) que saem de p. Tal afastamento estd
assoctado com o valor da curvatura seccional em p sequndo o plano gerado por

v,w. Na realidade temos o sequinte resultado:

Lema 1.9. Seja v : [0,1] — M uma geodésica parametrizada pelo comprimento
de arco na variedade Riemanniana M, |w| =1 e < w,v >= 0. Entdo |J(t)| =
K(p,ot?

t — =87 4 R(t) com lim,_ % = 0.

Demonstragdo: Veja [7]. O

Defini¢ao 1.2. Seja 7y : [0,1] — M uma geodésica em uma variedade Riemanniana
M. O ponto y(ty) é conjugado de v(0) ao longo de v, ty € (0,1], se existe um campo

de Jacobi J ao longo de v, nao identicamente nulo, com J(0) =0 = J(ty).

Seja y(ty) ponto conjugado de p ao longo de . Diremos que v(ty) é o primeiro
ponto conjugado de p ao longo de 7 significando que t, é o infimo de todos os t € (0,1)
tal que v(t) é ponto conjugado de p ao longo de v . Temos o seguinte resultado em [7]:

O conjunto dos pontos conjugados ao longo de uma geodésica é um conjunto discreto.

Exemplo 1.1 (Campos de Jacobi em variedades de curvatura seccional constante).
Seja M uma variedade Riemanniana de curvatura seccional constante k. Seja v :
[0,l]] = M wuma geodésica parametrizada pelo comprimento de arco em M e seja J
um campo de Jacobi ao longo de -y, normal a .

Vamos caracterizar os campos de Jacobi em M. Veja [J|] para mais informagoes.

Seja 1 uma funcao real e considere a equacao diferencial ordindria
"+ k=0 (1.1)

Denotemos por si(t) e cx(t) as solugdes da equagio satisfazendo si(0) = 0,
5.(0) =1 e ¢(0), ¢, (0) =0.
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Sendo assim,

\/igsen Vkt, se k>0
se(t) =4 t, sek=0
ﬁsenh vV —kt, se k<0

cos Vkt, se k>0
ce(t) = ¢ 1, sek=0
cosh \/—kt, se k<0.
Além disso, temos
Ck

/ / 2 2
S, = Cr, C, = —ksg, ci+ksp=1 (—

)/ _ ﬁ)/ — -2
Sk Sk

—S5 -

Utilizaremos a sequinte terminologia: diremos que a curvatura seccional ao longo
de v significando que estamos considerando a curvatura seccional da seccao bidimen-
sional de T,y M gerada por +/(t) e v € T M.

Sendo assim, veja por exemplo em [7],:

D%J

o ThT =0

€ a equacao de Jacobi.
Sen =dim M e {eq,... ey} € uma base ortonormal de TyoyM e {Er,...,E,} €
o campo paralelo ao longo de v tal que E;(0) = e;. Entao {E;(t),...,E,(t)} é uma
base ortonormal de T, yM para t € [0,1].
Sendo assim, J(t) = ZJj(t)Ej(t) e (J9)' +kJ7=0comje{l,...,n}
j=1
Portanto o campo de Jacobi J, tal que (J,v') =0 em [0,1], é

J(t) = cr(t)A(t) + sk(t)B(t)

onde A(t), B(t) sao campos de vetores paralelos ao longo de vy os quais sao ponto a
ponto ortogonais com . Em particular, se J(0) =0 e J'(0) = B(t) com ||B(t)|| =1
temos que J(t) = si(t)B(t).
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O Operador de Forma e a Hessiana de uma funcao diferenciavel

§ 1.2.1.

. . . .. ——Fm+k=n . . .
Sejam M™ uma variedade diferenciavel e M uma variedade Riemanniana.
Seja g : M — M uma imersao isométrica. Como M possui uma estrutura Rie-

manniana, podemos definir uma estrutura Riemanniana em M por

(u, 0)p = (dgy(u), dgy(v)) o)

com u,v € T,M. Como dg, ¢ injetiva temos que ( , ), é uma métrica em M, chamada
métrica induzida por g, e g é chamada uma imersao isométrica.

Note que sendo g : M — M uma imersdo entdo, pela forma local da imersoes,
para cada p € M, existe uma vizinhanca U C M de p tal que g(U) C M é uma
subvariedade de M.

Para simplificar a notagao, identificaremos (pela aplicagao de inclusao) U com
g(U) e cada v € T,M, p € U, com dg,v € Tpﬁ. Usaremos tais identificagoes para
estender, por exemplo, um campo local (isto é, definido em U) de vetores de M a um
campo local (isto ¢, definido em U D g(U)) de vetores em M. E importante lembrar
que se a vizinhanca U de p em M é tomada suficientemente pequena tal extensao é
sempre possivel.

Para cada p € M, o produto interno em TPM decompoe TPM na soma direta
T,M =T,M & (T,M)*, onde (T,M)* é o complemento ortogonal de T,M em T,M.

Denotemos por V a conexao de Levi-Civita de M.

Se X,Y sdo campos locais de vetores em M e X,Y sao extensoes locais a M, defini-
mod]
VxY = (VxY) " x(U) x x(U) = x(V).

Nas condigoes acima, VY deﬁneﬂ a conexao Riemanniana em M (relativa a métrica

induzida por g em M).

'A seguir estamos utilizando a notagio (V+Y)' para denotar a parte tangente da conexio V.
Utilizaremos o notacdo V' com o mesmo significado.

2Isto é, esta bem definida (nao depende das extensdes escolhidas), é simétrica e compativel com
a métrica.
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Denotemos por x(U)* os campos diferenciaveis em U de vetores normais a g(U) ~

A aplicagao dada por
B(X,Y)=VxY — VxY : x(U) x x(U) — x(U)*

é bilinear e simétrica. Note que B(X,Y) é parte normal de Vy?.
Como B é bilinear e simétrica, concluimos, exprimindo B em um sistema de
coordenadas locais, que o valor de B(X,Y)(p) depende apenas de X (p) e Y(p).
Sejam p € M, e n € (T,M)=*.
A aplicagdo H,(x,y) = (B(z,y),n) : T,M xT,M — R & uma forma bilinear simétrica.
A forma quadréatica II(z) = H,(x,x) : T,M — R associada a forma H, é chamada
a segunda forma fundamental de g em p segundo o vetor normal 7.

A aplicacao S, : T,M — T,M dada por

<S77(1’),y> = Hﬁ(xvy) = <B(x,y),77)

¢ chamado de operador de forma de M (ou endomorfismo de Weingartem). Observe
que a aplicacao S, : T,M — T,M é linear e auto-adjunta.

Temos a seguinte caracterizagao para o operador de forma, onde N é uma extensao
local de n normal M

S(a) = ~(V.N)T.

Exemplo 1.2. Consideremos o caso particular f : M™ — M Suponhamos que M
e M sdo orientdveis e estio orientadas. Sejam p € M, n € (T,M)* e |n| = 1. Como
a aplicag¢do S, : T,M — T,M € linear e auto-adjunta, temos (pelo teorema espectral)
que eziste uma base ortonormal formada por autovetores. Seja {ey, ..., e,} essa base,
tomada na orientacdo de M, e suponhamos que {e1,...,e,,n} esteja na orientagio
de M. Sejam Sy(e;) = Nie;, com 1 < i < n, os autovalores de S, associados aos
respectivos autovalores. Nesse caso, denominamos o0s e; as direcoes principais e 0s
Ai = k; as curvaturas principais de f. A func¢ao %(Z?Zl Ai) € denominada curvatura

média da imersao f.
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Vamos agora estudar o operador Hessiano e sua relacao com o operador de forma.
Sejam M uma variedade Riemanniana e f : M — R uma funcao diferenciavel.

O gradiente de f é o campo vetorial grad f em M definido por

(grad f(p),v), = dfp(v)

compe Mewvel,M.
A Hessiana H” de uma fungao diferenciavel f : M — R é operador H/ : T,M — T,M
dado por
H'(X) = Vx(grad f).

Segue da definicao do operador linear H/ hessiano de f que, dados X,Y € x (M),
temos

(HI(Y), X) = (Y, H/(X)).

Sendo assim, temos que H/ & auto-adjunto, logo determina uma forma bilinear

simétrica em T,M, p € M, dada por
Hessf(X,Y) = (H'(X),Y) : T,M x T,M — R.

Vamos explicitar a identificagdo de S, com H.

Inicialmente temos:

Considere M’ C M aberto e suponha que f : M’ — R seja uma funcao diferen-
cidvel tal que temos o vetor gradiente V = grad f de norma um.

Lembrando que um funcional linear ou é sobrejetivo ou é nulo. Portanto,

f: M — R dif € uma submersdao < df, : T,M' — R é nao nulo para todo p € M’

& gradf(p) # 0 para todo p € M'.

Como o grad f tem norma um, temos que f é uma submersao sobre sua imagem.
Sendo assim a imagem inversa de todo valor regular é uma subvariedade (nesse caso
uma hipersuperficie)de M.

Seja ¢ € f(M') C R. Considere a fibra F), veja[7.5] para mais informagoes.
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Seja X € T'M, entao temos,

(ViV,X) = Hessf(V,X)
= Hessf(X,V)
= (VxV, V)
- %X(V, V)y=0
(VyV, X)=0VXeTM

VvV =0
Além disso,

Hf(X) == VXV - VXT+)\Vv

= VxtV+AVyV
= ViV
= (VxV)'
onde, na tltima igualdade foi utilizado o fato que (VxV,V) = 0. Sendo assim,
(VxV)t=0e (VxV)' = H(X)=VxV.
Por outro lado, sabemos que S,(X) = —(VxN)', onde N é uma extensao de V

a M normal a cada hipersuperficie de nivel. Sendo assim, a menos de um sinal, H/
e S, coincidem e tal identificacao de fato é possivel.
Inicialmente note que o vetor grad f é normal a cada subvariedade de nive]ﬂ Sendo

assim,
v & ortogonal a fibra F, < ~'(t) = V(t) = V(y(t)) é ortogonal a fibra F,Vt.

Mostremos que df,, preserva o comprimento de vetores ortogonais as fibras.

3Seja M uma variedade Riemanniana. Dizer que um vetor w € T, M é perpendicular & sub-
variedade de nivel f~!(c), onde ¢ ¢ um valor regular da aplicacdo diferenciavel f : M — R, no
ponto p € M, significa que w é perpendicular ao vetor velocidade, no ponto p, de qualquer caminho
diferenciavel no ponto t = 0, com A\(0) = p e A(t) € f~1(c), isto é f(A(t)) = c para t € (—¢, ¢€). Sendo
assim, 0 = £ (F(A)))li—o = df,(v) = (gradf(p), v).
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Seja v vetor ortogonal a fibra F,. Entdo v = Agradf(p). Portanto,

ldfy(v)]| = [grad f(p), v)| = [Alllgradf (p)|I* = [A] = [[v]].

Nesse contexto, podemos dizer que f pode ser vista como uma submersao Rie-
manniana.

Além disso, identificando S, com HY, temos
H,(X,Y) = (B(X,Y),N) = (5,(X),Y) = (H(X),Y) = Hess f(X,Y)

Portanto, Hess f(X,Y") pode ser visto como a segunda forma fundamental H, (X, X)
de f em p segundo o vetor normal 7.

Observe que se tivéssemos definido, veja [20], a hessiana de f : M — R como a se-
gunda derivada covariante VV f, teriamos VV f(X,Y) = VxVy f = (Vxgradf,Y) =
Hessf(X,Y). Isso justifica a nota¢ao utilizada.

Vamos agora estudar o caso onde a subvariedade M C M tem codimensdo maior
que um. Veja [20] para mais informacoes. Nesse caso a conexdo normal V+ tem um
papel importante.

A seguir estamos utilizando a notacdo (VY )’ para denotar a parte normal da

conexdo V de M. Explicitamente temos

VxY = (VxY)" : x(U) x x(U) = x(U)".

Nas condigoes acima, VY deﬁn a conexao Riemanniana em M (relativa a métrica
induzida pela imersao isométrica g : M — M em M).

A aplicacao dada por
B(V,2) =VvZ = VvZ : x(U) x x(U) = x(U)"

é bilinear e simétrica. Note que E(V, Z) ¢é parte tangente de Vi Z.

4Isto ¢, estad bem definida (ndo depende das extensoes escolhidas), é simétrica e compativel com
a métrica.
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Sejam V,W € x(M) e Z € x(M)*. Sendo assim, (Z,W) = 0 e diferenciando
temos (VyZ, W) = —(Z,VyW). Portanto temos (B(V, Z),W) = —(B(V,W),Z) e o
tensor B nao apresenta informacgoes novas.

No caso particular onde Z € yx(M)*, utilizamos a notacao SyV = —E(V, Z).
Além disso, como (S,(V),W) = (B(V,W),Z), Sz é em cada ponto p € M um
operador linear auto-adjunto de T,M. No caso particular de uma hipersuperficie,

tomando Z = 71 como acima, Sz é o operador de forma de M.

Variedades Riemannianas com curvatura seccional constante

Sabemos que ao multiplicarmos uma métrica Riemanniana por uma constante
positiva ¢ entao a curvatura seccional é multiplicada por % Sendo assim, a menos
de uma semelhanca, podemos supor que a curvatura seccional constante de uma
variedade é 1,0, —1.

Algumas vezes diremos que a variedade em questao possui curvatura constante
para indicar que essa variedade possui curvatura seccional constante.

A primeira variedade estudada serd M = R"™.

Como R(X,Y)Z = 0 para todo X,Y, Z € x(R"), temos que a curvatura seccional
de R"é K =0.

Vamos agora estudar a curvatura seccional da esfera unitaria S* c R™*!,

Orientemos S" pelo campo normal unitario N(z) = —z € R™"! com |z| = 1.
Sendo assim, a aplicagdo normal de Gauss é igual a —Id (pela defini¢ao da aplicagao
normal de Gauss). Logo o operador de forma S, de S™ (que nesse caso é igual a
menos a derivada da aplicagao normal de Gauss) tem todos os auto-valores iguais a 1
e S"(v) = v para todo v € T,S™ e para todo p € S™. Portanto pelo teorema de Gauss,
no caso particular de hipersuperficie, veja [7], temos que a curvatura seccional de S"
¢ K =1.

Daremos agora um exemplo de curvatura seccional constante —1.

Considere o semi-espaco do R™ dado por
H" = {(z1,...,2,) € R"; 2z, > 0}.
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Considere em H" a métrica g;;(z1,...,x,) = o

Nessas condicoes o espaco H" é uma variedade Riemanniana de dimensao n con-
hecida como espaco hiperbdlico.

Um célculo direto da curvatura seccional, feito em coordenadas, mostra que a
curvatura seccional do espaco hiperbodlico é K = —1.

Sabemos que as variedade Riemannianas R", S™ e H" sao variedades completas
e simplesmente conexas. Além disso, temos que essencialmente estas sao as unicas
variedades Riemannianas completas e simplesmente conexas com curvatura seccional
constante. Veja [7].

As variedades Riemannianas completas, simplesmente conexas com curvatura sec-
cional constante k sao conhecidas como formas espaciais e denotadas por Q.

Os resultados a seguir vao caracterizar as hipersuperficies umbilicas das formas
espaciais.

Seja (M™*1, g) uma variedade Riemanniana e seja V sua conexao de Levi-Civita.
Diz-se que uma imersao f : N" — M"™™! ¢ (totalmente) umbilica se para todo p € N,

a segunda forma fundamental B de f em p satisfaz

(B(X,Y),m(p) = Mp)(X,Y)

com A(p) € R, para todo par X,Y € x(N) e todo campo unitario n normal a f(NV).
Aqui estamos utilizando ( , ) para indicar a métrica g e a métrica induzida por f em
N.

Lema 1.10. Se M™! tem curvatura seccional constante, entdao X\ nao depende de p.

Lema 1.11. Seja f : N* — (M", g) uma imersao umbilica. Considere uma nova
métrica em M, conforme a g, dada por § = pug. Entdo a imersio f: N — (M™™g)

¢ umbilica.

Lema 1.12. Consideremos M™ = R"™! com a métrica euclidiana e seja f : N* —

R uma imersao umbilica. Entao f(N) estd contida em um n-plano ou uma n-esfera
de RnJrl
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Lema 1.13. As hipersuperficies umbilica do espago hiperbdlico, no modelo do semi-

espaco superior H' ' sdo as intersecoes com H" ' de n-planos ou n-esferas de R,

Segue do ultimo lema que as hipersuperficies umbilicas do espago hiperbélico
H"! sao as esferas geodésicas, as horoesferas e as hiperesferas. Além disso, essas

hipersuperficies tém curvatura seccional constante.

Pontos focais

Definicao 1.3. Seja N C M uma subvariedade de uma variedade Riemanniana M.
O ponto q € M € um ponto focal de N se existe uma geodésica v : [0,l] — M com
v(0) =p € N, v (0) € (T,N)*, v(I) = q e um campo de Jacobi nao nulo ao longo de
v, satisfazendo J(0) € T,N, J'(0) + Sy ) (J(0)) € (T,N)* e J(I) = 0.

Aqui S0y € o operador de forma de V.

Um campo de Jacobi satisfazendo as condi¢oes acima é dito um campo de Jacobi
nao trivial transversal. Quando ¢ € M é um ponto focal de N com uma geodésica
diremos que ¢ é um ponto focal de N ao longo de 7.

Diremos que 7y : [0,a] — M ¢é livre de pontos focais em (0, a] se existe € > 0 tal
que 7 nao possui pontos focais relativamente a subvariedade 3, = exp,(o)(B¢(0)) onde
B.(0) C {y'(0)}+.

Note que como >; ¢ uma geodésica em p, um campo de Jacobi J ao longo de 7,

com J(0) # 0 e J'(0) = 0, satisfaz automaticamente a condicdo S,/ ()(J(0)) = 0.

Pontos Minimos

Sejam M uma variedade Riemanniana completa, p € M e v : [0,00) — M
uma geodésica normalizada com v(0) = p. Sabemos que se ¢ > 0 é suficientemente
pequeno, d(y(0),v(t)) = t, isto &, v([0,t]) é uma geodésica minimizante. Além disso,
se v([0,¢1]) ndo é minimizante o mesmo se passa para todo ¢t > ¢;. Por continuidade,

o conjunto dos pontos t > 0 para os quais d(y(0),v(t)) = t é da forma [0, ¢y] ou [0, 00).
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No primeiro caso, ¥(tg) é chamado o primeiro ponto minimo de p o longo de 7; no
segundo caso, diz-se que tal ponto minimo nao existe.

Definimos o lugar dos pontos minimos de p (“cut locus” de p), denotando por C(p),
como a uniao dos pontos minimos de p ao longo de todas as geodésicas que partem

de p.

Nocoes de Calculo Tensorial

A seguir faremos uma revisao sobre tensores em espacos vetoriais, sobre produto
tensorial e produto exterior e fibrados vetoriais. Foi utilizado como referéncia para
elaboragdo deste paragrafo o livro [17].

Seja V' um espaco vetorial real de dimensao finita. Denotemos por V* o espaco
dual de V', ou seja o conjunto formado por covetores sobre V' ou o espaco dos funcionais
lineares f:V — R.

Utilizaremos a seguinte notacao
VixV >R

(w, X) —<w, X > ou w(X)

paraw eV e X V.

Um k-tensor covariante sobre V' é uma aplicagao multilinear /' : V' x ... x V — R.
—_———
k copias
Um [-tensor contravariante é uma aplicagdo multilinear F': V* x ... x V* — R.
—_———
1 copias

PR . . . . k
Sera tutil considerarmos tensores do tipo misto. Um tensor de tipo (Z), as vezes

chamado um £, [-tensor, é uma aplicagao multilinear

F:]/x...ijx]/*x...xV’j—dR.

TV TV
k copias 1 copias

O espago de todos os k-tensores covariantes sobre V' sera denotado por 7%(V),
o espago de todos os [-tensores contravariantes sobre V' sera denotado por 7;(V) e o

espago de todos os k, [-tensores serd denotado por Z*(V).
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O posto de um tensor ¢ o namero de argumentos (vetores e/ou covetores) desse
tensor.

Vamos considerar as seguintes identificagoes 75(V) = TH(V), T°(V) = T,(V),
THV) =V*e T°%V) = R. Uma identificagdo menos 6bvia ¢ 7,'(V) = End(V) onde
End(V) denota o espago dos endomorfismos de V', ou seja, aplicagoes lineares de V'
em V.

Uma justificativa para a identificagao 7;!(V') = End(V) consiste em observar que
a aplicacao

®: End(V) — T,/(V)

A O(A)
onde,
P(A):V*'xV =R
(w, X) — P(A)(w, X) = w(AX)

é um isomorfismo.

Em geral temos o seguinte resultado:

Lema 1.14. Seja V' um espaco vetorial real de dimensao finita. FExiste um iso-
morfismo (independente da base escolhida) entre ’Z;’“H(V) e o espaco das aplicacoes

multilinearesyx...><V><y*><...><Vt—>V.

Vv vV
k copias | copias

Existe um produto natural, chamado de produto tensorial, que relaciona os vérios

tipos de tensores sobre V.
Sejam F € T*(V) e G € TP(V), entdo o tensor F ® G € ZEP(V) é definido por

FoGw',...,w™ Xy, . Xpyp) = Flw', .. wh, Xy, Xp) G0l ! Xy, Xiy).

Se {E4,...,E,} ¢ uma base de V, considere a correspondente base dual {¢!, ..., ©"}
de V*, definida por ¢*(E;) = o}

Uma base para 7,*(V') ¢ dada pelo conjunto de todos os tensores da forma
E,®..0E,0"®...0 p* (1.2)
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com os indices i,, j, variando de 1 a n.

Esses tensores atuam nos elementos basicos por

Ej,®.. . QE, 00" @™, ..., 0" By, ..., Ey) =081 566k

Jior

Além disso, qualquer tensor F' € T,*(V) pode ser escrito em termos dessa base

por

F=F'7E ®.. QFE,Qp"®.. Q" (1.3)

Zl...ik

onde F{'' 7' = F(oh, ..., 0" By, ..., E).
Nos podemos usar o lema para definir uma operagao, chamada de trago (ou
contracao), a qual reduz o posto do tensor em 2.
Consideremos o caso particular quando F' € 7;}(V'). O operador trago : T,'(V) —
V' é exatamente o trago de F' quando visto como um endomorfismo de V. Como o
traco de um endomorfismo independe da base escolhida, temos que traco estd bem
definido.

Em geral temos que,

trago : T" TN (V) — TF(V), F  tracoF(w',...,w', Vi,...,V})

I+1

é o traco do endomorfismo F(w?,... w', -, Vi,..., Vi, -) € TH(V).

JueJu . pite-gim

Em termos da base, as componentes do tracolF' sao (tragoF); ! A A

Além disso, temos que trago : T"T'(V) — TF(V) esta bem definido e é uma
aplicacao linear.
Estudemos agora os tensores alternados, que sao os tensores com a seguinte pro-

priedade:
F(Xh...,XZ‘,...,Xj,...,Xk):—F(Xl,...,Xj,...,Xi,...,Xk).

Denotemos por A*(V) o espago dos k-tensores covariantes alternados sobre V. Os
elementos desse espago também sdo k-covetores ou (exterior) k-formas.

Existe uma aplicacao bilinear, associativa nesse espaco, chamada de produto ex-
terior, definida sob 1-formas w', ..., w” por w' A.. . AwF(Xy, ..., X) = det({(w, X;))

e extendida por linearidade.
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Fibrados Vetoriais e Tensoriais

Um fibrado vetorial k-dimensional (suave) consiste de duas variedades suaves E
(o espaco total) e M (o espaco base) e de uma aplicacao sobrejetiva Il : E — M (a

projecao), satisfazendo as seguintes condigoes:

(a) cada conjunto E, := IT"!(p) (chamado de fibra de E sobre p) ¢ munido da

estrutura de espaco vetorial.

(b) Existe uma vizinhanga U de p e um difeomorfismo ¢ : II"'(U) — U x E,, para
cada p € M, chamado de trivializacao local de F, tal que o seguinte diagrama
comuta

I-Y(U) "> U x R*

nl inl

U U

Id

onde II; é a projecao sobre a primeira coordenada.
(c) A restrigao de ¢ sobre cada fibra, ¢ : E, — {p} x R¥, ¢ um isomorfismo linear.

Exemplos 1.1. 1. O fibrado tangente: T M = U T,M.
peEM

2. O fibrado cotangente: T*M = U TyM, onde TyM = (T,M)*.
pEM

3. O fibrado normal. Considere a imersao M — M o fibrado normal é NM = U N, M,
peEM

onde N,M = (T,M)*.

Temos o seguinte resultado que mostra que é possivel obter o fibrado vetorial a

partir das trivializacoes locais.

Lema 1.15. Considere a variedade Riemanniana suave M, o conjunto E e a apli-

cacao sobrejetiva 11 . E — M. Suponha que exista uma cobertura aberta
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{U.} de M juntamente com uma aplicacio bijetiva o, : I1I7Y(U,) — U, x R* sat-
isfazendo 11, o o = 11, tal que sempre que tenhamos Uy, NUg # &, a aplicagao
goaogpgl:UaﬂUg x RF — U, NUg x R* ¢ da forma

vao s (p,V) = (p,7(p)V) (1.4)

para alguma aplicagdo suave T @ U, N Uz — GL(k,R). Entdo E tem uma dnica
estrutura de fibrado vetorial k-dimensional sobre M tal que as aplicacoes p, $ao as

trivializagoes locais.

As aplicacoes suaves 7 tomando valores em GL(k,R) do lema acima sdo chamadas
de func¢oes de transicao para FE.

Se II: E — M ¢ um fibrado vetorial sobre M, uma seccao de E é uma aplicacao
F: M — E tal que Il o F' = Idyy, ou equivalentemente, F'(p) € E, para todo p € M.

Diremos que a seccao é suave se a aplicacao F' é suave.

O secgdo nula é a aplicacdo F': M — E tal que F(p) =0 € E, para todo p € M.

O espago das secgoes suaves de um espago vetorial é um espaco vetorial de di-
mensao infinita com a adicao e multiplicacao por constante ponto a ponto, cujo o
elemento neutro (zero) é a seccdo nula ¢ definida por ¢, = 0 € E, para todo p € M.
Denotemos por 7(M) o espago das secgoes suaves de TM.

Estudemos agora os fibrados tensoriais e os campos tensoriais.

Por definigao o fibrado (’;)—tensorial em M é TFM = Upep,T"(T,M). Analoga-
mente AFM = U AT, M).

peEM
Vamos considerar as seguintes identificacoes: T7M = TM, T'M = A*M = T*M.

Para verificar que cada um desses fibrados tensoriais é um fibrado vetorial basta
definir a projegao I : M — M como a aplicagao que associa a cada F €
TF(T,M) a p. Se {x'} é um sistema de coordenadas locais em U C M, e p € U,
os vetores coordenados {0;} formam uma base para T,M cuja a base dual é {dz;}.
Qualquer tensor F € 7,*(T,M) pode ser representado em termos dessa base como

F = F'"70, .. 20, d" dss.

1.0k
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Um campo tensorial em M ¢ uma secgao suave de algum fibrado tensorial 7, M.
Uma k-forma diferencidvel é uma secgao suave de A*(M).

O espaco dos campos (];)—tensoriais sera denotado por 7 M, o espaco dos campos
k-tensoriais covariantes (fungoes suaves de T*M) serd denotado por 7%(M). Em
particular, 71(M) é o espago de 1-formas.

De posse do conceito de tensor podemos dar a seguinte definicao para a métrica
Riemanniana.

Uma métrica Riemanniana em uma variedade suave M é um campo 2-tensorial
g € TXM) que é simétrico (ie., g(X,Y) = g(Y,X)) e positivo definido (i.e.,
g(X,X) > 0se X # 0). Entao uma métrica Riemanniana determina um produto
interno em cada plano tangente 7,M, o qual é denotado por (X,Y) = ¢(X,Y) para
XY e T,M.

Uma propriedade importante da métrica Riemanniana é que ela nos permite trans-
formar vetores em covetores e vice-versa.

Seja (M, g) uma variedade Riemanniana. Defina a aplicacdo chamada "flat"de
TM em T*M por X — X’ onde X*(Y) := g(X,Y).

Em coordenadas, X* = ¢(X'0;, - ) = g;X'dr? = X;da’ onde X; = g;; X"
Diremos que X’ é obtido de X por "lowering an index".

A matriz da aplicacao "flat"em termos de coordenadas é a propria matriz de g.
Como a matriz de g é invertivel, temos que o operador "flat"também é invertivel.
Denotemos essa inversa por w — w', chamada de "sharp".

Em coordenadas w? tem as coordenadas w' = g"w; onde, por definigao, g¥/ sao as
componentes da matriz inversa (g;;) "

Dizemos que w* é obtido por "raising an index."

Uma importante aplicacdo dos operadores "flat"e "sharp"é extender o operador
trago para tensores covariantes.

Consideremos o caso particular de 2-tensores simétricos.

Se h é um 2-tensor simétrico em uma variedade Riemanniana, entdo h* ¢ um

G) —tensor e sendo assim tracoh® esta bem definido. Nos definimos o traco de h com
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respeito a g por trago,h = tracoht.

Em coordenadas (como h é simétrico, ele ndo depende da maneira como os indices
"raised") temos trago,h = hi = g h;;. Em particular, em uma base ortonormal, temos
o traco ordinario de uma matriz.

Uma métrica é por definicdo um produto interno sobre os vetores tangentes.

O préoximo resultado mostra que uma métrica determina um produto interno (e
sendo assim, uma norma) sob todos os fibrados tensoriais.

Fixemos as notac¢oes. Seja £ — M um fibrado vetorial, uma "fiber metric"em F
é um produto interno em cada fibra E, que varia suavemente, no sentido que para

qualquer seccao (local) suave o, 7 de E, o produto interno (o, 7) é uma funcao suave.

Lema 1.16. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana. Eziste uma dnica "fiber met-
ric"sob cada fibrado tensorial T*(M) com a propriedade que se {E\, ..., E,} ¢ uma
base ortonormal para T,M e {p',...,¢"} € a correspondente base dual, entao a

colecao de tensores dada por ¢ uma base ortonormal de T,*(T,M).
Estudemos agora o elemento de volume em uma variedade Riemanniana orientada.

Lema 1.17. Em qualquer variedade Riemanniana (M, g) de dimensao n eriste uma
unica n-forma dV satisfazendo dV (Ey, ..., E,) =1 sempre que {E1, ..., E,} for uma

base ortonormal orientada para algum plano tangente.

Essa n-forma dV é chamada de elemento de volume (Riemanniano). Além disso,
dV = y/det(gij) " A ... A ™ onde gi; = (E;, E;) e {¢'} é base dual de {E;}.

O volume de um conjunto mensuravel A C M é

vol(A):/ 14dV,
M

veja [12] para mais informagoes.

Lembremos que o “tangent cut locus” de p € M é o conjunto

G, = {eut(v) -v € T,M: |lo]| = 1}
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onde

cut(v) = sup{t > 0;7,|[0,t] ¢ minimizante}
é o "cut value"de v.

O ntimero cut(v) acima ¢ chamado de distancia do ponto minimo de p ao longo de
Yp- O conjunto C abaixo tem a propriedade de ser é o maior dominio em 7, M onde
expplc € um difeomorfismo. Além disso, expC = M \ C(p), onde C(p) denota o "cut
locus"de p em M. Veja [4] para algumas propriedades.

Seja C(p) = exp(C)).

Seja C = {t-v € T,M;t < cut(v)}. Entdo exp|C é um "imbedding"sobrejetivo
em M\ C(p), e C(p) tem medida nula. Entao para qualquer conjunto mensuravel
A C M temos

vol(A) = vol(A\ C(p)) = / det(exp,,)dV.

Cnexp, Lea)

1.3 Equacoes Diferenciais Ordinarias

Estudamos nesta seccao a equacao diferencial
dy 2
- T Q2)y + R(z)y” = P(a), (1.5)

onde y = y(z), P(x),Q(z), R(z) : I C R — R sao funcoes dadas. Essa equacao é
conhecida como a equagao (generalizada) de Riccati.Para mais informagoes veja [2],
[6] e [15].

O texto contem informacoes sobre as duas principais estratégias de solucao dessa
equacao, mostrando a relacao que existe entre a equacao de Riccati, que é uma
equacao diferencial nao linear, com uma equacao diferencial de segunda ordem linear.
Além disso, resolvemos a equacao de Riccati em um caso particular e estudamos os
polos de uma solugao da equacao de Ricatti.

Existem basicamente duas estratégias para a resolugao dessa equagao.
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Estratégia (1): A idéia é empregar uma mudanca de variaveis e transformar a
equagao de Riccati, que é nao linear, em uma equacao de segunda ordem linear.
Espera-se que que a equagao linear seja mais facil de ser resolvida.

Considere a mudanca de variaveis dada por

1 du
- _ v 1,
Y Rudx  Ru (1.6)
Substituindo (1.6)) em ((1.5) obtemos
d*u , du
> _  _ PR%*u = 1.
R — (R = QR)7- — PR (1.7)

que é uma equagao linear de segunda ordem.
Observe que no caso particular de P =0 em 1) entao j—i’j +Q(z)y+ R(z)y* = 0.

Considerando a transformacgao y = % temos
Z—Z —Qu=R~R (1.8)
cuja solucao é
v = cexp(/Q(x)dx) + exp(/Q(x)dx) /z R(t) exp(—/Q(t)dt)dt. (1.9)
Estratégia (2): Suponha que seja conhecida uma solugao y = y; da equagao
Y +Qu+Ry>—P=0 (1.10)

Pode-se entao determinar a solugao geral.
Seja y = y1 + 2. Sendo assim, substituindo y em (|1.10)) e lembrando que y; é
solucao dessa equacao temos

d
T+ (Q+2Ry)z + B2 =0 (1.11)

A equagao ((1.11]) é conhecida como equagido de Bernoulli, e pode ser reduzida para o
caso linear pela mudanca de coordenadas z = % Sendo assim, temos que a equagao

[TD) fica

d
R Q- R =0 112
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que ¢ uma equagao da forma (1.8]).
Estudemos um pouco a equagao de Riccati (1.5)) no caso particular onde @ = 0,

R =1, P = —k = const. Sendo assim,

Y+ +k=0 (1.13)
u + ku=0. (1.14)

Temos que, vejal2], a solugao de ([1.14)) é do tipo u = exp(rz) com a constante r
escolhida adequadamente (r deve ser solugdo da equagao caracteristica).
Temos trés casos a considerar:

caso(1): k = 0 Nesse caso

u = br+a (1.15)
b

= 1.16

Y bxr + a (1.16)

caso(2): k < 0. Escrevendo-se k = —3 com 3 > 0, temos

u = aexp(riz) + bexp(rax) (1.17)

b
, ary exp(riz) + brg exp(rax) (1.18)
aexp(riz) + bexp(raz)

onde r; = /B e ry = —/B.

caso(3): K > 0. Nesse caso

u = cyexp(az)cos(bxr) + co exp(ax) sin(bx) (1.19)
,u//

= — 1.20

v = (1.20)

onde r = a + 1b.
Observe que a existéncia de solucoes para as equacoes estudadas é imediata, pois
explicitamos as solucoes em cada caso. A unicidade de solugoes para as equacgoes

estudadas esta garantida pelo seguinte teorema:

Teorema 1.5. Sejam f e g solugdes da equacao diferencial y" + ky = 0 em R.
Suponha que tenhamos f(0) = g(0) e f'(0) = ¢’(0). Entao f =g em R.
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Demonstracao: Veja [1]. O

A seguir estudaremos o conceito de polo para fungoes analiticas reais. O material
a seguir ¢ uma adaptacao do conceito conhecido no caso complexo e como referéncia
foram utilizados as referéncias [19] e [5].

No que segue f : I(zy) — R denota uma funcao de classe C™ e o conjunto
I(xg) ={z € R;0 < |x — x| <7}, com r > 0, é chamado de vizinhanca perfurada de

Zo-

Definicao 1.4. Uma funcao f tem uma singularidade isolada em um ponto r = x

se existe R > 0 tal que f € de classe C™ em I(x).
Seja xg uma singularidade isolada de f. Entao

e 1y ¢ uma singularidade removivel de f < f é limitada em uma vizinhanca
perfurada I(xy) < existe e é finito o limite lim, ., f(z).

e 15 ¢ um polo de [ < lim, ., ||f(2)]| = oc.
Diremos que zy é um polo de ordem m de f se m é o menor inteiro positivo tal

que f(z)(x — x9)™ tem uma singularidade removivel em = = .

e 1 é uma singularidade essencial de f < o limite lim,_,,, f(x) ndo existe, ou de
outro modo, xy ¢ uma singularidade essencial de f se nao é uma singularidade

removivel ou um pélo.

Uma solugdo da equagao de Riccati ([1.5) possui a propriedade de ndo possui
singularidades essenciais ("branch points"). Veja [6] e [15].

Além disso, temos:

Lema 1.18. Seja R : [ — S(E) uma aplica¢do continua e consideremos a correspon-

dente equagdo de Riccati em S(E)

B +B*+R=0.
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Suponha que uma solucao dessa equacao tenha um polo em t = tg, entao algum
autovalor de B tende a —oo quando t — ty, t < tg e tg € I. Além disso, temos que

nenhum autovalor de B converge para +00.

Lema 1.19. Com a notacao da proposicao anterior suponha que uma solucao da
equacao de Riccati possui um polo em t = 0, entao t = 0 € no mdxrimo um polo de

primeira ordem.
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Capitulo 2
Hipersupertficies Paralelas

Seja (M, (,)) uma variedade Riemanniana e denotemos por V a conexao de Levi-
Civita correspondente.ﬂ

Considere M’ C M aberto e f: M’ — R uma funcao diferenciavel cujo gradiente
V = grad f tem norma um.

Pelo paréagrafo f pode ser vista como uma submersao Riemanniana.

Considere os conjuntos de nivel S; = {p € M; f(p) = t} ou, de outro modo,
Sy = f7Yt) com t € f(M'). Como f é uma submersao e, por isso, todo ¢t € f(M’)
é valor regular, o conjunto S; é uma hipersuperficie. O conjunto {S;;t € f(M')} é
chamado de familia de hipersuperficies paralelaﬂ.

Lembremos que, dado X € T'M, temos

No artigo principal [§] o autor supdem que a variedade Riemanniana M ¢é completa. Todavia,
essa hipotese é desnecessaria nesse paragrafo. Sendo assim, estamos omitindo-a.

20bserve que como o vetor V é normal a cada subvariedade de nivel, temos que a denominacio
"paralelo"estd bem empregada. Além disso, pela forma local das submersdes, a submersio f é
localmente uma proje¢do, sendo assim podemos considerar f uma fungio distancia (localmente)
de cada subvariedade de nivel. Veja a referéncia [22] para mais informagdes sobre fungoes cujo
gradiente tem norma um e funcdo distancia. Além disso, localmente temos a seguinte propriedade
I(J,J) = Hessf(J, J) que relaciona a forma o indice I e a Hessf da fungdo distancia f para campos
de Jacobi J ao longo da geodesica «. Veja [4].
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(VyV, X) = Hess f(V, X)

= Hess f(X,V)
= (VxV, V)
_ %X(V, V)= 0.

Portanto, (VyV,X) =0 para todo X € TM'

o que implica, VyV =0. (2.1)

Logo as curvas integrais de V' sao geodésicas normalizadas.

Denotemos por B = H/V : TM' — T M’ o campo tensorial Hessiano de f definido
da seguinte forma X — B(X) = VxV.

Por o campo V pertence ao nicleo de B. Consideramos, entao, a restricao
Blgyy+, onde estamos denotando por {V}*+ o complemento ortogonal do espago gerado
pelo vetor V.

Como V' é um campo normal unitirio ao longo de cada hipersuperficie de nivel,
o tensor Blyy1 pode ser visto como o segundo tensor fundamental (ou aplicagio de
Weingarten, ou operador de forma) de cada hipersuperficie de nivel.

Explicitemos tal identificacdo. Seja X € T,M’, entao

H/(X) = VxV =VxrwV
= VxrV+AVyV
= VxV
= (VxV)'
onde, na tltima igualdade foi utilizado o fato que (VxV, V) = 0.
Sendo assim, (VxV)t =0e (VxV)' = H/(X) =V V.
Por outro lado, sabemos que Sy (X) = —(VxN)T, onde N ¢ uma extensiao de V

a M normal a cada hipersuperficie de nivel. Portanto, a menos de um sinal, Hf e Sy

coincidem e tal identificacao de fato é possivel.
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Para cada campo vetorial J em M’ com [J, V] = 0 temos, pela simetria da conexao,
que
0=1[J,V]=V,V =V

Como B = VV temos

VyJ=B-J (2.2)

além disso, por e , como V;V = B - J temos
VvV, V. = (VyB)J+ B(VyJ).
Logo (VyB)J = VyV,;,V —B(VyJ)
= VvV, V =V,;VyV 4+ V3V — B(VyJ) (por e [J,V]=0)
= R(V,J)V — B(BJ) (defini¢ao do tensor de curvatura R)

onde R denota o tensor de curvatura riemanniano. Sendo assim, denotando Ry =

R(-, V)Vﬂ obtemos a equagao de Riccati
VvB + B*+ Ry =0. (2.3)
Entao diferenciando ([2.2)) temos

VyVyJ = {(VvB)J} + B(VyJ)
= ARV, J)V = B(VvJ)} + B(VyJ)
= R(V,J)V
= —R(J,V)V.
Assim, VyVyJ+RyJ=0 (2.4)
Sendo assim, demonstramos que J é um campo de Jacobi ao longo de qualquer curva

integral de V.
Sendo assim a equagcao de Jacobi (2.4)) foi reduzida a duas equagoes de primeira ordem

2:2) e @3]

3Ry & conhecido na literatura como "tidal force", veja [20] para mais informagcdes.
4 Note que se supusermos que as funcdes envolvidas nas equacoes de Riccati e Jacobi sdo funcoes
reais, temos que a mudanca de variavel J' = BJ é a mesma utiliza no estudo da equacao de Riccati

em
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§ 2.0.1.

Fixe uma curva integral v : I — M’ de V. Utilizando transporte paralelo ao longo
de 7, podemos identificar o fibrado normal de v a IxFE onde E ¢é algum espac¢o normal
fixado {y(to)}*. Sendo assim, B(t) := Bl,« e R(t) := Ry|,«) sdo considerados como

endomorfismos auto-adjuntos de E e satisfazem
B +B*+R=0 (2.3)’

a correspondente equagao de Riccati em S(F).
Lembremos que S(F) denota o espago dos operadores A : £ — E que sao auto

adjuntos.

Exemplo 2.1. Como exemplos de funcoes e hipersuperficies paralelas temos f(x,y, z) =
22+ 2+ 22, g(o,y) = 2+ y? e h(x,y,2) =2 em R, S e HP.
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Capitulo 3
A Equacao de Riccati

Vamos agora estudar um pouco mais a equacao de Riccati.

Seja 2 um espaco vetorial real n-dimensional com produto interno. Denotemos
por S(E) o espaco dos endomorfismos auto-adjuntos, munido com o produto interno
(A, B) = trago(AB).

Sejam I C R um intervalo aberto e R : I — S(E) uma curva suave. Considere a

correspondente equacao de Riccati em S(F)
B +B*+R=0 (2.3)).

O caso n =1 é importante pois o caso geral se reduz a esse tomando tracos como

segue.
Defina b — tracoB o tmgoR.
n n
Note que, sendo B : I — S(E) solugao de , temos b(t) = M. Logo,
_ tragoB'(t) "

derivando com relagao a t, b'(t)
n

Sendo assim, a aplicacao S = B — bld tem traco nulo, pois
tracoS = trago(B — bld) = tragcoB — b tra¢old = nb —bn =0
e considerando a norma induzida pelo produto interno ||S|| = /(S, S) temos
1S11* = [|B|]* - t*n.
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Tomando trago de (2.3 temos:

0 = traco(B' + B*+ R)
= tracoB' + tracoB* + tracoR
= nb + tracoB* + nr
1
V¥ 4+ —tracoB*+r =0
n
1
V+—||B|P+r=0
n
1
V40 +r+=||B|?-t*=0
n
1
V40 +r+=|S]?=0
n
1
bV +b*+7r, =0, onde r, =7+ —||S|* (3.1)
n

Observe que se B tem um polo em tq5 = 0 e Pm tB(t) = Id, entdo ry permanece

—0

limitado em t,.

Seja Jq,...,J, uma base de solucoes de
J = BJ (12.2).
Sendo assim, definindo j = [|J; A ... A J,||+ temos

(A NTY) = Y A ANTLA A,
k=1
= > JIA L ABRA. AT,
k=1
= (tracoB)Jy A ... N J,

Sendo assim,

j = bj. (3.2)

Observe que no contexto Riemanniano o que foi feito acima significa que a cur-

vatura média da variedade mede a taxa de expansao do volume. Veja [4].
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Estudemos um pouco a equacao de Riccati (2.3) no caso particular em que n =1

e R = k é constante, isto é, consideremos a equacao,

b, +b;+k=0

EN

Fazendo o = |k|2 temos, pelo capitulo a seguinte familias de solugoes by (¢):

k>0
k=0

Ucot( (t—rc))

t—rc

(i
(¢
(¢
k<0 (i)ocoth(o(t—c))
(1) o
(441) Jtanh( (t—2c))
(i) —

(v) o coth(a(t —¢))

parac<t <c+7Z, ceR
parat>c¢, c€R
parat e R

parat <c, c€R

parat >c, c€R
parat € R
parat € R, c€ R
parat e R
parat <c, c€R

Em particular, para £ € R, a tnica solu¢ao que possui um poélo em 0 é <= onde
Sk

(Sk,cr) € a solucao de

/

!
S =ck, ¢, = —ksg,

Se n é arbitrario e R = kld, onde Id denota a identidade de E, entao B = kld

sao as solugoes de ([2.3)).

Sendo assim, temos as correspondentes familias {S;} de hipersuperficies paralelas

umbilicas nas formas espaciais @ de curvatura seccional constante k, e by(t) é a

curvatura média de S;.

Para k£ > 0, temos uma familia de esferas concéntricas.

Para k = 0, temos trés familias: esferas concéntricas orientadas orientadas para

dentro e para fora e hiperplanos paralelos.

Para k < 0, temos cinco familias: esferas concéntricas e horoesferas, ambas orien-

tadas para dentro e para fora, e esferas geodésicas.
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Vamos agora estudar o caso em que a solugao da equacao de Riccati é invertivel.

Seja B : I — S(F) uma solucao da correspondente equagao de Riccati B + B? +
R=0em S(E).

Suponha que B seja nao singular, ou seja, detB(t) # 0 para todo t € I. Sendo
assim, podemos considerar a inversa C' = B~1. Logo, derivando a aplicacao linear C,
temos

C'=-B'B'B.
Como B'+ B*+ R =0, temos
—B'B'B'+ (=B )B*B~' + (-B"")RB™' =0,

obtendo
C'"=1d+ CRC.

Juntamente com as solugdes B de (2.3), nos investigaremos solugoes J : [ — E
da equacao
J=B] (22

Uma solucao de (2.2)) tem as seguintes propriedades:

(i) J pode ser estendida a todo R;

(i) Se B satisfaz 15% tB(t) = Id, as solugoes de 1) sdo exatamente as solugoes
de Jde J”+ RJ =0 com J(0) =0.

A seguir apresentamos alguns resultados de comparacao para as solugoes da equacao
de Riccati em S(F).

Agora seja [ = (t_,t4) com —oo < t_ <ty < o0. Sejam R, : R — S(E) curvas
suaves e Bj, com j = 1,2, solu¢ées das correspondentes equagoes de Riccati ((2.3).
Fixe um ponto inicial ¢y € I e seja t; > ty o primeiro polo de Bj, se existir algum,

caso contrario defina t; = t+.|1_-]

!Note que se considerarmos que a variedade Riemanniana M no capitulo [2| & completa, entdo o
dominio I da curva integral de V' em §2.0.1]é toda a reta real. Sendo assim, novamente por §2.0.1 o
intervalo I = (t_,t4) é o dominio da curva integral de V.
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Proposicao 3.1. Suponha que
(a) Ri(t) > Ra(t) para todot € 1,
(b) Bi(to) < Bs(to).

Entao

(C) tl S t2}
(d) Bi(t) < Bs(t) para todo ty < t < ti.

Demonstrac¢ao: Suponha inicialmente que tenhamos a desigualdade estrita em (a),
isto &, R1(t) > Ry(t). Suponha que exista s > to tal que By (t) < Bs(t) paraty <t < s.
Sendo assim, pelo lema [L.5] temos que B (t) < By(t) para to < t < s.

Afirmamos que Bi(s) < Bsy(s).

De fato, provemos a afirmacao por contradigao. Sendo assim, temos que Bj(s) <
Bs(s) e que nao vale B(s) < Ba(s). Logo, Bs(s) — Bi(s) é positivo semi-definido com
nacleo nao nulo.

Como o nticleo de By(s) — Bi(s) é nao nulo, é possivel escolher zy € E \ {0} tal
que By(s)xg = Bi(s)xo.

Considere a fungao ¢g : I — R dada por ¢(t) = ((Bs — By)(t)zo,x9). Note que
g(t) > 0 para t € [to, s] e g(s) = 0 pois xg € Ker[(By — By)](s).

Derivando g temos ¢'(t)(B5(t)x — By(t)x, x).

Pela equagao de Riccati temos que B} = —B;—R;. Logo ¢'(t) = (B} —B3)(t)z, z)+
(B = Ry)(t)z, x).

Calculando em s, temos ¢'(s) = ((Bf — B3)(s)z,z) + ((Ry — Ry)(s)x, x).

Como Ry (t) > Ry(t), parat € I, temos que o segundo termo é positivo e o primeiro

termo é nulo, pois

((Bf — B)(s)z, ) = ((Bi— B2)(s)(Bi(s))z,2)  (pois Bi(s)r = Bay(s)z )
= (By(s)x,(B1 — B2)(s)x) ( pois B; é auto-adjunto )
= (By(s)z, Bi(s)x — Ba(s)z) = (Bi(s)z, Bi(s)x — Bi(s)zx) = 0.
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Sendo assim, ¢'(s) > 0.

Por outro lado, g5 > 0 e g(s) = 0.

Portanto temos uma contradi¢do, pois ¢’(s) > 0 implica que g é estritamente
crescente em uma vizinhanca de s e gy, ) > 0 e g(s) = 0 implica que g é decrescente
em [to, s].

Essa contradicao surge do fato de supormos que nao vale By(s) < By(s). Portanto
temos que Bj(s) < By(s) mostrando que a afirmacio é verdadeira.

Mostremos que t; < 5.

Suponha que a desigualdade t; > t, se verifique.

Como }LIg(Bg(t)x,x> = —oo temos uma contradi¢do com Bi(s) < Bs(s), pois
Bi(s) < By(s) & (Bi(t)z,z) < (Byo(t)x,z) e (Bi(t)z,x) € Rset € (ty,t2) C (to,t1)-

Essa contradicao surge do fato de supormos que t; > t,. Portanto t; < to,
mostrando (c).

Mostremos a suposicao inicial da existéncia de s > ¢ tal que By (t) < By(t) com
to <t < s. Lembre que estamos supondo a desigualdade estrita em (a).

Como Bj(tg) < Bs(typ) temos dois casos a considerar. Inicialmente suponha
By (ty) < Bs(to). Sendo assim, o resultado segue da continuidade de B;. Se Bi(ty) =
Bs(to), entao temos que Ry (tg) = Ra(tp), uma contradigdo com a suposi¢ao inicial que
vale a desigualdade estrita em (a). Sendo assim, o segundo caso nao ocorre e sempre
é possivel garantir a existéncia do s com a propriedade mencionada acima.

O caso geral onde temos a desigualdade fraca em (a) segue por continuidade. [

Proposicao 3.2. Sejam Ry > Ry e By, By solugoes das correspondentes equacoes de
Riccati. Suponha que Bj, j = 1,2, sao invertiveis em uma vizinhanga de zero com
Bi(t)™" — 0 quando t — 0. Seja t; > 0 o primeiro polo de B;. Entdio t; < ty e
By < By em (0,t1). Se Ry > R, a desigualdade estrita By < By se verifica.

Demonstragao: Seja C; = Bj~'. Como B; é solu¢ao da equagao de Riccati cor-

respondente, temos que Cj é solucdo de C} = Id + C;R;C;. Além disso, como por
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hipotese 21}1101 Bj_l(t) = 0, temos que C;(0) = 0, pois C; & continua e sendo assim
Oj(to) = thI? C](t)
—tlo
Derivando a equagao C} = Id + C;R;C; temos

C® = CIR;C; + C;R,C; + CR;C!
(3) _ (2 (2) (2)
P = O R;Ci+C R, Ci+C R;Ci+C) R, Cy+Cy R Ci+- O R, Ol O R; O+ O R Cl+-C R O

Calculando em ¢ = 0 temos as aplicacoes derivadas
T (2) —0n- 3) _
CJ'-(O) =1Id; C;7(0)=0; C;7(0)=2R;.

Suponha inicialmente que R; > R,. Sendo assim, os trés primeiros termos da expansao
de Taylor de C5 e C7 — C5 em zero sao positivos definidos.

Por continuidade de C5 e C; — C5 temos que Cy e C — (5 sao positivos definidos
em uma vizinhanca de zero.

Portanto, para t > 0 suficientemente pequeno, temos Cy(t) > 0 e (C; —Cs)(t) > 0.

Logo, Ci(t) > Cs(t).

Como C,(t) > Cs(t) > 0 pelo lemal[l.8|temos, para t > 0 suficientemente pequeno,
que By(t) > By(t) > 0.

Sendo assim, escolhendo ¢y > 0 suficientemente pequeno, estamos nas hipoteses
da proposicao 3.1} Logo, temos B (t) < By(t) para to < t <ty e t; < to.

O caso Ry > R, segue por continuidade.

Proposicao 3.3. Sejam By, By : [ — S(E) tal que Apoz(B1) < Amin(Ba2) para todo
ponto. Seja Jy,Js : I — E solugoes nao nulas da equacao J]’» = B;Jj, j = 1,2. Entao

. J . <
(i) HJ;H € mondtona decrescente.

(ii) se Hj;” é constante em alguns sub-intervalo I' C I, entdo em I' tem-se Ay (B1) =
Ji

Amin(Bz2), € 0s correspondentes auto espago contendo T

respectivamente Hi;_z\l’

sao constantes em I'.
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Demonstragao: Mostremos (i).

Por hipétese temos que J;, j = 1,2, é solugdo nao nula da equagao diferencial
Ji = BjJj. Sendo assim, |[J;|| € ndo nulo e diferencidvel em /. Sendo assim, temos
que ||.J;|| # 0 em todo pontcf]

Sendo assim, log||.J;|| : I — R esta bem definido. Portanto,

Al (VL))

(log| 1)) =
' IPAl IPAl
<J{7J1>
AR
<31J17J1> <B2J27J2>
=2 L <. (B < M (B < X1—==2 =/
T =AMB) = A-(B) < HJ2H2
(J3, J>

onde foi utilizado o teorema na primeira e terceira desigualdades acima e foi
utilizado a hipotese sobre os auto-valores de B; na segunda desigualdade.

Logo (log||J1]|)" < (log||J2]|)’. Entao, pelas propriedades da func¢ao logaritmo e

de derivacao, temos (log”le)’ <0.
1l 4

] é mono6tono decrescente.

Mostremos (ii).

Portanto

Se I?H é constante em [’ C I, temos que (log‘}?H) 0.

Logo, pelas propriedades da fun¢ao logaritmo e da derivacdo, temos que (log||J1||) =
(logl[L2[)"-

Entao as desigualdades acima sdo nesse caso igualdades e temos A\, (By) = A\_(B>)
e J;(t) sao os correspondentes autovetores de B;(t) para t € I'.

Além disso, como J; = B;J;, temos que J; e J; sdo linearmente dependentes em
I'e

Jj
”J 0 é constante em [I'. O

2Isso segue do seguinte fato: se J é solugao de J' = BJ com J(0) = 0 temos que J é solugdo de
J"+ RJ =0 com J(0) = 0. Sendo assim, ou J =0 (se J'(0) =0) ou J # 0 (se J'(0) = w # 0).
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3.1 Equacao de Riccati com condicao inicial singular

A seguir estudamos a equagao de Riccati no caso particular em que a condicao
inicial é singular. O objetivo é estabelecer resultados de comparacao para as solugoes
da equacao de Riccati nesse caso.

Seja E um espaco vetorial real n-dimensional com produto interno e B uma solucao
de

B'+B*+R=0 (2.3)

em S(E) com R : I — S(F). Suponha que B(t) tenha um polo em ¢t = 0. Sabemos
(veja o capitulo que esse polo é no maximo de primeira ordem. Sendo assim,

escrevendo a “série de Laurent” de B, temos
B(t)=t"'"F+G+tH+ O(t*)

com F,G,H € S(E).
Observe que
B'(t)=—t7F+ H+0(t)

B*(t) =t F* 4+t Y (FG+GF)+ FH+ HF + G* + t(GH + HG) + O(?)

Uma vez que

0 = B'(t)+ B*(t)+ R(t)
= tHFP-F)+t Y FG+GF)+ H+FH + HF + G* +t(GH + HG) + R(t) + O(t?)
Deduzimos,
F?—F=0
FG+GF =0

H+FH+HF+G*+t(GH+ HG)+ R(t)+O(*) =0
Sendo assim,

(a) F2=F
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(b) FOG=0,onde XOY =XY +YX com X,Y € S(E).

Segue de (a) que F ¢ a projegdo ortogonal Py sobre N = Im(F). Seja T'= N+t e
denotemos por Pr a projecao ortogonal sobre 7.

Segue de (b) que Im(G) C T e N C Ker(G).

De fato, como F? = F, temos que F|y = Id. Para verificar isso basta observar
que dado z € N temos F(z — F(x)) = F(z) — F?(F(z)) = 0. Logo # — F(x) € N*.
Por outro lado, se z, F(z) € N, entao x — F(x) € N. Mas N N N+ = {0}. Sendo
assim, x — F(z) = 0 para todo x € N.

Mostremos agora que N C Ker(G). Isso é equivalente a mostrar que G(z) = 0
para todo x € N.

Ja sabemos que dado = € N temos F(z) = x.

Sendo assim, aplicando G e utilizando o item (b), temos —F(G(z)) = G(F(z)) =
G(x), ou seja, F(G(x)) + G(z) = 0.

Por outro lado, aplicando F' na igualdade acima, temos
0=F(F(G(x))+ G(z)) = F(G(x)) + F(G(x)).

Portanto F'(G(z)) = 0. Entao G(z) = 0 para todo z € N.Mostrando que N C Ker(G).

Mostremos que Im(G) C T. Isso é equivalente a mostrar que dado w € Im(G)
temos que F'(w) = 0.

Seja w = G(v) € Im(G), entdo, pelo item (b), F(w) = F(G(v)) = —G(F(v)) =0
onde na ultima igualdade foi utilizado o fato que F(v) € N e N C Ker(G). Mostrando
que w € T = Ker(F).

Logo G = APy, para algum A € S(T) (estamos omitindo a inclusdo 7' C FE).

Sendo assim,

B(t) = t'"F+G+tH+ Ot
= t'Py+ APr+O(2) (3.3)

e (2.3) e (3.3) é um problema com condi¢do inicial singular. Observe que o termo de
primeira ordem H j4 foi determinado pois como H+ FH + HF +G*+t(GH + HG) +
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R(t) + O(t*) = 0 temos fazendo t = 0 entdo
H+ PyH + HPy + A’Pr+ R(0) =0 (3.4)

pois Pr é uma projecao.
Em geral determinar B(t) pode ser dificil. Um caso simples é quando T' = 0.

Entao, veja a proposigao [3.2]
t
B(t)=t"'Id - §R(o) + O(t%).

Estamos interessados em mostrar que a solucao de e ¢ unicamente
determinada e depende continuamente de A e R. A maneira mais facil é estudar a
correspondente equacao de Jacobi.

Para qualquer solucao B : [ — S(E) de seja Y : I — End(FE) uma solugao
de

Y' = BY (2.2).

Entao Y é também uma solucao da equagao de Jacobi
Y'"+RY =0 (2.4)

e sendo assim, Y possui uma extensao suave para todo R.
Note que B é solugao de (3.3)) se e somente se PyY(0) =0e PrY'(0) = AY(0).
Entao (2.2)) ¢ satisfeita por uma solugao Y de

Y"+RY =0
Y(0)=Pr, Y'(0)=Py+ APy (3.5)

e como Y () é invertivel para t > 0 pequeno, temos B = Y'Y !, Entao B é unica-
mente determinado e depende continuamente de A e R.

Sejam Ry, Ry : R — S(E) e Ay, Ay € S(T'). Seja B; uma solucao de (2.3) e (3.3)
com R:R], A:AJ e]€ {1,2} Seja D = BQ—Bl.
Lema 3.1. Se R1(0) > Ry(0) e Ay < Ay entdo D(t) > 0 para t > 0 pequeno.
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Demonstragao: Sabemos que B;(t) =t 'Pjx + A;P;jr + O(t). Sendo assim,
1
D(t) = (By — By)(t) = ;(PZN —Piy)+ AsPoy — A1 Py + O(1).

Note que em N, temos Py = Idy = P,y € em N+ =T temos P; y = 0. Portanto,
como = N @ N+, concluimos D nio possui polo em t = 0.

Além disso, dados z = 2V + 2T € E, temos

(D0)x,z) = ((AePor —A1Pi7)(0)x, )
= (A((Por(0)()T, 2" + 2™) = (As((Por(0))(2), 2T + 2)
= (Ay((Por(0)(2)", ") = (As((PLr(0))(x))T, 2T)

onde foram utilizados os fatos de que Pjr : F — T é uma projegao sobre T e
AT —T.

Sendo assim, (D(0)z,z) > 0 e se z € N temos que (D(0)x,z) = 0.

Por outro lado, como D(t) = Ay Py — A1 Py + t(Hy — Hy) + O(t?) temos D'(t) =
Hy, — Hi +O(t) e D'(0) = Hy — Hy onde H; + P;y ® H; + A7P;r + R;(0) = 0.

Dado = € E, temos

(D'(0)z, z) > ([R1(0) — R2(0)]z,2) >0

pois R;(0) > R»(0). Portanto (D’(0)x,z) > 0.
Sendo assim, para todo x € E com ||z|| = 1, temos (D(t)x,x) > 0 para t suficien-

temente pequeno. Como a esfera unitaria é compacta temos o resultado. O
Como acima seja t; € (0, 00] o primeiro polo positivo de B; ou oo se tal polo nao

existe.

Lema 3.2. Se Rl 2 RQ € Al S A27 entao tl S t2 € B1 S B2 em (O,t1>

Demonstracao: Suponha inicialmente a desigualdade R;(0) > Ry(0) e A; < As. En-
tao, pela proposi¢ao anterior, Bi(ty) < Ba(ty) para ty > 0 suficientemente pequeno.

Observe que agora estamos nas hipoteses da proposicao [3.1] Sendo assim, temos que
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t1 <ty e Bi(t) < By(t) em (0,1). O caso geral segue por continuidade, uma vez que

B é unicamente determinado e depende continuamente de A e R. 0
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Capitulo 4

Teoremas de Comparacao

A seguir apresentamos alguns exemplos de func¢oes e hipersuperficies paralelas que

serao ateis posteriormente.

Seja M uma variedade riemanniana completa. Deseja-se construir exemplos de

aplicacoes diferencidveis f : M’ — R, definidas em M’ C M um aberto em M.

(a)

Seja S C M uma hipersuperficie orientada com vetor normal unitario ao longo
de S. E importante que a hipersuperficie seja orientada para que seja possivel
considerar a trivializacao global do fibrado normal. Sendo assim, temos uma
trivializagao do fibrado normal ¢ : NS — S x R. Seja M’ uma vizinhanca de S
onde a e := exp |yg tem inversa diferenciavel. Defina f = proogoe ! . Entao
f & chamada de funcao distancia com sinal de S em M’. Os conjuntos de nivel

Sy = f~Y(t) sao as hipersuperficies que estdo a distancia constante |t| de S.

Seja p € M com cut locus C(p). Seja U C T,M uma vizinhanga da origem onde
a fungao exponencial e = exp, ¢ um difeomorfismo. Seja M’ = ¢(U)\p e defina
f(q) = |le”'(q)||- Em particular, nos podemos considerar e(U) = M\C(p) onde
C(p) é o cut locus de p. Entao f = d( - ,p) e os conjuntos de nivel sdo as
esferas geodésicas centradas em p. Neste caso, o campo de vetor X = fV pode
ser extendida suavemente a p com (DX), = Id. Entao, se v é uma geodésica

parametrizada pelo comprimento de arco com v(0) = p e B(t) € S(E) com
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E = {v(t)}* como em (§2.0.1)), entdo tB(t) — Id quando t — 0.

A seguir apresentamos resultados de comparacao em Hipersuperficies impondo
restricoes sobre a curvatura seccional.

Seja S uma hipersuperficie em uma variedade Riemanniana com campo normal
unitario N definido em S.E] Para fixar sinais, os auto valores da aplicacao de Wein-
garten DN serao denotados curvaturas principais de S; e a média aritmética de todas
as curvaturas principais curvatura média de S. Veja o exemplo [1.2

Além disso, M;, j € {1,2}, denotardo uma variedades Riemannianas completas

de dimensao n + 1 cuja fungoes curvaturas seccionais K; satisfazem
inf Ko > sup Ky
nos subconjuntos em questao.

Observagao 4.1. A Sequir consideramos as notagoes dos pardgrafos e ,

temos R(t) = Rvl|yw € uma aplicacio auto adjunta. Além disso, por definigdo,

’ (IXI2]Y[2—(X,Y)2) 2
{X,Y} € uma base de o.

Segue da defini¢ao do tensor de curvatura que (R(X, V)X, V) = —(R(X, V)V, X).
Tomando V' = gradf com ||V|| =1 temos se || X|| =1 que

¢ curvatura seccional de o em p, onde o C T,M e

K;(X,V)=(R;(X,V)X,V).

Logo,
inf K; < —(R;(X, V)V, X) < sup K.

LObserve que se M & uma variedade Riemanniana e M’ C M aberto considerando a submersao
Riemanniana f : M’ — R, entdo S = f~1(¢) € uma hipersuperficie e N = grad f.
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Como estamos supondo que inf K| > sup Ky temos

—(Roy(X, V)V, X) > inf Ky > sup K1 > —(R1(X, V)V, X)
= —(R(X, V)V, X) > —(Ri(X, V)V, X)
= —(Ra(t)(X), X) = —(R.(t)(X), X)
= (Re(t)(X), X) < (Ri(t)(X), X)
= Ry(t) < Ry(t) Vtel.

Proposicao 4.1. Seja S; C M; uma hipersuperficie com campo normal unitdrio N;
e seja p; € S;. Suponha que a maior das curvaturas principais de Sy em py € menor
ou 1gual a menor curvatura principal de Sy em ps. Entao o mesmo se verifica para
as hipersuperficies paralelas S;; em exp(tN;(p;)) para 0 <t < t1 onde t; denota a
distdncia focaﬂ de S1 até py.

Demonstragao: Sejam M; C M; aberto e f; : M} — R a fungio distancia com sinal
de S; em uma vizinhanca de p; com hipersuperficie de nivel S;;. Veja o exemplo (a)
e note que estamos nas hipdteses desse exemplo.

Considere as geodésicas v;(t) = exp(tN;(p;)). Note que v;(0) = p;. Considere
E; =T, S; = {¥(0)}* e B; € S(E;) como no paréagrafo §

Sendo assim, veja o paragrafo § B;(t) é a aplicacdo de Weingarten de S,
em 7;(t), a menos de transporte paralelo ao longo de 7;.

Por hipotese temos Aoz (B1(0)) < Apin(B2(0)). Pelo lema [1.6| temos
By (0) < A7'By(0)A (4.1)

para toda isometria A : Fy — Fy até o primeiro polo de Bj.

Sendo assim, por (4.1 e pela observagao , estamos nas hipoteses da proposicao

Logo
Bi(t) < A7'By(t) A WVt € (0,t)

para toda isometria A : By — Es. Note que t; é como na proposi¢ao

2 Entendemos que distancia focal € a distdncia de p1 até o primeiro ponto focal de S medido ao
longo da geodésica em questio.
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Temos que By(t) < A7'By(t)A até o primeiro ponto focal de S; ao longo de 7.
Sendo assim, B;(t) < A7!'By(t)A para todo t € (0,t;). Logo, pelo lema
)\max(Bl(t)) < >\mln<BQ(t)) para todo t € (O,tl) O

Proposicao 4.2. As curvaturas principais de qualquer parte suave de uma esfera
geodésica em My orientada com vetor normal para fora € menor ou igual as curvaturas

principais de uma esfera geodésica com o mesmo raio em Ms.

Demonstracao: Seja p; € M; e f; = d(.,p;) como no exemplo (b).

Considere a geodésica normalizada 7; com 7;(0) = p;. Seja E; = {7,(0)}* e para
t > 0 seja B;(t) € S(E;) como no paragrafo §[2.0.1]

Note que:
(i) pelo exemplo (b) temos lg% tB(t) = Id. Sendo assim, 1515 B7(t) = 0.
(ii) Como B € S(E), temos que B ¢é invertivel em uma vizinhanca de cada ponto
onde estd definida.

Considere 7;|(o,q de modo que ~;(ty) ndo seja ponto minimo de v;(0) = p;.

Sendo assim, Bj;(t) é a aplicacdo de Weingarten da esfera geodésica >, (p;) em
Yjl(0,4, @ menos de transporte paralelo ao longo de ;.

Note que por (i), (ii) e pela observagao estamos nas hipoteses da proposicao
Sendo assim, B;(t) < By(t). Logo, pelo lema[L.7, Bi(t) < A~'By(t)A para toda
isometria linear A : Fy, — E5. Entao, pelo lema Amaz(B1(t)) < Apin(Bao(t)). O

A seguir apresentamos resultados de comparacdo em hipersuperficies para cur-
vatura de Ricci limitada inferiormente.

Seja M uma variedade Riemanniana completa de dimensao n+ 1 cuja a curvatura
de Ricei ¢ limitada inferiormente, ou seja, existe k € R constante tal que Ric(v) > kn
para qualquer vetor tangente unitario v.

Denotemos por by a solugao de

b, +bp + k=0 @.3)
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Proposicao 4.3. Seja S C M uma hipersuperficie com campo normal unitdario N
ep € S. Seja b(t) a curvatura média da hipersuperficie paralela S; de S em y(t) =
exp(tN(p)). Seja by, uma solugao de (2.3))x com bp(0) = b(0). Entao b(t) < by(t) para
todo t > 0 até o primeiro ponto focal de S ao longo de v. Parat <0, a desigualdade

oposta se verifica.

Demonstracao: Com a notacao do capitulo 3| temos r, > r, pois ry =r + @

Seja [ a fungdo distancia com sinal de S como no exemplo (a) e B(t) como no
paragrafo § Entdo, como b(t) é a curvatura média da hipersuperficie paralela
Sy de S, temos que b(t) = tm+3(t) e b é solucao da equacao ' +0*> +r, = 0 (3.1) no
capitulo

Por hipotese temos que bg(0) = b(0), como r. > r, temos pela proposicao
para t > 0, que

b(t) < by(t).

Estudemos o caso ¢t < 0.

Lembremos que a aplicagao de Weingarten é DN. Sendo assim, para t < 0 temos
a desigualdade b(t) > by(t). O

Proposicao 4.4. A curvatura média de qualquer parte suave de uma esfera geodésica

de raio t >0 em M ¢ limitada superiormente por & (t).

Demonstracao: Sejam p € M fixo e v geodésica tal que ||/ (t)|] = 1 e v(0) = p.
Sejam f = d(-,p) como no exemplo (b) e B(t) como no paragrafo § Entao
b(t) = tm+3(t) ¢ a curvatura média da esfera geodésica ), (p) em (t) desde que 7|0
nao tenha pontos minimo em p, observe que isso é possivel pela definicao da funcao
f no exemplo (b). Sendo assim, b ¢ solu¢ao da equagao b’ +0*+r, =0 com um
polo em t = 0. Veja exemplo (b).

Lembremos que 7 > r > k. Isso segue do fato de r = Ric,(v) > kn > k.

Sendo assim, a desigualdade r, > k, a proposicao e pelo estudo da equagao
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de Riccati no capitulo |3[no caso n =1 e R = k, implica que
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Capitulo 5
Aplicacoes

Como aplicacao da teoria desenvolvida até o momento apresentamos uma nova
demonstragao do Teoremas de Rauch.

Seja S uma hipersuperficie em uma variedade Riemanniana M com campo normal
unitario N definido em S. Para fixar sinais, os auto-valores da aplicacdo de Wein-
garten DN serao chamados curvaturas principais de S, e a média aritmética de todas
as curvaturas principais serd chamada de curvatura média de S.

Além disso, M;, 7 € {1,2}, denotara uma variedade Riemanniana completa de

dimensao n + 1 cujas funcoes curvaturas seccionais K; satisfazem
nf Ky > sup K

nos subconjuntos em questao.

Com a notacao acima e denotando por R; : I C R — S(E) o tensor de curvatura
de M; como no paragrafo . Como estamos supondo que inf Ky > sup Ky, entao
R, > D7 'R, D para toda isometria linear D : E; — E». Isso segue da observagao
e do lema

Teorema 5.1 (Rauch/Berger). Seja v; uma geodésica, parametrizada pelo compri-

mento de arco, em M; e J; campos de Jacobi ao longo de y; com J; L v; e

(a) J;(0) = O, [l (0)]| = [[J2(0)[] # O
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ou
(b) J;(0) = 0, [ (0)[| = [[=2(0)[| # 0.
Entao
(a) ||J1()|| < ||J2(t)]| para t > 0 até o primeiro ponto conjugado de v1(0) ao longo
de m
ou
() || L) < ||J2(t)|| para t > 0 até o primeiro ponto focal de v1(0) ao longo de

-

Jj
[175]1

Se a igualdade se verifica para algum ty > 0, entdo temos a igualdade em [0,to] e

€ um campo paralelo ao longo de 7;][0,t0] para j =1,2.

Demonstracgao:

M: Seja v;(t;) o primeiro ponto conjugado de ~,(0) ao longo de v; e p; =
7;(0), v; = 7;(0). Mostremos que o resultado vale para 0 <t <.

De fato, existe uma vizinhanga aberta U; C T),, M; de 0 contendo tv; para 0 < ¢ <
t; onde a fungao exp,, tem inversa suave. Nas condigoes acima, temos que o ponto
v(t;) é conjugado de p ao longo de « se e somente se ¢;7'(0) é ponto critico de exp,.
Veja [7]. A existéncia da vizinhanca U é importante para que estejamos nas hipoteses
do exemplo (b) do capitulo

Seja f; como no exemplo (b) no capitulo

Defina E; = {v;}* e B;(t) € S(E;) como no paragrafo §[2.0.1]

Seja J; solugao da equagao J; = B;J; 1} vista como um curva em F;. Temos
que J; satisfaz J” + RJ = 0 com J(0) = 0 e tB(t) — Id quando ¢t — 0. Veja
no capitulo [3| o estudo feito par o caso em que a solucao da equacao de Riccati é

invertivel e exemplo (b) no capitulo [4

[J1]] 1]l
[[J2]]" [[J2]]

conjugados em (0, ;).

Note que

Considere (t) estd bem definido pois v;(¢) ndo temos pontos
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Pela regra de L’Hopital temos:

AR

AT A AT

N

2 1721]
IO

FAGIE

Como inf K; > sup K,, temos que Ry > D 'RyD para toda isometria linear
D : Ey — F,. Sendo assim, pela proposicao temos que By < D~!B,D para toda
isometria linear D : Ey — Es. Logo, pelo lema [L.6] Aaz(B1) < Apin(Bs). Portanto

J
, H 1” é mono6tono decrescente.

estamos nas hipoteses da proposicao Sendo assim

Como lim —— [l

=1 temos que ||J1|| < ||J5]].
t—>0||J2|| m qu || 1||—H 2”

M: Seja v; uma geodésica, parametrizada pelo comprimento de arco, em M;
tal que 75(0) = v; e M; C M; aberto. Considere f; : M; — R a fungao distancia com
sinal de S; C M; em uma vizinhanca de 7;(0) = p; como no exemplo (a).

Seja U; C T,,, M; uma vizinhanga aberta da origem onde a aplicagao exponencial
¢ um difeomorfismo. Tomando U; suficientemente pequeno temos que MJ’ contem
7;([0,%,]) onde t; é o primeiro ponto focal de S; ao longo de ;.

Defina F; = {vj}L e sejam J; solugoes da equagao J]‘ = B;J;, visto como uma
curva em E; e B(j) € S(E;) como no paragrafo § Sendo assim, B;(0) é a
aplicacao de Weingarten de S; em p;.

I|J1H Note que HJ;H(t) estd bem definido pois 7;(t) ndo temos pontos

|
focais em (0,¢;). Note que, hm HJ;H
Note dadas as hipoteses sobre o campo de Jacobi J; e como J]’- = B;J; temos que
B1(0) = B2(0).
Sendo assim, o resultado segue da proposicao dos lemas e e da

proposicao 0

Cousidere

1.
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Uma aplicacao do teorema de Rauch permiti obter informagoes sobre a posicao

dos pontos conjugados a partir de limitagoes da curvatura seccional.

Proposicao 5.1. Suponha que a curvatura seccional K de uma variedade Rieman-
niana M satisfaz as desigualdades 0 < L < K < H, onde H e L sao as constantes.
Seja v uma geodésica de M. Entao, a distdncia d ao longo de v entre dois pontos

conjugados consecutivos de v satisfaz \/Lﬁ <d< \%

Demonstracao: Veja [7]. O

Uma outra aplicacao do teorema de Rauch consiste em obter estimativa para o
comprimento de curvas em uma variedade Riemanniana da qual sabemos estimar a

curvatura seccional.

Proposicio 5.2. Sejam M™ e M variedades Riemannianas e suponhamos que para
todop € M, p € M, o0 C t,M, & C T,M se tenha que Ky(7) > K,(0). Sejam
p € M, € M e fize uma isometria linear i : M — TT;M. Seja r > 0 tal que
a restricio exp,|B,(0) seja um difeomorfismo e expy|B,(0) seja ndo singular. Seja
c¢:[0,a] — exp,(B,(0)) C M uma curva diferencidvel de defina uma curva ¢ : [0,a] —

expy(B,(0)) C M por &(s) = expy oi o exp,*(c(s)) com s € [0,a]. Entdo I(c) > 1(c).

Demonstracao: Veja [7]. O

A seguir apresentamos uma visao geométrica do teorema de Rauch.

Sejam M uma variedade Riemanniana, 7 : [0,!] — M uma geodésica normalizada
e J um campo de Jacobi tal que J(0) = 0, |J'(0)] = 1 e (J'(0),7(0)) = 0. Entao
|J(t)] =1t — KTtg + R com %E% 5= 0, onde K denota a curvatura seccional em ~y(0)
segundo o plano gerado por {7(0),.J’(0)}. Portanto, se t é pequeno, |J(t)| ¢ tanto
maior quanto menor for K.

Sejam M uma outra variedade Riemanniana e %, J outra geodésica e campo

de Jacobi em M satisfazendo condicdes semelhantes. Além disso, suponha que

K(7/(0),J(0)) > K(7'(0), J'(0)). Sendo assim, para t pequeno, temos |J(t)| < [J(t)].
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O teorema de Rauch permite obter essa desigualdade, sob determinadas condicoes,
sem a restricao de ¢ ser pequeno.

No caso particular de dimensao dois, um tal teorema é consequéncia de um resul-
tado cléssico de Sturm sobre equacoes diferenciais ordinarias, o qual apresentamos a

seguir.

Lema 5.1 (teorema de Rauch em dimensao dois). Sejam

() + K(t)f(t) =0, f(0) =0,t € [0,1],
') +KOf(t)=0,F0)=0=0,t€[0,]]

duas equagdes diferenciais ordindrias. Suponha que K (t) > K(t) parat € [0,1], f'(0) =
F(0) =1 e que f(t) > 0 em (0,1]. Entao f(t) > f(t) para t € [0,1]. Além disso, a

igualdade se verifica para t =t € (0,1] se e somente se K(t) = K(t) para t € [0,t;].

A seguir apresentamos um resultado em que a limitacao inferior da curvatura de
Ricci implica em informagoes sobre a area e o volume de variedades Riemannianas.

Lembrando que estamos supondo que M é uma variedade Riemanniana completa
de dimensao n + 1 cuja a curvatura de Ricci é limitada inferiormente, ou seja, existe
k € R constante tal que Ric(v) > kn para qualquer vetor tangente unitéario v.

Como M é completa, temos pelo teorema de Hopf-Rinow que M é completa como
espaco métrico.

Podemos entao considerar o diametro de M como d = sup{g(p,q); p,q € M}.

Para p € M denotemos por B,.(p) a bola aberta de raio r e centrada em p e V,(r)
o volume de B,(p). Além disso, denotemos por V(r) o volume da bola de raio r no

espaco simplesmente conexo de curvatura constante k o qual serd denotado por Q.

Teorema 5.2 (Bishop-Gromov). Para qualquer p € M e 0 <r < R temos

V(1) _ Vy(R)
Vi) < V(R)

-

Se a igualdade se verifica para algum 0 < R < diam(M) se e somente se Br(p) é

wsométrica a bola de raio R em Q.
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Va(r)
V(r)

mono6tono decrescente. Isso serd feito mostrando que o quociente dos integrandos de

Demonstracao: O objetivo é mostrar que o quociente

, como funcao de r, é

V,y(r) e V(r) é¢ uma fungio decrescente de r. Veja [4].

Seja p € M fixado arbitrariamente e r € (0,d), onde d denota o didmetro de M.
Considere E =T,M, e =exp,: E — M e S a esfera unitaria em E. Para todov € S
considere 7, a geodésica com v'(0) = v, v(0) = p.

Defina

cut(v) = sup{t > 0;7,|j0,) ¢ minimizante} € R

C={tv;ve S,0<t<cut(v)} CE.

Denotemos por B, C E a bola de raio » com centro em 0.
Sendo assim, e(B,) = B,(p) C M pois, sendo M completa, temos que e = exp, é
um difeomorfismo.

Calculemos o volume V,(r) de B,(p).

V(r) = / (deteap,|dV (Veja [12])
Cnezp~1(e(Br))

= / |detDe,,|du
B,nC

r(v)
= // |det Dey,|t" dtdv
s Jo

onde du e dv denotam o elemento de volume de E e S respectivamente e 7(v) := min {r, cut(v)}.
Seja {v,eq,...,e,} uma base ortonormal de E.
Defina J;(t) = Deg(te;) e j,(t) = ||J1(t) A ... A Ju(2)]|* para todo 0 < t < cut(v).

Sendo assim, |detDey,| = (ﬁ#)n
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Definindo j,(t) = 0 para t > cut(v), temos que

7(v)
Vp(r) = /S/O |det Dey,|t" dtdv

- /] " oty e
_ /S /Or(jv(t))”dtdv, pois ju(t) = 0 para ¢ > cut(v) .

Por outro lado, tomando f = d(-, p) como no exemplo (b) e B(t) como no paragrafo
com 7y = Y,, entao Jy|jocut(v)] € solugao da equacao j' = bj.

Lembrando que ry > r > k e como f = d(-,p), estamos nas hipOteses das
proposigoes [3.2] e 3.3 no caso de dimensao um.

Portanto, temos que ]7” ¢ monotona decrescente em [0, cut(v)] para toda solucdo
j de j' = byj onde by = z—’;

Estudemos o caso particular onde j = sy.

Lembremos que pelo capitulo [3 temos que s(0) = 0 e s,(0) = 1.
Ju(t)
= 1.

=0 j(t)
De fato, isso segue como na demonstragao do teorema de Rauch no caso (a).

Estamos interessados

Considere a funcao ¢, = (i—;)"
Temos que 111% ¢y =1 e @, é decrescente em [0, 7).

Definindo w = (sx)™ temos que

/ / Jult))dtdv = / / gu(tyw(t)dtdy
/ / ))Pdidy / / s(t))"dtd = / / t)dtdv.

Sendo assim,

M B fS fo ¢ (t)w(t)dtdv
V(r) s fo dtdv
Js Jo ao(t dtdv

Jsdv fo
/ 1 foT qv(t)w(t)dt
svol(S) [ w(t)dt
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Denotemos m,(t) = %. Sendo assim, m,(t) é a média com peso w de g,
JO

no intervalo [0, r). Sendo assim, m,(t) ¢ monotono decrescente para 0 < r < d.
Portanto, % ¢ monotono decrescente. O que mostra a desigualdade.
Note que se m,(r) = m,(R) para algum r < R < d, entao g, = 1 em [0, R).
Mostremos a segunda parte do teorema.

Suponha que “/}’T(:)) = “/}.’((g)) para algum 0 < r < R < d. Sendo assim,

o) o Vo) _ VolB) [ ma(R)

ol TV T VR s vol(9)

O que implica que m,(r) = m,(R). Logo, ¢, = 1 em [0, R) e entdo j, = s em [0, R),
para todo v € S fixado arbitrariamente.

Como j, é solugao de 7/ = bj e jr = s € solucdo de j' = bj temos que b, = b e
r, =1 = k com a notacao do capitulo

Sendo assim, B(t) = b(t)Id e como B’ + B?> + R = 0 temos que R(t) = kId em
[}t

Entao J; = spe;, a menos de transporte paralelo ao longo de +,.

1

Isto mostra que para qualquer p € (J; a aplicagao expyo [ oe™" é uma isometria

de BR(p) em BR(]_Q) C Qk |:|

Como consequéncia do resultado acima temos o resultado a seguir.

Teorema 5.3 (Myers-Cheng). Se k > 0, entdo M é compacto com didmetro d < \/LE
A igualdade se verifica se e somente se M € isométrica a Q. o qual € a esfera (n+1)-

. . . 1
dimensional de raio N

Demonstragao: Seja p € M fixado arbitrariamente e f = d(-,p) como no exemplo
(b). Para qualquer geodésica parametrizada pelo comprimento de arco ~ tal que
7(0) = p. Considere B(t) como no paragrafo §

Observe que estamos nas hipdteses da proposicao pois temos r. > r > k.
Além disso, sabemos que o primeiro polo de 2—’; é \/lE

Sendo assim, aplicando a proposicao abeb,= g—:, temos que o primeiro polo

positivo t; de b(t) = tm+B(t)

7

¢ menor ou igual a T

ou seja, t1 < \/lg
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Sabemos que as solucoes J de J' = BJ possuem a propriedade de se B possui
um polo em t; (ou seja, thj?l(t —t1)B(t) = Id) as solugoes J de J” + RJ = 0 com
J(t1) = 0.

Sendo assim, alguma solugao nao nula de J' = BJ se anula em ¢, ou seja, y(t1)
¢ ponto conjugado de v(0) ao longo de 7.

Portanto (pelo teorema de Jacobi em [7]), ndo existe geodésica minimizante de
comprimento maior do que \/LE

Como M é completa, temos que dados dois pontos p,q € M, existe uma geodésica
minimizante 7 ligando p a q. Isso segue do teorema de Hopf-Rinow.Logo o compri-

i

mento da geodésica 7 ¢ menor ou igual a N Portanto, pelo teorema de Hopf-Rinow,
temos que M é compacta. Além disso, d < \/LE

Investiguemos a igualdade.

Suponha que d = \/LE Fixe dois pontos pi,ps € M que distam de R = \/LE Observe

que esses pontos existem pois estamos supondo que d = \/LE e M é completa.

Defina r = g. Entao M = Bgr(p;) e B,(p1) N B.(p2) = 2.
Sabendo que:

vol(By(p1) U Br(p2)) = wol(B,(p1)) + vol(B,(p2)) — vol(B,(p1) N B(p2))
= wol(B,(p1)) + vol(B,(p2))
= 2vol(B,(p;)) (5.1)

Por outro lado, pelo teorema temos

vol(B,(p;)) _ vol(M) _V(R) vol (M)
Vi) S V@R 2TV S wdl(Bip)
= wvol(M) < 2vol(B,(p;))

onde a ultima implicagao segue de (5.1]).

Como B, (p1) U B,(p2) C M temos que vol(B,(p1) U B.(p2)) < vol(M). Portanto
vol(M) = vol(B(p1) U B.(p2)).

Sendo assim, pelo teorema Br(pj) € isométrica a bola B de raio R em .
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Como B ¢ o complemento de um ponto, temos que M ¢ isométrico a Q.
Reciprocamente, se M ¢é isométrica a (Qp com k& > 0 temos que seu diametro é

d= 0J

o
NG
Uma pergunta que pode surgir é se podemos obter resultados de comparacao
de volumes semelhantes aos apresentados acima supondo que a curvatura de Ricci é
limita superiormente ao contrario de inferiormente. A resposta é negativa. Um contra
exemplo é descrito em [23].
Veja [9] no paragrafo 4 para comentarios sobre resultados sobre area sob a hipotese
da curvatura de Ricci ser limitada superiormente. Esse mesmo artigo enuncia e

demonstra os teoremas Bishop e Myers.
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Capitulo 6

Volume e distancia para

subvariedades totalmente geodésicas

O objetivo deste paragrafo é obter uma desigualdade do tipo Bishop-Gromov para
tubos ao redor de subvariedades totalmente geodésicas L C M.

Veja [9] no paragrafo 5, teoremas 7 e 8, para resultados sobre comparagao de area
e volume para tubos sob a hipotese da curvatura de Ricci ser limitada superiormente
e inferiormente.

Inicialmente vamos fixar a notacao e estabelecer alguns resultados auxiliares.

Dizemos que uma subvariedade L C (M, g) da variedade Riemanniana M é total-
mente geodésica se seu operador de forma ¢é nulo.

Dada L C M, entao temos as seguintes equivalénciaﬂ:
(a) L é totalmente geodésica em M,
(b) toda geodésica de L é também uma geodésica de M;

(c) Sejav € T,M ¢é tangente a L e v geodésica de M, tal que existe to onde y(ty) € L
e v'(to) € Ty4)L. Entao existe € > 0 tal que 7|(y—ct9+c) €std completamente

contida em L;

'Para mais informagoes veja [20].
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(d) se o € uma curva em L e v € T,)L, entdo o transporte paralelo ao longo de o

¢ o mesmo para L e M.

Seja S C ISO(M, g) um conjunto de isometrias. Entao o conjunto de pontos fixos
de S é definido como todos os pontos de M que sao fixados por todas as isometrias
em S, ou seja, Fix(S)={xr € M;F(z) =2,V F € S}.

Temos o seguinte resultado:

Lema 6.1. Seja S C ISO(M, g) um conjunto de isometrias. Entao cada componente

conexa do conjunto de pontos fixos é uma subvariedade totalmente geodésica.

Demonstracao: Veja [4]. O

Seja exp : O — M a aplicacao exponencial de M, onde O denota o conjunto aberto
do fibrado tangente T'M que é dominio desta aplicacao. Além disso, O = UO,,, onde
O, C T,M ¢é o dominio da aplicagio exp,(v) = v,(1).

Considere a subvariedade imersa . C M e o fibrado normal NL. Definimos a
aplicacdao exponencial normal exp" restringindo exp a O N NL

Temos que Dexpt ¢ nao singular em O,, p € L. Sendo assim, existe uma viz-
inhanca aberta U da seccdo zero de NL onde erp’ ¢ um difeomorfismo sobre sua
imagem. Diremos que exp(U) é uma vizinhanga tubular de L em M.

Continuando com os exemplos do capitulo [4] temos :

(¢) Troquemos o ponto p do exemplo (b) por uma subvariedade L de codimensao

> 2. Entao as hipersuperficies sao tubos ao redor de L.

Seja M uma variedade Riemanniana e L C M uma subvariedade de codimensao
> 2.

Seja f = d(-, L) definida em M" = M \ (C(L)U L) como no exemplo (c).

Seja v uma geodésica tal que v(0) =p € L,7'(0) =v L L com [[v|| = 1.

Defina E = {7/(0)}* e B(t) € S(E) como no paragrafo §[2.0.1]
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Sendo assim, pelo capitulo temos que B(t) = t Py + APr + O(t) onde
T=T,L, N={T,L}* e A= A, é o segundo tensor fundamental de L com relagao
a v. Note que B(t)|r = A.

Sejam M, e M, variedades Riemannianas e Ly C My e Ly C M, subvariedades
Riemannianas de codimensao > 2. Supondo que infK, > supK;, onde K; denota a
curvatura seccional de M, nos conjuntos em questao, temos os seguintes resultados

para L; C M; subvariedades totalmente geodésicas.

Proposicao 6.1. As curvaturas principais de qualquer parte suave de um tubo ao
redor de L1 C My é menor ou igual as curvaturas principais de um tubo (de mesmo

raio) ao redor de Ly C Ms.

Este resultado é uma generalizagao da proposicao para tubos ao redor de
subvariedades totalmente geodésicas. Sua demonstracao segue do lema |3.2

Lembremos que pela observacao temos [d.1jinf Ky > supK; = Ry < R;.
Demonstracao: Seja L; C M; subvariedades totalmente geodésicas e f; = d(-, L;)
como no exemplo(c). Como A; é o segundo tensor fundamental da subvariedade
totalmente geodésica L; temos A; = 0. Logo A; = 0 = As.

Sendo assim, estamos nas hipoteses do lema[3.2] Portanto By (t) < Bs(t) em (0, t).
Pelo lema [1.7] temos que B;(t) < D7'By(t)D para toda isometria D : E; — FE,. pelo
lema temos que Aoz (Bi(t)) < Amin(B2(t)) onde B;(t) ¢ a aplicagdo de Wein-
garten do tubo Tj(p;) = f~*(p;) com p; € M. O

Vamos agora estabelecer as bases para obter uma desigualdades do tipo Bishop-
Gromov para tubos ao redor de uma subvariedade totalmente geodésica L C M.

Para fazer isso nés primeiro devemos exibir o espaco modelo o qual ira substituir
o espaco das formas espaciais () usado no teorema |5.2]

Seja II : ' — L um fibrado vetorial (k-dimensional) com derivada covariante D.
Sendo assim, para cada p € L, existe uma vizinhanca U de p em L e um difeomorfismo
o: M"Y U)CEF—UxE,~U xR"
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Vamos identificar II"(U) com Uz E,. Sendo assim, dados (p,v) € II"}(U), temos
que Tip)(E) = Tip) (U X Ep) = Tp)U @ Tip,v) (Ep)-

Dado w = (p,v) € E, vamos denotar por V,, ~ T,,(E,) o conjunto dos vetores
tangentes as fibras E, ("vetores verticais") e por H,, >~ T;,U o conjuntos dos vetores
ortogonais as fibras ("vetores horizontais").

Seja ¢ : M — N uma funcao suave. Os campos X em M e Y em N sao ditos
¢-relacionados, denotados por X 2 Y, quando dpo X =Y o ¢.

Observando a diferencial d¢ como uma aplicacao do fibrado tangente T'M no
fibrado tangente T'N temos que os campos X : M — TM e Y : N — tN sao

¢-relacionados se o diagrama abaixo comuta

MLN

x| v

Temos o seguinte resultado:
Lema 6.2. Se X; 2 Y; e Xo £ Ya, entio [Xy, Xo] 2 [V, Ya).

Demonstracao: Veja [11]. O

Vamos introduzir a nogao de levantamento horizontal em FE.

Com a notacao acima temos:

Seja f € C*>°(U,R), o levantamento de f para U x E, ¢ f = foll € C®(U x E,, R).

Sejam X € T,L e v € E,. O levantamento horizontal X de X para (p,v) é o tinico
vetor em Ty, ,)(U x E,) tal que DIIX = X.

Seja X € x(U), o levantamento horizontal de X para U x E, é o campo vetorial
X cujo valor em cada (p,v) € U x E, é o levantamento horizontal de X, para (p,v).

Utilizaremos as seguintes notacoes: A, B € V,, para campos verticais, X, Y € H,
para campos horizontais, X para o levantamento de X e X', Y’ € x(L) para campos
em L C M.
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No que segue serd util relacionar a geometria de £ com a de L. Declaramos que
um campo vetorial X em F é dito basico desde que seja horizontal e II-relacionado
com um campo X’ em L.

Temos que todo campo X’ em L possui um tnico levantamento horizontal X em
E, e X é bésico.

Sendo assim, a correspondéncia X < X é injetiva e associa campos basicos de F
e campos arbitrarios de L.

Temos o seguinte resultado, onde HZ e VZ denotam as componentes horizontal

e vertical de Z € E respectivamente.

Lema 6.3. Se X,Y sao campos vetoriais bdsicos em E, entao
1. (X)Y) = (X", Y")oll;
2. HIX,Y] € o campo vetorial basico correspondente a [2',Y"];
3. HVxY € o campo vetorial bdsico correspondente a V x:Y'.

Demonstracao: Veja [21]. O

Lema 6.4. Sejam X,Y € H,, X')Y' campos em L e A B € V,,. Suponha que
(X" Y'] =0. Entao

1. [X,Y] € vertical;

2. [X,Y](v) = RE(X',Y')v, onde RF € o tensor de curvatura correspondente a D

comv e E;
3. Se A € paralelo ao longo da curva integral de X', entdo [X, Al = 0;

4. [A, B] € sempre vertical, desde que V € integrdveﬂ

2Para o conceito de variedade integrdvel veja [11).
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Demonstracao: Veja [§]. O

Suponha que L é uma variedade Riemanniana completa com volume finito e F
¢ munido com "fiber metric" (também denotada por || - ||) tal que V é uma "metric
connection "l

Seja k € R e s;, = ¢, como definidos no capitulo [3 Vamos definir uma métrica
gr em By ={v € E;|jv|[ <o}, com rg = ;7= se k > 0 e 0o nos outros casos, como

k
segue: sobre as fibras Fy, = Ej; N E, nos consideramos a métrica dr? + sy (r)?||dw||?

de curvatura constante k onde r(v) = ||v|| e w(v) = HZ_HH

Além disso, declaramos H e V' como perpendiculares e colocamos || X, || = ¢ (||w]]) || X1 -
Entao "the sphere bundle"Sy , = {v € Ey;||v|| = r} com a métrica induzida se torna
uma submersao sobre (L, cx(r)|| - |])-

Definindo By, = {||v|| < r}, temos que

V(r) :=vol By, = / vol S dr = whvol(L)/ st (t)dt
0 0

onde m é a dimensao de L, h+1 é "the fibre dimension"de E e wy o volume da esfera
euclidiana de dimensao h.

Temos as seguintes propriedades para Ej.

Lema 6.5. A seccio nula, as fibras e a a imersao F : (—rg,179) X R — Ej, F(s,t) =
sa(t) para qualquer sec¢ao paralela de E ao longo de qualquer geodésica v : R — L

sao totalmente geodésicas.
Demonstracao: Veja [§]. O
Sendo assim, temos que perpendicular a qualquer geodésica em Ej a qual parte

ortogonal a seccao nula L, existe uma base de campos de Jacobi Jy, ..., J,1n € uma

base ortonormal paralela Ei, ..., E,, com J; = ¢ B para 1 <i < me J; = 5,1

3Para os conceitos de "fiber metric"e "metric connection"veja o volume 1 do livro Foundations
of differential geometry cujos autores sao Shoshichi Kobayashi e Katsumi Nomizu.
“Veja [4] em coordenadas esféricas geodésicas para informagoes sobre essa métrica.
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para m + 1 < 7 < m + h. Entao todas as “curvaturas radiais” sao iguais a k, isto é,
nos temos que K (o) = k para todo plano ¢ que contem um vetor tangente de uma
geodésica minimizante de um ponto base de o para L (“plano radial”).

Vamos agora enunciar o resultado principal deste capitulo.

Seja M uma variedade Riemanniana completa e L C M uma subvariedade fechada
totalmente geodésica de volume finito com dimensao m e codimensao h + 1. Defina
B,(L) ={p € M;d(p,L) < r}. Sejam V. (r) e V(r) os volumes de B,(L) e By,. No

resultado seguinte a desigualdade para k = 0 ja foi provada por Kasue em [I6].

Teorema 6.1. Seja L C M uma subvariedade fechada totalmente geodésica de volume
finito. Suponha que K(o) > k para todo plano radial o. FEntdo, para 0 < r < R,

temos
VL (7”) VL(R)
Vir) = V(R)

A igualdade se verifica para algum 0 < r < R < ro(k) se e somente se Br(L) ¢é

>

isométrica a By g.

Demonstracao: Sejam F o fibrado normal de L e S o fibrado normal unitério de L.
Defina e = exp|g : E — M.
Considere E com a métrica Riemanniana g, como definida acima.
Sejam

cut(v) = sup{t > 0;7,|j0,) ¢ minimizante} € R

C={tv;ve S,0<t<cut(v)} CFE

para v € S e tome B, C E o conjunto dos vetores normais de comprimento menor

que .
Fixe um vetor normal unitario v, em p € L escolha uma base ortonormal eq, ..., e,

de T,L e extenda estd base para uma base ortonormal ey,...,e,,v de T,M. Para

a€{l,...,n} seja J, um campo de Jacobi ao longo de v := =, satisfazendo

Ji(0) =¢€;, JI(0)=0 parai=1,...,m,
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Ja(O) = €, J,

'(0)=e, parac=m+1,...,n.

Defina j, = |[Jy A ... A Jy|[% em [0, cut(v)] e j, = 0 em (cut(v), c0).

Vi(r) = /B mc|detDeu|du: /S /0 "G ()t

Por outro lado, se nés tomarmos f = d(-, L) como no exemplo (¢) e B(t) como no

paragrafo § temos que j, = bj, em [0, cut(v)] com b = recxB)

n

Sendo assim,

Pela hipotese sobre as curvaturas, o fato da subvariedade L ser totalmente geodésica

temos que estamos nas hipoteses do lema [3.2] Sendo assim, temos que B < By onde
Bi(t)e; = (logey)' (t)e; parai=1,...,m,

Bi(t)eq = (logsy) (t)eq paraa=m+1,...,n.

Sendo assim, pela proposigao |3.3| temos que j—.” é monotona decrescente em [0, cut(v)]

1 o(€
(e constante depois de cut(v)) onde j = (c'st)». Além disso, temos que hm J ((t)) =1
=0
Definindo ¢, = (cmsh) e w = st temos que
k
Vi(r) _ [s [y Go(t)) dtdv
V(r) whvol(L) skck " (t)dt
s fo qo(t dtdv

wpvol (L fo

/ 1 fo Qo
swpvol(L) [ w(t)dt

Fazendo m,(r) = W temos que m,(t) é a média com peso w de ¢, no intervalo

[0,7). Além disso, m,(t) é AR

é
V(r)
mono6tono decrescente. O que mostra a desigualdade.

O estudo da igualdade nos leva ao caso onde B = B, para todo v € S para o
qual a aplicagdo exponencial normal nos da uma isometria entre By p em Bg(L). Isto

termina a demonstracao. UJ
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Capitulo 7
Apéndice

A seguir apresentamos algumas definicoes e resultados gerais utilizados ao longo do
texto. O livro [7] foi utilizado com principal referéncia na elaboracao desse paragrafo.

Uma variedade diferenciavel M, de dimensao n e classe C*, é um espaco topolégico
de Hausdorff, com base enumeravel, munido de um atlas maximal de dimensao n e
classe C¥.

Nessa definicao o fato do espaco topologico ser de Hasdorff é importante para
garantir a unicidade do limite; o fato do espaco topologico ter base emumeravel é
importante para garantir a existéncia de uma particao da unidade e consequentemente
de uma métrica Riemanniana.

Dado p € M, denotemos por T,M o plano tangente a variedade M no ponto p.

Temos que T,M é um espago vetorial real de dimensao dim7, M = dimM.
Exemplo 7.1. O fibrado tangente TM = {(p,v) ; p€ M, v € T,M}

Uma métrica Riemanniana em uma variedade diferencidvel M é uma correspondén-
cia que associa a cada ponto p € M um produto interno (.,.), (isto ¢, uma forma
bilinear, simétrica e positiva definida) no espago tangente 7,M que varia diferenci-

avelmente com o ponto p.

'Para mais informagoes veja [7] e [20].
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Uma variedade Riemanniana é uma variedade diferenciavel equipada com uma
métrica Riemanniana.

Um campo de vetores X em uma variedade diferenciavel M é uma correspondéncia
que a cada ponto p € M associa um vetor X (p) € T,M, ou seja, X : M — TM. O
campo é dito diferenciavel se a aplicacdo X é diferencidvel. Denotamos por x(M) o
conjunto dos campos diferenciaveis em M.

Sejam « : I — M uma curva diferenciavel em M e X um campo. A aplicacao
aoX — TM é chamada de campo vetorial X ao longo de a e denotada por X (¢). Em
particular se X = o’ ou X = " entdao o campo X é chamado de campo velocidade e
campo aceleragao respectivamente.

Uma conexao afim V em uma variedade diferencidavel M é uma aplicacao V :

X(M) x x(M) — x(M) que satisfaz as seguintes propriedades:
1. VixagrZ = [VxZ + gVy Z;
2. Vx(Y + Z) = VyY + D, Z;
3. Vx(fY) = FUAT + X()Y

onde XY, Z e x(M)e f,g: M —R.

Em uma variedade Riemanniana sempre existe uma tnica conexao afim V satis-

fazendo as seguintes condicoes:
l. [X,Y] =VxY — VyX (simétrica)
2. X(YV,Z) =(VxY,Z)+ (Y,VxZ) (compativel com a métrica)

Essa conexao afim é chamada de conexao de Levi-Civita. Além disso, VxY é chamada
de derivada covariante de Y com respeito a X com relacao a conexao V.

Um campo vetorial V' ao longo de uma curva o : I — M é chamado paralelo
quando V »V = 0 para todo t € I.

Seja o : I — M uma curva diferenciavel em M e V(ty) € Tou,) M. Entdo existe

um tnico campo de vetores paralelo V() ao longo de « tal que V (ty) = V. O campo
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de vetores V() ¢ chamado de transporte paralelo de V() ao longo de a. Temos,
veja [7] que o transporte paralelo quando visto como aplica¢do, é uma isometria
linear. Lembremos que dadas M, N variedades Riemannianas e f : M — N um
difeomorfismo. Dizemos que f é uma isometria se (u,v), = (dfp(u), df,(v)) sp) para
todo p € M e todo u,v € T,,M.

Vamos agora enunciar alguns resultados que serao tuteis.

Seja M uma variedade Riemanniana e V sua conexao de Levi-Civita.

Definicao 7.1. Sejam M e N wvariedades diferencidveis. Uma aplicacao f : M — N

¢ um difeomorfismo se ela é diferencial, bijetiva e sua inversa € diferencidvel.

Teorema 7.1 (da aplicagao inversa). Seja f : M™ — N™ uma aplicacao diferen-
cidvel e seja p € M tal que df, : Ty,M — Ty N € um isomorfismo. Entao f é um

difeomorfismo local em p.

Definigao 7.2. Sejam M e N wvariedades diferencidveis. Uma aplicacao (sobrejetiva)
f+ M — N € uma imersao (submersao) se a diferencial df, : T,M — Ty, N €
uma aplicagao linear injetiva (sobrejetiva) para todo p € M (para todo p € M ). Se
f: M — N € uma imersao tal que f é um homeomorfismo sobre sua imagem diz-se

que f € um mergulho.

Definigao 7.3. Se f: M — N é um mergulho diferencidvel, entao f(M) é chamado
de subvariedade diferencidvel de N. Um subconjunto N' C N, munido com a topologia
relativa, € dito uma subvariedade de N se N’ € uma variedade e a aplicacao de inclusao
¢ um mergulho diferencidvel. A subvariedade M C N ¢é dita fechada se M é um

subconjunto fechado de N.

Definicao 7.4. Sejam M e N wvariedades diferencidveis e f : M — N uma aplicacao
diferencidvel. Um ponto q € N é dito um valor reqular de f quando f~'(q) = @ ou
quando df, : T,M — Tty N € sobrejetivo, para todo p € Yq).

Como consequéncia do teorema da aplicacao inversa temos:
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Corolario 7.1 (forma local das imersoes). Sejam f : M™ — N™ uma imersao e
x € M. Entao existe uma vizinhanga U de x e uma carta (V, o) em N com f(x) € N,

tal que
o fly € um mergulho diferencidvel, e
o " (p)=...=p"(p) =0 para todop e f(U)NV.

Corolario 7.2 (forma local das submersoes). Seja ¢ : M™ — N™ uma aplica¢io

diferencidvel, e seja p € M. Entao sao equivalentes:
(i) a aplicagao diferencidvel dip, é sobrejetiva.

(it) a matriz de di, tem posto n com relagdo a uma (e sendo assim toda) escolha

de coordenadas de p e (p).

(i) seyt,...,y" € um sistema de coordenadas para N em 1)(p), existe um sistema

de coordenadas para M em p tal que (y* o), ... y" o, " ... ™).

Corolario 7.3. Seja g € f(M) um valor regular da aplicagio diferencidvel f: M —
N. FEntao f~'(q) € uma sub variedade de M e dimM = dimN + dimf~'(q). Além
disso, temos que se p € f~1(q) entao T,f*(q) = Ker df, C T,M.

Quando a subvariedade tem codimensao um dizemos que essa subvariedade é uma

hipersuperficie.

Definicao 7.5. Considere a aplicacdo f : M™% — N™ que é uma submersdo entre
variedades riemannianas. Nesse caso, para todo p € N a fibra f~'(p) := F, é uma
subvariedade de M. A aplicacdo f é dita uma submersao riemanniana se para todo

p € M a aplicacao df, : T,M — Ty, N preserva comprimento de vetores ortogonais
a fibra F,.

A seguir apresentamos as definicoes e alguns resultados envolvendo o conceito de

geodésica e da aplicagao exponencial de uma variedade riemanniana.
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Uma curva parametrizada v : I — M é uma geodésica em %y se seu campo
aceleragao é paralelo em ty,. Se 7 é uma geodésica para todo t diz-se, que v é uma
geodésica.

Sabemos que dados p € M e v € T,M existem intervalo I contendo zero e uma
tinica geodésica v : I — M tal que v(0) = p, 4/(0) = v. Utilizaremos a seguinte
notacao v(t) = v(t, p,v).

Além disso, vale:

Se uma geodésica y(t,p,v) esta definida no intervalo (—6,6), entdo a geodésica
v(t, p,av), coma € Rea > 0, esta definida no intervalo (’7‘5, g) ev(t,p,v) = (t,p,av).

Sendo assim podemos considerar a aplicacao

exp,: U CT,M — M

v o— exp,(v) =7v(1,p,v)

onde U C T,M é um aberto tal que as geodésicas que passam por p estao definidas
pelo menos em [0, 1].

Note que exp,(v) :=v(1,p,v) = y(|v], p, ﬁ) Sendo assim, a aplicacdo exponencial
exp,(v) consiste em considerar a geodésica que passa pelo ponto p € M com vetor
velocidade |Z—| e percorrer essa geodésica em M até |v].

Temos que a aplicacao exponencial exp, é diferenciavel. Além disso, dado p €
M, existe aberto B.(0) = {v € T,M;v| < €} tal que exp, : B(0) — M é um
difeomorfismo.

A seguir apresentamos as definicoes e alguns resultados envolvendo o conceito de
curvatura de uma variedade riemanniana.

A curvatura R de uma variedade Riemanniana M é uma correspondéncia que

associa a cada par X,Y € x(M) uma aplicagdo R : x(M) — x(M) dada por:
R(X,Y)Z =VxVyZ - VyVxZ + Vixy | Z

com Z € x(M) onde V denota a conexao Riemanniana de M.

A curvatura R de uma variedade Riemanniana possui as seguintes propriedades:
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e R ¢é bilinear em x (M) x x(M)
e Para cada par X,Y € x(M), o operador R : x(M) — x (M) é linear.
e vale a primeira identidade de Bianchi: R(X,Y)Z + R(Y,Z)X + R(Z,X)Y = 0.
o (RIX,Y)Z,T)=—(R(Y,X)Z,T) = —(R(X,Y)T,Z) =(R(Z,T)X,Y).
Segue das propriedades acima que dados X,Y,V € T,M temos
(R(X, V)V, Y) = (X, R(Y,V)V),

ou seja, R(., V)V é auto-adjunto em T,M.

Dados um ponto p € M e um subespaco bi-dimensional o C T, M o ntimero real

K(o)=K(z,y) = <R(l‘,y)l‘,y>
(o) (z,y) \/|$|2|y|2_<x’y>2

onde {x,y} é uma base qualquer de o, é chamado curvatura seccional de o em p.

I

Seja x = z, um vetor unitario em 7, M. Tomemos uma base ortonormal {1, ..., 2,1}

do hiperplano de T, M ortogonal a = e consideramos a seguinte média:
1 n—1
Ric,(x) = —— < R(x,z)x,z; > .
o) = =3 2 < Rl

Temos que essa expressao independe da base ortonormal escolhida e é conhecida como

curvatura de Ricci da variedade M em p.
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