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Resumo

Neste trabalho comparamos a segunda forma fundamental de uma família de hiper-

superfícies paralelas em uma variedade Riemanniana, obtemos uma nova demons-

tração do teorema de Rauch e alguns resultados de comparação de distância e volume

em geometria Riemanniana como, por exemplo, o teorema de Bishop.

A técnica usada basea-se principalmente no estudo da equação de Riccati

B′ + B2 + R = 0. Esta é uma equação diferencial ordinária não linear de segunda

ordem, que é satisfeita pela segunda forma fundamental de uma família de hipersu-

perfícies paralelas quando R é o tensor de curvatura numa direção normal à família

de hipersuperfícies.

Além disso, através do estudo da equação de Riccati obtemos também resultados

sobre comparação de volumes para conjuntos a uma certa distância de uma subvar-

iedade totalmente geodésica.

Palavras-Chave: Equação de Riccati, Hipersuperfícies Paralelas, Compara-

ção de Volume.
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Abstract

In this work we compare the second fundamental form of a family of parallel hy-

persurfaces in a Riemannian manifold, we obtain a new demonstration of Rauch's

theorem and some results of comparison of distance and volume in Riemannian ge-

ometry, such as the Bishop�s theorem.

The technique used is basically the study of Riccati�s equation, B′+B2 +R = 0.

This is a nonlinear ordinary di�erential equation of second order, which is satis�ed

by the second fundamental form of a family of parallel hypersurfaces where R is the

tensor of curvature in a normal direction to the family of hypersurfaces.

Moreover, through the study of the Riccati�s equation we also obtain results on

comparison of volume for submanifolds at a �xed distance from a totally geodesic

submanifold.

Key words: Riccati�s Equation, Comparison of Volume, Parallel Hypersur-

faces,
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Introdução

O estudo feito em geometria Riemanniana está baseado em dois conceitos funda-

mentais, a saber, geodésicas e curvatura. A idéia básica é que o estudo da curvatura

indica o quão rapidamente �se afastam� as geodésicas. Como consequência essa taxa

de afastamento irá in�uenciar a taxa com que o volume cresce.

Uma maneira de relacionar os conceitos de geodésicas e curvatura é através do

conceito de Campos de Jacobi.

Essa relação existente entre os conceitos de geodésica, curvatura e campos de

Jacobi tornou popular o estudo de volume em geometria Riemanniana por meio de

técnicas como a forma do índice e de propriedades minimizantes de campos de Jacobi

(veja [7]).

Nesta dissertação, baseada no artigo de Eschenburg [8], comparamos a segunda

forma fundamental de uma família de superfícies paralelas em uma variedade Rie-

manniana. Essa comparação é feita pelo estudo da equação diferencial de Riccati

B′ + B2 + R = 0, uma EDO não linear de segunda ordem, que é satisfeita pela

segunda forma fundamental B de uma família de hipersuperfícies paralelas se R de-

nota o tensor de curvatura em uma direção normal. Geometricamente temos que as

curvaturas seccionais controlam as curvaturas principais em uma família de hipersu-

perfícies paralelas (veja por exemplo a proposição 3.1). Com isso é possível obter uma

nova demonstração do teorema de Rauch. De modo análogo temos que as curvaturas

Ricci controlam a curvatura média da hipersuperfície paralela (veja por exemplo a

proposição 3.2). Com isso obtivemos os resultados de comparação de distância e

volume em geometria Riemanniana como o teorema de Bishop e Myers.
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Além disso, o estudo da equação de Riccati permite obter resultados sobre volumes

para conjuntos que distam de ≤ r de uma subvariedade totalmente geodésica.

A idéia de usar a equação matricial de Riccati para argumentos de comparação é

antiga e foi comum no estudo da teoria de Sturm-Liouville para EDO. No entanto, o

tratamento sistemático de teoremas de comparação em geometria Riemanniana não

é tão comum.

No capítulo um é feito uma revisão dos resultados de álgebra linear, geometria

Riemanniana e EDO que serão utilizados no restante do texto. O resultados mais

importantes são os de comparação de operadores auto adjuntos, a identi�cação do

operador de forma com o hessiano de uma função diferenciável e propriedades da

equação de Riccati.

No capítulo dois é introduzido o conceito de superfícies paralelas como imagem

inversa de uma função diferenciável f : M ′ ⊂M → R tal que ||gradf || = ||V || = 1 (ou

seja, uma superfície paralela é uma hipersuperfície de M). Identi�camos o operador

hessiano de f com o operador de forma da hipersuperfície de nível. Além disso,

fazemos a relação entre a equação de Jacobi em sistema envolvendo a equação de

Riccati e a equação J ′ = BJ e a menos de transporte paralelo ao longo da geodésica

γV , pudemos considerar B(t) = B|γ(t) e R(t) = R(·, V )V |γ(t) como endomor�smos

auto adjuntos de E = {γ′(t0)}⊥.
No capítulo três é introduzido uma relação parcial de ordem no espaço dos oper-

adores auto adjuntos S(E). Sendo assim, supondo que Rj : R → S(E), j ∈ {1, 2}
é uma curva suave e que existe uma relação entre Rj, dada pela relação parcial de

ordem mencionada acima, obtivemos resultados de comparação para as soluções das

equações de Riccati correspondentes B′j +B2
j +Rj = 0. Na segunda parte desse capí-

tulo foi feito o estudo da equação de Riccati para o caso particular da condição inicial

ser um polo de B(t). Essa segunda parte é importante para o capítulo seis.

No capítulo quatro são obtidos teoremas de comparação em alguns casos particu-

lares de hipersuperfícies paralelas.

No capítulo cinco utilizamos o teoria desenvolvida nos capítulos anteriores para

xii



apresentar uma nova demonstração do teorema de Rauch e obtivemos resultados de

comparação de volume, a saber o teorema de Bishop-Gromov.

No capítulo seis obtivemos resultados de comparação de volume para subvar-

iedades totalmente geodésicas.
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Capítulo 1

Pré-requisitos

A material que segue é uma revisão de assuntos de álgebra linear, geometria

Riemanniana e equações diferenciais ordinárias que serão utilizados posteriormente.

Em geral procuramos manter as notações encontradas na literatura clássica. Desse

modo está parte do texto também tem por objetivo �xar as notações que serão uti-

lizadas posteriormente.

Para informações mais detalhadas em Álgebra Linear recomendamos os livros

[18] e [13], em Geometria Riemanniana veja [7], [20], [4], [17] e [22] e em Equações

Diferenciais indicamos [2], [6] e [15].

1.1 Álgebra Linear

No que segue E,F denotarão espaços vetoriais (reais) de dimensão �nita (em geral

de dimensão n ∈ N) com produto interno 〈 , 〉.
Dada uma aplicação linear, A : E → F a adjunta de A é a transformação linear

A∗ : F → E que veri�ca

〈Av,w〉 = 〈v, A∗w〉,

para todos os vetores v ∈ E e w ∈ F.

1



Lema 1.1. Seja U = {u1, . . . , un} ⊂ E e V = {v1, . . . , vm} ⊂ F bases ortonormais.

Se a = [aij] ∈ M(mXn) é a matriz da transformação linear A : E → F nas bases

U, V então a matriz da adjunta A∗ : F → E nas bases V, U é a transposta aT =

[aji] ∈M(nXm) de a.

Demonstração: Veja [18]. �

Em relação à aplicação adjunta, valem as seguintes propriedades:

I∗ = I (A+B)∗ = A∗ +B∗

(αA)∗ = αA∗ (BA)∗ = A∗B∗

A∗∗ = A (A∗)−1 = (A−1)∗

Denotemos por L(E,F ) o conjunto formado por transformações lineares A : E →
F . Em L(E,F ) de�nimos um produto interno 〈 , 〉 por

〈A,B〉 = tr{A∗B}

Dado um operador linear A : E → E dizemos que A é auto-adjunto quando

A∗ = A, ou seja, se 〈Au, v〉 = 〈u,Av〉 para quaisquer u, v ∈ E. Denotemos por

S(E) = {A : E → E;A é auto-adjunto}.
Para α ∈ S(E) e A,B ∈ S(E) valem as seguintes propriedades:

(A+B)∗ = A∗ +B∗, (αA)∗ = αA∗, AB é auto-adjunto ⇔ AB = BA

Assim, S(E) é um subespaço vetorial de L(E,E).

Denotemos por S(n) o conjunto das matrizes simétricas de ordem n. Lembremos

que uma matriz quadrada a = [aij] de ordem n diz-se simétrica quando é igual a

sua transposta aT , isto é, aij = aji para todo i ≤ i, j ≤ n. É claro que S(n) é um

subespaço vetorial de M(n) conjunto das matrizes de ordem n. Além disso, sabemos

que A : E → E é auto-adjunto se e somente se sua matriz relativamente a uma (e

portanto a qualquer) base ortonormal de E é simétrica. Desta maneira, pelo lema

2



1.1, os espaços S(n) e S(E) são isomorfos, donde têm a mesma dimensão, a saber
n(n+1)

2
onde dimE = n.

Agora estamos interessados em estudar os autovalores de uma aplicação auto

adjunta. Lembremos que E denota um espaço vetorial real de dimensão �nita.

Seja A : E → E um operador linear. Um vetor v ∈ E\{0} chama-se um autovetor

do operador A : E → E quando existe λ ∈ R tal que Av = λv.

O número λ ∈ R chama-se um autovalor do operador A quando existe um vetor

não nulo v ∈ E tal que Av = λv e denota-se λ(A).

Analogamente, diz-se que o número λ é um autovalor da matriz a ∈ M(nxn),

onde dimE = n, quando λ é um autovalor do operador A : E → E cuja matriz em

uma base β �xada é a. Isto signi�ca que existe um vetor x ∈ E−{0} tal que Ax = λx

ou, o que é o mesmo, uma matriz não nula x ∈M(nx1) tal que ax = λx.

Note que:

ax = λx⇔ (a− λId)x é singular ⇔ det(a− λId) = 0

O polinômio det(a − tId) é chamado polinômio característico de A e denota-se

por pA(t). Note que, as raízes do polinômio característico pA(t) são os autovalores do

operador A. Lembre também, veja [13], que se A : E → E é auto adjunto, ou seja se

a matriz de A, a ∈M(nxn), com relação a uma base ortonormal, é simétrica, então os

autovalores de A são reais. Desta forma, se A é auto-adjunta, então podemos ordenar

os auto-valores de A

λmin(A) ≤ λ2(A) ≤ . . . ≤ λn−1(A) ≤ λmax(A).

Dizemos que A,B : E → E são similares se existe C : E → E invertível tal que

B = C−1AC, escrevemos A ' B. Note que isto é, de fato, uma relação de equivalência

em L(E,E).

Lema 1.2. Se A1 ' A2, então pA1(t) = pA2(t).

Demonstração: De fato,

pA2(t) = det(A2 − tId) = det(C−1A1C − tId) = det(C−1(A1 − tId)C)

= det(C−1)det(A1 − tId)det(C) = det(A1 − tId) = PA−1(t).

3
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A seguir enunciamos alguns resultados gerais que serão importantes e usados pos-

teriormente.

Teorema 1.1 (Rayleigh-Ritz). Seja A uma aplicação autoadjunta e suponha que seus

autovalores estão ordenados de modo crescente. Então

λmin(A)||x||2 ≤ 〈Ax, x〉 ≤ λmax(A)||x||2.

Demonstração: Veja [14]. Ou, para uma demonstração mais direta, [3]. �

Teorema 1.2 (Weyl). Sejam A,B,A+B operadores auto adjuntos com auto valores

ordenados de modo crescente. Então para cada k ∈ {1, . . . , n} onde dimE=n, temos

λk(A) + λ1(B) ≤ λk(A+B) ≤ λk(A) + λn(B).

Demonstração: Veja [14]. �

Teorema 1.3 (Espectral). Para todo operador auto adjunto A : E → E, num espaço

vetorial de dimensão �nita munido de produto interno, existe uma base ortonormal

de E formada por auto vetores de A.

Demonstração: Veja [18]. �

Vale também a recíproca do teorema espectral.

Teorema 1.4. Se existe uma base ortonormal {vi} ⊂ E formada por autovetores do

operador A : E → E, então esse operador é auto-adjunto.

4



Demonstração: Veja [18]. �

A seguir introduzimos uma relação de ordem parcial em S(E). A partir da qual

obtemos resultados de �comparação� para operadores auto adjuntos.

Diremos que o operador linear A : E → E é não-negativo (positivo), e escrevemos

A ≥ 0 (A > 0), quando A for auto-adjunto e 〈Av, v〉 ≥ 0 (〈Av, v〉 > 0) para todo

v ∈ E \ {0}.
Diremos que um operador linear A : E → E é positivo de�nido se é auto-adjunto

e valem

• (i) 〈Av, v〉 ≥ 0 para todo v ∈ E

• (ii) 〈Av, v〉 = 0⇔ v = 0.

Se vale apenas (i) diremos que o operador A é positivo semi-de�nido. Note que

positivo semi-de�nido é um sinônimo para não negativo.

Temos o seguinte resultado.

Lema 1.3. Seja A : E → F uma transformação linear. Os operadores A∗A : E → E

e AA∗ : F → F são não-negativos e ambos têm o mesmo posto de A (e de A∗).

Demonstração: Veja [18]. �

Introduzimos a norma induzida pelo produto interno 〈A,B〉 = trA∗B, como

||A||2 =
√
〈A∗, A〉.

Note que para o caso particular de o operador linear A : E → E ser auto-adjunto

não seria necessário utilizar o resultado acima, bastaria utilizar o fato de a matriz

desse operador ser simétrica para de�nir a norma induzida pelo produto interno.

Outras normas para operadores auto-adjuntos A : E → E são:

• ||A||spec = max{λi}, onde λ2
i são autovalores de A2. Está norma é chamada de

norma espectral.

5



• ||A||sup = sup{||Ax||, x ∈ E, ||x|| = 1}. Está norma é chamada de norma do

supremo.

Além disso, temos:

• ||A||spec ≤ ||A||sup

• ||A||spec ≤ ||A||2 ≤
√
n||A||spec

Em geral estaremos interessados na norma ||A||2 =
√
〈A∗, A〉. Sendo assim, a

menos que seja dito o contrário, será essa a norma que usaremos e a denotaremos

simplesmente por ||A||.
Em S(E) introduzimos uma ordem parcial como segue-se:

A ≤ B ⇔ 〈Ax, x〉 ≤ 〈Bx, x〉 ∀x ∈ E \ {0}.

Utilizaremos também a seguinte notação:

A < B ⇔ 〈Ax, x〉 < 〈Bx, x〉 ∀x ∈ E \ {0}.

Lema 1.4. Dado F ∈ S(E) \ {0}. Então F é invertível e F−1 ∈ S(E) \ {0}.

Demonstração: De fato, o resultado segue basicamente do teorema espectral e da

sua recíproca.

Como F é auto adjunto temos, pelo teorema espectral, que existe {vi} base

ortonormal de autovetores. Além disso, a matriz de F nessa base é uma matriz diago-

nal onde os elementos da diagonal são os autovalores de F associados aos respectivos

autovetores.

Como F ∈ S(E)\{0}, todos os autovalores λi de F são não nulos, além disso, como

F−1(vi) = 1
λi
vi, {vi} é base ortonormal de autovetores para o operador F−1 : E → E,

donde, a matriz do operador F−1, na base {vi}, é diagonal e suas entradas são 1
λi
.

Pela recíproca do teorema espectral, esse operador é auto-adjunto. �

6



Lema 1.5. Sejam A,B : I ⊂ R → S(E) aplicações contínuas tais que A < B em

(s1, s2) ⊂ I. Então A ≤ B em [s1, s2].

Demonstração: Por hipótese, temos que A < B em (s1, s2). Logo, por de�nição,

A(t) < B(t),∀t ∈ (s1, s2), ou seja, para cada x ∈ E \ {0} e cada t ∈ (s1, s2), temos

〈A(t)x, x〉 < 〈B(t)x, x〉.
Como as aplicações A,B e o produto interno em E são contínuos temos que

〈A(si)x, x〉 = lim
t→si

〈A(t)x, x〉 ≤ lim
t→si

〈B(t)x, x〉 = 〈B(si)x, x〉.

Portanto, A ≤ B em [s1, s2]. �

Lema 1.6. Sejam A1, A2 ∈ S(E). Então λmax(A1) ≤ λmin(A2) ⇔ A1 ≤ D−1A2D

para toda isometria D ∈ L(E,E).

Demonstração: Seja D uma aplicação linear invertível arbitrária. Pelo teorema de

Rayleigh-Ritz temos, para todo x ∈ E − {0},

〈A1x, x〉
||x||2

≤ λmax(A1) ≤ λmin(A2) (hipótese)

= λmin(D−1A2D) (pois pA2(t) = pD−1A2D(t) )

≤ 〈D−1A2Dx, x〉
||x||2

.

Logo, 〈A1x, x〉 ≤ 〈D−1A2Dx, x〉 e portanto, A1 ≤ D−1A2D para toda isometria

D ∈ L(E,E).

Reciprocamente, como A1, A2 são aplicações auto adjuntas, os seus autovalores

são reais. Sendo assim,

λmin(Ai) ≤ λ2(Ai) ≤ . . . ≤ λmax(Ai)

onde i = 1, 2. Seja {uij} base de autovetores da aplicação Ai, dada pelo teorema

espectral, e consideremos essa base ordenada de modo que Aiuij = λj(Ai)u
i
j onde

i = 1, 2 e j = 1, . . . , dimE.

7



Tome D : E → E isometria tal que Du1
n = u2

1.

Como as bases são ortonormais, temos

λmax(A1) = 〈A1u
1
n, u

1
n〉

≤ 〈D−1A2Du
1
n, u

1
n〉

= 〈A2Du
1
n, Du

1
n〉 (pois D−1 = D∗ )

= 〈A2u
2
1, u

2
1〉 (pois D é auto adjunta )

= λmin(A2).

�

Lema 1.7. Sejam F,G ∈ S(E). Então G ≤ F ⇔ G ≤ D−1FD para toda isometria

D ∈ L(E,E).

Demonstração: Se G ≤ D−1FD para toda isometria D ∈ L(E,E), então tomando

D = Id temos G ≤ F. Reciprocamente, se G ≤ F, mostremos que G ≤ D−1FD para

toda isometria D ∈ L(E,E).

Inicialmente note que G é similar a D−1GD para toda isometria D ∈ L(E,E).

Portanto pG(t) = pD−1GD(t). Analogamente para F .

A�rmação: D−1GD ≤ D−1FD para toda isometria D ∈ L(E,E).

De fato, por hipótese temos que G ≤ F, ou seja, F −G é positivo semi-de�nido.

Note que:

〈(D−1FD −D−1GD)x, x〉 = 〈D−1(F −G)Dx, x〉

= 〈(F −G)Dx,Dx〉 (pois D−1 = D∗ e D é auto adjunta )

≥ 0 ∀x ∈ E \ {0} (pois F −G é positivo semi-de�nido) .

Portanto D−1GD ≤ D−1FD para toda isometria D ∈ L(E,E). Mostrando a

a�rmação.
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Pelo Lema 1.6 temos que λmax(D−1GD) ≤ λmin(F ). Além disso, como G é similar

a D−1GD, temos que λmax(D−1GD) = λmax(G). Sendo assim, novamente pelo lema

1.6, temos G ≤ D−1FD para toda isometria D ∈ L(E,E). �

Lema 1.8. Sejam F,G ∈ S(E) tais que F > G > 0. Então G−1 > F−1 > 0.

Demonstração: Inicialmente note que dado A ∈ S(E) \ {0} temos, pelo Lema 1.4,

que A é invertível e A−1 ∈ S(E). Além disso,

(i) se λ é autovalor de A tal que Av = λv, então λ−1 é autovalor de A−1 tal que

A−1v = 1
λ
v.

(ii) λmin(A−1) = (λmax(A))−1 e λmax(A
−1) = (λmin(A))−1.

(iii) λmin(−A) = −λmax(A) e λmax(−A) = −λmin(A).

Pelo teorema de Weyl, dados A,B ∈ S(E) temos λmin(A + B) ≥ λmin(A) +

λmin(B).

Mostremos que G−1 − F−1 é positivo .

Como F−1, G−1 ∈ S(E) temos que F−1 −G−1 ∈ S(E). Além disso, sabemos que

G−1 − F−1 é positivo se, e somente se, todos os seus autovalores são positivos (veja

[18]). Note que:

λmin(G−1 − F−1) ≥ λmin(G−1) + λmin(−F−1)

=
1

λmax(G)
+

1

λmax(−F )

=
1

λmax(G)
− 1

λmin(F )
.

Além disso, pelos Lemas 1.6 e 1.7, temos

0 < G < F ⇒ 0 < G < D−1FD, para toda isometria D ∈ L(E,E)

⇒ 0 < λmax(G) < λmin(F )

⇒ 1

λmax(G)
− 1

λmin(F )
> 0.
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Portanto λmin(G−1 − F−1) > 0 e G−1 − F−1 é positivo. �

Em breve estaremos interessados em estudar aplicações contínuas A : I → S(E).

Neste contexto o seguinte resultado será útil.

Sejam A,B ∈ S(E). Então

|λk(A)− λk(B)| ≤ ||A−B||sup para todo k, 1 ≤ k ≤ n.

Em particular, se A : I → S(E) é uma aplicação contínua (ou uma família

contínua de operadores), então seus autovalores,

λmin(A(t)) ≤ . . . ≤ λmax(A(t)),

ordenados de modo crescente, são funções contínuas de t. Veja [3].

1.2 Geometria Riemanniana

O texto a seguir é um apontamento dos principais resultados de Geometria Rie-

manniana que serão necessários. Em geral as notações utilizadas são as mesmas

do texto [7]. Alguns conceitos, de�nições e resultados básicos foram adicionados no

apêndice. Na elaboração deste material foram utilizadas as referências [7], [20], [4],

[17] e [22].

Seja M uma n-variedade Riemanniana e seja ∇ a conexão de Livi-Civita em M.

Campos de Jacobi e Pontos conjugados

De�nição 1.1. Seja γ : [0, a] → M uma geodésica de M . Um campo de vetores J

ao longo de γ é um campo de Jacobi se, e somente se, satisfaz a equação de Jacobi:
D2J
dt2

+R(γ′(t), J(t))γ′(t) = 0, para t ∈ [0, a].

Sendo assim, um campo de Jacobi é determinado pelas condições iniciais J(0) e

J ′(0).
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Note que γ′(t) e tγ′(t) são campos de Jacobi ao longo de γ (basta veri�car que

ambos satisfazem a equação de Jacobi). O primeiro tem derivada zero (pois γ é

uma geodésica) e nunca se anula; o segundo é nulo se e somente se t = 0. Como já

conhecemos o comportamento do campo γ′, só consideraremos campos de Jacobi ao

longo de γ que são normais a γ′.

Existe basicamente só uma maneira de construir campos de Jacobi ao longo da

geodésica γ tal que J(0) = 0. A seguir apresentamos essa construção.

Sejam p ∈ M , v ∈ TpM , w ∈ Tv(TpM) ' TpM. Considere, em M, a geodésica

γ : [0, 1]→M dada por γ(t) = expp(tv). Note que γ(0) = p e γ′(0) = v.

Considere a função f : [0, 1] × (−ε, ε) → M dada por f(t, s) = expp(tv(s)), onde

v(s) é uma curva em TpM com v(0) = v e v′(0) = w. Nestas condições, f(t, s) é uma

superfície parametrizada em M .

Fixado s = s0 e variando t estamos percorrendo em TpM o vetor v(s0) de 0 ∈ TpM
até o seu extremo v(s0). Considerando a imagem pela aplicação exponencial expp

obtemos em M uma geodésica γ(t) = f(t, s0). Sendo assim, construímos em M uma

variação da geodésica γ(t) = f(t, 0) por geodésicas.

Consideremos o campo (dexpp)tv = ∂f
∂s

(t, 0) ao longo da geodésica γ(t) = expp(tv),

com 0 ≤ t ≤ 1. Note que ∂f
∂s

(0, 0) = w e que ∂f
∂s

(t, 0) é campo tangente a geodésica

γ(t) = f(t, 0).

Temos que o campo J(t) = ∂f
∂s

(t, 0) satisfaz a equação de Jacobi e pela construção

temos J(0) = 0 e J ′(0) = w.

Observação 1.1. Note que:

• Dadas as condições iniciais J(0) = 0 e J ′(0) = w temos, pela unicidade da

solução da equação de Jacobi, que a construção acima é basicamente a única

maneira de se construir campos de Jacobi (com tais condições iniciais).

• Segue da construção que dadas as condições iniciais J(0) = 0 e J ′(0) = w, então

o campo de Jacobi é dado por J(t) = d(expp)tγ′(0)tw. Em particular, J(t0) = 0,

para t0 ∈ (0, 1), se e somente se t0γ′(0) é ponto crítico da aplicação exponencial

expp.
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Uma outra maneira de observer é ||(dexpp)v(w)|| = 0 com w 6= 0, então v é

um ponto crítico de expp. Outra informação importante que obtemos do estudo

de ||(dexpp)v(w)|| é que intuitivamente ||(dexpp)v(w)|| indica a velocidade de

afastamento das geodésicas t→ expptv(s) que saem de p. Tal afastamento está

associado com o valor da curvatura seccional em p segundo o plano gerado por

v, w. Na realidade temos o seguinte resultado:

Lema 1.9. Seja γ : [0, l]→M uma geodésica parametrizada pelo comprimento

de arco na variedade Riemanniana M , |w| = 1 e < w, v >= 0. Então |J(t)| =

t− K(p,σt3

6
+R(t) com limt→0

R(t)
t3

= 0.

Demonstração: Veja [7]. �

De�nição 1.2. Seja γ : [0, l] → M uma geodésica em uma variedade Riemanniana

M . O ponto γ(t0) é conjugado de γ(0) ao longo de γ, t0 ∈ (0, l], se existe um campo

de Jacobi J ao longo de γ, não identicamente nulo, com J(0) = 0 = J(t0).

Seja γ(t0) ponto conjugado de p ao longo de γ. Diremos que γ(t0) é o primeiro

ponto conjugado de p ao longo de γ signi�cando que t0 é o in�mo de todos os t ∈ (0, l)

tal que γ(t) é ponto conjugado de p ao longo de γ . Temos o seguinte resultado em [7]:

O conjunto dos pontos conjugados ao longo de uma geodésica é um conjunto discreto.

Exemplo 1.1 (Campos de Jacobi em variedades de curvatura seccional constante).

Seja M uma variedade Riemanniana de curvatura seccional constante k. Seja γ :

[0, l] → M uma geodésica parametrizada pelo comprimento de arco em M e seja J

um campo de Jacobi ao longo de γ, normal a γ′.

Vamos caracterizar os campos de Jacobi em M. Veja [4] para mais informações.

Seja ψ uma função real e considere a equação diferencial ordinária

ψ′′ + kψ = 0 (1.1)

Denotemos por sk(t) e ck(t) as soluções da equação (1.1) satisfazendo sk(0) = 0,

s′k(0) = 1 e ck(0), c′k(0) = 0.
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Sendo assim,

sk(t) =


1√
k
sen
√
kt, se k > 0

t, se k = 0

1√
−ksenh

√
−kt, se k<0

e

ck(t) =


cos
√
kt, se k > 0

1, se k = 0

cosh
√
−kt, se k<0.

Além disso, temos

s′k = ck, c′k = −ksk, c2
k + ks2

k = 1, (
ck
sk

)′ = (
s′k
sk

)′ = −s−2
k .

Utilizaremos a seguinte terminologia: diremos que a curvatura seccional ao longo

de γ signi�cando que estamos considerando a curvatura seccional da secção bidimen-

sional de Tγ(t)M gerada por γ′(t) e v ∈ Tγ(t)M.

Sendo assim, veja por exemplo em [7],:

D2J

dt2
+ kJ = 0

é a equação de Jacobi.

Se n = dim M e {e1, . . . , en} é uma base ortonormal de Tγ(0)M e {E1, . . . , En} é
o campo paralelo ao longo de γ tal que Ej(0) = ej. Então {E1(t), . . . , En(t)} é uma

base ortonormal de Tγ(t)M para t ∈ [0, l].

Sendo assim, J(t) =
n∑
j=1

J j(t)Ej(t) e (J j)′′ + kJ j = 0 com j ∈ {1, . . . , n.}

Portanto o campo de Jacobi J , tal que 〈J, γ′〉 = 0 em [0, l], é

J(t) = ck(t)A(t) + sk(t)B(t)

onde A(t), B(t) são campos de vetores paralelos ao longo de γ os quais são ponto a

ponto ortogonais com γ. Em particular, se J(0) = 0 e J ′(0) = B(t) com ||B(t)|| = 1

temos que J(t) = sk(t)B(t).
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O Operador de Forma e a Hessiana de uma função diferenciável

� 1.2.1.

Sejam Mm uma variedade diferenciável e M
m+k=n

uma variedade Riemanniana.

Seja g : M ↪→ M uma imersão isométrica. Como M possui uma estrutura Rie-

manniana, podemos de�nir uma estrutura Riemanniana em M por

〈u, v〉p = 〈dgp(u), dgp(v)〉g(p)

com u, v ∈ TpM. Como dgp é injetiva temos que 〈 , 〉p é uma métrica emM , chamada

métrica induzida por g, e g é chamada uma imersão isométrica.

Note que sendo g : M ↪→ M uma imersão então, pela forma local da imersões,

para cada p ∈ M , existe uma vizinhança U ⊂ M de p tal que g(U) ⊂ M é uma

subvariedade de M .

Para simpli�car a notação, identi�caremos (pela aplicação de inclusão) U com

g(U) e cada v ∈ TpM , p ∈ U , com dgpv ∈ TpM. Usaremos tais identi�cações para

estender, por exemplo, um campo local (isto é, de�nido em U) de vetores de M a um

campo local (isto é, de�nido em U ⊃ g(U)) de vetores em M. É importante lembrar

que se a vizinhança U de p em M é tomada su�cientemente pequena tal extensão é

sempre possível.

Para cada p ∈ M , o produto interno em TpM decompõe TpM na soma direta

TpM = TpM ⊕ (TpM)⊥, onde (TpM)⊥ é o complemento ortogonal de TpM em TpM.

Denotemos por ∇ a conexão de Levi-Civita de M .

Se X, Y são campos locais de vetores em M e X,Y são extensões locais a M , de�ni-

mos1

∇XY := (∇XY )> : χ(U) x χ(U)→ χ(U).

Nas condições acima, ∇XY de�ne2 a conexão Riemanniana em M (relativa à métrica

induzida por g em M).

1A seguir estamos utilizando a notação (∇XY )> para denotar a parte tangente da conexão ∇.
Utilizaremos o notação ∇> com o mesmo signi�cado.

2Isto é, está bem de�nida (não depende das extensões escolhidas), é simétrica e compatível com
a métrica.
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Denotemos por χ(U)⊥ os campos diferenciáveis em U de vetores normais a g(U) ≈ U.

A aplicação dada por

B(X, Y ) = ∇XY −∇XY : χ(U)× χ(U)→ χ(U)⊥

é bilinear e simétrica. Note que B(X, Y ) é parte normal de ∇XY .

Como B é bilinear e simétrica, concluímos, exprimindo B em um sistema de

coordenadas locais, que o valor de B(X, Y )(p) depende apenas de X(p) e Y (p).

Sejam p ∈M , e η ∈ (TpM)⊥.

A aplicação Hη(x, y) = 〈B(x, y), η〉 : TpM×TpM → R é uma forma bilinear simétrica.

A forma quadrática II(x) = Hη(x, x) : TpM → R associada a formaHη é chamada

a segunda forma fundamental de g em p segundo o vetor normal η.

A aplicação Sη : TpM → TpM dada por

〈Sη(x), y〉 = Hη(x, y) = 〈B(x, y), η〉

é chamado de operador de forma de M (ou endomor�smo de Weingartem). Observe

que a aplicação Sη : TpM → TpM é linear e auto-adjunta.

Temos a seguinte caracterização para o operador de forma, onde N é uma extensão

local de η normal M :

Sη(x) = −(∇xN)>.

Exemplo 1.2. Consideremos o caso particular f : Mn →M
n+1

. Suponhamos que M

e M são orientáveis e estão orientadas. Sejam p ∈M , η ∈ (TpM)⊥ e |η| = 1. Como

a aplicação Sη : TpM → TpM é linear e auto-adjunta, temos (pelo teorema espectral)

que existe uma base ortonormal formada por autovetores. Seja {e1, . . . , en} essa base,

tomada na orientação de M , e suponhamos que {e1, . . . , en, η} esteja na orientação

de M . Sejam Sη(ei) = λiei, com 1 ≤ i ≤ n, os autovalores de Sη associados aos

respectivos autovalores. Nesse caso, denominamos os ei as direções principais e os

λi = ki as curvaturas principais de f . A função 1
n
(
∑n

i=1 λi) é denominada curvatura

média da imersão f .
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Vamos agora estudar o operador Hessiano e sua relação com o operador de forma.

Sejam M uma variedade Riemanniana e f : M → R uma função diferenciável.

O gradiente de f é o campo vetorial grad f em M de�nido por

〈grad f(p), v〉p = dfp(v)

com p ∈M e v ∈ TpM .

A HessianaHf de uma função diferenciável f : M → R é operadorHf : TpM → TpM

dado por

Hf (X) = ∇X(grad f).

Segue da de�nição do operador linear Hf hessiano de f que, dados X, Y ∈ χ(M),

temos

〈Hf (Y ), X〉 = 〈Y,Hf (X)〉.

Sendo assim, temos que Hf é auto-adjunto, logo determina uma forma bilinear

simétrica em TpM , p ∈M , dada por

Hessf(X, Y ) = 〈Hf (X), Y 〉 : TpM × TpM → R.

Vamos explicitar a identi�cação de Sη com Hf .

Inicialmente temos:

Considere M ′ ⊂ M aberto e suponha que f : M ′ → R seja uma função diferen-

ciável tal que temos o vetor gradiente V = grad f de norma um.

Lembrando que um funcional linear ou é sobrejetivo ou é nulo. Portanto,

f : M ′ → R dif é uma submersão ⇔ dfp : TpM
′ → R é não nulo para todo p ∈M ′

⇔ gradf(p) 6= 0 para todo p ∈M ′.

Como o grad f tem norma um, temos que f é uma submersão sobre sua imagem.

Sendo assim a imagem inversa de todo valor regular é uma subvariedade (nesse caso

uma hipersuperfície)de M.

Seja q ∈ f(M ′) ⊂ R. Considere a �bra Fp, veja 7.5 para mais informações.
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Seja X ∈ TM , então temos,

〈∇V V,X〉 = Hessf(V,X)

= Hessf(X, V )

= 〈∇XV, V 〉

=
1

2
X〈V, V 〉 = 0

⇒ 〈∇V V,X〉 = 0 ∀ X ∈ TM ′

⇒ ∇V V = 0

Além disso,

Hf (X) = ∇XV = ∇X>+λV V

= ∇X>V + λ∇V V

= ∇X>V

= (∇XV )>

onde, na última igualdade foi utilizado o fato que 〈∇XV, V 〉 = 0. Sendo assim,

(∇XV )⊥ = 0 e (∇XV )> = Hf (X) = ∇X>V.

Por outro lado, sabemos que Sη(X) = −(∇XN)>, onde N é uma extensão de V

a M normal a cada hipersuperfície de nível. Sendo assim, a menos de um sinal, Hf

e Sη coincidem e tal identi�cação de fato é possível.

Inicialmente note que o vetor gradf é normal a cada subvariedade de nível3. Sendo

assim,

γ é ortogonal a �bra Fp ⇔ γ′(t) = V (t) = V (γ(t)) é ortogonal a �bra Fp∀t.

Mostremos que dfp preserva o comprimento de vetores ortogonais as �bras.

3Seja M uma variedade Riemanniana. Dizer que um vetor w ∈ TpM é perpendicular à sub-
variedade de nível f−1(c), onde c é um valor regular da aplicação diferenciável f : M → R, no
ponto p ∈M , signi�ca que w é perpendicular ao vetor velocidade, no ponto p, de qualquer caminho
diferenciável no ponto t = 0, com λ(0) = p e λ(t) ∈ f−1(c), isto é f(λ(t)) = c para t ∈ (−ε, ε). Sendo
assim, 0 = d

dt (f(λ(t)))|t=0 = dfp(v) = 〈gradf(p), v〉.
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Seja v vetor ortogonal a �bra Fp. Então v = λgradf(p). Portanto,

||dfp(v)|| = |〈gradf(p), v〉| = |λ|||gradf(p)||2 = |λ| = ||v||.

Nesse contexto, podemos dizer que f pode ser vista como uma submersão Rie-

manniana.

Além disso, identi�cando Sη com Hf , temos

Hη(X, Y ) = 〈B(X, Y ), N〉 = 〈Sη(X), Y 〉 = 〈Hf (X), Y 〉 = Hessf(X, Y )

Portanto, Hessf(X, Y ) pode ser visto como a segunda forma fundamentalHη(X,X)

de f em p segundo o vetor normal η.

Observe que se tivéssemos de�nido, veja [20], a hessiana de f : M → R como a se-

gunda derivada covariante∇∇f , teríamos∇∇f(X, Y ) = ∇X∇Y f = 〈∇Xgradf, Y 〉 =

Hessf(X, Y ). Isso justi�ca a notação utilizada.

Vamos agora estudar o caso onde a subvariedade M ⊂M tem codimensão maior

que um. Veja [20] para mais informações. Nesse caso a conexão normal ∇⊥ tem um

papel importante.

A seguir estamos utilizando a notação (∇XY )⊥ para denotar a parte normal da

conexão ∇ de M . Explicitamente temos

∇⊥XY := (∇XY )⊥ : χ(U)× χ(U)→ χ(U)⊥.

Nas condições acima, ∇⊥XY de�ne4 a conexão Riemanniana em M (relativa à métrica

induzida pela imersão isométrica g : M ↪→M em M).

A aplicação dada por

B̃(V, Z) = ∇VZ −∇VZ : χ(U)× χ(U)→ χ(U)>

é bilinear e simétrica. Note que B̃(V, Z) é parte tangente de ∇VZ.

4Isto é, está bem de�nida (não depende das extensões escolhidas), é simétrica e compatível com
a métrica.
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Sejam V,W ∈ χ(M) e Z ∈ χ(M)⊥. Sendo assim, 〈Z,W 〉 = 0 e diferenciando

temos 〈∇VZ,W 〉 = −〈Z,∇VW 〉. Portanto temos 〈B̃(V, Z),W 〉 = −〈B(V,W ), Z〉 e o
tensor B̃ não apresenta informações novas.

No caso particular onde Z ∈ χ(M)⊥, utilizamos a notação SZV = −B̃(V, Z).

Além disso, como 〈Sz(V ),W 〉 = 〈B(V,W ), Z〉, SZ é em cada ponto p ∈ M um

operador linear auto-adjunto de TpM. No caso particular de uma hipersuperfície,

tomando Z = η como acima, SZ é o operador de forma de M .

Variedades Riemannianas com curvatura seccional constante

Sabemos que ao multiplicarmos uma métrica Riemanniana por uma constante

positiva c então a curvatura seccional é multiplicada por 1
c
. Sendo assim, a menos

de uma semelhança, podemos supor que a curvatura seccional constante de uma

variedade é 1, 0,−1.

Algumas vezes diremos que a variedade em questão possui curvatura constante

para indicar que essa variedade possui curvatura seccional constante.

A primeira variedade estudada será M = Rn.

Como R(X, Y )Z = 0 para todo X, Y, Z ∈ χ(Rn), temos que a curvatura seccional

de Rn é K ≡ 0.

Vamos agora estudar a curvatura seccional da esfera unitária Sn ⊂ Rn+1.

Orientemos Sn pelo campo normal unitário N(x) = −x ∈ Rn+1 com |x| = 1.

Sendo assim, a aplicação normal de Gauss é igual a −Id (pela de�nição da aplicação

normal de Gauss). Logo o operador de forma Sη de Sn (que nesse caso é igual a

menos a derivada da aplicação normal de Gauss) tem todos os auto-valores iguais a 1

e Sη(v) = v para todo v ∈ TpSn e para todo p ∈ Sn. Portanto pelo teorema de Gauss,

no caso particular de hipersuperfície, veja [7], temos que a curvatura seccional de Sn

é K ≡ 1.

Daremos agora um exemplo de curvatura seccional constante −1.

Considere o semi-espaço do Rn dado por

Hn = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn;xn > 0}.
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Considere em Hn a métrica gij(x1, . . . , xn) =
δij
x2

n
.

Nessas condições o espaço Hn é uma variedade Riemanniana de dimensão n con-

hecida como espaço hiperbólico.

Um cálculo direto da curvatura seccional, feito em coordenadas, mostra que a

curvatura seccional do espaço hiperbólico é K ≡ −1.

Sabemos que as variedade Riemannianas Rn, Sn e Hn são variedades completas

e simplesmente conexas. Além disso, temos que essencialmente estas são as únicas

variedades Riemannianas completas e simplesmente conexas com curvatura seccional

constante. Veja [7].

As variedades Riemannianas completas, simplesmente conexas com curvatura sec-

cional constante k são conhecidas como formas espaciais e denotadas por Qk.

Os resultados a seguir vão caracterizar as hipersuperfícies umbílicas das formas

espaciais.

Seja (Mn+1, g) uma variedade Riemanniana e seja ∇ sua conexão de Levi-Civita.

Diz-se que uma imersão f : Nn →Mn+1 é (totalmente) umbílica se para todo p ∈ N ,

a segunda forma fundamental B de f em p satisfaz

〈B(X, Y ), η〉(p) = λ(p)〈X, Y 〉

com λ(p) ∈ R, para todo par X, Y ∈ χ(N) e todo campo unitário η normal a f(N).

Aqui estamos utilizando 〈 , 〉 para indicar a métrica g e a métrica induzida por f em

N .

Lema 1.10. Se Mn+1 tem curvatura seccional constante, então λ não depende de p.

Lema 1.11. Seja f : Nn → (Mn+1, g) uma imersão umbílica. Considere uma nova

métrica em M , conforme a g, dada por g = µg. Então a imersão f : Nn → (Mn+1, g)

é umbílica.

Lema 1.12. Consideremos Mn+1 = Rn+1 com a métrica euclidiana e seja f : Nn →
Rn+1 uma imersão umbílica. Então f(N) está contida em um n-plano ou uma n-esfera

de Rn+1.
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Lema 1.13. As hipersuperfícies umbílica do espaço hiperbólico, no modelo do semi-

espaço superior Hn+1, são as interseções com Hn+1 de n-planos ou n-esferas de Rn+1.

Segue do último lema que as hipersuperfícies umbílicas do espaço hiperbólico

Hn+1 são as esferas geodésicas, as horoesferas e as hiperesferas. Além disso, essas

hipersuperfícies têm curvatura seccional constante.

Pontos focais

De�nição 1.3. Seja N ⊂ M uma subvariedade de uma variedade Riemanniana M .

O ponto q ∈ M é um ponto focal de N se existe uma geodésica γ : [0, l] → M com

γ(0) = p ∈ N , γ′(0) ∈ (TpN)⊥, γ(l) = q e um campo de Jacobi não nulo ao longo de

γ, satisfazendo J(0) ∈ TpN , J ′(0) + Sγ′(0)(J(0)) ∈ (TpN)⊥ e J(l) = 0.

Aqui Sγ′(0) é o operador de forma de N .

Um campo de Jacobi satisfazendo as condições acima é dito um campo de Jacobi

não trivial transversal. Quando q ∈M é um ponto focal de N com uma geodésica γ

diremos que q é um ponto focal de N ao longo de γ.

Diremos que γ : [0, a] → M é livre de pontos focais em (0, a] se existe ε > 0 tal

que γ não possui pontos focais relativamente a subvariedade Σε = expγ(0)(Bε(0)) onde

Bε(0) ⊂ {γ′(0)}⊥.
Note que como Σt é uma geodésica em p, um campo de Jacobi J ao longo de γ,

com J(0) 6= 0 e J ′(0) = 0, satisfaz automaticamente a condição Sγ′(0)(J(0)) = 0.

Pontos Mínimos

Sejam M uma variedade Riemanniana completa, p ∈ M e γ : [0,∞) → M

uma geodésica normalizada com γ(0) = p. Sabemos que se t > 0 é su�cientemente

pequeno, d(γ(0), γ(t)) = t, isto é, γ([0, t]) é uma geodésica minimizante. Além disso,

se γ([0, t1]) não é minimizante o mesmo se passa para todo t > t1. Por continuidade,

o conjunto dos pontos t > 0 para os quais d(γ(0), γ(t)) = t é da forma [0, t0] ou [0,∞).
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No primeiro caso, γ(t0) é chamado o primeiro ponto mínimo de p o longo de γ; no

segundo caso, diz-se que tal ponto mínimo não existe.

De�nimos o lugar dos pontos mínimos de p (�cut locus� de p), denotando por C(p),

como a união dos pontos mínimos de p ao longo de todas as geodésicas que partem

de p.

Noções de Cálculo Tensorial

A seguir faremos uma revisão sobre tensores em espaços vetoriais, sobre produto

tensorial e produto exterior e �brados vetoriais. Foi utilizado como referência para

elaboração deste paragrafo o livro [17].

Seja V um espaço vetorial real de dimensão �nita. Denotemos por V ∗ o espaço

dual de V , ou seja o conjunto formado por covetores sobre V ou o espaço dos funcionais

lineares f : V → R.
Utilizaremos a seguinte notação

V ∗ × V → R

(w,X) 7→< w,X > ou w(X)

para w ∈ V ∗ e X ∈ V .
Um k-tensor covariante sobre V é uma aplicação multilinear F : V × . . .× V︸ ︷︷ ︸

k cópias

→ R.

Um l-tensor contravariante é uma aplicação multilinear F : V ∗ × . . .× V ∗︸ ︷︷ ︸
l cópias

→ R.

Será útil considerarmos tensores do tipo misto. Um tensor de tipo
(
k
l

)
, as vezes

chamado um k, l-tensor, é uma aplicação multilinear

F : V × . . .× V︸ ︷︷ ︸
k cópias

×V ∗ × . . .× V ∗︸ ︷︷ ︸
l cópias

→ R.

O espaço de todos os k-tensores covariantes sobre V será denotado por T k(V ),

o espaço de todos os l-tensores contravariantes sobre V será denotado por Tl(V ) e o

espaço de todos os k, l-tensores será denotado por T kl (V ).
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O posto de um tensor é o número de argumentos (vetores e/ou covetores) desse

tensor.

Vamos considerar as seguintes identi�cações T k0 (V ) = T k(V ), T 0
l (V ) = Tl(V ),

T 1(V ) = V ∗ e T 0(V ) = R. Uma identi�cação menos óbvia é T 1
1 (V ) = End(V ) onde

End(V ) denota o espaço dos endomor�smos de V , ou seja, aplicações lineares de V

em V .

Uma justi�cativa para a identi�cação T 1
1 (V ) = End(V ) consiste em observar que

a aplicação

Φ : End(V )→ T 1
1 (V )

A 7→ Φ(A)

onde,

Φ(A) : V ∗ × V → R

(w,X) 7→ Φ(A)(w,X) = w(AX)

é um isomor�smo.

Em geral temos o seguinte resultado:

Lema 1.14. Seja V um espaço vetorial real de dimensão �nita. Existe um iso-

mor�smo (independente da base escolhida) entre T kl+1(V ) e o espaço das aplicações

multilineares V × . . .× V︸ ︷︷ ︸
k cópias

×V ∗ × . . .× V ∗︸ ︷︷ ︸
l cópias

→ V.

Existe um produto natural, chamado de produto tensorial, que relaciona os vários

tipos de tensores sobre V .
Sejam F ∈ T kl (V ) e G ∈ T pq (V ), então o tensor F ⊗G ∈ T k+p

l+q (V ) é de�nido por

F ⊗G(w1, . . . , wl+q, X1, . . . , Xk+p) = F (w1, . . . , wl, X1, . . . , Xk)G(wl+1, . . . , wl+q, Xk+1, . . . , Xk+p).

Se {E1, . . . , En} é uma base de V , considere a correspondente base dual {ϕ1, . . . , ϕn}
de V ∗, de�nida por ϕi(Ej) = δij.

Uma base para T kl (V ) é dada pelo conjunto de todos os tensores da forma

Ej1 ⊗ . . .⊗ Ejl ⊗ ϕi1 ⊗ . . .⊗ ϕik (1.2)
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com os índices ip, jq variando de 1 a n.

Esses tensores atuam nos elementos básicos por

Ej1 ⊗ . . .⊗ Ejl ⊗ ϕi1 ⊗ ϕik(ϕs1 , . . . , ϕsl , Er1 , . . . , Erk) = δs1j1 . . . δ
sl
jl
δi1r1 . . . δ

ik
rk
.

Além disso, qualquer tensor F ∈ T kl (V ) pode ser escrito em termos dessa base

por

F = F j1...jl
i1...ik

Ej1 ⊗ . . .⊗ Ejl ⊗ ϕi1 ⊗ . . .⊗ ϕik (1.3)

onde F j1...jl
i1...ik

= F (ϕj1 , . . . , ϕjl , Ei1 , . . . , Eik).

Nos podemos usar o lema 1.14 para de�nir uma operação, chamada de traço (ou

contração), a qual reduz o posto do tensor em 2.

Consideremos o caso particular quando F ∈ T 1
1 (V ). O operador traço : T 1

1 (V )→
V é exatamente o traço de F quando visto como um endomor�smo de V . Como o

traço de um endomor�smo independe da base escolhida, temos que traço está bem

de�nido.

Em geral temos que,

traço : T k+1
l+1 (V )→ T kl (V ), F 7→ traçoF (w1, . . . , wl, V1, . . . , Vk)

é o traço do endomor�smo F (w1, . . . , wl, · , V1, . . . , Vk, · ) ∈ T 1
1 (V ).

Em termos da base, as componentes do traçoF são (traçoF )j1...jli1...ik
= F j1...jlm

i1...ikn
.

Além disso, temos que traço : T k+1
l+1 (V ) → T kl (V ) está bem de�nido e é uma

aplicação linear.

Estudemos agora os tensores alternados, que são os tensores com a seguinte pro-

priedade:

F (X1, . . . , Xi, . . . , Xj, . . . , Xk) = −F (X1, . . . , Xj, . . . , Xi, . . . , Xk).

Denotemos por Λk(V ) o espaço dos k-tensores covariantes alternados sobre V . Os

elementos desse espaço também são k-covetores ou (exterior) k-formas.

Existe uma aplicação bilinear, associativa nesse espaço, chamada de produto ex-

terior, de�nida sob 1-formas w1, . . . , wk por w1∧ . . .∧wk(X1, . . . , Xk) = det(〈wi, Xj〉)
e extendida por linearidade.
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Fibrados Vetoriais e Tensoriais

Um �brado vetorial k-dimensional (suave) consiste de duas variedades suaves E

(o espaço total) e M (o espaço base) e de uma aplicação sobrejetiva Π : E → M (a

projeção), satisfazendo as seguintes condições:

(a) cada conjunto Ep := Π−1(p) (chamado de �bra de E sobre p) é munido da

estrutura de espaço vetorial.

(b) Existe uma vizinhança U de p e um difeomor�smo ϕ : Π−1(U)→ U ×Ep, para
cada p ∈ M , chamado de trivialização local de E, tal que o seguinte diagrama

comuta

Π−1(U)
ϕ //

Π

��

U × Rk

Π1

��
U

Id
// U

onde Π1 é a projeção sobre a primeira coordenada.

(c) A restrição de ϕ sobre cada �bra, ϕ : Ep → {p} ×Rk, é um isomor�smo linear.

Exemplos 1.1. 1. O �brado tangente: TM =
⋃
p∈M

TpM .

2. O �brado cotangente: T ∗M =
⋃
p∈M

T ∗pM , onde T ∗pM = (TpM)∗.

3. O �brado normal. Considere a imersãoM ↪→M o �brado normal é NM =
⋃
p∈M

NpM ,

onde NpM = (TpM)⊥.

Temos o seguinte resultado que mostra que é possível obter o �brado vetorial a

partir das trivializações locais.

Lema 1.15. Considere a variedade Riemanniana suave M , o conjunto E e a apli-

cação sobrejetiva Π : E → M . Suponha que exista uma cobertura aberta
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{Uα} de M juntamente com uma aplicação bijetiva ϕα : Π−1(Uα) → Uα × Rk sat-

isfazendo Π1 ◦ ϕα = Π, tal que sempre que tenhamos Uα ∩ Uβ 6= ∅, a aplicação

ϕα ◦ ϕ−1
β : Uα ∩ Uβ × Rk → Uα ∩ Uβ × Rk é da forma

ϕα ◦ ϕ−1
β (p, V ) = (p, τ(p)V ) (1.4)

para alguma aplicação suave τ : Uα ∩ Uβ → GL(k,R). Então E tem uma única

estrutura de �brado vetorial k-dimensional sobre M tal que as aplicações ϕα são as

trivializações locais.

As aplicações suaves τ tomando valores em GL(k,R) do lema acima são chamadas

de funções de transição para E.

Se Π : E → M é um �brado vetorial sobre M , uma secção de E é uma aplicação

F : M → E tal que Π ◦ F = IdM , ou equivalentemente, F (p) ∈ Ep para todo p ∈M.

Diremos que a secção é suave se a aplicação F é suave.

O secção nula é a aplicação F : M → E tal que F (p) = 0 ∈ Ep para todo p ∈M.

O espaço das secções suaves de um espaço vetorial é um espaço vetorial de di-

mensão in�nita com a adição e multiplicação por constante ponto a ponto, cujo o

elemento neutro (zero) é a secção nula ζ de�nida por ζp = 0 ∈ Ep para todo p ∈ M.

Denotemos por τ(M) o espaço das secções suaves de TM .

Estudemos agora os �brados tensoriais e os campos tensoriais.

Por de�nição o �brado
(
k
l

)
-tensorial em M é T kl M := ∪p∈MT kl (TpM). Analoga-

mente ΛkM :=
⋃
p∈M

Λk(TpM).

Vamos considerar as seguintes identi�cações: T1M = TM , T 1M = Λ1M = T ∗M.

Para veri�car que cada um desses �brados tensoriais é um �brado vetorial basta

de�nir a projeção Π : T kl M → M como a aplicação que associa a cada F ∈
T kl (TpM) a p. Se {xi} é um sistema de coordenadas locais em U ⊂ M, e p ∈ U ,

os vetores coordenados {∂i} formam uma base para TpM cuja a base dual é {dxi}.
Qualquer tensor F ∈ T kl (TpM) pode ser representado em termos dessa base como

F = F j1...jl
i1...ik

∂j1 ⊗ . . .⊗ ∂jl ⊗ dxi1 ⊗ dxik .
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Um campo tensorial em M é uma secção suave de algum �brado tensorial T kl M.

Uma k-forma diferenciável é uma secção suave de Λk(M).

O espaço dos campos
(
k
l

)
-tensoriais será denotado por τ kl M, o espaço dos campos

k-tensoriais covariantes (funções suaves de T kM) será denotado por τ k(M). Em

particular, τ 1(M) é o espaço de 1-formas.

De posse do conceito de tensor podemos dar a seguinte de�nição para a métrica

Riemanniana.

Uma métrica Riemanniana em uma variedade suave M é um campo 2-tensorial

g ∈ τ 2(M) que é simétrico (i.e., g(X, Y ) = g(Y,X)) e positivo de�nido (i.e.,

g(X,X) > 0 se X 6= 0). Então uma métrica Riemanniana determina um produto

interno em cada plano tangente TpM , o qual é denotado por 〈X, Y 〉 := g(X, Y ) para

X, Y ∈ TpM.

Uma propriedade importante da métrica Riemanniana é que ela nos permite trans-

formar vetores em covetores e vice-versa.

Seja (M, g) uma variedade Riemanniana. De�na a aplicação chamada "�at"de

TM em T ∗M por X 7→ X[ onde X[(Y ) := g(X, Y ).

Em coordenadas, X[ = g(X i∂i, · ) = gijX
idxj = Xjdx

j onde Xj := gijX
i.

Diremos que X[ é obtido de X por "lowering an index".

A matriz da aplicação "�at"em termos de coordenadas é a própria matriz de g.

Como a matriz de g é invertível, temos que o operador "�at"também é invertível.

Denotemos essa inversa por w 7→ w], chamada de "sharp".

Em coordenadas w] tem as coordenadas wi = gijwj onde, por de�nição, gij são as

componentes da matriz inversa (gij)
−1.

Dizemos que w] é obtido por "raising an index."

Uma importante aplicação dos operadores "�at"e "sharp"é extender o operador

traço para tensores covariantes.

Consideremos o caso particular de 2-tensores simétricos.

Se h é um 2-tensor simétrico em uma variedade Riemanniana, então h] é um(
1
1

)
− tensor e sendo assim traçoh] está bem de�nido. Nos de�nimos o traço de h com
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respeito a g por traçogh := traçoh].

Em coordenadas (como h é simétrico, ele não depende da maneira como os índices

"raised") temos traçogh = hii = gijhij. Em particular, em uma base ortonormal, temos

o traço ordinário de uma matriz.

Uma métrica é por de�nição um produto interno sobre os vetores tangentes.

O próximo resultado mostra que uma métrica determina um produto interno (e

sendo assim, uma norma) sob todos os �brados tensoriais.

Fixemos as notações. Seja E → M um �brado vetorial, uma "�ber metric"em E

é um produto interno em cada �bra Ep que varia suavemente, no sentido que para

qualquer secção (local) suave σ, τ de E, o produto interno 〈σ, τ〉 é uma função suave.

Lema 1.16. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana. Existe uma única "�ber met-

ric"sob cada �brado tensorial T kl (M) com a propriedade que se {E1, . . . , En} é uma

base ortonormal para TpM e {ϕ1, . . . , ϕn} é a correspondente base dual, então a

coleção de tensores dada por 1.2 é uma base ortonormal de T kl (TpM).

Estudemos agora o elemento de volume em uma variedade Riemanniana orientada.

Lema 1.17. Em qualquer variedade Riemanniana (M, g) de dimensão n existe uma

única n-forma dV satisfazendo dV (E1, . . . , En) = 1 sempre que {E1, . . . , En} for uma

base ortonormal orientada para algum plano tangente.

Essa n-forma dV é chamada de elemento de volume (Riemanniano). Além disso,

dV =
√
det(gij)ϕ

1 ∧ . . . ∧ ϕn onde gij = 〈Ei, Ej〉 e {ϕi} é base dual de {Ei}.
O volume de um conjunto mensurável A ⊂M é

vol(A) =

∫
M

1AdV,

veja [12] para mais informações.

Lembremos que o �tangent cut locus� de p ∈M é o conjunto

Cp = {cut(v) · v ∈ TpM ; ||v|| = 1}
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onde

cut(v) = sup{t > 0; γv|[0, t] é minimizante}

é o "cut value"de v.

O número cut(v) acima é chamado de distância do ponto mínimo de p ao longo de

γv. O conjunto C abaixo tem a propriedade de ser é o maior domínio em TpM onde

expp|C é um difeomor�smo. Além disso, expC = M \ C(p), onde C(p) denota o "cut

locus"de p em M . Veja [4] para algumas propriedades.

Seja C(p) = exp(Cp).

Seja C = {t · v ∈ TpM ; t < cut(v)}. Então exp|C é um "imbedding"sobrejetivo

em M \ C(p), e C(p) tem medida nula. Então para qualquer conjunto mensurável

A ⊂M temos

vol(A) = vol(A \ C(p)) =

∫
C∩exp−1

p (A)

det(expp∗)dV.

1.3 Equações Diferenciais Ordinárias

Estudamos nesta secção a equação diferencial

dy

dx
+Q(x)y +R(x)y2 = P (x), (1.5)

onde y = y(x), P (x), Q(x), R(x) : I ⊂ R → R são funções dadas. Essa equação é

conhecida como a equação (generalizada) de Riccati.Para mais informações veja [2],

[6] e [15].

O texto contem informações sobre as duas principais estratégias de solução dessa

equação, mostrando a relação que existe entre a equação de Riccati, que é uma

equação diferencial não linear, com uma equação diferencial de segunda ordem linear.

Além disso, resolvemos a equação de Riccati em um caso particular e estudamos os

polos de uma solução da equação de Ricatti.

Existem basicamente duas estratégias para a resolução dessa equação.
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Estratégia (1): A idéia é empregar uma mudança de variáveis e transformar a

equação de Riccati, que é não linear, em uma equação de segunda ordem linear.

Espera-se que que a equação linear seja mais fácil de ser resolvida.

Considere a mudança de variáveis dada por

y =
1

Ru

du

dx
=

u′

Ru
(1.6)

Substituindo (1.6) em (1.5) obtemos

R
d2u

dx
− (R′ −QR)

du

dx
− PR2u = 0 (1.7)

que é uma equação linear de segunda ordem.

Observe que no caso particular de P ≡ 0 em (1.5) então dy
dx

+Q(x)y+R(x)y2 = 0.

Considerando a transformação y = 1
v
temos

dv

dx
−Qv = R (1.8)

cuja solução é

v = c exp(

∫
Q(x)dx) + exp(

∫
Q(x)dx)

∫ x

R(t) exp(−
∫
Q(t)dt)dt. (1.9)

Estratégia (2): Suponha que seja conhecida uma solução y = y1 da equação

y′ +Qy +Ry2 − P = 0 (1.10)

Pode-se então determinar a solução geral.

Seja y = y1 + z. Sendo assim, substituindo y em (1.10) e lembrando que y1 é

solução dessa equação temos

dz

dx
+ (Q+ 2Ry1)z +Rz2 = 0 (1.11)

A equação (1.11) é conhecida como equação de Bernoulli, e pode ser reduzida para o

caso linear pela mudança de coordenadas z = 1
u
. Sendo assim, temos que a equação

(1.11) �ca

du

dx
− (2y1R +Q)u−R = 0 (1.12)
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que é uma equação da forma (1.8).

Estudemos um pouco a equação de Riccati (1.5) no caso particular onde Q ≡ 0,

R ≡ 1, P = −k ≡ const. Sendo assim,

y′ + y2 + k = 0 (1.13)

u′′ + ku = 0. (1.14)

Temos que, veja[2], a solução de (1.14) é do tipo u = exp(rx) com a constante r

escolhida adequadamente (r deve ser solução da equação característica).

Temos três casos a considerar:

caso(1): k ≡ 0 Nesse caso

u = bx+ a (1.15)

y =
b

bx+ a
(1.16)

caso(2): k < 0. Escrevendo-se k = −β com β > 0, temos

u = a exp(r1x) + b exp(r2x) (1.17)

y =
ar1 exp(r1x) + br2 exp(r2x)

a exp(r1x) + b exp(r2x)
(1.18)

onde r1 =
√
β e r2 = −

√
β.

caso(3): K > 0. Nesse caso

u = c1 exp(ax)cos(bx) + c2 exp(ax) sin(bx) (1.19)

y =
u′

u
(1.20)

onde r = a+ ib.

Observe que a existência de soluções para as equações estudadas é imediata, pois

explicitamos as soluções em cada caso. A unicidade de soluções para as equações

estudadas está garantida pelo seguinte teorema:

Teorema 1.5. Sejam f e g soluções da equação diferencial y′′ + ky = 0 em R.
Suponha que tenhamos f(0) = g(0) e f ′(0) = g′(0). Então f = g em R.
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Demonstração: Veja [1]. �

A seguir estudaremos o conceito de pólo para funções analíticas reais. O material

a seguir é uma adaptação do conceito conhecido no caso complexo e como referência

foram utilizados as referências [19] e [5].

No que segue f : I(x0) → R denota uma função de classe C∞ e o conjunto

I(x0) = {x ∈ R; 0 < |x− x0| < r}, com r > 0, é chamado de vizinhança perfurada de

x0.

De�nição 1.4. Uma função f tem uma singularidade isolada em um ponto x = x0

se existe R > 0 tal que f é de classe C∞ em I(x0).

Seja x0 uma singularidade isolada de f . Então

• x0 é uma singularidade removível de f ⇔ f é limitada em uma vizinhança

perfurada I(x0) ⇔ existe e é �nito o limite limx→x0 f(x).

• x0 é um pólo de f ⇔ limx→x0 ||f(x)|| =∞.

Diremos que x0 é um pólo de ordem m de f se m é o menor inteiro positivo tal

que f(x)(x− x0)m tem uma singularidade removível em x = x0.

• x0 é uma singularidade essencial de f ⇔ o limite limx→x0 f(x) não existe, ou de

outro modo, x0 é uma singularidade essencial de f se não é uma singularidade

removível ou um pólo.

Uma solução da equação de Riccati (1.5) possui a propriedade de não possui

singularidades essenciais ("branch points"). Veja [6] e [15].

Além disso, temos:

Lema 1.18. Seja R : I → S(E) uma aplicação contínua e consideremos a correspon-

dente equação de Riccati em S(E)

B′ +B2 +R = 0.
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Suponha que uma solução dessa equação tenha um pólo em t = t0, então algum

autovalor de B tende a −∞ quando t → t0, t < t0 e t0 ∈ I. Além disso, temos que

nenhum autovalor de B converge para +∞.

Lema 1.19. Com a notação da proposição anterior suponha que uma solução da

equação de Riccati possui um polo em t = 0, então t = 0 é no máximo um polo de

primeira ordem.
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Capítulo 2

Hipersuperfícies Paralelas

Seja (M, 〈, 〉) uma variedade Riemanniana e denotemos por ∇ a conexão de Levi-

Civita correspondente.1

Considere M ′ ⊂M aberto e f : M ′ → R uma função diferenciável cujo gradiente

V = grad f tem norma um.

Pelo parágrafo 1.2.1, f pode ser vista como uma submersão Riemanniana.

Considere os conjuntos de nível St = {p ∈ M ; f(p) = t} ou, de outro modo,

St = f−1(t) com t ∈ f(M ′). Como f é uma submersão e, por isso, todo t ∈ f(M ′)

é valor regular, o conjunto St é uma hipersuperfície. O conjunto {St; t ∈ f(M ′)} é
chamado de família de hipersuperfícies paralelas2.

Lembremos que, dado X ∈ TM , temos

1No artigo principal [8] o autor supõem que a variedade Riemanniana M é completa. Todavia,
essa hipótese é desnecessária nesse parágrafo. Sendo assim, estamos omitindo-a.

2Observe que como o vetor V é normal a cada subvariedade de nível, temos que a denominação
"paralelo"está bem empregada. Além disso, pela forma local das submersões, a submersão f é
localmente uma projeção, sendo assim podemos considerar f uma função distância (localmente)
de cada subvariedade de nível. Veja a referência [22] para mais informações sobre funções cujo
gradiente tem norma um e função distância. Além disso, localmente temos a seguinte propriedade
I(J, J) = Hessf(J, J) que relaciona a forma o índice I e a Hessf da função distância f para campos
de Jacobi J ao longo da geodesica γ. Veja [4].
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〈∇V V,X〉 = Hess f(V,X)

= Hess f(X, V )

= 〈∇XV, V 〉

=
1

2
X〈V, V 〉 = 0.

Portanto, 〈∇V V,X〉 = 0 para todo X ∈ TM ′

o que implica, ∇V V = 0. (2.1)

Logo as curvas integrais de V são geodésicas normalizadas.

Denotemos por B = HfV : TM ′ → TM ′ o campo tensorial Hessiano de f de�nido

da seguinte forma X 7→ B(X) = ∇XV.

Por (2.1) o campo V pertence ao núcleo de B. Consideramos, então, a restrição

B|{V }⊥ , onde estamos denotando por {V }⊥ o complemento ortogonal do espaço gerado

pelo vetor V .

Como V é um campo normal unitário ao longo de cada hipersuperfície de nível,

o tensor B|{V }⊥ pode ser visto como o segundo tensor fundamental (ou aplicação de

Weingarten, ou operador de forma) de cada hipersuperfície de nível.

Explicitemos tal identi�cação. Seja X ∈ TpM ′, então

Hf (X) = ∇XV = ∇X>+λV V

= ∇X>V + λ∇V V

= ∇X>V

= (∇XV )>

onde, na última igualdade foi utilizado o fato que 〈∇XV, V 〉 = 0.

Sendo assim, (∇XV )⊥ = 0 e (∇XV )> = Hf (X) = ∇X>V.

Por outro lado, sabemos que SV (X) = −(∇XN)>, onde N é uma extensão de V

a M normal a cada hipersuperfície de nível. Portanto, a menos de um sinal, Hf e SV

coincidem e tal identi�cação de fato é possível.
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Para cada campo vetorial J emM ′ com [J, V ] = 0 temos, pela simetria da conexão,

que

0 = [J, V ] = ∇JV −∇V J.

Como B = ∇V temos

∇V J = B · J, (2.2)

além disso, por (2.1) e (2.2), como ∇JV = B · J temos

∇V∇JV = (∇VB)J +B(∇V J).

Logo (∇VB)J = ∇V∇JV −B(∇V J)

= ∇V∇JV −∇J∇V V +∇[V,J ]V −B(∇V J) (por (2.1) e [J, V ] = 0)

= R(V, J)V −B(BJ) (de�nição do tensor de curvatura R)

onde R denota o tensor de curvatura riemanniano. Sendo assim, denotando RV =

R(·, V )V 3, obtemos a equação de Riccati

∇VB +B2 +RV = 0. (2.3)

Então diferenciando (2.2) temos

∇V∇V J = {(∇VB)J}+B(∇V J)

= {R(V, J)V −B(∇V J)}+B(∇V J)

= R(V, J)V

= −R(J, V )V.

Assim, ∇V∇V J +RV J = 0 (2.4)

Sendo assim, demonstramos que J é um campo de Jacobi ao longo de qualquer curva

integral de V .

Sendo assim a equação de Jacobi (2.4) foi reduzida a duas equações de primeira ordem

(2.2) e (2.3)4.

3RV é conhecido na literatura como "tidal force", veja [20] para mais informações.
4 Note que se supusermos que as funções envolvidas nas equações de Riccati e Jacobi são funções

reais, temos que a mudança de variável J ′ = BJ é a mesma utiliza no estudo da equação de Riccati
em 1.3.
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� 2.0.1.

Fixe uma curva integral γ : I →M ′ de V . Utilizando transporte paralelo ao longo

de γ, podemos identi�car o �brado normal de γ a IxE onde E é algum espaço normal

�xado {γ(t0)}⊥. Sendo assim, B(t) := B|γ(t) e R(t) := RV |γ(t) são considerados como

endomor�smos auto-adjuntos de E e satisfazem

B′ +B2 +R = 0 (2.3)′

a correspondente equação de Riccati em S(E).

Lembremos que S(E) denota o espaço dos operadores A : E → E que são auto

adjuntos.

Exemplo 2.1. Como exemplos de funções e hipersuperfícies paralelas temos f(x, y, z) =√
x2 + y2 + z2, g(x, y) =

√
x2 + y2 e h(x, y, z) = x em R3, S3 e H3.
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Capítulo 3

A Equação de Riccati

Vamos agora estudar um pouco mais a equação de Riccati.

Seja E um espaço vetorial real n-dimensional com produto interno. Denotemos

por S(E) o espaço dos endomor�smos auto-adjuntos, munido com o produto interno

〈A,B〉 = traço(AB).

Sejam I ⊂ R um intervalo aberto e R : I → S(E) uma curva suave. Considere a

correspondente equação de Riccati em S(E)

B′ +B2 +R = 0 (2.3).

O caso n = 1 é importante pois o caso geral se reduz a esse tomando traços como

segue.

De�na b =
traçoB
n

e r =
traçoR
n

.

Note que, sendo B : I → S(E) solução de (2.3), temos b(t) =
traçoB(t)

n
. Logo,

derivando com relação a t, b′(t) =
traçoB′(t)

n
.

Sendo assim, a aplicação S = B − bId tem traço nulo, pois

traçoS = traço(B − bId) = traçoB − b traçoId = nb− bn = 0

e considerando a norma induzida pelo produto interno ||S|| =
√
〈S, S〉 temos

||S||2 = ||B||2 − b2n.
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Tomando traço de (2.3) temos:

0 = traço(B′ +B2 +R)

= traçoB′ + traçoB2 + traçoR

= nb′ + traçoB2 + nr

b′ +
1

n
traçoB2 + r = 0

b′ +
1

n
||B||2 + r = 0

b′ + b2 + r +
1

n
||B||2 − b2 = 0

b′ + b2 + r +
1

n
||S||2 = 0

b′ + b2 + r+ = 0, onde r+ = r +
1

n
||S||2. (3.1)

Observe que se B tem um polo em t0 = 0 e lim
t→0

tB(t) = Id, então r+ permanece

limitado em t0.

Seja J1, . . . , Jn uma base de soluções de

J ′ = BJ (2.2).

Sendo assim, de�nindo j = ||J1 ∧ . . . ∧ Jn||
1
n temos

(J1 ∧ . . . ∧ Jn)′ =
n∑
k=1

J1 ∧ . . . ∧ J ′k ∧ . . . ∧ Jn

=
n∑
k=1

J1 ∧ . . . ∧BJk ∧ . . . ∧ Jn

= (traçoB)J1 ∧ . . . ∧ Jn

Sendo assim,

j′ = bj. (3.2)

Observe que no contexto Riemanniano o que foi feito acima signi�ca que a cur-

vatura média da variedade mede a taxa de expansão do volume. Veja [4].
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Estudemos um pouco a equação de Riccati (2.3) no caso particular em que n = 1

e R = k é constante, isto é, consideremos a equação,

b′k + b2
k + k = 0 (2.3)k.

Fazendo σ = |k| 12 temos, pelo capítulo 1.3, a seguinte famílias de soluções bk(t):

k > 0 σ cot(σ(t− c)) para c < t < c+ π
σ
, c ∈ R

k = 0 (i)
1

t− c
para t > c, c ∈ R

(ii) 0 para t ∈ R

(iii)
1

t− c
para t < c, c ∈ R

k < 0 (i) σ coth(σ(t− c)) para t > c, c ∈ R
(ii) σ para t ∈ R
(iii) σtanh(σ(t− c)) para t ∈ R, c ∈ R
(iv) − σ para t ∈ R
(v) σ coth(σ(t− c)) para t < c, c ∈ R

Em particular, para k ∈ R, a única solução que possui um pólo em 0 é ck
sk

onde

(sk, ck) é a solução de

s′k = ck, c′k = −ksk, sk(0) = 0, ck(0) = 1.

Se n é arbitrário e R = kId, onde Id denota a identidade de E, então B = kId

são as soluções de (2.3).

Sendo assim, temos as correspondentes familias {St} de hipersuperfícies paralelas
umbílicas nas formas espaciais Qk de curvatura seccional constante k, e bk(t) é a

curvatura média de St.

Para k > 0, temos uma família de esferas concêntricas.

Para k = 0, temos três famílias: esferas concêntricas orientadas orientadas para

dentro e para fora e hiperplanos paralelos.

Para k < 0, temos cinco famílias: esferas concêntricas e horoesferas, ambas orien-

tadas para dentro e para fora, e esferas geodésicas.
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Vamos agora estudar o caso em que a solução da equação de Riccati é invertível.

Seja B : I → S(E) uma solução da correspondente equação de Riccati B′ +B2 +

R = 0 em S(E).

Suponha que B seja não singular, ou seja, detB(t) 6= 0 para todo t ∈ I. Sendo

assim, podemos considerar a inversa C = B−1. Logo, derivando a aplicação linear C,

temos

C ′ = −B−1B′B−1.

Como B′ +B2 +R = 0 , temos

−B−1B′B−1 + (−B−1)B2B−1 + (−B−1)RB−1 = 0,

obtendo

C ′ = Id+ CRC.

Juntamente com as soluções B de (2.3), nos investigaremos soluções J : I → E

da equação

J ′ = BJ (2.2)

Uma solução de (2.2) tem as seguintes propriedades:

(i) J pode ser estendida a todo R;
(ii) Se B satisfaz lim

t→0
tB(t) = Id, as soluções de (2.2) são exatamente as soluções

de J de J ′′ +RJ = 0 com J(0) = 0.

A seguir apresentamos alguns resultados de comparação para as soluções da equação

de Riccati em S(E).

Agora seja I = (t−, t+) com −∞ ≤ t− < t+ ≤ ∞. Sejam Rj : R → S(E) curvas

suaves e Bj, com j = 1, 2, soluções das correspondentes equações de Riccati (2.3).

Fixe um ponto inicial t0 ∈ I e seja tj > t0 o primeiro polo de Bj, se existir algum,

caso contrário de�na tj = t+.1

1Note que se considerarmos que a variedade Riemanniana M no capítulo 2 é completa, então o
domínio I da curva integral de V em �2.0.1 é toda a reta real. Sendo assim, novamente por �2.0.1 o
intervalo I = (t−, t+) é o domínio da curva integral de V .
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Proposição 3.1. Suponha que

(a) R1(t) ≥ R2(t) para todo t ∈ I,

(b) B1(t0) ≤ B2(t0).

Então

(c) t1 ≤ t2,

(d) B1(t) ≤ B2(t) para todo t0 < t < t1.

Demonstração: Suponha inicialmente que tenhamos a desigualdade estrita em (a),

isto é, R1(t) > R2(t). Suponha que exista s > t0 tal que B1(t) ≤ B2(t) para t0 < t < s.

Sendo assim, pelo lema 1.5, temos que B1(t) ≤ B2(t) para t0 < t ≤ s.

A�rmamos que B1(s) < B2(s).

De fato, provemos a a�rmação por contradição. Sendo assim, temos que B1(s) ≤
B2(s) e que não vale B(s) < B2(s). Logo, B2(s)−B1(s) é positivo semi-de�nido com

núcleo não nulo.

Como o núcleo de B2(s) − B1(s) é não nulo, é possível escolher x0 ∈ E \ {0} tal
que B2(s)x0 = B1(s)x0.

Considere a função g : I → R dada por g(t) = 〈(B2 − B1)(t)x0, x0〉. Note que

g(t) ≥ 0 para t ∈ [t0, s] e g(s) = 0 pois x0 ∈ Ker[(B2 −B1)](s).

Derivando g temos g′(t)〈B′2(t)x−B′1(t)x, x〉.
Pela equação de Riccati temos queB′j = −B2

j−Rj. Logo g′(t) = 〈(B2
1−B2

2)(t)x, x〉+
〈(R1 −R2)(t)x, x〉.

Calculando em s, temos g′(s) = 〈(B2
1 −B2

2)(s)x, x〉+ 〈(R1 −R2)(s)x, x〉.
Como R1(t) > R2(t), para t ∈ I, temos que o segundo termo é positivo e o primeiro

termo é nulo, pois

〈(B2
1 −B2

2)(s)x, x〉 = 〈(B1 −B2)(s)(B1(s))x, x〉 ( pois B1(s)x = B2(s)x )

= 〈B1(s)x, (B1 −B2)(s)x〉 ( pois Bj é auto-adjunto )

= 〈B1(s)x,B1(s)x−B2(s)x〉 = 〈B1(s)x,B1(s)x−B1(s)x〉 = 0.
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Sendo assim, g′(s) > 0.

Por outro lado, g|[t0,s) ≥ 0 e g(s) = 0.

Portanto temos uma contradição, pois g′(s) > 0 implica que g é estritamente

crescente em uma vizinhança de s e g|[t0,s) ≥ 0 e g(s) = 0 implica que g é decrescente

em [t0, s].

Essa contradição surge do fato de supormos que não vale B1(s) < B2(s). Portanto

temos que B1(s) < B2(s) mostrando que a a�rmação é verdadeira.

Mostremos que t1 ≤ t2.

Suponha que a desigualdade t1 > t2 se veri�que.

Como lim
t→t2
〈B2(t)x, x〉 = −∞ temos uma contradição com B1(s) < B2(s), pois

B1(s) < B2(s)⇔ 〈B1(t)x, x〉 < 〈B2(t)x, x〉 e 〈B1(t)x, x〉 ∈ R se t ∈ (t0, t2) ⊂ (t0, t1).

Essa contradição surge do fato de supormos que t1 > t2. Portanto t1 ≤ t2,

mostrando (c).

Mostremos a suposição inicial da existência de s > t0 tal que B1(t) ≤ B2(t) com

t0 < t < s. Lembre que estamos supondo a desigualdade estrita em (a).

Como B1(t0) ≤ B2(t0) temos dois casos a considerar. Inicialmente suponha

B1(t0) < B2(t0). Sendo assim, o resultado segue da continuidade de Bj. Se B1(t0) =

B2(t0), então temos que R1(t0) = R2(t0), uma contradição com a suposição inicial que

vale a desigualdade estrita em (a). Sendo assim, o segundo caso não ocorre e sempre

é possível garantir a existência do s com a propriedade mencionada acima.

O caso geral onde temos a desigualdade fraca em (a) segue por continuidade. �

Proposição 3.2. Sejam R1 ≥ R2 e B1, B2 soluções das correspondentes equações de

Riccati. Suponha que Bj, j = 1, 2, são invertíveis em uma vizinhança de zero com

Bj(t)
−1 → 0 quando t → 0. Seja tj > 0 o primeiro polo de Bj. Então t1 ≤ t2 e

B1 ≤ B2 em (0, t1). Se R1 > R2, a desigualdade estrita B1 < B2 se veri�ca.

Demonstração: Seja Cj = Bj−1. Como Bj é solução da equação de Riccati cor-

respondente, temos que Cj é solução de C ′j = Id + CjRjCj. Além disso, como por
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hipótese lim
t→0

B−1
j (t) = 0, temos que Cj(0) = 0, pois Cj é contínua e sendo assim

Cj(t0) = lim
t→t0

Cj(t).

Derivando a equação C ′j = Id+ CjRjCj temos

C
(2)
j = C ′jRjCj + CjR

′
jCj + CjRjC

′
j

C
(3)
J = C

(2)
j RjCj+C

′
jR
′
jCj+C

′
jRjC

′
j+C

′
jR
′
jCj+CjR

(2)
j Cj+CjR

′
jC
′
j+C

′
jRjC

′
j+CjR

′
jC
′
j+CjRjC

(2)
j

Calculando em t = 0 temos as aplicações derivadas

C ′j(0) = Id; C
(2)
j (0) = 0; C

(3)
j (0) = 2Rj.

Suponha inicialmente queR1 > R2. Sendo assim, os três primeiros termos da expansão

de Taylor de C2 e C1 − C2 em zero são positivos de�nidos.

Por continuidade de C2 e C1 −C2 temos que C2 e C1 −C2 são positivos de�nidos

em uma vizinhança de zero.

Portanto, para t > 0 su�cientemente pequeno, temos C2(t) > 0 e (C1−C2)(t) > 0.

Logo, C1(t) > C2(t).

Como C1(t) > C2(t) > 0 pelo lema 1.8 temos, para t > 0 su�cientemente pequeno,

que B2(t) > B1(t) > 0.

Sendo assim, escolhendo t0 > 0 su�cientemente pequeno, estamos nas hipóteses

da proposição 3.1. Logo, temos B1(t) < B2(t) para t0 < t < t1 e t1 ≤ t2.

O caso R1 ≥ R2 segue por continuidade.

�

Proposição 3.3. Sejam B1, B2 : I → S(E) tal que λmax(B1) ≤ λmin(B2) para todo

ponto. Seja J1, J2 : I → E soluções não nulas da equação J ′j = BjJj, j = 1, 2. Então

(i) ||J1||
||J2|| é monótona decrescente.

(ii) se ||J1||
||J2|| é constante em alguns sub-intervalo I ′ ⊂ I, então em I ′ tem-se λmax(B1) =

λmin(B2), e os correspondentes auto espaço contendo J1

||J1|| , respectivamente J2

||J2|| ,

são constantes em I ′.
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Demonstração: Mostremos (i).

Por hipótese temos que Jj, j = 1, 2, é solução não nula da equação diferencial

J ′j = BjJj. Sendo assim, ||Jj|| é não nulo e diferenciável em I. Sendo assim, temos

que ||Jj|| 6= 0 em todo ponto2.

Sendo assim, log||Jj|| : I → R está bem de�nido. Portanto,

(log||J1||)′ =
||J1||′

||J1||
=

(
√
〈J1, J1〉)′

||J1||

=
〈J ′1, J1〉
||J1||2

=
〈B1J1, J1〉
||J1||2

≤ λ+(B1) ≤ λ−(B2) ≤ 〈B2J2, J2〉
||J2||2

=
〈J ′2, J2〉
||J2||2

= (log||J2||)′

onde foi utilizado o teorema 1.1 na primeira e terceira desigualdades acima e foi

utilizado a hipótese sobre os auto-valores de Bj na segunda desigualdade.

Logo (log||J1||)′ ≤ (log||J2||)′. Então, pelas propriedades da função logaritmo e

de derivação, temos (log ||J1||
||J2||)

′ ≤ 0.

Portanto ||J1||
||J2|| é monótono decrescente.

Mostremos (ii).

Se ||J1||
||J2|| é constante em I ′ ⊂ I, temos que (log ||J1||

||J2||)
′ = 0.

Logo, pelas propriedades da função logaritmo e da derivação, temos que (log||J1||)′ =
(log||J2||)′.

Então as desigualdades acima são nesse caso igualdades e temos λ+(B1) = λ−(B2)

e Jj(t) são os correspondentes autovetores de Bj(t) para t ∈ I ′.
Além disso, como J ′j = BjJj, temos que J ′j e Jj são linearmente dependentes em

I ′ e Jj

||Jj || é constante em I ′. �

2Isso segue do seguinte fato: se J é solução de J ′ = BJ com J(0) = 0 temos que J é solução de
J ′′ +RJ = 0 com J(0) = 0. Sendo assim, ou J = 0 (se J ′(0) = 0) ou J 6= 0 (se J ′(0) = w 6= 0).
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3.1 Equação de Riccati com condição inicial singular

A seguir estudamos a equação de Riccati no caso particular em que a condição

inicial é singular. O objetivo é estabelecer resultados de comparação para as soluções

da equação de Riccati nesse caso.

Seja E um espaço vetorial real n-dimensional com produto interno eB uma solução

de

B′ +B2 +R = 0 (2.3)

em S(E) com R : I → S(E). Suponha que B(t) tenha um polo em t = 0. Sabemos

(veja o capítulo 1.3) que esse polo é no máximo de primeira ordem. Sendo assim,

escrevendo a �série de Laurent� de B, temos

B(t) = t−1F +G+ tH +O(t2)

com F,G,H ∈ S(E).

Observe que

B′(t) = −t−2F +H +O(t)

B2(t) = t−2F 2 + t−1(FG+GF ) + FH +HF +G2 + t(GH +HG) +O(t2)

Uma vez que

0 = B′(t) +B2(t) +R(t)

= t−2(F 2 − F ) + t−1(FG+GF ) +H + FH +HF +G2 + t(GH +HG) +R(t) +O(t2)

Deduzimos,

F 2 − F = 0

FG+GF = 0

H + FH +HF +G2 + t(GH +HG) +R(t) +O(t2) = 0

Sendo assim,

(a) F 2 = F
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(b) F �G = 0, onde X � Y = XY + Y X com X, Y ∈ S(E).

Segue de (a) que F é a projeção ortogonal PN sobre N = Im(F ). Seja T = N⊥ e

denotemos por PT a projeção ortogonal sobre T .

Segue de (b) que Im(G) ⊂ T e N ⊂ Ker(G).

De fato, como F 2 = F , temos que F |N = Id. Para veri�car isso basta observar

que dado x ∈ N temos F (x− F (x)) = F (x)− F 2(F (x)) = 0. Logo x− F (x) ∈ N⊥.
Por outro lado, se x, F (x) ∈ N , então x − F (x) ∈ N . Mas N ∩ N⊥ = {0}. Sendo

assim, x− F (x) = 0 para todo x ∈ N .

Mostremos agora que N ⊂ Ker(G). Isso é equivalente a mostrar que G(x) = 0

para todo x ∈ N.
Já sabemos que dado x ∈ N temos F (x) = x.

Sendo assim, aplicando G e utilizando o item (b), temos −F (G(x)) = G(F (x)) =

G(x), ou seja, F (G(x)) +G(x) = 0.

Por outro lado, aplicando F na igualdade acima, temos

0 = F (F (G(x)) +G(x)) = F (G(x)) + F (G(x)).

Portanto F (G(x)) = 0. EntãoG(x) = 0 para todo x ∈ N .Mostrando queN ⊂ Ker(G).

Mostremos que Im(G) ⊂ T. Isso é equivalente a mostrar que dado w ∈ Im(G)

temos que F (w) = 0.

Seja w = G(v) ∈ Im(G), então, pelo item (b), F (w) = F (G(v)) = −G(F (v)) = 0

onde na ultima igualdade foi utilizado o fato que F (v) ∈ N e N ⊂ Ker(G).Mostrando

que w ∈ T = Ker(F ).

Logo G = APT , para algum A ∈ S(T ) (estamos omitindo a inclusão T ⊂ E).

Sendo assim,

B(t) = t−1F +G+ tH +O(t2)

= t−1PN + APT +O(t) (3.3)

e (2.3) e (3.3) é um problema com condição inicial singular. Observe que o termo de

primeira ordem H já foi determinado pois como H+FH+HF +G2 + t(GH+HG)+
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R(t) +O(t2) = 0 temos fazendo t = 0 então

H + PNH +HPN + A2PT +R(0) = 0 (3.4)

pois PT é uma projeção.

Em geral determinar B(t) pode ser difícil. Um caso simples é quando T = 0.

Então, veja a proposição 3.2,

B(t) = t−1Id− t

3
R(0) +O(t2).

Estamos interessados em mostrar que a solução de (2.3) e (3.3) é unicamente

determinada e depende continuamente de A e R. A maneira mais fácil é estudar a

correspondente equação de Jacobi.

Para qualquer solução B : I → S(E) de (2.3) seja Y : I → End(E) uma solução

de

Y ′ = BY (2.2).

Então Y é também uma solução da equação de Jacobi

Y ′′ +RY = 0 (2.4)

e sendo assim, Y possui uma extensão suave para todo R.
Note que B é solução de (3.3) se e somente se PNY (0) = 0 e PTY ′(0) = AY (0).

Então (2.2) é satisfeita por uma solução Y de

Y ′′ +RY = 0

Y (0) = PT , Y ′(0) = PN + APT (3.5)

e como Y (t) é invertível para t > 0 pequeno, temos B = Y ′Y −1. Então B é unica-

mente determinado e depende continuamente de A e R.

Sejam R1, R2 : R → S(E) e A1, A2 ∈ S(T ). Seja Bj uma solução de (2.3) e (3.3)

com R = Rj, A = Aj e j ∈ {1, 2}. Seja D := B2 −B1.

Lema 3.1. Se R1(0) > R2(0) e A1 < A2 então D(t) > 0 para t > 0 pequeno.
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Demonstração: Sabemos que Bj(t) = t−1Pj,N + AjPj,T +O(t). Sendo assim,

D(t) = (B2 −B1)(t) =
1

t
(P2,N − P1,N) + A2P2,t − A1P1,t +O(t).

Note que em N , temos P1,N = IdN = P2,N e em N⊥ = T temos Pj,N = 0. Portanto,

como E = N ⊕N⊥, concluímos D não possui polo em t = 0.

Além disso, dados x = xN + xT ∈ E, temos

〈D(0)x, x〉 = 〈(A2P2,T − A1P1,T )(0)x, x〉

= 〈A2((P2,T (0))(x))T , xT + xN〉 − 〈A1((P1,T (0))(x))T , xT + xN〉

= 〈A2((P2,T (0))(x))T , xT 〉 − 〈A1((P1,T (0))(x))T , xT 〉

onde foram utilizados os fatos de que Pj,T : E → T é uma projeção sobre T e

Aj : T → T.

Sendo assim, 〈D(0)x, x〉 ≥ 0 e se x ∈ N temos que 〈D(0)x, x〉 = 0.

Por outro lado, como D(t) = A2P2,t −A1P1,t + t(H2 −H1) +O(t2) temos D′(t) =

H2 −H1 +O(t) e D′(0) = H2 −H1 onde Hj + Pj,N �Hj + A2
jPj,T +Rj(0) = 0.

Dado x ∈ E, temos

〈D′(0)x, x〉 ≥ 〈[R1(0)−R2(0)]x, x〉 > 0

pois R1(0) > R2(0). Portanto 〈D′(0)x, x〉 > 0.

Sendo assim, para todo x ∈ E com ||x|| = 1, temos 〈D(t)x, x〉 > 0 para t su�cien-

temente pequeno. Como a esfera unitária é compacta temos o resultado. �

Como acima seja tj ∈ (0,∞] o primeiro polo positivo de Bj ou ∞ se tal polo não

existe.

Lema 3.2. Se R1 ≥ R2 e A1 ≤ A2, então t1 ≤ t2 e B1 ≤ B2 em (0, t1).

Demonstração: Suponha inicialmente a desigualdade R1(0) > R2(0) e A1 < A2. En-

tão, pela proposição anterior, B1(t0) < B2(t0) para t0 > 0 su�cientemente pequeno.

Observe que agora estamos nas hipóteses da proposição 3.1. Sendo assim, temos que
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t1 ≤ t2 e B1(t) ≤ B2(t) em (0, t1). O caso geral segue por continuidade, uma vez que

B é unicamente determinado e depende continuamente de A e R. �
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Capítulo 4

Teoremas de Comparação

A seguir apresentamos alguns exemplos de funções e hipersuperfícies paralelas que

serão úteis posteriormente.

Seja M uma variedade riemanniana completa. Deseja-se construir exemplos de

aplicações diferenciáveis f : M ′ → R, de�nidas em M ′ ⊂M um aberto em M .

(a) Seja S ⊂M uma hipersuperfície orientada com vetor normal unitário ao longo

de S. É importante que a hipersuperfície seja orientada para que seja possível

considerar a trivialização global do �brado normal. Sendo assim, temos uma

trivialização do �brado normal φ : NS → S×R. Seja M ′ uma vizinhança de S

onde a e := exp |NS tem inversa diferenciável. De�na f = pr2 ◦ φ ◦ e−1 . Então

f é chamada de função distância com sinal de S em M ′. Os conjuntos de nível

St = f−1(t) são as hipersuperfícies que estão a distância constante |t| de S.

(b) Seja p ∈M com cut locus C(p). Seja U ⊂ TpM uma vizinhança da origem onde

a função exponencial e = expp é um difeomor�smo. Seja M ′ = e(U)\p e de�na

f(q) = ||e−1(q)||. Em particular, nos podemos considerar e(U) = M\C(p) onde

C(p) é o cut locus de p. Então f = d( · , p) e os conjuntos de nível são as

esferas geodésicas centradas em p. Neste caso, o campo de vetor X = fV pode

ser extendida suavemente a p com (DX)p = Id. Então, se γ é uma geodésica

parametrizada pelo comprimento de arco com γ(0) = p e B(t) ∈ S(E) com
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E = {γ(t)}⊥ como em (�2.0.1), então tB(t)→ Id quando t→ 0.

A seguir apresentamos resultados de comparação em Hipersuperfícies impondo

restrições sobre a curvatura seccional.

Seja S uma hipersuperfície em uma variedade Riemanniana com campo normal

unitário N de�nido em S.1 Para �xar sinais, os auto valores da aplicação de Wein-

garten DN serão denotados curvaturas principais de S; e a média aritmética de todas

as curvaturas principais curvatura média de S. Veja o exemplo 1.2.

Além disso, Mj, j ∈ {1, 2}, denotarão uma variedades Riemannianas completas

de dimensão n+ 1 cuja funções curvaturas seccionais Kj satisfazem

inf K2 ≥ sup K1

nos subconjuntos em questão.

Observação 4.1. A Seguir consideramos as notações dos parágrafos (1.2) e (2.0.1),

temos R(t) = RV |γ(t) é uma aplicação auto adjunta. Além disso, por de�nição,

K(X, Y ) = 〈R(X,Y )X,Y 〉
(|X|2|Y |2−〈X,Y 〉2)

1
2

é curvatura seccional de σ em p, onde σ ⊂ TpM e

{X, Y } é uma base de σ.

Segue da de�nição do tensor de curvatura que 〈R(X, V )X, V 〉 = −〈R(X, V )V,X〉.
Tomando V = gradf com ||V || = 1 temos se ||X|| = 1 que

Kj(X, V ) = 〈Rj(X, V )X, V 〉.

Logo,

inf Kj ≤ −〈Rj(X, V )V,X〉 ≤ sup Kj.

1Observe que se M é uma variedade Riemanniana e M ′ ⊂ M aberto considerando a submersão
Riemanniana f : M ′ → R, então S = f−1(t) é uma hipersuperfície e N = grad f .
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Como estamos supondo que inf K1 ≥ sup K2 temos

−〈R2(X, V )V,X〉 ≥ inf K2 ≥ sup K1 ≥ −〈R1(X, V )V,X〉

⇒ −〈R2(X, V )V,X〉 ≥ −〈R1(X, V )V,X〉

⇒ −〈R2(t)(X), X〉 ≥ −〈R1(t)(X), X〉

⇒ 〈R2(t)(X), X〉 ≤ 〈R1(t)(X), X〉

⇒ R2(t) ≤ R1(t) ∀t ∈ I.

Proposição 4.1. Seja Sj ⊂ Mj uma hipersuperfície com campo normal unitário Nj

e seja pj ∈ Sj. Suponha que a maior das curvaturas principais de S1 em p1 é menor

ou igual a menor curvatura principal de S2 em p2. Então o mesmo se veri�ca para

as hipersuperfícies paralelas Sj,t em exp(tNj(pj)) para 0 ≤ t ≤ t1 onde t1 denota a

distância focal2 de S1 até p1.

Demonstração: Sejam M ′
j ⊂Mj aberto e fj : M ′

j → R a função distância com sinal

de Sj em uma vizinhança de pj com hipersuperfície de nível Sj,t. Veja o exemplo (a)

e note que estamos nas hipóteses desse exemplo.

Considere as geodésicas γj(t) = exp(tNj(pj)). Note que γj(0) = pj. Considere

Ej = Tpj
Sj = {γ′j(0)}⊥ e Bj ∈ S(Ej) como no parágrafo § 2.0.1.

Sendo assim, veja o parágrafo § 1.2.1, Bj(t) é a aplicação de Weingarten de Sj,t

em γj(t), a menos de transporte paralelo ao longo de γj.

Por hipótese temos λmax(B1(0)) ≤ λmin(B2(0)). Pelo lema 1.6 temos

B1(0) ≤ A−1B2(0)A (4.1)

para toda isometria A : E1 → E2 até o primeiro polo de B1.

Sendo assim, por (4.1) e pela observação 4.1, estamos nas hipóteses da proposição

3.1. Logo

B1(t) ≤ A−1B2(t)A ∀t ∈ (0, t1)

para toda isometria A : E1 → E2. Note que t1 é como na proposição 3.2.

2Entendemos que distância focal é a distância de p1 até o primeiro ponto focal de S1 medido ao
longo da geodésica em questão.
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Temos que B1(t) ≤ A−1B2(t)A até o primeiro ponto focal de S1 ao longo de γ1.

Sendo assim, B1(t) ≤ A−1B2(t)A para todo t ∈ (0, t1). Logo, pelo lema 1.6,

λmax(B1(t)) ≤ λmin(B2(t)) para todo t ∈ (0, t1). �

Proposição 4.2. As curvaturas principais de qualquer parte suave de uma esfera

geodésica emM1 orientada com vetor normal para fora é menor ou igual as curvaturas

principais de uma esfera geodésica com o mesmo raio em M2.

Demonstração: Seja pj ∈Mj e fj = d(., pj) como no exemplo (b).

Considere a geodésica normalizada γj com γj(0) = pj. Seja Ej = {γ′j(0)}⊥ e para

t > 0 seja Bj(t) ∈ S(Ej) como no parágrafo § 2.0.1.
Note que:

(i) pelo exemplo (b) temos lim
t→0

tB(t) = Id. Sendo assim, lim
t→0

B−1(t) = 0.

(ii) Como B ∈ S(E), temos que B é invertível em uma vizinhança de cada ponto

onde está de�nida.

Considere γj|(0,t] de modo que γj(t0) não seja ponto mínimo de γj(0) = pj.

Sendo assim, Bj(t) é a aplicação de Weingarten da esfera geodésica
∑

t(pj) em

γj|(0,t], a menos de transporte paralelo ao longo de γj.

Note que por (i), (ii) e pela observação 4.1 estamos nas hipóteses da proposição

3.2. Sendo assim, B1(t) ≤ B2(t). Logo, pelo lema 1.7, B1(t) ≤ A−1B2(t)A para toda

isometria linear A : E1 → E2. Então, pelo lema 1.6, λmax(B1(t)) ≤ λmin(B2(t)). �

A seguir apresentamos resultados de comparação em hipersuperfícies para cur-

vatura de Ricci limitada inferiormente.

SejaM uma variedade Riemanniana completa de dimensão n+1 cuja a curvatura

de Ricci é limitada inferiormente, ou seja, existe k ∈ R constante tal que Ric(v) ≥ kn

para qualquer vetor tangente unitário v.

Denotemos por bk a solução de

b′k + b2
k + k = 0 (2.3)k.
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Proposição 4.3. Seja S ⊂ M uma hipersuperfície com campo normal unitário N

e p ∈ S. Seja b(t) a curvatura média da hipersuperfície paralela St de S em γ(t) =

exp(tN(p)). Seja bk uma solução de (2.3)k com bk(0) = b(0). Então b(t) ≤ bk(t) para

todo t > 0 até o primeiro ponto focal de S ao longo de γ. Para t < 0, a desigualdade

oposta se veri�ca.

Demonstração: Com a notação do capítulo 3 temos r+ ≥ r, pois r+ = r + ||S||2
n

.

Seja f a função distância com sinal de S como no exemplo (a) e B(t) como no

parágrafo § 2.0.1. Então, como b(t) é a curvatura média da hipersuperfície paralela

St de S, temos que b(t) = traçoB(t)
n

e b é solução da equação b′ + b2 + r+ = 0 (3.1) no

capítulo 3.

Por hipótese temos que bk(0) = b(0), como r+ ≥ r, temos pela proposição 3.1,

para t > 0, que

b(t) ≤ bk(t).

Estudemos o caso t < 0.

Lembremos que a aplicação de Weingarten é DN . Sendo assim, para t < 0 temos

a desigualdade b(t) ≥ bk(t). �

Proposição 4.4. A curvatura média de qualquer parte suave de uma esfera geodésica

de raio t > 0 em M é limitada superiormente por ck
sk

(t).

Demonstração: Sejam p ∈ M �xo e γ geodésica tal que ||γ′(t)|| = 1 e γ(0) = p.

Sejam f = d(·, p) como no exemplo (b) e B(t) como no parágrafo § 2.0.1. Então

b(t) = traçoB(t)
n

é a curvatura média da esfera geodésica
∑

t(p) em γ(t) desde que γ|(0,t]
não tenha pontos mínimo em p, observe que isso é possível pela de�nição da função

f no exemplo (b). Sendo assim, b é solução da equação b′+ b2 + r+ = 0 (3.1) com um

polo em t = 0. Veja exemplo (b).

Lembremos que r+ ≥ r ≥ k. Isso segue do fato de r = Ricp(v) ≥ kn ≥ k.

Sendo assim, a desigualdade r+ ≥ k, a proposição 3.2 e pelo estudo da equação
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de Riccati no capítulo 3 no caso n = 1 e R = k, implica que

b(t) ≤ ck
sk

(t).

�
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Capítulo 5

Aplicações

Como aplicação da teoria desenvolvida até o momento apresentamos uma nova

demonstração do Teoremas de Rauch.

Seja S uma hipersuperfície em uma variedade RiemannianaM com campo normal

unitário N de�nido em S. Para �xar sinais, os auto-valores da aplicação de Wein-

garten DN serão chamados curvaturas principais de S, e a média aritmética de todas

as curvaturas principais será chamada de curvatura média de S.

Além disso, Mj, j ∈ {1, 2}, denotará uma variedade Riemanniana completa de

dimensão n+ 1 cujas funções curvaturas seccionais Kj satisfazem

inf K2 ≥ sup K1

nos subconjuntos em questão.

Com a notação acima e denotando por Rj : I ⊂ R→ S(E) o tensor de curvatura

deMj como no parágrafo §2.0.1. Como estamos supondo que inf K2 ≥ sup K1, então

R1 ≥ D−1R2D para toda isometria linear D : E1 → E2. Isso segue da observação 4.1

e do lema 1.7.

Teorema 5.1 (Rauch/Berger). Seja γj uma geodésica, parametrizada pelo compri-

mento de arco, em Mj e Jj campos de Jacobi ao longo de γj com Jj ⊥ γ′j e

(a) Jj(0) = 0, ||J ′1(0)|| = ||J ′2(0)|| 6= 0
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ou

(b) J ′j(0) = 0, ||J1(0)|| = ||J2(0)|| 6= 0.

Então

(a) ||J1(t)|| ≤ ||J2(t)|| para t ≥ 0 até o primeiro ponto conjugado de γ1(0) ao longo

de γ1

ou

(b) ||J1(t)|| ≤ ||J2(t)|| para t ≥ 0 até o primeiro ponto focal de γ1(0) ao longo de

γ1.

Se a igualdade se veri�ca para algum t0 > 0, então temos a igualdade em [0, t0] e Jj

||Jj ||

é um campo paralelo ao longo de γj|[0, t0] para j = 1, 2.

Demonstração:

caso(a): Seja γj(tj) o primeiro ponto conjugado de γj(0) ao longo de γj e pj =

γj(0), vj = γ′j(0). Mostremos que o resultado vale para 0 < t < t1.

De fato, existe uma vizinhança aberta Uj ⊂ Tpj
Mj de 0 contendo tvj para 0 ≤ t <

tj onde a função exppj
tem inversa suave. Nas condições acima, temos que o ponto

γ(tj) é conjugado de p ao longo de γ se e somente se tjγ′(0) é ponto crítico de expp.

Veja [7]. A existência da vizinhança U é importante para que estejamos nas hipóteses

do exemplo (b) do capítulo 4.

Seja fj como no exemplo (b) no capítulo 4.

De�na Ej = {vj}⊥ e Bj(t) ∈ S(Ej) como no parágrafo § 2.0.1.
Seja Jj solução da equação J ′j = BjJj (2.2), vista como um curva em Ej. Temos

que Jj satisfaz J ′′ + RJ = 0 com J(0) = 0 e tB(t) → Id quando t → 0. Veja

no capítulo 3 o estudo feito par o caso em que a solução da equação de Riccati é

invertível e exemplo (b) no capítulo 4.

Considere ||J1||
||J2|| . Note que ||J1||

||J2||(t) está bem de�nido pois γj(t) não temos pontos

conjugados em (0, tj).
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Pela regra de L'Hopital temos:

lim
t→0

||J1||
||J2||

= lim
t→0

||J ′1||
||J ′2||

= lim
t→0

||J ′′1 ||
||J ′′2 ||

=
||J ′1(0)||2

||J ′2(0)||2
= 1

Como inf K1 ≥ sup K2, temos que R1 ≥ D−1R2D para toda isometria linear

D : E1 → E2. Sendo assim, pela proposição 3.2, temos que B1 ≤ D−1B2D para toda

isometria linear D : E1 → E2. Logo, pelo lema 1.6, λmax(B1) ≤ λmin(B2). Portanto

estamos nas hipóteses da proposição 3.3. Sendo assim, ||J1||
||J2|| é monótono decrescente.

Como lim
t→0

||J1||
||J2||

= 1 temos que ||J1|| ≤ ||J2||.

caso(b): Seja γj uma geodésica, parametrizada pelo comprimento de arco, em Mj

tal que γ′j(0) = vj e M ′
j ⊂Mj aberto. Considere fj : M ′

j → R a função distância com

sinal de Sj ⊂Mj em uma vizinhança de γj(0) = pj como no exemplo (a).

Seja Uj ⊂ Tpj
Mj uma vizinhança aberta da origem onde a aplicação exponencial

é um difeomor�smo. Tomando Uj su�cientemente pequeno temos que M ′
j contem

γj([0, tj]) onde tj é o primeiro ponto focal de Sj ao longo de γj.

De�na Ej = {vj}⊥ e sejam Jj soluções da equação J ′j = BjJj, visto como uma

curva em Ej e B(j) ∈ S(Ej) como no paragrafo § 2.0.1. Sendo assim, Bj(0) é a

aplicação de Weingarten de Sj em pj.

Considere ||J1||
||J2|| . Note que ||J1||

||J2||(t) está bem de�nido pois γj(t) não temos pontos

focais em (0, tj). Note que, lim
t→0

||J1||
||J2||

= 1.

Note dadas as hipóteses sobre o campo de Jacobi Jj e como J ′j = BjJj temos que

B1(0) = B2(0).

Sendo assim, o resultado segue da proposição 3.1, dos lemas 1.6 e 1.7 e da

proposição 3.3. �
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Uma aplicação do teorema de Rauch permiti obter informações sobre a posição

dos pontos conjugados a partir de limitações da curvatura seccional.

Proposição 5.1. Suponha que a curvatura seccional K de uma variedade Rieman-

niana M satisfaz às desigualdades 0 < L ≤ K ≤ H, onde H e L são as constantes.

Seja γ uma geodésica de M. Então, a distância d ao longo de γ entre dois pontos

conjugados consecutivos de γ satisfaz π√
H
≤ d ≤ π√

L
.

Demonstração: Veja [7]. �

Uma outra aplicação do teorema de Rauch consiste em obter estimativa para o

comprimento de curvas em uma variedade Riemanniana da qual sabemos estimar a

curvatura seccional.

Proposição 5.2. Sejam Mn e M
n
variedades Riemannianas e suponhamos que para

todo p ∈ M , p ∈ M , σ ⊂ tpM , σ ⊂ TpM se tenha que Kp(σ) ≥ Kp(σ). Sejam

p ∈ M , p ∈ M e �xe uma isometria linear i : TpM → TpM. Seja r > 0 tal que

a restrição expp|Br(0) seja um difeomor�smo e expp|Br(0) seja não singular. Seja

c : [0, a]→ expp(Br(0)) ⊂M uma curva diferenciável de de�na uma curva c : [0, a]→
expp(Br(0)) ⊂M por c(s) = expp ◦ i ◦ exp−1

p (c(s)) com s ∈ [0, a]. Então l(c) ≥ l(c).

Demonstração: Veja [7]. �

A seguir apresentamos uma visão geométrica do teorema de Rauch.

Sejam M uma variedade Riemanniana, γ : [0, l]→M uma geodésica normalizada

e J um campo de Jacobi tal que J(0) = 0, |J ′(0)| = 1 e 〈J ′(0), γ′(0)〉 = 0. Então

|J(t)| = t − Kt3

6
+ R com lim

t→0

R

t3
= 0, onde K denota a curvatura seccional em γ(0)

segundo o plano gerado por {γ′(0), J ′(0)}. Portanto, se t é pequeno, |J(t)| é tanto

maior quanto menor for K.

Sejam M uma outra variedade Riemanniana e γ, J outra geodésica e campo

de Jacobi em M satisfazendo condições semelhantes. Além disso, suponha que

K(γ′(0), J ′(0)) ≥ K(γ′(0), J ′(0)). Sendo assim, para t pequeno, temos |J(t)| ≤ |J(t)|.
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O teorema de Rauch permite obter essa desigualdade, sob determinadas condições,

sem a restrição de t ser pequeno.

No caso particular de dimensão dois, um tal teorema é consequência de um resul-

tado clássico de Sturm sobre equações diferenciais ordinárias, o qual apresentamos a

seguir.

Lema 5.1 (teorema de Rauch em dimensão dois). Sejam

f ′′(t) +K(t)f(t) = 0, f(0) = 0, t ∈ [0, l],

f
′′
(t) +K(t)f(t) = 0, f(0) = 0 = 0, t ∈ [0, l]

duas equações diferenciais ordinárias. Suponha que K(t) ≥ K(t) para t ∈ [0, l], f ′(0) =

f ′(0) = 1 e que f(t) > 0 em (0, l]. Então f(t) ≥ f(t) para t ∈ [0, l]. Além disso, a

igualdade se veri�ca para t = t1 ∈ (0, l] se e somente se K(t) = K(t) para t ∈ [0, t1].

A seguir apresentamos um resultado em que a limitação inferior da curvatura de

Ricci implica em informações sobre a área e o volume de variedades Riemannianas.

Lembrando que estamos supondo que M é uma variedade Riemanniana completa

de dimensão n+ 1 cuja a curvatura de Ricci é limitada inferiormente, ou seja, existe

k ∈ R constante tal que Ric(v) ≥ kn para qualquer vetor tangente unitário v.

ComoM é completa, temos pelo teorema de Hopf-Rinow queM é completa como

espaço métrico.

Podemos então considerar o diâmetro de M como d = sup{g(p, q); p, q ∈M}.
Para p ∈M denotemos por Br(p) a bola aberta de raio r e centrada em p e Vp(r)

o volume de Br(p). Além disso, denotemos por V (r) o volume da bola de raio r no

espaço simplesmente conexo de curvatura constante k o qual será denotado por Qk.

Teorema 5.2 (Bishop-Gromov). Para qualquer p ∈M e 0 < r < R temos

Vp(r)

V (r)
≥ Vp(R)

V (R)
.

Se a igualdade se veri�ca para algum 0 < R < diam(M) se e somente se BR(p) é

isométrica a bola de raio R em Qk.
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Demonstração: O objetivo é mostrar que o quociente Vp(r)

V (r)
, como função de r, é

monótono decrescente. Isso será feito mostrando que o quociente dos integrandos de

Vp(r) e V (r) é uma função decrescente de r. Veja [4].

Seja p ∈ M �xado arbitrariamente e r ∈ (0, d), onde d denota o diâmetro de M .

Considere E = TpM , e = expp : E →M e S a esfera unitária em E. Para todo v ∈ S
considere γv a geodésica com γ′(0) = v, γ(0) = p.

De�na

cut(v) = sup{t > 0; γv|[0,t] é minimizante} ∈ R

e

C = {tv; v ∈ S, 0 ≤ t ≤ cut(v)} ⊂ E.

Denotemos por Br ⊂ E a bola de raio r com centro em 0.

Sendo assim, e(Br) = Br(p) ⊂ M pois, sendo M completa, temos que e = expp é

um difeomor�smo.

Calculemos o volume Vp(r) de Br(p).

Vp(r) =

∫
C∩exp−1(e(Br))

|detexpp|dV (Veja [12])

=

∫
Br∩C
|detDeu|du

=

∫
S

∫ r(v)

0

|detDetv|tndtdv

onde du e dv denotam o elemento de volume deE e S respectivamente e r(v) := min {r, cut(v)}.
Seja {v, e1, . . . , en} uma base ortonormal de E.

De�na Ji(t) = Detv(tei) e jv(t) = ||J1(t)∧ . . .∧ Jn(t)|| 1n para todo 0 ≤ t ≤ cut(v).

Sendo assim, |detDetv| = ( jv(t)
t

)n.
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De�nindo jv(t) = 0 para t > cut(v), temos que

Vp(r) =

∫
S

∫ r(v)

0

|detDetv|tndtdv

=

∫
S

∫ r(v)

0

(jv(t))
ndtdv

=

∫
S

∫ r

0

(jv(t))
ndtdv, pois jv(t) = 0 para t > cut(v) .

Por outro lado, tomando f = d(·, p) como no exemplo (b) e B(t) como no parágrafo

2.0.1 com γ = γv, então jv|[0,cut(v)] é solução da equação j′ = bj.

Lembrando que r+ ≥ r ≥ k e como f = d(·, p), estamos nas hipóteses das

proposições 3.2 e 3.3 no caso de dimensão um.

Portanto, temos que jv
j
é monótona decrescente em [0, cut(v)] para toda solução

j de j′ = bkj onde bk = ck
sk
.

Estudemos o caso particular onde j = sk.

Lembremos que pelo capítulo 3 temos que s(0) = 0 e s′k(0) = 1.

Estamos interessados em mostrar que lim
t→0

jv(t)

j(t)
= 1.

De fato, isso segue como na demonstração do teorema de Rauch no caso (a).

Considere a função qv = ( jv
sk

)n.

Temos que lim
t→0

qv = 1 e qv é decrescente em [0, r).

De�nindo w = (sk)
n temos que

Vp(r) =

∫
S

∫ r

0

(jv(t))
ndtdv =

∫
S

∫ r

0

qv(t)w(t)dtdv

e

V (r) =

∫
S

∫ r

0

(j(t))ndtdv =

∫
S

∫ r

0

(sk(t))
ndtdv =

∫
S

∫ r

0

w(t)dtdv.

Sendo assim,

Vp(r)

V (r)
=

∫
S

∫ r
0
qv(t)w(t)dtdv∫

S

∫ r
0
w(t)dtdv

=

∫
S

∫ r
0
qv(t)w(t)dtdv∫

S
dv
∫ r

0
w(t)dt

=

∫
S

1

vol(S)

∫ r
0
qv(t)w(t)dt∫ r
0
w(t)dt

dv
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Denotemos mv(t) =
∫ r
0 qv(t)w(t)dt∫ r

0 w(t)dt
. Sendo assim, mv(t) é a média com peso w de qv

no intervalo [0, r). Sendo assim, mv(t) é monótono decrescente para 0 ≤ r ≤ d.

Portanto, Vp

V
é monótono decrescente. O que mostra a desigualdade.

Note que se mv(r) = mv(R) para algum r < R ≤ d, então qv = 1 em [0, R).

Mostremos a segunda parte do teorema.

Suponha que Vp(r)

V (r)
= Vp(R)

V (R)
para algum 0 < r < R ≤ d. Sendo assim,∫

S

mv(r)

vol(S)
dv =

Vp(r)

V (r)
=
Vp(R)

V (R)
=

∫
S

mv(R)

vol(S)
dv.

O que implica que mv(r) = mv(R). Logo, qv = 1 em [0, R) e então jv = sk em [0, R),

para todo v ∈ S �xado arbitrariamente.

Como jv é solução de j′ = bj e jk = sk é solução de j′ = bkj temos que bk = b e

r+ = r = k com a notação do capítulo 3.

Sendo assim, B(t) = b(t)Id e como B′ + B2 + R = 0 temos que R(t) = kId em

{v}⊥.
Então Ji = skei, a menos de transporte paralelo ao longo de γv.

Isto mostra que para qualquer p ∈ Qk a aplicação expp ◦ I ◦ e−1 é uma isometria

de BR(p) em BR(p) ⊂ Qk. �

Como consequência do resultado acima temos o resultado a seguir.

Teorema 5.3 (Myers-Cheng). Se k > 0, entãoM é compacto com diâmetro d ≤ π√
k
.

A igualdade se veri�ca se e somente se M é isométrica a Qk o qual é a esfera (n+1)-

dimensional de raio 1√
k
.

Demonstração: Seja p ∈ M �xado arbitrariamente e f = d(·, p) como no exemplo

(b). Para qualquer geodésica parametrizada pelo comprimento de arco γ tal que

γ(0) = p. Considere B(t) como no paragrafo § 2.0.1.
Observe que estamos nas hipóteses da proposição 3.2, pois temos r+ ≥ r ≥ k.

Além disso, sabemos que o primeiro polo de ck
sk

é π√
k
.

Sendo assim, aplicando a proposição 3.2 a b e bk = ck
sk
, temos que o primeiro polo

positivo t1 de b(t) = traçoB(t)
n

é menor ou igual a π√
k
, ou seja, t1 ≤ π√

k
.
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Sabemos que as soluções J de J ′ = BJ possuem a propriedade de se B possui

um polo em t1 (ou seja, lim
t→t1

(t − t1)B(t) = Id) as soluções J de J ′′ + RJ = 0 com

J(t1) = 0.

Sendo assim, alguma solução não nula de J ′ = BJ se anula em t1, ou seja, γ(t1)

é ponto conjugado de γ(0) ao longo de γ.

Portanto (pelo teorema de Jacobi em [7]), não existe geodésica minimizante de

comprimento maior do que π√
k
.

ComoM é completa, temos que dados dois pontos p, q ∈M , existe uma geodésica

minimizante γ ligando p a q. Isso segue do teorema de Hopf-Rinow.Logo o compri-

mento da geodésica γ é menor ou igual a π√
k
. Portanto, pelo teorema de Hopf-Rinow,

temos que M é compacta. Além disso, d ≤ π√
k
.

Investiguemos a igualdade.

Suponha que d = π√
k
. Fixe dois pontos p1, p2 ∈M que distam de R = π√

k
. Observe

que esses pontos existem pois estamos supondo que d = π√
k
e M é completa.

De�na r = d
2
. Então M = BR(pj) e Br(p1) ∩Br(p2) = ∅.

Sabendo que:

vol(Br(p1) ∪Br(p2)) = vol(Br(p1)) + vol(Br(p2))− vol(Br(p1) ∩Br(p2))

= vol(Br(p1)) + vol(Br(p2))

= 2vol(Br(pj)) (5.1)

Por outro lado, pelo teorema 5.2, temos

vol(Br(pj))

V (r)
≥ vol(M)

V (R)
⇒ 2 =

V (R)

V (r)
≥ vol(M)

vol(Br(pj))

⇒ vol(M) ≤ 2vol(Br(pj))

⇒ vol(M) ≤ vol(Br(p1) ∪Br(p2))

onde a ultima implicação segue de (5.1).

Como Br(p1) ∪ Br(p2) ⊂ M temos que vol(Br(p1) ∪ Br(p2)) ≤ vol(M). Portanto

vol(M) = vol(Br(p1) ∪Br(p2)).

Sendo assim, pelo teorema 5.2, BR(pj) é isométrica a bola B de raio R em Qk.
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Como B é o complemento de um ponto, temos que M é isométrico a Qk.

Reciprocamente, se M é isométrica a Qk com k > 0 temos que seu diametro é

d = π√
k
. �

Uma pergunta que pode surgir é se podemos obter resultados de comparação

de volumes semelhantes aos apresentados acima supondo que a curvatura de Ricci é

limita superiormente ao contrário de inferiormente. A resposta é negativa. Um contra

exemplo é descrito em [23].

Veja [9] no paragrafo 4 para comentários sobre resultados sobre area sob a hipótese

da curvatura de Ricci ser limitada superiormente. Esse mesmo artigo enuncia e

demonstra os teoremas Bishop e Myers.
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Capítulo 6

Volume e distância para

subvariedades totalmente geodésicas

O objetivo deste parágrafo é obter uma desigualdade do tipo Bishop-Gromov para

tubos ao redor de subvariedades totalmente geodésicas L ⊂M .

Veja [9] no paragrafo 5, teoremas 7 e 8, para resultados sobre comparação de area

e volume para tubos sob a hipótese da curvatura de Ricci ser limitada superiormente

e inferiormente.

Inicialmente vamos �xar a notação e estabelecer alguns resultados auxiliares.

Dizemos que uma subvariedade L ⊂ (M, g) da variedade Riemanniana M é total-

mente geodésica se seu operador de forma é nulo.

Dada L ⊂M , então temos as seguintes equivalências1:

(a) L é totalmente geodésica em M ;

(b) toda geodésica de L é também uma geodésica de M ;

(c) Seja v ∈ TpM é tangente a L e γ geodésica deM , tal que existe t0 onde γ(t0) ∈ L
e γ′(t0) ∈ Tγ(t0)L. Então existe ε > 0 tal que γ|(t0−ε,t0+ε) está completamente

contida em L;

1Para mais informações veja [20].
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(d) se α é uma curva em L e v ∈ Tα(0)L, então o transporte paralelo ao longo de α

é o mesmo para L e M .

Seja S ⊂ ISO(M, g) um conjunto de isometrias. Então o conjunto de pontos �xos

de S é de�nido como todos os pontos de M que são �xados por todas as isometrias

em S, ou seja, Fix(S) = {x ∈M ;F (x) = x,∀ F ∈ S}.
Temos o seguinte resultado:

Lema 6.1. Seja S ⊂ ISO(M, g) um conjunto de isometrias. Então cada componente

conexa do conjunto de pontos �xos é uma subvariedade totalmente geodésica.

Demonstração: Veja [4]. �

Seja exp : O →M a aplicação exponencial deM , onde O denota o conjunto aberto

do �brado tangente TM que é domínio desta aplicação. Além disso, O = ∪Op, onde

Op ⊂ TpM é o domínio da aplicação expp(v) = γv(1).

Considere a subvariedade imersa L ⊂ M e o �brado normal NL. De�nimos a

aplicação exponencial normal exp⊥ restringindo exp a O ∩NL
Temos que Dexp⊥ é não singular em Op, p ∈ L. Sendo assim, existe uma viz-

inhança aberta U da secção zero de NL onde exp⊥ é um difeomor�smo sobre sua

imagem. Diremos que exp(U) é uma vizinhança tubular de L em M .

Continuando com os exemplos do capítulo 4 temos :

(c) Troquemos o ponto p do exemplo (b) por uma subvariedade L de codimensão

≥ 2. Então as hipersuperfícies são tubos ao redor de L.

Seja M uma variedade Riemanniana e L ⊂ M uma subvariedade de codimensão

≥ 2.

Seja f = d(·, L) de�nida em M ′ = M \ (C(L) ∪ L) como no exemplo (c).

Seja γ uma geodésica tal que γ(0) = p ∈ L, γ′(0) = v ⊥ L com ||v|| = 1.

De�na E = {γ′(0)}⊥ e B(t) ∈ S(E) como no paragrafo § 2.0.1.
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Sendo assim, pelo capítulo 3.1, temos que B(t) = t−1PN + APT + O(t) onde

T = TpL, N = {TpL}⊥ e A = Av é o segundo tensor fundamental de L com relação

a v. Note que B(t)|T = A.

Sejam M1 e M2 variedades Riemannianas e L1 ⊂ M1 e L2 ⊂ M2 subvariedades

Riemannianas de codimensão ≥ 2. Supondo que infK2 ≥ supK1, onde Kj denota a

curvatura seccional de Mj nos conjuntos em questão, temos os seguintes resultados

para Lj ⊂Mj subvariedades totalmente geodésicas.

Proposição 6.1. As curvaturas principais de qualquer parte suave de um tubo ao

redor de L1 ⊂ M1 é menor ou igual as curvaturas principais de um tubo (de mesmo

raio) ao redor de L2 ⊂M2.

Este resultado é uma generalização da proposição 3.2 para tubos ao redor de

subvariedades totalmente geodésicas. Sua demonstração segue do lema 3.2.

Lembremos que pela observação temos 4.1infK2 ≥ supK1 ⇒ R2 ≤ R1.

Demonstração: Seja Lj ⊂ Mj subvariedades totalmente geodésicas e fj = d(·, Lj)
como no exemplo(c). Como Aj é o segundo tensor fundamental da subvariedade

totalmente geodésica Lj temos Aj = 0. Logo A1 = 0 = A2.

Sendo assim, estamos nas hipóteses do lema 3.2. PortantoB1(t) ≤ B2(t) em (0, t1).

Pelo lema 1.7 temos que B1(t) ≤ D−1B2(t)D para toda isometria D : E1 → E2. pelo

lema 1.6 temos que λmax(B1(t)) ≤ λmin(B2(t)) onde Bj(t) é a aplicação de Wein-

garten do tubo Tj(pj) = f−1(pj) com pj ∈M ′. �

Vamos agora estabelecer as bases para obter uma desigualdades do tipo Bishop-

Gromov para tubos ao redor de uma subvariedade totalmente geodésica L ⊂M.

Para fazer isso nós primeiro devemos exibir o espaço modelo o qual irá substituir

o espaço das formas espaciais Qk usado no teorema 5.2.

Seja Π : E → L um �brado vetorial (k-dimensional) com derivada covariante D.

Sendo assim, para cada p ∈ L, existe uma vizinhança U de p em L e um difeomor�smo

ϕ : Π−1(U) ⊂ E → U × Ep ' U × Rk.
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Vamos identi�car Π−1(U) com UxEp. Sendo assim, dados (p, v) ∈ Π−1(U), temos

que T(p,v)(E) = T(p,v)(U × Ep) = T(p,v)U ⊕ T(p,v)(Ep).

Dado w = (p, v) ∈ E, vamos denotar por Vw ' Tw(Ep) o conjunto dos vetores

tangentes as �bras Ep ("vetores verticais") e por Hw ' TwU o conjuntos dos vetores

ortogonais as �bras ("vetores horizontais").

Seja φ : M → N uma função suave. Os campos X em M e Y em N são ditos

φ-relacionados, denotados por X
φ∼ Y , quando dφ ◦X = Y ◦ φ.

Observando a diferencial dφ como uma aplicação do �brado tangente TM no

�brado tangente TN temos que os campos X : M → TM e Y : N → tN são

φ-relacionados se o diagrama abaixo comuta

M
φ //

X
��

N

Y
��

TM
dφ

// TN.

Temos o seguinte resultado:

Lema 6.2. Se X1
φ∼ Y1 e X2

φ∼ Y2, então [X1, X2]
φ∼ [Y1, Y2].

Demonstração: Veja [11]. �

Vamos introduzir a noção de levantamento horizontal em E.

Com a notação acima temos:

Seja f ∈ C∞(U,R), o levantamento de f para U×Ep é f = f ◦Π ∈ C∞(U×Ep,R).

Sejam X ∈ TpL e v ∈ Ep. O levantamento horizontal X de X para (p, v) é o único

vetor em T(p,v)(U × Ep) tal que DΠX = X.

Seja X ∈ χ(U), o levantamento horizontal de X para U × Ep é o campo vetorial

X cujo valor em cada (p, v) ∈ U ×Ep é o levantamento horizontal de Xp para (p, v).

Utilizaremos as seguintes notações: A,B ∈ Vw para campos verticais, X, Y ∈ Hw

para campos horizontais, X para o levantamento de X e X ′, Y ′ ∈ χ(L) para campos

em L ⊂M .
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No que segue será útil relacionar a geometria de E com a de L. Declaramos que

um campo vetorial X em E é dito básico desde que seja horizontal e Π-relacionado

com um campo X ′ em L.

Temos que todo campo X ′ em L possui um único levantamento horizontal X em

E, e X é básico.

Sendo assim, a correspondência X ↔ X é injetiva e associa campos básicos de E

e campos arbitrários de L.

Temos o seguinte resultado, onde HZ e VZ denotam as componentes horizontal

e vertical de Z ∈ E respectivamente.

Lema 6.3. Se X, Y são campos vetoriais básicos em E, então

1. 〈X, Y 〉 = 〈X ′, Y ′〉 ◦ Π;

2. H[X, Y ] é o campo vetorial básico correspondente a [x′, Y ′];

3. H∇XY é o campo vetorial básico correspondente a ∇X′Y
′.

Demonstração: Veja [21]. �

Lema 6.4. Sejam X, Y ∈ Hw, X ′, Y ′ campos em L e A,B ∈ Vw. Suponha que

[X ′, Y ′] = 0. Então

1. [X, Y ] é vertical;

2. [X, Y ](v) = RE(X ′, Y ′)v, onde RE é o tensor de curvatura correspondente a D

com v ∈ E;

3. Se A é paralelo ao longo da curva integral de X ′, então [X,A] = 0;

4. [A,B] é sempre vertical, desde que V é integrável2.

2Para o conceito de variedade integrável veja [11].
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Demonstração: Veja [8]. �

Suponha que L é uma variedade Riemanniana completa com volume �nito e E

é munido com "�ber metric"(também denotada por || · ||) tal que ∇ é uma "metric

connection"3.

Seja k ∈ R e s′k = ck como de�nidos no capítulo 3. Vamos de�nir uma métrica

gk em Ek = {v ∈ E; ||v|| < r0}, com r0 = π
2
√
k
se k > 0 e ∞ nos outros casos, como

segue: sobre as �bras Ek,p = Ek ∩ Ep nos consideramos a métrica dr2 + sk(r)
2||dw||2

de curvatura constante k onde r(v) = ||v|| e w(v) = v
||v||

4

Além disso, declaramosH e V como perpendiculares e colocamos ||Xw|| = ck(||w||)||X ′Πw||.
Então "the sphere bundle"Sk,r = {v ∈ Ek; ||v|| = r} com a métrica induzida se torna

uma submersão sobre (L, ck(r)|| · ||).
De�nindo Bk,r = {||v|| < r}, temos que

V (r) := volBk,r =

∫ r

0

volSk,rdr = whvol(L)

∫ r

0

shkc
m
k (t)dt

onde m é a dimensão de L, h+1 é "the �bre dimension"de E e wh o volume da esfera

euclidiana de dimensão h.

Temos as seguintes propriedades para Ek.

Lema 6.5. A secção nula, as �bras e a a imersão F : (−r0, r0)×R→ Ek, F (s, t) =

sa(t) para qualquer secção paralela de E ao longo de qualquer geodésica γ : R → L

são totalmente geodésicas.

Demonstração: Veja [8]. �

Sendo assim, temos que perpendicular a qualquer geodésica em Ek a qual parte

ortogonal a secção nula L, existe uma base de campos de Jacobi J1, . . . , Jm+h e uma

base ortonormal paralela E1, . . . , Em+h com Ji = ckEi para 1 ≤ i ≤ m e Jj = skEj

3Para os conceitos de "�ber metric"e "metric connection"veja o volume 1 do livro Foundations
of di�erential geometry cujos autores são Shoshichi Kobayashi e Katsumi Nomizu.

4Veja [4] em coordenadas esféricas geodésicas para informações sobre essa métrica.
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para m + 1 ≤ j ≤ m + h. Então todas as �curvaturas radiais� são iguais a k, isto é,

nos temos que K(σ) = k para todo plano σ que contem um vetor tangente de uma

geodésica minimizante de um ponto base de σ para L (�plano radial�).

Vamos agora enunciar o resultado principal deste capítulo.

SejaM uma variedade Riemanniana completa e L ⊂M uma subvariedade fechada

totalmente geodésica de volume �nito com dimensão m e codimensão h + 1. De�na

Br(L) = {p ∈ M ; d(p, L) < r}. Sejam VL(r) e V (r) os volumes de Br(L) e Bk,r. No

resultado seguinte a desigualdade para k = 0 já foi provada por Kasue em [16].

Teorema 6.1. Seja L ⊂M uma subvariedade fechada totalmente geodésica de volume

�nito. Suponha que K(σ) ≥ k para todo plano radial σ. Então, para 0 < r < R,

temos
VL(r)

V (r)
≥ VL(R)

V (R)
.

A igualdade se veri�ca para algum 0 < r < R < r0(k) se e somente se BR(L) é

isométrica a Bk,R.

Demonstração: Sejam E o �brado normal de L e S o �brado normal unitário de L.

De�na e = exp|E : E →M.

Considere E com a métrica Riemanniana gk como de�nida acima.

Sejam

cut(v) = sup{t > 0; γv|[0,t] é minimizante} ∈ R

e

C = {tv; v ∈ S, 0 ≤ t ≤ cut(v)} ⊂ E

para v ∈ S e tome Br ⊂ E o conjunto dos vetores normais de comprimento menor

que r.

Fixe um vetor normal unitário v, em p ∈ L escolha uma base ortonormal e1, . . . , em

de TpL e extenda está base para uma base ortonormal e1, . . . , en, v de TpM . Para

a ∈ {1, . . . , n} seja Ja um campo de Jacobi ao longo de γ := γv satisfazendo

Ji(0) = ei, J ′i(0) = 0 para i = 1, . . . ,m,
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Jα(0) = ei, J ′α(0) = eα para α = m+ 1, . . . , n.

De�na jv = ||J1 ∧ . . . ∧ Jn||
1
n em [0, cut(v)] e jv = 0 em (cut(v),∞).

Sendo assim,

VL(r) =

∫
Br∩C
|detDeu|du =

∫
S

∫ r

0

(jv(t))
ndtdv.

Por outro lado, se nós tomarmos f = d(·, L) como no exemplo (c) e B(t) como no

paragrafo § 2.0.1 temos que j′v = bjv em [0, cut(v)] com b = traço(B)
n

.

Pela hipótese sobre as curvaturas, o fato da subvariedade L ser totalmente geodésica

temos que estamos nas hipóteses do lema 3.2. Sendo assim, temos que B ≤ Bk onde

Bk(t)ei = (logck)
′(t)ei para i = 1, . . . ,m,

Bk(t)eα = (logsk)
′(t)eα para α = m+ 1, . . . , n.

Sendo assim, pela proposição 3.3 temos que jv
j
é monótona decrescente em [0, cut(v)]

(e constante depois de cut(v)) onde j = (cmk s
h
k)

1
n . Além disso, temos que lim

t→0

jv(t)

j(t)
= 1.

De�nindo qv = ( jv
cmk s

h
k
)n e w = cmk s

h
k temos que

VL(r)

V (r)
=

∫
S

∫ r
0

(jv(t))
ndtdv

whvol(L)
∫ r

0
shkc

m
k (t)dt

=

∫
S

∫ r
0
qv(t)w(t)dtdv

whvol(L)
∫ r

0
w(t)dt

=

∫
S

1

whvol(L)

∫ r
0
qv(t)w(t)dt∫ r
0
w(t)dt

dv.

Fazendomv(r) =
∫ r
0 qv(t)w(t)dt∫ r

0 w(t)dt
temos quemv(t) é a média com peso w de qv no intervalo

[0, r). Além disso, mv(t) é monótono decrescente para 0 ≤ r ≤ d. Portanto,VL(r)
V (r)

é

monótono decrescente. O que mostra a desigualdade.

O estudo da igualdade nos leva ao caso onde B = Bv para todo v ∈ S para o

qual a aplicação exponencial normal nos da uma isometria entre Bk,R em BR(L). Isto

termina a demonstração. �
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Capítulo 7

Apêndice

A seguir apresentamos algumas de�nições e resultados gerais utilizados ao longo do

texto. O livro [7] foi utilizado com principal referência na elaboração desse parágrafo.

Uma variedade diferenciávelM , de dimensão n e classe Ck, é um espaço topológico

de Hausdor�, com base enumerável, munido de um atlas maximal de dimensão n e

classe Ck. 1

Nessa de�nição o fato do espaço topológico ser de Hasdor� é importante para

garantir a unicidade do limite; o fato do espaço topológico ter base emumerável é

importante para garantir a existência de uma partição da unidade e consequentemente

de uma métrica Riemanniana.

Dado p ∈ M , denotemos por TpM o plano tangente a variedade M no ponto p.

Temos que TpM é um espaço vetorial real de dimensão dimTpM = dimM.

Exemplo 7.1. O �brado tangente TM = {(p, v) ; p ∈M, v ∈ TpM}

Uma métrica Riemanniana em uma variedade diferenciável M é uma correspondên-

cia que associa a cada ponto p ∈ M um produto interno 〈., .〉p (isto é, uma forma

bilinear, simétrica e positiva de�nida) no espaço tangente TpM que varia diferenci-

avelmente com o ponto p.

1Para mais informações veja [7] e [20].
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Uma variedade Riemanniana é uma variedade diferenciável equipada com uma

métrica Riemanniana.

Um campo de vetoresX em uma variedade diferenciávelM é uma correspondência

que a cada ponto p ∈ M associa um vetor X(p) ∈ TpM , ou seja, X : M → TM . O

campo é dito diferenciável se a aplicação X é diferenciável. Denotamos por χ(M) o

conjunto dos campos diferenciáveis em M .

Sejam α : I → M uma curva diferenciável em M e X um campo. A aplicação

α◦X → TM é chamada de campo vetorial X ao longo de α e denotada por X(t). Em

particular se X = α′ ou X = α′′ então o campo X é chamado de campo velocidade e

campo aceleração respectivamente.

Uma conexão a�m ∇ em uma variedade diferenciável M é uma aplicação ∇ :

χ(M)× χ(M)→ χ(M) que satisfaz as seguintes propriedades:

1. ∇fX+gYZ = f∇XZ + g∇YZ;

2. ∇X(Y + Z) = ∇XY +DxZ;

3. ∇X(fY ) = f∇XT +X(f)Y

onde X, Y, Z ∈ χ(M) e f, g : M → R.

Em uma variedade Riemanniana sempre existe uma única conexão a�m ∇ satis-

fazendo as seguintes condições:

1. [X, Y ] = ∇XY −∇YX (simétrica)

2. X〈Y, Z〉 = 〈∇XY, Z〉+ 〈Y,∇XZ〉 (compatível com a métrica)

Essa conexão a�m é chamada de conexão de Levi-Civita. Além disso, ∇XY é chamada

de derivada covariante de Y com respeito a X com relação a conexão ∇.
Um campo vetorial V ao longo de uma curva α : I → M é chamado paralelo

quando ∇α′(t)V = 0 para todo t ∈ I.
Seja α : I → M uma curva diferenciável em M e V (t0) ∈ Tα(t0)M. Então existe

um único campo de vetores paralelo V (t) ao longo de α tal que V (t0) = V0. O campo
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de vetores V (t) é chamado de transporte paralelo de V (t0) ao longo de α. Temos,

veja [7] que o transporte paralelo quando visto como aplicação, é uma isometria

linear. Lembremos que dadas M,N variedades Riemannianas e f : M → N um

difeomor�smo. Dizemos que f é uma isometria se 〈u, v〉p = 〈dfp(u), dfp(v)〉f(p) para

todo p ∈M e todo u, v ∈ TpM .

Vamos agora enunciar alguns resultados que serão úteis.

Seja M uma variedade Riemanniana e ∇ sua conexão de Levi-Civita.

De�nição 7.1. Sejam M e N variedades diferenciáveis. Uma aplicação f : M → N

é um difeomor�smo se ela é diferencial, bijetiva e sua inversa é diferenciável.

Teorema 7.1 (da aplicação inversa). Seja f : Mm → Nm uma aplicação diferen-

ciável e seja p ∈ M tal que dfp : TpM → Tf(p)N é um isomor�smo. Então f é um

difeomor�smo local em p.

De�nição 7.2. Sejam M e N variedades diferenciáveis. Uma aplicação (sobrejetiva)

f : M → N é uma imersão (submersão) se a diferencial dfp : TpM → Tf(p)N é

uma aplicação linear injetiva (sobrejetiva) para todo p ∈ M (para todo p ∈ M). Se

f : M → N é uma imersão tal que f é um homeomor�smo sobre sua imagem diz-se

que f é um mergulho.

De�nição 7.3. Se f : M → N é um mergulho diferenciável, então f(M) é chamado

de subvariedade diferenciável de N. Um subconjunto N ′ ⊂ N , munido com a topologia

relativa, é dito uma subvariedade de N se N' é uma variedade e a aplicação de inclusão

é um mergulho diferenciável. A subvariedade M ⊂ N é dita fechada se M é um

subconjunto fechado de N .

De�nição 7.4. Sejam M e N variedades diferenciáveis e f : M → N uma aplicação

diferenciável. Um ponto q ∈ N é dito um valor regular de f quando f−1(q) = ∅ ou

quando dfp : TpM → Tf(p)N é sobrejetivo, para todo p ∈ f−1(q).

Como consequência do teorema da aplicação inversa temos:
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Corolário 7.1 (forma local das imersões). Sejam f : Mm → Nn uma imersão e

x ∈M . Então existe uma vizinhança U de x e uma carta (V, ϕ) em N com f(x) ∈ N ,

tal que

• f |U é um mergulho diferenciável, e

• ϕm+1(p) = ... = ϕn(p) = 0 para todo p ∈ f(U) ∩ V.

Corolário 7.2 (forma local das submersões). Seja ψ : Mm → Nn uma aplicação

diferenciável, e seja p ∈M. Então são equivalentes:

(i) a aplicação diferenciável dψp é sobrejetiva.

(ii) a matriz de dψp tem posto n com relação a uma (e sendo assim toda) escolha

de coordenadas de p e ψ(p).

(iii) se y1, . . . , yn é um sistema de coordenadas para N em ψ(p), existe um sistema

de coordenadas para M em p tal que (y1 ◦ ψ, . . . , yn ◦ ψ, xn+1, . . . , xm).

Corolário 7.3. Seja q ∈ f(M) um valor regular da aplicação diferenciável f : M →
N . Então f−1(q) é uma sub variedade de M e dimM = dimN + dimf−1(q). Além

disso, temos que se p ∈ f−1(q) então Tpf−1(q) = Ker dfp ⊂ TpM.

Quando a subvariedade tem codimensão um dizemos que essa subvariedade é uma

hipersuperfície.

De�nição 7.5. Considere a aplicação f : Mn+k → Nn que é uma submersão entre

variedades riemannianas. Nesse caso, para todo p ∈ N a �bra f−1(p) := Fp é uma

subvariedade de M . A aplicação f é dita uma submersão riemanniana se para todo

p ∈ M a aplicação dfp : TpM → Tf(p)N preserva comprimento de vetores ortogonais

a �bra Fp.

A seguir apresentamos as de�nições e alguns resultados envolvendo o conceito de

geodésica e da aplicação exponencial de uma variedade riemanniana.
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Uma curva parametrizada γ : I → M é uma geodésica em t0 se seu campo

aceleração é paralelo em t0. Se γ é uma geodésica para todo t diz-se, que γ é uma

geodésica.

Sabemos que dados p ∈ M e v ∈ TpM existem intervalo I contendo zero e uma

única geodésica γ : I → M tal que γ(0) = p, γ′(0) = v. Utilizaremos a seguinte

notação γ(t) = γ(t, p, v).

Além disso, vale:

Se uma geodésica γ(t, p, v) está de�nida no intervalo (−δ, δ), então a geodésica

γ(t, p, av), com a ∈ R e a > 0, está de�nida no intervalo (−δ
a
, δ
a
) e γ(t, p, v) = γ(t, p, av).

Sendo assim podemos considerar a aplicação

expp : U ⊂ TpM →M

v � expp(v) := γ(1, p, v)

onde U ⊂ TpM é um aberto tal que as geodésicas que passam por p estão de�nidas

pelo menos em [0, 1].

Note que expp(v) := γ(1, p, v) = γ(|v|, p, v|v|). Sendo assim, a aplicação exponencial

expp(v) consiste em considerar a geodésica que passa pelo ponto p ∈ M com vetor

velocidade v
|v| e percorrer essa geodésica em M até |v|.

Temos que a aplicação exponencial expp é diferenciável. Além disso, dado p ∈
M , existe aberto Bε(0) = {v ∈ TpM ; |v| < ε} tal que expp : Bε(0) → M é um

difeomor�smo.

A seguir apresentamos as de�nições e alguns resultados envolvendo o conceito de

curvatura de uma variedade riemanniana.

A curvatura R de uma variedade Riemanniana M é uma correspondência que

associa a cada par X, Y ∈ χ(M) uma aplicação R : χ(M)→ χ(M) dada por:

R(X, Y )Z = ∇X∇YZ −∇Y∇XZ +∇[X,Y ]Z

com Z ∈ χ(M) onde ∇ denota a conexão Riemanniana de M .

A curvatura R de uma variedade Riemanniana possui as seguintes propriedades:
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• R é bilinear em χ(M)× χ(M)

• Para cada par X, Y ∈ χ(M), o operador R : χ(M)→ χ(M) é linear.

• vale a primeira identidade de Bianchi: R(X, Y )Z +R(Y, Z)X +R(Z,X)Y = 0.

• 〈R(X, Y )Z, T 〉 = −〈R(Y,X)Z, T 〉 = −〈R(X, Y )T, Z〉 = 〈R(Z, T )X, Y 〉.

Segue das propriedades acima que dados X, Y, V ∈ TpM temos

〈R(X, V )V, Y 〉 = 〈X,R(Y, V )V 〉,

ou seja, R(., V )V é auto-adjunto em TpM.

Dados um ponto p ∈M e um subespaço bi-dimensional σ ⊂ TpM o número real

K(σ) = K(x, y) =
< R(x, y)x, y >√
|x|2|y|2 − 〈x, y〉2

,

onde {x, y} é uma base qualquer de σ, é chamado curvatura seccional de σ em p.

Seja x = zn um vetor unitário em TpM . Tomemos uma base ortonormal {z1, . . . , zn−1}
do hiperplano de TpM ortogonal a x e consideramos a seguinte média:

Ricp(x) =
1

n− 1

n−1∑
i=1

< R(x, zi)x, zi > .

Temos que essa expressão independe da base ortonormal escolhida e é conhecida como

curvatura de Ricci da variedade M em p.
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