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Resumo

O algoritmo de simulacdo seqtiencial estocastica mais amplamente utilizado € o de simulacao
seqliencial Gaussiana (ssG). Teoricamente, os métodos estocasticos reproduzem tao bem o espago de
incerteza da VA Z(u) quanto maior for o nimero L de realizacbes executadas. Entretanto, as vezes, L
precisa ser tao alto que o uso dessa técnica pode se tornar proibitivo. Essa Tese apresenta uma
estratégia mais eficiente a ser adotada. O algoritmo de simulagao seqiiencial Gaussiana foi alterado
para se obter um aumento em sua eficiéncia. A substituicdo do método de Monte Carlo pela técnica
de Latin Hypercube Sampling (LHS), fez com que a caracterizacao do espaco de incerteza da VA Z(u),
para uma dada precisdo, fosse alcancado mais rapidamente. A técnica proposta também garante que

todo o modelo de incerteza tedrico seja amostrado, sobretudo em seus trechos extremos.



XXX

Abstract

Sequential simulation is probably the most used algorithm in geostatistical simulation,
specially the sequential Gaussian algorithm. In theory, this method maps the space of uncertainty as
the number realizations increase. However, some times the number of simulations needs to be large
which makes the procedure prohibitive. This Thesis presents a more efficient strategy. The idea is to
replace the Monte Carlo simulation by the Latin Hypercube Sampling (LHS) technique in order to
improve the efficiency of the algorithm. The use of the modified algorithm showed that the space of
uncertainty related to the random variable modeled was faster obtained than the traditional Monte-
Carlo simulation for a given degree of precision. This approach also ensures that the model of

uncertainty is better represented in its entirety.



Capitulo 1

Introducao

O sucesso de qualquer empreendimento depende do uso racional dos recursos financeiros. O
cenario econémico atual exige que as empresas apliquem seus capitais visando obter os melhores
resultados pretendidos a um menor custo possivel, eliminando custos supérfluos, sem comprometer a
qualidade dos produtos. As empresas de mineragao ndo sdo contrarias a isso e também sentem a
necessidade de seguir essa tendéncia global.

A industria mineral do Brasil passa por um momento de euforia, visualizando um futuro
proximo muito promissor (Minérios & Minerales, ed. 273, p. 6-21 e Minérios & Minerales, ed. 276, p.
8-13). Assim, as empresas de mineracao se mostram interessadas em expandir suas frentes de lavra.
Mas para isso, os futuros investidores exigem que os depdsitos (recursos minerais) potencialmente
mineraveis sejam reavaliados, considerando a incerteza em torno das fontes de risco inerentes desse
tipo de investimento. A identificacdo e o gerenciamento dessas fontes de risco sdo fundamentais para
a viabilidade de um projeto de mina.

A avaliacao em relacdo a viabilidade econ6mica de um projeto passa pela analise do risco
financeiro. Em mineracao, o risco financeiro se caracteriza pelo fluxo de caixa do empreendimento, o
qual engloba varias fontes de risco. O fluxo de caixa considera, entre outros fatores, o mercado
econémico do bem mineral, custos operacionais, investimentos, empréstimos e custos ambientais
(relacionados as medidas mitigadoras, que deverdo ser implantadas em face aos danos ambientais
causados pelas operagdes mineiras). As estimativas de recursos minerais, o planejamento de mina e
de producdo, assim como o projeto da usina de tratamento, lidam com parametros que contém
incertezas geoldgicas. Esses parametros se constituem como fontes de risco de carater técnico, das
quais o engenheiro de minas é responsavel. A incerteza em torno dessas fontes de risco, envolvidas
nas aplicagbes de engenharia que definem o projeto de mina, deve ser considerada.

Dentre as etapas de carater técnico que constituem o projeto de mina, a estimativa de
recurso e reservas, juntamente com a classificacdo estéril/minério sdo cruciais. Essas etapas
representam duas das mais importantes para viabilizar o sucesso de uma operacdao mineira. Por
exemplo, a classificacdo de reservas, a partir das estimativas, pode se transformar em um fator
limitante em relacdo a viabilidade econémica do projeto. Isso acontece em situagbes em que as

reservas classificadas como medidas nao sdo suficientes para deflagrar o desenvolvimento do projeto.
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As incertezas geoldgicas, inerentes aos parametros utilizados para a realizagao dessas etapas, devem
ser identificadas e avaliadas para auxiliar no processo de tomada de decisdo. Varios autores
(Ravenscroft, 1992; Dowd, 1994; Rossi e Parker, 1994; Vallee, 1999; Dimitrakopoulos et al, 2002)
afirmam que as incertezas geoldgicas sdo as principais responsaveis por empreendimentos mineiros
apresentarem desempenho aquém das expectativas (e estimativas). Diferencas de quantidade
(tonelagem) e concentracao (teor) sdo os maiores contribuintes para a configuracdo desse
comportamento. Lassonde (1990) mostra que dentre 40 projetos fracassados, nos EUA e Canada, a
causa de 73% dos fracassos estava associada a incertezas geoldgicas, devido aos erros cometidos no
processo de avaliacdo de reservas — superestimando reservas ou teores. Em mineragao, a importancia
da quantificacdo das incertezas geoldgicas é reconhecida desde a década de 70 (David et al., 1974;
Journel, 1974; Matheron, 1976).

A identificacdo e o gerenciamento da incerteza, em relagdo as variaveis geoposicionadas, nao
é de interesse exclusivo das geociéncias. Qualquer atividade industrial que utilize informagdes
geoposicionadas passa, atualmente, a conviver com essas exigéncias. Por exemplo, em engenharia
ambiental, a classificacdo errdnea de areas contaminadas pode acarretar em graves prejuizos
financeiros, e ambientais para com a sociedade (Chien, 1998; Garcia e Froidevaux, 1997; van
Meirvenne e Goovaerts, 2001; Goovaerts e van Meirvenne, 2001). Em agronomia, o conhecimento
sobre a variabilidade da qualidade do solo (entre outros fatores, como clima, etc.) pode auxiliar na
obtencdo de boas safras (Pachepsky e Acock, 1998).

Por isso, devido as caracteristicas atuais de mercado econdmico, analises de sensibilidade tém
sido cada vez mais solicitadas, exigindo aplicacdo de metodologias dindmicas, que fornecam respostas
satisfatdrias em relacdo a variabilidade das mais variadas fontes de risco. Nesse contexto, a busca por

métodos eficientes, que atinjam os objetivos propostos com agilidade, é crescente.

1.1. Abordagem probabilistica e o estimador 6timo

O grau de complexidade, envolvido nos fendémenos geoldgicos que originam os depdsitos
minerais, impde uma grande dificuldade na correta estimativa dos atributos de interesse nas
localizagbes ndo amostradas. Ainda, freqlientemente, a amostragem realizada nao se mostra capaz de
descrever adequadamente esses processos geoldgicos. Ndo obstante a complexidade inerente a
génese desses tipos de fenémenos geoldgicos, o sistema de amostragem, incluindo a coleta, analise e
interpretacdo, esta sujeito a varios tipos de incerteza. Todo esse contexto impossibilita a utilizacdo de
um modelo deterministico para caracterizar esses depositos. Ao contrario dos modelos
deterministicos, os modelos probabilisticos permitem que essas incertezas fundamentais sejam
consideradas. Por isso, a geoestatistica utiliza modelos probabilisticos para descrever a distribuicdo
espacial de qualquer atributo geoldgico, visando obter estimativas com o menor erro possivel.
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O processo de interpolacdao conhecido como krigagem se constitui, atualmente, no principal
método de interpolagdo espacial. Esse estimador linear é teoricamente construido para oferecer
estimativas détimas e ndo tendenciosas, a partir de um modelo de covaridncia. Estimativas 6timas e
ndo tendenciosas significam que as mesmas sao obtidas de maneira a apresentar minimo erro médio
e minima varidncia do erro. O método de krigagem foi concebido por Matheron (1963) a partir das
idéias elaboradas por Krige (1951), na busca de um estimador para resolver suficientemente bem o
problema de controle e estimativa de teores nas minas de ouro da Africa do Sul. Entretanto, antes de
Matheron, Kolgomorov (1941), Ito (1954), Matern (1960) e Gandin (1963) apresentaram métodos
similares, em outras areas de aplicagdo. Na verdade, esses métodos pertencem a area dos
estimadores 6timos, que tém sua origem no século XIX (1810), quando o matematico francés Pierre
Simon de Laplace desenvolveu seu trabalho sobre 0 método dos minimos quadrados’.

O método de krigagem, incluindo suas versdes simples (krigagem simples, KS) e ordinaria
(krigagem ordinaria, KO), tem sido utilizado com sucesso em varias areas de aplicacdo. Contudo, no
decorrer das décadas de 70 e 80, foram desenvolvidas algumas variacoes em torno desse método.
Principalmente, essas variagdes foram desenvolvidas visando dois objetivos distintos:

i. estimativas pontuais ou do valor médio de blocos (krigagem pontual ou de blocos);
ii. estimativas de distribuicdes locais de probabilidade.
Dentre os métodos que visam realizar estimativas pontuais ou do valor médio de blocos (i), destacam-
se:
i.i. krigagem universal (Huijbregts e Matheron, 1970);
i.ii. cokrigagem (Marechal, 1970) e
i.iii. krigagem lognormal (Journel e Huijbregts, 1978, p. 570-572).
Nesse periodo, os principais métodos desenvolvidos para realizar estimativas de distribuicdes locais de
probabilidade (ii) sdo:
ii.i. krigagem disjuntiva (Matheron, 1976);
ii.ii. krigagem dos incadores (Journel, 1983);

ii.iv. krigagem da probabilidade (Sullivan, 1984) e

' Na realidade, o método dos minimos quadrados foi desenvolvido pelo matematico alemao
Karl Friedrich Gauss (1777 - 1855), em 1801. Entretanto, somente em 1809 Gauss publicou um artigo,
demonstrando que a melhor maneira de determinar um parametro desconhecido de uma equacdo de
condigdes € minimizando a soma dos quadrados dos residuos. Mais tarde, o método foi chamado de
Minimos Quadrados pelo matematico francés Adrien-Marie Legendre (1752 - 1833). Em abril de 1810,
Pierre Simon de Laplace (1749 - 1827) apresenta no memoir da Academia de Paris, a generalizacao

para problemas com varios parametros desconhecidos.
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ii.v. krigagem biGaussiana (Marcotte e David, 1985).
Detalhes do método de krigagem e de todas suas variacdes podem ser encontrados em
Goovaerts (1997) e Chilés e Delfiner (1999).

1.2. Simulacdo Geoestatistica

Até a metade da década de 80, a varidncia de krigagem 0% era considerada uma boa medida
de qualidade das estimativas. Contudo, Journel (1986a) e mais tarde Brus e Gruijter (1993), comegam
a questionar o uso desse parametro como indice de qualidade das estimativas. Journel (1986a)
demonstrou que a 0% incorpora somente as caracteristicas geométricas dos padrdes de amostragem,
considerando exclusivamente o posicionamento espacial das medidas e o modelo de continuidade
espacial associado. Ou seja, Journel (1986a) demonstrou que a 0% é independente dos dados e da
propria estimativa. Esse comportamento é denominado como homoscedasticidade. Portanto, como
mostra Goovaerts (1997, p. 189), a 6% ndo sofre qualquer interferéncia dos valores das medidas; isto
é, a 0% nao relaciona as variabilidades locais. Dessa maneira, podem ocorrer casos em que a 0% seja
idéntica para cenarios (teores na vizinhanga local) completamente diferentes, desde que o modelo de
covariancia seja 0 mesmo (Figura 1.1). Assim, a 6% se mostra como um parametro inadequado para a

medida de qualidade das estimativas.

Estimativas por KO _ Variancias de KO
o 4 1
= 2]
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N 3 - <
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£ 2 =l
= <
8 >
a 14 0 4
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Q
0
T T T T T T -1 T T T T T T
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Figura 1.1: Estimativas de teor por krigagem ordinaria (KO) (grafico da esquerda) e suas variancias (grafico da

direita), diminuindo a medida que se aproxima dos dados. Fonte: Goovaerts, 1997 — p. 181.

Por ser uma técnica de regressao linear, a krigagem tende a superestimar zonas (blocos) de
baixa magnitude e subestimar zonas (blocos) de alta magnitude. Em funcdo disso, a distribuicdo dos
resultados de krigagem (estimativas) gera um modelo que subestima a variancia real da variavel em
estudo. Isso porque, o objetivo do método de krigagem é produzir uma estimativa local 6tima,
minimizando o erro médio e a varidncia do erro da estimativa. Por isso, independente da area de
aplicagdo, os resultados dados por métodos de krigagem ndo permitem realizar analises de
sensibilidade em torno das estimativas.
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Ao contrario dos métodos de krigagem, as técnicas de simulacdo condicional estocastica
permitem que a incerteza seja avaliada. Os métodos de simulacdo estocastica foram inicialmente
desenvolvidos para corrigir o efeito de suavizacdo e outros artefatos mostrados nos mapas produzidos
via krigagem (Deutsch e Journel, 1998). De maneira oposta a interpolacdo, a aplicagdo dos métodos
de simulagdo estocastica ndo resulta em uma Unica estimativa do mapa da varidvel de interesse.
Essas técnicas possibilitam a criagdo de varios cenarios equiprovaveis (realizagbes) da distribuicao
espacial da variavel em estudo, reproduzindo algumas das caracteristicas da distribuicdo experimental
(amostras). Particularmente, as realizacbes reproduzem (em média) caracteristicas importantes da
populacdo amostrada, como por exemplo, o histograma e a continuidade espacial. Assim, a partir da
analise do conjunto de realizacGes, é possivel medir a incerteza local ou global associada, de forma
realista, considerando a heteroscedasticidade inerente aos dados.

A andlise das diferentes realizacbes permite quantificar a incerteza associada a estimativa.
Ainda, o conjunto de valores simulados, em uma dada localizacdo, representa uma amostragem da
distribuicdo local de probabilidade que descreve a incerteza em torno do valor real associado a essa
localizagdo. A variabilidade apresentada por esses valores € avaliada por meio do calculo de indices de
incerteza. Esses indices sao calculados apds o processo de simulacdo estocastica, por meio da
compilagdo e avaliagdo dos varios valores equiprovaveis. Alguns dos indices de incerteza utilizados
sao:

i. variancia condicional;

ii. coeficiente de variacdo condicional;

iii. intervalo entre quartis (quantis);

iv. entropia.

A disponibilidade de milltiplas imagens (modelos) da distribuicdo espacial dos atributos
geoldgicos envolvidos, faz com que seja possivel realizar analises de sensibilidade em torno de
processos de engenharia, como por exemplo, planejamento de mina (projeto de cava) e de producao.
Esse processo de andlise é conhecido como andlise de risco (David, 1988; Journel, 1992; Rossi e van
Brunt, 1997; Dimitrakopoulos, 1998; Dimitrakopoulos et al, 2002). Os varios modelos gerados
alimentam funcdes (fungdes de transferéncia) que representam os processos de engenharia. Dessa
forma, as incertezas geoldgicas originais, associadas aos atributos geoldgicos (teores, por exemplo),

sao propagadas para refletir a incerteza sobre as aplicacbes de engenharia.

1.2.1. Simulacgdo geoestatistica: historico

As pesquisas mais recentes na area de geoestatistica (realizadas desde o final dos anos 80 até
os dias atuais) envolvem o desenvolvimento e aplicagdo de métodos de simulagdo estocastica.
Embora o conceito de simulacdo geoestatistica tenha sido desenvolvido no inicio da década de 70 por
Matheron (1972, 1973) e Journel (1974), as técnicas de simulacdo ndo foram largamente exploradas
devido as altas exigéncias computacionais envolvidas na sua aplicacdo. No final da década de 80, com
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0s avancos na tecnologia dos microprocessadores, o interesse por esses métodos foi novamente

despertado. Ao longo dos Ultimos 32 anos foram propostos varios métodos de simulacdo

geoestatistica, dirigidos tanto para varidveis continuas como categdricas. Em ordem cronoldgica,

destacam-se:

Vi.

vii.

viii.

Xi.

Xii.

Xiii.

Xiv.

método das bandas rotativas de simulacao nao-condicional, para varidveis continuas
(Matheron, 1972, 1973);

. método das bandas rotativas de simulacdo condicional, dirigido a varidveis continuas

(Journel, 1974);

iii. simulacdo fractal, para varidveis continuas (Hewett, 1986);
. método LU, desenvolvido para varidveis continuas ou categdricas (Davis, 1987);

. simulacdo Gaussiana truncada, para variaveis categoricas (Matheron et a/., 1987);

simulacdo sequiencial dos indicadores, aplicado para varidveis continuas ou categoricas
(Alabert, 1987b);

simulacao sequiencial Gaussiana, aplicado a variaveis continuas (Isaaks, 1990);

simulacdo ndo-estacionaria, para variaveis continuas (Dimitrakopoulos, 1990);

ix. simulagdo sequiencial annealing, designado a variaveis continuas ou categdricas (Deutsch,

1992);

simulacdo Booleana (Damsleth et a/., 1992);

métodos dos campos de probabilidade (Srivastava, 1992);

simulacdo truncada pluri-Gaussiana, destinado a variaveis categéricas (Galli et al., 1994;
Armstrong et al,, 2001);

algoritmos de simulacdo iterativa (Lantuéjoul, 1997);

simulacdo seqiiencial direta, para varidveis continuas ou categodricas (Caers, 2000b,
2000b);

simulacado direta de blocos, desenvolvido para varidveis continuas (Godoy, 2002);

i. simulagdo condicional multi-pontos, simulacdo de objetos (Strebelle, 2001; Strebelle e

Zhang, 2004; Srivastava et al., 2004);

ii. simulagdo seqliencial Gaussiana generalizada, desenvolvido para varidveis continuas

(Dimitrakopoulos e Luo, 2004).

Dowd (1992), Gotway e Rutherford (1994), Srivastava (1994), Chilés (1995), Goovaerts
(1997), Costa (1997) e Dimitrakopoulos (1998) discutem os métodos mais utilizados. Luster (1985) e

Lantuéjoul (2002) apresentam varios algoritmos de simulacdo ndo-condicional e condicional.

1.2.2. Simulagdo geoestatistica: Gltimas pesquisas

Os Ultimos avangos em simulacdo geoestatistica convergem para a modelagem de objetos,

incentivada pelas aplicacdes em modelamento de reservatérios na indlstria do petroleo. Essas

pesquisas tém o objetivo de desenvolver metodologias capazes de modelar estruturas geoldgicas
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complexas. Principalmente, sdo métodos que visam reproduzir as estatisticas de multi-pontos, a partir
de imagens modelo de referéncia (Strebelle, 2001; Strebelle e Zhang, 2004; Srivastava et al., 2004;
Journel, 2004; Arpat e Caers, 2004; Zhang et al, 2004). Outra linha de pesquisa que tem se
destacado é o que visa desenvolver algoritmos de simulacdo direta.

Dimitrakopoulos e Luo (2004) desenvolveram uma variacggo do método de simulagdo
seqliencial Gaussiana, chamada simulacdao seqliencial Gaussiana generalizada. Esse método visa a
avaliacdo de grandes areas e é sugerido para malhas que contenham mais do 10® nds (pontos ou
blocos). O método alia a idéia do método LU com o método de simulagao seqiiencial Gaussiana,
sendo eficiente para alguns modelos de covariancia espacial. Os autores sugerem que esse método
pode ser até 50 vezes mais rapido (computacionalmente) do que o método original, com pouca perda
de exatidao.

Embora a idéia de simulacdo direta tenha sido desenvolvida nos meados dos anos 90 (Journel
e Xu, 1994), sua implementacdo, na forma de um algoritmo seqtiencial, foi apresentado pela primeira
vez por Caers (2000a, 2000b). Recentemente, varios algoritmos sobre simulagdo seqiiencial direta,
com algumas variagoes, tém sido propostos e aplicados (Soares, 2001; Tran et a/. 2001; Godoy, 2002;
Oz et al., 2003; Manchuk et al, 2004; Gross e Caers, 2004). Godoy (2002) apresenta um método de
simulacdo condicional direta de blocos, desenvolvido para uma aplicacgdo mineira de controle de
teores. Leuangthong (2004) mostra as vantagens e alerta para as caréncias tedricas ainda existentes
nesses algoritmos.

A aplicabilidade dos métodos de simulagao seqiiencial direta ainda sofre, por parte da
comunidade cientifica, uma certa resisténcia e descrenca quanto a sua funcionalidade e eficiéncia.
Isso se deve, principalmente, aos problemas de reproducdo dos histogramas condicionantes e a
incapacidade de considerar a heteroscedasticidade espacial inerente aos dados (efeito proporcional).
Por isso, a simulacdo seqliencial direta é considerada um dos principais ramos de pesquisa da
geoestatistica para os proximos anos.

1.2.3. Simulagao geoestatistica na mineragao

Na industria mineira, a aplicacdo de técnicas de simulacdo geoestatistica é crescente. Essas
técnicas tém sido usadas tanto nas fases de pré-viabilidade/viabilidade econ6mica, quanto nas fases
de planejamento de mina (longo e médio prazo) e de producdo (curto prazo). Principalmente, essas
técnicas tém sido aplicadas em estudos de sensibilidade, que relacionam os parametros envolvidos
(teores, principalmente) e seus efeitos sobre o valor presente liquido (VPL).

Os métodos de simulagdo estocastica permitem quantificar a variabilidade em relacdao a
atributos geoldgicos como concentragao (teor) ou a quaisquer outros atributos relevantes de um dado
projeto. Esses métodos possibilitam auxiliar nas decisoes cotidianas em relacdo a lavra e mesmo na
adequacdo ou regulagem da planta de beneficiamento. O controle de variabilidade de teores pode ser

muito Util em mineragOes seletivas e em estratégias de blendagem, por exemplo.
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As primeiras aplicagdes de simulagdo geoestatistica em mineragdo remontam os anos 70 e
inicio dos 80 (David, 1973; David et al, 1974; Clark e White, 1976; Journel e Huijbregts, 1978;
Dagbert, 1981; Chilés, 1984; Deraisme et al., 1984). AplicacGes recentes compreendem os problemas
relacionados a controle de teores, andlise de risco, planejamento de mina e projeto de amostragem.
Por exemplo, Costa (1997), Costa et al (1997); Dimitrakopoulos (1997, 1998); Bonato (2000c);
Viscarra Rossel et al. (2001); Godoy et al. (2001), Dimitrakopoulos et a/., (2002), Godoy, (2002) e
Richmond (2003, 2004), aplicaram métodos de simulacdo geoestatistica para a resolucdo de
problemas mineiros relacionados ao controle de teores, planejamento de mina e andlise de risco.
Chien (1998), Chien e Journel (1998), van Groenigen et al (1999), van Groenigen (1999, 2000),
Pilger (2000), Pilger et al. (2000, 2001, 2002) e Goria et al. (2001), aplicaram técnicas de simulagdo
geoestatistica para projetar campanhas de amostragem adicional e avaliar o impacto (beneficio)

provocado.

1.3. Problema

Os métodos de simulagdo geoestatistica sdo construidos para gerar L (L = 1,...,L) modelos
estocasticos de qualquer atributo de um depdsito mineral, reproduzindo seus momentos estatisticos
de 12 e 22 ordem. Geralmente, os métodos estocasticos utilizam a técnica de simulacdo de Monte
Carlo (Halton, 1970 e Isaaks, 1990) para a construgao dos modelos numéricos. Nessa técnica, os
modelos de incerteza dos atributos de interesse, nas localizagdes nao medidas, sdo amostradas
aleatoriamente L vezes, construindo o conjunto de valores simulados. Uma amostragem desse tipo em
cada localizacdo da malha resulta em uma realizagdo (um modelo estocastico) da distribuicdo espacial
da variavel de interesse. A repetigdo desse processo garante o acesso a varios modelos numéricos ou
realizagcdes do atributo mineral estudado.

Teoricamente, os métodos estocasticos reproduzem tdo bem o espago de incerteza da
variavel de interesse quanto maior for o nimero L de realizac0es executadas. Porém, na pratica, esse
numero é fungdo da distribuigdo estatistica dos dados originais, necessitando ser maior ou menor,
conforme as caracteristicas intrinsecas dos dados. O importante é que o nimero L de tiragens
aleatdrias seja grande o suficiente para garantir que o espago de incerteza do atributo medido seja
caracterizado, atendendo ao objetivo almejado. Entretanto, freqlientemente, L precisa ser tao grande
que essa técnica pode se tornar computacionalmente muito intensa. Dependendo da situagao, esse
procedimento pode exigir muito tempo de processo e armazenamento em disco (HD), tornando-se
proibitivo. Nesses casos, ainda existem problemas em relagao a manipulacdo dos arquivos resultantes,
pois o procedimento de simulacdo é apenas uma etapa do processo de analise de risco.

Embora o uso das técnicas de simulacdo geoestatistica seja crescente, em determinadas
situacOes industriais, a aplicacdo correta dessas técnicas pode ser dificultada. O carater dimensional



Capitulo 1 — Introdugéo 9

do problema (2D ou 3D), o tamanho da area a ser avaliada (nimero de pontos ou blocos da malha),
0 numero de dados condicionantes, ou as caracteristicas intrinsecas dos dados (dependéncia espacial
ou variabilidade) podem se tornar barreiras para o uso adequado das técnicas de simulacdo
geoestatistica. Os estudos de caso de Godoy (2002) e Santos (2002) confirmam essa caracteristica.

Geralmente, quando se trabalha com informacdes resultantes de investigacdes geofisicas, o
numero excessivo de dados, aliado ao carater dimensional (3D) do problema, pode dificultar a
aplicacdo correta dessas técnicas. Nesses casos, a execugao de apenas uma imagem equiprovavel do
atributo geofisico estudado pode demandar horas de calculo computacional — dependendo das
caracteristicas dos dados e do processador utilizado. Koppe et al. (2004) simularam, em 3D, o
comportamento da velocidade de onda sbnica que viaja através de estratos sedimentares. Nesse
estudo, devido a quantidade de dados condicionantes e ao tamanho da malha, foram necessarias
muitas horas de CPU (Pentium 4, 2.8 MHz, 1024 Mb) para gerar uma Unica realizagdo. Em funcdo
disso, a analise de risco de projetos, como o do exemplo acima, pode ser prejudicada.

Na industria, o carater dinamico da realizacdo de projetos e o tempo para a tomada de
decisbes podem ndo permitir a execugdo de um numero adequado de realizacdes. Dessa forma, a

variabilidade do atributo mineral estudado pode ndo ser avaliada corretamente.

1.4. Meta

Embora os avancos na tecnologia dos microprocessadores estejam acessiveis a maioria das
empresas, simular um depdsito mineral ndo é uma tarefa de rdpida e simples execucdo.
Freqlientemente, os depdsitos minerais sdo representados por varios milhdes de nds (ou blocos), o
que significa que sdo necessarios varios milhdes de procedimentos de calculo por realizacdo. Nesses
casos, o tempo de processo para a execucdo de um numero adequado de realizacOes, capaz de
caracterizar suficientemente bem o espago de incerteza da varidvel em estudo, pode ser significativo —
visto que o tempo de processo é diretamente proporcional ao nimero de realizacdes®. Nesse
contexto, a velocidade de execucdo e o espaco de armazenamento em disco representam problemas
para a geracdo de um numero adequado de realizacdes. Conseqlientemente, o gerenciamento dos
arquivos resultantes também se torna um problema, pois os mesmos sao necessarios na validacdo das
realizagdes e para as etapas subseqientes do estudo.

Esse trabalho visa o desenvolvimento de um algoritmo de simulagdo geoestatistica capaz de
reduzir o tempo computacional e o espago virtual requerido nas suas aplicacoes. Dessa forma, a meta
dessa Tese € a de propiciar, a comunidade industrial, um algoritmo de simulacdo geoestatistica

eficiente, que forneca resultados satisfatdrios com agilidade.

2 Além do nimero de realizacBes, o tempo computacional de um procedimento de simulagdo estocastica também é fungdo do
numero de dados condicionantes e da dimensdo da malha.
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1.5. Objetivos

Dentre os métodos de simulacdo geoestatistica, citados na segao 1.2.1, destacam-se os
seqlienciais, paramétricos ou ndo-paramétricos. A grande diferenca entre esses dois grupos esta no
procedimento de estimativa dos modelos de incerteza: paramétrico x nao-paramétrico. Como o
modelo paramétrico mais amplamente utilizado é o multivariado Gaussiano, o método de simulagdo
seqliencial paramétrico mais difundido utiliza o formalismo multiGaussiano — simulacdo seqtiencial
Gaussiana (Isaaks, 1990). O método de simulagdo seqliencial dos indicadores (Alabert, 1987b), nao-
paramétrico, usa o formalismo homénimo.

Os métodos seqiienciais, de simulacdo de geoestatistica, utilizam a técnica de simulacao de
Monte Carlo para gerar varios modelos estocasticos da distribuicdo da varidvel em estudo, que
honram suas caracteristicas estatisticas uni e bivariadas. Como abordado acima, nos métodos
estocasticos, o nimero de realizacOes deve ser tal que garanta que o espaco de incerteza da variavel
de interesse seja suficientemente caracterizado. Contudo, dependendo das caracteristicas do banco
de dados, o numero de tiragens aleatérias precisa ser muito elevado. Isso faz com que o uso
adequado das técnicas de simulagdo estocastica seja dificultado ou até, algumas vezes, impraticavel.

O objetivo dessa Tese é desenvolver uma estratégia de tiragens aleatérias mais eficiente, a
ser empregada nos métodos seqlienciais de simulacdo estocastica. A substituicdo do método de
tiragem aleatdria de Monte Carlo pelo de Latin Hypercube Sampling, LHS, (McKay et a/., 1979) pode
aumentar a eficiéncia do processo. Essa substituicdo pretende fazer com que a caracterizacao do
espaco de incerteza da varidvel de interesse, para uma dada precisdo, seja alcancada mais
rapidamente. Com isso, o uso adequado das técnicas de simulacdo geoestatistica na industria pode
ser facilitado. Isso porque, o nimero de realizagdes necessarias para se caracterizar adequadamente
a variabilidade dos atributos minerais de interesse pode ser reduzido — fazendo com que o tempo de
processo seja reduzido. Conseqiientemente, a redugdo do numero de realizacoes também
proporcionara mais agilidade na manipulagdo dos arquivos produzidos, uma vez que estes ocupardo
menos espago em disco. Dimitrakopoulos e Luo (2004) desenvolveram uma pesquisa visando o
mesmo objetivo, porém com idéias diferentes.

Para alcancar o objetivo proposto, cinco etapas precisam ser desenvolvidas.

i. Desenvolver o algoritmo de tiragens aleatdrias, partindo-se da idéia e do embasamento
tedrico da técnica LHS.

ii. Verificar a funcionalidade tedrica do algoritmo desenvolvido na etapa (i).

ii. Inserir o algoritmo desenvolvido na etapa (i) nos algoritmos de simulacdo seqiencial

estocastica.

iv. Verificar a eficiéncia e funcionalidade pratica dos algoritmos modificados.

v. Quantificar o impacto provocado pela alteracdao dos algoritmos modificados em problemas

reais de mineragao.
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As etapas (iv) e (v) serdo realizadas a partir de dois estudos de caso que verificardo a
eficiéncia e aplicabilidade do algoritmo proposto.

1.6. Organizacao da Tese

Essa Tese serd desenvolvida em seis capitulos. De forma resumida, os capitulos seguintes

estdo organizados da seguinte maneira:

O Capitulo 2 revisa os conceitos bdsicos necessarios a abordagem geoestatistica. Sdo
definidas as hipoteses intrinsecas e estacionarias, assim como suas relagdes com as equagoes
de krigagem. Também s3o apresentadas as propriedades elementares da fungdo de

covariancia espacial e algumas propriedades estatisticas de combinacdes lineares.

e O Capitulo 3 apresenta o conceito de simulagdo condicional seqliencial, apresentando seus
principais métodos e as técnicas envolvidas. Sdo revisados, de forma tedrica e prética, os
procedimentos paramétricos e nao-paramétricos para a estimativa de modelos locais de
incerteza, necessarios a implementacao do algoritmo de simulacdo seqiiencial. Ambas as
técnicas sao apresentadas em detalhe, destacando suas aplicabilidades e possiveis

simplificag0es.

e O Capitulo 4 estuda as ferramentas matemadticas que permitem extrair o maximo de
informacGes dos modelos de incerteza. O capitulo aborda o conceito de funcdao de
transferéncia e mostra como a incerteza é propagada por meio dessas fungoes, apresentando
como construir de maneira adequada os modelos de incerteza resultantes. Sao apresentadas
ferramentas matematicas e técnicas que permitem avaliar a qualidade dos modelos de

incerteza.

e O Capitulo 5 se constitui no desenvolvimento da metodologia proposta. Nesse capitulo, sdo
apresentados os conceitos tedricos do método LHS, assim como o desenvolvimento do
algoritmo a ser inserido nas rotinas de simulagdo seqtiencial estocastica. Testes de verificacdo

tedrica também sao conduzidos nesse capitulo.

e O Capitulo 6 analisa a eficiéncia e a aplicabilidade do algoritmo proposto por meio de dois

estudos de caso.

e O Capitulo 7 inclui conclusdes e recomendacGes para trabalhos futuros.



Capitulo 2

Conceitos introdutorios de geoestatistica

Em geoestatistica linear, as variaveis sempre sao tratadas como estacionarias ou intrinsecas,
conforme seus comportamentos estatisticos espaciais. Este capitulo tem a funcdo de apresentar as
hipdteses intrinsecas e estacionarias, assim como suas relagdes com as equacdes de krigagem. O
capitulo inicia com uma breve revisao dos conceitos de varidveis regionalizadas e fungdes aleatorias. A
seguir, as hipdteses citadas acima sdo definidas, seguida pela apresentacao das propriedades
elementares da funcdo de covariancia espacial. Como os estimadores de (co)krigagem sdo
constituidos de combinagdes lineares ponderadas, se torna importante conhecer algumas
propriedades estatisticas de combinagdes lineares. Nesse sentido, é estudado o comportamento da
variancia de combinagdes lineares, definindo o conceito de combinacdes lineares autorizadas (CLA). A

relacao das hipdteses intrinsecas e estacionarias com as equacoes de (co)krigagem encerra o capitulo.

2.1, Modelos probabilisticos

A maioria dos fendmenos geoldgicos ndo é suficientemente conhecido para permitir a
utilizagdo de modelos deterministicos na estimativa de um atributo qualquer em locais ndo
amostrados (interpolagdo). Em geociéncias, sempre existe incerteza sobre como o fenémeno se
comporta entre os pontos amostrais. Por essas razles, os fendmenos devem ser descritos por meio de
modelos probabilisticos, os quais consideram essas incertezas fundamentais. Esses modelos
proporcionam meios para realizar estimativas em locais ndo amostrados, utilizando fungdes aleatdrias
estacionarias e variaveis aleatorias.

Os modelos adotados, probabilisticos ou ndo, ndao podem ser prejulgados como corretos ou
errados. SO é possivel provar sua aplicabilidade por meio de informacdes adicionais que validem a
escolha. Entretanto, esses modelos podem ser denominados como apropriados ou nado. Esse
julgamento deve considerar os objetivos do estudo e todo o tipo de informagdo qualitativa disponivel
(Isaaks e Srivastava, 1989, p. 198).

No inicio da década de 60, Georges Matheron desenvolveu a “Teoria das Varidveis
Regionalizadas” (Matheron, 1965; 1970) e criou o termo geoestatistica para designar o

desenvolvimento de modelos de campos aleatdrios (Kolmogorov, 1950; Yaglom, 1962; Whittle, 1963)
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para descrever fendmenos naturais espaciais, caracterizados pela distribuicdo no espaco de um ou
mais atributos.

Em geoestatistica, a abordagem probabilistica pode ser aceita na medida em que os eventos
geoldgicos que originam os depositos minerais representam o resultado de muitos processos que
podem ser tdo complexos, em relacdo ao nosso entendimento, que podemos trata-los como processos
aleatdrios. Assim, o uso de modelos probabilisticos permite acesso a métodos de estimativa, que na
pratica produzem bons resultados, e ainda possibilitam medir a acuracidade e precisao das

estimativas.

2.2, Variaveis regionalizadas

O termo varidvel regionalizada foi escolhido por Matheron (Matheron, 1965; 1970) para
salientar os dois aspectos aparentemente contraditorios desse tipo de variavel:
i. um aspecto aleatdrio, associado as irregularidades locais;
ii. um aspecto estruturado, que reflete as tendéncias do fendmeno em grande escala.
Para representar os fendmenos geoldgicos de forma mais realista, a geoestatistica associa o
aspecto aleatério as flutuacdes em torno de uma deriva (média). Essas flutuagOes representam as
caracteristicas intrinsecas do fenémeno geoldgico, que possui estruturacdo propria.

2.3. Funcao aleatdria e variavel aleatoria

Nos modelos probabilisticos, o valor de qualquer atributo, em qualquer localizacao, conhecido
ou ndo, pode ser interpretado probabilisticamente como o resultado de uma variavel aleatdria (VA). O
valor observado em cada localizacdo u é considerado uma realizagdo z(u) de uma variavel aleatdria
(VA) Z(u). Sua média (esperanca matematica) em u é representada por m(u). Matematicamente, o
conjunto de todas essas VAs constitui uma fungdo aleatdria (FA). A relagdo entre uma FA e uma de
suas realizacOes é a mesma que a de uma VA e uma de suas tiragens. Nesses modelos, a distribuicdo
espacial dos atributos é vista como uma realizacdo espacial do modelo de FA que caracteriza o
fendmeno geoldgico (natural) considerado (Matern, 1960; Matheron, 1963; Matheron, 1965). Nesse
contexto, as n informagBes medidas disponiveis z(u,) (o« = 1,...,n) sdo consideradas como uma
realizagdo de um conjunto de VAs Z(u,)!, espacialmente dependentes e originadas por uma fungdo
aleatdria FA Z(u).

A aparente aleatoriedade dos valores assumidos por Z(u) é explicada pela variancia de cada
VA, enquanto que a continuidade espacial entre esses valores é caracterizada pela funcao de

"A partir desse momento, o conjunto de VAs Z(u,) sera referido como Z(u).
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correlacdo espacial C(h) (covariancia) do modelo de FA Z(u). Essas propriedades do modelo de FA sdo
controladas pela distribuicdo de probabilidade (dp) cumulativa multivariada?, independente do nimero
N de localizagdes u; (j = 1,...,N) considerado:

F(Uy,eeep Up; Zg e Zy ) = ProbfZ(uy ) < zy,..., Z(uy) < 2y} (2.1)
onde F(.) representa a dp da FA Z(u). A dp determina a probabilidade multivariada da VA Z(u) ser
inferior aos varios teores de corte z. (c = 1,...,N). Ea dp que governa o modelo de FA Z(u) (Isaaks,
1990, p. 9).

Uma FA é caracterizada por sua lei espacial, isto &, pelo conjunto das leis das realizagGes da
VA Z(u) para qualquer localizagdo u; (j = 1,...,N) dentro do dominio espacial em estudo. Ou seja, o
conjunto de realizagGes, descrevendo os valores assumidos pelas VAs e suas probabilidades
correspondentes, é chamado de lei de probabilidade espacial do modelo de FA. Se a dp de uma FA for
conhecida, podem-se calcular parametros estatisticos que descrevem as variaveis consideradas.
Parametros como média e variancia podem nao fornecer uma descricdo completa da distribuicdo, mas
freqlientemente compdem valiosas informacgdes sobre o comportamento das VAs.

A dp (e conseqiientemente a lei de probabilidade espacial) de uma FA também pode ser dada
em termos da funcdo de densidade de probabilidade (fdp) multivariada, isto é:

_ 9Prob{z(u;) <z,...,Z(uy) < zy}
B 0z

logo, (2.2)

f(ul,...,uN;zl,...,zN)

z
[f(ul,...,uN;zl,...,zN)dz = F(ul,...,uN;zl,...,zN)

onde f(.) e F(.) representam a fdp multivariada e a dp da FA Z(u), respectivamente. Os valores
assumidos pelas VAs nas localizagdes u; (j = 1,...,N) sdo representados por z; (j = 1,...,N).
Evidentemente, seria impossivel utilizar um modelo de FA sem fazer algumas hipdteses sobre
as caracteristicas dessas leis. Em particular, na medida em que é disponivel somente uma realizacdo,
é preciso fazer hipéteses com relagdo a sua estacionaridade. Por exemplo, o que seria possivel dizer

sobre uma VA com base em uma Unica realizagdo, z(u) = 4 ?

2.4, Hipoteses estacionaria e intrinseca

Em estatistica, € comum supor que uma FA é estacionaria, isto &, que sua lei espacial ndo
varia por translagdo. Dessa forma, subentende-se que uma FA estacionaria se repete no espaco. Essa
propriedade faz com seja possivel fazer inferéncias estatisticas sobre a FA. O modelo de FA Z(u) é

considerado estritamente estacionario se sua fdp multivariada (todos os momentos) for invariavel por

% Nessa Tese, dp designa distribuicdo de probabilidade cumultativa multivariada.
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translagao (Bartlett, 1966). Em geoestatistica, essa translacdo é caracterizada por um vetor 33.
Portanto, se Z(u) e Z(u+h) compartilham a mesma fdp multivariada, independente do vetor h, o
modelo de FA Z(u) é estritamente estacionario:

F(Uy ey Unj 2y oo Zy) = FUg + Dy Uy + 0324400, 2y ), v h (2.3)
onde f(.) caracteriza a fdp multivariada da FA Z(u) e y; + h (j = 1,...,N) representam as localizagbes
transladadas.

Se as VAs nao compartilham a mesma fdp multivariada, entdo o modelo de FA é considerado
ndo-estacionario (Dimitrakopoulos, 1990; Chilés e Delfiner, 1999). Entretanto, na pratica, isso ndo é
possivel de ser verificado a partir de um ndmero limitado de dados experimentais. Por isso,
geralmente, somente é necessario que os dois primeiros momentos (média e covariancia) sejam
invaridveis por translagdo. Assim, em geoestatistica, o grau de estacionaridade requerido & menos
exigente, chamado de estacionaridade de ordem 2 (ST2). Em resumo, para uma VA ser considerada
ST2 é necessario que:

i. a média da FA Z(u) seja constante, independente de u

Ezwl=mu)=m, wu (2.4)
onde E[Z(u)] e m representam a esperanca matematica e a média da VA Z(u).

ii. a funcdo de covariancia entre duas localizagbes (u e u+h) seja independente de u,

dependendo somente do vetor h:

Cov(Z(u), Z(u +h)) = C(h) =E[Z(u)- Zu+h)]-m? ,  wvu (2.5)
onde Cov(Z(u), Z(u+h)) representa a covariancia da VA Z(u) em relagdo a duas
localizagGes distintas, caracterizadas por u e u+h.

Em particular, para h = 0, a covariancia é igual a variancia de Z(u), que também deve ser
constante.

Na pratica, existem casos em que essas condicoes ndo sao satisfeitas. Por exemplo, pode ser
evidenciada a presenca de uma tendéncia, tornando-se inadequado supor que a média seja
constante. Nesses casos, essa tendéncia pode ser considerada, no momento das estimativas, usando-
se técnicas da geoestatistica ndo-estacionaria. Ainda, as vezes, ocorrem casos em que a covaridncia
pode ndo existir, mesmo que a média seja constante (estacionaria). Nesses casos, se torna
interessante (e Util) fazer com que a condigdo relacionada a funcdo de covariancia C(h) seja menos
rigida.

A hipotese intrinseca (Matheron, 1971) supde que os incrementos da FA sejam estacionarios
de ordem 2; isto &, essa hipotese supde que a média e a variancia dos incrementos da FA (Z(u+h)-
Z(u)) existam e que sejam independentes da localizagdo u. Em particular, a variéncia dos incrementos

N
’ De agora em diante, o vetor h sera representado somente por h.
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(Z(u+h)-Z(u)) da FA pode ser escrita em termos de uma fungao dependente do vetor h, denominada
como semi-variograma (y (h)). Dessa maneira:
E[Z(u+h) —Z(u)] = 0 .. E[Z(u+h)] = E[Z(u)] e
Var[Z(u+h) = Z(u)] = E[{Z(u+h) — Z(u)}*] = 2y (h) (2:6)
onde E[Z(u+h) — Z(u)] e Var[Z(u+h) — Z(u)] representam a média e a variancia dos incrementos
(Z(u+h)-Z(u)) da FA Z(u), respectivamente.
As varidveis regionalizadas estacionarias sempre verificam a hipdtese intrinseca, mas a
reciproca ndo € verdadeira.
Em funcdo da hipdtese intrinseca (condicdo menos rigida relacionada a funcdo de covariéncia

C(h)) a classe de funcdes que podem representar um semi-variograma vy (h) é muito mais ampla

quando comparada com aquelas que podem representar as covariancias. Portanto, o uso de variaveis
regionalizadas intrinsecas, e ndo somente estacionarias, aumenta o campo de modelos possiveis. Por

isso, o semi-variograma vy (h) é a ferramenta basica para a interpretacdo estrutural e para as

estimativas decorrentes do fendmeno geoldgico.
Na pratica, o semi-variograma v (h) é utilizado até uma certa distancia, sendo necessario que

o fendbmeno geoldgico seja estacionario num raio igual a essa distancia. Nesse momento, o problema
passa a ser encontrar uma série de vizinhangas moveis dentro das quais a média e o semi-variograma

v (h) possam ser considerados estacionarios. Essa hipdtese de estacionaridade local é fungdo da

escala de homogeneidade do fendbmeno e da densidade de amostras disponiveis.

2.5. Covariancia espacial

Propriedades elementares da covariancia espacial:
i. C(0) = Var[Z(u)] = Var[Z(u+h)];
ii. C(h) = C(-h);
ii. |C(h)| £ C(0) (relagdo de Schwartz (Armstrong e Carignan, 1997)).
E importante salientar que ndo existe funcao equivalente a covariancia C(h) para as variaveis
que sdo intrinsecas, mas ndo estacionarias.

A relacdo entre o semi-variograma 7 (h) e a covariancia C(h), no caso estacionario, é a

seguinte:
2y (h) = Var[Z(u+h) — Z(u)] = 2C(0) — 2C(h), resultando em
(2.7)
y (h) = C(0) — C(h)
Essa relacdo também explica porque a utilizacdo do prefixo “semi” para designar a funcdo vy (h). A

partir das Equacoes 2.6 e 2.7 é verificado que:
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Var[Z(u+h) = Z(u)] = E[{Z(u+h) — Z(u)}*] = 2[C(0) — C(h)] .
-y (h) = V2. E[{Z(u+h) — Z(u)}*] (2:8)

Portanto, o semi-variograma 7 (h) mede a semi-variancia dos incrementos (Z(u+h)-Z(u)), que é

caracterizada por sua semi-média quadratica.

A relagdo entre o semi-variograma vy (h) e a covaridncia C(h) s6 é valida para as variaveis cujo

variograma apresenta um limite superior (patamar). As varidveis estacionarias sempre tém
variogramas que apresentam essa caracteristica. Em conseqiiéncia, 0os variogramas que nao

apresentam limite superior (patamar) sdo oriundos de variaveis intrinsecas, mas ndo estacionarias.

De maneira geral, se [im Y(—z =0 a variavel regionalizada € intrinseca. Se vy (h) aumenta
h

h—>c

mais rapidamente do que o quadrado de h, variavel regionalizada ndo é estacionaria.

2.6. Variancia de combinagoes lineares autorizadas, CLA

Como a maioria dos estimadores utilizados na indUstria mineira sdo constituidos basicamente
de combinacdes lineares dos dados, é preciso estudar suas propriedades. Por exemplo, a varidncia de
uma combinagao linear de uma VA Z(u) estacionaria:

Z* (U) = Z?\«ocz(ua)
o
. (2.9)
Var[z' (W]=X % Ao A Clug — up)
o
onde A, e Az representam os pesos atribuidos aos dados amostrados z(uy) (x = o = B = 1,...,n) e a

funcdo C(u, — up) representa a fungdo covariancia C(h).
Na verdade:

E[Z" (U)] = E[X Aq 2(Ug )] = = Ao E[2(u)] = T Ao M (2.10)

Por definicdo:
Var[z"(u)] =E[Z" - E(Z" (u,)I*
=E[%7\.az(uu)_m]2 2.11)
= %%Mlgc(ua -up)

Essa variancia ndo pode ser negativa, independente das localizacbes u e dos ponderadores A. Uma
fungdo covariancia C(h) que satisfaca essa condicdo é chamada definida positiva ou simplesmente
tipo positiva. Reciprocamente, qualquer fungdo tipo positiva pode ser considerada como a

covariancia de uma FA estacionaria.
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Entretanto, a variancia de uma combinacdo linear envolvendo uma VA intrinseca, mas ndo
estacionaria, pode ndo existir. Em razdo da hipdtese intrinseca, s6 é possivel afirmar que existe a
variancia da combinacdo linear dos incrementos (Z(u+h)-Z(u)) dessa VA. Essas combinagodes, que sdo
chamadas autorizadas, sao caracterizadas por:

E;m:o (2.12)

onde A, representa os pesos da combinacdo linear. Portanto, qualquer combinacdo linear cuja soma
dos pesos é 0 é chamada de combinagdo linear autorizada (CLA). Por exemplo, a seguinte
combinacdo linear ndo é uma CLA:

z¥(u) = 1.2z(u;)—-0,5. z(u,) — 1. z(u3) (2.13)

3 7 . . n . .
pois Y A, =-0,5= 0. Portanto ndo ha qualquer garantia que sua variancia exista.
a=1

Evidentemente, essa condicdo é verificada para toda combinagdo linear dos incrementos de
qualquer VA, desde que cada incremento introduz os pesos +1 e -1. Reciprocamente, qualquer
combinagdo linear que satisfaga essa condigao (Y2, =0) pode ser escrita como uma combinagdo

o

linear dos incrementos.
Assim, a variancia de qualquer CLA existe e pode ser calculada da seguinte maneira:

Var[X A z(uy )] = -3 % Aa A Y(ue — up) (2.14)

onde y(u, - ug) representa o semi-variograma y(h) em relagdo a pares de dados amostrais (z(u,) e
z(up)) separados por um vetor h. Os pesos atribuidos as localizagdes amostradas u, (x = o = B =
1,...,n) sdo representados por A, € Ag.

Em resumo, se uma VA regionalizada for estacionaria (preenchendo os requisitos necessarios
descritos anteriormente), ha equivaléncia entre o semi-variograma vy (h) e a covariancia C(h),

permitindo que seja possivel calcular a varidncia de qualquer CLA em fungdo de vy (h) ou de C(h). Por

outro lado, a variancia de uma CLA de uma VA intrinseca deve ser calculada exclusivamente em
funcdo do semi-variograma v (h).

A variancia descrita acima deve ser sempre positiva (- Y ¥ A, Ag Y(ug —up) 2 0). Para isso, -y
o B

deve ser condicionalmente definido positivo. Para garantir que essa Ultima condicdo seja
satisfeita, € preciso utilizar modelos da fungdo 7 (h) que sejam autorizados, ou seja, modelos nos

quais utilizem fungOes tipo positivas. Geralmente, sao utilizados os seguintes modelos:
i. Efeito pepita.
ii. Modelo esférico.
iii. Modelo exponencial.
iv. Modelo Gaussiano.
v. Fungdo poténcia (VA intrinsecas).
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vi. Modelo cubico.

2.7. Equacoes de krigagem e suas relagoes com as hipdteses estacionaria e intrinseca

A krigagem é um estimador linear, sem viés global, que fornece a média ponderada dos
valores do atributo medido, de modo que a variancia do erro da estimativa seja minima. Ou seja, no
método de krigagem os ponderadores sdo calculados de tal forma que:

i. E[Z°-2]1=0
ii. e quea Var[Z" - Z] seja minima.

2.7.1. Krigagem ordinaria, KO
Em KO, como o erro da estimativa (€) € uma CLA, a variancia do erro Var[Z" - Z] de uma VA
estacionaria Z(u) pode ser calculada em fungdo do semi-variograma v (h) ou da covariancia C(h). Isto

é:

£=2"-7 = YrZ(u)-Zup) , coM =¥p, =1 (2.15)
de maneira que

E[Z -7] = E[XAZ(u)-ZUp)l = mEZie-1) =0 (2.16)

Portanto, o somatorio dos pesos da combinacdo linear (€) é nulo (Equacdo 2.16), assim o erro da
estimativa (€) é uma CLA. Desse modo, as equacdes de KO, para VA estaciondrias, podem ser escritas
em termos de vy (h) ou C(h). Entretanto, se a VA Z(u) for intrinseca, mas ndo estacionaria, a variancia

do erro deve ser calculada exclusivamente em fungao do semi-variograma vy (h). Isso porque, nesse

caso, ndo ha C(h) equivalente. Assim, para variaveis regionalizadas desse tipo, as equagdes de KO s

podem ser escritas em termos do semi-variograma vy (h).

Portanto, pela caracteristica de erro da estimativa (CLA), as equacles de KO se aplicam as

variaveis intrinsecas e estacionarias.

2.7.2. Krigagem simples, KS
Em KS, o erro da estimativa (€) ndo é uma CLA; ou seja:
e=2"-Z = [ShZ(ug)+@-Z ) ml-2Z(up) (2.17)
de maneira que

E[Z°-Z] = E[ZAZ(ug)+1-T o) m=-2Z(Ug)]
= E[X2a(Z(uy) -m) +m-2Z(uy)]

Nesse caso, ndo existe restricdo quanto ao somatério dos pesos Y 3, atribuidos aos dados amostrais,
o

(2.18)

e portanto o erro da estimativa (¢) ndo € uma CLA. Contudo, agora ndao € necessario qualquer
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condicdo em relagdo aos ponderadores, pois o requisito de auséncia de viés é naturalmente
preenchido:

E[Z°-Z] = Zam+A-32) m-m = Zr,(m-m)+m-m = 0 (2.19)

Assim, a variancia do erro (€) da estimativa (Var[Z® - Z]) de uma VA estacionaria Z(u) deve

ser calculada em funcdo da covaridncia C(h). Por esse motivo, a KS se aplica exclusivamente as VA

estacionarias.

2.8. Comentarios

Nesse capitulo foram revisados alguns dos conceitos basicos de geoestatistica linear,
fundamentais para o entendimento e desenvolvimento matematico dos seus métodos associados.
Foram apresentadas as hipdteses intrinseca e estacionaria de FA, assim como suas relagdes com as
equagoes de krigagem. O capitulo iniciou com a apresentacdo e definicdo da abordagem probabilistica
aos problemas enfrentados em geociéncias. Foram revisados os conceitos de variaveis regionalizadas,
funcdo aleatdria (FA) e variaveis aleatorias (VAs), basicos para o entendimento dos métodos de
simulagao estocastica. Principalmente, esse capitulo apresentou a definicdo de combinagdes lineares
autorizadas (CLA) e suas relagdes com as hipoteses intrinsecas e estacionarias, decisivas para a
aplicagao das equacOes de (co)krigagem.

O Capitulo 3 apresenta uma revisdo dos métodos de simulacdo condicional seqiiencial, objeto

direto dessa Tese.



Capitulo 3

Simulacao condicional seqiiencial

Esse capitulo tem o objetivo de apresentar o conceito de simulacdo condicional seqliencial,
apresentando seus principais métodos e as técnicas envolvidas. O capitulo inicia com uma breve
revisdo do conceito dos métodos de Monte Carlo. Em seguida, é apresentada a idéia basica de
simulacdo e condicionamento. E ressaltada a utilidade e a necessidade dos modelos locais de
incerteza quando se deseja medir adequadamente a variabilidade em torno das estimativas de
atributos em localizagdes ndao medidas. A seguir, sao revisados, de forma tedrica e pratica, os
procedimentos paramétricos e nao-paramétricos para a estimativa de modelos locais de incerteza,
necessarios a implementacdo do algoritmo de simulagdao seqiiencial. Ambas as técnicas sao

apresentadas em detalhe, destacando suas aplicabilidades e possiveis simplificacoes.

3.1. Métodos de Monte Carlo: conceitos

Os métodos de Monte Carlo foram originalmente desenvolvidos no Laboratdrio Nacional Los
Alamos (EUA) apds o término da II Guerra Mundial. Nessa época, os EUA tinham recém concluido a
construgdo do seu primeiro computador eletronico (o ENIAC) e os cientistas de Los Alamos estavam
estudando como usa-lo para auxiliar na construcdo da bomba de H (Veach, 1997). No final de 1946,
um dos pesquisadores do laboratério (Stanislaw Ulam) sugeriu o uso de amostragem aleatdria para
simular trajetos de néutrons (em um estudo sobre bombardeamento de particulas). No final dos anos
40, Metropolis e Ulam (1949) publicaram um resumo das idéias e teorias desenvolvidas pelo
Laboratdrio Nacional Los Alamos, despertando um grande interesse de pesquisa nos anos 50 (Meyer,
1956). O nome do método foi sugerido por Metropolis em homenagem a capital de Ménaco, famosa
por seus cassinos (Veach, 1997).

Entretanto, muito antes do surgimento dos conceitos tedricos elaborados pelo Laboratério
Nacional Los Alamos, amostragem aleatdria ja era utilizada para resolver problemas numéricos (Kalos
e Whitlock, 1986). As origens dos métodos de Monte Carlo foram discutidas por Ulam (1987).
Hammersley e Handscomb (1964), Rubinstein (1981), assim como Kalos e Whitlock (1986) também se

constituem em referéncias significantes dos métodos de Monte Carlo.
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Os métodos de Monte Carlo podem ser definidos, de uma maneira simplista, como quaisquer
métodos que utilizam numeros aleatérios para solucionar um problema. Segundo Hammersley e
Handscomb (1964), os métodos de Monte Carlo estdo inseridos em um ramo da matematica aplicada
(experimental) que realiza experimentos sobre nimeros aleatérios. De acordo com Halton (1970), os
métodos de Monte Carlo apresentam a solucdo de um problema como um pardmetro de uma
populacdo hipotética, usando uma seqiiéncia de nimeros para construir uma amostra da populacdo a
partir da qual podem ser realizadas estimativas dos seus parametros estatisticos.

Os métodos de Monte Carlo tém sido usados com respaldo cientifico em muitas areas de
aplicagdo como mecanica estatistica, fisica nuclear e economia (Isaaks, 1990, p. 7). Esses métodos
sao aplicados tanto para a resolugao de problemas deterministicos como para probabilisticos. Por
exemplo, no campo deterministico, a aplicacdo de métodos de Monte Carlo pode auxiliar na resolugdo
de uma integral envolvendo uma funcdo deterministica. No caso de um problema probabilistico, o
método de Monte Carlo funciona a partir da observacdo de nimeros aleatérios de forma que esses
préprios nimeros possam simular diretamente o processo aleatdrio fisico que descreve o problema
original (Hammersley e Handscomb, 1964). A partir do comportamento desses nimeros aleatdrios é
possivel inferir a solucao almejada, de acordo com o problema. Em geoestatistica, esses métodos sdo
utilizados para estimar a incerteza associada a fenémenos espacialmente distribuidos.

Segundo Veach (1997), os métodos de Monte Carlo apresentam trés grandes vantagens:
i. O método converge a uma razdo de N2, Isso significa que a média, por exemplo, sera

22 quando s3o realizados conjuntos de N tiragens

reproduzida, com desvio padrao de N°
aleatdrias.

ii. Simplicidade do método. De facil entendimento e implementacao, o método se tornou
rapidamente popular.

iii. O método de Monte Carlo é geral. Fundamentado em amostragem aleatdria, o método
pode ser aplicado em quaisquer situagbes, em problemas multidimensionais, sem

exigéncias tedricas.

3.2. Simulacao estocastica

Em geoestatistica, independente do campo de aplicacdo, muitas vezes se torna necessario
avaliar e quantificar a magnitude de incerteza associada as estimativas do atributo fisico-quimico de
interesse. Assim, a investigacdo em torno das incertezas locais deve ser implementada em toda a area
de estudo para que seja possivel avaliar, de uma forma matematicamente embasada, os setores
potencialmente problematicos (erraticos) da darea. Dessa maneira, a busca por ferramentas

matematicas que possam ser utilizadas para esse fim se torna fundamental.
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Os métodos de simulagdo estocastica foram inicialmente desenvolvidos para corrigir o efeito
de suavizacdo e outros artefatos mostrados nos mapas produzidos via krigagem (Deutsch e Journel,
1998). De maneira oposta a interpolacdo, a aplicacdo dos métodos de simulacdo estocastica ndo
resulta em uma Unica estimativa do mapa da varidvel de interesse. A idéia basica de simulagdo
estocastica € a de gerar varias realizagbes do modelo de FA Z(u) por meio de tiragens aleatérias
(simulacdo de Monte Carlo) de valores a partir da funcdo de densidade de probabilidade (fdp)
multivariada da FA Z(u). Entretanto, os valores dos atributos simulados devem representar o processo
aleatdrio fisico que caracteriza o fendmeno geoldgico (natural) original. Nesse momento, uma questdo
€ naturalmente inserida no contexto: quais sdo os parametros estatisticos do modelo de FA Z(u) que
melhor representam as caracteristicas desse processo fisico? Ainda: essas caracteristicas podem ser
impostas sobre as realizagbes, por meio de um modelo? Por exemplo, se for assumido que a
distribuicdo univariada (histograma) e a fungao de correlagcdo espacial caracterizam adequadamente
0s processos aleatdrios fisicos originais, entao todas as realizacdes devem reproduzir esses momentos
da distribuicdo original (Isaaks, 1990, p. 9).

3.3. Simulagao condicional

Simulagao condicional foi inicialmente proposto por Journel (1974) como um método (aplicado
em duas etapas) capaz de quantificar a variabilidade e a incerteza de atributos geoldgicos
espacialmente distribuidos. Mais especificamente, visava obter informagdes sobre concentragbes de
minério em uma malha compativel com o planejamento de lavra em curto prazo e com as previsoes
sobre desempenho da planta de beneficiamento. Esse método foi desenvolvido a partir das idéias
elaboradas por Matheron (1972, 1973), sobre simulagdo por bandas rotativas e foi denominado como:
simulacdo condicional por bandas rotativas. Journel e Huijbretgs (1978, capitulo 7) apresentam as
idéias basicas desse método e de simulacdo condicional em geral, juntamente com alguns estudos de
caso de aplicacdes mineiras.

O método de simulagdo condicional por bandas rotativas é aplicado em duas etapas, pois o
condicionamento é realizado apds a geracdo de simulagbes nao condicionais. Primeiramente, sdo
geradas simulagBes ndo condicionais a partir da projecdo de simulagdes unidimensionais (linhas) no
espaco tridimensional. Esse processo de simulacdo é sucedido pelo condicionamento, realizado por
meio da adicao dos erros de simulagdo as estimativas por krigagem. Luster (1985) ilustra um processo
de condicionamento analogo, juntamente com varios algoritmos de simulagdo condicional.

Simulagao condicional em uma Unica etapa (condicionamento simultaneo) foi originalmente
proposto por Davis (1987) com o desenvolvimento do método LU (lower-upper). Esse método é
baseado na decomposigdo da matriz de covaridncias, em um processo conhecido como decomposicao

de Cholesky ou decomposicdo LU (Anderson, 1984; Press et al, 1992, p. 96-98). No método LU, as
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anisotropias sdo consideradas intrinsecamente, por meio da matriz de covaridncias. Apesar de
eficiente, esse método é limitado a FAs que ndo excedam poucas centenas de localizages u; (j =
1,...,N) (Alabert, 1987a) — devido a dimensao da matriz a ser decomposta.

Mais tarde, os métodos seqlienciais viriam amenizar as dificuldades encontradas na aplicagdo
dos métodos pioneiros de simulagao condicional, citados acima.

3.3.1. Simulacdo condicional seqiiencial

Os métodos de simulagdo condicional seqliencial sdo baseados na decomposicao da funcao de
densidade de probabilidade (fdp) multivariada do modelo de FA Z(u). A idéia basica desses métodos
consiste em amostrar, seqliencialmente, as distribuigdes condicionais univariadas originadas dessa
decomposicdo. Mais especificamente, a fdp multivariada é decomposta em um produto de séries de
distribuicdes condicionais univariadas (Johnson, 1987).

Sendo Z(u) um modelo de FA com fdp multivariada f(uy,...,ux; Zi,...,2y), €ntdo, essa fdp
multivariada pode ser expressa como um produto de N distribuicdes condicionais univariadas (Isaaks,
1990, p. 15):

f(uy,...,un; Z1,--,28) = f(uy; z1)
* f(uy; 2212(uy) = 1) (3.1)
*o* f(uy; onlZ(uw) =z,j=1,...,N-1)
onde z € o valor atribuido a VA Z, na localizagdo u;. Logo, os indices j, atribuidos as localizagbes u,
representam os N nos de grid a serem simulados (j = 1,...,N). Se todas as distribuicdes condicionais
univariadas da equacdo acima sao conhecidas, entdo uma realizacao da FA Z(u) pode ser construida.
Isso pode ser realizado por meio de uma seqiiéncia de tiragens aleatdrias de cada distribuicdo
condicional univariada. Portanto, para uma realizacao da FA Z(u) sdo executadas as seguintes etapas
(Isaaks, 1990, p. 15):
i. Realizagdo z; da VA Z(u;) por meio da tiragem aleatéria de um valor a partir da
distribuicdo de densidade f(uy,; z;).
ii. A realizagdo z; da VA Z(u;) passa a ser condicionante da distribuigdo univariada da VA
Z(uy).
iii. Realizacdo z, da VA Z(u,) por meio da tiragem aleatéria de um valor a partir da
distribuicdo marginal condicional f(u,; z;|Z(u;) = z;).
iv. As realizagOes z; e z, sdo usadas como condicionantes da distribuicdo univariada da VA
Z(us3).

v. Realizagdo z3 da VA Z(u3) por meio da tiragem aleatéria de um valor a partir da

distribuicdo marginal condicional univariada f(us; z3| Z(u;) = z, Z(uy) = zy).

vi. O processo continua em todas as demais localizagbes u; (j = 4,..., N) por meio de tiragens

aleatérias e subseqiientes condicionamentos até que a Ultima distribuicdo f(uy; zy|Z(u;) =
z;, j = 1,..., N - 1) for totalmente condicionada.
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vii. Realizacao zy da VA Z(uy) por meio da tiragem aleatéria de um valor a partir da
distribuigdo marginal condicional univariada f(uy; zn|Z(w;) = z, j = 1,...,, N - 1).

De fato, a distribuicdo univariada da etapa (i) seria condicionada aos n dados experimentais
originais (z(u,), o = 1,...,n). Assim, na localizacdo do grid (ndo amostrada) u; (j = 1), uma realizagdo
da VA Z(u;) seria aleatoriamente tirada da distribuicdo f(u;; z;| Z(uy) = z, o = 1,.., n).
Subseqiientemente, as distribuigdes univariadas de todas as demais localizagdes u; (j = 2,...,N) seriam
condicionadas aos dados amostrais e as realizagdes precedentes das VA Z(u;).

Esse algoritmo exige que todas as N distribuicdes condicionais univariadas, associadas a fdp
multivariada da FA Z(u) sejam conhecidas. Ainda, esse algoritmo seqiiencial prevé que todos os dados
experimentais (amostras) z(u,) (a = 1,...,n) e todos os atributos simulados z(y;) (j = 1,...,N) sejam
condicionantes das distribuigGes univariadas nas localizagdes ndo simuladas. Ou seja, a construcao do
algoritmo, embasado na decomposicdo da fdp multivariada da FA Z(u), exige um nimero de dados
condicionantes progressivamente maior a cada etapa (a cada localizagao ou né de grid). O nimero de
dados condicionantes aumenta de na n + (N — 1), onde n é o niUmero de dados experimentais e N é
0 numero de nds de grid ou localizacdes a serem simuladas. Essa caracteristica pode dificultar a
aplicabilidade do algoritmo, de acordo com sua construgdo estrita e teoricamente correta. Por isso, na
pratica, esse algoritmo é empregado de modo a seguir um caminho aleatdrio. Assim, em cada
localizagdo u; visitada, uma vizinhanga local (incluindo dados originais e simulados) é utilizada como
condicionante.

Na pratica, esse algoritmo seqiiencial é implementado sobre distribuigdes condicionais locais
de probabilidade (dclp) cumulativas F(u;z|(n)), que indicam a probabilidade das VAs Z(u) assumirem
valores inferiores ou iguais a certos valores limite z. Ou seja:

F(u; z| (n)) = Probfz(u) < z| (n)} (3.2)
onde a notagao “[(n)” representa o condicionamento por n dados.

Essas fungbes caracterizam e governam as distribuicdes condicionais univariadas locais

[f(u;z|(n))] das VAs Z(u) referidas no algoritmo sequencial, pois:
Z[ f(u;z| (n))dz = F(u; z| (n)) = Prob{z(u) < z| (n)} (3.3)

O conjunto de valores simulados {z(v;), j = 1,...,N}, produzido por meio da implementagdo
desse algoritmo seqiencial, representa uma realizacdo da FA Z(u) no dominio fisico definido pelas
informagOes geoposicionadas originais z(u,) (o = 1,...,n). A repeticdo de L vezes desse algoritmo
garante a geracdo de L realizagdes equiprovaveis do modelo de FA Z(u) {z'(u), j = 1,...N; | =
1,...,L}. Logo, em cada localizagdo u; (j = 1,...,N), o processo de simulagdo gera uma distribuicdo,
composta por L valores, que pode ser considerada uma aproximacdo numérica (método estocastico)

da distribuigao condicional local de probabilidade (dclp); ou seja:
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1L
F(u;z| (n)) = Tz i (u;2) (3.4)
=1
onde
i(')(u;z):{l se zi')(U)S z com I=1,..,L
se ndo

O valor da VA Z em cada localizagdo u; (j = 1,...,N) é simulado dentro do dominio de variagdo
da VA Z(u), por meio de um procedimento aleatdrio, a partir das dclp que caracterizam as
distribuicdes condicionais univariadas locais. O algoritmo seqiiencial, apresentado acima, utiliza
simulacao de Monte Carlo para efetuar as tiragens aleatérias que caracterizam os valores simulados.
Nesse processo, sdo sorteados nimeros, definidos no dominio [0;1], que representam probabilidades
p. Essas probabilidades alimentam as funcdes inversas F'(u;p|(n)) para a obtencdo dos valores

simulados z(u). Ou seja:

FHup | (M) =2(u) (3.5)
Imagens estocasticas do modelo de FA Z(u) podem ser geradas por meio de varias técnicas
que utilizam o algoritmo seqiiencial. As variagdes em torno desse algoritmo podem ser distinguidas
pelo modelo de FA que for assumido para caracterizar o fenémeno geoldgico (natural) em estudo. Nas
secOes seguintes, serdo apresentadas as duas técnicas de simulagdo condicional seqliencial mais
amplamente utilizadas:
i. simulagdo seqliencial Gaussiana e

ii. simulacdo seqtiencial dos indicadores.

3.3.1.1. Simulagao seqiiencial Gaussiana

Se a distribuicdo de probabilidade (dp) multivariada descreve as propriedades do modelo de
FA Z(u), entdo, antes de produzir varias realizacdes desse modelo de FA, sua dp multivariada deve ser
totalmente caracterizada. Infelizmente, o histograma e a fungao de correlacdao espacial da distribuicao
experimental (amostras) ndao sdao suficientes para caracterizar a dp multivariada da FA Z(u). A
caracterizacdao desse tipo de fungdo exige muito mais conhecimento do que os momentos de 12 e 22
ordem da distribuicdo original. Contudo, para um caso muito particular do modelo Gaussiano de FA, o
conhecimento de apenas um desses momentos é suficiente (Anderson, 1984). O modelo Gaussiano
padrdo de FA ¢é totalmente caracterizado por um Unico pardmetro: a funcdo de correlacdo espacial
C(h). O conhecimento dessa fun¢do garante a inferéncia da dp multivariada do modelo de FA Z(u).
Entretanto, como descrito acima (Equacdao 3.1), o conhecimento das distribuicdes condicionais
univariadas permite a geragao de realizagbes do modelo de FA por meio do algoritmo seqiiencial.

O algoritmo seqliencial apresentado na segao 3.3.1, aplicado a um modelo de FA Gaussiano,
caracteriza o método de simulagdo seqliencial Gaussiana (ssG) proposto por Isaaks (1990). Em outras
palavras, o método de ssG é caracterizado pela aplicacdo do algoritmo seqliencial as distribuicoes

condicionais univariadas locais (resultantes da decomposicao de uma particular fdp multivariada
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Gaussiana), controlada por uma distribuicdo de probabilidade (dp) multivariada Gaussiana,

caracterizada por uma funcgao de covariancia C(h).

3.3.1.2. Simulagao seqiiencial dos indicadores

As limitacOes de aplicabilidade dos métodos de simulagao condicional originalmente propostos
(bandas rotativas e LU) incentivaram o desenvolvimento do método ndo-paramétrico de simulagdo
seqliencial dos indicadores (ssi) (Alabert, 1987b). Esse método de consiste na aplicacdo do algoritmo
seqliencial a um modelo de FA, cujas distribuicGes condicionais univariadas locais sdo aproximadas
por séries de krigagem dos indicadores (Journel, 1989). A secdo 3.6 apresenta as técnicas utilizadas
na obtencdo das dclp, que caracterizam as distribuicdes condicionais univariadas, por meio de

(co)krigagem.

3.4. Distribuicoes condicionais locais de probabilidade, dclp

A implementacao do algoritmo de simulacdo seqiiencial, apresentado na secdo 3.3.1, requer a
inferéncia de distribuicoes locais de probabilidade (dlp) que sejam condicionadas aos dados
experimentais e aos valores simulados nas etapas precedentes. Esse é o grande desafio para
aplicabilidade do algoritmo seqiiencial e constitui a diferenca entre os métodos de simulagdo
condicional seqliencial. Existem varias formas para se determinar uma distribuicdo local de
probabilidade (dIp). Essas formas variam de acordo com nivel de conhecimento da VA, mas a idéia é
fazer com que a metodologia de sua construgdo seja dependente da localizagao e dos prdprios valores
das informagdes locais (condicionamento). Assim, almeja-se que o algoritmo de construcdo dessas
distribuicdes locais de probabilidade seja espacialmente dependente e que considere o conhecimento
de que uma dada localizagdo alvo esteja situada numa zona de alta ou de baixa variancia.

Qualquer VA possui uma distribuicdo de probabilidade tedrica, porém desconhecida.
Raramente, a distribuicdo de probabilidade pode ser determinada experimentalmente. Na maioria das
vezes, ela é aproximada por meio de uma distribuicdo empirica. A utilizacdo de modelos nos quais
suas distribuigbes tedricas sdo conhecidas e que as mesmas possam ser identificadas pelas
distribuicdes empiricas pode ser de grande valia (geoestatistica ndo-linear - Chilés e Delfiner, 1999,
capitulo 6).

Considerando que a VA Z(u) é conhecida somente nas localizacdes medidas (z(u,), o =
1,...,n) no dominio de interesse A, a proporgao do subdominio D (D < A) ocupada pelas localizacoes

onde Z(u) ¢ inferior a um dado valor limite z é calculada como:

1
= [1z(u)<2 02 (3.6)

@18
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Deseja-se estimar a proporgdao de D, considerando como valor limite todos os valores
experimentais z(u,) disponiveis. Para essa finalidade, a esperanga condicional E[I(z)|(n)] se apresenta
como um estimador 6timo. Na notagao da esperancga condicional, n representa todas as informagoes
condicionantes [z(u,), o = 1,...,n]. A determinacdo da esperanca condicional de I(z) conduz a
determinagao da distribuicdo condicional de probabilidade (dcp):

Fu(z| (n)) = Prob{Z(u) <z| (n)} (3.7)
onde u representa uma localizacdo aleatéria dentro do subdominio D. Da mesma maneira, I(z)

depende diretamente da estimativa de 17, em qualquer localizagdo u contida em D.

Geralmente, a diferenca entre o caso onde D representa uma localizacdao e o caso onde D
representa um volume é similar a diferenca existente entre krigagem pontual e krigagem de blocos
(Chilés e Delfiner, 1999, p. 379). Dessa forma, se o dominio D representa uma localizacao u, entdo a
fungdo I(z) pode ser simplificada por: I(z)=1z()<,. Assim,

Prob{Z(u) < z| (n} = E[1,)<. | (M] =E[1(2) | (n)] (3.8)
Em outras palavras, busca-se uma aproximacao para a distribuicao condicional
F(u;z| (n)) =Prob{zZ(u) < z| (n)} (3.9

Nesse sentido, a fungao de reparticao F(z) de uma VA localizada em u pode ser considerada
como a sua distribuicdo local de probabilidade condicionada pelas informagOes circunvizinhas de u.
Dessa forma, a probabilidade da VA Z(u) ser superior a um dado valor limite z é calculada como:

Prob {Z(u) > z|(n)} = 1 — F(u;z|(n)) (3.10)
onde a probabilidade é dependente (condicionamento) das n informacdes disponiveis, que por sua vez
sao dependentes da localizagao u. Dessa maneira, as distribuicoes de probabilidade associadas as VAs
passam a ser chamadas de distribuicdes condicionais locais de probabilidade, dclp. Assim,
para qualquer distribuicdo experimental constituida por n medidas, existirdo tantas dclp quanto forem
as N localizagbes desconhecidas e existirem modelos de continuidade espacial capazes de medir a
correlacdo espacial entre as informagdes. Portanto, essas dclp devem ser vistas como modelos (ou
estimativas) de incerteza associados as localizagdes desconhecidas.

A maneira mais simples de se determinar as dclp consiste em assumir um modelo tedrico para
toda lei espacial (distribuicdo multivariada) da FA (Goovaerts, 1997, p. 265). Esse modelo deve ser
suficientemente robusto para garantir que todas as dclp tenham a mesma expressdo analitica e que
estas sejam definidas por meio de poucos parametros. Nesse contexto, o modelo multivariado
Gaussiano de FA é o modelo paramétrico mais utilizado, pois permite o acesso direto as dclp por meio
de parametros dados por krigagem. As dclp também podem ser inferidas diretamente, sem a
utilizacdo de nenhum modelo, por meio do método dos indicadores.

Nas secdes seguintes (3.5 e 3.6), serdo apresentadas em detalhes as técnicas envolvidas na
construcdo das distribuicbes condicionais locais de probabilidade (dclp) de acordo com os métodos
paramétrico (modelo multiGaussiano) e ndo-paramétrico (indicadores).
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3.5. 0 modelo multiGaussiano — método paramétrico

A distribuicdo Gaussiana (Figura 3.1) é uma distribuicdo muito utilizada em aplicagdes
estatisticas. Ela pode ser prontamente definida e proporciona simetria e outras propriedades que a
tornam muito conveniente para o cdlculo de estimativas tedricas. A funcdo de densidade de
probabilidade Gaussiana [g(.)] é dada por:

g(y) = %e{‘ﬂ (3.11)

onde y é uma variavel Gaussiana situada no intervalo [-00;+c0].

Uma distribuicdo Gaussiana (normal) pode ocorrer se o fendmeno que originou a VA for o
resultado do somatério de varias causas independentes. Todas as distribuicdes normais sdo centradas
no valor médio e sdo simétricas em torno desse parametro estatistico. De modo que, para uma
distribuicdo normal, a média e a mediana sdo sempre coincidentes.

gy

Figura 3.1: Curva da distribuicdo Gaussiana.

Para facilitar a comparacao entre distribuicbes, é calculada a distribuicdo cumulativa de
probabilidade ou a funcao de reparticdo G(y) da VA Gaussiana Y :

y
fgly)dy = Gly) (3.12)

Essa funcdo ndo possui uma expressao analitica simples. Na pratica, utilizam-se tabelas ou, as
vezes, por necessidade computacional, de formulas de aproximacdo. Qualquer variavel normalmente
distribuida (ndo reduzida) pode ser transformada linearmente em uma variavel normal padrdo
(reduzida), isto &, que seja normalmente distribuida apresentando m=0 e o’=1. Para uma VA
Gaussiana X ndo reduzida (com média (m) e varidncia (o°) diferentes de zero e um, respectivamente)
essa transformagdo é dada por:

X=m+o.Y (3.13)

onde Y é uma varidvel Gaussiana padrao [Y ~ N(0;1)] dada por:
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(3.14)

Essa expressao € muito conveniente, pois permite a determinacdo de X por meio de m, ¢ e
de uma variavel Gaussiana padrao associada (Y), de funcdo de reparticdo G(.) conhecida. Assim, para
qualquer VA normalmente distribuida, a funcdo de densidade de probabilidade Gaussiana pode ser

reescrita em fungdo de dois pardmetros: a média m e a variancia ¢*:

90x) = ﬁe{;[mu (3.15)

De acordo com Anderson (1958), se Y(u) (u € A) é uma FA multivariada Gaussiana padrao
com funcdo de covariancia Cy(h), entdo as cinco declaragdes abaixo sao validas:
i. Todos os subconjuntos dessa FA também sdo multivariados normais, por exemplo: {Y(u),
u e D c A} é multivariado Gaussiano.

ii. Qualquer combinacdo linear de primeira ordem da VA é normal. Por exemplo:

V(u) = ﬁxa Y(u,) € normalmente distribuido para qualquer localizagdo u € A e qualquer
o=1

conjunto de ponderadores j,, .

iii. A distribuicdo constituida por qualquer conjunto de pares das VAs Y(u) e Y(u+h) é normal
e totalmente determinada pela fungdo de covariancia Cy(h).

iv. Se duas VAs Y(u) e Y(u") ndo apresentam correlagado, isto €, se Cov{Y(u),Y(u)} = 0, elas
também s3do independentes.

v. As distribuicdes condicionais de qualquer subconjunto da FA Y(u) sdo multivariadas
normais. Em particular, a distribuicdo condicional de uma VA Y(u) é normal e totalmente
caracterizada por sua média e variancia. Sendo esses dois parametros condicionados a VA

Y(u) por meio das n(u) informacoes y(u,) (o = 1,...,n), logo:

Glu: _G y —E{Y(u) | (n)}
[Gu; y | (n))] [—Var OO (3.16)

onde G(.) é a distribuicdo cumulativa Gaussiana de probabilidade e y é um quantil da distribuicao da
FA Y(u).

De acordo com o conceito do modelo multiGaussiano, a média condicional e a variancia
condicional das distribuicdes condicionais univariadas locais (Equacdao 3.16) sdo iguais,
respectivamente, a sua estimativa y"(u) por krigagem simples (KS) e a sua variancia da estimativa
oks’(u) por KS. Onde y'(u) e oys’(u) sdo calculados a partir das n(u) informagdes y(u,) (o = 1,...,n)

circunvizinhas de u (Journel e Huijbregts, 1978, p. 566-567), ou seja:

E[v(u) [ (n)] = i:lxa-y(um(l—%zlxa)-E[Y(w]:y*(u) (3.17)
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Var[Y(u) | (n)] = Var[y(u)] - i_lxa-Cov(u,ua)=c.%s(u) (3.18)

onde A, sdo os pesos atribuidos aos dados y(u,) (o = 1,..., n), calculados por meio da resolucdo de

um sistema de KS; Cov(u, u,) sdo as covariancia espaciais em relacao a localizacdo alvo u e as

localizaces u,,.
Portanto, a inferéncia das dclp passa pela resolugao de um sistema de KS e as mesmas

podem ser modeladas como:

Gy 1) s = G[L“(”)J (3.19)

oks (U)

Dessa forma, para uma VA Gaussiana padrao Y [Y ~ N(0;1)], em uma localizacdo nao medida
u, se as informagGes disponiveis estiverem fora do alcance de correlagdo espacial mostrado pelo semi-

variograma das n informagoes y(u,) (o = 1,...,n), as estimativas serdo dadas por:
YesW) = m = 0 e
oks(u) = 1

logo, [G(u;yI(M)] ks = Gly).

Por outro lado, como os interpoladores de krigagem sdo exatos (KS, nesse caso), se y(u) for

conhecido:
yes(W) = y(u)
oks(uU) = 0

1 sey>y(u)

logo, [G(u;yI(n)] ks = {0 sey <y(u)

A Figura 3.2 ilustra as situagdes particulares expostas acima.

[G(u;yl(n))I*sk [G(u;yl(n)]*sk = G(y)

1,0 1,0
@ S
B b
£ £
E 0,5 § 0,54
o a
o

0,0 | 0,0 \

-00 y(u) +00 -00 +00
variavel y variavel y
(a) (b)

Figura 3.2: Distribuigdes condicionais locais de probabilidade (dclp) cumulativas para o caso de y(u) ser conhecido (a)

e para o caso onde as informagGes circunvizinhas de u estiverem além da disténcia de correlagdo espacial (b).
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A hipdtese fundamental do modelo multiGaussiano assume que os (n+1) vetores
dimensionais (Y(u), Y(uy),...,Y(u,)) apresentam o comportamento de uma distribuicdo multivariada
Gaussiana (Chilés e Delfiner, 1999, p. 381). Essa hipotese garante que a distribuigdo condicional de

Y(u) seja Gaussiana; ou seja:
LYW [ {Y(u)r @=1,...,n}T= [YWI(M] = Yks(U)+oksY (3.20)
onde Ygs(u) é a estimativa de Y(u) por meio de krigagem simples, ks € seu desvio padrdo de

krigagem associado a estimativa, e y € uma variavel normal padrdo (que apresentam =0, c = 1 e de
funcdo de reparticao G(.) conhecida).

Embora o embasamento tedrico do formalismo multiGaussiano exija a condicao de
estacionaridade, isto €, E[Y(u)] = E(Y), Yue A (dai a utilizacdo de KS), segundo Goovaerts (1997) é
possivel considerar o comportamento ndo estacionario. Por exemplo, as dclp podem ser determinadas
com auxilio de outros algoritmos geoestatisticos, como krigagem ordinaria (KO), que considera as
médias locais através de toda a area em estudo. Também pode ser empregado o algoritmo de
krigagem em presenca de deriva. Entretanto, a aplicagao desses algoritmos deve ser muito cuidadosa,
uma vez que a varidncia da dclp deve ser identificada com a oys’ teoricamente correta (Journel,
1980). A utilizacdo de interpoladores diferentes de KS pode introduzir tendenciosidades irreversiveis
na metodologia, pois é incorporada de uma inconsisténcia tedrica, na medida em que, de acordo com
o conceito do modelo multiGaussiano, a esperanga condicional é igual a estimativa por KS (E[Y(u)|(n)]

= Ygs(u)). Por exemplo, se Z(u) for localmente estacionario e optar-se pelo uso de KO, o viés pode

ser corrigido assumindo-se que a distribuicdo de Z(u) é espacialmente lognormal. Desse modo, a
esperanca condicional pode ser considerada igual a estimativa por krigagem lognormal ordinaria, KLO,
e de variancia igual a oys’, isto é: E[Y(u)|(n)] = Yko(u) € 6 = oy’

Como descrito acima, o uso do modelo multivariado Gaussiano de FA para a construcdo da
dclp, em qualquer localizacdo u ndo medida, se mostra muito pratico. Entretanto, o0 modelo exige que
a distribuicdo das n informagGes z(u,) (o = 1,...,n) siga um comportamento Gaussiano, isto €, que a
distribuicdo experimental esteja no espaco normal — Gaussiano. Esse é o requisito necessario a

praticidade de aplicacdo do modelo multiGaussiano para a determinacado das dclp.

3.5.1. Anamorfose Gaussiana

Na maioria dos casos em geociéncias, a distribuicdo experimental original ndo apresenta um
comportamento Gaussiano. Assim, a distribuicdo experimental das n informagées z(u,) (o = 1,...,n) é
transformada em uma distribuicdo de n valores y(u,) (o = 1,..,n) por meio da funcdo de
transformacdo normal ¢(.) (também chamada de funcdao de anamorfose Gaussiana), tal como a

expressao abaixo:
Z(ue) = o(Y(ua)) (3.21)
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A Figura 3.3 apresenta a representacao grafica da fungdo ¢ (.) que relaciona as variaveis z e

z = 2(y)

C

____-/ > y

Figura 3.3: Fungdo de anamorfose. Fonte: Rivoirard, 1991 p. 40.

O conhecimento da fungao de anamorfose de Z(u) é equivalente ao conhecimento de sua
distribuicdo. Em particular, a anamorfose incorpora todas as irregularidades que a distribuicao
experimental possa apresentar.

Em seguida, o modelo multiGaussiano pode ser aplicado sobre as n informacdes y(u,) (o0 =
1,...,n) de modo que:

G(u;y | (n)) =Prob{Y(u) <y |(n)} (3.22)

Pelo fato de que a funcdo de anamorfose Gaussiana ¢ (.) € bijetiva (monotdnica crescente), a
dclp da variavel original pode ser diretamente acessada, pois

F(u;z| (n)) =Prob{Z(u) < z| (n)} =Prob{Y(u) <y [ (n)}
=G(u;9(2) | ()

Ou seja, as duas FAs [F(z) e G(y)] que caracterizam as duas VAs Z(u) e Y(u) apresentam a

(3.23)

mesma probabilidade cumulativa para os mesmos quantis (Figura 3.4).

F(z) = P[Z(x) < z] Gy =P[Y® <y]

1
1 /
F(z) = G(y) 7(
0
o o .

z y

Figura 3.4: FungGes de repartigao F(z) e G(y), mostrando que o valor de y(u) associado ao de z(u) € tal que F(u) =
G(u). Fonte: Rivoirard, 1991 p. 40.

Na prética, o procedimento da transformacdo normal se faz por meio de trés etapas
(Goovaerts, 1997, p.268):

i. As n informagdes z(u,) (o = 1,...,n) devem ser classificadas em ordem crescente:
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[2u)] @ <. <[2ud] ©, o= 1,...n.
onde o indice k indica a ordem de classificagdo da informacgdo z(u,). Como a fungdo G(.)
dever ser monotoOnica crescente, se existirem informagOes de valores iguais, deve-se
adotar um procedimento de desempate desses valores. Esse procedimento pode ser
aleatério ou de acordo com a média local no entorno das n(u) medidas z(u,)
circunvizinhas de u. A Ultima solucdo parece ser mais coerente, na medida em que as
informacGes localizadas em areas de altos valores receberdo indices de classificacdo
superiores.

ii. A freqliéncia cumulativa das n medidas z(u,) de indice de classificagdo k sdo calculadas

como pi:%(k—%), se as medidas forem regularmente espagcadas e o histograma

original for representativo de toda a area em estudo. Por outro lado, se houver a

necessidade da utilizacdo de pesos de desaninhamento (w,), as freqliéncias cumulativas

~ k 1 , . . \
sao calculadas como: pﬁ =YWi— EW"; onde wy € 0 peso de desaninhamento associado a
i=1

amostra de indice k e w; (i = 1,...,k) sdo os pesos de desaninhamento associados as
amostras de indices inferiores ou iguais a k.

iii. A anamorfose das z-informacdes em y-informacGes é obtida por meio dos quantis

associados a p, da distribuigio cumulativa Gaussiana.

V) = GFew)] = 6l (3.24)

Graficamente, os y-valores s3o extraidos diretamente no eixo das abscissas do grafico da

distribuicdo cumulativa Gaussiana a partir de cada quantil g , (no eixo das ordenadas),
Pk

como mostra a Figura 3.4. Como exercicio, as y-informagGes podem ser obtidas por meio

de tabelas da funcdo de reparticdo G(y), onde a cada quantil q , de probabilidade p:, é
Pk

associado um valor (y) dentro do dominio [-co; +c0]. Os valores de y(u,) sempre estardo

dentro desse intervalo, na medida em que a probabilidade de pf e p: em G(y) é sempre

diferente de zero e um, respectivamente.

Para que se possa utilizar o modelo multiGaussiano de FA na construgdo das dclp, é
necessario que a FA que exprime a distribuicdo experimental apresente um comportamento
multinormal. Isto é, é necessario que a distribuicdo constituida pelos n valores y(u,) (o = 1,...,n)
apresente um comportamento multivariado Gaussiano. Porém, a simples normalizagdo da distribuicdo
original ndo garante que o modelo de FA seja multinormal. Esse procedimento garante apenas a
normalidade univariada da FA. A multinormalidade da FA sb é assegurada se as distribuicoes

bivariadas, trivariadas,..., n-variadas das y-informagdes seguirem um comportamento Gaussiano.
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Contudo, verificar a multinormalidade de uma distribuigdo é uma tarefa muito dificil, sendo impossivel,
de modo que a garantia de binormalidade se torna suficiente para a aplicabilidade do modelo
multiGaussiano de FA.

3.5.2. Verificagao de binormalidade

Na pratica, a constatacdo da binormalidade valida a utilizacdo do modelo multiGaussiano
G(u;y|(n)). Existem varios testes que podem ser utilizados para verificar a binormalidade da FA. Um
deles consiste em verificar se a distribuicdo da combinagao linear entre qualquer conjunto de pares de
y-valores separados pelo mesmo vetor h caracteriza uma distribuicdo Gaussiana. Ou seja, se, por
exemplo, a distribuicdo constituida por Y(u) - Y(u+h), vu, vh, também for normal (Deutsch e Journel,
1998, p. 142-144). Outro teste de verificacdo da binormalidade da FA considera a relacdao
madograma/semi-variograma. Essa relagdo (Equacdo 3.25) deve se aproximar a constante 0,564 e
deve ser verificada para diversas distancias h (passos).

% = % = 0,564 (3.25)
onde:
2y, (h) =E[| Y(u+h) - Y(u)[]
27, (h) = E{[Y(u+h)-Y(U)I}*

Deutsch e Journel (1998, p. 231-232) propuseram um teste de binormalidade fundamentado
na comparagao entre a fungdo covariancia de uma distribuicdo cumulativa bivariada normal calculada
para certos quantis e o covariograma dos indicadores calculado para os mesmos quantis (porém, com
a distribuicdo dos dados originais). Isto €, esse procedimento consiste na comparagdo entre os
covariogramas tedricos e os covariogramas experimentais dos indicadores. O covariograma dos
indicadores deve reproduzir esse modelo de funcdo covaridncia da distribuicdo cumulativa bivariada.

Esse teste normalmente é realizado utilizando os quartis inferior, superior e a mediana.

3.5.3. Discretizacao da dclp cumulativa experimental
Como descrito anteriormente, o modelo de incerteza (dclp) da VA Z(u), Vue A, é
determinado por meio do modelo de incerteza da VA Y, no espago normal, que descreve cada
localizagdo u. Assim, a dclp no espaco original é construida em cada localizagdo alvo, de modo que
para cada valor de y, de probabilidade p, seja associado um valor de z com a mesma probabilidade p;
isto é:
F(u;z [ (n) = G(u;y [ () (3.26)
Entretanto, essa associacdo € limitada pela densidade da informacgdo original; pois s6 é

possivel fazé-la para os valores de z cujas probabilidades sdo conhecidas — Figura 3.5.
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[F(uo;z|(n))]*sk [G(uasy|(n))]*sk

1,04 1,04

Probabilidade
=
(9]
Probabilidade

I

I
&

I

!

-t
0,0 0,0

variavel z variavel y

Figura 3.5: Transformagdo inversa, limitada pelo n® de informagdes z.

Na verdade, s6 se conhece a funcdo de reparticio empirica F(z) que é constituida pelo

nimero n de medidas disponiveis. A funcgo de reparticio empirica F(z) é definida por:

A 1n
F(2) == X 12y <2 (3.27)
N o=1
Dessa forma, a funcdo de anamorfose que relaciona as VAs Z e Y é na verdade uma funcao
de anamorfose empirica ¢(y) (Figura 3.6), dada por:

l,seyel,

n
oy)= > 7. . sendo que: 1 =
oY) = X 2o 1ye, g velo {O, seyel,

onde I, so 0s segmentos }G‘{%}G"{%ﬂ ez, (a=1,2,..,n) étal que z; < 7, <...< z,.

y4

Znf———— — — — — ———— —

G1(1/n) GL(n-1/n)

Figura 3.6: Anamorfose empirica.
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Assim, a inferéncia da incerteza associada a um dado valor z diferente de qualquer valor z(u,)

ndo pode ser diretamente determinada, pois §(y) nado é bijetiva (monotbnica crescente). Portanto, a

funcdo de reparticdo empirica Ie(z) (e conseqiientemente @(y) ) deve ser discretizada para aumentar

sua resolucgdo e alcangar a forma de ¢ mostrada na Figura 3.3.

A partir do procedimento de anamorfose Gaussiana (procedimento grafico) descrito
anteriormente, a resolugdo da funcdo de reparticdo empirica le(z) pode ser aumentada por meio da

interpolacdo dentro de cada classe de valores (zy.1, zc] e extrapolagao das classes extremas. Deutsch e
Journel (1998) propdem varios modelos de interpolagdo e extrapolacao para cada parte da
distribuicdo: trecho extremo inferior, classes (zy.1, z¢] e trecho extremo superior.

O modelo linear de interpolagdo, geralmente, é empregado entre os valores experimentais,
isto é, dentro das classes de valores (z.;, zJ]. Esse modelo, que proporciona uma distribuicao
uniforme entre os valores experimentais z(u,), € dado por:

F@)] 1o =F (@) + {ﬂ} : [F* (z) —F (z-1) ] / Vze (zk-1,2d] (3.28)
Zk — Zk-1
O modelo poténcia também pode ser utilizado para a interpolagdo entre os valores

experimentais. Esse modelo é um caso particular do modelo linear:

F@]pot = F (2 + sz‘_%} [F@-Fal, vze@aal (3.29)

onde a poténcia w deve ser obrigatoriamente superior a zero. Varios modelos de interpolagdo podem
ser inferidos variando o valor de w (Figura 3.7):

i. w=1 corresponde ao modelo linear;

ii. w<1 gera distribuicGes de assimetria positiva;

iii. w>1 gera distribuigdes de assimetria negativa.

110’ n .
Modelo poténcia

F*(z) -

Probabilidade

P (ze1)

0,0

variavel z

Figura 3.7: Modelo poténcia de acordo o valor atribuido a w.
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Esse modelo também pode ser usado para modelar o trecho inferior e superior da distribuicdo
cumulativa de probabilidade dos n valores de z. Nesse caso, os valores extremos z,, € Zmax devem ser

pré-determinados. Por exemplo, o trecho inferior de uma distribuicao pode ser modelado como:
z w>1
[F@)]pot = {ﬁ} F (@) Y 2¢€ (zmin s 21] (3.30)
Z1 — Zmin
pois F(zmin) = 0, assim como F(zya) = 1.
Na modelagem do trecho superior por meio do modelo poténcia, a escolha de znax € muitas
vezes arbitraria. Como alternativa, o modelo hiperbdlico permite uma aproximacgdo assintética da

probabilidade maxima. Isto é: F(z_.)=1. Essa aproximacdo é realizada de acordo com uma

distribuicdo de assimetria positiva. Assim o modelo hiperbolico é definido como:

A
F@)] o :1—2—W , Vz>z e w21 (3.31)

Nesse caso, 0 parametro w controla a taxa de aumento que faz a distribuicdo cumulativa de
probabilidade experimental alcancar a probabilidade maxima (Figura 3.8). O parametro A é definido
por:

=g [ -F )] (3.32)

De modo que se z = z, o modelo hiperbdlico se identifica com a probabilidade cumulativa

experimental F'(z).

110 7 . 7.
Modelo hiperbdlico
£ 3 S
F*(z«) 50
2,5 1 5
(0] 1,0
©
[1+]
]
3
©
e
<
o
F*(zc1) -|— — —
|
0,0 !
Zk-1
variavel z

Figura 3.8: Modelo hiperbolico, de acordo o valor atribuido a w.
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Outro procedimento utilizado para aumentar a resolucdo da funcdo de anamorfose empirica
®(y) é desenvolvé-la com auxilio dos polindmios de Hermite. Em outras palavras, a fungao ¢(y)

pode ser discretizada (e modelada) por meio do ajuste de um modelo analitico polinomial de ordem k.
Isso somente é possivel porque as distribuicdes bivariadas do modelo Gaussiano sao isofatoriais.

Em geral, as distribuicdes bivariadas da FA Y(u), de fungao de reparticdo G(y), constituem um
modelo isofatorial se a distribuicdo bivariada do par (Y(u), Y(u+h)), Yu e Vvh, puder ser fatorizada. A
principal propriedade de um modelo isofatorial estd no fato de que existe um conjunto de fungdes
{x(y): k =0, 1,...} no qual pode ser utilizado para decompor uma funcao de Y(u) [o(y)] em uma

série como:

5 8, ) (3.33)
k=0 :

onde os coeficientes ¢, sao dados por:

0= [00Y) % (v)-a(y) - dy (3.349)

Na verdade, as k fungdes yx, (y) sdo FAs que representam os fatores dos modelos isofatoriais.
Esses modelos sdo denominados isofatoriais, pois os fatores x, empregados na decomposicdo da
distribuicdo bivariada do par (Y(u), Y(u+h)) sdo independentes do vetor h (y,(y) sdo FAs

espacialmente independentes). Chilés e Delfiner (1999, p. 396) apresentam algumas propriedades dos
modelos isofatoriais.
Toda a funcao de quadrado integravel, com relacao a densidade Gaussiana g(.), pode ser

desenvolvida em polindmios de Hermite (Lantuéjoul 1994, p. 24). Como _jm 9%(y)-g(y)-dy < +oo, a

+oo
funcao de anamorfose empirica ¢(y) pode ser expandida em uma série infinita como:

oo

oY) =¥ %HK(Y) (3.35)

onde os coeficientes @y sdo calculados a partir de :
+oo
¢ = Jo(y) - Hi(y)-9(y) - dy (3.36)
Nesse caso, as fungbes y,(y) sdo constituidas pelos polindmios de Hermite H,(y), ou seja:

% (Y) =Hi (y) .
A integral dos coeficientes ¢, pode ser resolvida por meio de métodos numéricos de
integracdo ou pela expansdo em um somatorio discreto, envolvendo os valores experimentais z,, a

densidade Gaussiana g(.) e os polinbmios de Hermite:

n
O = Oélzoc Aoy _19] (3.37)
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onde A, representam os incrementos entre valores y, , = Gl((a-1)/n) e Yo = G(a/n), e sdo
definidos como:
Adf 191 = He-1(Ye) " 9(Y o) —Hike1 - (Y1) - I(Y 1) (3.38)
A grande vantagem de se utilizar os polinbmios de Hermite, para modelar a funcdo de
anamorfose empirica, é que os coeficientes sdo invariantes, independente do grau do polindmio. Ao
contrario, em um ajuste por meio de um polinémio comum, os coeficientes dos mondmios (1, y, y?,...)
variam de acordo com o grau do polinémio.
Os polindmios de Hermite sdo definidos por meio da formula de Rodrigues (Chilés e Delfiner,
1999, p. 399):

1 d"g(y) n*™ derivada da densidade Gaussiana
H = =
) aly) dy" densidade Gaussiana (3.39)

A partir do calculo da primeira e segunda derivada, os dois primeiros monémios sdo definidos como:
Ho(y) = 1 e Hy(y) = -y. Os demais monOmios sdo calculados por meio da seguinte férmula de

recorréncia:
Hoit(Y) ==Y Hng)-NHn-1 (V) (3.40)
Dessa forma:
Ha(1)=y* -1,
Hs(y) =—y>+ 3y, e assim por diante.
Porém, a expansao de ¢(y) em polinbmios de Hermite ndo a torna bijetiva, mas garante sua

continuidade (em termos de polinémios de Hermite). Entretanto, é possivel torna-la bijetiva a partir de

" k
um truncamento (dentro do dominio das informagdes de y) no termo k da série ¢ (y)= > %Hk(y) .

A discretizagao de (p*(y) aumenta proporcionalmente com k, fazendo com que (p*(y)
(modelo polinomial) se ajuste gradativamente a funcao de anamorfose empirica @(y). Contudo, a
utilizagdo de um numero elevado de mondmios e coeficientes (por exemplo, k = 1000) pode
comprometer a bijetividade de (p*(y). Wackernagel (2002) recomenda a utilizacdo de 30 a 50

coeficientes. Segundo David (1988, p. 177), para esse método, o0s seguintes critérios sdo
considerados para avaliar o desempenho do processo de normalizagao:
i. o primeiro coeficiente (¢,) deve se aproximar a média experimental do conjunto de

informac0es, pois teoricamente (e facilmente demonstrado): E[Z(x)] = ¢

ii. o modelo ¢ (y) deve se ajustar & fungdio de anamorfose empirica §(y);

iii. a distribuicdo transformada y(u,) = ¢ ' (z(u,)) deve seguir um comportamento

estritamente normal N(0O,1).
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3.5.4. Consideragoes finais sobre a anamorfose Gaussiana
A normalizacdo por meio da anamorfose Gaussiana é um processo simples, entretanto sua
aplicagdo nem sempre é possivel. Por exemplo, se a VA Z(u) apresenta 50% de seus valores nulos (o
que corresponderia a 50% de valores negativos no espaco Gaussiano), seria necessario classifica-los
em ordem crescente por meio de um dos processos especiais (de desempate) descritos
anteriormente. Isso acarretaria em estimativas fortemente tendenciosas ou até aleatorias,
comprometendo a fidedignidade da metodologia geoestatistica. Ainda, essa classificacdo especial
poderia degradar a biGaussinidade ou multiGaussianidade teoricamente assumida pelo método.
Portanto, a anamorfose Gaussiana pode ser adequadamente empregada somente quando os
histogramas das distribuicOes experimentais revelam um comportamento continuo e ndao muito
assimétrico. O mesmo se aplica ao procedimento de anamorfose por meio da expansdo limitada dos
polinbmios de Hermite. Dessa forma, para os casos onde:
i. a distribuicdo experimental das n medidas z(u,) (o = 1,...,n) apresenta uma freqiiéncia
significante de valores iguais (ou quase iguais) ou com forte assimetria;
ii. a distribuicdo transformada pela anamorfose Gaussiana apresenta leis bivariadas que nao
sdo biGaussianas;
€ necessario modificar a estratégia de tratamento das informagGes e partir em direcao aos modelos
ndo-paramétricos (indicadores), os quais ndo impdem nenhuma forma pré-determinada nem

expressoes analiticas para as distribuicdes condicionais.

3.6. Método dos Indicadores — método nao-paramétrico

O método dos indicadores (Journel, 1983) é um método ndo-paramétrico no qual a dclp
F(u;z|(n)) ndo é determinada com auxilio de modelos (por exemplo, 0 modelo multiGaussiano, onde a
média e a varidncia sdo suficientes para a modelagem da dclp em qualquer localizagdao u, u € A).
Nesse método, a construcdo dos modelos locais de incerteza (dclp) é realizada diretamente a partir
das informac0es, com auxilio de um conjunto de K valores limite z, dentro do dominio de variacdo de
Z(u) (Figura 3.9) onde:

F(u; z | (n)) =Prob{Z(u) <z, | (n)} k=1,..K (3.41)

Para cada localizacao u (u € A) a dclp é constituida pela probabilidade referente a cada valor
limite z,. Desse modo, o modelo de incerteza local sera tao discretizado quanto maior for o nimero K
de valores limite z, utilizado. Portanto, a construcdo das dclp depende do nimero de informagGes
disponiveis, nesse caso, os valores z,. Assim, como no caso do método paramétrico, a dclp deve ser
interpolada dentro de cada classe (z; z.1] € extrapolada além dos dois valores limite extremos (z; e

Zk) .
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[F(uas; z|(n))]*
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Probabilidade

0,5 | '
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Figura 3.9: Modelo de incerteza para a localizagdo u (dclp) a partir do método ndo-paramétrico. Dez valores limite z

(k=1,...,10) foram usados para a construgao da dclp.

A construcao da dclp em qualquer localizacao u (u € A) sé é possivel porque no método dos
indicadores a distribuicdo marginal da VA I(u;z,) é totalmente caracterizada por um Unico parametro:
sua esperanca matematica. Ainda, esse parametro é igual a distribuicdo local de probabilidade (dlp)
da VA Z(u) para um dado valor limite z,. Isto é:

E[I(u; )] = Prob{Z(u) < z, }
(3.42)
Efl(u; )] = F(u, 2,) k=1,...,K
Portanto, de forma andloga, a esperancga condicional da VA I(u;z) é igual a distribuicdo condicional
local de probabilidade (dclp) da VA Z(u):
E[i(y; z, | (n))] = Prob{Z(u) <z, | Z(u,) =z, o=1,...,n}
(3.43)
E[l(y; z | (n))] = Prob{z(u) < z, | (n)} k=1,..,K
Em outras palavras, a probabilidade condicional da VA Z(u) ser inferior ou igual a um dado valor limite
¢ € igual a esperanca condicional da VA indicadora I(u;z,).

Para construir a VA indicadora I(u;z), as n informagGes disponiveis sobre as VAs Z(u,) (o =
1,...,n) devem ser previamente transformadas em VAs I(u,zc). A resposta de I(u,z) € binaria,
valendo 1 se Z(u,) <z.e 0 se ndo. Os valores indicadores i(u;z) sdo interpretados como resultados
ou realizacdes de um conjunto de VAs I(u;z) que constituem um modelo de FA indicador I(u;z).

Como cada informacdo condicionante z(u,) (o = 1,..., n) é codificada de acordo com K valores
limite e transformada em K valores indicadores i(u4;z), entdo, na verdade, a esperanca matematica
da VA I(u;z) da Equacdo 3.43 é condicionada aos valores indicadores locais i(Uq;zk):

Prob{Z(u) < z, | (N)} = E[I(u; z,) | I(u,; 2 ) = i(uy;z), o=1,..,n e k=1,..,K] (3.44)
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Entretanto, na pratica, somente as VAs indicadoras I(uy;z) do valor limite z, corrente (analisado no
momento) sao utilizadas como dados condicionantes. Dessa maneira, a equagao passa a ser escrita
de acordo com a seguinte aproximagao:
Prob{Z(u) <z | (M)} =~ E[l(u; 2) | Aua;2i) = i(U6;Zi), =10 ] (3.45)

Portanto, essa aproximagao reduz o nimero de dados indicadores condicionantes de n * K
para n. De certa maneira, essa aproximacao abdica das correlacdes cruzadas entre as VAs indicadoras
I(uy; ) definidas para diferentes valores limite z.

A esperanga condicional da VA indicadora I(u;z) da equacdao acima pode ser escrita em
termos de uma série expandida (Bahadur, 1961, Journel e Alabert, 1989):

Bl 240 U032 = a2, 0= Lo J= 20+ San () a2
+ %1 iaZ (Uoc ’ Uoc') : i(Uoc ’ Zk) : i(Uoc' ’ Zk) (346)
a=1la'£a

n
t.otan HI(UOLIZK)

a=1
Uma aproximacao de primeira ordem da esperanca condicional da VA indicadora I(u;z) da Equagao
3.45 pode ser obtida considerando os primeiros n+1 termos:

Prob{Z(u) < z, | (M) = 20+ 3 (o) it 2 (3.47)

O conjunto de n+1 coeficientes (ay,...,a,) da aproximacdo de 12 ordem da dclp da VA Z(u)
sdo determinadas por meio de uma multipla regressao linear dos dados indicadores desconhecidos
i(u;z¢) (nas localizagdes ndo amostradas) sobre os n dados indicadores i(u,;zc) experimentais. De
acordo com o teorema da projecao (Luenberger, 1969, p. 49), a estimativa por minimos quadrados
(krigagem) dos indicadores i(u;z,) € igual a estimativa por minimos quadrados de sua esperanca
condicional (Goovaerts, 1997, p. 284). Dessa forma, as probabilidades condicionais que constituem a
dclp F(u;z|(n)) podem ser determinadas por (co)krigagem dos indicadores em qualquer localizacdo u
ndo medida.

3.6.1. Codificacao binaria das VA

Cada informagdo conhecida z(u,) (o0 = 1,...,n) é confrontada com os K valores limite z.
Assim, para cada z(u,) existe um conjunto de K valores binarios que sdao (co)krigados para a
determinacao de cada probabilidade referente a z, em qualquer localizacdo u desconhecida. O
conjunto de K informac0es binarias pode ser representado por uma matriz coluna (vetor) de dimensdo

igual a K.
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I(ug;zy)
I(uoc;ZZ)
I(u,; z) = : , com k=1,.,K e a=1,..,N

I(uy;z¢ 1)
I(uy;zk)
onde:
1, sesim

0. se ndo ,com k=1,..,K
!

Iug;zy) =i(Ug;zy) =1u)<y = {

A codificacdo dos n valores assumidos pelas VAs Z(u,) pode ser esquematizada em um
quadro (Quadro 3.1) que relaciona as n de informacdes e os K valores limites z.. Por exemplo, em
uma situacdo onde foram pré-estabelecidos cinco valores limite z, (K = 5) e existem quatro
informacOes:

Zk => z1 = 0%, z, = 7%, z3 = 10%, 2,% = 12% e z5 = 100%
Z(uy) => z(uy) = 11%, z(uy) = 3%, z(u3) = 10% e z(uy) = 17%

Quadro 3.1: Relagdo do valor dos indicadores segundo cada valor limite z, para as
quatro informagdes z(u,).

o k Zy Z Z3 Z4 Zs
z(uy) 0 0 0 1 1
z(uy) 0 1 1 1 1
z(us3) 0 0 1 1 1
Z(uy) 0 0 0 0 1
Soma 0 1 2 3 4

Fregiiéncia 0 1/4 1/2 3/4 1

Nesse quadro, a razao entre o somatdrio dos elementos de cada coluna e o nimero n de

informagOes resulta na proporcao de valores z(u,) (o = 1,...,n) abaixo do valor limite z. Esse
conjunto de freqliéncias representa cinco pontos discretos da funcdo de reparticdo empirica Ie(z)

(dependente do nimero n de medidas disponiveis) desde que
A 1n
F(2) == X 12«2 (3.48)
N =1

O primeiro passo no processo de codificagao binaria das VAs Z(u,) é a escolha do nimero K
de valores limite z,. Segundo Goovaerts (1997, p. 285), o nimero K, raramente deve ser maior do que
15. Por outro lado, o mesmo autor sugere que K ndo deve ser menor do que cinco, para garantir que
0 modelo de incerteza local seja suficientemente discretizado.

Apds a escolha de K, parte-se para a escolha dos valores z,. Geralmente, esses valores sdo
escolhidos de modo que o intervalo de variagao de z(u,) (& = 1,...,n) seja dividido em (K+1) classes

com frequiéncias aproximadamente iguais. Contudo, se existir algum teor critico z. (ou teor de corte)
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que deva ser considerado nas etapas seguintes do estudo, recomenda-se que algum valor limite z
coincida com z..

Da mesma forma, é conveniente que as classes da distribuicdo experimental que despertam
maior interesse sejam mais discretizadas. Entretanto, ndo é recomendado discretizar a distribuicdo
antes e depois do primeiro e nono decil, respectivamente. Isso porque, o calculo dos semi-
variogramas experimentais pode se tornar muito dificil em virtude da disponibilidade de um ndmero
reduzido de pares. Dependendo da quantidade de informagdes, 10% do nUmero total pode ser
insuficiente para o calculo dos semi-variogramas. Em alguns casos, por insuficiéncia de dados, os
semi-variogramas ligados a valores limite extremos precisam ser inferidos.

A partir da definicdo dos valores limite z, a proxima etapa consiste no calculo dos semi-
variogramas experimentais dos indicadores para cada z. Ou seja, sdo necessarios K modelos de

continuidade espacial dos indicadores para a estimativa de I(u;z.) por krigagem e K* para a mesma
estimativa por cokrigagem. Como descrito anteriormente, o calculo de [I(u;zk)]fco)krigagem garante o
conhecimento de [F(u;z(n))]’, pois

[Feu; z O] = [100; 240) | copigagem = EMCU;2) [ (M k=1,..,K (3.49)

Van Meirvenne e Goovaerts (2001) propuseram um procedimento alternativo de codificacdo

que permite que os erros analiticos (erros de medida de laboratdrio) e de amostragem sejam
considerados. Essa codificacdo € baseada principalmente na consideracdo do coeficiente de variacdo
dos resultados do processo analitico (obtidos por repetibilidade). A metodologia também se baseia na
substituicdo dos valores experimentais z(u,) por uma distribuicdo Gaussiana centrada em z(u,)
(assumindo a hipdtese de ndo tendenciosidade) e com um desvio padrao o(u,,) calculado da seguinte
forma:

o(ue) = CV - z(ug) a=1,..,n (3.50)
onde CV é coeficiente de variagdo do processo analitico. Assim, esse procedimento de codificacdo
alternativo é realizado por meio da seguinte equacdo:

i(U4;2¢) = Gl(z« - 2(ug )/ o(ug )] k=1,...K (3.51)
onde G[.] é distribuicdo cumulativa de probabilidade Gaussiana padrdo. A codificacdo apresentada
acima, deixa de mostrar uma caracteristica binaria, uma vez que esse procedimento produz VAs
indicadoras com valores dentro do intervalo definido por [0;1]. Essa codificagdo é conhecida como
soft indicators (Journel, 1986a).

3.6.2. Krigagem dos Indicadores
A probabilidade estimada [F(u;zk |(n))]*, associada aos valores limite z,, € determinada por

meio de uma combinacdo linear entre os elementos indicadores da circunvizinhanca de cada

localizagao u alvo. Os ponderadores dos indicadores retidos nessa vizinhanga centrada em u podem
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ser determinados por krigagem. Assim, a estimativa do modelo de incerteza local (dclp) nas
localizagbes ndo medidas u é composto pelo resultado de K combinacgdes lineares. Os algoritmos de
krigagem mais comumente usados sdo o de krigagem simples dos indicadores (KSI) e krigagem

ordinaria dos indicadores (KOI). Como sera visto, a estimativa de probabilidade [F(u;z, [(n)]” éo

resultado da combinacao linear de n(u) e n(u) + 1 elementos, quando aplicado o algoritmo de KOI e
KSI, respectivamente.

3.6.2.1. Krigagem Ordinaria dos Indicadores
Como para o caso de krigagem ordinaria, o algoritmo de KOI é aplicado quando a média m

[nesse caso m, ou F(z)] é desconhecida. Esse estimador € definido como:
* n(u)
[1(u; z2)] o1 = > o (472 ¥ 1y 2) k=1,..K (3.52)
o=

Os pesos A, atribuidos aos valores binarios das VAs indicadora I(u,;z) circunvizinhos de u sdo

determinados pela resolucdo do seguinte sistema de krigagem:
n(u)
[El A (U2 )-Cr(ug — Ug; 7 ) + o (U524 ) = Cr(uy —U; 2, ) a=1,..,n(u)

o (3.53)
M (Uiz) =1

onde Ci(h;z) é a funcdo de covariancia da VA I(u;z), referente ao valor limite z, € pxw € 0
Lagrangeano. No caso de KOI, a estimativa da dclp é determinada por meio de K combinacoes
lineares de n(u) elementos.

Os algoritmos de KO em geral (dentre eles KOI) permitem que as flutuagdes locais em torno
da média da variavel alvo sejam consideradas. Isso é realizado por meio da limitacao do dominio de
estacionaridade, de acordo com a circunvizinhanca de cada localizacdo u a ser estimada, de modo que
a média global (desconhecida) seja filtrada. Por esse motivo, os sistemas de KO (em geral) também
podem ser expressos em termos da fungao semi-variograma y(h) (no caso de KOI: y(h;z)). Isso s6 é
possivel porque o erro da estimativa (€) € uma combinacdo linear autorizada (CLA), o que permite que
a variancia do erro Var(g) seja expressa em termos de C(h) ou de y(h). Dessa forma, as equagdes de
KO se aplicam a variaveis estacionarias e intrinsecas — Capitulo 2. Como sera visto a seguir, 0 mesmo
ndo é valido para o algoritmo de KSI (KS, em geral), que somente pode ser expresso termos de
covariancias. Entretanto, por razoes de eficiéncia computacional, os sistemas de krigagem (em geral)
sao resolvidos em termos de covariancias ou pseudocovariancias (quando o modelo variografico

empregado nao apresentar patamar — sill) (Goovaerts, 1997, p. 135).
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3.6.2.2. Krigagem Simples dos Indicadores
Ao contrario do algoritmo de KOI, o de KSI incorpora a média global dos indicadores, segundo
cada valor limite z:
* n(u) n(u)
izl = )iz 1- Bz |Fe) K=tk @9
onde E[I(u;z)] = F(z¢). Ou seja, F(z,) é simplesmente a proporgao de informagdes inferiores ou iguais

a z (isso no caso em que a funcdo de reparticdo empirica le(z) for suficientemente representada para

permitir que M~ E[I(u;z)]). No Quadro 3.1, se le(z) fosse representativa, F(z,) poderia ser lido
diretamente como sendo a fregiiéncia referente a z. Portanto, a estimativa da dclp por meio do
algoritmo de KSI é determinada pelo resultado de K combinagdes lineares de n(u)+1 elementos.

No algoritmo de KSI, os pesos A, sao calculados a partir da resolugdo do seguinte sistema de

krigagem:
n(u)
Bgl A (U2 ).Cr(uy —ug; 2 ) = C(uy, —U; Zy) a=1,..,n(u) (3.55)

Nesse caso, o erro da estimativa € ndo é uma CLA e por isso a variancia do erro Var(g), que
da origem as equacbes de krigagem, s6 pode ser escrita em termos de covariancias C(h). Dessa
maneira, o sistema de KS (em geral) é exclusivamente dirigido as variaveis estacionarias — Capitulo 2.

3.6.3. Cokrigagem dos Indicadores

Além dos estimadores convencionais de krigagem, ainda ha a possibilidade de cokrigar os
indicadores (CKI) e utilizar outros algoritmos, como krigagem de probabilidade (KP) ou krigagem da
mediana (KM). Os algoritmos de cokrigagem podem considerar todas as informacdes disponiveis entre
os K valores limite z.. Dessa maneira, o conhecimento de que uma determinada informagao z(u,) é
inferior a um dado z e superior a z¢ (informacOes dependentes) pode melhorar a coeréncia entre as
estimativas. E possivel cokrigar essas informac0es utilizando os algoritmos de cokrigagem simples dos

indicadores (CKSI) ou o de cokrigagem ordinaria dos indicadores (CKOI).

3.6.3.1. Cokrigagem Ordinaria dos Indicadores
A estimativa da probabilidade [F(u;zk | (n))]*é calculada por meio de CKOI da seguinte forma:
[F(U;Zko | (n))] EKOI: [I(U} Zko)] ZKOI

K n(u)
=2 X AUz ) . I(ug;2)
k=lo=1

(3.56)

onde os ponderadores A S30 0s pesos atribuidos as informacgdes indicadoras de cada localizacdo
[I(ue;z)] € ko € a faixa indicadora alvo. Nesse algoritmo, a estimativa da probabilidade associada aos

valores limite z, (em cada localizagdo desconhecida) é o resultado da combinacdo linear de K*n(u)
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elementos. Assim, a estimativa da dclp por meio de CKOI é determinada pelo resultado de K
combinacdes lineares de K*n(u) elementos.

O valor limite z representa a faixa indicadora da probabilidade a ser estimada na localizacao
desconhecida u. Os ponderadores A, sdo dependentes da localizagao u e do valor limite z, — faixa
indicadora alvo. Como mostrado no sistema cokrigagem (3.57), em virtude dessa dependéncia, ha
uma diferenca em relagdo as condigbes impostas aos ponderadores das demais faixas indicadoras. O
sistema de CKOI para o calculo dos ponderadores A, composto por (K*n(u))+K equacdes, é dado

abaixo:

K n(u)
k'z—:1 [El;\«ﬁk (U;Zko ) YI(UaIUB;Zkle‘)+ My = YI(uan;Zerko )I o=1,.,n(u)

e k=1,..,K

(3.57)

n(u)

leak (U}Zko )= 3 k= 1,...,K
o=

onde vi(h; z, z¢) € a fungdo semi-variograma (direta ou cruzada) entre as VAs indicadoras I(u,;z),
referente aos valores limite z, e z¢, separados por uma distancia representada pelo vetor h. Na
segunda equagado, o valor de & é 0, exceto quando k = ko, onde 5=1. Ou seja, o somatdrio dos pesos
atribuidos as VAs I(u,;z) associadas a faixa indicadora na qual se deseja estimar a probabilidade deve
ser igual a um. Enquanto que o somatdrio dos outros pesos deve ser nulo. Essas condigdes sdo
atribuidas para que a média da VA a ser estimada seja filtrada. Isso porque, como em qualquer
estimador de KO, as esperancas matematicas das variaveis alvo sdo consideradas desconhecidas.
Como discutido anteriormente, os sistemas de krigagem ordinaria (em geral) podem ser
expressos em termos de semi-variogramas. O mesmo pode ser valido para os sistemas de cokrigagem
ordinaria (CKOI) se for assumido que Cy(h) = Cj(h). Na realidade, essa igualdade ndo é verdadeira,
pois:
Ci(h)=Cy(=h) ,
Assim como:
C;(h) = Cy(=h)
Essa caracteristica é chamada de “efeito de retardo”. Contudo, na pratica essa assimetria é
freqlientemente ignorada pelas seguintes razdes (Goovaerts, 1997, p. 73):
i. as ferramentas descritivas usuais de correlacdao espacial sdo os semi-variogramas diretos e
cruzados, que sao simétricos;
ii. o “efeito de retardo” reflete flutuacdes experimentais que podem ser o resultado da
disponibilidade de um ndmero reduzido de pares de informacdes;
iii. @ modelagem de covariancias cruzadas assimétricas é bastante dificil (Journel et a/., 1978,
p. 173).
Portanto, ao assumir que Cj(h) = Cj(h) o nimero de covariogramas, diretos e cruzados,
necessarios para a resolugdo dos sistemas cokrigagem é reduzido de K* para K*(K+1)/2. Mesmo
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assim, cokrigar as VAs indicadoras I(u,;zc) pode ser uma tarefa muito trabalhosa. Por exemplo, para o
caso apresentado acima (codificacdo de Z(u)), onde existem cinco valores limite z, (K = 5) e quatro
informag0es disponiveis z(u,) (o = 1,...,4), a estimativa da dclp em uma localizagao u na vizinhanga

dessas informacdes, por meio de CKOI, seria realizada da seguinte forma:
« 5 4
[F(U;Zko | ()] &or = P Z_lkak(U;zko)-I(ua;zk) ko=1,..,5 (3.58)

Isto &, a dclp em u seria composta pelo resultado de cinco combinagGes lineares de 20
elementos. Sendo que 0s pesos Ay atribuidos aos valores assumidos pelas VAs I(u,z¢) seriam
determinados por meio da resolucdo de cinco sistemas de cokrigagem compostos por 25 equagdes.
Por exemplo, para a estimativa de [I(u;z3)]* em fungdo das VAs indicadoras [I(uy;z)] (k = 1,...,5e a

=1,.,4):

n(u) n(u) n(u) n(u) n(u)
ﬁ% KﬁlYI(UmUsFZuZl)‘*' %1 kﬁzYI(UmUB;ZuZz)*' %1 7»[53Y1(Uarus;21r23)+ %1 7»s4YI(UmUsFZ1:Z4)+ ﬁ% kBSYI(UmUB;Zqu)*' =71 ueiz1,23)

n(u)

n(u) n(u) n(u) n(u)
[El lﬁlYI(Uu,UﬁFZZrzl)‘*' [El kﬁzYI(Uu,Uﬁ?Zzlzz)‘*' [El hﬁaYI(Uu,UB;22,Z3)+ B;l lB4YI(Ua,UB;22,Z4)+ B;l kﬁsYI(uarUB;Zzlzs)’r Ko =11 ua;22,23)

n(u) n(u) n(u) n(u) n(u)
[El lﬁlVI(Uuruﬁ?th)* ﬁa lﬁzVI(UarUB;ZyZz)* [El Ap3 V1 (Uuluﬁ;z3lz3)+ Igl 154Y1(ua,u5;23,24)+ ﬁa lBSVI(Uu:Uﬁ;Zsz)Jr By =71 uq;iZ3,23)

n(u) n(u) n(u) n(u) n(u)
ﬁa }\.BlYI(Um:U[s;Z4rzl)+ gl hﬁzYl(umusFZmZz)*' ﬁa 7»53Y1(ua,u[s?z4r23)+ %1 7»[54YI(UWU5FZ4rZ4)+ Bgl kBSYI(Ua:UsFZst)‘*'M =1 u6;24,23)

n(u) n(u) n(u) n(u) n(u)

[El lﬁlVI(Uuruﬁizsrh)* ﬁa lﬁzVI(UarUB;ZSIZz)Jr [El lﬁaVI(Uuruﬁizer3)+ Igl 7LB4Y1(Ua:UB;25:Z4)+ ﬁa lBSVI(Uu:UﬁizerS)JrHs =71(U, U625, 23)

n(u)
> haa(U523)=0
o=1
n(u)
> ha2(U23)=0
o=1
n(u)
> hasluizs)=1
o=1
n(u)
> haa(U;z3)=0
o=1
n(u)
> has(Uiz3)=0

=1

Matricialmente (Myers, 1982):
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Ty Yo Y Ne Bs 100 0 0| Wl
Bi Yo Vs Yu Y O 1 0 0 0| hy
T Yo Ym Y ¥ O 0 100 hy
Yoo Yo Yo Yas Yss O 0 0 1 0) by

s Y2 Y3 Ysa ¥ss 00 000 11 Rg ly

6 1 0 0 0 O O 0 0 O0f ul |0
06 0 1 0 0 0 O 0O 0 Of uyf |12

0 0 0 1 0 0 0 0 0 Of ug |0

6 0 0 0 1 0 O O O Of g |0

Evidentemente, para a resolucdo desse sistema de cokrigagem seriam necessarios o calculo e

modelagem de 15 semi-variogramas, entre diretos e cruzados.

3.6.3.2. Cokrigagem Simples dos Indicadores
Assim, como para o algoritmo de KSI (ou KS em geral), a aplicagao do algoritmo de CKSI
exige que a distribuicdo das VAs indicadoras I(u,;z) seja suficientemente representativa para permitir

que m, =~ E[I(u;z)]. Isso porque, o estimador considera o peso das médias m, para o cdlculo de

[I(U;Zko )] cxst - OU seja:

* K n(u)
[F(U;Zko | (n))] CKSI= El ;1 A (U Z)) - T(ug 5 Z¢) + 2o (3.59)

K n(u)
€ Ao =Mk, — 2 2 Aok Mk
k=la=1
onde Myo = F(Zko).
Assim, para cada faixa indicadora, os pesos Au(U;zg) sao determinados a partir de um
sistema de cokrigagem da seguinte forma:

Q)]
g b Xsk(U;Zko) ‘CI(ua,u;s;Zk,Zk')zCI(U,ua;Zk,ZkO) a=1,..,n(u) (3.60)

k'=1p=1
g k=1,.K
Em ambos algoritmos de cokrigagem (CKQOI e CKSI), a faixa indicadora da probabilidade a ser
estimada z define a relacdo de covariancias a ser empregada entre as localizagGes conhecidas e a

localizagdo incognita. Isto &, essas matrizes de covariancias variam de acordo com a estimativa de
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probabilidade de cada faixa indicadora z. Ao contrario, a matriz de covariancias entre as localizacoes
medidas é independente do valor limite z, € permanece a mesma para a estimativa de probabilidade
de todos os K valores limite z.

A desvantagem de CKOI em relagdo a CKSI é que a influéncia das variaveis secundarias tende
a ser minimizada pelo fato do somatdrio dos pesos dados a essas varidveis ser nulo. Essa condicdo

também aumenta a chance de ocorréncia de pesos negativos e, por conseqiiéncia, de estimativas

inaceitéveis, como probabilidades [I(u;zk0 )] ckor Negativas ou maiores a 100 % - problemas de

relacdo de ordem (secdo 3.6.5).

3.6.3.3. Krigagem da probabilidade

Um caso particular do estimador de CKOI é o algoritmo de krigagem da probabilidade (KP)
(Sullivan, 1984). Esse algoritmo utiliza as VAs indicadoras I(uy;z) (o = 1,...,n) (para um dado valor
limite z) e as informagOes originais z(u,), constituindo um sistema de cokrigagem que envolve
somente duas variaveis. Isto &, a cokrigagem das VAs indicadoras I(u,;z¢) usando as informagoes
originais z(u,) como varidvel secundaria. Entretanto, se a diferenca de magnitude entre as VAs
indicadoras (binaria) e as informacGes originais for muito elevada, podem ocorrer problemas de
instabilidade na resolucdo do sistema de cokrigagem, especialmente na inversao da matriz de
covariancias entre as localizacdes medidas. Para contornar esse problema, uma pratica comum
consiste em transformar as informacgbes originais em uma distribuicao situada dentro do dominio
definido por [0;1]. Essa transformagdo pode ser realizada por meio da razdo entre os respectivos
valores de ordenamento o(u,) (a partir da distribuicdo cumulativa original) e o nimero de informagdes
originais, ou seja:

t(Uo) = 0g(Ua)/n q=1,.,n (3.61)
onde, 04.1(Uq) < 04(U,) € 0g(Uy) € [1;N].

Assim, o estimador de KP é escrito da seguinte forma:
[Fu;zi | ()] ko= 105 21)] e

n(u) n(u) (3.62)
= Z Mal2) Muaiz) + 2 va(Uizi) - Hua)

k=1,.,K
Os ponderadores Ay (Uq;Zk) € Vo(Ug;Zk) sao determinados por meio da resolucao do seguinte
sistema de cokrigagem ordinaria, composto por 2*n(u) +2 equagoes:

n(u) n(u)

; }»B(U}Zk)'cl(ua,u;sizk)+ B§1Vﬁ(U;Zk)'CIt(Ua/Uﬁ;Zk)+HI(U;Zk):CI(uan;Zk)
n(u) n(u)

2 XB(U;Zk)'CtI(Ua/UB;Zk)+ )3 VB(U;Zk)'Ct(ua:uﬁ)ﬂlt(U;Zk):CtI(U,ua;Zk)

o i (3.63)
z_lxa(U;Zk)= 1

(u)

N veluiz)=0

o=1 a = 1l"'ln(u)
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onde:
Ci(h;z,) é covariancia espacial dos indicadores;
Ci(h;z) é covariancia espacial dos dados transformados e
Cu(h;zy) é covariéncia espacial cruzada entre os indicadores e dos dados transformados.
Assim, a estimativa da dclp em cada localizacdao ndo medida u requer a resolugdao K de
sistemas de CKO (de acordo com o apresentado acima). Para isso, o algoritmo de KP exige o calculo e
a modelagem de 2*K+1 semi-variogramas, entre diretos e cruzados (assumindo que Cy(h) = Cj(h),

como discutido anteriormente).

3.6.4. KI X CKI

Teoricamente, os estimadores de cokrigagem dos indicadores sdao melhores do que os de
krigagem dos indicadores, pelo fato de considerarem todas as K informagbes disponiveis em cada
localizagdo medida. Por esse motivo, a varidncia do erro da estimativa por cokrigagem sempre é
inferior ou igual a variancia do erro por krigagem, ou seja:

[Var(z*-2))]le« < [Var(Z*-2))I

Porém, a pratica tem mostrado que o uso de cokrigagem dos indicadores melhora apenas um

pouco os resultados. Segundo Goovaerts (1997, p. 298) isso é principalmente devido a trés razoes:
i. O resultado da codificacdo binaria ja incorpora informagGes significativas entre os K
valores limite z.

ii. Em uma condicdo isotdpica (como é o caso de CKI), para CKOI, a estimativa da
probabilidade do valor limite z tende a inibir a influéncia dos demais valores limite z.

iii. CKI gera mais problemas de relacdo de ordem do que os algoritmos de KI. Contudo, de
acordo com o problema em mados, esse ganho diferencial na qualidade das estimativas
pode ser significativo, justificando o emprego de CKI. Porém, como mostrado
anteriormente, os algoritmos de CKI s3ao mais complexos do que os de KI, pois requerem
a inversao de grandes matrizes, além de exigir o célculo e o ajuste (simultaneo) de
K*(K+1)/2 semi-variogramas (entre diretos e cruzados). Sendo que a determinagdao do
modelo linear de corregionalizacao (MLC) pode ser muito trabalhosa.

3.6.4.1. Modelo Linear de Corregionalizacao
No modelo linear de corregionalizagao (MLC), as estruturas diretas e cruzadas das diferentes

VAs sdo obtidas linearmente a partir das mesmas estruturas de base, sendo definido como:

Fij(h) =XB*-F°(h) (3.64)
S
onde B° sdo as matrizes de corregionalizagdo, constituidas pelas varidncias e covariancias bfj,

definidas para cada estrutura s de funcdo F(h). A funcao F(h) pode ser representada pela:
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i. fungdo semi-variograma y(h), v;(h) = XB°- v’ (h);
S
ii. funcdo covariancia C(h), Ci(h)=xB*-c%(h);
S
iii. funcdo correlograma p(h), pij(h) =¥yB*-p°(h);
S

Logo, o MLC é totalmente caracterizado pelas estruturas de base [y(h), C(h) ou p(h)] e pelas

matrizes de corregionalizacdo (B®). Contudo, para que o MLC seja autorizado € necessario que cada

matriz BS seja definida positivamente (determinante > 0). Em particular, a correlacao (definida pelo

- ~ bj; . -
coeficiente de correlagdo estrutural, p° = J_) entre duas varidveis deve estar definida no

i Dy
bs

intervalo [-1;+1]; condicdo que é garantida se i S1/bﬁ~b]$j. Sendo que, o semi-variograma

cruzado entre pares de VAs deve se situar dentro do intervalo definido por
-3bibg v (h) e +3 b5 b5 ¥ (h) -
S S

Entretanto, por definicdo, cada matriz B é automaticamente definida positivamente se as

VAs envolvidas [Z(u), i = 1,...,N] permitirem serem decompostas em VAs z°(u) espacialmente
independentes:
Zi(u) =m; + X 77 (u) (3.65)
S

[onde m; sdo as médias (m; = E[Z;(u)]) das N VAs Z(u)], de modo que os componentes 77 (u) possam

ser decompostos como: 77 (u) = Za% Y3(u). Sendo que, Y§(u) sdo FAs independentes, de média nula
q

(E[YZ(u)] =0, Vq,s) caracterizadas espacialmente por y°(h). Os elementos Yg(u) sdo chamados de
fatores regionalizados. Entdo, o MLC é definido como:

Zi(u) =m; + %%a{z Ya(u) (3.66)
onde os elementos aﬁw da matriz A, sdo os coeficientes dos fatores regionalizados Yg(u). Assim, a
partir de (3.66), o semi-variograma de Z;(u) é definido como:

y,(h) = %%(aﬁ])z y*(h) = b (h) (3.67)

ou seja: b} = Z(aﬁq)2 . Portanto, o MLC interpreta cada VA Z(u) como sendo uma combinacado linear
q

das FAs Yg(u) espacialmente independentes, sendo que as matrizes de corregionalizagdo B® sdo

derivadas a partir dos coeficientes aﬁq .

De maneira analoga, o semi-variograma cruzado é definido como:
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v;(h) = X ajal, v° (h) = bj - v*(h) (3.68)
s q 3
de modo que b = Taf as, -
q

A decomposicdo das VAs Z(u), (i = 1,...,N) em fatores regionalizados independentes Y3 (u)

pode ser melhor compreendida por meio do seguinte exemplo. Se duas VAs (i = 2), Z;(u) e Zy(u),

apresentassem o MLC abaixo
v;(n) =B v (h) + B2 v*(h)

onde:

¥, (h) = sph(h/20m) ,_ (bl =16 bl =12) 5 _ bl,=4 bl,=0
¥, (h) = sph(h/100 m) by, =12 b}, =25)" b5, =0 bi, =0

e
esse MLC seria autorizado, pois |b}2|s,/bh~b§2 , com p' = 06 e |bfz|s,/bfl-b§2 , com p® = 0.
Porém, o MLC é acima tudo autorizado porque permite que as VAs Z;(u) e Z,(u) sejam decompostas

em fatores Y3 (u) . Por exemplo:

Z1(u) =4viu)+0Y3(u)+2y2(u)+m, b, =42 +0% =16; b2, =22 =4
SNV T A T C A
Zi(u) 23 (u)
b3, = 3% +4° =25; b% =0%=0

Zo(u) =3Y{(u)+4Y3(u)+0YZ(u)+m,
NSRS ,
Z4(u) 22 bl,=4.3+0-4=12; b%=2.0=0

E importante salientar que a decomposicdo das matrizes de corregionalizacdo BS em fatores

Y5 (u) (de coeficientes aﬁq, representados pela matriz A%) ndo é realizada de uma Unica maneira. No

exemplo acima, foi utilizado o método dos componentes principais, onde que para cada estrutura s as

VAs Z77(u) estdo em correlagdo intrinseca. A analise regionalizada dos componentes principais
consiste na decomposicdo espectral de cada matriz de corregionalizacdo B° em valores proprios e
vetores proprios (Apéndice A):

BS = AS ‘(As)t’ com AS = Q5 /A e Qs ‘(QS)t =1
onde Q° é a matriz ortogonal dos vetores proprios e A° é a matriz diagonal constituida pelos valores
proprios [representa a matriz diagonal das variancias e covariancias dos fatores regionalizados Y§(u) ]
da matriz de corregionalizagdo BS. As matrizes AS representam os coeficientes do MLC, sendo que os

elementos aj sdo as covariancias regionalizadas entre as VAs Z;(u) e os fatores regionalizados Y3 (u)
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(Wackernagel, 1993, p. 14). Segundo Rivoirard (2002), o nimero maximo de fatores a ser empregado
€ igual ao produto do nimero de variaveis pelo nimero de estruturas de base utilizado.

3.6.4.2. Simplificagdo da cokrigagem

A cokrigagem entre as K FAs indicadoras I(u,;zy), definidas pelos valores limite z,, pode ser
grandemente simplificada se essas FAs forem correlacionadas intrinsecamente (modelo de correlacao
intrinseca). Isto &, se a correlacdo entre as VAs for independente do vetor h e, portanto da escala de
medida. Para que as K VAs indicadoras I(u.;z¢) estejam correlacionadas intrinsecamente, todos os
K*(K+1)/2 semi-variogramas simples e cruzados devem ser idénticos (proporcionais). Ou seja, todos
0s semi-variogramas envolvidos devem compartilhar as mesmas s estruturas de base, sendo que os s
coeficientes de correlacdo estruturais ps devem ser idénticos. Na verdade, esse modelo é um caso

particular do MLC. Nesse caso, as K VAs indicadoras I(u,;z) sao autokrigaveis e conseqlientemente
[1(y; 2 )] o = [I(u; )], ou seja: a cokrigagem se identifica com a krigagem.

Se as K FAs indicadoras estiverem correlacionadas intrinsecamente, o algoritmo de krigagem
dos indicadores da mediana (KIM) também pode ser aplicado, o que pode simplificar ainda mais o
processo de estimativa da dclp F(u;z|(n)). Entretanto, se esse ndo for o caso, outros algoritmos
podem ser aplicados visando a simplificacdo do procedimento de cokrigagem. A seguir serdo
apresentados os métodos isofatoriais e de krigagem dos componentes principais dos indicadores, além
do de KIM.

3.6.4.2.1.Krigagem dos indicadores da mediana
Como comentado na se¢do anterior, a aplicacdo desse método exige que as K FAs indicadoras
estejam em correlagao intrinseca. Isso porque, nesse algoritmo, todas as K VAs I(u,;z) compartilham

o semi-variograma dos indicadores referente ao valor limite z, mediano, ou seja, zw = F(0,5). Assim,

embora os coeficientes p; de cada semi-variograma ndo sejam constantes, o algoritmo considera
somente aquele de maior representatividade: b,, . Dessa forma, em cada localizacdo, todas as K VAs

indicadoras recebem os mesmos pesos. Ou seja, 0s pesos passam a ser independentes dos valores
limite z, e exclusivamente dependentes do semi-variograma mediano e da configuragao espacial das
informacdes retidas em cada localizagdo a ser estimada. Assim, o algoritmo se torna facil e compacto,
na medida em que s3ao necessarios a modelagem e a resolugdo de um Unico semi-variograma e
sistema de krigagem, respectivamente. Contudo, ha a perda da incorporacao das diferencas
existentes entre os semi-variogramas dos valores limite z,. Essa metodologia pode ser aplicada tanto
nos algoritmos de krigagem simples como nos de krigagem ordinaria dos indicadores. Por exemplo, o

estimador [I(u;zk)] ;IM por meio do algoritmo de krigagem ordinaria dos indicadores (KOI) é dado por:
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[F(u; e 1 ()] = 11005 24)] kam

n(u) (3.69)
A CORCHEY = 1. K
sendo que os ponderadores x'ij sao determinados pela resolucdao do seguinte sistema de KOI:
"W am
[El Ap (U)-Cim(Ug —Ug) + pyqm (U) = Cyy (U —u) o =1,...,n(u)
(3.70)

n(u)
> A (u) =1
p=1

onde Cyw(h) representa a covariancia espacial das VAs 1(u,;z), de acordo o valor limite z, mediano; e
Wqu representa o lagrangeano, segundo as equagdes de KIM.

3.6.4.2.2.Krigagem fatorial multivariada

A decomposicdo das VAs indicadoras I(u;zc) em fatores regionalizados Yg(u) pode ser de

grande utilidade quando for verificado que a correlagdo (h = 0) entre o conjunto de K VAs indicadoras
I(uy;z) é dependente da escala de medida. A correlagdo entre as K VAs pode ser o resultado da
mistura entre a correlacdo existente em diferentes escalas de medida. Por exemplo, a correlacdo
medida a grande escala, entre certos pares de VAs indicadoras, pode ser maior quando comparada
com a correlagdo original [escalas misturadas, todas K VAs I(u,;z¢)]. Nesse caso, ao invés de fazer um
tratamento geoestatistico utilizando simplesmente o modelo de continuidade espacial resultante, seria

interessante aproveitar da melhor maneira possivel essa maior correlagao apresentada em grande

escala. Isso se torna possivel a partir do momento em que os fatores regionalizados Y§(u) sejam

estimados, unicamente, em fungado das caracteristicas espaciais de cada estrutura s envolvida no MLC.

O procedimento conhecido como krigagem fatorial multivariada (KFM) ou analise
krigante (Matheron, 1982) permite estimar a probabilidade associada a cada valor limite z, em
funcdo da estimativa, por CKOI, dos fatores regionalizados de cada escala de medida s. Ou seja, cada

matriz de corregionalizagdo B° é analisada separadamente, de modo que as demais estruturas

presentes no MLC sejam filtradas. Assim, o estimador de [I(u;z)]* é dado por:
[1(u, z)] kem = My + 2 aj [Ya (U)] (3.71)
s q CKOI
onde:
My € a média {E[I(u,z)]} da VA indicadora, de acordo com a faixa indicadora k;

Y (u) sao os q fatores regionalizados das s estruturas e

aﬁq sdo os coeficientes dos fatores regionalizados Y (u) .
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Os fatores regionalizados Yg(u) sdo mutuamente independentes, porém o conjunto de K

fatores (de mesmo indice q e s) que ajudam a decompor as K VAs indicadoras sdo espacialmente
correlacionados. Por exemplo, a Figura 3.10 mostra a relacao existente entre os fatores regionalizados
do exemplo apresentado anteriormente (MLC).

nao correlacionados

+

Z1(u) =4 Y (u)+0 Y3 (u)+2YZ(u)+my

Z>(u) =3YH(u) +4 Y3 (u)+HOYZ(u)+m,

Lcorrelacio nados J

Figura 3.10: Esquema representando a relacdo de correlagdo espacial entre os fatores regionalizados.
Assim, os correspondentes fatores regionalizados Y3(u) de diferentes VAs sdo calculados por
CKOI a partir das K VAs indicadoras I(ug;z):
s * K n(u) s
[Yq (u)] CKOI = kzl Z]_ 7\‘q ok (u) ) I(u(xlzk) q = 1/"'IK (3-72)
=1 o=

onde os ponderadores xsqak(u), associados aos q fatores regionalizados das s estruturas, sao

determinados por meio da resolugao do seguinte sistema de CKOI:

K n(U)}\'s C . S _ LS Cs o= 1 n(u)
kél[sa qak(U)‘ (Ua'UﬁIZkle')+Hkq =aq - (u ju P
k=1,..,K
(3.73)
n(u) s
Y Agok(u)=0 k=1..K
onde:
C(h;z ) € a covariancia espacial (direta ou cruzada) entre as VAs indicadoras I(uy;z),

referente aos valores limite z, e z,, separados por uma distancia representada pelo
vetor h;
a5, C*(u s uq) representa a covariancia espacial entre as K VAs indicadoras e os fatores

regionalizados Y3(u)e

uﬁq € o lagrangeano do sistema de calculo dos q pesos associados as s estruturas das K
VAs indicadoras

*

Como qualquer estimador de krigagem, o estimador [Yg(u)] Kol nao deve ser tendencioso.

*

Para isso, a esperanca matematica do erro E([Yg(u)]— [YZ(U)] o1

j deve ser nula. Assim, como os

fatores regionalizados Yg(u) sdo FAs de média nula, para que essa condicdo seja respeitada o
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somatdrio de todos os ponderadores deve ser nulo. Ou seja, a condigao de ndo tendenciosidade filtra
as médias das K VAs indicadoras I(uy;z).

No sistema de CKOI apresentado acima, o termo aﬁq C°(u ,u,) representa a covaridncia

espacial entre as K VAs indicadoras e os fatores regionalizados Yg(u) . Entretanto, essa covariancia

ndo possui nenhum significado fisico, uma vez os fatores regionalizados sao meramente matematicos.

Portanto, os modelos isofatoriais também podem ser utilizados para simplificar o
procedimento de cokrigagem, especialmente se houverem mais de trés variaveis (como é o caso de
cokrigagem dos indicadores). Por exemplo, se K = 10, a estimativa da dclp em uma localizagao u por
CKOI seria o resultado de 10 combinag@es lineares de 10*n(u) elementos (Equacdo 3.56). Sendo que,
0s ponderadores seriam calculados por meio de 10 sistemas de CKOI compostos por 10*n(u)+10

equacdes. Se KFM fosse aplicada (a partir do MLC, decomposto por exemplo em Y% (u), Y% (u) e

Yf (u), como apresentado na Figura 3.10), a estimativa da dclp em u seria o resultado de 10

combinagOes lineares de quatro elementos (Equacao 3.71). Logo, com o emprego de KFM seria
necessaria a resolucdo de somente trés sistemas de cokrigagem, que definiriam os trés fatores

Y3 (u) . Contudo, esse procedimento ndo dispensa o calculo do MLC.

A cokrigagem de duas VAs Z(u) também pode se simplificada, se o MLC se enquadrar no
chamado “Modelo do Residuo” ou “Modelo de Markov” (Rivoirard, 2001 e 2002). Nesse caso, uma das
duas variaveis, juntamente com o residuo [R(u) = Z"(u) — Z(u)], sdo autokrigaveis. Assim, a VA Z(u)
que ndo é autokrigavel é estimada em funcdo da krigagem do residuo e da outra variadvel. Por
exemplo, o MLC exemplo apresentado acima (p. 54 e Figura 3.10) se enquadra no modelo do residuo.
Nesse caso a VA Z,(u) é autokrigavel e a VA Z;(u) poderia ser determinada, por cokrigagem, dessa

forma:
[Z, ()] & =a-[Z,u)] g +b+[R(u)]¢ (3.74)
_Cov[Z;(w),Z,w]
onde a= —Var[Zl(u)] eb=m -a-m,

Os termos m; e m, sdo as médias das VAs Z;(u) e VA Z,(u), respectivamente. Porém essa
simplificacdo s6 é aplicada nos casos onde existem duas variaveis, o que ndo é o caso de cokrigagem
de K VAs indicadoras I(uy;z).

3.6.4.2.3.Krigagem dos componentes principais dos indicadores

O método de krigagem dos componentes principais dos indicadores (KCPI) (Suro-Pérez e
Journel, 1991) agrega a Analise dos Componentes Principais (ACP) (Matheron, 1982; Davis e Greenes,
1983) e o formalismo dos indicadores para modelar as dclp. Nesse algoritmo, as dclp sao modeladas a
partir da estimativa dos componentes principais dos indicadores Y,(u), ao invés da estimativa dos

préprios indicadores I(u,;z¢). O método de KCPI é considerado uma simplificacao dos algoritmos de
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cokrigagem, pois permite que as dclp sejam modeladas com a mesma eficiéncia proporcionada pelos
algoritmos de CKI e com o mesmo esfor¢o despendido para KI. Isso porque, a ACP faz com que as
VAs indicadoras I(u,;z¢) sejam transformadas em componentes Y\(u) “independentes”, resumindo as
covariancias diretas e cruzadas dos indicadores em covariéncias diretas dos componentes principais.
Entretanto, como sera visto a sequir, as covariancias cruzadas dos componentes principais nao sdo
necessariamente nulas, mas sao insignificantes quando comparadas com as covariancias diretas — isso
explica porque o termo independente foi escrito entre aspas na frase acima. Isso faz com que os
componentes principais dos indicadores Y,(u) possam ser considerados como sendo autokrigaveis, isto
CAMIIEAD]

A Andlise dos Componentes principais € uma técnica algébrica de transformacdo linear de
vetores. Em duas dimensdes, ACP pode ser visto como uma rotacdo de eixos ortogonais, de modo que
0 angulo de rotacdo seja tal que o espalhamento da primeira varidvel transformada, ao longo do
primeiro eixo, seja maximo, enquanto que o espalhamento da segunda variadvel transformada, ao
longo do segundo eixo, seja minimo (Anderson, 1984).

ACP é um procedimento de ortogonalizagdao que ndo requer nenhuma hipdtese estatistica a
priori sobre as informacoes. Entretanto, a aplicacdo estatistica dessa ortogonalizagdo mostra que as
covariancias cruzadas entre as VAs transformadas Y,(u) sao estritamente nulas (Suro-Pérez e Journel,
1991). Ou seja:

Cov(YiYj) =E(YiYy) —E(Y) -E(Yy) =0, Vi (3.75)

Outra caracteristica importante apresentada pela ACP é que a variancia dos componentes
principais (Yy) € decrescente, isto é:

Var(y;) > Var(Y,) > Var(Y3) >.... > Var(Y,_y) > Var(yYy)

Sendo que, na maioria das vezes, as variancias apresentadas pelos Ultimos componentes
principais sdao quase nulas. Portanto, a aplicagdao da ACP permite que a dimensao do problema seja
reduzida por meio dos componentes principais que mais contribuem para variancia.

A determinagao dos componentes principais Y, (u) pode ser realizada a partir da decomposicao

espectral da matriz de covariancias espaciais C(h; z,, z¢) das K VAs indicadoras I(u,;z):

Chize,20) =Q-A-Q", sendo que QQ'=I

Como anteriormente, a matriz Q representa os vetores proprios de C(h; z, z¢) e A
representa a matriz diagonal constituida pelos seus valores proprios (que representam as variancias
dos componentes principais dos indicadores). Na pratica, essas matrizes podem ser obtidas com o
auxilio de qualquer rotina de decomposicao espectral, por exemplo, o algoritmo de decomposicao do
valor singular (DVS) — Apéndice A.

A partir dai, o vetor dos componentes principais dos indicadores é calculado por meio de uma
simples multiplicacdo de matrizes, em um processo chamado de ortogonalizagao:
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Y(u) =Q" I(u;2) (3.76)
Ou seja, cada componente principal Y, (u) é calculado da seguinte forma:
K
Yk(ua):kélqk‘k'I(UaIZk‘) o= 1,...,n(u) (377)
k=1,.,K

onde g y x S0 0s elementos da matriz ortogonal Q, enquanto que I(u,;z¢) sao os elementos do vetor
I(u; z). Portanto, os componentes principais Y\(u,) sao o resultado da combinagao linear das K VAs
indicadoras I(u,;z¢) com os vetores prdprios resultantes da decomposicao de C(h; z, z).

Entretanto, a ortogonalizacdo, apresentada acima, nao garante que as covariancias cruzadas
Cy(h; z, z¢) sejam nulas para vetores h diferentes daqueles empregados no momento da
ortogonalizacdo. Porém, foi provado empiricamente (Suro-Pérez e Journel, 1991) que, nesses casos, a
magnitude de correlacdo é tdo insignificante que pode ser desprezada. Assim, a matriz de variancias e
covariancias dos componentes principais dos indicadores Y,(u) pode ser considerada como sendo uma
matriz diagonal, independente do vetor h. Porém, é conveniente que essa condigdo sempre seja
testada. Wackernagel (1994), reforga exatamente isso, alertando para o fato de que os componentes
principais possam apresentar um certo grau de correlagdao em curtas distancias.

Em principio, a ortogonalizacdo pode ser realizada para qualquer vetor h. Porém, na pratica,
essa distancia deve ser tal que as correlacdes espaciais entre os componentes principais sejam tdo
minimas quanto possiveis, de modo que possam ser ignoradas. Em especial, essas correlagdes devem
ser insignificantes quando comparadas com as covariancias diretas. Na pratica, uma primeira
aproximagao consiste em utilizar o menor passo (/ag distance) do semi-variograma experimental dos
indicadores, pois as covariancias cruzadas sao decrescentes para a maioria dessas distribuicoes. Como
alternativa, também pode-se utilizar h=0 ou h — 0. Nesse caso, a grande vantagem é que 0s semi-
variogramas diretos e cruzados dos indicadores se tornam desnecessarios para a determinacdo de
seus componentes principais. Isto €, a decomposicdo espectral pode ser realizada a partir da matriz
de variancias e covariancias dos indicadores.

A partir da transformacao linear das K VAs indicadoras I(u,;z,) em componentes principais
Y(u) “independentes”, os componentes principais nas localizagdes ndo medidas sdo calculados a
partir da seguinte combinagao linear:

Ve (W] St = S AP . Y () (3.78)
a=1 k=1,.., K
onde os ponderadores k'ff” dos componentes principais Y, nas localizagbes u, sdo determinados pela

resolucao do seguinte sistema de KO:
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n(u)
2 AfSge (U)-Cy (U — g,z + 57 (U) = Cy (Ug — U 24) a=1,...,n(u)
(3.79)
n(u)
> S (u) =1
p=1
onde:
Cyv(h;zy) € a covariancia espacial entre os componentes principais Y,(u,) €

KCPI
Zk

¢ o lagrangeano do sistema CPI.
Apds o calculo da estimativa dos componentes principais nas localizacdes desconhecidas, as
probabilidades condicionais podem ser determinadas por meio da seguinte transformacao inversa:
[F(U} z | (n))] ;CPIz [I(U} Zy )] ;cpl
=Q-Y'(u) k=1,.,K

onde Q representa os vetores proprios de C(h; z, z.). Em cada localizagdo ndo medida u, o vetor Y é

(3.80)

dado por:
Y (W) = [V} ). vi (u)] ¢ (3.81)

onde, t indica transposta. Em termos de somatorio:

K
[F(U;Zkl(n))]*chl = kél Qi sz, (u) k=1,.,K (3.82)

Assim, a dclp associada a cada localizacdo desconhecida fica sendo definida pelo seguinte
vetor:
[Fwiz 1 )] kepr = Uiz 1 () .. F(u;z [ ()] (3.83)
No exemplo apresentado por Suro-Pérez e Journel (1991), a matriz de covariancias dos
indicadores foi ortogonalizada para um vetor h unitario. Nesse exemplo, havia nove VAs indicadoras
I(ugz) (K = 9) e, portanto, nove componentes principais Yi(u) (k = 1,2,...,9). Como os autores
esperavam, as covariancias cruzadas espaciais (h=0) entre os componentes principais dos
indicadores foram nulas para alguns pares de componentes e insignificantes para outros. Dessa
forma, teoricamente, seriam necessarios o calculo e o ajuste de nove semi-variogramas
experimentais, assim como a resolucdo de nove sistemas de krigagem. Contudo, somente os trés
primeiros componentes principais apresentaram alguma estruturacdo espacial (sendo que as
variancias dos Ultimos componentes principais foram quase nulas). Os outros seis componentes
principais tiveram seus semi-variogramas modelados como efeito pepita puro. Assim, para a
modelagem da dclp em cada localizacdo nao medida, foi necessario resolver somente trés sistemas de
krigagem. Nesse caso, o algoritmo de KCPI simplificou enormemente a CKI e também
significantemente a KI, sendo que os resultados obtidos foram muito similares aqueles obtidos a partir
do algoritmo de CKI (teoricamente melhor do que o de KI).
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Portanto, além de transformar problemas de K*> dimensdes (ou K*(K+1)/2, considerando as
covariancias como sendo simétricas) para problemas de K dimensGes, o algoritmo de KCPI ainda
mostra a caracteristica de desestruturacdo dos semi-variogramas dos componentes principais dos
indicadores com o aumento de K. Além disso, em relacdo a KI, o cdlculo e o ajuste dos semi-
variogramas experimentais dos componentes principais dos indicadores se torna mais facil. Isso
porque, os componentes principais dos indicadores sdo varidveis continuas e, portanto os semi-
variogramas calculados a partir dessas variaveis sao mais representativos — contando com um maior

nlmero de pares.

3.6.5. Correcdo para os desvios de relagao de ordem

No método ndo-paramétrico (indicadores), a (co)krigagem dos indicadores I(u,;zc) pode gerar
problemas de relacdo de ordem. Esses problemas sdo caracterizados pela estimativa de probabilidades
incoerentes (fora dominio limitado por [0,1]), ou ainda aqueles relacionados com a ndo obediéncia de
uma relagdo crescente de probabilidades de acordo com o aumento dos valores limite z, (Journel e
Posa, 1990). Ou seja: se F(u, z.1|(n)) > F(u; z. |(n)). Por isso, apds a realizacdo das estimativas das
dclp F(u;z|(n)), é preciso verificar se ndo existem problemas de relacdo de ordem, visto que, essas
fungbes devem ser caracterizadas por um comportamento monoténico crescente. Isto é:

Fuz onl™ < Fuze lo)]™ v ze >z (3.84)
sendo que: [F(u;z [(n))]" e [0,1].

Os problemas relacionados a caracteristica monoténica crescente da dclp F(u;z|(n)) podem
ocorrer porque as K probabilidades F(z) sao estimadas independentemente, a partir de semi-
variogramas diferentes. Outro motivo que pode aumentar a chance de ocorréncia desse tipo de
problema de relacdo de ordem, é a falta de informacgGes z(u,) em determinadas classes de valores
limite z, (z«.1, zJ. Isso porque, o conjunto de informacdes indicadoras retidas para a estimativa de
F(z,) e de F(z.,) seria o mesmo. Dessa forma, somente nao haveria chance de ocorrer problemas
associados ao comportamento monotdnico crescente da dclp F(u;z|(n)) se os semi-variogramas dos
indicadores dos valores limite z, e z..; fossem iguais.

Algumas estimativas de probabilidade podem ocorrer fora do dominio [0;1] porque a
resolucdo dos sistemas de (co)krigagem pode fazer com que o peso atribuido a algumas informagoes
z(u,) seja negativo. Na verdade, as estimativas por meio dos algoritmos de (co)krigagem s3o o
resultado de combinagdes lineares ndo convexas das informagdes condicionantes. Segundo Deutsch e
Journel (1998, p. 78), a probabilidade de ocorréncia de pesos negativos é maior quando se usa
algoritmos de (co)krigagem ordinaria, quando comparado com os algoritmos de (co)krigagem simples.
Isso é explicado pelas condicdes impostas aos pesos das varidveis secundarias. A condicdo de que o
somatdrio dos pesos dessas varidveis seja nulo aumenta as chances de ocorréncia de pesos

negativos.
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Algumas medidas podem ser tomadas para reduzir a ocorréncia ou mesmo atenuar a

proporgao e a magnitude dos desvios de relacdao de ordem, como:

i. No emprego de algoritmos de CKOI e KP, usar somente uma condicdo de nao
tendenciosidade para diminuir a proporcao de pesos negativos.

ii. Evitar mudancas significativas nos semi-variogramas dos indicadores de valores limite z,
consecutivos. Preferivelmente, os parametros desses semi-variogramas devem variar
suavemente de modo que se evidencie um comportamento continuo da variabilidade
espacial conforme os valores limite z.. Como alternativa, é possivel usar o0 mesmo semi-
variograma dos indicadores para representar a variabilidade espacial apresentada para os
K valores limite z, (como no caso de krigagem dos indicadores da mediana).

iii. Escolher valores limite z, de modo que exista a ocorréncia de pelos menos uma
informacao z(u,) dentro de cada classe definida por (z.1, z].

Para aumentar a influéncia das demais VAs indicadoras I(us;z) (com gz # z,, onde zg

representa a faixa indicadora alvo), e conseqiientemente diminuir a ocorréncia de pesos negativos, o
sistema de cokrigagem pode passar a ter somente uma equagao de restricdo imposta aos
ponderadores, ou seja:

K n(u)

> 2 hak(U2) =1 (3.85)

k=1la=1

Assim, o sistema de cokrigagem passa a possuir K*n(u)) + 1 equacdes ao invés de (K*n(u))
+ K equagoes. Com essa modificacao, o algoritmo de CKOI passa a ser escrito da seguinte maneira:
* K n(u)
[Pz, 1] o = 2 3 P (U24) 12 + 0 (3.86)

=la=

n(u)

onde ), = [m Ky~ mk]~ Ak COMK=1,...,K sendo que k # kg
=1

o
Nesse caso, as médias m [ou suas probabilidades globais F(z()] devem ser conhecidas. Isso

implica que as mesmas devem ser suficientemente representativas para permitir que m, ~ E[I(u;z/)].

Contudo, isso nao significa que as variages locais em torno das médias sejam desconsideradas.
Como no algoritmo de CKOI tradicional, a condicdo de estacionaridade continua sendo limitada pelas
informagGes da circunvizinhanca da localizacdo a ser estimada.

Os problemas de relagao de ordem podem ser evitados por meio da incorporagdo, no cédigo
fonte do algoritmo de (co)krigagem, das duas condicOes apresentadas acima. Por exemplo, Barnes e
Johnson (1984) propdem que os sistemas de krigagem resultem em, somente, pesos positivos. Alguns
softwares de geoestatistica aplicada (como o Isatis) permitem que essas condicdes sejam adicionadas
facilmente. Contudo, uma técnica comumente aplicada é a da correcdo posterior das dclp F(u;z|(n)).
Embora a taxa de ocorréncia de problemas de relagdo ordem seja alta, a experiéncia mostra que a
grande maioria desses problemas é de pequena magnitude, podendo ser facilmente corrigidos.
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Existem varios algoritmos para a correcdo dos problemas de relacdo de ordem, porém o mais
simples e direto é proposto por Deutsch e Journel (1998, p. 81). O algoritmo consiste na média entre
as probabilidades corrigidas em direcao a probabilidades ligadas a valores limite z, imediatamente
inferiores e superiores. O algoritmo pode ser dividido em trés etapas:

i. Corregao para a probabilidade ligada ao valor limite z.;, de acordo com o seguinte
subalgoritmo:

e reajuste das probabilidades fora do intervalo [0;1] de variacao:

[Fuszi 1 ()] e 0 se [Fuz Im)]" < 0 e

[F(w;zic | (M) e 1 se Fuz @)™ > 1

e reescalonamento para a probabilidade F[(u; z.,|(n))]*

Fuzd )" se Fuz o)™ 2 Fzo 1))
[F(u;ze s 1 ()] se néo.

[Fu;z 1 ()] e

ii. Correcdo para a probabilidade ligada ao valor limite z.;, de acordo com o seguinte
subalgoritmo:

e reajuste das probabilidades fora do intervalo [0;1] de variacao:

[Feu;zic 1 ()] st 0 se [FuzImp]™ < 0 e

[F(u;zic 1 ()] st 1 se [z lmpl® > 1

e reescalonamento para a probabilidade F[(u;zc1](n))]*

Fuz i se = [z l)]™ se Fuz l)]* < [FU;zi ()]
= [Fuzes 1(0)] " se néo.

iii. O conjunto final de K probabilidades corrigidas é resultado da média entre as

probabilidades corrigidas para F[(u;zc.1|(n))]** e F[(u;z1](n))]1**:

Feuize | )] e + Fuiz L ODlste 4

[F(u;z | (n))] ™

3.6.6. Discretizacao da dclp experimental cumulativa ndo-paramétrica

Como descrito anteriormente, nos métodos nao-paramétricos, a dclp em cada localizacdo nao
medida u, é construida de acordo com a probabilidade condicional de cada valor limite z,. Assim, a
discretizacdo da dclp cumulativa experimental em u é diretamente proporcional ao nimero K de
valores limite z, empregado. Por outro lado, a tarefa de estimativa das dclp também se torna mais
trabalhosa a medida em que K aumenta, sobretudo se o algoritmo escolhido for CKI e nenhuma
simplificagdo possa ser empregada.

O numero K de valores limite z, deve ser escolhido de modo que permita que o modelo de
incerteza local seja suficientemente discretizado. De maneira geral, K ndo precisa ser tdo elevado
(para que a probabilidade de ocorréncia de problemas de relagao de ordem nao seja alta) nem deve
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ser tdo baixo. E sabido que K n3o precisa ser maior do que 15 para que o modelo de incerteza local
seja bem modelado. Entretanto, é recomendado que K ndo seja inferior a cinco. Geralmente, para a
maioria das distribuicbes experimentais, utilizam-se nove valores limite z, correspondentes aos nove
decis da distribuicao experimental.

De qualquer forma, para que a dclp estimada por meio dos métodos ndo-paramétricos possa
ser utilizada de maneira adequada, é necessario que sua resolucao seja aumentada, como no caso do
método paramétrico. Como anteriormente, a resolucdo das dclp pode ser melhorada por meio da
interpolacdo dentro de cada classe (z.1; z«] € extrapolagao além dos dois valores limite extremos (z; e
z). Os trés modelos de interpolacdo e extrapolacdo das dclp utilizados para o método paramétrico
(modelos linear, poténcia e hiperbdlico) também sao aplicaveis para o aumento da resolugao das dclp
via métodos ndo-paramétricos. Entretanto, a simples interpolacdo e extrapolacdo das probabilidades
condicionais ndo é suficiente para que a dclp seja suficientemente detalhada. Isso porque, do ponto
de vista de discretizacdo de uma funcdo, o nimero K de valores limite z, (5 < K < 15) é muito
pequeno. Assim, na pratica, a informacdo disponivel a partir da funcdo de reparticdo empirica da VA
Z(u) [n informacgoes z(u,)] também pode ser utilizada para auxiliar no aumento da resolucdo intra-

classes.

Cada classe (zc1; z] pode ser dividida em L% subclasses (z{"V;z"], de acordo com o

numero de informagbes z(u,) contidas no respectivo intervalo. Por exemplo, se trés informagbes z(u,)
estivessem contidas em uma determinada classe (z«.1; zc], @ mesma poderia ser dividida em quatro
subclasses (L% = 4): (z._; = 2021, (ZV; 221, (Z20;2471 e (£3; 4% = z]. A seguir, o interior de
cada subclasse é linearmente interpolado, de acordo com a fungdo de reparticdo empirica. A partir
dai, o resultado dessa interpolacao (probabilidade incondicional) é utilizado para auxiliar na
interpolacdo linear das probabilidades condicionais associadas aos valores da VA Z(u) contidos em
cada classe (zq.1; z]. Goovaerts (1997, p. 327-328) descreve esse processo em trés etapas:

i. Divisdo de cada classe (z1; zJ em L% subclasses (£/~V; z{"].

ii. Interpolagdo linear dentro de cada subclasse, conforme a seguinte equacao:

Z-— zs_l)

F@)] un =F () + l: } : [F* @) -F @) ] , Vze({Y, A,

20— 7D (3.87)
I=1,..,L®

iii. As probabilidades incondicionais calculadas em (ii), para cada um dos L conjuntos, sao

transformadas em probabilidades condicionais, de modo que as probabilidades

condicionais associadas a z.; e zx sejam respeitadas. Isso é realizado por meio do

reescalonamento dos resultados obtidos em (ii):

Feu; 21 )] un = IFQ 2t | (ODT” + 0+ [F@) T — F (2r) ] (3.88)

Sendo que
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0= [F(u; z« | ()17 = [F(U; z1 | ()]
F (zd) - F (z«-1)

(3.89)

3.7. Algoritmos de ssG e ssi

Como descrito nas se¢Bes anteriores, os algoritmos de simulacdo seqiiencial estocastica, dois
grandes grupos podem ser distinguidos:

i. simulacdo seqliencial Gaussiana e

ii. simulacdo seqtiencial dos indicadores.
A grande diferenca entre esses dois grupos esta no procedimento de estimativa das dclp: paramétrico
X ndo-paramétrico. O método de simulagdo seqiiencial Gaussiana (ssG) utiliza o formalismo multi-
Gaussiano, enquanto que o método de simulagdo seqliencial dos indicadores (ssi) usa o formalismo
homénimo. Uma vez definidos os modelos de incerteza locais (dclp), a aplicacdo do algoritmo
seqiiencial, apresentado na secao 3.3.1, garante a obtencao de tantas realizagdes do modelo de FA

Z(u) quanto desejado.

3.7.1. Algoritmos de ssG
0O algoritmo de ssG é implementado da seguinte maneira:
i. transformacdo da distribuicdo experimental z(u,) (o = 1,...,n) em uma distribuicdo de n
valores y(u,) (a0 = 1,...,n) por meio da fungdo de transformagdao normal ¢(.) (também
chamada de funcdo de anamorfose Gaussiana) — se¢ao 3.5.1;

ii. ajuste de um modelo de covaridncia para a distribuicdo dos dados Gaussianos, a partir do

N(h)
calculo do covariograma experimental: cy(h) = ﬁ > Iy(ugy) - y(ug +h)1;
a=1

iii. definicdo de um caminho aleatério, de modo que cada localizagdo u; (j = 1,...,N)
desconhecida (célula ou bloco da malha) seja visitada somente uma Unica vez;
iv. construgdo do modelo de incerteza (dclp) na localizagdo u; — via KS, condicionado as n
informagdes experimentais na circunvizinhanga de uj;
v. simulacdo, por meio de tiragem aleatdria da dclp (simulacao de Monte Carlo), de um valor
da VA Y(u), isto é: yO(u) (I = 1,...,L);
vi. inclusdo de y®“(u;) no banco de dados, representando uma informagdo condicional
adicional a ser utilizada nas demais localizagdes a serem visitadas;
vii. repeticdo das etapas (iv) a (vi) até que seja associada uma simulagdo a cada uma das N
localizagGes;
viii. repeticdo dos passos (iii) a (vii) para gerar L realizacdes equiprovaveis da distribuicao
espacial da FA Y(u).
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ix. transformacdo inversa ¢!(.) dos valores simulados Gaussianos y(y) G = 1,...,N) em

3.7.2

valores simulados no espago da varidvel original z(y;) (j = 1,...,N).

Algoritmos de ssi

O algoritmo de ssi pode ser resumido nas seguintes etapas:

Vi.

Vii.

viii.

definicdo do nimero K de valores limite z,, discretizando (K+1) classes com freqiiéncias

aproximadamente iguais;

. codificacdo binaria distribuicdo experimental z(u,) (a0 = 1,...,n) em um vetor i(uy;z),

sendo que: (o = 1,...,n) e (k = 1,...,K) — secdo 3.6.1,
calculo e ajuste dos covariogramas dos indicadores Cy(h, z,) para os K de valores limite z,

de acordo com o método escolhido (KI ou CKI);

. definigdo de um caminho aleatério, de modo que cada localizagdo u; (j = 1,...,N)

desconhecida (célula ou bloco da malha) seja visitada somente uma Unica vez;

construgdo do modelo de incerteza (dclp) na localizagdo u; a partir do cdlculo (via
(co)krigagem) das probabilidades associadas a cada valor limite z, [F(u;z(n))]"
(condicionado as n informagdes experimentais na circunvizinhanga de u;);

simulacdo, por meio de tiragem aleatdria da dclp (simulagdo de Monte Carlo), de um valor
da VA Z(u), isto é: z0(u) (1 = 1,...,L);

inclusdo de z(u;) no banco de dados, representando uma informagdo condicional
adicional a ser utilizada nas demais localizagdes a serem visitadas;

repeticdo das etapas (v) a (vii) até que seja associada uma simulacdo a cada uma das N

localizagGes;

. repeticdo dos passos (iv) a (viii) para gerar L realizacbes equiprovaveis da distribuicdo

espacial da FA Z(u).

3.8. Comentarios

Esse capitulo consistiu em uma revisdo dos principais métodos de simulagao condicional

seqliencial, apresentando em detalhes as caracteristicas tedricas e praticas envolvidas na aplicagao de

cada método. Inicialmente, foi revisado o conceito dos métodos de Monte Carlo, envolvido nos

métodos de simulagdo estocastica. Em seguida foram apresentados os conceitos de simulacdo e

condicionamento, juntamente com a definicdo do algoritmo sequencial. Foram introduzidos os

modelos de incerteza ou distribuicdes condicionais locais de probabilidade (dclp), que constituem o

alicerce dos métodos condicionais seqienciais. Finalmente, os algoritmos de ssG e ssi foram

apresentados, de acordo com suas implementacoes praticas.
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Principalmente, nas secdes 3.5 e 3.6, foram revisados os métodos paramétricos e nao-
paramétricos de obtencdao das dclp, mostrando suas caracteristicas principais. Foi mostrado, que
embora o método paramétrico seja mais pratico, nem sempre o mesmo pode ser adequadamente
aplicado. Nessa situacdo a abordagem nao-paramétrica deve ser utilizada.

Na seqliéncia, o Capitulo 4 apresenta como os modelos de incerteza podem ser
adequadamente utilizados, de acordo com o objetivo almejado.



Capitulo 4

Incerteza e funcoes de transferéncia

Este capitulo apresenta as ferramentas matematicas que permitem extrair o maximo de

[

informagOes inclusas e, aparentemente ocultas, dos modelos de incerteza. Primeiramente,
apresentada a diferenca entre incerteza local e espacial. Seu entendimento é fundamental para a
construgdo adequada dos modelos de incerteza, de acordo com a finalidade desejada. A seguir, é
apresentado o algoritmo de krigagem multiGaussiana e sua relagdo com simulacdo seqiiencial
estocastica, destacando suas diferencas e aplicabilidades. O conceito de fungdo de transferéncia e
propagacao da incerteza, por meio dessas funcdes, sdo abordados nesse capitulo, mostrando como
construir de maneira adequada os modelos de incerteza resultantes. Na seqliéncia, sdo apresentadas
ferramentas matematicas e técnicas que permitem avaliar a qualidade dos modelos de incerteza.
Finalmente, sdo apresentados os indices de incerteza que possibilitam medir a magnitude de incerteza

associada as estimativas da FA Z(u) (ou de uma FA resposta).

4.1, Incerteza local x incerteza espacial

Como discutido no capitulo anterior, a incerteza associada a estimativa em localizagbes
especificas é modelada por meio das distribuicbes locais de probabilidade, as dclp (modelos de
incerteza). Essas distribuicdes indicam a probabilidade condicional de o valor da VA Z, na localizagdo
u, ser inferior ou igual a quaisquer valores limites z, ou seja:

F(u;z| (n)) =Prob{Z(u) <z| (n)} (4.1)

Em algumas aplicacoes, além da estimativa local da probabilidade condicional da VA Z(u) em
relacdo a um dado valor limite z, pode ser muito importante verificar a probabilidade condicional de
um conjunto de localizagbes u; (j = 1,...,J) ultrapassar o valor limite z. Por exemplo, em uma aplicagdo
ambiental, para delinear o caminho de percolacdo de contaminantes, é crucial estimar a probabilidade
de que a concentracdo, em um conjunto de localizagdes, extrapole um dado valor limite z. Nessas
aplicagOes, se torna necessario modelar a incerteza espacial de Z(u). Por exemplo, a modelagem da
incerteza espacial em duas localizagbes u, e u,, exigiria a inferéncia da probabilidade condicional

conjugada (em u, € u,), ou seja, seria necessaria a estimativa da seguinte dclp:
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F(u,,Up; 24,2, | (M) = Prob{z(u,) < z,,Z(uy) <z, | (n)} (4.2)

Se as localizacdes u, e u, ndo sdo espacialmente correlacionadas (se, por exemplo, o vetor h
entre u, e u, for maior do que o alcance do semi-variograma) a estimativa dessa dclp pode ser
diretamente determinada por meio do produto das dclp locais em u, € u,. Nesse caso:

F(ua,Up;Za,2p | () =F(uz;z5 [ () -F(uy;zp [ (N)) (4.3)
Entretanto, na presenca de correlacdo espacial, a probabilidade condicional conjugada deve ser
estimada a partir de métodos analiticos ou estocasticos.

Nos métodos analiticos, uma fungdo conhecida é adotada para modelar a distribuicdo
multivariada da FA Z(u). Para isso, comumente é empregado o modelo multiGaussiano. Sob esse
modelo, a distribuicdo de probabilidade condicional conjugada é totalmente caracterizada pela média
e a variancia de cada dclp, mais a covariancia entre u, e u, (Goovaerts, 2001). Entretanto, a
modelagem da incerteza espacial a partir dos métodos analiticos &, principalmente, dificultada por
dois fatores:

i. o nimero N de localizagBes consideradas; pois a estimativa da incerteza espacial se torna

muito complexa a medida que o nimero N aumenta;

ii. o processo de validagdo da hipotese de biGaussianidade assumida pelo modelo; na pratica

essa tarefa se torna muito trabalhosa e dificil.

A estimativa da incerteza espacial, considerando a interdependéncia das localizagoes u, e up,
a partir do método estocastico, consiste na andlise de um conjunto de L pares de valores
correlacionados {z"(u.), z(up)}, | = 1,...,L. A partir desse conjunto de valores, a probabilidade

condicional conjugada é estimada da seguinte forma:

1 & 10
F(ua,Up;z4,2, 1 (N)) zfu-zl' (Uasza) ‘i (up; zb) (4.4)
sendo que:
_ 1 se O (u;) < z; com j=a,b e I=1,.,L
I(I)(Uj;Zj):{ z L)<z :
se ndo

De maneira geral, é recomendado que o nimero L de pares de valores necessarios para modelar
adequadamente a probabilidade condicional conjugada nao seja inferior a 100 (L = 100).

Geralmente, a modelagem da incerteza espacial, com respeito a poucas localizagdes (como no
exemplo acima) é de pouco interesse. Na maioria das vezes, essa incerteza é modelada com respeito
a um numero significativo de localizagdes. Dessa forma, o procedimento de estimativa da incerteza
espacial, por meio do método estocastico, pode ser diretamente expandido para qualquer nimero J
de localizacOes:

S 110 (ujrz)) (4.5)

PrOb{Z(Uj) < Zj; i=1,..,] | (n)} =
i1

1
L
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Os valores z(u)) G = 1,...,J el = 1,...,L) sdo simulagdes do (desconhecido) valor real da VA Z
nas respectivas J localizagbes. Normalmente, a distribuicdo espacial de Z(u) é simulada em todo
dominio de interesse, ou seja, em todas as N células ou blocos u; (j = 1,...,N) contidos na area A.
Assim, a estimativa da incerteza espacial, com respeito a um conjunto de J localizacles, pode ser
prontamente determinada.

Mas como é possivel obter o conjunto de L valores nas N localizacoes desejadas, de modo que
a correlacdo apresentada entre as localizacOes seja mantida? Essa tarefa pode ser realizada por meio
dos métodos de simulacdo seqiiencial estocastica. Esses métodos produzem um conjunto de mapas
consistentes com os dados amostrados, de modo que os conjuntos de dados simulados (que
constituem os mapas) obedecam ao mesmo modelo de correlagao espacial dos dados condicionantes.
Assim, a partir da analise do conjunto de dados simulados, é possivel medir a incerteza associada, de
forma realista, considerando a heteroscedasticidade inerente aos dados.

Na verdade, os métodos de simulacdo sequiencial estocastica fazem uso de um algoritmo no
minimo curioso, na medida em que o objetivo é determinar um modelo de incerteza estocastico,

conhecendo-se (de antemdo) o modelo tedrico de incerteza, por meio de krigagem.

4.2, Krigagem multiGaussiana

Se o objetivo almejado ndo requerer a inferéncia da incerteza espacial e for somente estimar-
se a incerteza em localizagGes especificas u, o uso do método de krigagem multiGaussiana (Verly,
1983), em um contexto paramétrico, pode ser mais adequado do que ssG. Isso porque esse método,
como sera mostrado a seguir, produz modelos locais de incerteza muito similares aqueles obtidos por
meio de ssG, com muito menor esforco computacional. A krigagem multiGaussiana utiliza o
embasamento tedrico da lei Gaussiana condicional local, permitindo o calculo exaustivo das dclp
F(u;z[(n)), por meio da krigagem dos valores experimentais Gaussianos y(u,) (o = 1,...,n), de Y(u) a
partir da transformacao Gaussiana de Z(u) — Capitulo 3, item 3.5.1.

Sabendo que a fungdo de anamorfose ¢(.) é bijetiva para qualquer quantil q, (p definido no
intervalo [0;1]), logo

Zq, (u) =(Yq () (4.7)

ou seja: o quantil no espaco original de Z(u) é equivalente ao mesmo quantil no espaco Gaussiano, de
acordo com a funcdo de anamorfose ¢(.). O quantil Gaussiano é conhecido e se deduz classicamente

da lei condicional:
Yo, (W) =Y (U) +Y- o (u) (4.8)

onde,

y*(u) €& o valor estimado por krigagem, a partir das informacoes transformadas (Gaussianas) y(u,)
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(o =1,...,n),

ox(u) é o desvio padrdo de krigagem e
Yy € obtido pelo quantil Gaussiano, a partir da dp Gaussiana padrao G.
O valor assumido por y representa uma realizacdao da VA Y padrdao [Y ~ N(0,1)], de funcao de
reparticdo G(.) conhecida. Os valores y, referentes a quaisquer quantis, podem ser imediatamente
inferidos por meio de tabelas da distribuicdo cumulativa normal (Equagao 3.12), disponivel em grande
parte da literatura especializada (exemplo em Myers, 1996, p. 137-139). Assim, para qualquer
probabilidade p (dentro do dominio [0;1]) existe um valor Gaussiano y associado, conhecido de
acordo com G(p).

Portanto, o intervalo de probabilidade [0;1] da dclp em u pode ser densamente discretizado, de
modo que a mesma possa ser exaustivamente inferida, a partir da estimativa de y“(u) via krigagem
(KS) e de seu desvio padrao de krigagem.

4.3. Simulacao estocastica x krigagem multiGaussiana

Os métodos estocasticos reproduzirao tdo bem o espaco de incerteza (representado pela dclp)
quanto maior for o nimero L de realizagdes executadas. Porém, na pratica, esse nimero é funcdo da
distribuicdo experimental, necessitando ser maior ou menor, conforme as caracteristicas intrinsecas
dos dados. O importante é que L seja tal que descreva suficientemente bem o espaco de incerteza,
dependendo do objetivo almejado. Bonato (2000c), Bonato et a/ (2000a) e Bonato et a/. (2000b)
apresentam um estudo de caso que relaciona o nimero L de realizagbes com a caracterizagdo do
espaco de incerteza.

Teoricamente, a medida que o nimero de realizacdes tende ao infinito (L — ), a
distribuicdo local dos valores simulados, por métodos estocasticos, tende a distribuicdo obtida por
meio de krigagem. A Figura 4.1 mostra um caso em que a dclp foi modelada por meio de krigagem
(krigagem multiGaussiana) e via simulacdo estocastica (ssG). Nesse exemplo, a dclp via krigagem
multiGaussiana (exaustiva) foi aproximada numericamente por meio da geracao de 100 simulagdes
(ssG). A figura mostra que a diferenca entre os dois métodos é minima.

Portanto, fica claro que ambos procedimentos constroem modelos de incerteza local muito
similares. Porém, pela facilidade, a determinacdo das dclp por meio de krigagem sempre leva
vantagem quando o objetivo for estimar a probabilidade condicional local. Para esses casos, a
aplicagao do método de simulacdo estocastica acarretaria em desperdicios de tempo de processo e de
armazenagem em disco. Entretanto, existem duas situagbes em que o emprego do método de
simulacgdo estocastica se torna vantajoso em relagdo a krigagem:

i. como no caso descrito acima, no qual se deseja estimar a probabilidade condicional
conjugada (incerteza espacial);
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ii. quando se requer a modelagem da incerteza sobre um suporte muito maior do que o
suporte de medida.
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Figura 4.1: Modelos de incerteza local inferidos por krigagem multiGaussiana (linha tracejada) e por meio de

simulagdo estocastica (linha pontilhada). Fonte: Goovaerts (2001).
Por praticidade, a partir desse momento, sempre sera referido o termo estocastico quando as

dclp forem inferidas a partir dos métodos de simulagao estocastica.

4.4. Suporte das medidas x suporte dos modelos de incerteza

Freqlientemente, em muitas aplicacdes, o espaco de incerteza precisa ser estimado em
suportes muito maiores em relacao ao suporte de medida, seja para estimar a incerteza em relacao
ao teor de um bloco de minério ou para verificar a probabilidade condicional de uma area exceder
uma dada concentracdo de um certo contaminante. Nesses casos, o objetivo é estimar a
probabilidade condicional de que o valor médio de um bloco de tamanho V, centrado na localizacdo u,
seja inferior a dado valor limite z. Portanto, é preciso estimar a dcp (distribuicdo condicional de
probabilidade) em relagao ao bloco V:

Fv(u;z| (n)) =Prob{z, (u) <z|(n)} (4.9)

Para a realizagdo dessa tarefa, trés técnicas podem ser utilizadas:

i. por meio da determinacdo das dcp via krigagem de bloco;

ii. por meio do método de correcdo de variancia (Isaaks e Srivastava, 1989, p. 468) e
posterior aplicagdo dos métodos baseados em krigagem (pontual) de determinacdo de
dcp;

iii. por meio dos métodos estocasticos.

A técnica (i) é realizada de maneira analoga aquela aplicada para a determinacdo das dclp no
mesmo suporte das medidas. Contudo, agora, a KS é substituida por krigagem simples de bloco. Se
0s modelos de incerteza forem baseados no modelo multi-Gaussiano, os mesmos passam a ser
caracterizados pela krigagem simples de bloco (média) e pela variancia dessa krigagem (variancia)
(Chilés e Delfiner, 1999). Entretanto, essa técnica é limitada aos casos em que os atributos em estudo

variam linearmente no espaco, o que pode nao ser muito freqliente.
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A técnica (ii) ndo apresenta a limitagdo mostrada pela técnica (i). Nesse caso, a variancia da
dclp F(u;z|(n)) é corrigida com relagdo a suposta varidncia da dcp de bloco F(u;z]|(n)). Essa

correcdo envolve a reducdo da variancia, enquanto que a forma de distribuicdo pode se manter
inalterada ou ndo, dependendo do algoritmo empregado para a correcdo da variancia.
A razdo entre as variancias medidas, no suporte original (Var[Z(u)|(n)]) e no suporte de bloco

(Var[Zy(u)|(n)]), é chamado de fator de reducdo de variancia f.
¢ _ Varlzy ()| (m)]

= Varlz(w) | ()] (4.10)

Pela relagdo de Krige (Armstrong et al, 1997, p. 63), a varidncia total é igual a adigao entre a
varidncia intrablocos e a variancia entre blocos:
(/) =6"(./V)+*(V/V) (4.11)
onde:
o%(./v) Variancia das medidas em relacdo aos blocos;
o’(v/V) Variancia dos blocos em relagdo ao todo;
o*(./V) Varidncia das medidas (suporte original) em relacdo ao todo.

Dessa forma, f pode ser calculado da seguinte maneira:

2 2 2 2
et (V/V) _PCIV)-GP/V) _y o*(/V)
o’ (-/V) o> (./V) (/1Y) (4.12)

Ou

Fo1- VYD o
(A A)

onde &(V,V) representa o semi-variograma médio em relagdo a pares aleatoriamente posicionados

dentro do bloco de dimensdo V. De forma similar, &(A,A) representa o semi-variograma médio em
relacdo a area em estudo A. Na maioria das vezes, se a area em estudo 4 é grande em relacdo ao
alcance do semi-variograma, &(A, A) pode ser aproximado ao patamar do semi-variograma dos dados

originais z(u,) (o = 1,...,n). Portanto, o fator f pode ser estimado com o auxilio do modelo de
continuidade espacial das informagdes originais.

Dependendo da magnitude do fator de reducdo de varidncia f, a dcp de bloco pode ser
inferida, a partir da dclp, por meio de diferentes algoritmos que diferem no grau de simetria assumida
pela dcp de bloco. Geralmente, dois algoritmos sao empregados:

ii.i. correcdo afim;
ii.ii. corregao lognormal indireta.

Ambos algoritmos [(ii.i.) e (ii.ii.)] compartilham a caracteristica de preservar a média da
distribuicdo experimental (Isaaks e Srivastava, 1989, p. 468). O efeito de simetrizacdo (Myers, 1996,
p. 314) esta associado ao processo de reducdo de variancia, de acordo com o algoritmo utilizado. Esse
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efeito se refere a redugdo da assimetria da distribuicdo apds a mudanca de suporte, aproximando-se
de uma distribuicdo normal. O algoritmo de corregdo afim apresenta a caracteristica de preservar a
forma da distribuicdo. Por outro lado, o algoritmo de correcdao lognormal indireta assume que existe
uma relagdo entre a reducdo da variancia e o aumento da simetria da distribuicao.

A simetria também é relacionada a homogeneidade da distribuicdo (dados espacialmente
desaninhados). O aumento da simetria em relacdo a diminuicdo da varidncia ocorre mais rapidamente
em populacdes homogéneas. A simetria é alcancada mais lentamente em distribuicdes cujos valores
extremos estdo aninhados em uma regido particular da area em questdo, em relacdo a outros onde
esses dados estdo mais homogeneamente distribuidos no espaco. Ainda, a homogeneidade da
distribuicdo influi na taxa de reducdao da varidncia, ocorrendo mais lentamente em distribuicGes
continuas do que em distribuigGes erraticas. Assim, para distribuicdes menos continuas o efeito da
mudanca de suporte sobre o espalhamento da distribuicdo € maior. Portanto, o grau de continuidade
espacial, evidenciado pelo semi-variograma, pode ser usado como indicativo sobre o impacto do
suporte original com respeito a redugao da variancia e simetria da distribuicao.

Uma das maiores vantagens do algoritmo de correcdo afim é a sua simplicidade matematica,
apresentada abaixo:

x =Jf(x-m)+m (4.13)
onde:
f é o fator de reducdo da variancia;
X e X’ sd0 o0s decis ou percentis, originais e apds a transformacao, respectivamente;
m é a média da distribuicdo original.

O algoritmo de correcdo afim reduz a variancia da distribuicdo por meio da compressao da
distribuicdo em torno da média, preservando a forma da distribuicdo original. Esse algoritmo
apresenta a caracteristica de atribuir valores muito maiores para os menores valores da distribuicdo
experimental e vice-versa, podendo provocar classificagdes equivocadas em situacdes onde o teor de
corte (TC) for muito distante da média. Essa caracteristica pode ser muito indesejada em alguns
casos, como por exemplo, quando se trata de dados de concentragao de contaminantes. Além disso, a
caracteristica de manter inalterada a forma da distribuicdo sé é realistica para blocos de pequena
dimensdo, onde a diminuigdo da variancia é baixa. De maneira geral, esse algoritmo se mostra
apropriado quando o TC for préximo a média e a reducdo da variancia for inferior a 30 %, isto é, f >
0,70.

O algoritmo de corregao lognormal indireta, apresentado a seguir, tenta minimizar as
caracteristicas indesejaveis apresentadas pelo algoritmo de correcdo afim, sendo de utilizagdo mais
adequada em situacbes onde o valor limite z estiver inserido no quartil inferior da distribuicdo
experimental. A correcdo lognormal indireta mantém o valor minimo; entretanto, altera a forma da
distribuicdo, tornando-a mais simétrica. Esse algoritmo ajusta a distribuicdo, conforme a variancia de

blocos, em um processo de duas etapas, pois 0 método ndo garante que a média da distribuicdo
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ajustada seja a mesma da original. Essa condigao s6 € garantida se a distribuicdo a ser ajustada for
exatamente lognormal. A corregao lognormal indireta é dada pelas as seguintes equagoes:

X'= ax (4.14)

onde:
2
g m Jov2+l
Jfovi+1 m
b In(fcv?+1)
In(cv?+1)

sendo que:

f é o fator de redugdo da variancia, e
CV é coeficiente de variacdo.
Como descrito anteriormente, para situagdes em que distribuigdo original ndao seguir uma
distribuicdo lognormal, faz-se necessario o reescalonamento dos valores oriundos da transformacdo
dada pela equacdo acima. Esse reescalonamento é realizado por meio da seguinte equacdo:

m
w_m., 4.15
x= T (4.15)

sendo,

m a média da distribuigdo original;

m’ a média da distribuicdo apds a transformagao pela Equacdo 4.14;

x" e X' os decis ou percentis reescalonados e apds a transformacdo pela Equacdo 4.14,
respectivamente.

A magnitude desse reescalonamento é inversamente proporcional a similaridade da
distribuicdo original a uma distribuicdo lognormal, com a razdo m/m’ mais préxima de um a medida
que a distribuicdo original se aproxima de uma distribuicdo lognormal. Com esse procedimento, a
distribuicdo é ajustada de acordo com o suporte experimental, tendo como média o mesmo valor da
distribuicdo original.

A técnica (iii), que utiliza o método estocastico, € uma técnica mais versatil em relacdo as
outras duas apresentadas acima, embora requeira mais esforco computacional. Nesse método, as dcp
tedricas de bloco s3o aproximadas numericamente por meio do conjunto de L valores médios z,"(u) (I
= 1,...,L) obtidos pela média dos valores simulados (no suporte original das medidas) no interior dos
blocos. Isto &, os blocos de dimensdo V sdo discretizados em M localizagbes ug, de modo que o valor
assumido pelos blocos seja o resultado da média aritmética dos valores simulados intrablocos; ou
seja:

2=

zv(u) = BéZ(ug) (4.16)
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A dcp estocastica de bloco, em cada localizacao u, é estimada pela repeticao de L vezes o
processo descrito acima; isto é:

1L
Fy(U;z|(n)) = Elzlis) (4;2) (4.17)
onde
1 se D)< z com I=1,..L
iS’(U;Z)={ 2 (0
se nao

Segundo Goovaerts (2001), as principais caracteristicas que tornam a aplicagdo do método
estocastico mais vantajosa sao:
i. o método permite considerar funcbes de ponderagao ndo-linear, como média harménica
ou geométrica;
ii. auséncia de hipdteses com relacdo ao impacto da mudanca de suporte sobre a forma e a
variancia da distribuicdo;
iii. @ maneira de construcao dos modelos de incerteza de blocos permite com que a
metodologia seja facilmente aplicada para blocos de diferentes formas e dimensodes.
Portanto, pelas caracteristicas citadas acima, o método estocastico se apresenta como uma
boa alternativa para os casos em que 0 espago de incerteza necessita ser medido em um suporte
muito maior do que suporte de medida. Além disso, dentre as trés técnicas relacionadas, o método
estocastico é o de mais simplicidade tedrica, ndo assumindo hipéteses e sem restrigdes (tedricas) de
aplicacdo. Contudo, dependendo do numero de nds discretizando os blocos e da caracteristica
dimensional do problema em maos (2-D ou 3-D), o emprego do método pode ocasionar dificuldades
operacionais (por exemplo: elevado tempo de processo e alto consumo de espaco em disco). Nesses

casos, a aplicacdo das duas primeiras técnicas relacionadas deve ser reavaliada.

4.5, Funcoes de transferéncia

Raramente a estimativa do espago de incerteza, em relagdo aos valores desconhecidos do
atributo medido, é o objetivo de um estudo geoestatistico. Ao contrario, a inferéncia desses modelos
constitui uma etapa da andlise geoestatistica. Freqlientemente, os modelos de incerteza alimentam
fungbes de transferéncia (FTs), cujos resultados auxiliam ou determinam o posterior processo de
tomada de decisdo. Por exemplo, a relacdo estéril/minério (em uma situagdo mineira) e o pH (em
uma situagao ambiental) podem ser considerados como sendo funcdes de transferéncia. Nesses
exemplos, a relacdo estéril/minério auxiliaria na delineacdo de blocos economicamente viaveis a lavra,
enquanto que o pH auxiliaria como um indicativo da qualidade do solo.

Uma FT se caracteriza como um modelo numérico ou analitico que descreve ou representa

algum sistema ou operacao real (Isaaks, 1990, p. 7). Uma operacao mineira pode ser considerada
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como uma FT, onde certas varidveis podem ser processadas para produzir varidveis resposta que
configuram a operacdo mineira. Por exemplo, na industria de petréleo, um simulador de fluxo pode
ser uma fungao de transferéncia (Hewett, 1986) que descreve um sistema real de um reservatorio de
petroleo com pogos de producdo. Essa FT poderia ser alimentada pela distribuicdo espacial de
permeabilidade, porosidade ou saturacdo. Nesse caso, as respostas seriam: taxa de producao, tempo
de recarga e eficiéncia (Journel e Gomez-Hernandez, 1989). Exemplos de operacOes mineiras que
podem ser modeladas por FTs incluem:
i. controle de teores (Isaaks, 1990; Srivastava et a/., 1992; Glacken, 1996),
ii. determinacdo de dimensGes dtimas de unidades seletivas de lavra e ndmeros de faces
simultdneas (Remacre, 1992),
iii. custos de diluicdo mediante variacdes de parametros de lavra (Dimitrakopoulos, 1997),
iv. planejamento a curto prazo (Costa et a/., 1997),
V. reservas recuperaveis (Costa, 1997),
vi. determinacdo de cava étima (Rossi e Van Brunt, 1997),
vii. programas de amostragem (sondagem) adicional (Pilger, 2000; Pilger et a/, 2000; Pilger
et al, 2001 e Pilger et al., 2002).

Os algoritmos de simulagdo condicional permitem a criacdo de varios cenarios equiprovaveis,
condicionados a distribuicdo original (amostras). Essas simulagdes condicionais alimentam fungGes de
transferéncia (FTs) que permitem gerar varias distribuicdes resposta T(u). A andlise dessas
distribuicdes possibilita quantificar a incerteza em relagcdo a FA que representa a FT, de acordo com a
incerteza das variaveis originais. Associado a FT, também existe uma lei espacial, representada por
um modelo FA, que caracteriza o processo fisico descrito pela FT. Assim, os valores assumidos pelas
varidveis resposta nas N localizagdes u; (j = 1,...,N) do grid também s3o considerados realizagdes de
VAs. Como cada valor que alimenta a FT é equiprovavel e condicionado aos dados originais, cada
resposta (constituinte da distribuicdo resposta) também é equiprovavel e condicional aos dados,
exceto quando a FT é probabilistica.

4.6. Propagacao da incerteza por meio de fungoes de transferéncia

Sabendo que existe incerteza associada aos valores desconhecidos do atributo investigado
nas localizagBes alvo, é natural esperar que essa incerteza se propague através das fungbes de
transferéncia. Conseqlientemente, as respostas (resultados das funcdes de transferéncia) também
conterdo um certo grau de incerteza. Duas classes de fungGes de transferéncia podem ser
distinguidas:

i. fungOes locais de transferéncia;

ii. fungdes globais de transferéncia.
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As funcoes locais de transferéncia sdo aquelas que sdo aplicadas em localizagGes especificas u ou
blocos V(u). As fungbes globais de transferéncia sdo mais complexas, apresentando a
caracteristica de serem alimentadas por valores simulados z(u;) (j = 1,...,J e | = 1,...,L) de Z(u) de
diferentes localizagdes ao mesmo tempo.

A propagacdo da incerteza através dessas funges pode ser estimada por meio de métodos
analiticos ou estocasticos. Heuvelink e Pebesma (1999) apresentam detalhes sobre a propagacdo da
incerteza local estimada por meio de métodos analiticos. Embora possivel, a utilizacgdo de métodos
analiticos para a andlise da propagacdo de incerteza associada a FTs globais ndo é recomendada.
Geralmente, a andlise da propagacdo da incerteza é realizada por meio dos métodos estocasticos, que
ndo assumem hipoteses sobre a forma das distribuigbes dos resultados das funcdes de transferéncia.
Esses métodos utilizam o conjunto constituido por L valores simulados z(u) (I = 1,...L) para
alimentar as fungbes de transferéncia. Assim, com as distribuicdes compostas pelos L valores resposta
TO) (I = 1,...,L) nas localizagdes alvo constréi-se os modelos locais de incerteza das VAs resposta,
associadas ao atributo resposta de interesse. Quando se trata de funcdes globais de transferéncia, as
FTs sdo alimentadas por varias realizacées da distribuicdo espacial da FA Z(u). Ou seja, os valores
simulados z(u;) (G = 1,...J e | = 1,...,L) alimentam as fungdes globais de transferéncia (como
simuladores de fluxo em engenharia do petréleo, por exemplo) para a construgao da distribuicao dos
valores resposta.

Geralmente, os métodos estocasticos utilizam a técnica de simulacdo de Monte Carlo (Isaaks,
1990, p. 7; Capitulo 3, secdo 3.1), na qual as dclp das VAs Z nas localizagdes u sdo amostradas
aleatoriamente L vezes, construindo o conjunto de valores simulados {zZ"(u) (I = 1,...,L)}. Como
abordado anteriormente, no método estocastico de construcdo das dclp, o nimero L de tiragens
aleatdrias deve ser tal que garanta que o espaco de incerteza da VA resposta seja caracterizado.
Entretanto, freqlientemente, L precisa ser tao grande que essa técnica pode se tornar
computacionalmente muito intensa, exigindo muito tempo e espaco de CPU, até que o espaco de

incerteza seja suficientemente caracterizado.

4.6.1. Latin Hypercube Sampling (LHS)

Como alternativa ao método de Monte Carlo, uma estratégia mais eficiente pode ser adotada
para analisar a propagacao da incerteza associada a FTs locais. Para uma dada precisdo, a aplicacao
do método Latin Hypercube Sampling (LHS) (McKay et al, 1979) garante que toda a dclp seja
representada, reproduzindo a construcdo do conjunto de L valores resposta {T"(u) (I = 1,...,L)}, em
muito menos tempo do que o método de Monte Carlo. O método LHS consiste na tiragem aleatoria,
sem substituicdo (amostragem aleatdria estratificada sem substituicdo), de M valores da VA Z(u) a
partir das dclp. Contudo, esses M valores devem ser oriundos de M classes equiprovaveis distintas.
Isto &, primeiramente cada dclp é dividida em M classes equiprovaveis disjuntivas. O procedimento de
tiragem respeita a equacao abaixo:
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Z™(u) = [F(u, ((m - 1) + Ry)/M)]* m=1,..,M (4.18)
onde R, € um nimero aleatdrio do dominio [0;1].

A técnica LHS faz com que a dclp seja inteiramente representada, sobretudo em seus trechos
extremos. Desse modo, com a aplicacdo dos M valores na funcdo de transferéncia, sdo criados
conjuntos de M valores resposta {T™(u) (m = 1,...,M)} que caracterizam o espago de incerteza da VA
resposta nas localizagdes alvo.

A incerteza em relacdo a outras Q VAs Y(u) envolvidas na fungdo transferéncia também pode
ser considerada. Basta que o espaco de incerteza associado aos valores desconhecidos dessas
variaveis, nas localizagGes alvo, seja caracterizado. De maneira analoga, o0 método LHS também pode
ser empregado para que o conjunto de valores simulados {y‘™(u) (m = 1,...,M)} seja construido. A
partir dai, os conjuntos de valores simulados {z™(u) (m = 1,...,M)} € {y™(u) (m = 1,...,M), (q =
1,...,Q)} sao combinados na alimentacdo da funcdo de transferéncia, de modo que possa ser gerado
os M?*! possiveis cenarios em relacdo a VA resposta. Entretanto, é recomendado que o nimero Q de
varidveis auxiliares ndo seja superior a cinco, visto que a quantidade de combinagbes se torna
rapidamente proibitiva.

Quando os parametros varidveis da funcdo de transferéncia sdo correlacionados, suas
distribuicdes ndao podem ser amostradas independentemente, pois a correlacdo entre os mesmos deve
ser reproduzida. Nesses casos, técnicas particulares de amostragem (Viscarra Rossel et al., 2001)
devem ser utilizadas. Entretanto, Davis (1987) prop0s uma metodologia para fazer com que a
correlacao entre os parametros seja mantida pelos valores aleatoriamente tirados das respectivas
distribuicdes. Essa metodologia é descrita por meio das trés seguintes etapas:

i. as distribuicoes experimentais dos Q parametros, que devem seguir um comportamento
normal (Y~N(0,1)), sdo amostradas segundo o método LHS para que sejam geradas M2
combinagdes. Se, por exemplo, dois pardmetros variaveis estivessem envolvidos, a e b,
dois conjuntos de M valores aleatdrios seriam combinados em M? pares [V, w], | = 1,...,
M?;

ii. a matriz de variancia-covariancia C dos parametros é decomposta no produto das matrizes
triangulares superior e inferior: C = LU (decomposigao de Cholesky (Press et a/., 1992, p.
96-98));

iii. os M? valores [a®, b®], | = 1,..,M? (correlacionados) sdo obtidos por meio da

multiplicacdo dos pares simulados [v"", w"] pela matriz triangular inferior (L) mais o vetor

das médias dos parametros. Seguindo o exemplo acima, quando Q = 2:

O MLy 071Tv®T [m
a(l) =|: 11 :| V(|) _’{ a} (4.19)

b L1z Laz) |w mb
Portanto, essa metodologia transforma os pares de valores simulados [V, w®],
independentemente sorteados por meio do método LHS, em pares [a®, b®"], | = 1,..,M? que
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reproduzem a média de cada parametro, assim como a correlacdo entre eles. A Unica hipdtese
assumida é a de que os parametros sigam uma distribuicdo Gaussiana.

Nos casos em que se torna necessario trabalhar com FTs globais, a aplicacdo de método LHS
é teoricamente inviavel devido a correlagdo entre os dados. Nesses casos, a caracterizacdo do espaco
de incerteza da FA T(u) deve ser realizada com auxilio do método de Monte Carlo, sendo
exclusivamente, funcdo do nimero L de realizacdes geradas. Dessa forma, como ndo existe garantia
de que o processo de simulacdo de Monte Carlo, a partir de L tiragens aleatorias, consiga representar
todo o espaco de incerteza presente nas diferentes localizagdes, o nimero L deve ser determinado
empiricamente. Goovaerts (1999), Bonato (2000c), Bonato et a/. (2000a), Bonato et a/. (2000b) e
Deutsch (2002) descrevem procedimentos para avaliar o impacto do nimero L de realizagbes sobre a
exatid3o e a precisao da distribuicdo resposta estimada.

Na comparacdo entre o método paramétrico e o ndo-paramétrico de estimativa de dclp, a dclp
mais precisa, obtida por meio de um método, ndo necessariamente reflete essa maior precisdo
quando se analisa o espalhamento da varidvel resposta (resultado da funcdo de transferéncia).
Evidentemente, para que se possa medir a precisdo dos modelos de incerteza é necessario que os
valores da VA investigada Z(u) e da VA resposta, nas localizacdes alvo, sejam conhecidos — como sera
abordado no item 4.10.

4.7. LHS x simulagao de Monte Carlo

Sempre que for preciso estimar o espaco de incerteza em relacdo a FA resposta, oriundo da
propagacdo da incerteza de Z(u) como parametro de funcbes de transferéncia locais, 0 método LHS
(combinado com a modelagem da incerteza via krigagem multiGaussiana) deve ser a primeira
alternativa. Nesses casos, esse método produz resultados similares aqueles obtidos por meio do
procedimento de simulagdo de Monte Carlo, consumindo muito menos tempo e espaco de CPU.
Entretanto, a técnica de simulagdo de Monte Carlo se apresenta como uma boa alternativa nas trés
seguintes situagoes:

i. como descrito na secdo 4.6.1, quando funcdes globais de transferéncia necessitam ser
aplicadas;

ii. quando as funcOes de transferéncia sdo conhecidas e disponiveis para um suporte muito

diferente do que o suporte de medida;

ii. quando for solicitado o célculo do histograma dos valores resposta médios (e-type) em

relacdo a toda a area em estudo.
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4.8. Aumento da eficiéncia das técnicas LHS e de Monte Carlo

Na caracterizacdo do espaco de incerteza da varidvel resposta, é normal que seja dada
atencdo especial aos valores extremos que essa variavel pode assumir. Normalmente, esses valores
sdo derivados de valores situados nos trechos extremos das dclp das varidveis parametros da funcdo
de transferéncia. Seguindo esse raciocinio, Manteufel (2000) prop6s que o tratamento oferecido as
dclp das variaveis parametros seja diferenciado, de acordo com o trecho e a caracteristica (normal,
lognormal, exponencial, etc.) das fungGes de transferéncia, FTs.

O algoritmo do processo de simulagdo de Monte Carlo consiste na tiragem aleatdria de L
numeros r do dominio [0;1] (representando o dominio de probabilidade) da funcdo de reparticdo [F(u,
z| (n))]. A partir dai, os valores das VAs parametros sao obtidos por meio da aplicacdo do valor de r
na fungdo de reparticdo inversa, ou seja:

Z0(u) = [F(u, n)] l=1,..,L (4.20)

Manteufel (2000) sugere que a importancia dos trechos das dclp seja considerada por meio da
transformacdo do ndmero r sorteado. Essa transformagdo gera um novo nimero s aleatdrio, também
definido entre zero e um. Assim, a inversdo da fungao de reparticdo é realizada a partir de s [s(r)]. O
autor propde que essa transformacado seja baseada em uma fungao polinomial, apresentada abaixo:

2 2 2
ss(uy=nfrp -1 . ds +r2(3 =2 | +r2(r -1 (ds
I [ drly | I I dr
ds

Nessa equacao, o termo ar (B=0,1) representa o parametro de importancia (PI) e varia de

[=1,..,L (4.21)

1

acordo com a caracteristica das distribuicdes (do modelo de FT). Por exemplo, o quadro abaixo
(Quadro 4.1) apresenta os valores assumidos por PI para as distribuicbes que seguem um

comportamento normal e lognormal.

Quadro 4.1: Valores assumidos por PI, conforme as caracteristicas da dclp.

PI ds ds

Distribuicao dr 0 dr 1
Normal 0 0
Lognormal 2,7 0

Para as fungbes de transferéncia que contam com multiplos parametros variaveis Q, PI
também pode ser usado para a determinacdo dos pesos dos vetores que alimentam as fungGes. Para

cada parametro, o peso w de cada valor aleatoriamente tirado € calculado segundo a equagdo abaixo:

w(u) =|3r 2_4r41). % I=1,.,L (4.22)
I I I r

d 2 ds
q 0+r|(6 —6r|j+(3r| —2r|j-a

1
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Em seguida, o calculo do peso dos vetores é realizado por meio da multiplicacdo de cada peso

individual de cada parametro; ou seja:

wl(u) = HWJ?I(U) sendo que, j = 1,..,1%eq=1,...,Q (4.23)
q

Contudo, para a aplicacao nas fungGes de transferéncia, o peso atribuido aos vetores deve ser
normalizado pelo somatdrio dos pesos de todos os vetores (todas as L? combinagBes possiveis); isto
é:

W)
Wl (u)
j

O procedimento descrito acima (consideracdo do parametro de importancia PI) também pode

wi(u) = comj = 1,...,L° (4.24)

ser combinado com a técnica LHS. Nesse caso, os nimeros r sao obtidos de maneira aleatdria dentro
do dominio definido por cada classe: (i/M; i+1/M], i = 0,...,M-1.

0 uso combinado dessas técnicas (LHS com PI e simulacdo de Monte Carlo com PI) pode ser
muito eficaz, fazendo com que a convergéncia da média e da variancia dos modelos (realizag6es) seja
mais rapida. Ou seja, essa combinacdo possibilita reduzir o nimero de tiragens aleatérias (L ou M)
necessarias a caracterizagdo adequada do espago de incerteza das distribuicOes das VAs resposta.
Essas técnicas combinadas mostram resultados muito satisfatérios para funcdes de transferéncia de
carater multiplicativo, sobretudo se a funcdo for de caracteristica lognormal. Contudo, de maneira
geral, o emprego de LHS sempre apresenta melhores resultados do que aqueles obtidos por meio da
técnica de simulacdo de Monte Carlo. Segundo o estudo de caso de Manteufel (2000), a técnica LHS
combinada com PI leva vantagem em relagao a técnica LHS, pois, para um mesmo nivel de exatidao,
foram necessarias cerca de 10 vezes menos tiragens quando considerada a convergéncia da variancia
dos modelos.

Como alternativa a técnica LHS classica, uma pequena variacdo pode ser adotada: fazer com
que o processo de tiragem, dentro de cada uma das M classes seja deterministico, ou ndo aleatorio.
Ou seja, pode-se fazer, por exemplo, com que r seja a mediana de cada classe. De maneira geral:

rn=lm-p)/M]  m=1,.M (4.25)
onde p representa proporcdo da classe. Para a mediana de cada classe p = 0,5. A partir dai, a dclp

estocastica é definida pela aplicacdo das M probabilidades r,, na funcdo inversa:

z(m)(u) = [F—l(u, rm)] m=1,.,M (4.26)
Essa modificacdo torna o procedimento mais pratico e, as vezes, até mais eficaz. Saliby
(1980) propds uma técnica muito semelhante, denominada de Amostragem Descritiva (AD). Essa
técnica questiona o paradigma de que para descrever um comportamento aleatério as tiragens devam
ser obrigatoriamente aleatdrias, declarando que as vezes um processo de tiragem deterministico pode
ser mais eficiente. A utilidade da técnica foi comprovada por meio de uma série de testes e
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comparacoes (Saliby, 1990 e Saliby, 1997) mostrando resultados muito satisfatorios, tanto em termos

estatisticos como computacionais.

4.9. Avaliagao da qualidade dos modelos locais de incerteza

Os modelos locais de incerteza podem ser obtidos por meio de técnicas paramétricas ou ndo-
paramétricas. A escolha do método para a estimativa das dclp pode ser determinante, pois para um
mesmo banco de dados e para uma mesma localizagdo espacial u, os modelos de incerteza
resultantes podem ser muito diferentes. O exemplo apresentado por Goovaerts (2001) retrata essa
situacdo. Essa escolha esta associada as caracteristicas intrinsecas da distribuicao experimental ou
com a qualidade das dclp, sendo que a técnica escolhida deve ser adequada as caracteristicas
estatisticas dos dados.

A qualidade da modelagem sera tao boa quanto mais preciso for o modelo local de incerteza.
A precisao de uma dclp modelada a partir de técnicas paramétricas é principalmente controlada pela
variancia de krigagem, que por sua vez é controlada pela configuracdo espacial das informacoes.
Enquanto que a precisdo das dclp, derivadas por métodos nao-paramétricos, é principalmente
controlada pelo dominio de valores [z, Zmax] Na circunvizinhanca de cada localizacdo u a ser
estimada.

Mas como é possivel avaliar a qualidade dos modelos locais de incerteza? A qualidade relativa
dos modelos s6 pode ser verificada se os valores verdadeiros da variavel alvo, nas localizacdes a
serem estimadas, forem conhecidos. A primeira vista, ndo é possivel afirmar que uma técnica seja
melhor do que a outra, até porque nao existe “o melhor” modelo de incerteza. Contudo, existem
técnicas que possibilitam medir a qualidade das dclp. Como na interpolacdo espacial, é possivel
comparar os modelos de incerteza com as proprias medidas. Dois métodos podem ser aplicados:

i. validacao-cruzada, onde as informacgdes sao temporariamente removidas, ou

ii. jackKnife, onde certas informacdes sao excluidas do banco de dados.

Porém, a aplicagdo da segunda técnica requer um grande nimero n de medidas z(u,) (o = 1,...,n)
disponiveis. Isso porque as informagdes remanescentes devem ser suficientes para que o modelo de
continuidade espacial e as estimativas decorrentes e sejam representativos. Dessa forma, antes de se
fazer qualquer uso das dclp, é conveniente que esses modelos de incerteza sejam testados, no
sentido de avaliar o qudo bem eles sdo capazes de capturar a incerteza associada as estimativas da
VA Z nas localizagGes u desconhecidas.

O confronto dos modelos de incerteza F[(u,;z|(n))]* com o atributo z(u,) conhecido em cada
localizagao medida (no caso de validagao-cruzada, o = 1,...,n) ou nas localizagdes de teste (no caso
de jacKknife, o. = 1,...,]), permite a analise de um conjunto de intervalos simétricos de probabilidade p
(p-IP), limitados pelos quantis (1-p)/2 e (1+p)/2 da dclp; isto &: (F*"(uy;(1-p)/2 |(n)), F¥ (uy;(1+p)/2
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[(n))]. A Tabela 4.1 apresenta as probabilidades p e seus respectivos intervalos simétricos de
probabilidade IP. Essa tabela mostra que a probabilidade p reflete a amplitude do intervalo IP,

centrado na mediana.

Tabela 4.1: Intervalos de probabilidade p-IP, indicando as probabilidades

p e seus intervalos IP associados.

P(%) Intervalo p-IP
10 (0,45; 0,55]
20 (0,40; 0,60]
30 (0,35; 0,65]
40 (0,30; 0,70]
50 (0,25; 0,75]
60 (0,20; 0,80]
70 (0,15; 0,85]
80 (0,10; 0,90]
90 (0,05; 0,95]
100 (0,00; 1,00]

Por praticidade, a partir de agora, o conjunto de localizacdes onde Z(u) é conhecido e seus
modelos de incerteza associados serdo denotados pelo indice j e limitados por N (j = 1,...,N),
independente da técnica de comparacdo utilizada (validagdo-cruzada ou jacKnife).

Como exemplo, o intervalo simétrico de probabilidade 0,40 (0,40-IP) é limitado pelos quantis
do30 € o0, OU SEja: (F‘l*(uj; 0,30[(n)), F‘l*(uj; 0,70[(n))]. Nesse caso, quando os modelos de
incerteza F[(u; z|(n))]* de cada localizagdo medida ou de teste forem confrontados com as medidas
de Z(u), a incerteza estaria corretamente modelada se 40% das informagdes medidas se inserissem
no intervalo limitado por (F*(u;; 0,30|(n)), F*(u; 0,70|(n))] das dclp. Ou seja, as probabilidades p sdo
comparadas com a proporgao E(p) de valores medidos que se inserem nos intervalos locais.

Na verdade, a andlise dos intervalos simétricos de probabilidade p é uma maneira de
comparar os modelos locais de incerteza com a funcdo de reparticdo empirica da distribuicdo. A
proporcdo de valores conhecidos que se inserem nos intervalos simétricos de probabilidade p pode ser
calculada a partir da andlise do conjunto de informacdes conhecidas de Z(u) e das dclp estimadas,

disponiveis nas N localizagdes u;. O calculo da proporgdo &(p) é realizado da seguinte forma:

&(p) =

% ,N &(u ;;p) vpe[0,1] (4.27)
j=1

sendo que,

se F1*(uj;(1-p)/2)< z(u;) < FH*(uj;(1+p)/2)

. vVpel[0,1]
Se nao

1
& ;p) :{0

A solucdo da Equacdo 4.27 permite que as probabilidades tedricas sejam ser comparadas com
as probabilidades empiricas, calculadas a partir da analise dos intervalos simétricos de probabilidade p

(p-IP). Um grdfico de dispersdo, entre essas probabilidades (esperadas e estimadas) pode ser
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construido para verificar qualidade dos modelos de incerteza. Esse grafico de dispersao é conhecido
como grafico de exatiddo (accuracy plots, Deutsch, 1997). Nesse grafico, em uma visao conservadora,
as dclp modelam a incerteza corretamente se os pontos estiverem sobre a bissetriz do quadrante (reta
E(p) = p). Isto é, se os pontos estiverem acima ou abaixo dessa reta, significa que os modelos

probabilisticos ndo capturam adequadamente a incerteza associada a VA Z(u), refletindo a inexatiddo

desses modelos. Contudo, os modelos que apresentam E(p) > p, sao geralmente interpretados como

sendo adequados. Se, por exemplo, os pontos estiverem abaixo da reta (E(p) < p), a proporcao de

valores conhecidos que se inserem no intervalo é menor do que a probabilidade esperada. Ou seja: os
intervalos simétricos de probabilidade p (p-IP), derivados a partir dos modelos locais de incerteza,
contém uma proporcao menor de valores verdadeiros.

Seguindo o mesmo raciocinio, Goovaerts (2001) prop06s que, para aplicacoes onde o principal
enfoque esta relacionado ao fato de Z(u) ultrapassar certos valores limites especificos (threshold
values), os intervalos simétricos (centrados na mediana) fossem substituidos por intervalos ilimitados
de probabilidade (F‘l*(uj; p|(n)), +]. Porém, na pratica, esses intervalos sdo limitados pelo valor
méximo da distribuicio experimental (ou o méaximo valor admitido), isto é: [FY"(u; pl(n)), Zmaxl-
Nesse caso, a modelagem correta da incerteza local associada a VA Z(u) garantiria que, sobre a area

em estudo, uma proporgdo E(p) de valores verdadeiros extrapolaria o quantil p (q,) das dclp. Entdo,

nesse caso, a proporcado de valores conhecidos inseridos no intervalo é calculada como:
— 1 N
&(p) = N ,Zlé(u i1P) vpe[0,1] (4.28)
J:

sendo que

se  F'*(uj;(1-p)) < 2(uy))
nao

ﬁ(uj;p)={; vpel[0,1]

O grafico de dispersao entre os intervalos de probabilidade p e a proporcao E(p) de valores

verdadeiros que se inserem no intervalo (F*"(u; pl(n)), +e] € um tipo particular do grafico de
exatiddo, chamado de gréfico da extrapolacdo de probabilidade. A Figura 4.2 mostra exemplos de um
grafico de exatidao e de um de extrapolacao de probabilidade. Nessa figura, as técnicas paramétricas

e ndo-paramétricas sdo comparadas.
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Figura 4.2: Graficos de exatiddo, considerando intervalos simétricos de probabilidade (p-IP) (a) e intervalos
ilimitados de probabilidade (b). Fonte: Goovaerts (2001).

Deutsch (1997) prop6s o calculo de um indice para medir a proximidade entre as proporgdes

esperadas e estimadas:
1 _
G =1—(I)[3-a(p)—2]- [E®) - p|-dp (4.29)
onde a funcdo indicadora a(p) é definida como,

a(p) = {1 se&(p) 2p

0 sendo

Portanto, no calculo desse indice, o peso atribuido para o caso exato é unitario, enquanto que

é dado o dobro de importancia, |3.a(p) - 2|=2, para o caso inexato (quando &(p)< p). Como

comentado acima, os modelos que apresentam E(p) > psao considerados adequados, no sentido de
tolerar uma margem na qual a proporcado de valores verdadeiros inseridos no intervalo simétrico p-IP
seja maior do que a esperada. Evidentemente, a qualidade dos modelos locais de incerteza, medidos
por esse indice, aumenta a medida que G assume valor proximo a um (G —1).

Idealmente, os valores verdadeiros devem estar inseridos nos intervalos de probabilidade p
(p-IP), de acordo com a probabilidade p esperada. Mas também, os intervalos de valores das dclp
devem ser tdo estreitos quanto possiveis, de modo que a incerteza local seja a menor possivel. Para
medir o espalhamento das dclp, varios indices de incerteza podem ser aplicados, como: variancia, CV,

entropia e intervalo entre quartis (IEQ). Além desses indices de incerteza, Goovaerts (2001) propoe
que seja avaliada a amplitude média W(p) dos intervalos de probabilidade p (p-IP) que incluem
valores conhecidos. Dessa forma, a qualidade dos modelos locais de incerteza pode ser avaliada por

meio de um grafico entre as probabilidades p e as respectivas amplitudes médias W(p). Para cada

probabilidade p, as amplitudes médias W(p) sao calculadas da seguinte maneira:
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W(p) = NL-E%F:(U iiP)- [F (uj;1+p)/2) —F'l(uj;(l—p)/z)] Vpe[0,1] (4.30)

O mesmo indice pode ser calculado considerando os intervalos ilimitados de probabilidade, ou

seja: (F‘l*(uj; p|(n)), + < ]. Nesse caso, W(p) passa a ser calculado como:
- 1 N .
Wep) = 2 ZEw ip): brex—Fui@-p)/2)]  vpeloi] (4.31)
. ]:

A Figura 4.3 mostra um grafico entre as probabilidades esperadas e as respectivas amplitudes
médias dos intervalos de valores. Como na figura anterior, o espalhamento dos modelos é avaliado

para dclp obtidas por meio de técnicas paramétricas e ndo-paramétricas.
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Figura 4.3: Grafico mostrando a amplitude média dos intervalos de valores de acordo com o intervalo simétrico de
probabilidade p esperada. Fonte: Goovaerts (2001).

As ferramentas apresentadas acima sdo validas a avaliacdo da qualidade dos modelos locais
de incerteza (dclp), quando utilizadas as técnicas de validagdo-cruzada ou jacKnife. Porém, ndo existe
técnica equivalente para avaliar se 0os modelos de incerteza sdo capazes de medir adequadamente a
incerteza espacial. Para essa tarefa, geralmente, é verificada a qualidade de reproducdo do
histograma e do semi-variograma (da distribuicdo experimental) pelas realizacdes, embora a
reprodutibilidade dos mesmos ndo garante a qualidade do conjunto de realizagdes como um todo.
Portanto, ndo é possivel obter um indicativo da qualidade dos modelos em relacdo a incerteza espacial
por meio de métodos analiticos (como para a avaliacdo dos modelos locais). Para isso, é preciso
utilizar métodos estocasticos, no qual verificam numericamente a reprodutibilidade dos momentos de
primeira e segunda ordem da distribuicdo experimental.
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4.10. Reproducdao dos momentos estatisticos da distribuigao experimental

Todos os algoritmos de simulacdo geoestatistica compartilham o mesmo objetivo: gerar L
realizacOes equiprovaveis da distribuicdo espacial da FA Z(u). A verificacdo de que esse objetivo foi
alcancado adequadamente consiste na comparacdo das possiveis distribuicdes com a distribuicdo
experimental. Na medida em que essas realizacdes sdo possiveis cenarios da FA Z(u), € natural
esperar que cada realizagdo reproduza o histograma e o semi-variograma da distribuicdo
experimental. Porém, na pratica, essa reprodutibilidade é raramente atingida devido as chamadas
flutuacGes ergddicas (Deutsch e Journel, 1998, p. 128-132). Varios fatores controlam a magnitude das

flutuacGes ergddicas apresentadas pelas realizagoes (Goovaerts, 1997, p. 426):

i. o algoritmo empregado. Algoritmos de simulacdo seqlencial paramétricos e ndo-
paramétricos, reproduzem o modelo de continuidade espacial da distribuicdo experimental

somente na média de muitas realizacGes;

ii. o nimero de informagdes experimentais. A similaridade entre as distribuicdes aumenta

com o numero de informacg0es condicionantes originais;

ii. as caracteristicas do modelo de continuidade espacial em relacdo ao tamanho da area
estudada. A magnitude das flutuagdes ergddicas, em relacdo aos momentos de segunda
ordem das realizagGes, tende a ser significativa quando o alcance do modelo variografico
for grande em relacdo ao tamanho da area a ser simulada, particularmente se o efeito

pepita for pequeno.

A Figura 4.4 apresenta um exemplo com os semi-variogramas nas direcoes de maxima e
minima continuidade espacial (caso em 2D) de quatro realizacdes de um processo de simulagao,
juntamente com seus semi-variogramas condicionantes (experimentais e tedricos). Como observado
na figura, a reprodutibilidade do semi-variograma condicionante (tedrico) ocorre na média das
realizacOes analisadas.
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tedrico
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’ realizagGes
0.3
. m m
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Figura 4.4: Flutuagdes na reprodugdo do momento de 2~ ordem da distribuicdo condicionante nas diregdes de maior (a) e de

menor continuidade espacial (b). Fonte: Pilger (2000).
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A Figura 4.5 apresenta os histogramas das mesmas realizagdes da figura anterior, juntamente
com o histograma condicionante. Nesta figura, também podem ser observadas flutuages ergddicas,
mas em média o histograma condicionante é reproduzido. Ocorrem flutuacdes nos valores de média,

de variancia e dos quartis. Os Unicos valores fixos sdo os de minimo e maximo.
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Figura 4.5: Flutuagdes ergddicas na reproducdo do momento de 1=~ ordem da distribuicdo condicionante (histograma central).
Fonte: Pilger (2000).
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4.11. Indices locais de incerteza

A estimativa da dclp por meio dos métodos estocasticos permite que a variabilidade local, em
relacdo aos possiveis resultados que a FA Z(u) pode assumir, seja quantificada. A partir do
conhecimento estocastico (numérico) da dclp em uma determinada localizagdo u é possivel estimar a
incerteza em torno do valor desconhecido z(u) antes e independentemente da escolha de uma
estimativa Z*(u). Os principais métodos (indices de incerteza) utilizados na avaliacdo da magnitude da
incerteza por meio de simulagdo estocastica sao:

i. intervalo de probabilidade;
ii. entropia local;

iii. variancia condicional;

iv. coeficiente de variacao;

v. intervalo entre quartis (IEQ).

Dentre esses cinco métodos citados, os trés Ultimos foram considerados no estudo de caso
apresentado por Pilger (2000) e Pilger et al. (2000).

4.11.1. Variancia Condicional

A variancia condicional mede o espalhamento da dclp em torno da média e é dada pela

seguinte equacao:

o*(u) = g7 [z—ze (W) - f(u,z| (n)) - dz (4.32)
onde:
7zt (u) € a média esperada da dclp (E-type de Z(u)) e

f(u, z|(n)) é a fungdo densidade de probabilidade local da VA Z(u).

Entretanto, a equacdo acima pode ser aproximada, numericamente, por meio da equagao

abaixo:

W)= ¥ 7O - [FUz | (1) ~F(Ui 21| ()] (4.33)

onde,

zv, k = 1,...,K, sdo os K valores limite discretizando o intervalo de variacdo da VA Z(u),
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7. € média da classe (z:, zJ, dependente do modelo de interpolagdo para os valores disponiveis
para cada classe (modelo linear: média aritmética),

F(u;z](n)) é a dclp, onde a notacdo |(n) expressa o condicionamento as informacdes locais
(circunvizinhos ao né de grid ou bloco a ser simulado).

O valor esperado z (u) da dclp é definido, numericamente, pela seguinte equacio:
% K+1
ze(u) = k§12k [F(u; zi | (n) = F(U; z¢ 1 [ ()] (4.34)

A varidncia condicional define o espalhamento em torno da média, que por sua vez é
dependente da média das classes 7k . A média e as classes extremas da dclp sdo muito sensiveis a
escolha do modelo de extrapolacao da distribuicdo (Goovaerts, 1997, p. 337). Por isso, € preciso ter
atencdo quanto ao uso da variancia condicional frente a um determinado modelo de extrapolacdo da

dclp.

4.11.2. Coeficiente de variacao

O coeficiente de variagdo (CV) é um método um pouco mais robusto que o de varidncia
condicional, embora apresente a mesma caracteristica com relacdo a escolha do modelo de

extrapolacdo. Esse método deriva do anterior:

K+l % . _ .
o @ _ \/121 [ikl— ze (W] [F(U; z | (n) = F(U; 21 | ()] (4.35)
ze(u) k§12k [F(U; zi | (n) = F(u; z¢ 1 | ()]

onde os termos de (4.35) foram apresentados anteriormente.

4.11.3. Intervalo entre quartis

O método de intervalo entre quartis (IEQ) se apresenta como um método de avaliacdo da
incerteza mais robusto do que os anteriores. O IEQ é principalmente indicado para medidas de
espalhamento local de distribuicdes assimétricas porque nao considera os valores extremos (classes
extremas), sendo menos sensivel quanto a escolha de um determinado modelo de extrapolacdo para
os extremos da dclp. O uso desse método permite que o contraste entre areas de alta variabilidade
esperada e areas de baixa variabilidade esperada seja mais saliente (Goovaerts, 1997, p. 339; Pilger,
2000; Pilger et al, 2001 e Pilger et al., 2002). O IEQ é definido como a diferenca entre os quartis

superior e inferior das dclp, ou seja:



Capitulo 4 — Incerteza e funges de transferéncia 93

IEQ(u) = qo,75(u) — o 25(u) (4.36)

De maneira analoga, esse indice de incerteza também pode ser adaptado para quaisquer
diferencas entre quantis. Por exemplo, dependendo da situacdo, pode ser interessante calcular a
diferenca entre os quantis gg 90 € Jo,10 das dclp de uma determinada FA Z(u). Por isso, de uma forma
genérica, esse indice poderia denominado de intervalo entre quantis. Pilger et a/. (2001) e Pilger et al.
(2002) apresentam exemplos de aplicagao desse indice de incerteza.

A Figura 4.6 apresenta um perfil de terreno com 10 amostras, onde é observada a
variabilidade em relagdo aos teores de acordo com o espagamento entre elas. Na mesma figura, é
mostrada a diferenca entre os métodos de avaliacdo da magnitude de incerteza apresentados acima.
Nessa figura, é possivel observar a deficiéncia ou ndo dos métodos em estimar a incerteza em torno
das estimativas. A partir de uma andlise da Figura 4.6, verifica-se que os métodos de varidncia
condicional e intervalo entre quartis (IEQ) incorporam de uma forma mais realistica a incerteza
existente entre as medidas. Portanto, esses dois métodos se mostram adequados para medir a
variabilidade dos modelos de incerteza. O método de estimativa da incerteza por meio da medida do

CV, embora ndo mostrado graficamente, também apresenta bons resultados (similares aos de
variancia condicional).
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Figura 4.6: Concentracdo (ppm) de acordo com a distancia linear entre as localizagdes medidas (figura superior esquerda),

juntamente com trés graficos comparativos de variabilidade em cada posicdo do perfil. Fonte: Goovaerts (1997 p. 339).
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4.12. Medida da incerteza a partir de krigagem

Se a incerteza local for modelada por meio do método paramétrico, a avaliagdo do
espalhamento dos modelos de incerteza (dclp), por meio de IEQ, pode ser grandemente simplificada.
Para esses casos, a utilizagdo do método de krigagem multiGaussina, embasada na lei Gaussiana
condicional local, permite que os indices de incerteza locais [IEQ(u)] sejam calculados por meio de
krigagem, sendo desnecessario a realizagdo dos modelos estocasticos. Por exemplo, o valor de y
associado ao quartil inferior (qq ,s) € -0,6745, da mesma forma que +0,6745 estd associado ao quartil
superior (do,75)-

Portanto, a Equacdo 4.8 permite que seja realizado o calculo do valor Gaussiano local Y(u),
associado ao quantil desejado, por meio krigagem, usando a estimativa local e o desvio padrdo.
Evidentemente, a distribuicdo experimental deve ser previamente normalizada, de acordo com os
procedimentos descritos no capitulo anterior.

Logo, se for desejado medir a magnitude do espalhamento dos modelos de incerteza por meio
do método de IEQ, a krigagem dos valores Gaussianos y(u,) (o = 1,...,n) pode fornecer os quartis
Zqo,25(u;) € Zdo,75(u;) para sejam calculados os indices de IEQ(w;) (j = 1,...,N). Para isso, o seguinte
algoritmo pode ser empregado:

i. estimativa de Y*(u) (G = 1,...,N) por krigagem, a partir das informagbes Gaussianas
circunvizinhas de u;, retendo a variancia de krigagem GZK(uj);

ii. cdlculo dos quartis Yqp(u;) (j = 1,...,N) no espago Gaussiano, por meio da lei Gaussiana
condicional — Equacao 4.8;

iii. transformacdo inversa, ao espago original das informagdes, por meio da funcdao de
anamorfose — Equacdo 4.7;

iv. calculo dos indices locais IEQ(y;) (j = 1,...,N).

O emprego dessa metodologia apresenta a grande vantagem de ndo ser necessario a
realizagdo de L simulagdes z'(u;) (I = 1,...,L e j = 1,...,N) de Z(u) para o calculo de IEQ(u). Contudo,
se além de IEQ(u), for desejado o célculo de outros indices de incerteza, a inferéncia dos modelos

estocasticos se torna necessaria.

4.13. Comentarios

Esse capitulo tinha como meta principal apresentar as utilidades dos modelos de incerteza,
mostrando como é possivel medir a magnitude de incerteza associada diretamente aos atributos
medidos ou a partir de fungbes de transferéncia. Para isso, foi definido o conceito de funcdao de

transferéncia (FT) e mostrado como a incerteza pode se propagar por meio delas.
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O capitulo iniciou discutindo a distincdo entre incerteza local e espacial, pois esse entendimento
€ essencial para a construcdo adequada dos modelos de incerteza, conforme os propositos desejados.
A seguir, foi discutida o uso dos algoritmos de simulacdo seqiiencial estocastica e de krigagem
multiGaussiana, aplicados de acordo com o tipo de incerteza associada (local ou espacial). Foi
salientado a importancia do uso dos algoritmos de simulacdo seqiiencial estocastica, sobretudo
quando é necessario estimar os modelos de incerteza em unidades de tamanho diferentes daquelas
das unidades de medida e para reproduzir as caracteristicas estatisticas de 12 e 23 ordem dos dados.
A secdo 4.9 alerta para que, na medida do possivel, os modelos de incerteza sejam avaliados de modo
que se possam fazer inferéncias aproximadas sobre a FA de interesse.

O capitulo também apresentou uma ferramenta muito eficaz para a construgao dos modelos de
incerteza das variaveis resposta das FTs: o método Latin Hypercube Sampling, LHS. Seu estudo
despertou a curiosidade e motivacdo para a concretizacdo dessa Tese. Como sera visto nos proximos
capitulos, a aplicacdo desse método constitui o cerne dessa Tese.

O capitulo seguinte mostra como a técnica de Latin Hypercube Sampling pode ser combinada

nos algoritmos de simulagdao condicional seqiiencial visando aumentar seus indices de eficiéncia.



Capitulo 5

LHS aplicado aos algoritmos de

simulacao seqiencial

Esse capitulo é dedicado a apresentagdo formal da técnica LHS (Latin Hypercube Sampling),
assim como sua inclusdao nos métodos seqlienciais de simulacao estocastica. O capitulo inicia com um
breve histérico do método, apresentando o problema motivador de sua elaboracdo e os métodos
similares antecessores. A seguir, s3o apresentadas as caracteristicas da técnica LHS, além de seu
desenvolvimento matematico. E realcada a potencialidade de aplicacdo da técnica LHS nas rotinas de
simulacdo seqliencial de dados geoposicionados. Na seqliéncia, uma etapa fundamental para alcancar
0 objetivo proposto nessa Tese, € realizada: o desenvolvimento de um algoritmo, envolvendo a
técnica LHS, para inclusdo nos métodos seqiienciais de simulacao estocastica. Testes tedricos de

verificacdo encerram o capitulo.

5.1. LHS: historico

O método LHS foi originalmente proposto por McKay et al. (1979), visando reduzir a variancia
do resultado de fungbes de transferéncia (FT) com relacdo a sua reprodutibilidade. Curiosamente,
essa pesquisa também foi desenvolvida pelo Laboratério Nacional Los Alamos, responsavel pela
introducao dos conceitos dos métodos de Monte Carlo. Ou seja, se desejava um método de
amostragem (de valores de variaveis envolvidas em FT) que permitisse com que os resultados fossem
pouco variaveis quando o processo de amostragem fosse repetido. Nesse contexto, o0 método LHS é
visto como um método redutor de variancia.

O método LHS pode ser considerado uma extensdo da técnica de amostragem por quota,
apresentado por Steinberg (1963) e pode ser visto como uma extensdao de dimensdo K (K = n° de
varidveis envolvidas) da técnica /atin square sampling (Raj, 1968; Pres et al, 1992). Essa Ultima
técnica, tem sido utilizada no projeto de experimentos estatisticos desde os anos 20 (pelo menos), em
pesquisas relacionadas a agronomia (Fisher, 1925 e Fisher, 1926). Yates (1953) e Patterson (1954)

estenderam a aplicabilidade da técnica /atin square sampling, analisando suas propriedades de
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reducdo de varidncia. Segundo McKay et al. (1979), o método LHS pertence a uma familia que inclui
outros trés métodos de amostragem:
i. Balanco aleatério (random balance design), discutido por Satterthwaite (1959), Budne
(1959), Youden et al. (1959) e Anscombe (1959).
ii. Fatores altamente fracionalizados (highly fractionalized factorial design), discutido por
Enrenfeld e Zacks (1951 e 1967), Dempster (1960 e 1961) e Zacks (1963 e 1964).

iii. Amostragem /attice (/attice sampling), discutido por Jensen (1975).

O método LHS estd inserido em uma classe de técnicas nas quais a amostragem ¢é realizada
de maneira uniforme sobre o dominio considerado. Essa classe inclui, além do método LHS, os
métodos de: (i) amostragem estratificada, (ii) amostragem ortogonal seqiiencial e (iii) métodos quasi-
Monte Carlo. Essas técnicas assumem que o dominio de amostragem é caracterizado por um cubo
unitario de dimensdo k, [0;1]%. Veach (1997) apresenta uma introdugdio dessas técnicas, destacando
suas aplicabilidades, vantagens e desvantagens.

Antes de iniciar a apresentacdo formal da técnica LHS, serd introduzido o conceito da teoria
dos Quadrados Latinos (Latin guares), utilizada no desenvolvimento tedrico da técnica.

5.2. Quadrados Latinos (Latin Squares)

A técnica dos Quadrados Latinos (Latin Squares) desempenha uma fungao importante na
teoria estatistica de projetos de experimentos. Essa técnica tem sido utilizada com o objetivo de
controlar a variacdo em um experimento (FT) com relacdo as suas variaveis de entrada (inputs). Os
valores assumidos pelas varidveis podem ser visualizados matricialmente, onde as diferentes
combinacdes de valores sao dadas pelas linhas e colunas da matriz.

A teoria dos Quadrados Latinos foi desenvolvida no final do século XVIII, pelo matematico
suico Leonhard Euler (1707 — 1783) (Euler, 1782), como “uma nova espécie de quadrados magicos”
("un nouveau espéece de carrés magiques”). O nome da técnica tem origem nos simbolos
representados matricialmente por Euler. O matematico utilizava letras do alfabeto latino para
representar os elementos de suas matrizes. Contudo, esses elementos podem ser representados por
quaisquer simbolos, sejam eles nimeros, letras gregas, cores ou objetos.

Um Quadrado Latino de ordem N se caracteriza como uma seqiiéncia (combinacdo) N x N
(matriz quadrada) de N simbolos, no qual cada simbolo ocorre exatamente uma vez em cada linha ou
coluna da matriz. Dessa maneira, os simbolos sao ordenados de modo que cada linha ou coluna da
matriz contenha cada um dos N simbolos. Por exemplo, um Quadrado Latino de ordem trés pode ser

representado da seguinte forma:
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(5.2)

@™ O >
0O > W
> @ O

Quando N for igual a trés, existem seis permutacbes possiveis (ABC, ACB, BAC, BCA, CAB e
CBA), entretanto é possivel construir 12 diferentes Quadrados Latinos de ordem trés. Isso é possivel
por meio da permutacdo de linhas, colunas, e/ou simbolos em qualquer combinacdo. Existem varias
possibilidades para a construcdo de Quadrados Latinos, exceto para os casos de ordem dois, onde
existem somente duas possibilidades. Por exemplo, para o Quadrado Latino de ordem trés
apresentado acima, € possivel criar outro, simplesmente permutando as duas Ultimas linhas. Ou seja:

A B C
B CA (5.3)
C A B
O numero de possiveis Quadrados Latinos de ordem N =1, 2, 3, 4, 5, ... sdo: 1, 2, 12, 576, 161280,
... (Riordan, 1958). Por exemplo, dois dos 576 possiveis Quadrados Latinos de ordem quatro sao

dados por:
A B CD A B CD
BADCeCDAB 5 4
CDAB D CB A (5.4)
D CB A B ADC

Um par de Quadrados Latinos de ordem N é dito ortogonal se um pode ser sobreposto no
outro, de modo que cada uma das N> combinacdes de simbolos ocorre exatamente uma vez nas N?
células da matriz. Por exemplo, os seguintes Quadrados Latinos, constituidos por dois conjuntos de
trés elementos (A, B, Ce a, b, ¢)

[C B A b
B A Clela
A C B C

(5.5)

o T 0O
o 0o o

sao ortogonais, pois,

[Cb Bc Aa
Ba Ab Cc (5.6)
| Ac Ca Bb

Isto é, cada um dos nove pares preenche uma das nove células da matriz.

Os pares de Quadrados Latinos ortogonais também sdo chamados de Quadrados Greco-
Latinos, pois freqliientemente o segundo conjunto de N elementos era representado por letras gregas.
Um exemplo ilustrativo de um Quadrado Greco-Latino de ordem quatro é formado pelas figuras de um
jogo de cartas (as, rei, dama e valete) e seus respectivos naipes (copas, ouros, espadas e paus). Na
pratica, um dos conjuntos pode ser representado por valores de uma determinada variavel que se

deseja confrontar com um segundo conjunto de valores assumidos por outra variavel.
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O numero de Quadrados Greco-Latinos possiveis de serem construidos a partir de pares de
Quadrados Latinos de ordem N =1, 2, 3, 4, ... sdo: 0, 0, 36, 3456, .... (Riordan, 1958).

5.3. Latin Hypercube Sampling, LHS

Suponhamos que se deseja realizar M tiragens aleatdrias a partir de um dominio Q. A idéia de
amostragem estratificada é subdividir (arbitrariamente) esse dominio Q em M regides Q; (Q, ..., Qm),

sem sobreposicdo, de modo que:
m
_UIQi =Q (5.7)
=

Cada regido Q; representa de um estrato do dominio Q. A partir dai, um nimero determinado de
amostras é tirado de cada estrato Q;, de acordo com uma dada funcdo de densidade de probabilidade,
fdp. Como descrito na secdo 5.1, amostragem estratificada faz parte de um conjunto de técnicas que
assumem que o dominio de amostragem seja caracterizado por um cubo unitario de dimensao k,
[0;11~

A técnica Latin Hypercube Sampling (LHS), também se baseia na subdivisao do dominio Q.
Entretanto, diferente da técnica de amostragem estratificada, a técnica LHS divide o dominio [0;1]¢
em M estratos (classes) iguais, ao longo de cada dimensdo k, garantindo que uma tiragem seja
realizada em cada classe. Desse modo, todas as classes sao representadas pelas M amostras, pois
cada amostra serd proveniente de um intervalo diferente, de probabilidade M. O nome da técnica
tem origem no carater k dimensional da amostragem de um cubo unitario. O termo "Latin”advém dos
Quadrados Latinos, de Euler.

O procedimento da técnica LHS é realizado por meio de K permutacdes n,, ..., m de classes {1,
...,M}, assumindo que a localizacdo da amostra (tiragem), em termos de probabilidade, seja dada por:

P =M (mi —Ri) i=1,..Mek=1,.,K (5.8)
ou
pE =M (i —1+Ri) i=1,..Mek=1,.K (5.9)
onde:
pl!< representa a probabilidade da i-iésima amostra da variavel k,

Rik € um numero aleatdrio independente e uniformemente distribuido no dominio ]0;1[,

M € o numero total de classes,

Tk representa as permutagdes de classes.
As permutacles m; assumem valores inteiros, representando as M classes {1, ..., M} de cada variavel

k. Nessas equages, my determina a classe da tiragem, enquanto que R; determina a posigao da
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tiragem, dentro dessa classe. As permutagbes m, € oS nUmeros aleatérios R; apresentam a

caracteristica de serem mutuamente independentes.

As duas equagbes apresentadas acima (Equagbes 5.8 e 5.9) sdo validas, podendo ser
aplicadas em algoritmos envolvendo a técnica LHS, pois garantem os mesmos resultados. Para
Rik = 0,5, as duas equacles sdo idénticas, entretanto essas equagdes trabalham em sentido inverso

quando Rj # 0,5 . Por exemplo, quando R; =0,0001, a Equagao 5.9 resulta no limite inferior de cada
classe, enquanto que a Equacao 5.8 garante o limite superior. Quando R; =0,9999, ocorre o inverso.

Em um exemplo bi-dimensional, o padrdo de amostragem resultante da técnica LHS
corresponde a ocorréncia de um Unico simbolo em um Quadrado Latino. Isto €, uma seqiiéncia M x M
de M simbolos, de forma que o simbolo ndo aparega duas vezes em uma mesma linha ou coluna. Por

exemplo, se M = 6, utilizando ® como simbolo:

(©)

(C]

- T T T (5.10)

A\

onde os caracteres representam espagos vazios na matriz.

Se um vetor aleatdrio X de dimensao k (Xi, X5,...,Xy), representando K VAs independentes, for
caracterizado por K dp F, entdo, a partir da Equacao 5.8 ou 5.9, M amostras dessas VAs podem ser

obtidas por meio da seguinte equacao:
xk = Fi(p)) (5.11)
onde F,(.) representa a dp da variavel k.
Um classico esquema ilustrativo da técnica LHS é apresentado na Figura 5.1. Essa figura
ilustra o LHS de duas VAs (A e B) independentes e uniformemente distribuidas no quadrado unitario

U[0;1], considerando seis classes (M = 6). E possivel verificar que cada linha ou coluna (de amplitude

1/6) contém exatamente um simbolo, representando uma Unica observagao (tiragem).

1

g

B 1

Figura 5.1: Exemplo de LHS, com M = 6, para duas VAs (A e B) independentes e uniformes U[0;1].



CGapitulo 5 — LHS aplicado aos algoritmos de simulagdo segtiencial 101

Um exemplo numérico desse esquema é dado na Tabela 5.1. Nesse exemplo, se as VAs forem
Gaussianas [VA ~ N(0,1)], os valores assumidos pelas amostras (xi) podem ser obtidos por meio da
tabela de distribuicdo cumulativa normal (Equacgdo 3.12), disponivel em grande parte da literatura

especializada (exemplo em Myers, 1996, p. 137-139).

Tabela 5.1: Exemplo numérico da Figura 5.1, LHS de dimensdo 2, para duas VAs independentes e uniformes U[0; 1].

k

i k mk (classe)  Amplitude (prob.) Rik i — 1 + Ry pi

1 1 2 [0,17;0,33) 0,6890 1,6890 0,2815
2 1 6 [0,83;1,00] 0,4154 5,4154 0,9026
3 1 1 [0,00;0,17) 0,2818 0,2818 0,0470
4 1 4 [0,50;0,67) 0,2099 3,2099 0,5350
5 1 5 [0,67;0,83) 0,9302 4,9302 0,8217
6 1 3 [0,33;0,50) 0,2163 2,2163 0,3694
1 2 3 [0,33;0,50) 0,9450 2,9450 0,4908
2 2 5 [0,67;0,83) 0,8390 4,8390 0,8065
3 2 6 [0,83;1,00] 0,4466 5,4466 0,9078
4 2 4 [0,50;0,67) 0,3872 3,3872 0,5645
5 2 1 [0,00;0,17) 0,2876 0,2876 0,0479
6 2 2 [0,17;0,33) 0,7449 1,7449 0,2908

Portanto, LHS é uma técnica de amostragem aleatdria estratificada sem substituigdo, na qual
M amostras de K varidveis (continuas) sao tiradas, de modo que para cada variavel, a amostragem
seja (marginalmente) maximamente estratificada (McKay et a/, 1979). A amostragem sera
maximamente estratificada quando o nimero de classes for igual ao nimero de amostras. Ou, em
outras palavras, quando a probabilidade de que uma amostra seja tirada de cada classe seja igual a
M

McKay et a/. (1979) apresentaram a técnica LHS considerando apenas o caso onde as K VAs
envolvidas forem independentes. Oito anos depois, Stein (1987) propds uma modificacdo no
algoritmo, proporcionando que a técnica LHS fosse capaz de ser utilizada com sucesso em variaveis
dependentes.
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McKay et al. (1979) compararam o desempenho de trés técnicas de amostragem em relagdo a
reprodutibilidade da média e da varidncia dos resultados de uma FT, por meio da realizacdo de 50
procedimentos de amostragem distintos. As técnicas foram as seguintes:

i. amostragem aleatéria;
ii. amostragem estratificada; e

iii. LHS.

Os resultados foram muito favoraveis em relagdo ao método LHS, mostrando redugdo significativa de
variancia para os dois parametros estatisticos testados. McKay et al. (1979) realizaram 50 repeticoes
de amostragem, para quatro varidveis, de acordo com as trés técnicas supracitadas. Em cada
repeticdo, os autores utilizaram 16 amostras, calculando a média e a variancia dos resultados de uma
determinada FT envolvendo as variaveis. Em comparacao com o método de amostragem aleatoria, o
método LHS mostrou variacdo, com relacdo a média, quatro vezes inferior. McKay et al. (1979)
concluem que o método LHS é mais preciso em relacdo aos outros dois testados, principalmente
quando a FT for monotonica e de carater aditivo.

Stein (1987) também apresentou um experimento no qual a variéncia, em relagdo a média, foi
significantemente reduzida por meio do uso da técnica LHS. Esse mesmo autor prop0s uma variacdo
na técnica LHS, a qual permite amostrar adequadamente varidveis dependentes. Essa variacdo é
capaz de gerar amostras que conservam a correlacdo existente entre as variaveis, sobretudo quando
0 numero de amostras for elevado. Iman e Conover (1982) também descreveram uma metodologia
similar, entretanto, a mesma apresentou falhas para a produgdo um nimero elevado de amostras. O
procedimento de amostragem proposto por Stein (1987) é o seguinte:

i. Amostrar aleatoriamente a fdp multivariada, obtendo sy (i = 1,...M e k = 1,...,K)
amostras.

ii. Classificar os vetores de amostras s = (Si,...,Sw), COm relacdo aos seus valores,

constituindo K conjuntos o, = (Oy,...,0mx) formados pelo nimero de classificagdo das
amostras Si.

ii. Realizar a tiragem de M*K nimeros aleatdrios R;, independentes, a partir de U[0;1].

iv. Obter p:‘, que representa a localizacdo da i-iésima amostra da VA k, em termos de

probabilidade, por meio da Equacdo 5.8 ou 5.9, substituindo T por oj.
v. Determinar o valor da amostra x; (i = 1,...,M e k = 1,...,K) a partir da Equagdo 5.11.
Nesse algoritmo, os conjuntos o = (Oy,...,0m) €xercem a funcdo das K permutacdes de classes
{1,...,M} do algoritmo LHS original. Isso porque, esses conjuntos sdo constituidos por M nimeros
inteiros, ordenados de acordo com o nimero de classificacdo das amostras s; (i = 1,...,M).
Essa variagdo na técnica LHS pode proporcionar uma translagdo de classes, visto que, os
valores aleatoriamente amostrados na etapa (i) sdo reposicionados, de modo a ocorrer somente uma

tiragem por classe. Entretanto, a correlacdo entre os K vetores amostrais x, = (Xix,...,Xwx), PErMmanece
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inalterada, pois a ordem de classificacdo das amostras é preservada. Um exemplo numérico, para uma
distribuicdo bivariada, é apresentado na Tabela 5.2. Nesse exemplo, duas distribuigdes Gaussianas
sdo amostradas seis vezes (M = 6) de acordo com a técnica LHS modificada, proposta por Stein

(1987). Uma ilustragao desse exemplo é dada na Figura 5.2.

Tabela 5.2: LHS de dimensao 2, para duas VAs Gaussianas (VA ~ N[0;1]), correlacionadas (correlacao = -0,53).

i K Sik ox  Amplitude (classe) Ric ox— 1 + Ry pk Xik

1 10,4043 6 [0,97;+400] 0,9605 5,9605 0,9934 2,4795
2 1 0,0567 5 [0,43;0,97) 0,3146 4,3146 0,7191 0,5802
3 1 -00282 4 [0,00;0,43) 0,6012 3,6012 0,6002 0,2539
4 1 -1,1387 2 [-0,97;-0,43) 0,5971 1,5971 0,2662 -0,6244
5 1 -0,0565 3 [-0,43;0,00) 0,1956 2,1956 0,3659  -0,3426
6 1 -13538 1 [-00;-0,97) 0,5937 0,5937 0,0989 -1,2876
1 2 -18744 1 [-00;-0,97) 0,1339 0,1339 0,0223  -2,0082
2 2 04081 6 [0,97;+00] 0,8411 5,8411 0,9735 1,9353
3 2 -06378 3 [-0,43;0,00) 0,9650 2,9650 0,4942 -0,0146
4 2 -03931 4 [0,00;0,43) 0,7395 3,7395 0,6233 0,3140
5 2 -0940 2 [-0,97;-0,43) 0,2576 1,2576 0,2096 -0,8078
6 2 0,1016 5 [0,43;0,97) 0,4833 4,4833 0,7472 0,6658

Os conjuntos de amostras s; e s,, obtidos por meio de amostragem aleatdria simples, sdo
anticorrelacionados, apresentando coeficiente de correlacdao igual a -0,53. O procedimento de
amostragem proposto por Stein (1987) ndo sé garante que os conjuntos de amostras X; e X,
conservem essa correlacdo, como também garante que a amostragem resultante seja estratificada
(Figura 5.2). Entretanto, Stein (1987) mostrou que o processo reproduz assintoticamente (para M
elevado) a correlacdo original. O autor enfatiza que a correlagdo da amostragem resultante pode ser
significantemente distorcida se M nao for elevado o suficiente.

Na Figura 5.2, as linhas continuas entre simbolos indicam as translacdes de classes sofridas
por cada amostra individual, a partir da mudanga de amostragem aleatdria simples para LHS (de s

para x;). As linhas continuas delgadas representam os limites de classes.
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Figura 5.2: LHS para duas VAs Gaussianas dependentes (Tabela 5.2), de acordo com o procedimento proposto por Stein
(1987). Amostragem aleatoria simples (®) translada para LHS (@), onde as linhas continuas entre simbolos indicam a

translagdo.

O LHS para as VAs x; e X,, da figura acima, também pode ser representado por um Quadrado

Latino de um Unico simbolo (®):

($]

(C)

- T =T - (5.12)

(S

A\ W/

onde os caracteres representam espagos vazios na matriz.

5.4. Monte Carlo nos algoritmos simulacdo condicional seqiiencial

Os métodos de simulagdo geoestatistica permitem a criagdo de L (L = 1,...,,L) imagens
equiprovaveis do atributo considerado, de modo que os dados simulados (em cada realizagdo)
reproduzam as caracteristicas estatisticas de 12 e 22 ordem da distribuicao original. A cada ponto ou
bloco da area sdo associados L valores equiprovaveis dos atributos de interesse.

Os métodos de simulagao condicional estocastica mais utilizados sdo os de simulagdo seqtiencial
Gaussiana (Isaaks, 1990), simulacdo por bandas rotativas (Matheron, 1973) e simulagdo seqliencial
dos indicadores (Alabert, 1987b). Esses algoritmos estdao disponiveis na maioria dos softwares
direcionados a geoestatistica, como por exemplo, na GSLIB (Geostatistical Software’s Library)
(Deutsch e Journel, 1998) ou no Isatis®. Dentre os métodos citados acima, destacam-se os

seqlienciais, paramétricos ou ndo-paramétricos (Capitulo 3).
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Geralmente, os métodos estocasticos utilizam a técnica de simulagdo de Monte Carlo (Capitulo
3, secao 3.1) para a construcdo dos modelos numéricos. Nessa técnica, os modelos de incerteza
(dclp) da VA Z nas localizagbes u; (j = 1,...,N) sdo amostradas aleatoriamente L vezes, construindo o
conjunto de valores simulados {z"(u) (j = 1,..,N e | = 1,...,L)}. Nesses métodos, o niimero L de
realizacOes é determinante para a caracterizagdo do espaco de incerteza da VA Z(u). Quanto maior for
0 numero L, maior o nimero de amostras disponiveis para a construcdo dos modelos estocasticos,
que caracterizam o espaco de incerteza. O nimero minimo de realizacbes necessarias, para se
caracterizar suficientemente bem o espaco de incerteza, depende das caracteristicas intrinsecas dos
dados e do objetivo de pesquisa. Existem casos em que L precisa ser tdo elevado que essa técnica
pode se tornar computacionalmente muito intensa, exigindo muito tempo de processamento e espago
em disco (gerando arquivos de dificil manipulagdo).

Como descrito no Capitulo 3, o embasamento tedrico do método ssG assume que toda
distribuicdo multivariada dos dados siga um comportamento Gaussiano. Dessa forma, a aplicacdo
desse método exige que a distribuicdo experimental da VA Z(u) seja transformada de acordo com
uma distribuicdo Gaussiana. Ou seja, a VA Z(u) deve ser transformada em uma VA Y(u). A hipotese
multiGaussiana é muito conveniente, pois permite que os modelos de incerteza (dclp) sejam derivados
por meio de parametros obtidos por krigagem (Equacdo 3.19). A partir da construgdo das dclp, o
conjunto de dados simulados {y(u) G = 1,...N e | = 1,...,L)} é obtido por meio da técnica de
tiragem de simulacdo de Monte Carlo, na qual as dclp da VA Y nas localizacdes u sdo amostradas
aleatoriamente L vezes. O conjunto {y(')(uj), j = 1,...,N} representa uma realizacdo da FA Y(u) no
dominio fisico definido pelas informagdes geoposicionadas no espaco normal y(u,) (U, = 1,...,n). Ao
passo que, 0 conjunto {y(')(uj), | = 1,...,L} representa L simulagdes da VA Y na localizagdo y; (j =
1,...,N). Posteriormente, o conjunto de dados simulados {y“(u) G = 1,...N e | = 1,..,L)} é
transformado ao espago original da VA Z(u). Isso é realizado por meio da aplicacdo da funcdo de
anamorfose (Equagdo 3.21). Assim:

) = FU6 sy 1)) u=1,.,Nel=1,..L (5.13)
onde,
z(')(uj) € o valor simulado, no espago original, associado a localizagdo u; da I-iésima realizagdo,
y® € o valor simulado, no espago normal, associado a localizagdo u; da I-iésima realizagdo,
F(.) representa a dp da FA Z(u) e
G (.) representa a dp estimada da FA Y(u).

Portanto, o valor da VA Z, em cada localizagdo u; (j = 1,...,N), é simulado dentro do dominio de
variagao da VA Z(u), por meio de um procedimento aleatdrio, a partir das dclp. Em cada localizacdo, o
processo de simulacdo gera uma distribuicdo, composta por L valores, que pode ser considerada uma

aproximacao numérica (método estocastico) da dclp; ou seja:
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1L,
F(u;z| (n)) = Lz i (u;2) (5.14)
=1
onde
0} -
i(')(u;z)z{l se z W<z com I=1,..L
se nao

Na verdade, os métodos de simulacdo sequiencial estocastica fazem uso de um algoritmo no
minimo curioso, na medida em que o objetivo é determinar um modelo de incerteza estocastico,
conhecendo-se (de antemdo) o modelo tedrico de incerteza, por meio de krigagem.

O algoritmo de simulacdo seqliencial Gaussiana esta implementado para obter o valor
simulado y(')(uj) (no espago normal) por meio da seguinte equagao:

yOCup) = xpP(w;) .« ors(uy) + ¥ ks(Uy) y=1,.,Nel=1,.,.L (5.15)
Nessa equagdo, oys(U;) € Y ks(u;) representam o desvio padrdo de krigagem (KS) e a estimativa por
KS, respectivamente (esses valores ndo sdo fixos devido a caracteristica do método seqtiencial de
percorrer um caminho aleatdério em cada realizacdo, e de adicionar dados simulados no banco de
dados original). Enquanto que xp(')(uj) representa um valor Gaussiano, derivado da distribuicao de
probabilidade Gaussiana padrdo G(y), associado a localizagdo u;. Isto é:

xp(u;) = [G(u;, p)] y=1..,Nel=1,..L (5.16)
onde p representa uma probabilidade, definida no dominio [0;1], tirada aleatoriamente por meio da
técnica de Monte Carlo.

Para uma dada precisao, a aplicacdo do método LHS garante que toda a dclp (tedrica) seja
representada, reproduzindo a construcdao do conjunto de L valores simulados {z(')(uj) j=1,...Nel=
1,...,L)}, em muito menos tempo (realizagées) do que o método de Monte Carlo. Por conseguinte, a
reducdo de L também faz com que a manipulagdo dos arquivos produzidos seja facilitada, uma vez

que estes ocuparao menos espaco em disco.

5.5. LHS nos algoritmos simulacdo condicional seqiiencial

A meta dessa Tese se constitui no desenvolvimento de um algoritmo de simulagao condicional
sequiencial, capaz de reduzir o tempo computacional (diretamente proporcional a L) e o espago virtual
requerido nas suas aplicacdes. Essa meta pretende ser alcancada por meio da substituicdo do método
de Monte Carlo pelo de LHS. Dessa forma, a eficiéncia do processo de caracterizagao do espago de
incerteza da VA Z(u), para uma dada precisao, pode ser aumentada. Conseqlientemente, os processos
pos-simulagdo também serdo beneficiados, pois serdo desenvolvidos a partir de arquivos menores (em
termos de M bytes).

A técnica LHS proposta por McKay et a/. (1979) foi desenvolvida para VAs continuas e
independentes, que constituem os argumentos de funcoes de transferéncia (FTs). Nesse contexto, na
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formulagdo original, K representa o nimero de VAs envolvidas na FT. Na adaptacdo da técnica LHS
para VAs espaciais, o nimero de localizagdes u; (j = 1,...,N) da malha representa o nimero K das VAs
da formulacdo original. Portanto, para VAs espaciais, o indice k é substituido pelo indice j nas
Equacbes 5.8 e 5.9. Entretanto, nessa adaptagdo, ainda existe a questdo quanto a independéncia das
VAs.

Em geociéncias, geralmente o conjunto de VAs Z(u), das diferentes localizagbes u;, apresenta
correlagdo. Contudo, a proposta de substituicdo do método de Monte Carlo pelo método LHS, nos
algoritmos de simulagao condicional seqiiencial, ndo envolve diretamente essas VAs. Na proposta
dessa Tese, a técnica LHS esta envolvida na tiragem dos nimeros aleatdrios e independentes p da
distribuicdo uniforme U[0;1]. A proposta consiste em realizar a tiragem de M valores da VA Gaussiana
padrdo Y [Y ~ N(0;1)], a partir da distribuicdo G(y), de forma aleatéria, sem substituicdo e de M
classes equiprovaveis distintas. Isto é, primeiramente a distribuicdo G(y) é dividida em M classes
equiprovaveis disjuntivas. A partir dai, sdo tirados, aleatoriamente, um valor de cada classe M, de
cada localizagdo u; (j = 1,...,N) para cada realizagdo L (I = 1,...,L) (Figura 5.3). O procedimento de
tiragem respeita a equagdo abaixo:

Xpins (U;) = [G(u;, plhs®(uy))] ji=1,..N,i=1.,Me I=1,..L (5.17)
onde xpms(')(uj) representa um valor Gaussiano, derivado da distribuicao de probabilidade Gaussiana
padrdo G(y), associado a localizagdo u;. Esse termo é andlogo ao xp(')(uj) da Equacdo 5.16. A
probabilidade, de classes distintas, representada por plhs® pode ser definida como:

plhs®(u;) = M. [m(y;) - 1 + Ruy)] j=1,..,N e i=1,.,M (5.18)
ou

plhs®(u;) = M. [m(u;) + Ri(uy)] j=1,..,N e i=1,.,M (5.19)
onde:

plhs(‘)(uj) representa a probabilidade da i-iésima realizagdo, associada a localizagdo u;,

M € o numero total de classes,
m(u;) representa as M permutagdes de classes, associadas a localizagdo u; e
Ri(u;) € um numero aleatorio independente e uniformemente distribuido no dominio [0;1].

As EquacOes 5.18 e 5.19 sdo analogas as Equagbes 5.8 e 5.9, a diferenca € o carater espacial
dado as varidveis, representado pelas localizagdes ui. E importante salientar que, nas Equagdes 5.17,
5.18 e 5.19, i é aleatdrio, podendo assumir qualquer valor inteiro do intervalo [1;M]. Ao contrario, o
valor assumido por i é seqiiencial, iniciando por 1 e avangando até M.

Assim, em cada localizagdo y; (j = 1,...,N), para que seja tirado um valor Gaussiano Xpis) de
cada classe M, o nimero L de realizacOes (tiragens aleatorias) deve ser igual ao nimero de classes M

que discretiza a distribuicdo G(y). Ou seja: L = M. A Figura 5.3 ilustra o procedimento.
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Figura 5.3: Tiragem aleatdria de um n° Gaussiano, associado a localizagdo uj, a partir da 42 classe da distribuigdo G(y); M = 14.

De acordo com um caminho (ordem) aleatério, cada localizagdo u; (j = 1,...,N) é visitada para
a resolugdo de um sistema de KS visando a obtengdo dos valores de oks(u;) € y*Ks(uj). A partir dai,
uma classe M é aleatoriamente sorteada (sem substituicdo) e um valor é tirado aleatoriamente
(técnica de Monte Carlo) dessa classe. Esse valor representa a probabilidade plhs®, que alimenta a
Equacdo 5.17 para a determinacdo do valor Gaussiano xpms(')(uj). Esse valor Gaussiano, juntamente
com aqueles calculados por KS é substituido na equacdo abaixo para se obter os valores simulados
yOo%u) G=1,..Nel=1,.,L).

yO(U) = xpins(y) . oks(uy) +y “ks(u)  j=1,.,N e I=1..L (5.20)
onde os termos envolvidos foram previamente definidos.

Dessa forma, para o algoritmo modificado, além de informar os parametros habituais, o
usuario deve informar o nimero M de classes (discretizando a distribuicdo G(y)) desejado. Portanto,
com a modificacdo proposta, os algoritmos de simulagdo seqtiencial estocastica ficariam resumidos
nas seguintes etapas:

i. definicdo das M classes disjuntivas equiprovaveis;

ii. definicdo de um caminho aleatério, de modo que cada localizagdo u; (j = 1,...,N)

desconhecida (célula ou bloco da malha) seja visitada somente uma Unica vez;

iii. resolugdo de um sistema de KS para a estimativa de oks(u;) € y*Ks(uj) na localizagao uj
visitada, a partir dos n(u;) dados experimentais e dos valores previamente simulados na
circunvizinhanga de uj;

iv. sorteio, sem substituicdo (amostragem aleatéria sem substituicdo), de uma das classes
definidas em (i);

v. calculo de uma probabilidade (plhs(‘)(uj)), dentro da classe definida em (iv), a partir da
Equacdo 5.18 ou 5.19;

vi. calculo do valor Gaussiano xpis’(1;), a partir da Equaggo 5.17;
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vii. simulagdo de um valor equiprovavel da VA Y(u) (isto é: y"(u;) sendo que j = 1,...Nel =
1,...,M = L) por meio da Equacao 5.20;

viii. inclusio de y®(u) no banco de dados, representando uma informagdo condicional
adicional as demais localizacGes a serem visitadas;

ix. repeticdo das etapas (iii) a (viii) até que seja associada uma simulacdo a cada uma das N

localizagGes;

X. repeticdao dos passos (i) a (ix) para gerar L (L = M) realizacGes equiprovaveis da FA Y(u).

Logo, com essa modificacdo mais um componente aleatdrio é introduzido no algoritmo. Além
do sorteio das probabilidades [plhs(i)(uj)], existe também a tiragem (sem substituicdo) das classes
disjuntivas equiprovaveis M.

Pebesma et al. (1999), também, aplicaram a técnica LHS em simulagdo condicional
seqliencial, contudo, com objetivo diferente em relacdo ao proposto nessa Tese. Esses autores
utilizaram o algoritmo proposto por Stein (1987) para re-amostrar as dclp nas localizagdes u; (j =
1,...,J), visando alimentar FTs globais. Pebesma et a/. (1999) aplicaram esse algoritmo no conjunto de
valores simulados z(u) (I = 1,...,L) { ZP(),..., Z"(u;)}, deslocando valores entre classes, para obter
simulagOes locais estratificadas. A partir dai, foi testada a reprodutibilidade da média e dos percentis
Pos € Py de uma determinada FT, em relagdo as técnicas de amostragem Monte Carlo e LHS. A
reprodutibilidade foi testada a partir de 100 processos de simulacdo de 20, 50 e 100 realizagdes. Os
resultados mostraram a eficiéncia do método LHS, especialmente em relacdo a reprodutibilidade da
média. Para esse parametro, foi mostrado que seriam necessarias mais de 5000 realizagGes pelo
método de Monte Carlo para alcancar os resultados obtidos a partir de 20 realizacdes (L = 20) pela
técnica LHS. Entretanto, Pebesma ef al. (1999) alertam que o semi-variograma pode ndo ser
integralmente reproduzido se nimero de realizacdes (L) nado for elevado o suficiente. Isso porque,
quanto menor for o nimero L (classes M), maior serdo os deslocamentos necessarios, fazendo com
que ocorra uma desestruturacao da correlacdo, especialmente em curtas distancias.

A técnica desenvolvida por Stein (1987), para VAs correlacionadas, se constitui em uma
significativa opcado frente aquela que envolve a decomposicao de Cholesky, proposta por Davis (1987),
apresentada no Capitulo 4 (secao 4.6.1, p. 80). Essa técnica é especialmente Util para aplicacdes que
envolvem FTs espaciais (globais), isto é, aquelas que sdo alimentadas por valores dependentes
associados a varias localizagdes u; (j = 1,...,J) (por exemplo, um simulador de fluxo, ou qualquer FT

relacionada a um painel de lavra).

5.5.1. Variagoes no algoritmo

O algoritmo apresentado na secdo anterior representa a base do algoritmo de simulagdo
condicional seqliencial, envolvendo a técnica LHS, proposto e utilizado nessa Tese. Contudo, algumas
caracteristicas desse algoritmo podem ser modificadas e outras podem ser inseridas. A seguir serdo
apresentadas trés variagGes:
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i. LHS deterministico;
ii. LHS ciclico e
iii. LHS com caminho deterministico.

5.5.1.1. LHS deterministico
Como descrito no Capitulo 4 (Secdo 4.8), o processo de tiragem, dentro de cada classe, pode

ser deterministico. Ou seja, o algoritmo pode ser modificado para que as tiragens sejam realizadas a
partir de uma proporcdo predefinida (e fixa) de cada classe. Esse procedimento torna desnecessaria a
utilizagdo do termo aleatério Ri(u;) nas Equagbes 5.18 e 5.19. Nessas equagdes, o termo Ri(u;) é
substituido por uma constante p, que representa uma proporcdo. Por exemplo, se for desejado que as
tiragens sejam realizadas a partir da mediana de cada classe, p = 0,5. Dessa forma, as Equacgdes 5.18
e 5.19 da etapa (v) (do algoritmo) seriam substituidas pelas seguintes:

plhs.a(up) = M. [m(w) - p] j=1,.,N e i=1,.,M (5.21)
ou

plhs.¢(up) = M. [m(w;) - 1 + p] j=1,.,N e i=1,..M (5.22)
onde:
plhs.«)(u;) representa a probabilidade da i-iésima realizagdo, associada a localizagdo u;,

M € o0 numero total de classes,
m(u;) representa as | permutagdes de classes, associadas a localizagdo u; e
p representa a proporcao da classe.

A Equagdo 5.21 oferece a probabilidade que corresponde a proporcdo (1 — p) de cada classe,
enquanto que a Equagdo 5.22 resulta na probabilidade que corresponde a propria proporgao (p) das
classes.

Portanto, com essa modificagdo, as probabilidades plhs’(u;) so substituidas por plhs.a(u;),

onde “ad” vem de “amostragem descritiva”.

5.5.1.2. LHS ciclico

0O algoritmo de simulagao, envolvendo a técnica LHS, pode se repetir em um mesmo processo
de simulagdo. Quando todas M classes da distribuicdo G(y), associada a cada localizagdo u;, forem
amostradas, novos ciclos de amostragem (de dimensdo M) podem ser realizados. Para isso, o niUmero
L de realizacOes deve ser maior e multiplo de M. Por exemplo, se L = 100 e M = 20, serdo realizados
cinco ciclos do algoritmo proposto. Dessa maneira, as M classes podem ser melhor representadas. O
algoritmo ciclico é o seguinte:

i. definicdo das M classes disjuntivas equiprovaveis;

ii. definicdo de um caminho aleatério, de modo que cada localizagdo u; (j = 1,...,N)

desconhecida (célula ou bloco da malha) seja visitada somente uma Unica vez;
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iii. resolugdo de um sistema de KS para a estimativa de oxs(u;) € y*Ks(uj) na localizagao u;
visitada, a partir dos n(u;) dados experimentais e dos valores previamente simulados na
circunvizinhancga de uj;

iv. sorteio, sem substituicdo (amostragem aleatdria sem substituicdo), de uma das classes
definidas em (i);

v. célculo de uma probabilidade (plhs®(u;)), dentro da classe definida em (iv), a partir da
Equacgdo 5.18 ou 5.19;

vi. calculo do valor Gaussiano xpis"(u;), a partir da Equago 5.17;

vii. simulagdo de um valor equiprovavel da VA Y(u) (isto é: y(')(uj) sendoquej=1,.,Nel=
1,...,L) por meio da Equacdo 5.20;

viii. inclusao de y(')(uj) no banco de dados, representando uma informacdo condicional
adicional as demais localizacOes a serem visitadas;

ix. repeticdo das etapas (iii) a (viii) até que seja associada uma simulacdo a cada uma das N
localizagGes;

X. repeticdo dos passos (ii) a (ix) para gerar M realizacbes equiprovaveis da FA Y(u).

xi. repeticao de (L/M — 1) vezes das etapas (i) a (x).

Esse algoritmo também pode ser combinado com o LHS deterministico, apresentado na segao

anterior.

5.5.1.3. LHS com caminho deterministico

No algoritmo originalmente proposto, como a técnica LHS é aplicada antes da etapa de
condicionamento, as dclp empiricas resultantes (tanto no espago normal, como no original) nao
apresentardo necessariamente a caracteristica de estratificacdo. As mesmas terdo mais chance de
serem estratificadas em localizagdes que apresentarem baixa variabilidade.

As dclp resultantes serdo mais estratificadas se o caminho (ordem) seqiencial for
deterministico, pois assim, os parametros obtidos por KS serdo aproximadamente constantes. Nesse
caso, a chance de os valores assumidos por oxs e Y'ks has localizacdes gy (G = 1,...,N) serem
constantes é maior, pois os valores previamente simulados serdo os Unicos dados varidveis nas
vizinhangas das localizagBes u;. Para que essa caracteristica seja incorporada no algoritmo (proposto
na secdo 5.4.3), basta modificar a etapa (x). Essa etapa deve garantir que todas as L realizacdes
utilizem o mesmo caminho definido na etapa (ii). Dessa forma, a etapa (x) € substituida pela
seguinte:

X. repeticdao dos passos (iii) a (ix) para gerar L (L = M) realizacGes equiprovaveis da FA Y(u).
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5.5.2. Implementacgdo do algoritmo
O algoritmo proposto (incluindo suas variagdes) foi desenvolvido em linguagem de
programacao Fortran, a mesma linguagem das rotinas da GSLIB. A implementacdo do algoritmo, na
rotina de simulagao condicional seqliencial, pode ser resumida em sete etapas principais:
i. definicdo das probabilidades plhs.4, para o caso deterministico;
ii. inicializagdo da simulagdo, com associagdes as localizagdes u; e as classes M;
ii. laco, para a implementacdo do algoritmo ciclico;
iv. tiragens de classes, associada as localizagSes u; e as classes M;
v. definicao das probabilidades plhs, para o caso classico;
vi. determinagao dos valores simulados;
vii. associagao dos valores simulados ao nimero da realizagdo e a localizagdo u; (posi¢ao).

Essas sete etapas serdo desenvolvidas nas subsegdes seguintes.

5.5.2.1. Definigdo das probabilidades plhs,4
Essa etapa foi realizada por meio da Equagdo 5.21, a partir do nimero de classes M e da

proporcdo das classes p, definidas no arquivo de parametros. Em linguagem de programacao Fortran,
as probabilidades plhs,4 sdo definidas por meio de um lago (do):

doi=1,M

plhsaq(i) = (i - p)/M

end do

onde i sdo numeros inteiros e representam as classes M. A definicdo das probabilidades plhs,y €

realizada de maneira independente das localizagBes u;.

5.5.2.2. Inicializagdo da simulagdo
Nessa etapa, os enderecos de armazenamento dos valores simulados sdo inicializados, de
acordo com as localizagdes u; e as classes M. Em Fortran, esse procedimento é realizado por meio de

um lago concatenado:

doi=1,M
doj=1,N
y(i,j) = UNEST
end do
end do

sendo que, UNEST é uma variavel macro que assume o valor de -99. Portanto, a matriz de simulacao
[M x NJ, representando todos os valores a serem simulados, € preenchida, inicialmente, pelo valor
-99.
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5.5.2.3. Implementacdo do algoritmo ciclico

Para que o algoritmo seja ciclico, a matriz de simulacdo [M x N] deve ser inicializada a cada
ciclo de M realizagBes. Para isso, quando o nimero da realizacdao corrente (I) for igual ao somatério
entre o nimero de classes M e uma varidvel temporaria (temp), a matriz é inicializada, em um

procedimento idéntico ao apresentado na secdo anterior (se¢do 5.5.2.3). Em linguagem Fortran:

temp =1
dol=1,L
if(l.eq.temp+M) then
doi=1,M
doj=1,N
y(i,j) = UNEST
end do
end do
temp = |
end if
end do

onde | é o nimero da realizagdo corrente, temp é uma variavel temporaria, o termo (l.eq.temp+M)
significa (I = temp + M) e o lago (do) externo é referente ao nimero de realizagbes. Se, para uma
dada realizacao |, a condicao (l.eq.temp+M) for verdadeira, entdao temp assume o valor de I.

Por exemplo: se L = 45 e M = 15, ocorrem trés ciclos, compreendendo 15 realizacdes cada. O
primeiro ciclo ocorre entre a 12 e 152 realizacdo; o segundo entre a 162 e 302 realizacdo e o terceiro
entre a 312 e 452 realizagdo. Assim, a cada ciclo, M probabilidades (plhs ou plhs,4), associadas as N
localizagdes u;, serdo tiradas de M classes distintas a partir da distribuicdo padrao G(y).

5.5.2.4. Tiragens de classes

A etapa (iv) do algoritmo (p. 108) consiste na tiragem aleatéria de uma classe (), associada
a cada localizacdo u;, dentre as M classes disponiveis. Na pratica, esse procedimento é realizado em
duas etapas. Primeiramente, um numero (random) é aleatoriamente tirado do dominio ]0;1[ ; ap0s,
esse valor é multiplicado por 100 e a varidvel pi armazena sua parte inteira. Em seguida, é verificado
se a classe sorteada é valida e se a mesma ja foi tirada, para uma dada localizagdo u;. Em linguagem
de programacao Fortran:

pi=0

random = 0
5000 random = rand(idum)
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pi = int((random)*100 + 1)

if(pi.gt.M.or.pi.eq.0.or.y(pi,index).gt.-99) go to 5000

y(pi,index) = EST
onde o numero aleatdrio random é obtido por meio da sub rotina rand(.). O argumento dessa funcdo
(idum) é a semente da sub-rotina geradora de nimeros aleatdrios. A varidvel /index representa as
localizagbes u;, aleatoriamente ordenadas, de acordo com um caminho. O termo condicional
(pi.gt.M.or.pi.eq.0.or.y(pi,index).gt.-99) significa: (pi > M ou pi = 0 ou y(pi,index) > -99). Se essa
condicdo for verdadeira, o programa retoma a linha comando 5000, em um lago. Se nenhum valor
simulado estiver associado a classe pi e a posicdao /ndex, o valor assumido por pi é aceito. Nesse
momento, um valor (EST) é associado a variavel y(pi,index) correspondente. O valor EST ndo é o
valor simulado. Esse valor representa somente um fiag para indicar que a posicao correspondente da

matriz simulagdo [M x N] ja esta preenchida.

5.5.2.5. Definigdo das probabilidades plhs

As probabilidades plhs sdo definidas por meio da Equagao 5.18, a partir da classe () e de um
numero aleatério (R). Em Fortran, com a classe pi ja definida, basta tirar um nimero aleatério e
aplicar a equagdo:

R = rand(idum)

plhs = [(pi-1)+R]/M
No caso descritivo:

plhs = plhs,4(pi)
sendo que os termos envolvidos foram previamente definidos.

5.5.2.6. Determinacao dos valores simulados

Com plhs ja definido, basta definir o valor Gaussiano xp e aplica-lo, juntamente com os
parametros obtidos por KS, na Equagdo 5.20. Logo:

call gauinvv(plhs,xp)

y(index) = xp * cstdev + cmean
onde a func8o gauinvv(.) representa G(.); cstdev e cmean s30 o desvio padrdo e o valor estimado,
respectivamente, obtidos por KS.

5.5.2.7. Associagao dos valores simulados

Apds a determinacdo dos valores simulados, os mesmos [y(index)] sdo associados a
realizacdo de origem:

y(l,index) = y(index)
Assim, é possivel extrair todos os M (L = M) valores simulados associados a cada localizagdo u;
(/ndex).
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5.5.3. Verificagoes tedricas

A partir da implementacdo do algoritmo na rotina de simulacdo condicional seqliencial, é
preciso verificar sua funcionalidade quanto as caracteristicas pretendidas pelo algoritmo. Cada classe
da dp Gaussiana padrao G(y) [Y ~ N(0;1)] deve estar representada nas tiragens dos valores
Gaussianos Xpys, associados a cada localizagdo u; (j = 1,...,N). Alguns testes foram realizados para
verificar esse comportamento. Por exemplo, em uma situacdo em que existem 16 localizagdes a serem
simuladas (N = 16) e desejar-se discretizar a dp padrao G(y) em trés classes (M = 3), trés realizacbes
(L = 3) devem ser executadas para garantir a0 menos uma tiragem de cada classe (em cada
localizagao). A aplicacdo da rotina, nesse exemplo, mostra que os resultados sao como os esperados.
A Figura 5.4 mostra que todas as classes sao representadas, nas 16 localizacdes (index), no processo
de simulacgdo. Principalmente, é observado que nenhuma classe aparece duas vezes na mesma linha
(processo de simulagdo); isso prova que as tiragens de classes sao realizadas sem substituicdo. Nesse
exemplo, as classes sao representadas pelas letras A, B e C; as localizagdes por index e as realizagOes
por R1, R2 e R3. O grdfico da direita da Figura 5.4, mostra os dominios das classes na dp G(y), em

termos de probabilidade e valores Gaussianos.

R1 R2 R3
Index|] Classe Classe Classe 1,0 S
//
//
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074 —————————— —
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Figura 5.4: Quadro de tiragens de classes (A, B e C) em um caso em que N = 16 e M = L = 3 (esquerda); dominios das classes
na dp G(y) (direita).

Ainda, comprovando a funcionalidade da rotina, a Figura 5.5 mostra que as localizagdes do
exemplo acima (Figura 5.4), quando comparadas em pares, formam Quadrados Latinos de um Unico

simbolo (X). Sdo apresentadas as tiragens de classes dos pares (12;13), (7;15) e (11,16).

C[_ x _ Clx _ _ C[_ _ x
12 B|_ X 7 Bl_ X _ 1 BIX _ _
AlX _ _ Al X Al_ X _
A B A B C A B C
13 15 16

Figura 5.5: Quadrados Latinos para pares de localizagdes do exemplo da Figura 5.4.
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A rotina simples, com um Unico ciclo foi aprovada. Na seqiiéncia, é preciso verificar sua
funcionalidade quanto a caracteristica ciclica do algoritmo. Utilizando o exemplo anterior (j = 16 e M
= 3), para que essa caracteristica seja comprovada, no minimo seis realizacbes devem ser
executadas. Isso garante a ocorréncia de um ciclo adicional no processo de simulagdo. A Figura 5.6
comprova a eficiéncia da rotina. Essa figura, que complementa a Figura 5.4, mostra que no segundo
ciclo todas as classes também sdo tiradas sem substituigao. Isso prova que, a cada ciclo, a matriz de

simulacdo [M x N] é inicializada novamente, permitindo um novo processo de selecao de classes.

Ciclo 1 Ciclo 2
R1 R2 R3 R4 R5 R6
Index] Classe Classe Classe Classe Classe Classe

Figura 5.6:. Quadro de tiragens de classes (A, B e C) em um caso em que j = 16 e M = L = 3, para dois ciclos distintos.

Qualquer par de localizagdes, em um mesmo ciclo, configura um Quadrado Latino; todas as N
localizacOes, configuram um Hipercubo Latino (Latin hypercube).

Com a tiragem de classes sendo realizada com sucesso, falta verificar a eficiéncia quanto a
tiragem das probabilidades [plhs®”(u;) e plhs,s®(u;)] de cada classe i (i = 1,...,M). Para isso, serdo
consideradas as trés realizagdes, do primeiro ciclo, das trés Ultimas localizacoes do exemplo anterior.
Ou seja, nesse caso, j = 3 (j = 14, 15, 16) e L = M é mantido inalterado (M = L = 3). Em cada
localizagdo, uma tiragem (plhs® e plhs,4") deve ser realizada de dentro das classes A, B e C.

Para o caso descritivo, os trés valores assumidos por plhs, (i = 1, 2, 3) (Equacdo 5.21) sdo
compartilhados nas trés localizagdes, ao longo do processo de simulagdo. Nesse caso, serd amostrada
a mediana (proporcao, p = 0,5) de cada classe, de amplitude 1/3 (em termos de probabilidade). A
Tabela 5.3 apresenta o resultado das tiragens, mostrando os valores Gaussianos xpps associados
(Equagdo 5.17).

Tabela 5.3: Exemplo de trés tiragens de plhs,q, € valores Gaussianos xpins, de acordo com o procedimento descritivo.

R1 R2 R3
index
classe plhsag XPihs classe plhsag XPihs classe plhsag XPihs
14 A 0,17 -0,97 B 0,50 0,00 C 0,83 0,97
15 C 0,83 0,97 A 0,17 -0,97 B 0,50 0,00

16 A 0,17 -0,97 B 0,50 0,00 C 0,83 0,97
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Os valores assumidos pelas probabilidades plhsad(‘)(uj) e pelos nimeros Gaussianos Xpis(U;),
sdo coincidentes nas trés localizagdes uj, ao longo do processo de simulagdo (Figura 5.7). A ordem de

ocorréncia desses valores se constitui no Unico fator varidavel com as realizagdes.

1,0 _
/
BEC—————————— ~
\
\
]
g /
2 o5 -]
= A
/] [
bl
[ \
La [ \
017 - T
[ \
| 0,97 | 0,00 0,97
0,0° 14A 148 14C »
15A 158 15C Pins
16A 16B 16C

Figura 5.7: Representacdo grafica dos resultados apresentados na Tabela 5.3, obtidos segundo o procedimento descritivo.

Para fins de comparacgdo, o caso classico sera testado utilizando o mesmo exemplo do caso
descritivo, apresentado acima. Com o procedimento cldssico, as probabilidades plhs® variam de
acordo com as localizagdes u; (Equagao 5.18). Nessa situagdo, as classes A, B e C, devem ser
amostradas aleatoriamente ao longo do processo de simulagdo, nas trés localizagdes u; (j = 14, 15,
16). Com as probabilidades plhs definidas, os valores Gaussianos xpj,s associados sdao obtidos por
meio da Equacgdo 5.17. Os resultados, apresentados na Tabela 5.4 e na Figura 5.8, foram como os

esperados.
Tabela 5.4: Exemplo de trés tiragens de plhs, e valores Gaussianos xpjns, de acordo com o procedimento classico.
R1 R2 R3
index
classe plhs XPihs classe plhs XPihs classe plhs XPihs
14 A 0,16 -0,99 B 0,58 0,20 C 0,93 1,48
15 C 0,81 0,88 A 0,29 -0,55 B 0,47 -0,07
16 A 0,01 -2,33 B 0,38 -0,31 C 0,90 1,28
1,0 -
N
C / H |
\} |
I
0,7 1
77777777777 / I
¥
£ B (i
o T I
ffffffffff i
HH
,,,,,,,,, =11
\ } \ } H \
Y I [
A —‘ | } | } H |
R
0,0’ 16A  14A15A | | T5C/14C
} ‘ 1]3‘;3 16C XPihs
116B

Figura 5.8:. Representacdo grafica dos resultados apresentados na Tabela 5.4, obtidos segundo o procedimento classico.



CGapitulo 5 — LHS aplicado aos algoritmos de simulagdo segtiencial 118

Em ambos os casos (descritivo e classico), nas trés localizagdes u; (j = 14, 15, 16), foram
amostrados nimeros Gaussianos Xxpjs oriundos das trés classes (A, B e C). Em cada localizacdo
individual, ndo houve a ocorréncia de sobreposicdo de classes. Os valores Gaussianos Xpys foram
amostrados como o esperado, a partir das probabilidades plhs,q € plhs, de acordo com o algoritmo
proposto. E importante salientar que é permitida a sobreposicio de classes, para diferentes
localizagbes, em uma mesma realizacado.

O uso da técnica LHS faz com que a distribuicdo Gaussiana padrdao G(y) seja melhor
representada, sobretudo em seus trechos extremos. A técnica LHS faz com que a distribuicdo G(y)
seja representada em todas as M classes desejadas. Como resultado, a distribuicdo experimental G(y)
ndo apresenta lacunas de amostragem, como aquelas evidenciadas pelo resultado da aplicagao da
técnica de Monte Carlo. As figuras seguintes apresentam um comparativo entre as técnicas de tiragem
de Monte Carlo e LHS (classico de descritivo), de acordo com a rotina implementada. Essas figuras
mostram a distribuicao experimental G(y), obtida por meio dessas técnicas de amostragem, segundo
diferentes processos de simulagao de L realizagbes, em uma localizagdo qualquer u. Nessas figuras,
para a técnica LHS descritiva, utilizou-se proporcdo p = 0,5 (mediana de classe). Em cada figura,
também é apresentado um grafico de probabilidade, relacionando as realizacgdes com as
probabilidades tiradas (ordenadas em ordem crescente). Nesse graficos, uma reta indica que a
distribuicdo G(y) foi bem representada. A Figura 5.9 apresenta os resultados obtidos para 10

realizagdes (L = 10 = M).
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Figura 5.9: Distribuigdes experimentais de probabilidade Gaussiana a partir de 10 realizagdes, de acordo com o método de

Monte Carlo (cima esquerda), LHS (cima direita) e LHS descritivo (baixo esquerda). Grafico de probabilidade, segundo os trés

métodos (baixo direita).
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Nessa mesma Figura 5.9, a distribuicdo experimental correspondente a técnica de Monte
Carlo, mostra que os trechos extremos da dp padrdao G(y) nao sao devidamente representados. Essa
curva apresenta agrupamento de pontos e lacunas de amostragem. Esse comportamento ndo é
observado nos graficos correspondentes a técnica LHS. Embora a dp padrdao G(y) ndo tenha sido
muito bem representada, devido ao pequeno nimero de classes, os resultados obtidos a partir da
técnica LHS sdo mais satisfatorios. As linhas de grade dos gréficos, ajudam a observar que uma
tiragem é realizada em cada uma das 10 classes. Para o caso descritivo, uma tiragem é realizada na
mediana de cada classe.

O grafico de probabilidade reflete os resultados verificados nas curvas experimentais. O eixo
das abscissas mostra as realizagdes, enquanto que o eixo das ordenadas apresenta as probabilidades.
Nesse grafico (e no das figuras seguintes), os valores das abscissas nao sao associados aos nimeros
das realizagOes. Esses valores sao associados ao ordenamento das probabilidades (eixo y). Cada um
desses valores € associado a uma determinada realizacdo, dentre as L (M) disponiveis.

A Figura 5.10 ilustra o grafico de probabilidade e as distribuicdes experimentais G(y),

resultantes de 15 realizacdes (L = 15 = M), de acordo com as técnicas utilizadas.
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Figura 5.10: Distribuicoes experimentais de probabilidade Gaussiana a partir de 15 realizagGes, de acordo com o método de
Monte Carlo (cima esquerda), LHS (cima direita) e LHS descritivo (baixo esquerda). Grafico de probabilidade, segundo os trés
métodos (baixo direita).

Os graficos resultantes mostram que as curvas obtidas a partir da técnica LHS representam
melhor a dp padrao G(y). Entretanto, a figura mostra que, mesmo utilizando a técnica LHS classica,
pode ocorrer 0 agrupamento de pares pontos. O segundo e o terceiro pontos, embora tenham sido
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tirados de classes distintas, sdo muito préximos. Isso acontece quando sdo amostrados os limites
superiores e inferiores de classes adjacentes.

A Figura 5.11 apresenta os resultados obtidos a partir de trés processos de simulagao de 20
realizagbes (L = 20 = M). Nesse caso, a metade inferior da dp padrao G(y) foi suficientemente bem
representada pela dp experimental oriunda da técnica de Monte Carlo. Porém, o mesmo nao pode ser
afirmado quanto a metade complementar, como pode ser verificado no grafico de probabilidade.
Ambas as curvas obtidas a partir da técnica LHS representam melhor a dp padrdo G(y).
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Figura 5.11: Distribuicoes experimentais de probabilidade Gaussiana a partir de 20 realizagGes, de acordo com o método de
Monte Carlo (cima esquerda), LHS (cima direita) e LHS descritivo (baixo esquerda). Grafico de probabilidade, segundo os trés

métodos (baixo direita).

O grafico de probabilidade e as distribuicoes experimentais da dp padrao G(y), obtidos a partir
de 30 realizagdes, sdao apresentados na Figura 5.12. Em todos os trechos da curva experimental,
construida a partir do método de Monte Carlo, é possivel verificar varios agrupamentos de pontos.
Como conseqiiéncia, a dp padrdo G(y) é mal representada. Isso pode ser verificado no grafico de
probabilidade. No gréfico de probabilidade, embora os pontos referentes a técnica LHS classica, nao
configurem exatamente uma reta, é evidente que seu desempenho é melhor em relacdo aquele

apresentado pela técnica de Monte Carlo.
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Figura 5.12: Distribuicdes experimentais de probabilidade Gaussiana a partir de 30 realizagGes, de acordo com o método de
Monte Carlo (cima esquerda), LHS (cima direita) e LHS descritivo (baixo esquerda). Grafico de probabilidade, segundo os trés
métodos (baixo direita).

As Figuras 5.13 e 5.14 apresentam os graficos de probabilidade e as distribuicoes
experimentais G(y), resultantes de 50 e 100 realizagdes, respectivamente. Em ambas as figuras,
embora a aparéncia das curvas experimentais seja similar, a diferenca entre os métodos de
amostragem é grande, como mostram os graficos de probabilidade. Nesses graficos, os pontos
oriundos das técnicas LHS (classica e descritiva) configuram uma reta, ao contrario dos pontos
relacionados a técnica de Monte Carlo. No grafico de probabilidade, associado a técnica de Monte
Carlo para 100 realizagdes, é possivel observar varios patamares. Essa caracteristica indica as porgoes
da curva onde existem agrupamentos de tiragens.

Com a utilizacao da técnica LHS, a amplitude das classes se torna menor a medida em que o
numero de classes de discretizacdo (M) aumenta. Isso faz com que o componente aleatdrio, presente
no algoritmo, se torne cada vez mais restrito. Por exemplo, quando M = 100, as classes apresentam
amplitude de 1%. Esse percentual representa o grau de aleatoriedade da técnica LHS classica para tal
discretizacdo. Portanto, a técnica LHS classica praticamente se identifica com a técnica LHS descritiva

quando M > 100. As curvas da Figura 5.14 ilustram esse comportamento.
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Figura 5.13: Distribuicdes experimentais de probabilidade Gaussiana a partir de 50 realizagGes, de acordo com o método de
Monte Carlo (cima esquerda), LHS (cima direita) e LHS descritivo (baixo esquerda). Grafico de probabilidade, segundo os trés

métodos (baixo direita).
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Figura 5.14: Distribuigbes experimentais de probabilidade Gaussiana a partir de 100 realizagGes, de acordo com o método de
Monte Carlo (cima esquerda), LHS (cima direita) e LHS descritivo (baixo esquerda). Grafico de probabilidade, segundo os trés
métodos (baixo direita).
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As figuras anteriores (Figuras 5.9 a 5.14) ilustraram um comparativo entre as técnicas de
amostragem de Monte Carlo e LHS (classica e descritiva), para processos de simulacdo de L
realizagbes. Se esses testes fossem repetidos, os resultados seriam os mesmos ? Para M > 15, os
resultados obtidos por meio da técnica LHS classica seriam similares; com a similaridade aumentando
com a diminuigdo do grau de aleatoriedade (inversamente proporcionais). Entretanto, as distribuigdes
experimentais G(y), derivadas por meio da técnica de Monte Carlo, seriam completamente diferentes
(a ndo ser por coincidéncia). A Figura 5.15 apresenta trés processos de simulacdao de 20 realizagGes,

em uma determinada localizacdo u, de acordo com essas duas técnicas de amostragem.
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Figura 5.15: Distribuigdes experimentais de probabilidade Gaussiana, a partir de processos de simulagdo distintos de 20
realizagdes, de acordo com o método de Monte Carlo (esquerda) e LHS (direita).

Nessa figura, é visivel que os trés processos de simulagdo geram resultados bastante
diferentes quando o método de Monte Carlo é aplicado. Em contrapartida, os resultados obtidos a
partir da técnica LHS sdo muito similares. Isso explica porque, tradicionalmente, se recomenda
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executar 100 realizagbes, quando se utiliza métodos de simulagao condicional seqiiencial. Com a
técnica LHS, o espaco de incerteza pode ser suficientemente bem coberto a partir de um ndmero
menor de realizagoes.

Portanto, a técnica LHS apresenta mais uma caracteristica vantajosa em relacdo ao método de
Monte Carlo. A técnica LHS, além proporcionar tiragens que melhor representam a dp padrao G(y),

mostra vantagem quanto a “reprodutibilidade” dos resultados. Os resultados ndo sao reproduzidos,

mas sao similares, pois uma tiragem é realizada de cada classe.

5.6. Comentarios

Esse capitulo apresentou a técnica LHS (Latin Hypercube Sampling) formalmente, mostrando
como ela pode ser util quando combinada nos métodos seqtienciais de simulacdo estocastica. O
capitulo iniciou com breve histdrico da técnica, relacionando os métodos similares e aqueles que a
deram origem. Em seguida, foi introduzido o conceito de Quadrado Latino, uma das bases tedricas do
método. O método LHS foi apresentado em seu formato original, como um método redutor de
variancia, destinado a VA independentes. Sua versao destinada a VA dependentes também foi
apresentada. Na seqliéncia, foi mostrado como o método de Monte Carlo atua nas rotinas de
simulacdo condicional seqliencial e como o método LHS pode substitui-lo. Trés variacdes foram
apresentadas:

i. LHS ciclico;

ii. LHS descritivo;

iii. LHS com caminho descritivo.

Foi explicado como o algoritmo pode ser implementado em rotinas de simulagdo geoestatistica
que sao escritas em linguagem de programagao Fortran. Finalmente, foram apresentados varios
testes de verificacdo tedrica da rotina implementada. Todos os testes foram satisfatorios. O final do
capitulo contou com comparativos entre a rotina original e a rotina modificada. Esses comparativos
indicaram vantagens para a técnica LHS, comprovando que a mesma pode ser implementada com
sucesso nos algoritmos de simulagcdo geoestatistica.

O Capitulo 6 abordara um estudo de caso, no qual a rotina modificada (LHS) sera aplicada,

mostrando as diferencas e impactos provocados.



Capitulo 6

Estudo de caso: LHS aplicado

O Capitulo 6 apresenta um estudo de caso, no qual o algoritmo proposto, assim como suas
variagoes, sao aplicadas. Sao realizadas comparagdes entre as performances do algoritmo tradicional,
que utiliza a técnica de Monte Carlo, e dos algoritmos que envolvem a técnica LHS. Essas
comparagdes mostram, principalmente, o impacto provocado em relacdo a média das realizagdes, com
enfoque sobre exatiddo e precisdo. Também s3o realizadas comparagOes de carater pratico, aplicando

funcbes de transferéncia, como por exemplo, curvas de parametrizagdo.

6.1. Banco de dados

O Capitulo 6 é desenvolvido a partir do banco de dados de dominio publico Walker Lake. Nesse
banco de dados, trés varidveis sao disponiveis, duas varidveis continuas (V e U) e uma categdrica (T).
Entretanto, para esse estudo, foi utilizado um subconjunto de amostras da variavel V, medida em
ppm. Esse subconjunto é constituido por 195 amostras, regularmente espagadas em uma area de
6,88 ha, como mostra a Figura 6.1. O espagamento entre as amostras é de cerca de 20 m.
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Figura 6.1: Mapa de localizacdo dos furos de sondagem, com simbolos proporcionais aos teores (ppm) associados a variavel V.
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A Figura 6.1 mostra a localizacao dos furos de amostragem, por meio de simbolos proporcionais
aos teores associados, proporcionando uma primeira impressao sobre a variabilidade espacial inerente

aos dados.

6.2. Analise exploratodria dos dados

A andlise exploratéria das amostras, provenientes da sondagem, revelou os parametros
estatisticos apresentados na Figura 6.2. Essa figura, também, ilustra o histograma da distribuicdo,
evidenciando sua assimetria positiva. Esse comportamento é caracteristico de distribuicdes de metais
como Au, nas quais o valor calculado para média é superior ao da mediana (Q50). Cada classe da
Figura 6.2 apresenta amplitude de 25 ppm. Isso indica que 17,44 % das amostras (34 dados)
assumem valores da classe [0,0; 25,0[. Enquanto que apenas 1 dado (0,005 %) se insere na classe
[975,0; 1000,0].

0.20
no. dedados: 195
média: 275,31
0.15 |- desvio padrio: 249,72
Cv: 0,91
° skewness 0,92
-
g min: 0,00
g 010 F Q25: 61,80 ]
& Q50: 209,10
H Q75: 419,00
max:
0.05
0.00

250.0 500.0 750.0 1000.0

V (ppm)

Figura 6.2: Histograma e parametros estatisticos da distribuicdo da variavel V (ppm).

A Figura 6.3 mostra um mapa de localizacdo das amostras no qual os dados foram
classificados de acordo com os quartis da distribuicdo. Essa figura complementa a Figura 6.1,
mostrando com clareza a distribuicdo espacial dos dados. Nela, é possivel verificar uma concentracao
de altos teores no centro-oeste da area (correspondente aos dados da classe extrema superior do
histograma da Figura 6.2). Como os furos de sondagem sdo regularmente espacados, ndo ha

necessidade de aplicacdo de algoritmos de desagrupamento.
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Figura 6.3: Mapa de localizagdo dos furos de amostragem, de acordo com os quartis da distribuicdo da variavel V (ppm).

6.2.1. Modelo de variabilidade espacial

Apds a andlise do variograma onidirecional, para calibracdo do efeito pepita e para uma
primeira idéia sobre os alcances médios, os variogramas experimentais foram calculados segundo
quatro diregOes. Esse procedimento mostrou a presenca de anisotropia geométrica. Os variogramas
experimentais direcionais foram modelados com o auxilio de trés estruturas: uma de efeito pepita e
duas esféricas. A primeira estrutura € isotrdpica, ao contrario das outras duas. A Figura 6.4 ilustra os

variogramas experimentais e tedricos segundo quatro diregoes.

80000.0 | -

70000.0

(ppm2)

60000.0

50000.0

HEAY

40000.0

30000.0

Variograma

20000.0

10000.0 | 1

L L L
O'OO.O 50.0 100.0 150.0

Distancia (m)
Figura 6.4: Variogramas experimentais (D) e modelos (M) para quatro diregdes. D1 e M1: azimute 158°; D2 e M2: azimute
113°; D3 e M3: azimute 68° e D4 e M4: azimute 23°.

O modelo de variabilidade espacial respeita a seguinte equagao:
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45m ' 37m
v(h) = 12000 - efeito pepita + + 6.1)

azimute 158° azimute 68°
87 m " 40m

24000~sph(az'mute 158° azimute 68 J

26000 - sph (

6.2.2. Malha de simulagao

A simulagdo sera realizada no suporte das amostras, em um malha quadrada pontual, cobrindo
toda a area de amostragem (6,88 ha). A malha é constituida de 260 nds na direcdo leste-oeste e 300
nos na diregao norte-sul, resultando em um total de 78000 nds. Cada no é separado por um quadrado
de lado unitario (um metro) do ndé adjacente, configurando uma malha de dimensdo 1 x 1 m.
Considerando que cada amostra apresenta o suporte de um no, para os processos de simulacdo

decorrentes, ndao havera a necessidade de mudancga de suporte.

6.3. Anamorfose Gaussiana

Como descrito no Capitulo 3, a aplicacdo do método de ssG exige que VA original seja
transformada em uma VA Gaussiana. Assim, a distribuicdo experimental original foi transformada em
uma distribuicdo Gaussiana, por meio de uma fungao de anamorfose ¢(.) (Equagdo 3.21, p. 32). Na
pratica, a fungdo de anamorfose que relaciona a VA original e a VA Gaussiana, €, na verdade, uma

funcdo de anamorfose empirica ¢(.) (Figura 3.6, p. 36). A Figura 6.5 mostra a fungao de anamorfose

empirica, assim como o modelo de anamorfose. A fungao de anamorfose empirica foi modelada com o
auxilio dos polindmios de Hermite, em um polindmio de grau 30 (30 mondmios). Foi decidido ndo
extrapolar os trechos extremos da distribuicdo original, mantendo os valores extremos inalterados,

configurando uma atitude conservadora.

1000.0 | ) .

800.0 | -

600.0 | -

vV (ppm)

400.0 | -

200.0 | -

L L L L L L
-3.0 -2.0 -1.0 0.0 1.0 2.0 3.0 4.0

y (valores Gaussianos)

Figura 6.5: Anamorfose Gaussiana, empirica (linha espessa preta) e modelada (linha fina azul).
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A Figura 6.6 ilustra o histograma e os parametros estatisticos da distribuicao transformada
(Gaussiana). A forma do histograma e suas caracteristicas estatisticas s3o como as esperadas. Nesse
histograma, as classes apresentam amplitude de 0,2. Na pratica, s3o essas caracteristicas de 13
ordem que devem ser reproduzidas pelas realizacdes provenientes dos processos de simulagao.

0.09 T T T T

no. de dados: 195

0.08

0.07

0.06 |

0.05

0.04 |

Frequencias

0.03

0.02 |

0.01 |

0.00 .

y-valores (Gaussianos)

Figura 6.6: Histograma e parametros estatisticos da distribuicdo da varidvel Gaussiana.

6.3.1. Verificacdo de biGaussianidade
Para a verificagdo da biGaussianidade, exigida pelo método, foram realizados dois testes:
i. relagao madograma/semi-variograma e
ii. diferenca entre os valores de pares separados pelo vetor h onidirecional.
O teste da relagdo madograma/semi-variograma, apresentado no Capitulo 3 (p. 35), foi
realizado a partir dessas funcGes, para vetores h onidirecionais. A Figura 6.7 apresenta um grafico no
qual é possivel verificar o resultado da relagdo para diferentes dimensdes dos vetores h (passo igual a

10 m, com tolerancia de mais ou menos cinco metros).
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Ne de passos (/ag)

Figura 6.7: Teste de binormalidade da razdo madograma/semi-variograma para os madogramas/semi-variogramas

onidirecionais. A linha vermelha representa o valor ideal para a relagdo (Equagao 3.25).
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O segundo teste de binormalidade, consiste em verificar se a distribuicdo resultante da

diferenga entre pares de y-valores, separados pelo vetor h, caracteriza uma distribuicdo Gaussiana.

Ou seja, se a distribuigdo resultante de y(u) - y(u + h), Vu, vh, também apresenta as caracteristicas

de uma distribuicdo normal. Para isso, foram considerados os pares de dados separados pelo vetor h

onidirecional. Foram testadas quatro dimensGes para o vetor h: 20, 40, 60 e 80 m. Esses vetores

contaram com uma tolerdncia de meio metro para mais ou para menos. Portanto, foram considerados

0s pares de dados separados por:

i
ii.
iii.
iv.

A Figura 6.8 apresenta

19,5a 20,5 m;
39,5a40,5m;
59,5a60,5me
79,5a80,5 m.

distribuicdes resultantes.
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Figura 6.8: Histogramas de frequiéncia cumulativa e parametros estatisticos para as distribuigdes da diferenga de pares de

dados, separados pelo vetor h onidirecional.

Os resultados foram satisfatorios para as quatro distribuicoes testadas. O valor assumido pela

média das diferencas foi nulo para as quatro distribuigdes, como o esperado. Os desvios padrdo das

distribuicdoes, embora ndo exatamente Gaussianos, assumiram valores muito proximos a unidade. Os
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quatro histogramas também apresentaram simetria Gaussiana, denotado pelo grau de assimetria
(skewness) nulo.
Portanto, os resultados desses testes validam a condicdo de binormalidade da distribuigdo

Gaussiana resultante.

6.3.2. Modelo de variabilidade espacial Gaussiano

Com a distribuicdo Gaussiana validada, na sua condigdo bivariada, foi possivel estudar a
variabilidade espacial da VA Gaussiana Y(u) resultante. Os semi-variogramas experimentais
direcionais, revelaram praticamente a mesma anisotropia geométrica observada para a distribuicdo
original. Entretanto, nesse caso, o semi-variograma foi modelado com o auxilio de duas estruturas de
base: uma de efeito pepita e outra esférica. A Figura 6.9 ilustra os semi-variogramas direcionais
experimentais e o0s respectivos modelos, segundo quatro diregdes: azimute 158°, azimute 113°,

azimute 68° e azimute 23°.

: V_Gauss
[

Variograma

0.00 L L L L L L
0.0 25.0 50.0 75.0 100.0 125.0 150.0

Distancia (m)
Figura 6.9: Variogramas experimentais (D) e modelos (M) da variavel Gaussiana, para quatro diregdes. D1 e M1: azimute 158°;
D2 e M2: azimute 113°; D3 e M3: azimute 68° e D4 e M4: azimute 23°.

A Equacdo 6.2 representa o modelo de variabilidade espacial da distribuicdo da VA V(u), apds
a anamorfose Gaussiana. Para o caso Gaussiano, foi observada uma pequena reducdo na dimensao

dos eixos da elipse. Entretanto, a razdo de anisotropia é praticamente a mesma (~ 2).

(6.2)

. . azimute 158° azimute 68°
h) =0,3 - efeit ta+0,7 -sph
v(h) = 0,3 - efeito pepita+ 0,7 - sp ( 7 m , 37m J

O modelo de variabilidade espacial Gaussiano (Equagao 6.2) e o histograma, juntamente com
0s parametros estatisticos, da Figura 6.6, constituem os momentos de 12 e 22 ordem condicionantes
dos processos de simulagao decorrentes. Contudo, apds a transformagdo inversa, os histogramas e
semi-variogramas das realizacdes também devem reproduzir, em média, os momentos de 12 e 22

ordem da distribuicdo original, representados na Equagao 6.1 e na Figura 6.2.
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6.3.3. Validacdao do modelo de variabilidade espacial e estratégia de busca

Antes que o modelo de variabilidade espacial Gaussiano fosse tomado como condicionante, o
mesmo foi validado, por meio do procedimento de validacdo cruzada. Esse recurso também foi
utilizado para a definicdo da estratégia de busca, a ser realizada para a construcdo das matrizes de
krigagem.

Foram testadas varias composigbes de estratégia de busca, variando o nimero minimo e
maximo de dados, a dimensdo da elipse e o tipo de busca (por quadrantes ou ndo). Os resultados

mais satisfatdrios foram obtidos a partir da estratégia apresentada na Tabela 6.1.

Tabela 6.1: Parémetros da estratégia de busca.

Elipse
P N° de quadrantes N° minimo de dados N° maximo de dados

Orientagdo Dimensdo (eixos)
Azimute 158° 90 x 50 m 1 4 16

No processo de validagdo cruzada, é interessante observar se os erros normalizados (pelos
desvios padrao das estimativas) se inserem dentro de um determinado intervalo de confianga de uma
distribuicdo Gaussiana. Geralmente, os erros normalizados que se inserem dentro desses intervalos
sao chamados de robustos. De forma padrao, o intervalo [-2,5; 2,5] define os erros normalizados
dentro do limite de confianga de 99% de uma distribuicdo Gaussiana. A Tabela 6.2 apresenta a
porcentagem dos erros classificados como robustos, assim como um comparativo entre os erros
robustos e brutos, utilizando o intervalo [-2,5; 2,5]. Os resultados do procedimento de validagao

cruzada sao apresentados na Figura 6.10.

Tabela 6.2: Comparagdo estatistica entre os erros robustos e brutos, apds o processo de validagdo cruzada.

L Erro robusto Erro bruto
Estimativas robustas (%) __ — __ —
Média Variancia Média Variancia
97,95 -0,0394 0,5873 0,0127 0,7052
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Figura 6.10: Histograma da distribuicdo dos erros normalizados sobre os desvios padrdo das estimativas (esquerda) e diagrama

de dispersdo entre os valores verdadeiros e estimados (direita).
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A Figura 6.10 mostra o histograma dos erros normalizados e um grafico de dispersao entre os
valores reais e estimados. No histograma, as linhas tracejadas indicam os valores limite do intervalo
[-2,5; 2,5]. Os simbolos redondos, no grafico de dispersao, representam os dados nos quais os erros
das estimativas foram classificados como nao robustos. A Figura 6.11 ilustra um mapa que indica o
erro bruto, de maneira proporcional (o tamanho do simbolo é proporcional ao valor do erro bruto).
Nesse mapa, é possivel observar as localizacdes onde os dados foram subestimados e

superestimados.
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Figura 6.11: Mapa proporcional do erro bruto, indicando as localizages onde os dados foram subestimados e superestimados,

segundo o processo de validagdo cruzada.

Os resultados do processo de validacdo cruzada, além de indicar a estratégia de busca mais

adequada a ser utilizada, validaram o modelo de variabilidade espacial da VA Gaussiana Y(u).

6.4. Simulacgdo seqiiencial condicional

O modelo de variabilidade espacial da VA Y(u) e a estratégia de busca, validado e definida na
secdo anterior (classificada como adequada), foram utilizados nos processos de simulacdao seqiiencial
condicional apresentados a seguir. Entretanto, a estratégia de busca utilizada nos processos de
simulagdo, envolve um parametro ndo mencionado anteriormente: o nimero de dados previamente
simulados. Apos alguns experimentos, esse parametro foi definido como sendo oito. Portanto, em
cada n6 da malha, a matriz de KS é construida a partir de no maximo 16 dados originais, além de oito
previamente simulados. Essa captura de dados é realizada a partir da elipse de busca, centrada no nd
da malha a ser simulado. A Figura 6.12 ilustra o esquema da estratégia de busca utilizada nos
processos de simulacdo. Nessa figura, a malha ndo é representada, pois é muito densa (1 x 1 m).

Os processos de simulacdo foram realizados segundo os algoritmos de ssG original (MC) e

modificado (LHS). Evidentemente, as variacdes no algoritmo, envolvendo a técnica LHS (apresentadas
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no Capitulo 5), também foram aplicadas. Todos os processos de simulagao, apresentados a sequir,
foram realizados a partir da mesma estratégia de busca. Como mencionado anteriormente, esses
processos foram realizados por meio da rotina sgsim da GSLIB (Deutsch e Journel, 1998, pp. 170 -
174). Os algoritmos envolvendo a técnica LHS também foram implementados sobre essa rotina. A
Figura 6.13 apresenta o arquivo de parametros de simulagao, necessario a execucdo da rotina.

180 m

W no a ser simulado

# dado original selecionado

s dado simulado selecionado

% dado original ndo selecionado

Figura 6.12: Esquema da estratégia de busca utilizada nos processos de simulaggo.

WalkerC1_normal.out
230500
1.0e21  1.0e21

sgsim_walker.dbg
sgsim_walker.out

75.0 37.0 00.0

\ file with data
\ columns for X,Y,Z,vr,wt,sec.var.
\ trimming limits

0 \ transform the data (0=no, 1=yes)
walker_nscore#1.trn \ file for output trans table

0 \ consider ref. dist (0=no, 1=yes)
histsmth.out \ file with ref. dist distribution

1 2 \ columns for vr and wt

0.0 975.3 \ zmin,zmax(tail extrapolation)

2 25 \ lower tail option, parameter

4 2.0 \ upper tail option, parameter

0 \ debugging level: 0,1,2,3

\ file for debugging output
\ file for simulation output

8 \ number of realizations to generate

260 0.0 1.0 \ nx,xmn,xsiz

300 0.0 1.0 \ ny,ymn,ysiz

1 0.0 1.0 \ nz,zmn,zsiz

73073 \ random number seed

4 0.5 \ number of classes and proportion

4 16 \ min and max original data for sim

8 \ number of simulated nodes to use

0 \assign data to nodes (0=no, 1=yes)

1 3 \ multiple grid search (0=no, 1=yes),num

0 \ maximum data per octant (0=not used)
90.0 50.0 1.0 \ maximum search radii (hmax,hmin,vert)

158.0 00.0 0.0 \ angles for search ellipsoid

0 0.0 \ ktype:

0=SK,1=0K,2=LVM,3=EXDR,4=COLC

../data/ydata.dat \ file with LVM, EXDR, or COLC variable

0 \ column for secondary variable

1 03 \ nst, nugget effect

1 0.7 158.0 00.0 00.0 \ it,cc,angl,ang2,ang3

\ a_hmax, a_hmin, a_vert

Figura 6.13: Arquivo de parametros dos processos de simulagdo (padrdo GSLIB).
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6.4.1. Algoritmo original

Para caracterizar o espago de incerteza da VA V, foram executadas 200 realizagdes por meio
do algoritmo de ssG original, isto €, aquele que utiliza a técnica de Monte Carlo (MC). A Figura 6.14
mostra as médias e os desvios padrdo das realizacdes, no espaco normal. Nessa figura, a linha
espessa vermelha representa os valores condicionantes. Uma andlise sobre essa figura indica que o
processo de simulagdo foi realizado com sucesso, pois os parametros de média e desvio padrdo das
realizagdes oscilaram simetricamente em torno dos valores condicionantes. Esse comportamento

configura uma caracteristica conhecida como flutuacoes ergddicas.
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Figura 6.14: Médias (a) e desvio padrdo (b) das 200 realizagGes obtidas por meio do algoritmo original — no espago normal.

No gréfico relativo a média, 109 realizacdes mostraram valores médios superiores a zero. Em
relacdo ao desvio padrdo, 85 realizagbes obtiveram valores superiores a um. Além da oscilagdo
simétrica, o desvio padrao desses parametros se mostrou reduzido, como recomendado. A Figura 6.15
apresenta o histograma (classes com 0,05 de amplitude) e os parametros estatisticos das médias e
dos desvios padrdo das 200 realizacoes. Nessa figura, pode ser verificado que, em média, os
momentos de 12 e 22 ordem da distribuicdo normalizada condicionante foram reproduzidos. Ainda, os

histogramas revelam simetria, comprovando o comportamento oscilatério homogéneo das realizagbes.
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Figura 6.15: Histogramas das médias (esquerda) e dos desvios padrao (direita) das 200 realizagOes obtidas por meio do

algoritmo original — no espago normal.
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Apds a transformagdo inversa, os resultados do processo de simulagdo também se mostraram
satisfatorios. A Figura 6.16 apresenta os desvios padrdo e os valores médios assumidos pelas 200
realizacdes, no espaco original. Como no espaco normal, também foram verificadas oscilagdoes

ergddicas, praticamente homogéneas, em torno dos momentos condicionantes (linha espessa

vermelha).
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Figura 6.16: Médias (a) e desvio padrdo (b) das 200 realizagGes obtidas por meio do algoritmo original — no espaco original.

Dentre as 200 realizagdes, 103 apresentaram média superior a média condicionante (275,31).
Em relacdo ao desvio padrao, 73 realizagOes obtiveram valores superiores ao condicionante (249,72).
Esse comportamento é evidenciado no grau de simetria dos histogramas da Figura 6.17. Nesses
histogramas, as classes tém 1 ppm de amplitude. Essa figura, também, apresenta os parametros
estatisticos dessas distribuicbes. Pode ser observado que, no espago original, as flutuacdes ergddicas
também ndo se mostraram excessivas. Essa caracteristica, juntamente com a reprodugdo dos

momentos condicionantes, validam o processo de simulagdo no espago original.
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Figura 6.17: Histogramas das médias (esquerda) e dos desvios padrao (direita) das 200 realizacOes obtidas por meio do

algoritmo original — no espago original.

Apds o processo de simulacdo, foi realizada uma analise de variabilidade entre os 200

cenarios equiprovaveis gerados. Para essa analise, foram verificados a média e o coeficiente de
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variacdo (CV) dos conjuntos de médias das realizagGes, de acordo com as Equacgoes (6.3) e (6.4),
respectivamente. O passo utilizado foi de 10 realizagdes. Isto &, primeiramente foram analisadas as 10
primeiras realizagdes, depois as 20 primeiras e assim por diante. Por exemplo, para o conjunto c das
20 primeiras realizagbes (c = 20), foram analisados a média das médias (E[m]y) e o CV das médias
CV(m), desse conjunto. A Tabela 6.3 apresenta os resultados desses parametros, além do desvio
padrao [o(m)], para os 20 conjuntos de realizacdes resultantes.

E[m]. =1/c- ém| ¢ = 10, 20, 30,..., 200 (6.3)

Nessa equacdo, m, representa a média de cada realizagao | (I = 1,...,L).
CV(m). = 100 * (c(m)/E[m].) c = 10, 20, 30,..., 200 (6.4)

Tabela 6.3: Média, desvio padrdo e CV dos conjuntos de médias das realizagdes (c).

Conjunto de realizagGes (c) E[m]c o(m). CV(m).
10 277,2930 5,1328 1,8510
20 277,2603 6,7872 2,4479
30 276,5521 9,0826 3,2842
40 276,7904 8,9203 3,2228
50 276,5138 8,3112 3,0057
60 277,0146 8,0450 2,9042
70 276,8748 7,6483 2,7624
80 276,7635 7,6160 2,7518
90 276,3851 7,3368 2,6545
100 275,7722 7,5424 2,7350
110 275,8985 7,5219 2,7263
120 275,8531 7,5958 2,7536
130 275,6264 7,7775 2,8218
140 275,9953 8,1888 2,9670
150 276,1697 8,3353 3,0182
160 275,9247 8,4071 3,0469
170 275,8921 8,3860 3,0396
180 275,9495 8,3163 3,0137
190 276,0747 8,3224 3,0145

200 276,0061 8,2531 2,9902

A Figura 6.18 (@) apresenta um grafico mostrando a relagdao entre as médias das médias dos
20 conjuntos de realizagBes. Essa figura mostra que a média entre os valores médios, obtidos nas
realizacOes, adquire um valor estavel a partir da 1602 realizagao. Na Figura 6.18 (b) sdo apresentados
os CV das médias para os mesmos conjuntos de realizacdes. De maneira similar ao caso da média, o
CV da distribuicdo das médias assume valores estaveis a partir da 1502 realizagao. Os valores de
média e de CV, considerados estaveis sao, 275,92 e 3,05, respectivamente. Embora a diferenca entre
a média dos valores médios em relacdo aos conjuntos de 100 e de 160 realizagdes seja minimo, o

mesmo ndo ocorre para o CV das médias. Apds assumir falsos valores estaveis a partir da 702
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realizacdo, a diferenca entre esses valores e aqueles assumidos a partir da 1502 realizacdo é mais
significativa. Esse comportamento nem sempre seria percebido. Geralmente, assume-se L = 100 para
garantir que todo o espago de incerteza da VA V(u) seja representado, independente das
caracteristicas estatisticas e de variabilidade espacial dos dados. Entretanto, esse caso alerta para o
fato de que as vezes sdo necessarias mais do 100 realizacbes para que o espaco de incerteza da VA

V(u) seja caracterizado.
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Figura 6.18: Média (a) e CV (b) da distribuicdo das médias das realizagGes, de acordo com a rotina sgsim original.

6.4.2. Algoritmo LHS classico

O desempenho do algoritmo modificado, com a técnica LHS classica, foi avaliado a partir dos
resultados, obtidos segundo varios graus de discretizacao da distribuicdo G (nimeros de classes M).
Como nesse algoritmo L = M, foram realizados varios processos de simulacao diferentes.
Primeiramente, foram realizados 10 processos de simulacado, utilizando 10 tipos de discretizagdo: M =
10, 20, 30, 40, 50, 60, 70, 80, 90 e 100 classes. Os resultados apresentados na Tabela 6.4 validam os
processos de simulacdo no espaco normal. Essa tabela, apresenta os valores médios das médias e dos
desvios padrao das realizagcdes, conforme os 10 processos de simulagao. Em todos os processos, 0s

valores médios foram muito similares aos respectivos valores condicionantes.

Tabela 6.4: Média das médias e dos desvios padrdo para 10 processos de simulagdo, conforme o nimero de classes M —

espago normal.

, Média
Numero de classes (M)

Média Desvio padrao
10 0,0008 0,9962
20 0,0039 0,9950
30 0,0054 0,9998
40 0,0057 0,9972
50 0,0064 0,9981
60 0,0047 0,9987
70 0,0055 0,9985
80 0,0036 0,9969
90 0,0053 0,9964
100 0,0062 0,9969




Capitulo 6 — Estudo de caso: LHS aplicado 139

A Figura 6.19 ilustra os resultados de média e desvio padrao de dois processos de simulacdo:
L=M=100e L =M = 50. Nessa figura, & observado que os parametros medidos oscilaram
simetricamente em torno dos valores condicionantes, indicados pela linha espessa vermelha. Para M =
100, 53 % das realizacdes mostraram valores médios superiores a zero. Em relacdo ao desvio padrao,
42 % das realizacdes obtiveram valores superiores ao condicionante. Na Figura 6.19 (b) (para M =
50), 58 % das realizacbes apresentaram média superior 3 média condicionante. Considerando o

desvio padrao, 48 % das realizagOes obtiveram valores superiores a um.
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Figura 6.19: Médias (esquerda) e desvios padrdo (direita) das realizagdes, resultantes dos processos de simulagdo a partir de

100 classes de discretizagdo (a) e de 50 classes de discretizagdo (b) — no espago normal.

As caracteristicas mostradas pela Figura 6.19 sdo compartilhadas por todos os processos de
simulacdo testados. Esse comportamento indica que, utilizando o algoritmo modificado, os processos
de simulagdo foram realizados com sucesso, independente da discretizagdo da distribuicdo de
probabilidade Gaussiana padrao (G) empregada.

Os processos de simulacdo, também, foram validados no espaco original. A Tabela 6.5
apresenta os valores médios das médias e dos desvios padrao das realizacdoes, conforme os 10
processos de simulacdo. Nesses processos de simulacdo, ambos os parametros obtiveram valores
préximos aos condicionantes. Entretanto, como ja verificado no espaco normal (Tabela 6.4), em geral,
as médias assumiram valores ligeiramente superiores a média condicionante. Ao contrario, os desvios
padrdo assumiram valores levemente inferiores. A Figura 6.20 ilustra as médias e os desvios padrao,
em fungao das realizacOes, de dois processos de simulacdo: um com 100 e outro com 50 realizagOes.

Essa figura retrata os resultados da Figura 6.19 no espago original. Na Figura 6.20 (a), dentre as 100
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realizacOes, 54 apresentaram médias superiores a média condicionante (275,31). Em relagdao ao
desvio padrao, 38 % das realizacdes obtiveram valores superiores ao condicionante (249,72). Na
Figura 6.20 (b), dentre as 50 realiza¢Ges, 29 apresentaram médias superiores a média condicionante e

32 % obtiveram valores de desvio padrao superiores ao condicionante.

Tabela 6.5: Média das médias e dos desvios padrdo para 10 processos de simulagdo, conforme o nimero de classes M —

espago original.

, Média
Numero de classes (M)
Média Desvio padrao
10 274,9139 247,7289
20 275,5644 248,0152
30 276,3814 248,7383
40 276,1949 248,3474
50 276,4786 248,6770
60 276,0902 248,5538
70 276,2498 248,5282
80 275,7853 247,9378
90 276,0552 248,0414
100 276,3172 248,2249
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Figura 6.20: Médias (esquerda) e desvios padrdo (direita) das realizagOes, resultantes dos processos de simulagdo a partir de

100 classes de discretizagdo (a) e de 50 classes de discretizagdo (b) — no espago original.

Para avaliar o desempenho do algoritmo LHS classico em relagdo ao algoritmo original (MC),
foi realizada uma analise de variabilidade entre os varios cenarios equiprovaveis, gerados a partir dos
10 processos de simulacdo, no espaco original. Para cada processo de simulacdo (composto por

numeros de realizagGes diferentes), foram calculados a média e o CV dos conjuntos constituidos pelas
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médias das realizagGes. A Tabela 6.6 apresenta os resultados desses parametros, além do desvio
padrdo. A Figura 6.21, ilustra dois graficos mostrando a relagao entre a média e o CV em funcdo dos
processos de simulagao.

Tabela 6.6: Média, desvio padrdo e CV dos conjuntos de médias das realizagOes, para 10 processos de simulagao.

NUmero de classes (M) Média Desvio padrdo CV (%)
10 274,9140 7,1692 2,6078
20 275,5644 7,1985 2,6123
30 276,3813 8,4646 3,0627
40 276,1699 8,0075 2,8995
50 276,4786 6,6922 2,4205
60 276,0902 8,3808 3,0355
70 276,2498 7,4922 2,7121
80 275,7852 8,8180 3,1974
90 276,0553 7,8998 2,8617
100 276,3173 8,0428 2,9107

Na Figura 6.21, pode ser observado que esses valores sdo proximos aqueles considerados
estaveis, determinados a partir das 200 realizacdes executadas por meio do algoritmo original e
representados pela linha vermelha. Nessa figura, o comportamento ndo tdo continuo, principalmente
em relacdo ao CV das médias, é explicado pela caracteristica descontinua do calculo desses
parametros. Diferente do caso original, cada ponto dos gréficos sdo oriundos de processos de

simulacdo diferentes?.
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Figura 6.21: Média (a) e CV (b) da distribuicdo das médias das realizagGes, de acordo com o algoritmo LHS classico; a linha

vermelha representa os valores considerados estaveis.

Em seguida, foi verificada a eficiéncia do algoritmo para um nimero menor de realizagoes.
Para isso, o algoritmo foi testado utilizando nimeros de classes M entre quatro e 20. Portanto, foram
realizados 15 processos de simulagdo adicionais, resultantes da discretizacdo de 4, 5, 6, 7, 8, 9, 11,
12, 13, 14, 15, 16, 17, 18 e 19 classes. A Tabela 6.7 apresenta os valores médios das médias e dos
desvios padrdo das realizagdes, conforme esses 15 processos de simulacdo, nos espacos normal e

original.

! No caso original, foi executado um processo de simulagdo de 200 realizacdes. Nesse caso, foram executados 10 processos de
simulagdo de 10, 20, 30, 40, 50, 60, 70, 80, 90 e 100 realizagdes (totalizando 550 realizagdes).
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Tabela 6.7: Média das médias e dos desvios padrdo para 15 processos de simulagdo, conforme o nimero de classes M, no

espago normal e no original. Valores condicionantes entre parénteses.

Numero de Média
Espago normal Espaco original
classes (M)
Média (0,00) Desvio padrao (1,00) Média (275,31) Desvio padrao (249,72)

4 0,0091 1,0009 277,0664 249,4481
5 0,0123 0,9996 277,7351 249,7080
6 0,0061 0,9991 276,3269 249,0333
7 0,0091 0,9992 277,1455 248,8780
8 0,0031 0,9984 275,7751 248,2563
9 0,0078 1,0013 277,0367 249,5217
1 0,0070 0,9933 276,1785 247,7190
12 0,0088 0,9981 277,0920 248,7812
13 0,0087 0,9977 276,9378 248,7056
14 0,0054 0,9978 276,0066 248,4089
15 0,0044 1,0032 276,2787 249,4540
16 0,0043 0,9987 276,1263 248,5183
17 0,0071 0,9949 276,3579 248,0974
18 0,0040 0,9944 275,5571 247,8482
19 0,0078 0,9955 276,6521 248,0225

Embora os resultados apresentados nessa tabela configurem as mesmas caracteristicas

observadas nas Tabelas 6.4 e 6.5, os conjuntos de realizacdes mostram flutuagGes ergddicas similares

aos casos anteriores. As Figuras 6.22 e 6.23, ilustram essas flutuacOes, para o caso em que M = 15,

nos espacos normal e original, respectivamente. Nessas figuras, pode ser observado que as

realizacOes oscilam simetricamente em torno dos valores condicionantes. Na Figura 6.22, em relagao a

média, dentre as 15 realizages, nove apresentaram médias superiores a média condicionante. Em

relacdo ao desvio padrdo, sete realizagdes apresentaram desvios padrdo superiores ao valor

condicionante. No espaco original (Figura 6.23), 53 % das realizagbes mostraram médias superiores a

média condicionante, enquanto que 40 % delas apresentaram desvios padrdo superiores ao

condicionante.
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Figura 6.22: Médias (esquerda) e desvios padrao (direita) das realizagOes, resultantes dos processos de simulagdo a partir de 15

classes de discretizagao, no espago normal.
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Figura 6.23: Médias (esquerda) e desvios padrdo (direita) das realizagOes, resultantes dos processos de simulagdo a partir de

15 classes de discretizagdo, no espago original.

Na seqiiéncia, como anteriormente, foi analisada a variabilidade em torno da média das
realizacbes, segundo os 15 processos de simulacdo adicionais. A Tabela 6.8 apresenta os resultados
de média, desvio padrao e CV, para 17 processos de simulacdo (incluindo os processos para os quais
M = 10 e M = 20). A Figura 6.24 apresenta dois graficos que ilustram a relagdo da média e do CV da

distribuicdo das médias, em funcdo dos processos de simulagdo.

Tabela 6.8: Média, desvio padrdo e CV dos conjuntos de médias das realizagGes, para 17 processos de simulagdo.

NUmero de classes (M) Média Desvio padrdo CV (%)
4 277,0664 4,5970 1,6592
5 277,7351 2,5124 0,9046
6 276,3269 6,9816 2,5266
7 277,1455 9,6348 3,4764
8 275,7751 10,4219 3,7791
9 277,0367 7,8233 2,8239
10 274,9140 7,1692 2,6078
11 276,1785 6,5540 2,3731
12 277,0920 8,2818 2,9888
13 276,9378 6,1169 2,2088
14 276,0066 8,3748 3,0343
15 276,2787 7,5264 2,7242
16 276,1263 7,2817 2,6371
17 276,3578 7,3219 2,6494
18 275,5572 7,3665 2,6733
19 276,6521 9,9088 3,5817
20 275,5644 7,1985 2,6123

Na Figura 6.24, em geral, os parametros avaliados mostraram valores préximos aos
considerados estaveis, representados pela linha vermelha. Os resultados sdo mais satisfatorios,
principalmente, quando a distribuicdo G é dividida em mais do que 13 estratos. A partir desse grau de
estratificacdo, em relacdo a média, os resultados sdo muito satisfatdrios, oscilando levemente em
torno do valor considerado estavel (275,92 ppm). O CV da distribuicdo das médias se mostra um

pouco mais erratico, mas toleravel para um nimero reduzido de realizacdes. E importante enfatizar
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que os graficos da Figura 6.24 ndo podem ser avaliados dentro de um contexto de varidveis

continuas, pois cada ponto dos graficos foi calculado a partir de processos de simulacdo diferentes.
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Figura 6.24: Média (a) e CV (b) da distribuigdo das médias das realizagdes, de acordo com o algoritmo LHS classico. A linha

6.4.2.1. Validacao pratica do algoritmo LHS classico

vermelha representa os valores considerados estaveis.

No Capitulo 5, na secdo 5.5.3, foram apresentadas verificagbes tedricas do algoritmo

proposto. Nessa secdo, sera mostrado como o algoritmo funciona na pratica. Por exemplo, a Tabela

6.9 apresenta a solucdo e os parametros necessarios a resolucdo da Equacdo 5.20, na situacdo em

que M = 15, para a localizagdo u; (j = 1). Essa equacao fornece os valores simulados, de acordo com

a técnica LHS. Na Tabela 6.9, na segunda e na terceira colunas, sao apresentadas as classes de

amostragem e as respectivas probabilidades de amostragem, de acordo com a realizacdo. As trés

seguintes colunas apresentam o valor Gaussiano xpy,s € 0s parametros calculados por meio de KS (a

propria estimativa e o desvio padrao de krigagem). Finalmente, a Ultima coluna mostra os valores

simulados, no espaco normal, segundo as realizacoes.

Tabela 6.9: Parametros de simulagdo para a localizagdo j = 1 da malha (L = M = 15).

Realizacdio (i)  Classe [m(uy)] plhs XPins(Us) ¥ “ks(u1) oks(U1) yO(uy)
1 12 0,7522 0,6813 -0,9573 0,6314 -0,5271
2 11 0,6937 0,5062 -0,5159 0,6295 -0,1973
3 9 0,5624 0,1570 -0,6228 0,6405 -0,5223
4 5 0,3282 -0,4450 -1,8071 0,7521 -2,1418
5 1 0,0400 -1,7508 -1,0839 0,6215 -2,1720
6 13 0,8077 0,8696 -1,3119 0,6620 -0,7363
7 15 0,9637 1,7948 -0,9065 0,6203 0,2067
8 0,3942 -0,2683 -0,6482 0,7494 -0,8493
9 0,1819 -0,9082 -1,2737 0,6829 -1,8940
10 10 0,6413 0,3619 -0,6512 0,7648 -0,3744
11 12 0,1236 -1,1573 -0,8143 0,7612 -1,6952
12 0,2389 -0,7100 -1,4791 0,6225 -1,9210
13 0,4224 -0,1957 -0,4011 0,6711 -0,5324
14 0,4686 -0,0787 -1,4097 0,6292 -1,4593
15 14 0,9047 1,3087 -0,5447 0,7192 0,3966
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Os dados apresentados na Tabela 6.9, validam, na pratica, o algoritmo. Em termos de
probabilidade, quando M = 15, as classes tém amplitude de 6,67 %. Portanto, os resultados praticos
confirmam que cada probabilidade plhs foi sacada de classes distintas, sem substituigao.

No Capitulo 5, foi enfatizado que, em uma mesma realizagdo, podem ser tiradas
probabilidades plhs associadas as mesmas classes, desde que sejam de localizagdes diferentes
(Capitulo 5, p. 118, primeiro paragrafo). A Figura 6.25 ilustra, na pratica, essa situacdo. Nessa figura,
um histograma mostra a freqiiéncia de tiragens de classes, ao longo de uma realizacdo. Nesse caso,
foram utilizadas 100 classes (M = 100). A tiragem de classes é realizada de maneira aleatéria, mesmo
assim, nessa realizagdo, 16 % das localizagOes tiveram probabilidades plhs associadas a classe
numero 73. Em contrapartida, as classes menos solicitadas, nessa realizacdo, foram as de nimero 8,
35, 78 e 89, com 3 % de freqliéncia. Para as classes restantes, a média de tiragem foi de cerca de 8
%.
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Figura 6.25: Histograma de frequiéncia de tiragens de classes ao longo de uma realizagdo.

Quanto ao procedimento pratico de tiragens de classes, a Tabela 6.10 apresenta,
principalmente, o nimero aleatdrio que determina a classe amostrada. De acordo com o algoritmo,
descrito na secao 5.5.2.4 (p. 113), em cada localizacdo, a classe amostrada é determinada por meio
de um numero aleatério (random, representado por m(u;) nas Equagdes 5.18 e 5.19). Esse nimero
aleatério € multiplicado por 100 e adicionado uma unidade. Finalmente, a classe amostrada é
determinada pela parte inteira dessa operacdo. A Tabela 6.10 apresenta esse numero aleatério e a
classe resultante, além do caminho aleatdrio seguido em uma determinada realizagao. Nessa tabela,
sao apresentadas as cinco localizagOes extremas superiores e as cinco extremas inferiores, de acordo

com o caminho aleatdrio. A primeira coluna indica, simplesmente, o nimero seqliencial de simulagao.
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Tabela 6.10: Procedimento prético de tiragens de classes, segundo as 10 localizagdes extremas do caminho aleatério de uma

realizagdo.
i j (caminho aleatério) T(u;) (nGmero aleatério) Classe
1 62164 0,0000 1
2 49828 0,0850 9
3 6028 0,6014 61
4 37204 0,8916 90
5 43468 0,9680 97
77996 16429 0,2060 21
77997 42858 0,7599 76
77998 55542 0,5274 53
77999 47100 0,2176 22
78000 4733 0,8452 85

6.4.3. Algoritmo LHS ciclico classico

Para avaliar o desempenho do algoritmo LHS ciclico classico, foram testados diversos nimeros
de discretizagao M. Para cada grau de discretizacdo da distribuicdo G, foram realizados processos de
simulagao diferentes, com numeros de ciclos diferentes. De acordo com o numero M, foram
executados tantos ciclos quanto necessarios para alcancar, no maximo, 100 realizagbes. Por exemplo,
quando a distribuicao G foi discretizada em quatro classes (M = 4), foram realizados 25 ciclos, com
cada ciclo sendo constituido por quatro realizagdes. No total, foram avaliados 17 modelos de
discretizacdo da distribuicdo G. A Tabela 6.11 apresenta esses 17 modelos de discretizacdo, assim

como o numero de ciclos e o nimero total de realizagoes.

Tabela 6.11: Nimero de ciclos e nimero total de realizages de acordo a discretizagdo da distribuigdo G.

Numero de classes (M) Numero de ciclos NUmero total de realizagdes
4 25 100
5 20 100
6 16 96
7 14 98
8 12 96
9 11 99
10 10 100
11 9 99
12 8 96
13 7 91
14 7 98
15 6 90
16 6 96
17 5 85
18 5 90
19 5 95
20 5 100
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Nas segOes seguintes, serdo apresentados os resultados obtidos segundo cada modelo de
discretizacdo da distribuicao de probabilidade Gaussiana padrao G.

6.4.3.1. M =4, 25 ciclos

Primeiramente, a distribuicdo de probabilidade Gaussiana padrao G foi discretizada em quatro
classes, o que permitiu a execucdo de 25 ciclos de quatro realizagGes. Os graficos apresentados na
Figura 6.26 validam o processo de simulacdo. Esses graficos mostram a média e o desvio das 100
realizagbes executadas, nos espacos normal e original. A linha vermelha, representando os valores
condicionantes, ajuda a verificar a magnitude das flutuacdes ergddicas. No espago normal, dentre as
100 realizacOes, 61 apresentaram média superior a zero. Em relacdo ao desvio padrdo, 40 realizacoes
apresentaram valor superior ao condicionante. No espacgo original, 57 % das realizacdes mostraram
média superior a média condicionante, e 40 % delas obtiveram o desvio padrao maior do que o
condicionante.

Nos graficos da Figura 6.26, as linhas verticais separam os 25 ciclos. E possivel verificar que,
mesmo dentro dos ciclos, as realizacdes flutuaram de maneira simétrica em torno dos valores

condicionantes.
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Figura 6.26: Médias (esquerda) e desvios padrdo (direita) das realizagOes, resultantes do processo de simulagdo a partir de 25

ciclos de quatro realizagGes, no espago normal (a) e espago original (b).

Como nos casos anteriores, foi avaliada a variabilidade entre as médias das realizages. O
passo utilizado foi o de um ciclo (quatro realizacdes). Isto é, ao final de cada ciclo foi calculado a

média e o CV da distribuicdo das médias de todas as realizacbes executadas previamente. A Tabela
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6.12 apresenta os valores de média e CV, além do desvio padrdo, de acordo com os conjuntos de

realizag0es.

Tabela 6.12: Média, desvio padrdo e CV dos conjuntos de médias das realizagGes, para 25 ciclos de quatro realizagoes.

N. de realizagdes Média Desvio padrdo CV (%)
4 277,0664 21,1323 1,6592
8 276,2242 19,5570 1,6010
12 276,0252 65,4007 2,9298
16 276,4845 81,5690 3,2666
20 276,2801 80,0711 3,2388
24 276,6519 84,1556 3,3159
28 276,4047 77,7628 3,1904
32 276,0600 74,6608 3,1300
36 276,2936 77,0430 3,1768
40 276,2596 73,4487 3,1022
44 276,2762 74,3109 3,1202
48 276,1962 72,4960 3,0828
52 276,2564 68,4794 2,9955
56 276,3417 71,7553 3,0654
60 276,6308 69,9874 3,0242
64 276,5872 68,6953 2,9966
68 276,6226 66,6146 2,9505
72 276,5929 64,5081 2,9038
76 276,4254 62,8955 2,8690
80 276,5466 62,6940 2,8632
84 276,5641 63,0780 2,8717
88 276,4839 65,4576 2,9262
92 276,3441 63,0781 2,8740
96 276,2423 65,3469 2,9263
100 276,1319 68,7003 3,0017

A Figura 6.27 ilustra dois graficos que relacionam a média e o CV das médias das realizagoes,
de acordo com os conjuntos de realizacdes. Ambos os parametros medidos mostraram valores

préximos aqueles considerados estaveis, indicados pela linha vermelha nos graficos da Figura 6.27.
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Figura 6.27: Média (a) e CV (b) da distribuicdo das médias das realizagdes, de acordo com o algoritmo LHS ciclico classico (25

ciclos de quatro realizagGes). A linha vermelha representa os valores considerados estaveis.
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6.4.3.2. M =5, 20 ciclos

A partir da discretizagao da distribuigdo padrao G em cinco classes, foram executadas 100
realizacbes, por meio de 20 ciclos. O processo de simulacdao foi validado nos espagos normal e
original, como mostra a Figura 6.28. A intensidade de variacdo das médias e dos desvios padrao das
realizacOes é como a recomendada (de fraca magnitude). Nos graficos dessa figura, as linhas verticais
indicam os limites de ciclo.
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Figura 6.28: Médias (esquerda) e desvios padrdo (direita) das realizagdes, resultantes do processo de simulagdo a partir de 20

ciclos de cinco realizagdes, no espago normal (a) e espago original (b).

A Figura 6.29 ilustra os graficos que mostram a relacdo da média e dos desvios padrdo das
médias das realizacdes em funcdo dos conjuntos de realizacOes. Para esse grau de discretizagao, em
relacdo aos valores considerados estaveis (indicados, nos graficos, pela linha vermelha),
desempenho da média foi superior ao do CV. Nesse caso, o CV das médias das realizagbes foi sempre
inferior ao estavel, indicando que o espaco de incerteza foi subestimado. A Tabela 6.13 apresenta
esses parametros, além do desvio padrao.
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Figura 6.29: Média (a) e CV (b) da distribuicdo das médias das realizagdes, de acordo com o algoritmo LHS ciclico classico (20
ciclos de cinco realizagdes). A linha vermelha representa os valores considerados estaveis.
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Tabela 6.13: Média, desvio padrdo e CV dos conjuntos de médias das realizagGes, para 20 ciclos de cinco realizagGes.

N. de realizagdes Média Desvio padrdo CV (%)
5 277,7351 6,3124 0,9046
10 277,0259 9,0547 1,0862
15 276,9481 28,3988 1,9242
20 276,6984 38,5711 2,2445
25 277,0641 36,0660 2,1675
30 276,6383 38,6899 2,2485
35 276,7002 34,4546 2,1214
40 276,7196 36,8958 2,1951
45 276,5528 40,4058 2,2985
50 276,5912 38,5913 2,2460
55 276,5446 39,3014 2,2669
60 276,5113 40,1823 2,2925
65 276,3411 38,8488 2,2555
70 276,3563 37,7247 2,2225
75 276,2202 40,3045 2,2984
80 276,2169 40,2511 2,2969
85 276,2193 41,2825 2,3261
90 276,1933 42,1004 2,3493
95 276,1017 40,9604 2,3180
100 276,0582 40,3648 2,3014

6.4.3.3.

M = 6, 16 ciclos

Com a utilizagao de seis classes de discretizacdo, foram executadas 96 realizacdes, divididas

em 16 ciclos. A validagdo do processo de simulagao é resumida na Figura 6.30. Essa figura mostra o

comportamento da média e do desvio padrdo das realizagbes, no espaco Gaussiano € no espaco

original.
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Figura 6.30: Médias (esquerda) e desvios padrdo (direita) das realizagdes, resultantes do processo de simulagdo a partir de 16

ciclos de seis realizagdes, no espago normal (a) e espaco original (b).
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A Tabela 6.14 apresenta a média, o desvio padrdo e o CV das distribuicdes das médias das
realizacOes, obtidos ao longo dos 16 ciclos. A Figura 6.31 ilustra os graficos que relacionam os
parametros de média e CV (dados na tabela) em funcdo dos conjuntos de realizacdes. Os resultados
observados nesses graficos sdo favoraveis em relacdo a média. Em relacdo ao CV, novamente, é
verificado que a variabilidade da distribuicdo das médias é subestimada. Isso indica que, para esse
grau de discretizacdo, o espaco de incerteza da VA V foi caracterizado inadequadamente.

Tabela 6.14: Média, desvio padrdo e CV dos conjuntos de médias das realizagGes, para 16 ciclos de seis realizagdes.

N. de realizagdes Média Desvio padrdo CV (%)
6 276,3269 48,7422 2,5266
12 276,1762 28,4819 1,9324
18 277,0938 33,9890 2,1040
24 276,7035 29,7740 1,9720
30 276,3086 39,9950 2,2888
36 276,2498 44,0303 2,4020
42 276,4300 51,0881 2,5857
48 276,1483 52,4696 2,6231
54 276,4470 50,6257 2,5738
60 276,3257 50,5906 2,5740
66 276,4537 50,1012 2,5604
72 276,3681 50,9583 2,5830
78 276,2366 56,4905 2,7209
84 276,3123 55,2081 2,6891
90 276,2783 57,2461 2,7386
96 276,2200 70,9431 3,0493
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Figura 6.31: Média (a) e CV (b) da distribuicdo das médias das realizagdes, de acordo com o algoritmo LHS ciclico classico (16

ciclos de seis realizagoes). A linha vermelha representa os valores considerados estaveis.

6.4.3.4. M =7, 14 ciclos

Para o caso no qual a distribuicdo de probabilidade Gaussiana padrao G foi divida em sete
classes, foram executadas 98 realizagOes, constituidas por 14 ciclos de sete realizacdes. O processo de
simulacdo foi realizado com sucesso, como pode ser observado pelo comportamento da média e do
desvio padrao das realizagOes, nos espacos normal e original (Figura 6.32). Entretanto, com relagao a
média, a amplitude das flutuagGes ergddicas, nos espacos normal e original, foi maior em relacdo aos

casos anteriores. A média da realizacao nimero 66 extrapolou os valores de 0,10 e 300, nos espacos
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normal e original, respectivamente. Para contrabalancar, a média da realizacdo nimero 96 foi inferior
a -0,10 e 255, nos espagos normal e original, respectivamente. Nos graficos da Figura 6.32, as linhas

verticais limitam os ciclos, de sete realizagdes. A linha horizontal vermelha indica os valores

condicionantes.
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Figura 6.32: Médias (esquerda) e desvios padrdo (direita) das realizagOes, resultantes do processo de simulagdo a partir de 14

ciclos de sete realizagdes, no espago normal (a) e espago original (b).

A Tabela 6.15 apresenta os parametros de média, desvio padrdo e CV das médias dos
conjuntos de realizagGes, utilizados para avaliar a variabilidade em torno das médias das realizagoes.

A Figura 6.33 ilustra, graficamente, o comportamento dos parametros de média e CV para os ciclos

cumulativos de realizagoes.

Tabela 6.15: Média, desvio padrdo e CV dos conjuntos de médias das realizagOes, para 14 ciclos de sete realizagoes.

N. de realizagdes Média Desvio padrdo CV (%)
7 277,1455 93,5134 3,4892
14 276,4528 68,5952 2,9959
21 276,3618 71,0287 3,0496
28 276,3632 80,9269 3,2551
35 276,4134 73,3285 3,0980
42 276,7559 71,3088 3,0512
49 276,3681 79,7200 3,2307
56 276,3893 83,4804 3,3058
63 276,4314 79,7236 3,2300
70 276,5070 88,5648 3,4035
77 276,4677 86,8404 3,3707
84 276,4688 80,2848 3,2409
91 276,2676 84,4679 3,3267
98 276,1304 91,8788 3,4713
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Figura 6.33: Média (a) e CV (b) da distribuicdo das médias das realizagdes, de acordo com o algoritmo LHS ciclico classico (14
ciclos de sete realizagGes). A linha vermelha representa os valores considerados estaveis.

Os parametros medidos e representados na forma de graficos (Figura 6.33), mostram pouca
variagao em relacdo aqueles considerados estaveis (representados pela linha vermelha). Entretanto,
esses valores mostraram-se levemente superiores, indicando uma pequena superestimativa do espago
de incerteza da VA V.

6.4.3.5. M =8, 12 ciclos

Para oito classes de discretizacdo, 12 ciclos foram necessarios para executar 96 realizagoes.
As médias e os desvios padrdo das realizagdes validam o processo de simulagdo (Figura 6.34). Tanto
no espago Gaussiano, quanto no espago original, esses parametros oscilaram em torno dos valores
condicionantes (Figura 6.34 — linhas horizontais vermelhas).
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Figura 6.34: Médias (esquerda) e desvios padrdo (direita) das realizagdes, resultantes do processo de simulagdo a partir de 12

ciclos de oito realizagdes, no espago normal (a) e espaco original (b).
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Com relacdo a variabilidade apresentada pelas médias das realizacOes, a Tabela 6.16 lista as
médias e os CV, além do desvio padrdo, dos conjuntos de médias. Essa tabela é representada
graficamente na Figura 6.35. Essa figura mostra que, a partir do 5° ciclo, ambos os parametros
atingem valores muito préximos aqueles considerados estaveis, obtidos por meio do algoritmo

original, a partir de 200 realizacOes.

Tabela 6.16: Média, desvio padrdo e CV dos conjuntos de médias das realizagGes, para 12 ciclos de oito realizagGes.

N. de realizagdes Média Desvio padrao CV (%)
8 275,7751 108,6164 3,7791
16 276,3524 90,7343 3,4469
24 276,1112 103,2456 3,6800
32 276,2353 80,7139 3,2523
40 276,4071 70,2154 3,0316
48 276,3023 77,8982 3,1943
56 276,1619 75,8555 3,1538
64 276,3910 77,0899 3,1767
72 276,4462 70,9055 3,0460
80 276,4789 69,9544 3,0251
88 276,5380 68,9097 3,0018
96 276,2868 70,5849 3,0409
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Figura 6.35: Média (a) e CV (b) da distribuicdo das médias das realizagdes, de acordo com o algoritmo LHS ciclico classico (12

6.4.3.6.

Para uma discretizacdo de nove classes, foi necessario executar 11 ciclos para se atingir 99

ciclos de oito realizagdes). A linha vermelha representa os valores considerados estaveis.

M =9, 11 ciclos

realizacOes. Os graficos da Figura 6.36 validam o processo de simulacdo no espaco normal.
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Figura 6.36: Médias (esquerda) e desvios padrdo (direita) das realizages, resultantes do processo de simulagdo a partir de

11 ciclos de nove realizagdes, no espago normal.
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O processo também foi validado no espaco original, como mostram os graficos da Figura 6.37.

Em ambos os espacos, a média e o desvio padrdo das realizacdes flutuaram moderadamente em

torno dos valores condicionantes, dados pela linha horizontal vermelha.
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Figura 6.37: Médias (esquerda) e desvios padrdo (direita) das realizagOes, resultantes do processo de simulagdo a partir de 11

ciclos de nove realizagdes, no espago original.

A Tabela 6.17 apresenta os parametros de medida de variabilidade entre as realizacOes,

medidos a partir da distribuicdo cumulativa das médias. Para essa distribuicdo, a Tabela 6.17 descreve

a média, o desvio padrao e o CV, de acordo com os conjuntos de realizagGes (ciclos cumulativos). Os

graficos da Figura 6.38 descrevem o comportamento da média e do CV. Esses graficos mostram que,

principalmente, a média foi superestimada ao longo do processo de simulagao.

Tabela 6.17: Média, desvio padrdo e CV dos conjuntos de médias das realizagdes, para 11 ciclos de nove realizagGes.

N. de realizagdes Média Desvio padrao CV (%)
9 277,0367 61,2036 2,8239
18 275,5572 54,2647 2,6733
27 277,2323 60,7990 2,8126
36 277,2063 60,2590 2,8003
45 277,1689 75,4204 3,1333
54 276,9988 79,7590 3,2241
63 276,9448 77,7379 3,1836
72 276,8147 75,0128 3,1288
81 276,7514 77,6617 3,1843
90 276,6703 76,2793 3,1568
99 276,5962 72,6296 3,0811
276,00 S0 -— .,
S| O\ R S ] ——
B 275:00 v a ;sg
(a) (b)

Figura 6.38: Média (a) e CV (b) da distribuicdo das médias das realizagdes, de acordo com o algoritmo LHS ciclico classico (11

ciclos de nove realizagGes). A linha vermelha representa os valores considerados estaveis.
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6.4.3.7. M =10, 10 ciclos

Com o emprego de 10 classes de discretizacdo, foram executadas 100 realizacOes, divididas
em 10 ciclos. A Figura 6.39 apresenta o comportamento da média e do desvio padrdo das realizagoes,
nos espacos normal e original. E verificado que ambos os parametros assumiram valores similares aos
condicionantes (linha horizontal vermelha), apresentando oscilacdbes de baixa magnitude. Esse
comportamento valida o processo de simulacdo. Nos graficos da Figura 6.39, as linhas verticais
ajudam a identificar os ciclos. E possivel verificar que dentro dos ciclos, em média, os parametros

condicionantes sao reproduzidos.
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Figura 6.39: Médias (esquerda) e desvios padrdo (direita) das realizagdes, resultantes do processo de simulagdo a partir de 10

ciclos de 10 realizagbes, no espago normal (a) e espaco original (b).

Os parametros de variabilidade entre as realizagGes sdo apresentados na Tabela 6.18. Nessa
tabela, sdo descritos os parametros de média, desvio padrdo e CV dos conjuntos de médias das

realizagoes.

Tabela 6.18: Média, desvio padrdo e CV dos conjuntos de médias das realizagGes, para 10 ciclos de 10 realizagGes.

N. de realizagdes Média Desvio padrao CV (%)
10 274,9140 51,3975 2,6078
20 276,2800 62,3707 2,8585
30 275,9511 68,1304 2,9912
40 275,9439 65,9951 2,9440
50 275,7935 59,6876 2,8013
60 275,9383 52,4325 2,6241
70 275,9637 49,5066 2,5496
80 276,0036 52,7634 2,6318
90 276,0236 52,4676 2,6242

100 275,9257 50,2513 2,5691
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Os gréficos da Figura 6.40 ajudam a analisar os parametros descritos na Tabela 6.18. Esses
graficos mostram a relagdo da média e do CV em funcdo dos conjuntos de médias. Com relagdo a
média, os resultados sdo muito satisfatdrios. A partir do 20 ciclo, as médias assumem valores quase
que idénticos ao valor considerado estavel, representado pela linha horizontal vermelha. Em
contrapartida, em relacdo ao CV, os resultados sdo subestimados. No 3° e 4° ciclo, esse parametro se

mostra muito proximo ao considerado estavel, porém, ainda, levemente subestimado.
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Figura 6.40: Média (a) e CV (b) da distribuicdo das médias das realizagdes, de acordo com o algoritmo LHS ciclico classico (10

ciclos de 10 realizages). A linha vermelha representa os valores considerados estaveis.

6.4.3.8. M =11, 9ciclos
Com a utilizagdao de 11 classes de discretizagao, foram executadas 99 realizaces, divididas
em 9 ciclos. Os valores assumidos pelas médias e desvios padrao das realizacdes (Figura 6.41)

validam o processo de simulacao.
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Figura 6.41: Médias (esquerda) e desvios padrdo (direita) das realizagdes, resultantes do processo de simulagdo a partir de

nove ciclos de 11 realizagdes, no espago normal (a) e espago original (b).
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Nos graficos da Figura 6.41 é verificado que, em média, os parametros avaliados reproduzem
os valores condicionantes, representados pelas linhas horizontais vermelhas. Nesse graficos, as linhas
verticais limitam os ciclos.

A Tabela 6.19 lista os parametros utilizados para avaliar a variabilidade entre as realizagGes de
ciclos cumulativos (média, desvio padrao e CV). Esses parametros foram calculados a partir da
distribuicdo das médias das 99 realizacbes executadas. A Figura 6.42 ilustra dois graficos, que
descrevem o comportamento da média e do CV dos conjuntos de médias das realizagdes. Uma analise
sobre a Tabela 6.19 e a Figura 6.42, permite afirmar que, em geral, para esse modelo de
discretizacdo, o espaco de incerteza da VA V foi superestimado. Os valores de CV obtidos para o0 4° e
50 ciclos sdo satisfatorios, entretanto, as médias (para os mesmos ciclos) sdo levemente

superestimadas.

Tabela 6.19: Média, desvio padrdo e CV dos conjuntos de médias das realizagOes, para nove ciclos de 11 realizagdes.

N. de realizagdes Média Desvio padrao CV (%)
11 276,1785 42,9545 2,3731
22 276,1503 55,2864 2,6925
33 276,4514 80,8693 3,2529
44 276,5717 69,6455 3,0174
55 276,6439 70,5452 3,0361
66 276,6163 83,3347 3,3002
77 276,5009 78,9217 3,2129
88 276,4634 85,7857 3,3502
99 276,3424 80,7049 3,2509
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Figura 6.42: Média (a) e CV (b) da distribuigdo das médias das realizagdes, de acordo com o algoritmo LHS ciclico classico

(nove ciclos de 11 realizagoes). A linha vermelha representa os valores considerados estaveis.

6.4.3.9. M =12, 8ciclos

Para um modelo de discretizacdo de 12 classes, foram executadas 96 realizacdes, em oito
ciclos. Esses ciclos, compostos por 12 realizagdes, foram validados nos espagos Gaussiano e original,
como mostra a Figura 6.43. Essa figura exibe dois graficos que descrevem as variacbes assumidas
pelas médias e desvios padrdo das realizages. Nesses graficos, a linha horizontal vermelha indica os
respectivos valores condicionantes, enquanto que as linhas verticais identificam os ciclos. As
flutuagBes ergddicas de pouca intensidade e a reprodugdo, em média, dos valores condicionantes,

validam o processo de simulacao.
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Figura 6.43: Médias (esquerda) e desvios padrao (direita) das realizagdes, resultantes do processo de simulacdo a partir de oito

ciclos de 12 realizagGes, no espago normal (a) e espaco original (b).

A Tabela 6.20 lista os parametros de média, desvio padrao e CV dos conjuntos de médias das
realizacOes. A Figura 6.44 ilustra, graficamente, o comportamento da média e do CV em fungao dos

conjuntos de realizagoes.

Tabela 6.20: Média, desvio padrdo e CV dos conjuntos de médias das realizagGes, para oito ciclos de 12 realizagGes.

N. de realizagdes Média Desvio padrao CV (%)
12 277,0920 68,5877 2,9888
24 276,1451 45,7617 2,4497
36 276,4181 47,5712 2,4952
48 276,2842 51,7295 2,6032
60 276,1482 48,7152 2,5275
72 276,2761 49,1975 2,5388
84 276,4218 56,9332 2,7297
96 276,2364 56,1381 2,7124
G e ————— ) I -
(a) (b)

Figura 6.44: Média (a) e CV (b) da distribuicdo das médias das realizaces, de acordo com o algoritmo LHS ciclico classico (oito

ciclos de 12 realizagGes). A linha vermelha representa os valores considerados estaveis.
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Na Figura 6.44, embora os valores de média sejam muito similares a média considerada
estavel (representada pela linha horizontal vermelha), os valores de CV sdo muito inferiores ao valor
considerado estavel. Esse comportamento indica que esse modelo de discretizacdo ndo é adequado
para caracterizar o espaco de incerteza da VA V, pois 0 mesmo o subestima.

6.4.3.10. M = 13, 7 ciclos

A discretizagdo da distribuicdo de probabilidade Gaussiana G em 13 classes, resultou na
execucao de sete ciclos, totalizando 91 realizagGes. O processo de simulagao foi validado nos espagos
normal e original, por meio da andlise da Figura 6.45. Os graficos dessa figura indicam que, em
média, os valores condicionantes (representados pela linha horizontal vermelha) foram reproduzidos.

Essa afirmacdo é corroborada pela ndo tendenciosidade (simetria) das flutuacBes ergddicas,

mostradas pelos parametros de média e desvio padrdo das realizacoes.
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Figura 6.45: Médias (esquerda) e desvios padrdo (direita) das realizagOes, resultantes do processo de simulagdo a partir de sete
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ciclos de 13 realizagGes, no espago normal (a) e espaco original (b).

A Tabela 6.21 exibe os parametros de avaliacdo da variabilidade entre as realizagGes.

Tabela 6.21: Média, desvio padrdo e CV dos conjuntos de médias das realizagdes, para sete ciclos de 13 realizagdes.

N. de realizagoes Média Desvio padrao CV (%)
13 276,9378 37,4165 2,2088
26 276,0629 38,1683 2,2379
39 276,1744 40,1771 2,2951
52 276,2628 46,5386 2,4694
65 276,2600 51,4636 2,5968
78 276,2015 51,7612 2,6048
91 276,0511 50,4018 2,5718
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A Figura 6.46 ilustra o comportamento de dois dos parametros apresentados na Tabela 6.21:
a média e o CV dos conjuntos de médias das realizagGes. Nessa figura, é evidenciado que o CV da
distribuicdo das médias é sistematicamente inferior ao CV considerado estavel (representado pela
linha horizontal vermelha). Exceto pelo 1° ciclo, a média exibe valores muito satisfatérios. Contudo,
em um contexto geral, esse modelo de discretizacdo nao se mostra adequado para avaliar o espaco

de incerteza da VA V.
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Figura 6.46: Média (a) e CV (b) da distribuicdo das médias das realizagGes, de acordo com o algoritmo LHS ciclico classico (sete

ciclos de 13 realizagGes). A linha vermelha representa os valores considerados estaveis.

6.4.3.11. M = 14, 7 ciclos

Com o emprego de 14 classes de discretizacao, 98 realizagdes foram executadas, em um

processo de 7 ciclos. As médias e os desvios padrdo das realizagGes, apresentados na Figura 6.47, nos

espacos Gaussiano e original, validam o processo de simulagdo.
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Figura 6.47: Médias (esquerda) e desvios padrdo (direita) das realizagOes, resultantes do processo de simulagdo a partir de sete

ciclos de 14 realizagGes, no espago normal (a) e espaco original (b).
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A Tabela 6.22 apresenta os parametros medidos para avaliar a variabilidade entre os
conjuntos de médias das realizacGes. Essa tabela exibe a média, o desvio padrdo e o CV de acordo
com os ciclos cumulativos de realizagGes. A representacdo grafica dessa tabela, para os parametros de
média e CV, é dada na Figura 6.48. No grafico referente a média, todos os ciclos mostram valores
muito similares a média considerada estavel (representada pela linha horizontal vermelha). Com
relacdo ao CV, somente o 1° ciclo se mostra satisfatério. Nos demais ciclos, o CV é sistematicamente

subestimado.

Tabela 6.22: Média, desvio padrdo e CV dos conjuntos de médias das realizagOes, para sete ciclos de 14 realizagoes.

N. de realizagdes Média Desvio padrao CV (%)
14 276,0066 70,1374 3,0343
28 275,7234 60,9466 2,8314
42 275,8702 53,0039 2,6391
56 275,9716 47,0901 2,4866
70 276,1887 49,5201 2,5479
84 276,1317 45,2725 2,4367
98 276,0499 42,9920 2,3752
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Figura 6.48: Média (a) e CV (b) da distribuicdo das médias das realizagdes, de acordo com o algoritmo LHS ciclico classico (sete

ciclos de 14 realizagGes). A linha vermelha representa os valores considerados estaveis.

6.4.3.12. M = 15, 6 ciclos

A partir de uma discretizacdo de 15 classes, foram executadas 90 realizacOes, por meio de

seis ciclos. A Figura 6.49 ilustra os graficos que representam a média e o desvio padrdo das

realizages no espago normal. A Figura 6.50 apresenta os mesmos graficos, no espago original.
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Figura 6.49: Médias (esquerda) e desvios padrdo (direita) das realizages, resultantes do processo de simulagdo a partir de

seis ciclos de 15 realizagGes, no espago normal.
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Os gréficos das Figuras 6.49 e 6.50 validam o processo de simulagdo em ambos os espacos
(normal e original). Nessas figuras, os respectivos parametros oscilaram moderadamente em torno
dos valores condicionantes, representados pela linha horizontal vermelha. Em média, esses valores

sao reproduzidos. Nesses graficos, as linhas verticais identificam os ciclos.
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Figura 6.50: Médias (esquerda) e desvios padrdo (direita) das realizages, resultantes do processo de simulagdo a partir de

seis ciclos de 15 realizagbes, no espago original.

O valor dos parametros empregados para avaliar a variabilidade entre a médias das
realizacOes, sdo apresentados na Tabela 6.23. Essa tabela mostra o valor da média, do desvio padrdo
e do CV referente aos conjuntos de médias de realizagbes, considerando os seis ciclos realizados. A
Figura 6.51, exibe as representacoes graficas dos parametros de média e CV em funcdo dos conjuntos
de realizagbes, dados pelos ciclos cumulativos. Os graficos dessa figura mostram que, para esse
modelo de discretizacdo, a média e o CV das médias de realizagGes sdo praticamente similares aos
valores considerados estaveis (representados pela linha horizontal vermelha). Principalmente, 0 2° e o

39 ciclos se mostram muito satisfatorios.

Tabela 6.23: Média, desvio padrdo e CV dos conjuntos de médias das realizagdes, para seis ciclos de 15 realizagdes.

N. de realizagdes Média Desvio padrao CV (%)
15 276,2787 56,6461 2,7242
30 275,8808 67,7314 2,9831
45 275,8295 72,5731 3,0885
60 276,1188 61,4228 2,8384
75 276,1679 63,9400 2,8954
90 276,3161 60,0903 2,8054
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:% 276.00 — ——* i; i ;:
(a) (b)

Figura 6.51: Média (a) e CV (b) da distribuicdo das médias das realizacdes, de acordo com o algoritmo LHS ciclico classico (seis
ciclos de 15 realizagGes). A linha vermelha representa os valores considerados estaveis.
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6.4.3.13. M = 16, 6 ciclos
A utilizacdo de 16 classes de discretizagdo levou a geragdo de seis ciclos, totalizando 96

realizagbes. O processo de simulagao foi validado nos espagos normal e original, como mostra a

Figura 6.52. Essa figura mostra a oscilacdo das médias e dos desvios padrdo das realizacdoes, em

torno dos respectivos valores condicionantes (representados pela linha horizontal vermelha). Nessa

figura, os ciclos podem ser identificados por meio das linhas verticais, que limitam os mesmos.
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Figura 6.52: Médias (esquerda) e desvios padrdo (direita) das realizagdes, resultantes do processo de simulagdo a partir de seis

ciclos de 16 realizagdes, no espago normal (a) e espago original (b).

A Tabela 6.24 exibe as médias, desvios padrdo e CV dos conjuntos de médias das realizagoes.

A Figura 6.53 apresenta os graficos da média e do CV, cujos valores preenchem a Tabela 6.24, em

funcdo dos conjuntos de realizagbes. As médias dos conjuntos de médias das realizagbes sdo muito

similares a média considerada estavel, como pode ser verificado na Tabela 6.24 e no grafico da

esquerda da Figura 6.53. Nesse grafico, os valores de média se inserem quase que sobre a linha que

representa a média considerada estavel.

Tabela 6.24: Média, desvio padrdo e CV dos conjuntos de médias das realizagGes, para seis ciclos de 16 realizagGes.

N. de realizagdes Média Desvio padrao CV (%)
16 276,1263 53,0239 2,6371
32 276,0009 105,5122 3,7217
48 275,7354 98,4726 3,5989
64 275,9577 83,9747 3,3207
80 276,0901 78,6900 3,2130
96 276,0576 76,0225 3,1584
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Na Figura 6.53, em relacao ao CV, os valores foram sistematicamente superestimados, exceto

no 1° ciclo. Em um contexto geral, esse modelo de discretizacdo ndao se mostra adequado para

caracterizar o espago de incerteza da VA V.
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Figura 6.53: Média (a) e CV (b) da distribuicdo das médias das realizagdes, de acordo com o algoritmo LHS ciclico classico (seis

ciclos de 16 realizages). A linha vermelha representa os valores considerados estaveis.

6.4.3.14. M = 17, 5 ciclos

Com a utilizacdo de 17 classes de discretizacao, 85 realizagdes foram executadas, divididas

em cinco ciclos. O processo de simulagdo foi realizado com sucesso, como verificado na Figura 6.54.

Nessa figura, as médias e os desvios padrao das realizacbes, nos espacos normal e original, oscilam

em torno dos respectivos valores condicionantes (representados, nos graficos, pelas linhas horizontais

vermelhas). As flutuagbes ergddicas, representadas na figura, se desenvolvem de maneira simétrica,

e, em média, os valores condicionantes sdo reproduzidos.
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Figura 6.54: Médias (esquerda) e desvios padrdo (direita) das realizagOes, resultantes do processo de simulagdo a partir de

cinco ciclos de 17 realizagdes, no espago normal (a) e espago original (b).
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A Figura 6.55 exibe dois graficos que relacionam a média e o CV, dos conjuntos de médias
Os
representados nos graficos sao apresentados na Tabela 6.25. Nessa tabela, também sdo listados os

das realizagbes, em funcao dos ciclos cumulativos de realizagOes. respectivos valores
desvios padrdo, de acordo com os conjuntos de realizagdes. Uma analise sobre essa tabela e sobre os
graficos da Figura 6.55, indica que esse modelo de discretizacdo ndo foi capaz de caracterizar
adequadamente o espaco de incerteza da VA V. Embora os resultados obtidos em relacdo a média

tenham sido satisfatérios, o0 mesmo ndo pode ser afirmado em relacdo ao CV. Esse parametro foi

sistematicamente subestimado ao longo dos ciclos de realizagGes.

Tabela 6.25: Média, desvio padrdo e CV dos conjuntos de médias das realizagGes, para cinco ciclos de 17 realizagoes.

N. de realizagdes Média Desvio padrao CV (%)
17 276,3578 53,6107 2,6494
34 276,1710 57,2743 2,7403
51 275,7952 48,0779 2,5141
68 276,1059 63,2959 2,8815
85 276,1172 63,5863 2,8879
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Figura 6.55: Média (a) e CV (b) da distribuigdo das médias das realizagdes, de acordo com o algoritmo LHS ciclico classico
(cinco ciclos de 17 realizagGes). A linha vermelha representa os valores considerados estaveis.

6.4.3.15. M = 18, 5 ciclos
Para uma discretizacdo de 18 classes, foram necessarios cinco ciclos para se atingir 90
realizagdes. O processo de simulagao foi validado nos espagos normal e original, como mostram os

graficos das Figuras 6.56 e 6.57.
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Figura 6.56: Médias (esquerda) e desvios padrao (direita) das realizagOes, resultantes do processo de simulagdo a partir de

cinco ciclos de 18 realizagdes, no espago normal.
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Nos graficos de média das Figuras 6.56 e 6.57, foi verificado uma ampliacao do dominio de
variacdo em relacdo aos processos de simulagao anteriores. A realizacdo nlimero 64 foi a responsavel
por este comportamento. Entretanto, isso ndo invalida o processo de simulacdo. Isso porque, em
média, os parametros condicionantes, representados nesses graficos pelas linhas horizontais

vermelhas, foram reproduzidos.
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Figura 6.57: Médias (esquerda) e desvios padrao (direita) das realizagOes, resultantes do processo de simulagdo a partir de

cinco ciclos de 18 realizagdes, no espago original.

A Tabela 6.26 exibe as médias e o CV, além do desvio padrao, das distribuicbes das médias
dos conjuntos de realizagGes. A representacdo grafica da média e do CV é dada na Figura 6.58. Pode
ser verificado que, ambos os parametros medidos, foram subestimados ao longo dos ciclos de
realizagdes. Somente quando foram incluidos os Ultimos dois ciclos esses parametros convergiram

para valores toleraveis.

Tabela 6.26: Média, desvio padrdo e CV dos conjuntos de médias das realizagdes, para cinco ciclos de 18 realizagGes.

N. de realizagdes Média Desvio padrao CV (%)
18 275,5572 54,2647 2,6733
36 275,5863 62,3720 2,8657
54 275,7306 51,4073 2,6003
72 275,8475 68,2218 2,9943
90 275,8288 64,3007 2,9072
. z77:oo 2 i‘g: k/"‘\‘/ I—
() (b)

Figura 6.58: Média (a) e CV (b) da distribuigdo das médias das realizagdes, de acordo com o algoritmo LHS ciclico classico

(cinco ciclos de 18 realizagbes). A linha vermelha representa os valores considerados estaveis.

6.4.3.16. M =19, 5 ciclos
Com o emprego de 19 classes de discretizagdo, cinco ciclos foram executados, totalizando 95
realizacoes. As médias e os CV das realizagdes, nos espacos normal e original, validam o processo de
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simulagdo (Figura 6.59). Esses parametros oscilaram moderadamente em torno dos respectivos
valores condicionantes, representados pelas linhas horizontais vermelhas. Em média, esses valores

foram reproduzidos. Nesses graficos, as linhas verticais delimitam os cinco ciclos realizados.
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Figura 6.59: Médias (esquerda) e desvios padrdo (direita) das realizagOes, resultantes do processo de simulagdo a partir de

cinco ciclos de 19 realizagdes, no espago normal (a) e espago original (b).

A Figura 6.60 ilustra graficamente dois dos pardmetros apresentados na Tabela 6.27: a média
e o CV dos conjuntos de médias das realizagGes. Essa tabela também exibe os respectivos desvios

padrao, de acordo com os ciclos cumulativos de realizagdes.

Tabela 6.27: Média, desvio padrdo e CV dos conjuntos de médias das realizagdes, para cinco ciclos de 19 realizagGes.

N. de realizagdes Média Desvio padrao CV (%)
19 276,6521 98,1841 3,5817
38 276,4592 98,3928 3,5880
57 276,4000 76,6920 3,1684
76 276,4073 82,4493 3,2851
95 276,3258 84,3538 3,3238
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Figura 6.60: Média (a) e CV (b) da distribuigdo das médias das realizagdes, de acordo com o algoritmo LHS ciclico classico

(cinco ciclos de 19 realizagGes). A linha vermelha representa os valores considerados estaveis.
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A Figura 6.60 mostra que o desempenho desse modelo de discretizagao nao foi satisfatdrio.
Ambos os parametros medidos foram superestimados ao longo dos ciclos de realizagoes.

6.4.3.17. M = 20, 5 ciclos

A discretizagao da distribuicdo de probabilidade Gaussiana G em 20 classes, levou a execugao
de 100 realizagdes, divididas em cinco ciclos. O processo de simulacdo foi validado nos espacos
normal e original, conforme mostra a Figura 6.61. Essa figura mostra quatro graficos que descrevem a
relacdo da média e do desvio padrdo em funcdo das realizagbes, em ambos os espacos. Nesses
graficos, os valores condicionantes s3ao representados pelas linhas horizontais vermelhas. As
flutuagdes ergddicas ndo tendenciosas, em torno desses valores, indicam que o processo de simulacao

foi realizado com sucesso. As linhas verticais, representam os limites de cada ciclo.

Média

Realizagoes

Desvio Padréo

40 60 80 00
Realizacdes

(a)

300.00

295.00

29000

-

285.00

Al

280.00 1
275.00 1

Média

270.00 1
265.00

260.00 ]

255.00

250.00

Realizagbes

80

00

(b)

270.00

265.00

1
260.00
|

lO
T 25500
°

Hﬂ A:h 3

o
8 250.00

@ 24500 -

: al
he ML L

240.00 v

23500

23000

0 20

40 60 80 00
Realizacoes

Figura 6.61: Médias (esquerda) e desvios padrdo (direita) das realizagOes, resultantes do processo de simulagdo a partir de

cinco ciclos de 20 realizagdes, no espago normal (a) e espago original (b).

Os parametros de média e CV da distribuicdo das médias das realizacbes, apresentadas na

Tabela 6.28 (além do CV) e representadas na Figura 6.62, indicam que o espaco de incerteza da VA V

foi subestimado.

Tabela 6.28: Média, desvio padrdo e CV dos conjuntos de médias das realizagdes, para cinco ciclos de 20 realizagGes.

N. de realizagdes Média Desvio padrao CV (%)
20 275,5644 51,8181 2,6123
40 275,9893 56,7151 2,7287
60 275,7832 61,4970 2,8435
80 275,9551 66,0424 2,9449
100 276,0452 67,9956 2,9872
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Na Figura 6.62, os resultados em relagdao a média s3o satisfatorios, variando levemente em
torno da média considerada estavel (representada pela linha horizontal vermelha). Contudo, em
relacao ao CV, os resultados sdo sistematicamente inferiores ao CV considerado estavel. Somente nos
Ultimos dois ciclos o CV adquire valores toleraveis.
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Figura 6.62: Média (a) e CV (b) da distribuicdo das médias das realizagdes, de acordo com o algoritmo LHS ciclico classico
(cinco ciclos de 20 realizagbes). A linha vermelha representa os valores considerados estaveis.

6.4.3.18. Validacao pratica do algoritmo LHS ciclico classico

Na segdao 5.5.3 do Capitulo 5 (pp. 116 - 118), o algoritmo LHS ciclico classico foi testado
teoricamente. Nessa segdo, o algoritmo é verificado na pratica, com os dados do estudo de caso.

A verificacdo do algoritmo LHS ciclico classico foi realizada na localizacdo u; (j = 1) da malha,
em um caso no qual 10 classes discretizavam a distribuicao de probabilidade Gaussiana G. Foram
executados trés ciclos, totalizando 30 realizagGes. A Tabela 6.29 mostra as classes e as probabilidades

(plhs), assim como os valores Gaussianos xpy,s associados, segundo os trés ciclos executados.

Tabela 6.29: Classes e probabilidades (plhs), tiradas na localizagao u;, para a obtengdo dos valores Gaussianos xpys, de acordo
com trés ciclos de 10 realizagbes (M = 10).

Sequiéncia Ciclo 1 Ciclo 2 Ciclo 3
no ciclo classe plhs XPihs classe plhs XPihs classe plhs XPihs
1 10 0,9283  1,4632 8 0,7854 0,7906 9 0,8749 1,1499
2 3 0,2405 -0,7047 1 0,0583 -1,5692 5 0,4360 -0,1611
3 7 0,6436 0,3681 7 0,6336 0,3414 7 0,6908 0,4981
4 8 0,7922 0,8141 5 0,4029 -0,2458 6 0,5557 0,1401
5 5 0,4600 -0,1004 9 0,8570 1,0669 4 0,3270 -0,4482
6 1 0,0116 -2,2701 4 0,3087 -0,4995 10 0,9349 1,5133
7 4 0,3455 -0,3975 3 0,2252 -0,7547 1 0,0696 -1,4788
8 2 0,1914 -0,8727 10 0,9911 2,3698 3 0,2065 -0,8186
9 9 0,8728 11,1397 2 0,1601 -0,9940 2 0,1717 -0,9475
10 6 0,5619  0,1558 6 0,5114 0,0286 8 0,7507 0,6767

A Figura 6.63 representa, graficamente, os resultados exibidos na Tabela 6.29. Nessa figura,
as tiragens de cada ciclo sdo identificadas por simbolos de cores diferentes. E verificado que

exatamente trés tiragens, de ciclos diferentes, sdo realizadas entre as linhas horizontais que delimitam
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o dominio dos ciclos. Isso indica que, em cada ciclo, uma tiragem foi realizada de cada classe, o que

comprova a eficiéncia de construgdo do algoritmo.
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Figura 6.63: Distribuigdo experimental de probabilidade Gaussiana, associada a localizagdo u;, para o caso no qual M = 10,

resultante da aplicagdo do algoritmo LHS ciclico classico, em trés ciclos, totalizando 30 tiragens.

6.4.4. Algoritmo LHS deterministico

Para avaliar a eficiéncia do algoritmo LHS deterministico, foram testados varios modelos de
discretizacdo da distribuicdo de probabilidade Gaussiana G. Em todos os modelos, a mediana das
classes foi amostrada (p = 0,5).

A Tabela 6.30 mostra a média e o desvio padrdo das realizagdes, nos espacos normal e
original, de acordo com os modelos de discretizacdo. Nessa tabela, os valores condicionantes,
referentes aos respectivos espagos, sdo dados entre parénteses. E verificado que s3o necessarias no
minimo 50 realizacdes (M = 50) para que o processo de simulacdo seja validado. A utilizacao de
modelos de discretizagdo com menos de 50 classes, resulta em processos de simulagdo nos quais nao
ha reproducao dos valores condicionantes (erros inseridos dominio [1,50; 3,07 %]). Nesses casos,
principalmente o desvio padrao é subestimado. As Figuras 6.64 e 6.65 representam graficamente a
média e o desvio padrdo das realizacdes, nos espacos normal e original, segundo dois modelos de
discretizacdo: M = 20 e M = 60. Nos graficos em relagao ao modelo de 20 classes, é observado que o
desvio padrdo é sistematicamente subestimado. Em ambos os espacos, somente duas realizacGes
apresentaram desvio padrdo superior ao condicionante (representado pela linha horizontal vermelha).
Em relacdo ao modelo de 60 classes, no espaco original, o desvio padrao é levemente subestimado,
apresentando, em média, erro de 0,83 %.
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Tabela 6.30: Média das médias e dos desvios padrdo para 19 processos de simulagdo, conforme o nimero de classes M, no

espago normal e no original. Valores condicionantes entre parénteses.

, Média
Numero de
Espago normal Espaco original
classes (M) _ _
Média (0,00) Desvio padrao (1,00) Média (275,31) Desvio padrao (249,72)
10 0,0029 0,9623 272,563 241,7491
11 0,0063 0,9633 273,4611 242,2664
12 0,0081 0,9682 274,3590 243,3537
13 0,0077 0,9701 274,4535 243,6557
14 0,0045 0,9743 273,8932 244,2628
15 0,0035 0,9792 274,0972 245,2136
16 0,0045 0,9765 274,3426 244,6811
17 0,0058 0,9752 274,4371 244,6442
18 0,0043 0,9753 274,0858 244,5499
19 0,0061 0,9777 274,7862 244,9828
20 0,0040 0,9780 274,1775 245,1214
30 0,0052 0,9876 275,4092 246,7567
40 0,0055 0,9881 275,4337 246,8739
50 0,0064 0,9910 275,9496 247,5720
60 0,0046 0,9929 275,6502 247,6645
70 0,0055 0,9932 275,8938 247,7701
80 0,0037 0,9925 275,5041 247,2939
90 0,0056 0,9924 275,8499 247,5005
100 0,0065 0,9933 276,1256 247,7393
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Figura 6.64: Médias (esquerda) e desvios padrao (direita) das realizagOes, resultantes do processo de simulagao (LHS

deterministico) a partir de 20 realizagdes (M = 20), no espago normal (a) e espago original (b).
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Figura 6.65: Médias (esquerda) e desvios padrdo (direita) das realizages, resultantes do processo de simulagdo (LHS

deterministico) a partir de 60 realizagbes (M = 60), no espago normal (a) e espago original (b).

A variabilidade entre os conjuntos de médias das realizacoes, foi avaliado de maneira analoga

aos casos anteriores. A Tabela 6.31 exibe a média, o desvio padrao e o CV desses conjuntos, de

acordo o modelo de discretizagao.

Tabela 6.31: Média, desvio padrdo e CV dos conjuntos de médias das realizagGes, para 19 processos de simulagdo.

NUmero de classes (M) Média Desvio padrdo CV (%)
10 272,5630 45,3330 2,4702
11 273,4611 42,3658 2,3802
12 274,3590 62,9263 2,8913
13 274,4536 32,7404 2,0848
14 273,8932 68,0358 3,0115
15 274,0972 58,2002 2,7833
16 274,3426 44,8688 2,4416
17 274,4371 47,3392 2,5071
18 274,0858 54,4424 2,6920
19 274,7862 86,9670 3,3938
20 274,1775 50,3931 2,5891
30 275,4092 64,5792 2,9179
40 275,4337 63,0592 2,8831
50 275,9496 45,3461 2,4403
60 275,6502 69,5223 3,0249
70 275,8939 56,0167 2,7128
80 275,5041 75,6254 3,1565
90 275,8499 62,0372 2,8553
100 276,1427 63,6134 2,8883
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Os parametros apresentados na Tabela 6.31 sdo representados graficamente na Figura 6.66.
Os graficos dessa figura mostram que, a partir de 30 realizagdes, ambos parametros comecam a
apresentar valores proximos aqueles considerados estaveis, indicados pela linha horizontal vermelha.
Também, é observado que, a partir de 30 realizagGes, esse algoritmo se torna muito similar ao
algoritmo LHS classico. Isso é evidenciado pelos resultados. Os graficos das Figuras 6.21 e 6.66
mostram um padrdo muito similar, a partir de 30 realizagbes. Isso acontece porque o dominio de
variagao das classes (em termos de probabilidades) se torna mais restrito com o aumento do nimero

de classes.
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Figura 6.66: Média (a) e CV (b) da distribuicdo das médias das realizagdes, de acordo com o algoritmo LHS deterministico. A

linha vermelha representa os valores considerados estaveis.

6.4.4.1. Validacao pratica do algoritmo LHS deterministico

Na secao 5.5.3 do Capitulo 5 (pp. 116 - 118), o algoritmo LHS deterministico foi validado
teoricamente. Nessa segao, esse algoritmo é verificado na pratica, com os dados do estudo de caso.

A verificacdo do algoritmo LHS deterministico foi realizada na localizacdo u; (j = 1) da malha,
para o caso no qual a distribuicdo de probabilidade Gaussiana G é discretizada em 10 classes. Em
cada classe, uma amostragem foi realizada na sua mediana (proporcao, p = 0,5). A Tabela 6.32
mostra as classes e as probabilidades (plhs,4), assim como os valores Gaussianos xpys associados. O

valor simulado, no espago normal, também é apresentado.

Tabela 6.32: Parametros de simulagdo para a localizagdo j = 1 da malha (L = M = 10).

Realizag3io (i) Classe [m(u;)] plhsag xpins(uy) yO(uy)
1 10 0,95 1,6449 -0,2649
2 3 0,25 -0,6745 -1,4966
3 7 0,65 0,3853 -0,9907
4 8 0,75 0,6745 -0,2256
5 5 0,45 -0,1257 -1,1477
6 1 0,05 -1,6449 -2,2998
7 4 0,35 -0,3853 0,3903
8 2 0,15 -1,0364 -2,3182
9 9 0,85 1,0364 -0,4455
10 6 0,55 0,1257 -1,258
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A Figura 6.67 exibe um grafico no qual relaciona as probabilidades (plhs,q) € os valores
Gaussianos (xpys) associados. Esse grafico configura a distribuicdo experimental de probabilidade
Gaussiana, associada a localizacdo u; (j = 1). Nesse grafico, as linhas horizontais tracejadas indicam a
mediana das classes, enquanto que a linha horizontal continua delimita o dominio das classes (em
termos de probabilidades). E verificado que exatamente uma tiragem é realizada na mediana de cada

classe. Esse comportamento valida, na pratica, a construcdo do algoritmo.
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Figura 6.67: Distribuigdo experimental de probabilidade Gaussiana, associada a localizagdo u;, para o caso no qual M = 10,

resultante da aplicagdo do algoritmo LHS deterministico.

6.4.5. Algoritmo LHS ciclico deterministico

Para avaliar o desempenho em relagao a caracteristica ciclica do algoritmo deterministico, foi
realizado um procedimento analogo ao executado na segao 6.4.3. Foram testados varios modelos de
discretizacdo, executando processos de simulacdo diferentes, com nimeros de ciclos diferentes. De
acordo com o nimero de classes M, foram executados tantos ciclos quanto necessarios para alcancar,
no maximo, 100 realizacdes. A Tabela 6.33 apresenta a média e o desvio padrdo das realizacdes, nos

espacos normal e original, de acordo com os modelos de discretizagao.

Tabela 6.33: Média das médias e dos desvios padrdo para oito processos de simulagdo, conforme o nimero de classes M, no

espago normal e no original. Valores condicionantes entre parénteses.

Média
Numero de
Espago normal Espaco original
classes (M)
Média (0,00) Desvio padrao (1,00) Média (275,31) Desvio padrao (249,72)

4 0,0069 0,9125 268,3910 232,0317
5 0,0049 0,9288 269,8638 235,3980
6 0,0059 0,9395 271,0322 237,6771
8 0,0056 0,9538 272,4504 240,3538
10 0,0046 0,9628 272,9017 242,0009
12 0,0057 0,9680 273,7342 243,2237
15 0,0051 0,9747 274,2098 244,4577

20 0,0053 0,9797 274,7202 245,3138
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Na tabela 6.33 é percebido que, em média, tanto no espaco normal quanto no original, as
realizacdes nao reproduzem os valores condicionantes (dados entre parénteses). Os maiores erros sdo
observados no espaco original, superando 7,5 %, em relagao ao desvio padrao. Esse comportamento
ja era esperado, pois os testes de aplicagao do algoritmo LHS deterministico (secdo 6.4.4) mostraram
que sdo necessarias no minimo 50 realizagbes (M = 50) para que o processo de simulagdo seja
validado.

Os graficos da Figura 6.68 mostram a média e o desvio padrdao em funcdo das realizagOes,
para o caso no qual M = 10 (100 realizacdes, 10 ciclos de 10 realizagdes). Principalmente, em relagdo
ao desvio padrdo, as realizagdes mostram valores inferiores ao condicionante (indicado pela linha
horizontal vermelha). No espago normal, a variabilidade de 97 % das realizagdes foi subestimada. No

espaco original: 96 %. A representacao grafica da média e do CV das distribuicoes das médias dos

conjuntos de realizacOes, é dada na Figura 6.69.
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Figura 6.68: Médias (esquerda) e desvios padrdo (direita) das realizagdes, resultantes do processo de simulagdo (LHS ciclico

deterministico) a partir de 10 ciclos de 10 realizagGes, no espago normal (a) e espago original (b).
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Figura 6.69: Média (a) e CV (b) da distribuigdo das médias das realizagbes, de acordo com o algoritmo LHS ciclico

deterministico (10 ciclos de 10 realizages). A linha vermelha representa os valores considerados estaveis.
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A partir dos resultados apresentados acima (Figuras 6.68 e 6.69), pode-se afirmar que o
carater ciclico ndo pode ser aplicado com sucesso no algoritmo LHS deterministico. A execucdo de
dois ciclos de 50 realizagdes nao se justifica, pois o resultado obtido com a utilizacdo de 50 classes (M

= 50), por meio do algoritmo LHS deterministico, ndo foi satisfatorio.

6.4.6. Estratificacdo da dclp

Antes de aplicar a terceira variagao do algoritmo LHS (com caminho deterministico), é preciso
verificar o comportamento das distribuicdes condicionais locais de probabilidade (dclp) com relagdo a
sua estratificacdo. Para realizar essa tarefa, foram selecionadas trés localizagOes, inseridas em zonas
de diferentes concentrac®es da VA V. A verificacdo foi realizada em localizagdes de:

i. baixo teor (média de 25,00 ppm);

ii. médio teor (média de 280 ppm) e

ii. alto teor (média de 500 ppm).
Nessas localizacOes, as dclp, obtidas por meio do algoritmo que envolve a técnica LHS (classico),
foram comparadas com aquelas obtidas por meio do algoritmo original, que utiliza a técnica de Monte
Carlo (MC). Essa comparacao foi realizada nos espacos normal e original, a partir de processos de
simulagao de 20 realizagdes.

A Figura 6.70 mostra as dclp, segundo os dois algoritmos, na localizacdo selecionada inserida

na zona de baixo teor.
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Figura 6.70: Modelos de incerteza (dclp) associados a localizagdo inserida em uma zona de baixo teor, de acordo com os

algoritmos LHS classico (a) e com o algoritmo original (b), nos espagos normal (esquerda) e original (direita).
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Na Figura 6.70, é verificado que a qualidade de definicdo das dclp, obtidas por meio do
algoritmo original, é inferior em relacdo a obtida por meio do algoritmo modificado. Esse
comportamento é evidente em ambos os espacos. Entretanto, nenhuma dclp da Figura 6.70 é
perfeitamente estratificada (as linhas horizontais auxiliam na identificagdo dos estratos). As dclp
provenientes dos dois algoritmos mostram 14 classes amostradas. Contudo, as seis classes nao
amostradas pelo algoritmo LHS classico estdo mais distribuidas no dominio de probabilidade. Isso
proporciona uma maior definicdo dos modelos de incerteza. A Tabela 6.34 mostra as classes nao

amostradas (em termos de probabilidade), segundo os dois algoritmos.

Tabela 6.34: Classes ndo amostradas da Figura 6.70, em termos de probabilidade, segundo os dois algoritmos (LHS e MC).

Classes ndo amostradas

LHS MC
[0,05; 0,10) [0,10; 0,15)
[0,35; 0,40) [0,15; 0,20)
[0,45; 0,50) [0,20; 0,25)
[0,55; 0,60) [0,75; 0,80)
[0,60; 0,65) [0,80; 0,85)
[0,65; 0,70) [0,90; 0,95)

Nas dclp do espaco normal da Figura 6.70, é natural observar a ocorréncia de uma freqiiéncia
maior de valores negativos, visto que essa localizagao se encontra em uma zona de baixos teores. A
curva oriunda do algoritmo LHS classico esta centrada em -0,8148, enquanto que aquela proveniente
do algoritmo original, esta centrada em -0,9885.

A Figura 6.71 mostra as distribuicoes experimentais de probabilidade Gaussiana, oriundas dos
dois algoritmos. Essas distribuicbes foram utilizadas para determinar os valores simulados do espago
normal, apresentados na Figura 6.70. A distribuicdo de probabilidade relativa ao algoritmo LHS
classico é perfeitamente estratificada, como esperado. Contudo, essa caracteristica ndo foi suficiente

para resultar em dclp estratificadas.
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Figura 6.71: DistribuicOes experimentais de probabilidade Gaussiana, de acordo com o algoritmo LHS classico (a) e original (b),

utilizadas para a determinagdo dos valores simulados da Figura 6.70.
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Na Figura 6.72, sao apresentados os modelos de incerteza (dclp) associados a localizacdo

selecionada na zona de médio teor. Essas dclp foram determinadas de acordo com os algoritmos LHS

classico e com o original, nos espagos normal e original. Novamente, a qualidade de definicdo das

curvas oriundas do algoritmo modificado é superior, embora ndo sejam estratificadas. E visivel que, os

modelos de incerteza, obtidos por meio do algoritmo original, apresentam mais lacunas de

amostragem. Essa observagao € corroborada pelo nimero de classes ndo amostradas. Enquanto que

as curvas da Figura 6.72 (a) mostram cinco classes n3ao amostradas, as da Figura 6.72 (b)

apresentam sete. A Tabela 6.35 exibe essas classes, de acordo com os algoritmos.

Figura 6.72: Modelos de incerteza (dclp) associados a localizagdo inserida em uma zona de médio teor, de acordo com os

algoritmos LHS classico (a) e com o algoritmo original (b), nos espagos normal (esquerda) e original (direita).

Tabela 6.35: Classes nao amostradas da Figura 6.72, em termos de probabilidade, segundo os dois algoritmos (LHS e MC).

Classes ndo amostradas

LHS

MC

[0,15; 0,20)
[0,20; 0,25)
[0,35; 0,40)
[0,50; 0,55)
[0,85; 0,90)

[0,05; 0,10)
[0,30; 0,35)
[0,35; 0,40)
[0,55; 0,60)
[0,60; 0,65)
[0,65; 0,70)
[0,70; 0,75)
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As dclp, do espago normal, da Figura 6.72 mostram-se praticamente centradas. Esse

comportamento ja era esperado, pois esses modelos de incerteza estao localizados em uma regido de
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médios teores. Nesse caso, a dclp obtida por meio do algoritmo LHS classico esta centrada em

0,2897, enquanto que aquela oriunda do algoritmo original, esta centrada em -0,0348.

A Figura 6.73 ilustra as distribuicOes experimentais de probabilidade Gaussiana, obtidas por

meio dos dois algoritmos. Novamente, a estratificacdo da distribuicdo de probabilidade Gaussiana,

oriunda do algoritmo LHS classico, ndo foi suficiente para proporcionar modelos de incerteza

estratificados.
am o
0 < 10
0.9 . 0.9
o
0.8 — 0.8
074 . g 0.7
Y 0.6 o 3 061 ,
-_:- 0.5+ % 0.5
o]
. .8-‘3‘ g 0.4
o0 £ 403
- 0:2 0.2
. 0.1 ant 0.1
Y = ; 6:6
3 2 1 0 1 3 4
XPuus xp
(a) (b)

Figura 6.73: DistribuicOes experimentais de probabilidade Gaussiana, de acordo com o algoritmo LHS classico (a) e original (b),

utilizadas para a determinagdo dos valores simulados da Figura 6.72.

A Figura 6.74 ilustra os modelos de incerteza associados a localizagao selecionada na zona de

alto teor, de acordo com os dois algoritmos testados. Como nas figuras anteriores, a Figura 6.74

também apresenta as dclp nos espagos normal e original.

Figura 6.74: Modelos de incerteza (dclp) associados a localizagdo inserida em uma zona de alto teor, de acordo com os

algoritmos LHS classico (a) e com o algoritmo original (b), nos espagos normal (esquerda) e original (direita).
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Na Figura 6.74, as curvas obtidas por meio do algoritmo LHS classico apresentam maior
definicdo, em relagdao aquelas derivadas por meio do algoritmo original. Essa caracteristica esta
associada a maior estratificacgdo das dclp determinadas por meio desse algoritmo (as linhas
horizontais auxiliam na identificagdo dos estratos). Os modelos de incerteza obtidos por meio do
algoritmo LHS classico apresentam 80 % de estratificacdo. Isso significa que, dentre as 20 classes, 16
foram amostradas. Em relacdo ao algoritmo original, 14 classes foram amostradas (70 %). A Tabela

6.36 apresenta as classes que deixaram de ser amostradas, segundo os dois algoritmos.

Tabela 6.36: Classes ndo amostradas da Figura 6.74, em termos de probabilidade, segundo os dois algoritmos (LHS e MC).

Classes ndo amostradas

LHS MC
[0,25; 0,30) [0,05; 0,10)
[0,55; 0,60) [0,25; 0,30)
[0,70; 0,75) [0,35; 0,40)
[0,80; 0,85) [0,45; 0,50)

[0,70; 0,75)
[0,75; 0,80)

Nas curvas da Figura 6.74 (a), as classes [0,10; 0,15) e [0,85; 0,90) foram duplamente
amostradas, enquanto que a classe [0,65; 0,70) foi triplamente amostrada. As dclp da Figura 6.74 (b),
apresentaram duas classes duplamente amostradas: [0,10; 0,15) e [0,15; 0,20); e duas triplamente
amostradas: [0,60; 0,65) e [0,65; 0,70).

As dclp do espaco normal, da Figura 6.74, estao deslocadas para a direita, em relagdo ao
zero. Esse comportamento é justificado pelos dados que contribuiram para a construgao desses
modelos de incerteza. A localizacdo simulada esta inserida em uma area de altos teores. Por isso,
nesse caso, a dclp obtida por meio do algoritmo LHS classico esta centrada em 1,0100, enquanto que
aquela proveniente do algoritmo original, esta centrada em 0,7268.

A Figura 6.75 exibe as distribuicdes experimentais de probabilidade Gaussiana, utilizadas na

determinacdo dos valores simulados (do espaco normal) das dclp da Figura 6.74.

Figura 6.75: DistribuicOes experimentais de probabilidade Gaussiana, de acordo com o algoritmo LHS classico (a) e original (b),
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utilizadas para a determinagdo dos valores simulados da Figura 6.74.
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As figuras anteriores compararam as dclp obtidas por meio dos algoritmos LHS classico e

original. A Figura 6.76 mostra as dclp determinadas por meio dos algoritmos LHS ciclico classico e LHS

deterministico, associadas a localizagdo selecionada na zona de médio teor.
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Figura 6.76: Modelos de incerteza (dclp) associados a localizagdo inserida em uma zona de médio teor, de acordo com os

algoritmos LHS ciclico classico (a) e LHS deterministico (b), nos espagos normal (esquerda) e original (direita).

Como mostra a Figura 6.76, as dclp resultantes da aplicacdo dos algoritmos LHS ciclico

classico e LHS deterministico ndo sao estratificadas. Nos modelos de incerteza relativos ao algoritmo

LHS ciclico classico, cinco classes deixaram de ser amostradas. Nas dclp referentes ao algoritmo LHS

deterministico, sete classes nao foram amostradas. A Tabela 6.37 apresenta essas classes.

Tabela 6.37: Classes ndo amostradas da Figura 6.76, em termos de probabilidade, segundo os algoritmos LHS ciclico classico

(20 realizagGes, M = 4) e LHS deterministico (M = 20).

Classes ndo amostradas

LHS ciclico classico

LHS deterministico

[0,10; 0,15)
[0,30; 0,35)
[0,40; 0,45)
[0,50; 0,55)
[0,90; 0,95)

[0,20; 0,25)
[0,35; 0,40)
[0,40; 0,45)
[0,60; 0,65)
[0,65; 0,70)
[0,75; 0,80)
[0,95; 1,00]
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6.4.7. Algoritmo LHS com caminho deterministico

Como descrito na secao 5.5.1.3 (p. 111), a aplicacdo do algoritmo LHS deterministico pode
gerar dclp mais estratificadas. Isso porque, nesse algoritmo, todas as realizagdes seguem a mesma
seqiiéncia de estimativa (caminho). Assim, os valores assumidos por oks € y ks has localizacbes (=
1,...,N) tém mais chance de serem aproximadamente constantes, em cada simulagdo. Dessa forma, o
peso dos valores Gaussianos xpys, estratificados, sera maior. Conseqiientemente, a chance de que as
dclp resultantes sejam estratificadas aumenta.

A Tabela 6.38 apresenta os parametros de simulacdo e os valores simulados (no espago
normal), resultantes da aplicacdo do algoritmo LHS classico com caminho deterministico. Essa tabela

retrata a situacdo na qual M = 20, associada a localizagdo selecionada de baixo teor [u; (j = 1)].

Tabela 6.38: Parametros de simulagdo para a localizagdo j = 1 da malha (L = M = 20), por meio da aplicagdo do algoritmo

LHS classico com caminho deterministico.

Realizacdo (i)  Classe [m(u1)] plhs Xpins"(uy) ¥y ks(uy) oks(Us) yO(uy)

1 17 0,8141 0,8932 -0,7738 0,6314 -0,2098
2 13 0,6328 0,3394 -1,3595 0,6314 -1,1452
3 7 0,3402 -0,4118 -0,7961 0,6314 -1,0561
4 20 0,9881 2,2610 -0,8598 0,6314 0,5678
5 14 0,6728 0,4478 -0,5743 0,6314 -0,2916
6 18 0,8720 1,1358 -0,0879 0,6314 0,6292
7 11 0,5465 0,1169 0,2574 0,6314 0,3312
8 8 0,3549 -0,3722 -0,4654 0,6314 -0,7004
9 2 0,0722 -1,4595 -0,2038 0,6314 -1,1253
10 1 0,0106 -2,3048 -2,2224 0,6314 -3,6777
11 4 0,1656 -0,9718 -2,3717 0,6314 -2,9853
12 9 0,4192 -0,2040 -1,3941 0,6314 -1,5229
13 16 0,7946 0,8224 -1,7864 0,6314 -1,2671
14 12 0,5968 0,2450 -0,9221 0,6314 -0,7674
15 6 0,2531 -0,6647 -1,1883 0,6314 -1,608
16 0,2222 -0,7646 -1,674 0,6314 -2,1568
17 19 0,9253 1,4413 -0,421 0,6314 0,489

18 10 0,4886 -0,0286 -0,2379 0,6314 -0,256
19 3 0,1219 -1,1657 -0,1496 0,6314 -0,8856
20 15 0,7038 0,5353 -2,4609 0,6314 -2,1229

A Tabela 6.38 mostra que, ao longo das 20 realizagdes, os valores associados a oks
permanecem constantes. Isso comprova que a posicgao espacial dos dados na vizinhanca de uj,
utilizados para a obtencdo dos pesos de KS, é a mesma nas 20 realizacdes (portanto, mesmo
caminho). Entretanto, o valor das estimativas (y'xs) varia bastante ao longo das realizagdes (o =
0,78). Isso é justificado pelo uso de oito dados previamente simulados nas matrizes de KS. Esses

dados, sdo os Unicos valores variaveis nas matrizes de KS.
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A Figura 6.77 mostra que as dclp resultantes da aplicacdo do algoritmo LHS classico com
caminho deterministico ndo sdo estratificadas. Em relacdo a estratificacdo, os resultados sdo piores do
que aqueles obtidos por meio do algoritmo LHS classico. Nesse caso, sete classes nao foram
amostradas, quatro classes foram duplamente amostradas e uma classe foi triplamente amostrada. A

Tabela 6.39 apresenta essas classes.

1.0 1.0
0.9 1 0.9 *
0.8 4 - 0.8 -
8071 © 0.7
806 . §06].°
505 70 5059
S04 . S04
& 0.3 « & 03
0.2 4 = 0.2
0.1+ 0.1
0.0 = 0.0 : . . . .
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 0 200 400 600 800 1000 1200
y“S(baixo teor) v*S)(baixo teor)

(a) (b)
Figura 6.77: Modelos de incerteza (dclp) associados a localizagdo u;, de acordo com o algoritmo LHS classico com caminho

deterministico, nos espagos normal (a) e original (b).

Tabela 6.39: Classes ndo amostradas, duplamente amostradas e triplamente amostradas da Figura 6.77, em termos de

probabilidade, segundo o algoritmo LHS classico com caminho deterministico.

Classes ndo amostradas

Classes duplamente amostradas

Classe triplamente amostrada

[0,05; 0,10) [0,15; 0,20) [0,90; 0,95)
[0,10; 0,15) [0,40; 0,45)

[0,20; 0,25) [0,45; 0,50)

[0,35; 0,40) [0,70; 0,75)

[0,65; 0,70)

[0,80; 0,85)

[0,95; 1,00]

A diminuicao do uso de dados previamente simulados ndo apresentou melhorias em relacdo a
estratificacdo das dclp. Em um dos testes, foram utilizados apenas dois dados previamente simulados
e as dclp continuaram nao estratificadas, como as da Figura 6.77. Os modelos de incerteza s6 serao
completamente estratificados em uma Unica situacdo: quando ndo forem utilizados dados previamente
simulados. A Figura 6.78 ilustra essa situacdo. Os parametros de construcdo dessas dclp sdo mesmos
da Figura 6.77, exceto o nimero de dados previamente simulados.

Portanto, o algoritmo LHS com caminho deterministico ndao apresentou desempenho
satisfatdrio, em relacdo a estratificacdo das dclp, a partir da mesma estratégia de busca utilizada nos
testes anteriores. Assim, nao foram realizados testes de caracterizagao do espaco de incerteza da VA
V, como aqueles realizados com as outras variagdes do algoritmo LHS. Os algoritmos (MC, LHS e suas
variacoes) foram comparados a partir de suas aplicacdes com os mesmos parametros de entrada.
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Figura 6.78: Modelos de incerteza (dclp) associados a localizagdo u;, de acordo com o algoritmo LHS classico com caminho

deterministico, nos espagos normal (a) e original (b).

6.4.8. Comparativos entre os algoritmos de simulagao (MC x LHS)

Nessa secdo, os resultados obtidos por meio dos algoritmos de simulacdo envolvendo a

técnica LHS, sdao comparados com aqueles obtidos pela aplicacdo do algoritmo original (MC). Esses

algoritmos foram aplicados de acordo com os mesmos parametros de entrada, inclusive a semente

aleatdria. Esse parametro € especialmente importante, pois determina a ordem seqliencial de

simulacdo, ao longo das realizagdes. A Tabela 6.40 mostra o caminho aleatério de simulagdo, seguido

por uma realizacdo qualquer, de acordo com os algoritmos original, LHS classico e LHS deterministico.

Nessa tabela, /ndex representa as localizagdes u; (j = 1,...,78000), aleatoriamente ordenadas,

representando o caminho de simulacdo. Essa tabela comprova que os algoritmos foram executados

respeitando as mesmas seqliéncias de simulagdo.

Tabela 6.40: Ordem sequiencial de simulagdo (caminho) de acordo com os algoritmos original, LHS classico e LHS

deterministico.

MC LHS Classico LHS deterministico

Seqiéncia Index Index Index
1 62164 62164 62164

2 49828 49828 49828

3 6028 6028 6028

4 37204 37204 37204

5 43468 43468 43468
77995 65800 65800 65800
77996 16429 16429 16429
77997 42858 42858 42858
77998 55542 55542 55542
77999 47100 47100 47100
78000 4733 4733 4733
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As figuras seguintes (Figura 6.79 e 6.80) comparam o desempenho dos algoritmos, em relacao
a caracterizagao do espaco de incerteza da VA V. Essas figuras ilustram graficos que mostram a
relacao entre a média e o CV, dos conjuntos constituidos pelas médias das realizagdes, em fungao das
realizacOes. Entretanto, é conveniente lembrar que, nos graficos referentes ao algoritmo LHS, os
pontos sao provenientes de processos de simulagao diferentes.
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Figura 6.79: Média (a) e CV (b) da distribuicdo das médias das realizagdes, de acordo com os algoritmos original e LHS classico.

A linha horizontal vermelha indica os respectivos valores considerados estaveis.

Na Figura 6.79, é verificado que o desempenho do algoritmo LHS classico, em relacdo a média
[Figura 6.79 ()], € superior ao apresentado pelo algoritmo original. Isso se observa, principalmente,
a partir da utilizagdo de 14 classes de discretizagao (M = 14). Em relacdo ao CV, o desempenho do
algoritmo LHS classico é superior em duas situagoes:

i. com a utilizacdo de nove a 30 classes; e

ii. com a utilizacdo de mais do que 60 classes.
A partir dessa analise, considerando os dois parametros de avaliacdo, pode-se afirmar que o algoritmo
LHS classico leva vantagem, em relacdo ao algoritmo original, nessas duas situacdes. Essa vantagem
é principalmente destacada, quando sdo executadas poucas realizacdes (9 < L < 20). Nesses casos, 0
desempenho apresentado pelo algoritmo LHS classico ndo é o ideal, mas é nitidamente superior ao
apresentado pelo algoritmo original.

Os gréficos da Figura 6.80 mostram que, para menos do que 30 realizagles, a aplicagdo do
algoritmo LHS deterministico ndo proporciona resultados melhores do que os apresentados pelo
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algoritmo original. Entretanto, é preciso lembrar que os processos de simulacdo, com a utilizagdo de
menos do que 50 classes de discretizacdao, ndao foram validados. Com isso, verifica-se que o
desempenho desse algoritmo é superior em relacdo ao algoritmo original, quando se utiliza 60 ou
mais classes de discretizacao.
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Figura 6.80: Média (a) e CV (b) da distribuicdo das médias das realizagdes, de acordo com os algoritmos original e LHS

deterministico. A linha horizontal vermelha indica os respectivos valores considerados estaveis.

A seguir, o desempenho do algoritmo LHS ciclico classico é comparado com o do algoritmo
original. Para isso, foram selecionados os processos de simulacdo que proporcionaram os resultados
mais proximos daqueles considerados estaveis. Foram selecionados quatro modelos de discretizagao

da distribuicao de probabilidade Gaussiana (G):

i M= 4
i. M=8;
i. M=10;e
iv. M=15

O procedimento de comparagao foi realizado da mesma maneira da qual foram comparados
os desempenhos dos algoritmos LHS classico e LHS deterministico, em relacdo ao algoritmo original.
As Figuras 6.81, 6.82, 6.83, 6.84 e 6.85 exibem os graficos da média e do CV (das distribuicoes das
médias das realizacbes) em funcao das realizacoes.

A Figura 6.81 mostra os graficos referentes ao caso no qual foram utilizados quatro classes de
discretizacdo. Nessa figura, é observado que, em geral, os resultados obtidos por meio do algoritmo
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LHS ciclico classico sdo melhores do que aqueles apresentados por meio do algoritmo original. Esse
comportamento é evidenciado, principalmente, em relacdo ao CV. A partir do sétimo ciclo, os valores
assumidos por esse parametro variam muito pouco em relacdo ao CV considerado estavel.
Considerando os dois parametros avaliados, somente nos dois primeiros ciclos o desempenho do
algoritmo LHS ciclico classico (com M = 4) é inferior ao do algoritmo original.
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Figura 6.81: Média (a) e CV (b) da distribuicdo das médias das realizagdes, de acordo com os algoritmos original e LHS ciclico

classico (25 ciclos de quatro realizagdes). A linha horizontal vermelha indica os respectivos valores considerados estaveis.

As Figuras 6.82 e 6.83 mostram os graficos resultantes da aplicacdo do algoritmo LHS ciclico
classico, com a utilizagao de oito classes discretizacdo. Na Figura 6.82 é verificado que o desempenho

do algoritmo LHS ciclico classico é superior ao apresentado pelo algoritmo original.
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Figura 6.82: Média da distribuicdo das médias das realizagdes, de acordo com os algoritmos original e LHS ciclico cléssico (12

ciclos de oito realizagdes). A linha horizontal vermelha indica os respectivos valores considerados estaveis.
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Em relagdo ao CV (Figura 6.83), somente nos trés primeiros ciclos, o desempenho do

algoritmo LHS ciclico classico nao é satisfatério. Nos demais ciclos (exceto pelo quatro), os resultados

apresentados pelo algoritmo LHS ciclico classico, ndo s6 sdo melhores do que os apresentados pelo

algoritmo original, com também sdo quase idénticos aqueles considerados estaveis. Em um contexto

geral (considerando a média e o CV), pode-se afirmar que o desempenho do algoritmo LHS ciclico

classico, com esse grau de discretizacdo (M = 8), é muito satisfatdrio a partir do quinto ciclo.
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Figura 6.83: CV da distribuicdo das médias das realizagdes, de acordo com os algoritmos original e LHS ciclico classico (12 ciclos

de oito realizagdes). A linha horizontal vermelha indica os respectivos valores considerados estaveis.

A Figura 6.84 apresenta os graficos referentes ao caso no qual foram empregadas de 10

classes de discretizagdo.
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Figura 6.84: Média (a) e CV (b) da distribuicdo das médias das realizacGes, de acordo com os algoritmos original e LHS ciclico

classico (10 ciclos de 10 realizagGes). A linha horizontal vermelha indica os respectivos valores considerados estaveis.
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Na Figura 6.84 (a), é observado que, em todos os ciclos, os resultados obtidos por meio do
algoritmo LHS ciclico classico sdo melhores do que os obtidos por meio do algoritmo original.
Inclusive, a partir do segundo ciclo, os resultados s3o muito satisfatdrios, pois a média assume valores
quase idénticos ao valor considerado estavel. Em relacdo ao CV, os resultados ndo sdo tdao bons
quanto aos relativos a média. Somente nos quatro primeiros ciclos, o0 desempenho do algoritmo LHS
ciclico classico € superior ao apresentado pelo algoritmo original.

A Figura 6.85 apresenta os resultados da aplicacdo dos algoritmos LHS ciclico classico, com M
= 15, e original (MC), em funcao das realizacdes ou processos de simulagdo. Os resultados de ambos
0s parametros avaliados revelam a superioridade do algoritmo LHS ciclico classico. Em relacdo a
média, todos os ciclos apresentaram desempenhos superiores. Em relagdo ao CV, somente o quarto
ciclo apresenta desempenho levemente inferior ao mostrado pelo CV das médias das 60 realizacoes,
obtidas por meio do algoritmo original. Considerando os dois paréametros avaliados, conclui-se que,

para esse estudo de caso, esse modelo de discretizacao pode ser utilizado com sucesso.
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Figura 6.85: Média (a) e CV (b) da distribuicdo das médias das realizacGes, de acordo com os algoritmos original e LHS ciclico

classico (seis ciclos de 15 realizagoes). A linha horizontal vermelha indica os respectivos valores considerados estaveis.

As figuras anteriores compararam os algoritmos, original e LHS, com enfoque na
caracterizacao da incerteza global. A Figura 6.86 compara esses algoritmos em relacao a incerteza
local. O desempenho dos algoritmos é comparado na localizagdo selecionada de médio teor, quando
sao executadas 20 realizagdes. Essa figura mostra como o algoritmo original subestima a incerteza

local. O uso do algoritmo LHS classico e suas variagbes (LHS ciclico classico e LHS deterministico)
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resulta em dclp locais mais espalhadas (maior inclinagdo das curvas). Esse comportamento caracteriza
uma maior incerteza local. Por exemplo, as dclp da Figura 6.86 (b) mostram que, com o uso do
algoritmo original, existe cerca de 40 % de chance de o teor, nessa localizacdo, ser inferior ou igual a
176 ppm. As dclp, derivadas por meio do algoritmo LHS (e sua variagdes), mostram que existe 30 %
de chance. As diferencas sdao ainda maiores quando se considera o trecho superior das dclp. Por
exemplo, as dclp mostram 10 % (MC) contra 27 % (LHS) de chance de a concentragdo ser superior a

450 ppm.
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Figura 6.86: Modelos de incerteza (dclp) associados a localizagdo inserida em uma zona de médio teor, de acordo com os

algoritmos LHS classico, LHS ciclico classico, LHS deterministico e original (MC), nos espagos normal (a) e original (b).

6.4.8.1. Reprodutibilidade dos resultados

Na secao 6.4.8, foi descrito que o uso do algoritmo LHS classico é vantajoso, em relagao ao
algoritmo original, principalmente, quando sdo executadas poucas realizacdes (9 < L < 20). Isto é, o
emprego desse algoritmo €&, especialmente, vantajoso nos casos nos quais a distribuicdo de
probabilidade Gaussiana (G) é dividida em até 20 estratos. Nesses casos, como a amplitude das
classes (em termos de probabilidade) é relativamente grande (5 %, para M = 20), é conveniente
verificar a reprodutibilidade dos resultados obtidos para esses modelos de discretizacdo. Para isso,
foram executados dois processos de simulagao adicionais (com os modelos de discretizacdo de 10 a

20 classes), com a utilizagdo de sementes aleatdrias diferentes. A Tabela 6.41 apresenta as médias e
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os CV (das distribuicbes das médias), segundo os modelos de discretizacdo, para os dois processos de
simulagao adicionais, além do original (apresentado nas secOes 6.4.2 e 6.4.8). Nessa tabela, também

sao apresentados os valores médios (das médias e dos CV) dos trés processos de simulagdo. A Figura

6.87 representa graficamente a Tabela 6.41.

Tabela 6.41: Média e CV, da distribuicdo das médias das realizagGes, segundo os processos de simulagdo (LHS classico) e de

acordo os modelos de discretizagdo.

Modelo de Média cv
discretizagao processo de simulagdo processo de simulagdo
(M) original 1 2 média original 1 2 média
10 274,9139  277,6459 276,2823 276,281 2,6078 3,0050 3,1444 2,919
11 276,1785 276,1221 276,9324 276,411 2,3731 2,9780 3,1071 2,819
12 277,0920 275,8827 277,2957 276,757 2,9888 2,8995 3,6503 3,180
13 276,9378  276,5278 276,249 276,572 2,2088 2,9274 3,0537 2,730
14 276,0066 275,4403 277,0574 276,168 3,0343 2,6078 2,7558 2,799
15 275,4085 276,3348 277,0632 276,269 2,9741 2,9826 2,9797 2,979
16 276,1263  275,2045  275,8947 275,742 2,6371 3,3297 2,8690 2,945
17 276,3579  275,9842 276,162 276,168 2,6494 2,8269 2,9137 2,797
18 275,5571  275,6155  275,7543 275,642 2,6733 3,0459 2,5283 2,749
19 276,6521  276,2663  276,4288 276,449 3,6000 3,4497 3,2328 3,428
20 275,5644 275,371  276,4054 275,780 2,6123 3,0557 3,1466 2,938
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Figura 6.87: Média (a) e CV (b), da distribuicdo das médias das realizagdes, segundo os processos de simulagdo (LHS classico)

e de acordo os modelos de discretizagdo.
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Uma andlise sobre a Tabela 6.41 e a Figura 6.87, revela que, em relacdo a média, o modelo
de discretizacdo de 20 classes mostra valores mais proximos do considerado estavel, ao longo dos
trés processos de simulagdo. Em relacdo ao CV, esse comportamento € verificado no modelo de
discretizacdo de 15 classes. A Figura 6.88 auxilia na realizacdo dessa analise. Essa figura mostra os

erros médios, em relacdo a média e ao CV, de acordo com os modelos de discretizagao.
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Figura 6.88: Erro médio apresentado pela média e CV, da distribuicdo das médias das realizagdes, segundo os modelos de

discretizagao.

Considerando a média e o CV concomitantemente, o modelo de discretizacdo de 20 classes
leva vantagem em relagao ao de 15 classes. Isso pode ser evidenciado na Figura 6.89. Essa figura
ilustra um grafico que mostra a soma dos erros médios absolutos da média e do CV, em fungao dos
modelos de discretizacdo. Entretanto, deve ser ressaltado que esses resultados retratam a média dos
trés processos de simulagdo. Considerando a regularidade ao longo dos trés processos de simulacdo,

o desempenho do modelo de discretizacdo de 15 classes é melhor, como mostra a Figura 6.87.
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Figura 6.89: Soma dos erros médios absolutos da média e do CV, da distribuicdo das médias das realizagdes, segundo os

modelos de discretizagdo.
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6.4.8.2. Caracterizacao da incerteza x curvas de parametrizagao — Walker Lake

Nas segOes anteriores foi mostrado que o uso do algoritmo de simulagdo original (MC), a partir
de um ndmero reduzido de realizagdes, pode subestimar o espaco de incerteza da VA estudada. A
utilizagao do algoritmo modificado, com a técnica LHS, pode minimizar esse efeito.

Na pratica, o espaco de variabilidade de uma VA, caracterizado por meio da aplicacdo desses
algoritmos, pode ser comparado por meio de uma analise das curvas de parametrizagao do deposito
mineral. A Figura 6.90 ilustra a curva tonelagem x cutoff para 14 cenarios equiprovaveis, gerados por

meio dos dois algoritmos.

Figura 6.90: Curvas de parametrizagao (t x cutoff) produzidas a partir de 14 realizagoes geradas por meio dos algoritmos
original (a) e LHS classico (b).

Embora os dois conjuntos de curvas parecam muito similares, a amplitude de variacdo das
curvas produzidas a partir das 14 realizagGes geradas por meio do algoritmo LHS classico é maior,
como mostra a Figura 6.91. Essa figura apresenta os envelopes das 14 curvas, segundo os dois
algoritmos. Esse comportamento evidencia que o uso do algoritmo LHS classico faz com que as

analises de sensibilidade decorrentes sejam realizadas de maneira mais realista.
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Figura 6.91: Amplitude das curvas de parametrizagao (t x cutoff), segundo os algoritmos original (linha preta) e LHS classico

(linha vermelha).
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Como complemento da Figura 6.91, a Figura 6.92 apresenta o CV dos 14 resultados de
tonelagem, segundo cada cufoff, para cada um dos algoritmos. A analise dessa figura reflete as
conclusOes anteriores, evidenciando que a variabilidade em torno dos possiveis valores de tonelagem

€ maior quando se utiliza o algoritmo modificado.
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Figura 6.92: CV da distribuigdo dos 14 valores de tonelagem, de acordo com os algoritmos original e LHS classico.

As Figuras 6.93, 6.94 e 6.95 descrevem o comportamento do CV, tal como na Figura 6.92,
para 15, 20 e 60 realizagdes, respectivamente.
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Figura 6.93: CV da distribuicdo de 15 valores de tonelagem, de acordo com os algoritmos original e LHS classico.
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Figura 6.94: CV da distribuicdo de 20 valores de tonelagem, de acordo com os algoritmos original e LHS classico.
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Figura 6.95: CV da distribuicdo de 60 valores de tonelagem, de acordo com os algoritmos original e LHS classico.

A Figura 6.95 mostra que, para 60 realizagbes, o espaco de variabilidade caracterizado por
ambos algoritmos é muito similar. Somente para cutoffs mais elevados (acima de 750 ppm), 0 espaco
de incerteza estimado por meio do algoritmo LHS classico é maior. Entretanto, quando é executado
um numero reduzido de realizagGes, a diferenca entre os algoritmos é destacada. As Figuras 6.92,
6.93 e 6.94 mostram que a diferenca de amplitude do espaco de incerteza é significativa para cutoffs
acima de 100 ppm.

O comportamento do CV da distribuicao dos 200 possiveis valores de tonelagem, obtidos pelo
algoritmo original, é quase idéntico ao CV (LHS) apresentado na Figura 6.92. Isso porque, 0 espaco
de variabilidade caracterizado por meio de 14 realizagbes, obtidas pelo algoritmo LHS classico, é muito
similar ao caracterizado por meio de 200 realizagGes obtidas pelo algoritmo original.

6.4.8.3. Caracterizacao da incerteza x curvas de parametrizacao — Fe

Embora esse capitulo seja destinado, preferencialmente, ao banco de dados Walker Lake, essa
secdo apresenta os resultados obtidos pela aplicacdo dos algoritmos MC e LHS classico para um
estudo de caso real. Foi considerado um corpo de minério de Fe (itabirito), sob concessdo da
Companhia Vale do Rio Doce (CVRD) (cujo uso foi gentilmente autorizado). Principalmente, esse
estudo de caso se distingue do anterior (Walker Lake) por ser real, e em trés dimensdes (3 D).

O uso de simulagdo geoestatistica, em minério de Fe, é muito recente. Um dos primeiros
estudos, foi realizado em agosto 2004, pela CVRD, com o auxilio do Laboratdrio de Pesquisa Mineral e
Planejamento Mineiro (LPM) do departamento de Engenharia de Minas da UFRGS. Nessa ocasiao,
foram simulados diversos corpos de minério, e por motivos operacionais, foram executadas, no
maximo, 20 realizagles. O estudo de caso, apresentado nessa secdo, € referente a apenas um desses
corpos de minério.

Os algoritmos MC e LHS foram utilizados para simular 54.910 blocos, de dimensao 25 x 25 x 10
m (6.250 m?), definidos em um dominio irregular determinado pela equipe de gedlogos da CVRD. De
acordo com os dois algoritmos, foram executados trés processos de simulagao; com 20, 14 e 10
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realizacOes. Portanto, para a aplicacdo do algoritmo LHS classico, foram utilizados trés modelos de
discretizacdo: M =20, M = 14e M = 10.

A Figura 6.96 ilustra as curvas de parametrizacdo, tonelagem x cutoff, resultantes da aplicacao
dos dois algoritmos, para o caso no qual foram executadas 20 realizagdes. A amplitude de variacao
dessas 20 curvas parece muito similar, entretanto, o grafico da Figura 6.97 revela as diferencas. Essa
figura apresenta o CV dos valores de tonelagem, segundo cada cutoff. E verificado que o espago de
incerteza, determinado por meio do algoritmo LHS classico, é mais amplo. Esse comportamento se
evidencia a partir do cutoff de 34 %.

%67 282 97 32 27 M2 BT F2 B7 402 47 B2 M7 462 47 492 07 522 537 52
Cutoff (%)
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Figura 6.96: Curvas de parametrizagao (t x cutoff) produzidas a partir de 20 realizagoes geradas por meio dos algoritmos

original (a) e LHS classico (b) — estudo de caso: Fe.
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Figura 6.97: CV da distribuicdo dos 20 valores de tonelagem, de acordo com os algoritmos original e LHS cléssico - estudo de

caso: Fe.

A diferenga entre os dois algoritmos se torna mais evidente quando sao executadas menos do
que 20 realizagdes. As Figuras 6.98 e 6.99 mostram os CV dos valores de tonelagem para os casos
nos quais foram executadas 14 e 10 realizacdes, respectivamente, segundo cada algoritmo. Em
ambos processos de simulagdo, o espaco de incerteza, caracterizado por meio do algoritmo LHS
classico, é mais amplo. A diferenca de amplitude ocorre a partir do cutoff de 34 %, aumentando

progressivamente com o cutoff.
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Figura 6.98: CV da distribuicdo dos 14 valores de tonelagem, de acordo com os algoritmos original e LHS cléssico - estudo de

caso: Fe.
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Figura 6.99: CV da distribuigao dos 10 valores de tonelagem, de acordo com os algoritmos original e LHS classico - estudo de

caso: Fe.

Na pratica, essa diferenca na amplitude de variacdo das curvas de parametrizacdo, pode
resultar em andlises de risco otimistas. Isso porque, a cada cutoff, sao considerados subdominios,
contidos nos dominios reais de variagao de tonelagem. Por exemplo, a Tabela 6.42 apresenta os
dominios de variacdo de tonelagem, além da diferenca entre eles, para os trés processos de
simulagdo, segundo os dois algoritmos (MC e LHS). Para isso, a densidade média do itabirito foi
considerada como sendo 3,31 t/m>. Assim, a tonelagem de cada bloco foi considerada constante:
20.687,50 t. O cutoff utilizado foi 0 mesmo empregado pela CVRD para esse minério: 48 %.

Tabela 6.42: Dominio de variagdo de tonelagem e diferenga de amplitude dos dominios, para os trés processos de simulagdo,

segundo os algoritmos MC e LHS cléssico, de acordo com o cutoff de 48 %.

. MC LHS classico Diferenga de
Realizagbes .
Tonelagem (dominio de variagdo) Tonelagem (dominio de variagdo) amplitude (M t)
10 [53.389.679,38; 62.477.284,38] [47.709.926,25; 65.885.136,25] 9,088
14 [53.389.679,38; 62.477.284,38] [53.276.084,31; 69.292.988,13] 6,929

20 [52.253.728,75; 62.477.284,38] [49.981.827,50; 64.749.185,63] 4,544
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A partir dos resultados exibidos na Tabela 6.42, é possivel realizar uma analise quantitativa das
Figuras 6.97, 6.98 e 6.99 para o cufoff de 48 %. Ou seja, € verificado que, para esse cufoff, a
amplitude de variacdo é progressivamente maior com a diminuicdo do nimero de realizagBes. Ainda,
que as diferencas, embora pequenas, podem ser significativas. Por exemplo, para 14 realizagGes, uma
diferenca de 1,84 %, no CV dos valores de tonelagem (para o cutoff de 48 %), resulta em uma
diferenca de quase 7 M t. Nesse caso, utilizando o algoritmo tradicional (MC), para cobrir essa
diferenca, seria necessario considerar mais 334,95 blocos. Ao limite superior do dominio de variacdo,
seria necessario adicionar 329,46 blocos. Ao limite inferior, seria necessario subtrair a tonelagem
equivalente a 5,49 blocos.

As Figuras 6.100, 6.101 e 6.102 apresentam os histogramas cumulativos, dos valores de
tonelagem, a partir do cutoff de 48 %, para os trés processos de simulagdo, segundo os dois
algoritmos. Nessas figuras, é possivel verificar graficamente a amplitude de variacdo de tonelagem,
segundo cada algoritmo. Também ¢é evidente a diferenca de freqliéncia dos resultados. Por exemplo,
na Figura 6.100, enquanto que os resultados obtidos por meio do algoritmo LHS classico mostram que
40 % dos valores de tonelagem sao inferiores ou iguais a 57,50 M t, os resultados obtidos por meio
do algoritmo MC mostram que 35 % dos valores sao inferiores ou iguais a 57,50 M t.
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Figura 6.100: Histograma cumulativo dos 20 valores de tonelagem, segundo os algoritmos MC e LHS classico, de acordo com o
cutoffde 48 % - estudo de caso: Fe.
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Figura 6.101: Histograma cumulativo dos 14 valores de tonelagem, segundo os algoritmos MC e LHS classico, de acordo com o
cutoffde 48 % - estudo de caso: Fe.



Capitulo 6 — Estudo de caso: LHS aplicado 200

1.00

0.80

o
o
S

—o— % cumulativa LHS

—— % cumulativa MC

Freqiiéncia

I
»
3

0.20 /

0.00

50.00 52.50 55.00 57.50 60.00 62.50 65.00 67.50
Tonelagem (M t)

Figura 6.102: Histograma cumulativo dos 10 valores de tonelagem, segundo os algoritmos MC e LHS classico, de acordo com o

cutoff de 48 % - estudo de caso: Fe.

6.5. Comentarios

Esse capitulo mostrou, na pratica, a aplicabilidade e a funcionalidade do algoritmo proposto.
Foram apresentadas as vantagens do uso do algoritmo LHS (e suas variagdes), em relacdo ao
algoritmo original (MC); mostrando que o mesmo pode caracterizar adequadamente o espago de
variabilidade da VA estudada em menos realizagOes. Essa tarefa foi realizada por meio de um estudo
de caso, a partir de uma porgdo de um banco de dados conhecido: Walker Lake.

O capitulo iniciou com a apresentacdo do banco de dados, seguido da execucdo de 200
cenarios equiprovaveis das concentracdes da VA V no espaco. Em seguida, o algoritmo LHS classico e
suas variagoes foram aplicados, mostrando, em cada etapa, suas validages praticas e funcionais. Em
cada etapa, também, foram destacados seus respectivos desempenhos, em funcdo dos modelos de
discretizacdo, sendo nem sempre satisfatorios. Os resultados obtidos por meio dos algoritmos LHS
foram comparados aqueles obtidos por meio do algoritmo original. Também, foi destacado o
comportamento dos algoritmos LHS em relagdo a estratificagdo dos modelos de locais de incerteza.
Verificacdes de reprodutibilidade dos resultados também foram realizadas. O capitulo foi encerrado
mostrando impacto do uso dos algoritmos propostos sobre as curvas t x cutoff, segundo os modelos
de discretizacdo. Finalmente, foi apresentado as curvas t x cutoff, referentes a um caso real (minério
de Fe), obtidas por meio dos algoritmos MC e LHS classico. Esse exemplo mostrou, quantitativamente,
a aplicabilidade e as vantagens do uso do algoritmo modificado.

O Capitulo 7 apresenta as conclusbes e as recomendacdes para trabalhos futuros.



Capitulo 7

Conclusoes e recomendacoes

Esse Ultimo capitulo expde as conclusGes, em relagdo ao algoritmo de simulacdo proposto,
formuladas com base nos seis capitulos precedentes. Inicialmente, é realizado um breve resumo dos
capitulos anteriores. Sao relacionados, principalmente, os resultados tedricos e praticos, apresentados
nos Capitulos 5 e 6, com a meta e os objetivos expostos no Capitulo 1. Essa Tese é encerrada com a

apresentacao de algumas recomendacdes para futuras pesquisas.

7.1, Resumo dos primeiros capitulos

Embora os resultados efetivos dessa Tese tenham sido apresentados nos Capitulos 5 e 6, 0
desenvolvimento dos quatro primeiros capitulos também foi muito importante. Nesses capitulos, foi
apresentada uma revisao bibliografica consistente, e pertinente, para que o objetivo fosse alcancado.

O Capitulo 1 apresentou o problema abordado nessa Tese, bem como as metas e os objetivos
propostos. Foi realizada uma revisdo do estado da arte da geoestatistica, enfocando, principalmente,
os desenvolvimentos em torno dos métodos de simulagdo estocastica, enfatizando as Ultimas
pesquisas nesse tema. O uso de simulagdo geoestatistica na mineracdo também foi abordado,
mostrando porque o emprego desses métodos tem se tornado cada vez mais freqiiente e popular.

No Capitulo 2, foi realizada uma revisdo dos conceitos basicos de geoestatistica linear,
essenciais para o entendimento e o desenvolvimento matematico dos seus métodos associados.
Foram revisados os conceitos relacionados as varidveis regionalizadas e as fungdes aleatérias, bem
como aqueles, envolvendo as hipdteses intrinsecas e estacionarias. Nesse capitulo, também foram
revisadas as propriedades elementares da funcdo de covariancia espacial e algumas propriedades
estatisticas de combinacdes lineares. Principalmente, foram apresentadas a definicdo do conceito de
combinacOes lineares autorizadas (CLA) e suas relagdes com as hipoteses intrinsecas e estacionarias,
fundamentais para a aplicacdo das equagOes de (co)krigagem.

O Capitulo 3 foi o responsavel pela revisdo dos conceitos de simulacdo e condicionamento,
apresentando o algoritmo seqiiencial de simulacdo condicional. Foi revisado, também, o conceito do

método de Monte Carlo, empregado nesse algoritmo. O Capitulo 3 apresentou dois métodos,
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paramétrico e nado-paramétrico, para a construcdo dos modelos de incerteza, ou distribuicoes
condicionais locais de probabilidade (dclp), que constituem o alicerce dos métodos condicionais
seqlienciais.

O Capitulo 4 apresentou as utilidades dos modelos de incerteza (dclp). Foi mostrado como
medir a magnitude de incerteza associada diretamente aos atributos medidos ou a partir de funcdes
de transferéncia, de acordo com a finalidade desejada (incerteza local x incerteza espacial). Para isso,
foi apresentado o conceito de funcdo de transferéncia, mostrando como a incerteza pode se propagar
por meio dessas fungdes. Principalmente, esse capitulo apresentou uma ferramenta muito eficaz para
a construcao dos modelos de incerteza das variaveis resposta das FTs, e também, para a analise da
propagacao da incerteza. Essa ferramenta é o método Latin Hypercube Sampling, LHS. Seu estudo

despertou a curiosidade e motivacdo para a concretizagao dessa Tese.

7.2. Meta e objetivo x resultados tedricos e praticos

A meta dessa Tese era desenvolver um algoritmo de simulagdo geoestatistica eficiente, capaz
de atingir os objetivos propostos com agilidade, exigindo menos realizagdes (e como conseqiiéncia,
tempo de processamento) e espago virtual do que os algoritmos tradicionais. Para alcangar essa meta,
foi proposta uma modificagdo na estratégia de tiragens aleatdrias, empregada nos algoritmos
seqlienciais de simulagcdo estocastica. Essa modificacdo envolveu a substituicdo do método de Monte
Carlo (MC) pelo de Latin Hypercube Sampling (LHS). Os resultados tedricos, apresentados no Capitulo
5, e os praticos, apresentados no Capitulo 6, indicam que o objetivo foi alcancado com sucesso.

No Capitulo 1, foram identificadas cinco etapas a serem desenvolvidas, para que o objetivo
proposto fosse alcangado.

i. Desenvolver o algoritmo de tiragens aleatdrias, partindo-se da idéia e do embasamento
tedrico da técnica LHS.

ii. Verificar a funcionalidade tedrica do algoritmo desenvolvido na etapa (i).

iii. Inserir o algoritmo desenvolvido na etapa (i) nos algoritmos de simulacdo seqiencial
estocastica.

iv. Verificar a eficiéncia e funcionalidade pratica dos algoritmos modificados.

v. Quantificar o impacto provocado pela alteracdo dos algoritmos modificados em problemas
reais de mineracao.

As trés primeiras etapas foram desenvolvidas no Capitulo 5. Nesse capitulo, além de apresentar
0 método LHS formalmente, o mesmo foi adaptado as VAs espaciais. Essa adaptacdo resultou na
elaboracdo de algoritmos de tiragens aleatdrias, baseados na técnica LHS, capazes de substituir o
método de Monte Carlo, tradicionalmente utilizado nos métodos seqlienciais de simulacdo estocastica.
Além da versdo baseada na técnica LHS classica, foram criados mais trés algoritmos: LHS
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deterministico, LHS ciclico e LHS com caminho deterministico. Sendo que, a caracteristica a ciclica,
pode ser aplicada nos algoritmos LHS classico, LHS deterministico e LHS com caminho deterministico.
Foi mostrado, em detalhes, como o método LHS e suas variacdes podem ser implementados nas
rotinas de simulagdo seqiiencial Gaussiana escritas em Fortran.

No Capitulo 5, também foram realizadas verificacOes tedricas, que comprovaram a eficiéncia de
construgdo dos algoritmos. Essas verificagdes, também mostraram as vantagens tedricas do uso da
técnica LHS, em substituicdo ao método de Monte Carlo. Nesses testes, a qualidade de amostragem
da distribuicdo de probabilidade Gaussiana, por meio da técnica LHS, foi visivelmente superior aquela
proporcionada pelo método de Monte Carlo. Ainda, os resultados obtidos por meio da técnica LHS, se
mostraram mais robustos quanto a reprodutibilidade dos resultados.

As duas Ultimas etapas foram desenvolvidas no Capitulo 6. Para isso, foram utilizados dois
bancos de dados: um em 2 D, exaustivamente amostrado e de dominio publico; e outro em 3 D, de
propriedade da CVRD. Entretanto, o Capitulo 6 foi desenvolvido, principalmente, sobre o banco de
dados em 2 D (Walker Lake). Os algoritmos, tradicional e modificados, foram aplicados nesse banco
de dados. Quanto aos resultados, as conclusdes sao as seguintes:

i. Considerando o algoritmo LHS classico:

= Conclui-se que, 0 mesmo pode ser utilizado com sucesso para caracterizar o espago
de incerteza de VAs, em menos realizagbes do que seriam necessarias por meio do
algoritmo original. Além de produzir processos de simulagao validos (nas quais os
momentos condicionantes sdo, em média, reproduzidos), o uso do algoritmo LHS
classico sempre proporcionou resultados melhores do aqueles obtidos por meio do
algoritmo original (Figura 6.79).

* O uso desse algoritmo é principalmente recomendado quando, por motivos
operacionais, for necessario executar um numero reduzido de realizacdes. Nesses
casos, a aplicacdo do algoritmo LHS classico produz resultados (em termos de
caracterizacdo da incerteza) muito superiores aqueles produzidos por meio do
algoritmo original. Para essas situagGes, recomenda-se o0 uso de, no minimo, nove
classes de discretizagdo.

» A caracteristica ciclica pode ser utilizada com sucesso; porém, ndo em todos modelos
de discretizacdo. Os resultados foram satisfatérios quando foram empregados os
seguintes modelos de discretizacao (Figuras 6.81, 6.82, 6.83, 6.84 e 6.85):

n M=4;
= M=8§;
= M=10;e
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Além de caracterizar a incerteza global adequadamente e em menos realizacGes, do
que seriam necessarias com o uso do algoritmo original, localmente, o uso do
algoritmo LHS classico produziu modelos de incerteza mais amplos (Figura 6.86).

Para poucas realizacOes, utilizando modelos de discretizacdo de até 20 classes, os
resultados sdao, em geral, reproduzidos. Isso indica que os processos de simulagdo
podem ser adequadamente reproduzidos, a partir da utilizacdo de diferentes
sementes aleatdrias. Os modelos de discretizacdo de 15 e 20 classes sao os que
apresentaram melhores desempenhos.

A funcdo de transferéncia utilizada, representada pelas curvas ¢ x cutoff, indica que,
para um mesmo numero de realizagOes, o desempenho do algoritmo LHS classico é
superior aquele apresentado pelo algoritmo original. Essa constatacdo foi corroborada
pelos graficos das Figuras 6.92, 6.93, 6.94 e 6.95. Essas figuras mostraram que o
espaco de incerteza, caracterizado por meio do algoritmo original, sempre é

subestimado.

ii. Considerando o algoritmo LHS deterministico:

Conclui-se que os resultados foram satisfatdrios a partir do uso de um modelo de
discretizacdo de 60 ou mais classes (M = 60); quando esse algoritmo se torna muito
similar ao LHS classico. Embora os resultados, em relacdo a média (média da
distribuicdo das médias das realizacdes), tenham sido satisfatérios a partir da
utilizagdo de um modelo de discretizagao de 30 classes (M = 30), em relagdo ao CV,
os resultados mostraram uma oscilacdo significativa. Esse comportamento ocorreu
quando foi empregado o modelo de discretizacao de 50 classes (M = 50) (Figuras
6.66 e 6.80). De qualquer forma, os processos de simulagdo, executados com a
utilizacdo de modelos de discretizacdo com menos do que 50 classes, ndo foram
validados. Nesses casos, os momentos de 12 e 22 ordem das realizacdes nao
reproduziram 0s respectivos momentos condicionantes. Por isso, 0 uso desse
algoritmo s6 é recomendado com o emprego de 60, ou mais classes, de discretizacao.
A caracteristica ciclica ndo pode ser utilizada com sucesso nesse algoritmo. Isso é
determinado por duas razdes: (i) os processos de simulacdo, executados com o uso
de menos do que 50 classes, nao foram validados; (ii) os resultados sempre foram
subestimados, tanto em relacdao a média, quanto em relagdo ao CV. Isso indica que o
espaco de incerteza, determinado por meio do algoritmo LHS ciclico deterministico,

sempre é subestimado.

iii. Considerando o algoritmo LHS com caminho deterministico:

Esse algoritmo foi criado com o intuito de aumentar a estratificacdo dos modelos de

incerteza locais (dclp) resultantes. Contudo, a aplicagdo desse algoritmo ndo
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proporcionou resultados melhores do que aqueles obtidos por meio do algoritmo LHS
classico (Figura 6.77).

Esse comportamento é devido ao nimero de dados previamente simulados, utilizados
na construcdo das matrizes de krigagem. Esses dados sdo os Unicos valores variaveis
ao longo das realizacOes. A estratégia de busca empregada contava com a utilizagdo
de oito dados dessa natureza. A utilizacdo de menos dados previamente simulados
nao proporcionou melhores resultados.

Como mostrou a Figura 6.78, as dclp sé serdao perfeitamente estratificadas quando
nao forem utilizados dados previamente simulados. Entretanto, o uso desses dados é
extremamente importante para a validacao dos processos de simulacao. Como visto
no Capitulo 3 (secdo 3.3.1, p. 24), esses dados sdao os responsaveis pelo
condicionamento das realizagGes. Portanto, a ndo utilizacgdo de dados previamente
simulados gera realizacBes que ndo reproduzem os momentos condicionantes.

Para que as dclp sejam completamente estratificadas, utilizando dados previamente
simulados, a ordem de tiragem das classes também deveria ser deterministica. Isto &,
para cada localizacdo de uma mesma realizagdo, os valores Gaussianos xpj,s deveriam
ser tirados das mesmas classes. Contudo, € preciso verificar se esse procedimento
ndo agregaria uma tendenciosidade no sistema, e, se haveria reproducdo dos

momentos condicionantes.

Para o estudo de caso real, utilizando o banco de dados de minério de Fe (itabirito, de

propriedade da CVRD), foram comparados os resultados obtidos por meio da aplicacdo do algoritmo

tradicional (MC) e do algoritmo envolvendo a técnica LHS classica. Em relagdo a esse estudo de caso,

as conclusdes foram as seguintes:

7.3.

Embora ndo apresentado, ambos algoritmos produziram realizagbes que, em média,
reproduziram os momentos condicionantes.

Para o mesmo numero de realizacOes, o espaco de incerteza, caracterizado por meio
do algoritmo LHS classico, foi mais amplo do que aquele caracterizado por meio do
algoritmo original (MC). Essa constatacdo é evidente na analise do Tabela 6.42 e dos
graficos das Figuras 6.97, 6.98 4 6.99. Considerando o teor de corte aplicado na
CVRD, essa diferenca na caracterizacdo do espaco de incerteza, embora pequena,

representa varios milhdes de toneladas.

Recomendagoes

Para trabalhos futuros, que podem vir a dar seqliéncia a essa pesquisa, destacam-se as

seguintes recomendagdes e sugestoes:
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Vi.

vii.

viii.

Realizagdo de um estudo de caso completo, utilizando outro banco de dados de carater
real. A aplicacdo do algoritmo LHS, e de suas variagdes, a partir de outra situagdo mineira
real, validaria por completo o emprego dos algoritmos envolvendo a técnica LHS.
Utilizagdo de outras fungBes de transferéncia, como por exemplo o VPL (valor presente
liquido). Ao relacionar um parametro de projeto mineiro de carater financeiro, o impacto
provocado pela substituicdo do algoritmo original, realgaria as vantagens do uso do
algoritmo LHS (e de suas variagoes).

Pesquisar o modelo de discretizacgdo mais adequado para cada situacdo. A escolha do
numero M de classes [que discretiza a distribuicdo G(y)] ainda € um assunto a ser
estudado. Nessa Tese, o modelo de discretizacdo mais adequado foi determinado de
maneira empirica.

Pesquisar variagbes no algoritmo LHS, visando aumentar o grau de discretizacao dos
modelos de incerteza resultantes. O algoritmo LHS com caminho deterministico, com
tiragem de classes deterministica, descrita na secdo anterior, pode proporcionar esse
efeito. Resta saber se os processos de simulacado resultantes serdo validados.

Estudar a possibilidade de, a partir do histograma original, privilegiar a tiragem de certas
classes, consideradas como primordiais para as analises decorrentes.

Alimentar as funcGes de transferéncia com as realizagbes P10, P50 e P90; visando
posteriores analises de risco, a partir do algoritmo modificado.

Aplicar a técnica LHS no algoritmo de simulacdo seqiiencial dos indicadores (ssi).

Quantificar o impacto provocado pela implantacdao da técnica LHS no algoritmo ssi.
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Apéndice A

Decomposicao de matrizes e ACP

Neste apéndice sdo apresentados os conceitos e definicoes de valores e vetores préprios,
assim como a suas relagbes com a decomposicdo de matrizes. Ainda, a partir das definicoes
precedentes, a teoria da andlise dos componentes principais (ACP) é apresentada, juntamente com
sua relagdo com a correlagdo entre as VA e os fatores independentes. A apresentacdo de um
procedimento de decomposicdo de matrizes mais genérico, o método de decomposicao em valores

singulares, encerra esse apéndice.

A.1. Valores proprios ou autovalores

Seja B uma matriz quadrada n x n. A equagao
det(A\I-B)=0 (A.1)
apresenta n solucbes para A (sendo que I é a matriz identidade de B). Geralmente A apresenta
solucdes compostas de valores complexos, salvo se B for simétrica. Nesse caso, todos os valores de A
sdo reais. Os valores da matriz coluna A sdo chamados de valores préprios de B. Os valores préprios A
apresentam as seguintes caracteristicas:

i. A soma dos valores préprios A é igual ao traco da matriz B
n n
tr(B) = Xbj = X (A.2)
i=1 p=1
ii. O produto dos valores préprios A é igual ao determinante da matriz B.

det() = 11, (A3)
p:

A.2. Vetores proprios ou autovetores

Se B é uma matriz quadrada n x n e A sdo os valores proprios de B, existem vetores distintos

dc e q. (ndo nulos) de modo que:
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(AI-B)qc=0 e () “(\I-B)=0 (A.4)
ou seja

B.gc=Aqc e () B =A(q)" (A.5)
Os vetores qc sao os vetores proprios das colunas de B, enquanto que q, sdo os vetores prdprios das
linhas de B. Se B for simétrica, entdo qc = qL.

A.3. Decomposicao em valores e vetores proprios

Seja B uma matriz simétrica. Se a relacdo
B.Q=Q.A (A.6)
onde Q é ortogonal (Q. Q' = I), for verdadeira, entdo Q é a matriz dos vetores propriosde Be Aé a
matriz diagonal dos valores préprios A de B. Sabendo que Q. Q" =1 = Q. Q%, logo Q' = Q?, entdo a
Equacdo (A.6) pode ser reescrita como:
B=Q. A.Q (A7)

A.4. Analise dos componentes principais

A andlise dos componentes principais (ACP) consiste em transformar um conjunto de VA

correlacionadas em um conjunto de VA sem correlagdo espacial (vh). Em um contexto Gaussiano,

essas VA nao correlacionadas podem ser interpretadas como fatores independentes (ortogonais) e
intrinsecos do fenémeno.

Se Z é a matriz N x n das medidas disponiveis centradas (z(u,) — E[Z(u)], a=1,...,n), a matriz
de variancia-covariancia V é definida como:

vzﬁznz (A8)

Seja Y uma matriz N x n contendo em suas linhas os n fatores Y, (a=1,...,n) experimentais,
independentes e de esperanca matematica nula, correspondentes aos dados z(u,). A matriz diagonal
de variancia-covariancia A (N x N) dos fatores Y,, é definida como:

A=%YLY (A.9)

onde os elementos dessa matriz sdo as variancias dos fatores Y,,.
O objetivo da ACP é buscar uma matriz X, ortogonal e de dimensdo N x N, que transforme
linearmente os valores correlacionados medidos em fatores Y,, independentes, ou seja:

Y=2Z.X sendo que X'. X =1 (A.10)

Multiplicando os dois lados dessa equacdo por 1/n e por Y
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Ty Lytz.x (A.11)
n n
e substituindo Y por Z. X
%(Z~X)t~Z~X:%zt~Xt~Z‘X:Xt‘V‘X (A.12)
Portanto
V- X=X-A (A.13)

Ora, pela equacdo acima e pelas caracteristicas da matriz X, pode ser imediatamente verificado que a
matriz X (que esta sendo buscada) pode ser identificada com a matriz de vetores proprios Q. Ainda,

os valores prdprios A podem ser identificados como as varidncias dos fatores Y, constituindo a matriz

diagonal A.
Logo
V.-Q=Q-A sendoqueQ.Q=1I (A.14)
e os fatores Y podem enfim ser definidos como:
Y=2.Q (A.15)

A.5. Correlagao das variaveis com os fatores

Seja B uma matriz de correlacdo entre N VA Z(u) (i=1,...,N), simétrica (h=0). A correlacdo

entre essas VA e os fatores Y§(u) (onde s € o n°. de estruturas do semi-variograma e q € o n°. de
fatores dentro de cada estrutura s) é definida como:

Corr(Z(u), Y§(u)) = A= af= YAQ (A.16)
Na equacdo acima, os elementos ai—‘;] da matriz A representam as covariancias regionalizadas entre as

VA Zi(u) e os fatores Yg(u), enquanto que Q e A sdo as matrizes dos vetores e valores proprios de

B, respectivamente.

Logo, se B pode ser decomposta pelos componentes principais, de acordo com

B=Q. AQ' (A.17)
Essa decomposicdo pode ser escrita em termos de A:
B=A A (A.18)

A.6. Decomposicao em valores singulares

A decomposicdo de matrizes em valores e vetores prdprios, apresentada em A.3, s6 é valida

para matrizes simétricas, ou seja, aquelas que sdo quadradas (n x n) e que sdo iguais as suas
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transpostas (B = B'). Entretanto, na prética, as vezes se torna necessario decompor matrizes de
variancia-covariancia (h#0) que, na verdade, ndo sdo simétricas (a ndo ser que se for assumido que
Gi(h)=C;i(h)). Nesses casos, outro tipo de decomposicao de matrizes deve ser aplicado.
A decomposicao em valores singulares (DVS) permite decompor matrizes retangulares (n x
m), seguindo o mesmo raciocinio empregado na decomposicao de matrizes simétricas em valores e
vetores proprios.
Seja B uma matriz retangular, de dimensdo n x m e rank r, a decomposicdo de B em r valores
singulares p, é dada por:
B=Q;.2.Q% (A.19)
onde Q; e Q, sdo matrizes ortogonais, de dimensdes n x n € m x m, respectivamente. A matriz = é do
tipo retangular e conta com os valores singulares p, na sua diagonal; enquanto que os demais

elementos de X (i#j) sdo nulos. Por exemplo, se n > m, r = m, entdo:

b 00
0 . 0
_|0 0w
Z_ooo
0 0 O

Essa decomposicdo pode ser realizada a partir do célculo dos valores e vetores prdprios de B.B' e de
B.B. As matrizes ortogonais Q; e Q, sdo os vetores prdprios de B.B' e B'.B, respectivamente. Os
valores singulares i, sdo as raizes quadradas dos valores préprios A, de B.B' ou de B'.B (idénticos,

sendo que Hp = 0):

wo=yAp OU ¥ =VA (A.20)

Portanto, esse procedimento transforma matrizes assimétricas em simétricas, a partir do

produto da matriz pela sua transposta. Dessa forma, a matriz transformada pode ser decomposta em

valores e vetores proprios, conforme o item A.3 — pois a matriz deve ser simétrica para garantir que
os valores proprios sejam reais.

Geralmente, em geoestatistica, a andlise dos componentes principais (ACP) é realizada a partir

da decomposigao das matrizes de variancia-covariancia em valores singulares (DVS). Isso se explica

pela relacdao direta entre os valores singulares e a correlacdo entre as VA Z(u) e os fatores
regionalizados Yg(u), conforme a Equagdo (A.16). Quando o efeito de retardo ¢ desconsiderado,

assumindo-se Cy(h) = Cji(h), as matrizes de varidncia-covariancia sdo simétricas e portanto, Q; = Q..



Apéndice B

Reproducao da funcao de covariancia

espacial

Esse apéndice tem o objetivo de validar o algoritmo de simulagdo seqiiencial Gaussiana
modificado em relacdo ao momento condicionante de segunda ordem. Ao longo do Capitulo 4 (em
todos os testes realizados) foi verificado que, em média, os desvios padrao das realizacBes se
identificavam com o desvio padrdo condicionante. Essa verificacdo permitiu a validagcdo dos processos
de simulagdo, com respeito a reproducao do momento condicionante de segunda ordem — variancia.
Entretanto, o procedimento de verificagdo realizado nao contemplou uma abordagem em relagdo a
reproducdo da funcdo de covaridncia espacial (funcdo de h). Esse apéndice preenche essa lacuna,
mostrando que a funcdo de covariancia espacial é reproduzida pelas realizagdes obtidas a partir do
algoritmo modificado — LHS classico. Para essa analise, foram avaliadas cinco realizacdes (no espago

Gaussiano) tiradas de forma aleatdria, de processos de simulacao diferentes.

B.1. Algoritmo original (MC)

Primeiramente, foram avaliadas cinco realizagbes produzidas a partir do algoritmo original,
isto é, aquele que utiliza o método de Monte Carlo (MC). Foram tiradas, aleatoriamente, cinco
realizacdes dentre as 200 realizacOes originalmente produzidas por meio desse algoritmo. Essas
realizagdes foram as nimero 22, 73, 98, 127 e 183. A Figura B.1 mostra os semi-variogramas
experimentais dessas realizagdes, com respeito a direcdo de menor variabilidade espacial (azimute
158°), juntamente com o respectivo semi-variograma condicionante. A Figura B.2 ilustra os semi-
variogramas, experimentais e condicionante, associados a direcdo de maior variabilidade espacial
(azimute 68°). Na Figura B.1, é observado que os patamares dos semi-variogramas experimentais s&0
sistematicamente subestimados. Nesses semi-variogramas experimentais, o patamar condicionante é

atingido em distancias superiores a 75 m (condicionante). Entretanto, a variancia a “priori” sempre é
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reproduzida pelas realizagbes, como descrito no Capitulo 4. Os semi-variogramas experimentais da

Figura B.2 reproduzem adequadamente o semi-variograma condicionante.
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Figura B.1: Semi-variogramas experimentais, associados a diregdo de menor variabilidade espacial (azimute 158°), referentes a

cinco realizagGes produzidas por meio do algoritmo original, superpostas ao respectivo semi-variograma condicionante.
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Figura B.2: Semi-variogramas experimentais, associados a direcdo de maior variabilidade espacial (azimute 68°), referentes a

cinco realizagGes produzidas por meio do algoritmo original, superpostas ao respectivo semi-variograma condicionante.

B.2. Algoritmo modificado (LHS)

O desempenho do algoritmo modificado, em relagao a reproducao da funcdao de covariancia
espacial, foi avaliado a partir de cinco realizagBes oriundas de trés processos de simulagao diferentes.
Os mesmos foram realizados a partir de diferentes modelos de discretizacdo. Os trés modelos foram
0s seguintes:

i. M =10, modelo com 10 classes de discretizacao;

ii. M =14, modelo com 14 classes de discretizacdo e



iii. M =20, modelo com 20 classes de discretizacao.
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Dentre as 10 realizacdes, produzidas por meio do processo de simulacdo no qual M = 10,

foram avaliadas as realizagdes de nUmero dois, cinco, seis, oito e 10. A partir do processo de

simulacdo no qual o modelo de discretizacdo utilizado foi o de 14 classes (M = 14), foram avaliadas as

realizacOes de nimero um, cinco, sete, nove e 12. Para o caso no qual M foi ajustado para 20 classes

(M = 20), foram avaliadas as realizagdes de nimero quatro, nove, 10, 14 e 16. As Figuras B.3, B.4 e

B.5 ilustram os semi-variogramas experimentais dessas realizages, assim como os condicionantes,

segundo as diregdes de menor e maior variabilidade espacial. Essas figuras mostram que o

comportamento dos semi-variogramas experimentais das realizacdo obtidas por meio do algoritmo

modificado é o mesmo apresentado pelas realizagdes provenientes do algoritmo original.
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Figura B.3: Semi-variogramas experimentais, associados aos azimutes 1580 (a) e 68° (b), referentes a cinco realizagGes

produzidas por meio do algoritmo modificado (LHS), a partir de 10 classes de discretizagdo (M = 10), superpostas aos

respectivos semi-variogramas condicionantes.
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Figura B.4: Semi-variogramas experimentais, associados aos azimutes 1580 (a) e 68° (b), referentes a cinco realizagGes

produzidas por meio do algoritmo modificado (LHS) a partir de 14 classes de discretizacdo (M = 14), superpostas aos

respectivos semi-variogramas condicionantes.
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Figura B.5: Semi-variogramas experimentais, associados aos azimutes 158° (a) e 68° (b), referentes a cinco realizagdes
produzidas por meio do algoritmo modificado (LHS) a partir de 20 classes de discretizagdo (M = 20), superpostas aos

respectivos semi-variogramas condicionantes.

Portanto, o comportamento dos semi-variogramas experimentais das Figuras B.3, B.4 e B.5

indicam que o algoritmo modificado ndo interfere na reproducdo da funcdo de covariancia espacial.

Esse comportamento ja era esperado, pois a modificacao do algoritmo sé envolveu a etapa de tiragem

de uma distribuicdo uniforme, para a obtengdao do valor Gaussiano xpps [Equagdo (5.17)]. A

modificagdo ndo atinge o método de construcdo das N distribuicdes condicionais univariadas [Equacao

(3.1)]. Sendo assim, como provado por Journel (1994), em média, a fungdo de covariancia espacial
das realizacOes tiradas a partir da fdp multivariada f(uy,...,uy; z1,...,zy) Se identifica com o modelo de

covariancia espacial condicionante.
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