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RESUMO

Neste trabalho, aborda-se o desenvolvimento da formulagdo direta do Método dos
Elementos de Contorno para a analise de problemas tridimensionais de difusdo e
problemas acusticos no dominio do tempo, definidos em dominios abertos ou fechados.
Para obter a representacdo destes problemas através de equagdes integrais, emprega-se a
relacdo de reciprocidade entre dois estados—solugdo distintos em Q x t referente a cada
classe de problema. Devido ao comportamento singular dos ntcleos fundamentais,

detalhes referentes a correta avaliacao das integrais singulares sdo discutidos.

Para converter a equagdo integral de contorno em um sistema de equagdes algébricas
realiza-se a discretizagdo, no tempo e no espaco, do problema. A discretizagdo no tempo
¢ realizada empregando-se fungdes de interpolacdo constante ou linear, e a discretizagao
espacial, por meio de variados tipos de elementos de contorno e células de integracao.
Procedimentos de integragdo numérica sdo considerados para avaliar a respectiva matriz

de coeficientes.

Uma eficiente estratégia baseada no uso de coordenadas polares e que proporciona um
aumento da concentragdo de pontos de integra¢do em torno do ponto fonte ¢ aplicada

para avaliar as integrais singulares que surgem nas formulagdes citadas.
Problemas envolvendo materiais nao—homogéneos ou descontinuidades de dominio sao

resolvidos dividindo-se o dominio em vdrias subregides. Para acoplar estas subregides

emprega-se uma estratégia que se baseia no uso de solversiterativos.
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ABSTRACT

In this work, a direct approach of the Boundary Element Method for analyzing three-
dimensional transient diffusion and acoustic problems, defined in open or finite
domains, is presented. To obtain the integral representation of these problems, the
respective reciprocity relationship between two different states in Q x t is considered.
Due to the singular behavior of the fundamental kernels, details concerning the correct

evaluation of the singular integrations involved are discussed.

In order to convert the boundary integral equation into a system of algebraic equations,
the discretization of the problem, in space and time, is carried out. The time
discretization is accomplished by using constant and linear interpolation functions, and
the space discretization, by means of several boundary elements and integration cells.
Numerical integration procedures are considered for evaluating the respective matrix

coefficients.

Regarding the evaluation of the singular integrals, an efficient strategy based on the use
of polar co-ordinates is applied, by means of which the concentration of integration

points around the source point is increased.

Problems involving non—homogeneous materials or domain discontinuities are solved
by subdividing the domain into a generic number of subregions. The adopted coupling

strategy is based on the use of iterative solvers.
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Capitulo 1

Introducao

A andlise de sistemas via estratégias computacionais tem contribuido significativamente
para os avangos no campo da analise de problemas de engenharia. No entanto, devido as
limitagdes da capacidade de célculo das maquinas e também das estratégias de
simulacdo computacional em si de certos problemas, as andlises experimentais sdo ainda

necessarias para a avaliagdo da resposta de problemas mais complexos.

Os diversos métodos numéricos existentes para a resolugcdo dos sistemas de engenharia
podem ser classificados, de forma geral, em dois tipos: métodos de dominio e métodos
de contorno. Nos métodos de dominio faz-se necessario aproximar a resposta do
problema no dominio de definicdo do mesmo. Dentre esses, o0 Método dos Elementos
Finitos (MEF) e o Método das Diferencas Finitas (MDF) tiveram grande aceitacdo pela
comunidade cientifica e ja foram largamente aplicados a inimeras classes de problemas
de engenharia. Nos métodos de contorno, como o proprio nome diz, os problemas sao
descritos a partir das respectivas variaveis de contorno, ou seja, apenas o contorno
precisa ser discretizado quando da avaliagdo da resposta da andlise. Estes métodos
surgiram mais recentemente € tém constituido uma interessante alternativa de andlise
em engenharia (Banerjee, 1994; Kane, 1992; Beer ¢ Watson, 1992; Chen e Zhou, 1992;
Brebbia e Dominguez, 1987; Brebbia et al., 1984). Dentre estes, destaca-se o Método
dos Elementos de Contorno (MEC).

As principais vantagens do MEC em relagao aos métodos de dominio estdo listadas a

seguir:



b)

d)

As solugdes fundamentais empregadas na formulacdo do método satisfazem a
condi¢do de irradiacdo, ou seja, ndo ha resposta, em um certa regido de interesse,
proveniente do infinito. Assim, para dominios abertos, ndo se faz necessario

discretizar contornos que se localizem a uma distancia infinita da regido de analise;

Na grande maioria das andlises ¢ possivel modelar somente a superficie do
problema, reduzindo-se substancialmente o tamanho do sistema de equagdes

algébricas resultante, e facilitando do mesmo modo a geragao de dados;

Satisfazendo identicamente as equagdes do problema em seu dominio de definigdo,

o método numérico apresenta alto indice de precisao;

O método ¢ também especialmente adequado para a simulagdo de problemas nos

quais ha concentracao de tensdes (mecanica da fratura).

Como desvantagens em relagdo aos métodos de dominio citam-se:

a)

b)

Nao existem solugdes fundamentais para todos os tipos de problemas de engenharia,
o que implica na utilizacdo de outros recursos para o desenvolvimento baseado na

formulacao integral de contorno (formulagdo dual, por exemplo);

Embora o sistema de equagdes algébricas resultante seja compacto, a matriz ¢ cheia

e ndo simétrica;

Os conhecimentos matematicos necessarios a obtencao das equagdes integrais sao

menos comuns para engenheiros.

Para a aplicagdo do M¢étodo dos Elementos de Contorno a problemas envolvendo

materiais nao—homogéneos ou em problemas onde haja descontinuidades em seus

dominios de defini¢do, torna-se conveniente utilizar a técnica de subregido (Banerjee,

1994; Brebbia et al., 1987). Esta técnica, que no caso deste trabalho se baseia no uso de

solvers iterativos, consiste em subdividir o dominio da analise em diversos outros, e



considerar a equacdo integral de contorno para cada regido, juntamente com as

condi¢des de acoplamento (equilibrio e continuidade).

Este trabalho, que objetiva a andlise tridimensional via o MEC com opcao de
subestruturacdo de problemas de difusdo e acusticos no dominio do tempo, estd

estruturado conforme exposto a seguir:

- No capitulo 2, apresenta-se a formulagao padrao do Método dos Elementos de

Contorno aplicada a problemas de difusao.

- No capitulo 3, apresenta-se formulacdo padrao do Método dos Elementos de

Contorno aplicada a problemas acusticos no dominio do tempo.

- No capitulo 4, descrevem-se, sucintamente, os esquemas iterativos de resolucao de
sistemas algébricos de equagdes lineares e a estratégia de acoplamento empregada

neste trabalho.

- No capitulo 5, apresentam-se os resultados de exemplos analisados via programa
computacional desenvolvido ao longo deste trabalho, no qual empregaram-se a

teoria e os procedimentos numéricos discutidos nos capitulos anteriores.

- No capitulo 6, por fim, tiram-se as principais conclusdes da pesquisa, ¢ também

comentam-se alternativas futuras para a continuagdo deste trabalho.



Capitulo 2

Problemas de Difusao

2.1. Introducao

Neste capitulo serd apresentada a formulacdo padrdo do Método dos Elementos de
Contorno aplicada a problemas de difusdo tridimensionais. Para este proposito, sao
apresentadas a equacdo diferencial que governa o fendmeno fisico, a relagdo de
reciprocidade entre dois diferentes estados de difusdo, as solu¢des fundamentais
transientes e a representacdo integral do problema. Obtida a representagdo integral,
detalhes da equagdo integral de contorno, como o comportamento singular dos nucleos
integrados no dominio do tempo, sdo estudados. A seguir, empregando-se a
discretizacdo temporal e espacial do problema, a equagdo integral de contorno ¢
transformada em um sistema de equagdes algébricas cujos coeficientes sdo obtidos
recorrendo-se a procedimentos de integracdo numérica. Por ultimo, sdo mostrados
procedimentos especiais de integracdo para avaliacdo das integrais singulares que

surgem na formulagdo direta do método dos elementos de contorno.



2.2. Equacdes Basicas

Os problemas de difusdo em meios homogéneos sao descritos pela equagao diferencial

escalar transiente
Dzu(x,t)—lu(x,t)= -v(x,t) , xQ, 2.1
c

a qual deve ser resolvida considerando-se as condigdes de contorno dadas por

u(x,t)=u(x,t) , x[UI, (condigdo de Dirichlet)
dulx.t (2.2)
p(x,t) = ou(x,t) =p(x,t) , x I, (condigdo de Neumann)
on(x)

e, visto que o problema ¢ transiente, considerando-se também as condigdes iniciais no

tempo t=tp, dadas por

u(x,t) =u,(x,t,) , xQ. (2.3)

Nas equagdes acima, C representa a difusividade térmica, t indica o tempo, x denota um
ponto com coordenadas cartesianas X (i = 1,2,3) e y(x,t) descreve as forgas de volume a

serem consideradas na analise. O termo u(x,t)indica derivada no tempo, isto &,

u=0u/dt e > ¢é o operador Laplace. As fungdes u(x,t) e p(x,t) sdo genericamente

denominadas de func¢do potencial e func¢ao fluxo, respectivamente.

O problema de potencial representado pelas equagdes (2.1)—(2.3), pode também ser
representado através de uma equagao integral envolvendo apenas valores de contorno da

func¢do incognita u(x,t), sendo esta transformacao obtida via diferentes formulagdes.



2.3. Representacio Integral Dependente do Tempo

A representacao integral de problemas de difusdao pode ser obtida usando-se a relagao de
reciprocidade entre dois estados de difusdo em Q x t. Neste trabalho, a relagdo de
reciprocidade serd obtida empregando-se transformadas de Laplace para a remocao da
dependéncia temporal do problema. Algumas operagdes algébricas simples envolvendo
os dois estados serdo realizadas no dominio transformado, sendo a expressdo resultante
inversamente transformada para o dominio do tempo. Posteriormente, o teorema da
divergéncia sera aplicado para eliminar as integrais de dominio envolvendo a fun¢do

incognita e ter-se-a, como resultado, a representacdo integral de problemas de difusao.

2.3.1. Relacao de Reciprocidade

A transformada de Laplace de uma funcdo u(x,t), quando ela existe, (Widder,1946) ¢

dada por
Llu(x,t)] = U(x,s) = Iu(x, t)e™'dt , (2.4)

onde o parametro de transformagao S ¢ real e positivo.

Tomando-se a transformada de Laplace da derivada primeira em relagdo ao tempo da

funcdo u(x,t) e integrando-se por partes, tem-se que

Ou(x,t)0_ :
L T B sU(x,s) —u,(x,t,) - (2.5)

Assim, se dois diferentes estados de difusdo S =[u,p,y] ¢ S'=[u’,p’,y'] com

condi¢des 1niciais uo(x) e u, (x), respectivamente, sdo definidos no mesmo meio



continuo Q com contorno [, a aplicagdo da transformada de Laplace L a equagdo (2.1)

para S ¢ S’ resulta em

L[u,; ]+L[y]=c " {sL[u]—u,} , (2.6)

L[’ ]+ LIy T=c™ {sL[ul-ug}. 2.7)

Multiplicando-se ambos os lados das equagdes (2.6) e (2.7) por L[u'] ¢ L[u],

respectivamente, ¢ subtraindo-se os resultados, obtém-se a equagdo (2.8), da qual a

relagdo de reciprocidade entre os estados S e S’ sera obtida

L[]t u,; 1+ L[wIL[y]- Llultfu',; 1= Lultly'] =™ {L[u]u; —L[u'Tu,} - (2.8)

2ii

Com o proposito de transformar a equagdo (2.8) novamente para o dominio do tempo,

usar-se-a a relagdo (2.9) dada abaixo
LIF(OILLe(D] = L{[, £(t - t)g(e)de] = L[, f(x)e(t = 7)dr] = L[f Tl (2.9)

onde o simbolo * indica integral de convolugdo de Riemann.

Aplicando-se a igualdade anterior na equacdo (2.8), realizando-se a transformada
inversa de Laplace e integrando-se a expressao resultante sobre o dominio Q, obtém-se

a expressao abaixo no dominio do tempo

IQu' [, ,dQ +IQu' [ydQ —J'Qu (', dQ —Igu [y'dQ =

i ; (2.10)
c IQu.uon—c IQu.uOdQ,

na qual, empregando-se o teorema da divergéncia dado por



IQu Du,ﬂdQ—J'QuDu,ii dQ =J'ru Dde—J'rqudF, (2.11)
obtém-se a relagdo de reciprocidade para problemas de difusdo, expressa por

J'r [u' Op](x,t)dI'(x) +J'Q [u' [y](x, t)dQ(x) + c_IIQ u'(x,t)u, (x)dQ =

2.12
Ir[u Op'1(x,t)dI'(x) +J'Q [uOy"](x, t)dQ(x) + c_lIQ u(x,t)u, (x)dQ. (12

Observa-se que o teorema da divergéncia, dado pela equacdo (2.11), ¢ valido para
regides multiplamente conexas. Consequentemente, em tais casos, a equacao (2.12) ¢é

também valida.

2.3.2. Solucoes Fundamentais Transientes

As solucdes fundamentais transientes sdo as respostas, em um instante de tempo t, no
ponto de campo x de um meio infinito devidas a um impulso localizado no ponto fonte
&, em um certo instante T, sob consideragdo de for¢as de volume nulas e condic¢des
iniciais homogéneas. Assim, a solucdo fundamental u'(x,t;&,T) para problemas de

difusdo tridimensionais ¢ dada por (Carslaw e Jaeger,1959; Morse e Feshbach, 1953)

R _ 1 o ¢ 0O B
u (x,t,&,r)— [47'EC(t—’C)] 5 exp%— 4c(t—r)%H(t r) , (2.13)

onder=|x- & |. A fungio de Heaviside H(t —t) foi introduzida para destacar o fato da

solucdo anular-se para T>t.

Derivando-se a equagdo do potencial fundamental em relagdo a diregdo definida pelo

vetor normal unitario externo a superficie [ no ponto de campo x, obtém-se a expressao

para o fluxo fundamental p’(x,t;&,1), dada por

o]



2

. - 1.0, o r O
e 1771 H —_
p (x,t,é,r) 16n3/2[c(t—r)] = expEr4c(t—r)E (t r) , (2.14)

onde r, =X, (x) —-X, (F,) en; (1=1,2,3) sdo as componentes do vetor normal unitério.

>

1

Figura 2.1: Ponto de campo x e dominios QO T ¢ Q"OT".

As solucdes fundamentais apresentadas possuem propriedades que podem ser muito
uteis para a compreensao do problema de difusdo e outro fendmenos fisicos
semelhantes. As propriedades mais importantes para este desenvolvimento tedrico estao

listadas abaixo.

(i) translagdo no tempo _> U (x,6E,1)=u (X,t +AtE, T +AL);
(ii) causalidade - u'(x,58,1)=0 se T>t;
(iii) reciprocidade N u'(x,t,E,1)=u (§-T;x,~1).

E importante salientar que as propriedades (i), (ii) e (iii) também sdo validas para o

fluxo fundamental p* (x,t:€,1).



2.3.3. Representacio Integral de Contorno

A representacdao integral de problemas de difusdo ¢ obtida a partir da equacdo de
reciprocidade (2.12), considerando-se o estado S’ como sendo um estado no qual

y'=0(t)d(x-§), em um dominio infinito com condi¢des iniciais homogéneas. Assim, tem-

N+

u'(x,t) =u’ (x,1,£,0), (2.15)
p'(x,t) =p (X,1,£,0), (2.16)
Y'(x,t) =3(x ~g)5(t - 0). 2.17)
uy(x) =0. (2.18)

Aplicando-se a seguinte propriedade da funcao delta de Dirac
IQ u(a)d(b,a)dQ(a) = u(b) (2.19)

na primeira integral de dominio que aparece no membro do lado direito da relagdo de

reciprocidade (2.12), tem-se

IQ [uy'](x,t)dQ(x) = J'Qjotu(x,r)y'(x,t - r)drdQ(x) =

t (2.20)
IQJ'O u(x,1)d0(x —&£)d(t — 1)dtdQ(x) = u(§, t).

Substituindo-se as identidades (2.15), (2.16), (2.18) e (2.20) na equagdo (2.12), esta

torna-se a representacao integral de problemas de difusao

u@ )+ fu Op"1(x, )d(x) = IE [u” Cp](x, H)dl'(x) + I [u” Oy](x, H)dQ(x) +

\ 2.21)
C _1-['9 u (X, t)u, (x)dQ(x).

10



Esta representacdo integral pode ser escrita em uma forma mais conveniente. Assim,

explicitando-se as integrais de convolucdo

uEO+ [ Iotp* (%t~ BEO U, Dl (x)= [ Iou (x,t = 1;£,0)p(x, 7)ded[(x }+

IQIOtu* (x,t = 1;£,0)y(x,7)drdQ(x )+ c—IIQ u’(x,£,0)u, (x)dQ(x) (2.22)

e aplicando-se a propriedade de translacdo no tempo das solugdes fundamentais, tem-se

a representagao integral de problemas de difusao na sua forma final

uE O+ [ J'Otp*(x,t;@,r)u(x,r)drdl“(x) = Io‘u*(x, t;€, )p(x, T)drdl(x }+

t (2.23)
J'Qj'ou* (x,t;E, r)y(x,r)drdQ(x)+ c_l-['Q u’ (x,t;€,0)u, (x)dQ(x) :

Deve-se observar que nas operagdes realizadas para obter-se a equacao (2.23), admitiu-
se ser a funcao u(x,T) uma vez diferenciavel em relacdo ao tempo e duas vezes em

relacdo as coordenadas espaciais.

A equagdo integral de contorno resulta da equagdo (2.23) para { O e deve ser
resolvida inicialmente para que, com a resposta do contorno, seja possivel conhecer a
resposta no restante do dominio do problema. Como consequéncia do comportamento
singular dos nucleos fundamentais integrados no tempo (ver secdo 2.4.2.), para a
obtencdo da correspondente equacdo integral de contorno, o ponto singular sera
excluido do caminho de integracdo pela definicdo de uma casca esférica de raio €
centrada em & (ver figura 2.2) e aplicando-se o limite para € — 0. Partindo-se da

equacdo (2.23), estas consideragdes resultam em

11



-k

Figura 2.2: Exclusdo do ponto singular.

u(é,t) + 811_1)110 J' i J'Otp* (x,t;&,1)u(x,t)dedl(x) =

I-T,+

. t o, . L
ghinor_ Jﬁ [u" (% 65 Dp(x, DT (x) + ghlnog L [ g Y ddQ)+ 5,

¢ (qlEnO oo, u' (x,tE,0)u, (x)dQ(x).

Considerando-se o primeiro limite na equacao (2.24), tem-se

Slgnor_lf f,p (%68 Du(x, dudl'(x) =

t . (2.25)
(gli_r}n() Jr J'O P (x,t:& t)u(x, t)dtdl(x) + 811_r)n0 JIO P’ (x,t:& t)u(x, t)dtdl(x).

t * . . . .
Devido ao termo Iop (x,t;&,1)u(x,t)dt ser fortemente singular, a primeira integral de

contorno do lado direito da equagdo (2.25) serd divergente se esta for calculada
ordinariamente. Mas, como indicado nesta equacao, a exclusdao do ponto singular ¢ feita

por meio de uma casca esférica centrada em &, o que corresponde exatamente ao valor

12



principal de Cauchy da integral impropria quando o limite indicado ¢ avaliado, e a

existéncia deste limite esta assegurada visto que o campo escalar u(x,t) satisfaz a

condi¢do de continuidade de Holder no ponto & (Cook et al, 1989; Mansur e Brebbia,

1982), isto ¢, existem constantes positivas A, e C, tais que
||u(x,t) —u(g, t)|| <Ar® comr= ||x —§|| sempre que r<c.

O outro limite da equagdo (2.25), representado por L, pode entdo ser avaliado

observando-se a continuidade do campo escalar u(x,t), como mostrado a seguir

L= Jim [P (565, () =
am P’ (%68 0[u(x 1) - u@ Oliedr (x) + lim f [P (R EEDUEDRAT®) (526

= lim j [P (X, EEDU(E DI (),

onde, substituindo-se a equagdo do fluxo fundamental transiente, tem-se

L= lim ([ i expt— 1 W(E, TxdedT(x) 227
e le=<7 “PF ael=0)E© | @27)

£-0

A integral no dominio do tempo da equagdo anterior pode ser avaliada analiticamente

2

introduzindo-se uma nova variavel k = ) . Esta troca de variaveis resulta em:

4c(t -1

r T ot 1’
4ck 4ck ok 4ck
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e os novos limites inferior e superior da integral serdo dados por

Portanto, o limite L pode ser rescrito como

. —rn;
L= Sh_r)noj. I16n3/2 5/2 5/2 ke u% t=— %dkdr(x) =

lim [ ——oil k2 P L kdI'(x) = 2.8
£-0] 2n3/zcr J © 4ck (2.28)
lim [ — .t FEB— H%,t %ﬂr(x)

8—>O [:l

onde I' ¢ a fungdo gama incompleta. Se e =r - 0, entdo k, - 0 e, assim, a fungdo

gama incompleta torna-se completa, onde F(3/ 2) =Jn/2. Portanto,

_ 1 ER L 1 B
L= — %hino J’ =it dl“(x)éu(&,t). (2.29)

Analisando-se o problema de potencial estacionario c[J*u =0 , verifica-se que o fluxo

fundamental ¢ dado por

st *( (t:‘

(2.30)

Portanto, comparando-se as equagdes (2.29) e (2.30), conclui-se que

14



L= éiinof[fgp*(x, t;&, Du(S, ndrdl (x) = éliino_r[ Stp*(x;i)dF(X)gu(é, t, (2.31)

e a equagdo (2.25) pode ser rescrita como

lim J' J'Otp*(x,t;&,t)u(x,r)drdf(x):

N ()] -
| - . (2.32)
V.P. J' Iop*(x, t;&, t)u(x, 1)dtdl(x) + %liinof“p*(x;i)dﬂx) éﬂ(ga t).

Como todos os outros limites da equagdo (2.24) estdo relacionados a integrais
fracamente singulares, integrais estas convergentes, a equacao integral de contorno para

problemas de difusao ¢ dada por:

C(OUED* [, [P (% LEDU(x 1T (x) =
IrIotu* (x,t;&,7)p(x, t)dtdl'(x) +J'QIOtu* (x,t;&,7)y(x,1)dtdQ(x) + (2.33)

¢’ Igu*(x,t;a,O)uo(x)dQ(x)

onde o termo livre da equagao integral de contorno c(§) ¢ dado por
U = T E
c(g)=1+ Dhmo [P’ (x:Er(x) (2.34)
Edntes E

Menciona-se que a integral impropria de contorno na equacao (2.33) associada com

Iotp* (x,t;&,1)u(x,t)dt € calculada no sentido do valor principal de Cauchy.
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2.4. Algebrizaciao da Equacao Integral de Contorno

Para a aplicacdo do método dos elementos de contorno em problemas de engenharia,
faz-se necessario a discretizagdo do contorno ¢ do dominio destes problemas. A
discretizacdo espacial ¢ realizada utilizando-se elementos isoparamétricos, isto &,
elementos para os quais as fungdes de forma necessarias a interpolacao das variaveis de
campo ¢ da geometria, a partir de seus valores nodais, sdo as mesmas. Com a
discretizagdo do problema ¢ possivel transformar a equacao integral de contorno (2.33)
em um sistema de equagdes algébricas cuja solugdo numérica ¢ obtida através de um
processo de marcha no tempo onde a equacdo integral de contorno no dominio do
tempo € empregada para determinar os valores incognitas u(x,t,) € p(X,t,) em intervalos

de tempo igualmente espacados t,, n=1,2,...,N.

2.4.1. Processo de Marcha no Tempo

Na representacdo integral de contorno de problemas de difusdo indicada pela equacdo

(2.33) u(x,1), p(x,T) e Y(x,T) podem ser aproximados no m-ésimo passo de tempo como

u™ (x,7) = Z L™ (1™ (x) (2.35)
o=l
g

p™(x,1) = zME;“) ()p"™ (x) (2.36)
B=1

Ym0 = YN @y (x) (2.37)
=T

onde Ny, Ng € Nz s3o os nimeros de instantes usados para interpolar no tempo as fungdes
u(x,T), p(x,T) e Y(x,T), respectivamente. u®™(x), pP™(x) e V"™(x) indicam os valores
das correspondentes fungdes nos instantes @, B e { do m-ésimo passo de tempo, e

L (1), My™ (1) e N{™ (1) representam as fungdes de interpolagio. Substituindo-se as

16



equacdes (2.35)-(2.37) na equagdo (2.33), a forma discretizada no tempo desta pode ser

escrita como

COUE L) T [ P DS L (O () dedr(x) =

S (" u(x,t, 6, 7) T M (0)pP™ (x)dtdl(x) +
Ji2 ). 2 (2.38)

IQ leJ'tmm_l u(xt, ;g’T)CZI Ném) (1)y""™ (x)drdQ(x) +

c_IJ'Qu* (x,t,;€,0)u,(x)dQ(x)

onde n refere-se ao tempo atual, enquanto que N ¢ o nimero de passos no qual foi

discretizado o tempo t,. Os limites da integracao no tempo sao obtidos por

OnAt, se m<n,
t =[] B (2.39)
[mAt, se m=n.

Para a obtencdao da resposta da andlise no passo de tempo atual N, caso se utilize
fungdes de interpolagdo no tempo de ordem superior a linear, faz-se necessario um
esquema de marcha no tempo dentro deste proprio passo de tempo de modo a
possibilitar a determinacdo das incognitas do problema em todos os instantes
considerados. Isto ¢ necessario porque as variaveis de campo sdo completamente
conhecidas somente no inicio do passo de tempo, mas ndo nos outros instantes do passo
de tempo nos quais os valores de contorno sdo parcialmente conhecidos (somente os
valores de contorno prescritos). Assim, supondo-se que o problema tenha N incognitas

por instante de tempo, tem-se, naturalmente, em todo o passo de tempo N, (n, —1) xN
incognitas que somente podem ser avaliadas gerando-se igualmente (n, —1)XN

equagoes algébricas. Este esquema pode ser melhor compreendido com o auxilio do

parametro &, que atua como um contador, descrito abaixo
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a=2,..n_, n, =max(n,,ny) (2.40)

a

On, se n, <2

ﬁ:%ﬁ—l)+((;__?)§ se n, =3 . (2.41)

Como pode-se ver, o parametro a indica a ordem local do tempo discreto t, ao longo do
Gltimo passo de tempo n e seu intervalo de variagdo ¢ de 2 a n, = max(n,,ny) de

modo a tornar possivel a determinacdo da resposta do problema em todos os pontos do

passo de tempo corrente n. Menciona-se, ainda, que as fungdes de interpolacdo
L (1), M{™(1) e N{™(r) dadas pelas expressdes (2.35)-(2.37) ndo sdo

necessariamente iguais entre si ¢ obedecem a condicao

L(m)( )=6 M(m)( ):8 N(m)( )=6
o \T ai p (T Bi ¢ 4 ¢

onde 0 ¢ o simbolo de Kronecker.

f(t) 4 = Interpolagio Constante {fm'l = proelia £}

-4 Interpolacdo Linear {fm-l Pl g e mareta 1
= Tnterpolacio Quadratica {fm-l fm-lJ'F'- F™ definem uma paré.bola}
tn-112
fm-l f fm
-1 0 +l T
tm—l tm—lJ‘E tm t

Figura 2.3: Exemplos de fung¢des de interpolagdo no tempo.
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Naturalmente, estas fun¢des sdo independentes da ordem do passo de tempo m
(primeiro passo, segundo passo, etc.) se os mesmos pontos (interpolacdo constante,
interpolagdo linear, etc.) sdo considerados em cada passo de tempo da analise, como

sera o caso deste trabalho.

A equacdo (2.38), que ¢ a versdo discretizada no tempo da equagdo (2.33), pode ser

rescrita em uma forma mais conveniente dada por

CENEL)+ S S [P (e ()T (x) =

m=1 a=1]

i Z [, U x©pM (x)dr(x) + z z [, CT™ (@Y™ (x)dfx) + (2.42)

m=] =1 m=1 =1

c_lj'gu* (x,t,;€,0)u,(x)dQ(x)

onde “WP™(x;&), PU™(x;8) e ©U™(x:&) sdo os nucleos fundamentais integrados

no dominio do tempo, isto &,

WP (xE) =[P (Rt E DL (D, (2.43)
DU e = [ u (LMY (Bdr, (2.44)
DU =[xt LN (D). (2.45)

Adotando-se passos de tempo de mesmo tamanho At, segue-se da aplicacdo da

propriedade de translagdo no tempo para as expressoes (2.43)-(2.45) que

@P™ ()= PO (x;8) = =PI (i) (2.46)
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(B) um™ (X;g):(ﬁ)U(n—l)(m—l)(X;a) -.. ,:(B)U(n—mﬂ)(l)(x;a) , (247)

OT™ (x;£)=0TImD (x;8) =...=OTO ™0 (x:¢) (2.48)
e a equagdo (2.42) ¢é equivalentemente dada por

AU L)Y Y [P (x5u ()T ()=

ng

i ;Zﬁ Ir By (x; £)pP™ (x)dI(x) + i Z _[g OO (3 £)y 5™ (x)dQ(x) + (2.49)

C=T
¢’ Igu*(x,tn;g,O)uo(x)dQ(x)

onde WP By o QTGO hrecisam ser calculados somente para o
primeiro passo de tempo, visto que para m> 1 estes nticleos ja foram calculados para os

tempos t<t . Assim, em cada passo de tempo, tem-se que realizar somente as

seguintes integragdes no tempo

mAt
DPOE) = [ (6, G DL, (DT, (2.50)
OU® (x:E) = J’f‘mu*(x,t(n);g,r)MB(r)dr : 2.51)
OT® (x:8) = Ijlmu*(x,t(n);&,T)Nc(r)dr . (2.52)

Nestas equagdes m, ¢ determinado de acordo com a equagdo (2.53), que € similar a

equacdo (2.41), observando-se apenas que N =1, isto &,
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B 1, se n, <2,
:D(a—l)

Hn, -1)

, se n,=3. (2.53)

a

O tempo discreto tym), sendo b(m) os pontos da discretizagdo temporal, associado com

os pontos locais a(m), B(m) e {(m) na equagdo (2.49) — onde as quantidades fisicas

serdo avaliadas - ¢ calculado por

tym) = D AL (2.54)
onde
[tn, se n, =1
-10
gm 1)+Eb(m) lg se n, =2 (2.33)
gn, =

com b=a,3,{ ¢ m=1,.,n. Para maior clareza, menciona-se que o parametro b(m)
indica a ordem local do instante considerado (a,f,{) ao longo do passo de tempo m.

Assim, para o caso de interpolacao linear, a ordem local do instante referente ao inicio
do passo de tempo (b=a) ¢ 1 (um) e a ordem local do instante referente ao fim do

passo de tempo (b =) € 2 (dois).

2.4.2. Avaliacdo Analitica das Integrais Temporais

Neste trabalho, para a avaliagdo dos nucleos integrados no tempo indicados nas
expressdes (2.50)-(2.52), considerar-se-4 que as fungdes de interpolagio L™ (1),
M{™ (1) e N{™ (1) sdo fungdes lineares. Menciona-se que a formulagdo apresentada ¢

geral, podendo ser adotado qualquer outro tipo de interpolagdo temporal. Estas

integragdes podem ser realizadas analiticamente, conforme mostrado a seguir.
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Substituindo-se p (x,t_ ;& 1) na equagdo (2.50) esta é equivalentemente dada pela

>

expressao

At 1 4c(t,-1)

(a)P(n)(X’g): kI(t e " La('l?)d'l?, (256)

_ T)5/2
na qual a constante K introduzida é dada por

—rn,

167[ 3/205/2

k= (2.57)

e onde observa-se que a funcdo de Heaviside assume apenas o valor unitirio no

intervalo de tempo considerado, isto &,
H(t, -t)=1 para 0< t<At. (2.58)

Visto que as fungdes de interpolagdo no tempo sdo lineares, a funcdo L, (T) sera, entao,

dada por

-H_-1 -t
g_g m@ e L, %E@ (2.59)

sendo os indices 1 e 2 referentes ao inicio e ao fim do passo de tempo, respectivamente.

Assim, para o inicio de cada passo de tempo, a expressao (2.56) ¢ dada por
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At
1 T 4c(tn—1:)
mpeg)e ] L B TRD g
R ek
k% L PR e | 5 (260
———¢ tT—[—— ¢ T
16907 sl=0m
que ¢ equivalentemente expressa por
1 0O
W p (x :ka L 2.61
(xg)=kg, - L. (2.61)
onde I; e |, representam as seguintes integrais
At -
1 4c(t,-1)
[ =[——¢ dr, (2.62)
e
At -
T 4c(tn—‘r)
L=(——=c¢ dr. (2.63)
e

Para a avaliacdo analitica destas integrais no dominio do tempo, faz-se necessaria a

2

introdugdo de uma nova varidvel u= ) Esta troca de varidveis resulta nas

4c(‘[n -1

seguintes igualdades de interesse

r r Ot _
4cu " 4cu ou 4cu’

(2.64)

e os novos limites inferior e superior das integrais |1 e |2, serdo
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=0 O L= ,
4et,
(2.65)
r2
t=At 0O u,= ,
4et

onde t _, =t —At,e o indice i esta associado a T=0 e o indice f estd associado a
T =At.

Portanto, realizando-se a troca de variaveis indicada acima, a integral |1 ¢ dada por

r W T r -
I - 5/2 e u du - u1/2 u du
1 J (40)—5/2 deu> (40)—3/2 J:
(2.66)
Y 3271 mu g
0rI, = !
I (4c) " ﬁ[ u u
e pode ser calculada introduzindo-se o conceito da fun¢do gama, para a qual vale:
I wletdu= F(a,ui)—l"(a,uf). (2.67)

u;

Assim, obtém-se a solucao analitica da integral I; que ¢ dada por

- r_3
I, = (40)_3/2 E’%,ui @—F%,uf% (2.68)

A solucdo analitica da integral |, dada pela equacao (2.63), pode ser obtida realizando-

se substituigdes semelhantes as empregadas na obtengdo da solucdo da integral Ij.

Assim,
_ o 3/2-1 _-u Y 1/2-1 _-u
I,=t, (40)_3/2 J' u e " du-— (40)_1/2 J'u e du (2.69)
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e, novamente com o auxilio da fungdo gama, tem-se que

Izzi ,u. r U La‘l, rl’f% )
) @% “'E* % %(@-m %“1% %“ (2.70)

Substituindo-se K, 11 e |, na equagdo (2.61), o ntcleo fundamental integrado no tempo

W pM™ ¢ dado por

2.71)

O nucleo fundamental @ P™ (x,&), referente ao fim do passo de tempo, pode ser
determinado conforme os procedimentos expostos para a avaliagdo do ntcleo
fundamental para o inicio do passo de tempo, P™(x,&). Assim, substituindo-se a

fungdo L, (r) na equagao (2.56) tem-se que

@) pn) _ Llr ot delta=) - ! (2.72)
P (X,g)—kzj.w € dt = k—Iz :
0 \*n

Fazendo-se as devidas substituicdes de K ¢ |, na equag¢do acima, tem-se o nucleo

fundamental integrado no tempo
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CIp (x,&) = 3/2cr v E-B[i H_FBQ u, %
E‘Er, o i uf%

(2.73)

3/2 2 At

Os nucleos fundamentais P U™ (x;&) ¢ QU™ (x;€), dados pelas equagdes (2.51) e
(2.52), podem ser avaliados analiticamente realizando-se calculos semelhantes aos

realizados no calculo do nucleo ““P™(x;&). Empregando-se fungdes de interpolagio
M™ (1) e N{™ (1) de mesma ordem, tem-se VU™ (x;&) = © U™ (x;€). Para o caso

de fungdes de interpolagdo lineares, estes nucleos sdo dados pelas equagdes a seguir

M7 _ 1 _t 1 1
U*e) 4cn3/2r§ At%@é’ui@{%’uf%

. . . (2.74)
T

TR e

@11 I S T A 1

U= tﬁ%’“'gﬁ%’“f% (2.75)

Um ponto de fundamental importancia na formulacdo da representagdo integral de
contorno e na formulagdo dos algoritmos numéricos relacionados a difusdo ¢ o

comportamento singular apresentado pelos nucleos fundamentais integrados no dominio
do tempo. Como poderé ser visto a seguir, apenas os niicleos @ U® (x,&) ¢ @ PV (x,&),
ou seja, os nucleos referentes ao fim do primeiro passo de tempo, apresentam

singularidades de ordens iguais a r' e ™, respectivamente.
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Para a 1* iteragdo (n=1) tem-se que

por
M1 — r 1
U0 (x8)=—5—7—

i
WP () = _%i E-Bl‘aui %

ndo apresentam singularidades. Entretanto, os nucleos referentes ao fim do passo de

tempo, dados por

c
c
=
o«
(@]
ﬁ .
N
]
LI
e
=
-
(@)
(@]
57|
N
|-
L]
Dq:l
NS
=
552

1 1
@p0(x,g)= 3/2 E‘E[i %ﬂ“gnm Zﬁ%u%

apresentam as singularidades mencionadas anteriormente.
v' Para as demais iteragdes (n = 2 ) tem-se que

lim u; = hm u, =0.
r— -0

Portanto, conclui-se que
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lim YU™ =lim PP™ =1lim U™ =1im @®P™ =0,
r-0 r-0 r-0 r-0

o que indica que os nucleos integrados no tempo referentes a estas iteragdes nao

apresentam comportamento singular.

2.4.3. A Discretizacio Espacial e o Sistema de Equacoes Algébricas

Apos a discretizacao temporal da equagdo integral de contorno (2.33) ter sido realizada,
pode-se desenvolver a discretizagdo espacial de modo a produzir um sistema de
equacdes algébricas que fornega para todos os instantes de tempo considerados uma
solucdo aproximada do problema analisado. A geometria do contorno ¢ do dominio do
problema s3o discretizadas em elementos de contorno e células de integragao,
respectivamente. Os elementos de contorno e células de integragdo mais comuns em

problemas tridimensionais sdo mostrados nas figuras 2.4 e 2.5.

1

Figura 2.4: Elementos de contorno tridimensionais.
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Figura 2.5: Células de integragao tridimensionais.

Com o emprego dos elementos de contorno e das células de integracdo, as quantidades

fisicas no tempo t,,,, b=0,B,0, m=1,...,n e a geometria do problema em questdo sdo

genericamente representadas por seus valores nodais como

nny

© ™ [x(r,s)] 2; h!(r,s) @ ul™ (2.76)
© pPtm [x(r,s)] :zhz(r,s)mpg(m) (2.77)
() y&m) [x(r,s, t)] - ih; (1,s, t)(C)yg‘m) (2.78)
©u, [x(r,5,t,)] = gh:(r,s,to)(e)uoq (2.79)
©x,(1,9) ::nzhz (r,)x;, i =12,3 (nos elementos de contorno) (2.80)
©x.(1,s,1) :ih:(r,s,t)(e)xiq i =1,2,3 (nas células de integracdo) (2.81)
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onde nny € nn, sdo, respectivamente, o nimero de nés do elemento de contorno e da
célula de integracdo. Apos a discretizagdo do contorno em N, elementos € do dominio

em N, células, a equagdo (2.49) ¢ equivalentemente dada por

L)y 2 Z | (X;&)% he (r,)dT(x)© u'™ =

m=I a=1 e=1
[ PV (9 h(rs)dr () pl™ +
N (2.82)
[, FUTT(6E)Y i (rs, 0dQ) ™ +
e N q=l

-1 - . <o (©)
c J'Qeu (x,tn,&,O)th(r,s,t)dﬂ(x) U,

onde os instantes de tempo locais a(m), PB(m) e {(m) estdo relacionados com os
respectivos instantes globais através das equagdes (2.54) e (2.55). Associando-se a
numerag¢do local dos nds espaciais de cada elemento ou célula com a numeragdo global
dos noés espaciais do modelo discretizado e aplicando-se a equagao (2.82) a todos os nos
& do contorno em um nimero apropriado de instantes de tempo do passo de tempo
corrente N, € possivel gerar um sistema de equagdes algébricas para a avaliacdo dos
valores nodais desconhecidos de U € p em todos os instantes de tempo de N. A forma

geral deste sistema de equagdes para um certo instante t,, é

n n,
Cu(ﬂ) + [a(m)] H(ﬂ—m”)u(“g) =

m=la(m)=1
) . (2.83)
n n n g _
Z [B(m)]G(n—mﬂ)p(Bg) + z Z [E(m)] G(n—mﬂ)g(‘;g) + b(n)
m=1B(m)=1 m=l¢{(m)=1

onde Mgt - BmlGommt) G LmI GO o5, a5 matrizes de  coeficientes

_ _ (©) —(n-m+1) . .
envolvendo WPt - ®ygemmth o Y , respectivamente, b™¢ o vetor

(ag) (Bg) g)

associado com a distribui¢do de temperatura inicialem Q e u °, p e g % sdo o0s
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vetores de valores nodais de u(x,t%), p(x,tﬁg) e y(x,tcg), com os instantes de tempo

to,> ts, €ty dados pelas equacgdes (2.54) e (2.55).

Considerando-se interpolacdo linear no tempo para as fungdes u(x,7), p(x,T) € Y(X,T), 0

sistema de equagdes (2.83) pode ser escrito num modo mais conciso como
Hu®™ =Gp™ +r™ (2.84)

onde os superescritos de PH® e ®G" foram omitidos visto que estas matrizes

permanecem inalteradas ao longo de todo o processo de marcha no tempo e r'™, que

contém somente valores conhecidos dos passos de tempo atual e anteriores, ¢ dado por

n-1
r®=0GWp© + Z{mG(n—m) +<2>G<n—m+1>}p<m>

m=1

n-1
— O™ © 4 Z{mH(n—m)+<2>H<n—m+1>}u<m> (2.85)

m=1

n-1
+ OGg™ 4O Gg© 4 z{(l)Gm—m)+<2)G(n—m+l)}g(m> +p™

m=1

Estabelecendo-se o sistema de equagdes (2.83) para t a=2,,n,., m=1.,n,¢€

a(m)
introduzindo-se os valores de contorno prescritos nos correspondentes instantes de
tempo — através de convenientes trocas de colunas - ¢, portanto, possivel obter-se todos
os valores de contorno desconhecidos do problema para todos os instantes de tempo

considerados na discretizagdo do dominio do tempo.
Com todos os valores de contorno determinados, ¢ possivel avaliar-se as solucdes

aproximadas nos pontos internos ao dominio do problema Q por meio da versdo

discretizada no tempo e no espago da equagdo integral (2.23) que ¢ dada por
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n,

Lo B,)
am = (B G- B)

m=1p(m)=1 (286)

a a n
i nz“[a(m)]H(n—mﬂ)u(ag) + - - [(;(m)]a(n—mﬂ)g(ég) +b(n)

m=l a(m)=1 m=1¢(m)=1

onde @™ ¢ o vetor que contém os potenciais no instante t, de todos pontos internos

escolhidos &.

2.4.4. Avaliacao Numérica das Integrais Espaciais

Como visto na discussdo apresentada na se¢do 2.4.3., os coeficientes do sistema de
equagdes algébricas (2.83) sdo obtidos através de integragdes de contorno ¢ dominio
sobre elementos de contorno e células de integragcdo, respectivamente, ou seja, sdo

obtidos avaliando-se as seguintes integrais

O E) = [, P (RS (s)(x) q=1,nn,, (2.87)
Ve @)=, MU L (rodr(x) q=1lm,. (2.88)
gY@ =, YU ®oh;(rs,0dQ(x) q=1lnn,. (2.89)
bY@ = [, w1, B0, (15, 0d00Y) a=Lm, 290

Como ¢ impossivel realizar-se analiticamente tais integragdes, deve-se recorrer aos
procedimentos de integragdo numérica. Entre estes procedimentos, a quadratura de

Gauss, que sera usada neste trabalho, € o processo mais comumente adotado.
Na formulagdo padrdo do método dos elementos de contorno, obtém-se 3 tipos de

integrais, a saber: integrais ndo-singulares, fracamente singulares e fortemente

singulares.
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2.4.4.1. Integrais Nao-singulares

Na formulagdo no dominio do tempo apresentada, integrais ndo-singulares ocorrem se
para o primeiro passo de tempo o ponto fonte § ndo pertencer ao elemento (elemento de
contorno ou cé¢lula) sobre o qual se integra e em todas as outras integragdes espaciais a
partir do segundo passo de tempo. Observa-se que a ultima integral de volume da
equacdo integral de contorno ¢ sempre ndo-singular. Nestes casos, a quadratura de
Gauss pode ser diretamente aplicada sem nenhuma consideragdo particular e a

convergéncia ¢ obtida aumentando-se o nimero de pontos de integracao.

De modo a melhorar a eficiéncia da integragdo numérica, ¢ conveniente subdividir os
elementos de superficie ou volume, apos terem sidos mapeados no sistema de

coordenadas locais r,s ou r,s,t, em subelementos de integracdo. Assim, tem-se as

seguintes expressoes gerais para a avaliagdo numérica das integrais nao-singulares

envolvidas na formulagdo

PR =[P (O] (rsI(x) =

J__+11J,_+11(a) P™ (r,s)hz (r,s)‘](re) (r,s)‘drds —

%J._TI_?(“)P(H) (r',S')hz(r',S') X‘J(re) (r',S')HTISi)(r',S')‘dr'dS': (2.91)
=T
i%f(am(n)(r‘ .8, )h (r,',s, )x‘J(e)(rl .S )HJ(I)(TI s, )‘w W,
=1 1=l j=1
g @) = [ VU (xEh(rs)dl(x) =
[ U™ sl () (r,s)drds =
S (2.92)

ZJ- I (B)U(n) (r',s )h (r',s )x‘](e) (r',s )“J(l) (r',s )‘dr ds'=

nse ngr ngs

EZZ(B)U(H)(E 8, )R (x,s, )x‘J‘e)(rl .8 )HJ‘“(rl .8 )‘W W
=1 1= j=1
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O35 n)(g) I (é)U(n)(x E_,)h (I‘ s, t)d.Q —

+1 _+1 _+1

I— I— I— OT® (r,5,0h (1,5,1)

nsc

J$) (r,s,t)|drdsdt =

+1 _+1

I I I (C)U(“)(r s',tHhg (1',s',t'") X

(2.93)
19 (s TS (s t)ldr ds'dt' =

nsc ngr ngs ngt
O T c
zz U™(r',s;", t,Hh(r',s;',t, ") %

I=1 1= j=1 k=1

YGRS )HJ“)(r g t)‘wwwk,

b(“)(g) I u'(x,t 2+ &0)h; (1,8,t)dQ =

+1 _+1 _+1 *(n)

S

nse 41+l #(n)

NN

(r,8,)h (1,8,1)

I (r,s,1)|drdsdt =

(r',s',t)hg (r',s',t") X
(2.94)

IO, st )HTS(;) (r',s',t' )‘dr' ds'dt'=
nsc ngr ngs ngt

Zzu*(n)(l', ] t ')h;(ri',sj',tk')x

I=1 1= j=1 k=1

YGRS )HJ“)(r g t)‘wwwk.

Nas expressoes (2.91)-(2.94) nse e nsc indicam o numero de subelementos

considerados por elemento de contorno e célula, respectivamente, enquanto que ngr,

ngs, ngt séo o nimero de pontos de Gauss usados nas dire¢des r,s,t e W, w;, W,

sdo os correspondentes pesos. [J,.(r,s) ¢ |J,(r,s,t)| representam os determinantes das

Jacobianas das transformagdes de coordenadas para superficies e volumes,

respectivamente, dados por

ax ax

%ﬁxz Ox; 0x, 0x,
or Gs

|Jr( S)| @ar 0s Os Or [

i (2.95)
X, 0X;  0Xx; 0, H +pr1 0x, 0x, 0x, HD

(Jor 0s Or O0s [J [JOr Os Os Or 08
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anXH ox pr 0x, 0x, 0x, H+
Oor[00s Ot[J Or [JO0s Ot ot 0s [J (2.96)
0x, prl 0x, 0x, axl 0x, prl ox, 0x, 6x H .
Or [JOt Os ot Os D Or []0s Ot 0s

I (r,s t)|

onde as fungdes x,(r,8) e x,(r,s,t), 1=123, definindo, respectivamente, as
geometrias do contorno ¢ do dominio s3o estabelecidas nas relagdes (2.80) e (2.81).

Mais especificamente, J'® esta relacionado ao e-ésimo elemento de contorno, J 4 e-

ésimacélulae J© e J& aos respectivos subelementos de integragao.

+1
x "
-1 7 +1
> r
-1
: '
'n4 n3
1 1 +7'
7
ni n2

-7

Figura 2.6: Mapeamento de elemento de contorno com subelementos de integracao.

Embora a figura 2.6 ilustre somente o mapeamento referente ao elemento de contorno
de 8 nos, ndo ha dificuldades adicionais para extendé-lo a outros elementos de contorno
e para as células de integragdo, conforme serd visto na se¢do 2.4.4.3, onde apresentam-

se 0s mapeamentos necessarios a avaliacdo das integrais singulares.
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2.4.4.2. Integrais Singulares

Na formulagdo direta do método dos elementos de contorno podem ocorrer tanto
nucleos fracamente singulares quanto fortemente singulares. Da andlise dos nucleos
fundamentais integrados no dominio do tempo, vé-se que as integrais singulares
aparecem somente no primeiro passo de tempo. Para avaliar estas integrais improprias
pode-se proceder conforme exposto a seguir para elementos de contorno. O

procedimento relativo as células de integracao ¢ similar.

O ponto singular & é excluido das integrais de contorno excluindo-se N superficies
infinitesimais na sua vizinhanga por meio da interse¢do de superficies de elemento de
contorno com esferas de raios €& centradas em &, i sendo o niimero do elemento

(i=1,2,...n), e n o nimero de elementos na vizinhancga de & (ver figura 2.7).

1

Figura 2.7: Vizinhanga de um ponto singular § em uma superficie I .

Seja f(x), definida no dominio D, uma fungdo singular em x =&, & [1 D. As integrais

improprias podem ser avaliadas conforme mostrado abaixo
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[, £(x)dD = ighino [, fD (2.97)

onde D, ¢ o i-ésimo elemento do dominio na vizinhanga de .

Quando a integral indicada pela equagdo (2.97) ¢ fracamente singular (Tanaka et al.,
1994), cada limite indicado nesta existe, e diz-se que a integral impropria existe no
sentido ordinario. Por outro lado, quando a solugdo desta integral pode ser obtida
somente se € =¢&* = ... =¢", diz-se que tal integral existe somente no sentido do valor
principal de Cauchy; este € o caso das integrais fortemente singulares. Se o integrando ¢
fracamente singular, o calculo do valor principal de Cauchy da integral sera idéntico ao

calculo desta integral no sentido de Riemann (sentido ordinério).

Em analises tridimensionais, os nucleos fracamente singulares sdo de ordem O(r °°),

sendo Smenor que 2 para integrais de contorno e menor que 3 para integrais de dominio
(Hackbusch, 1989). Na formulacdo estudada aqui, as integrais espaciais dos nucleos
integrados no tempo ®U™em I ¢ YTMem Q mostradas na equagdo (2.49) sdo
fracamente singulares. Portanto, estas sdo convergentes no sentido ordinario e a
quadratura padrdo de Gauss pode ser aplicada diretamente para avalid-las. Entretanto,
como os integrandos sdao singulares, a eficiéncia pode ser bastante melhorada se

procedimentos especiais de integracdo sdo usados (Telles, 1987; Mang et al., 1985).

Para problemas estacionarios de potencial, um meio de se evitar a avaliagdo direta das
integrais de contorno relacionadas ao nucleo fortemente singular e do termo livre da
integral ¢ aplicando-se o critério de potencial constante, que baseia-se no fato fisico que,
na auséncia de forgcas de volume, para uma distribui¢do constante de potencial em

Q U, os fluxos correspondentes em [ sdo identicamente nulos. Assim segue-se que
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D il st
0 2 hy, para regides finitas
E ket
"e(©)+'he =0 (2.98)
] N
O-) “hy e s
H 5 para regides infinitas

sendo todos os coeficientes SthEk no lado direito da equacdo (2.98) obtidos de integrais

ndo-singulares. Assim a soma do termo livre *c(&) e o termo *h, pode ser

facilmente determinada.

No entanto, o critério de potencial constante ndo pode ser aplicado diretamente na

formulacao transiente do método dos elementos de contorno desenvolvida aqui para
difusdo. De modo a tornar possivel a avaliagdo implicita da soma “'c(§)+h & » onde

%M c(&) representa o termo livre da equagdo integral de contorno para problemas de

difusdo, devem-se observar as seguintes considera¢des: primeira, ' c(&) ="c(&) = c(&)
[ver equagdo (2.34)]; segunda, pode-se demonstrar, sem dificuldades, que o nucleo
0)pW(x;£) tende para *p’(x;E), quando x — & Baseado nestas consideragdes, os
elementos da diagonal principal de “<’H", para difusdo tridimensional, juntamente

com o respectivo termo livre da integral ¢(§), podem ser regularizados conforme

mostrado a seguir

nse(&)
o@D =@+ hy + 3 [ [POH Y (e odre)  299)

sendo nsg(&) igual ao numero de elementos singulares ao redor de §. Como pode-se ver

da equacdo (2.99), os coeficientes de ™' H" sdo obtidos através da soma de
coeficientes determinados de modo implicito para problemas estacionarios e da

avaliacdo de integrais ndo-singulares.
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2.4.4.3. Procedimentos Especiais de Integraciao

Nesta secao descrever-se-a um eficiente método para a avaliagdo de integrais singulares,
tanto de contorno quanto de dominio, que surgem na formulacao direta do método dos
elementos de contorno. Este procedimento baseia-se no uso de coordenadas polares
triangulares e tetraédricas para a avaliagdo de integrais de contorno e de dominio,
respectivamente, € 0 seu emprego resulta no aumento da concentracdo de pontos de

integragdo em torno do ponto singular.

O método, originalmente desenvolvido para a avaliacdo de integrais singulares de
contorno, foi subsequentemente expandido a avaliagdo de integrais singulares sobre
células tridimensionais. Para este proposito foram introduzidas as coordenadas polares
tetraédricas que representam a extensdo logica das coordenadas polares triangulares a

terceira dimensao.

2.4.4.3.1. Coordenadas Polares Triangulares

As coordenadas polares triangulares podem ser descritas apresentando-se o mapeamento
de um triangulo plano D contornado por linhas retas em um quadrado D de lado

unitario (figura 2.8). O tridngulo representa um elemento de contorno referenciado ao
espago cartesiano global. Os pontos P, (xgl),x(zl),xgl)), P, (xﬁz),x(zz),xgz)) e
P, (Xf”,xg”,xg”) sdo os vértices de D. P, ¢ admitido ser o ponto singular. O quadrado
de lado unitirio estd associado a um espago bidimensional local. Os pontos
P1’(91 =0,p, :0)’ PZ,(pl =Lp, =0)’ PB:(pl =Lp, =1) ¢ Pz;(pl =0,p, =1) sdo os

vértices de D'.

O mapeamento mostrado na figura 2.8 ¢ dado por

x, =(=p, (" +p,(1=p, x +ppxt” 12123 (2.100)
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onde x,,1=1,2,3 s3o as coordenadas cartesianas ortogonais € p,e p, sdo as
coordenadas polares triangulares. As relagdes entre p,e p, e as coordenadas

triangulares L,,L,,L,, O<L,L,,L,<1, L, +L,+L,=1sd0

L, =(1_p1)7 L, :pl(l_pZ)’ L, =pp, (2.101)

Da igualdade (2.100) segue-se que o vértice P; de D corresponde ao lado ﬁ deD'e

que os lados PP,, P,P, e P,P, de D correspondem as lados P'P,, P,P; e P;P,,

respectivamente, de D'.

2

A
P, (0,1) P;(1.1)
DI
P/(0,0) Pi(10) o,

Figura 2.8: Triangulo D mapeado num quadrado de lado unitéario D'

Apresentar-se-a, a seguir, o procedimento para a avaliacdo de integrais singulares
empregando-se apenas elementos de contorno isoparamétricos quadrilaterais
quadraticos, visto que foram estes os elementos usados na grande maioria de andlises
durante a realizacdo deste trabalho. A figura 2.9 ilustra este procedimento que ¢é
caracterizado por uma sequéncia de mapeamentos de coordenadas com o objetivo de
reduzir a ordem de singularidade das integrais e a realizagdo da integragdo numérica
padrdo sobre um quadrado de lado 2, tal que alguns dos pontos de integracio
representem o mapeamento de um conjunto compacto de pontos na vizinhanca do ponto

singular no dominio original.
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P;(-11) LACIIT

re

AN &

P-1-1) po-1) RO

(2.9.a) Mapeamento de T'® em I'®.

3G10) 2(11)
2(-1,1) 10,1) 10.1) rle,
2(-1,1)
Ff' * 1(1,0)
' ou 1_;, 1(1,0)
ry
1(1,0)
3-1-1) 2(-1-0) 3(1,-1) 3C1-1) +
rs
2(-1,-1) 3(1,-1)

(2.9.b) Subdivisdo de I'"® dependendo da localizagio do ponto singular.

" y
2(-1.1) 1(1,1) o, a(-1.1) 3(1.1)
re 4(0,1)A 3(11) re
“g = o o
100,0) 2(1,0? P
3(-1,-1) 1-1-1) 2(.-1)

(2.9.c) Mapeamento de T'® em I'* ede I' em T

Figura 2.9: Sequéncia de mapeamento de coordenadas — Elementos de contorno.
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Primeiro, o elemento curvo e representando a parte I'° da superficie I' do corpo
considerado, é mapeado em um quadrado I'® de lado 2 como mostrado na figura 2.9.a.

Enquanto I'® estd associado ao espago cartesiano tridimensional global, T'® esta
associado a uma espaco cartesiano bidimensional local, caracterizado pelas coordenadas

&1 e &, As fungdes de forma do mapeamento mencionado podem ser escritas como:

h, = 1/4(+e0e Ji+eWe, eoe, +e9%, -1) q=1,3,57
(2.102)

h, =1/2(1+e0%, +£9e, i- (0 e2 - (0| q=2.4.68

sendo hq as fung¢des de forma com &fq) e ggq) representando as coordenadas do ponto

nodal Pé )

O segundo passo do procedimento consiste em uma subdivisdo de I'® em dois ou trés
subelementos triangulares Fge', dependendo se o ponto singular, designado localmente
como ponto 1, ¢ ndé de canto ou n6 de meio (figura 2.9.b). O terceiro passo ¢

caracterizado pelo mapeamento de cada um dos subelementos em um quadrado de lado

unitario, empregando-se as coordenadas polares triangulares, previamente introduzidas.
A figura 2.9.c ilustra o mapeamento do subelemento I'® da parte esquerda da figura
29.b em T e, subsequentemente, o mapeamento de I em TI7. O tltimo

mapeamento representa uma transformagdao linear com o objetivo de realizar a

integragdo numérica em um modo padrdo. Analogamente, todos os outros subdominios

'y devem ser mapeados em quadrados de lado unitario Ty que, por sua vez, devem ser

mapeados em quadrados Fge
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2.4.4.3.2. Coordenadas Polares Tetraédricas

As coordenadas polares tetraédricas podem ser descritas apresentando-se 0 mapeamento
de um tetraedro F, contornado por superficies planas, em um cubo F de aresta unitaria
(figura 2.10). O tetraedro representa uma célula referenciada ao espago cartesiano
global. Os pontos P, (Xf”,xg”,xgl)), ,P4(X§4),xg4),xg4)) sdo os vértices de F. P, é
admitido ser o ponto singular. O cubo de aresta unitaria estd associado a um espago
tridimensional local. Os pontos Pl'(p1 =0,p, =0,p, =0), s Pg'(p1 =0,p, =Lp, = 1)

sdo os vértices de F'.

Figura 2.10: Tetraedro F mapeado num cubo de aresta unitaria F'.

O mapeamento mostrado na figura 2.10 ¢ dado por
x, = (1=p, " +p, (1=p X +pip, (1 =ps P +ppapx(? L 1=1,23 (2.103)

onde x,,1=1,2,3 sdo as coordenadas cartesianas ortogonais € p,,p, € p; Sa0 as
coordenadas polares tetraédricas. As relagdes entre p,,p, e p, € as coordenadas

tetraédricas L,,L,,L,,L,, 0<L,,L,,L,,L, <1, L, +L,+L,+L,=1 sdo

L, = (1 _pl)’ L, :pl(l P2 )a Ly =pip, (1 _P3)a L, =pip.ps (2.104)
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Da igualdade (2.103) segue-se que o vértice P; e o lado ﬁ de F correspondem as

superficies P/P,P;P; e P/P.P,P,, respectivamente, de F' e que as superficies P,P,P,,

P,PP,, P.,P,P, ¢ P,P,P, de F correspondem as superficies P/P,P;P,, P.P,P P;,

P.P,P;P; ¢ P,P;P,P, , respectivamente, de F'.

Apresentar-se-a, a seguir, o procedimento para a avaliagdo de integrais singulares
empregando-se apenas células hexaédricas quadraticas, visto que sdo estas as células
usadas na grande maioria de andlises deste trabalho. A figura 2.11 ilustra este
procedimento que ¢ caracterizado por uma sequéncia de mapeamentos de coordenadas
com o objetivo de reduzir a ordem de singularidade das integrais e a realizagdo da
integragdo numeérica padrdo sobre um cubo de aresta 2, tal que alguns dos pontos de
integragdo representem o mapeamento de um conjunto compacto de pontos na

vizinhanga do ponto singular no dominio original.

Primeiro, a célula f, representando a parte Q" do interior Q do corpo considerado, é
mapeada em um cubo QF de aresta 2 como mostrado na figura 2.11.a. Enquanto QF
esta associado ao espago cartesiano tridimensional global, Q" esta associado a um
espago cartesiano tridimensional local, caracterizado pelas coordenadas &;, &z e &3. As

fungdes de forma do mapeamento mencionado podem ser escritas como:

h, = 1/8(1+20%, i+, Ji +£9e, ele, +eWe, +&We, —2)
para q = nos de canto.
(2.106)
h, =140+ 20 Ji+e9e, Ji+£0e, N+ 6@ -1

+ [(agq))z - 1]&% + [(agq))z - 1]&?} para q = nos de meio.

O segundo passo deste procedimento consiste em duas partes. A primeira parte ¢é
caracterizada pela subdivisio de Q" em dois ou trés prismas triangulares Qf

c?

dependendo se o ponto singular, designado localmente como ponto 1, é coincidente com
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um noé de canto ou nd de meio (figura 2.11.b;). A segunda parte deste passo consiste na

subdivisdo de cada um dos prismas triangulares em trés subcélulas tetraédricas. A figura
2.11.b, ilustra a subdivisao do prisma triangular Qf' da parte esquerda da figura 2.11.b;
nas subcélulas tetraédricas Qf;, g=1,2,3. O terceiro passo ¢ caracterizado pelo
mapeamento de cada uma das subcélulas em um cubo de aresta unitaria, empregando-se
as coordenadas polares tetraédricas. A figura 2.11.c ilustra o mapeamento da subcélula
Q' da figura 2.11.b, em QI e, subsequentemente, o mapeamento de Q' em Q! . O

ultimo mapeamento representa uma transformacgdo linear com o objetivo de realizar a

integragdo numérica em um modo padrdo. Analogamente, todos os outros subdominios

Qig devem ser mapeados em cubos de aresta unitaria Qig que, por sua vez, devem ser

mapeados em cubos Qig :

&s
e ! B )
" P,0-L1) T &,
P (-1,-11) ; PL-L)
| -
| r |-
P}, (1,10}t Qf v P, (.10)
! — - - - —— & é
P (~1,-1,0) LT P, (1,-10) 1
|
B, ROLD . ()

X, P(-1,-1,-1) P0.-1-1)  P(,-1-1)

(2.11.2) Mapeamento de Q em QF .
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6(-1,1,1) 5(1.,1,1)

6(-1,1,1 1,
(-1L1) 5(1.L1) sci). + 4(1,0,1
|
6(1,1,1 ‘
‘ (1L1) o(-1-11) | 4(10.1)
! ‘ 5(-1,-11) + 1 4(.0.1) o
4(-1-11) s(-11) ! i i 6(,-L1 Q;
: I : A I Qf’
Q) Q ou ‘ ‘ Q
) o ‘ ! L 2(1}1,-1)
3(=1,1,-1 ! RYATERar) I i N
PE ) B _ 1o 3(11-1)) -
B S R TR RS 12(1{/1)*& S \@_1)
Lo+ S ((RR)) L:i,-""/”//(l(l’o’_l)
1(-1,-1,-1) - 3(-1,-1,-1) R
1(-1,-1,-1) 2(1,-1,-1) 2(-1-1-1) 3(1,-1,-1)

(2.11.b;) Subdivisdo de Q" dependendo da localizagio do ponto singular.

6(-1,L1) 5(1,1,1) 3(-1,L1) 2(.1,1)  4(-1L1) 3(1,11) 3(1.L1)

1(-1,-1,-1) 1(-1,-1,-1)

(2.11.b) Subdivisdo do prisma triangular Q! em trés tetraedros.

N3
3(-1.L1) 2(L.L1) 8(~1,L1) T 7(1.11)
i
4(-1,-1,1) kg s(-1,-1,1 | 6(,-1,1 |2
/ Ps ( : | -
' £ 8(0,1,1 ‘ ! 7
K Q ! 7(1.1.1) | Qlfl S
/ o ! | 7‘*:7/77’774':11
! — 20" Q) sy - o
// | pZ :
I
) HOL0y T T30y 4l - - — - -
, © p,( ) 4(—/1,/1y 3L
1(0,0,0 2(1,0,0 -
1(-1,-1,-1) ¢:0) %)
1(-1,-1,-1) 2(,-1,-1)

(2.11.c) Mapeamento de Q! em Q ede Q! em Q.

Figura 2.11: Sequéncia de mapeamento de coordenadas — C¢lulas internas.

46



Capitulo 3

Problemas Acusticos no Dominio do Tempo

3.1. Introducao

O som resulta-se da propagacdo de perturbacdes de pressio num meio fluido
compressivel quando as particulas deste fluido, por meio de consideravel aumento (ou
diminui¢do) de densidade em certas regides, comegam a mover-se repentinamente. As
colisdes entre as moléculas devidas aos fluxos de fluido de regides de alta pressdo para
regides de baixa pressdo geram as ondas sonoras que, dependendo da pressdo e dos
correspondentes niveis de intensidade atingidos, podem produzir desde um simples
desconforto a at¢ mesmo sensa¢do de dor para o ouvido humano. Embora a sensagao de
som seja o fendmeno actstico mais familiar, ele ndo ¢ o unico. O som consiste em
perturbacdes detectadas pelo sistema auditivo dos seres humanos e outros animais, que,
por exemplo, para uma pessoa jovem corresponde a perturbagdes cujas frequéncias
variam entre 20 e 20.000 Hz. No entanto, ondas de vibracdo envolvendo frequéncias
infrasonicas e ultrasonicas ao ouvido humano, ou seja, abaixo de 20Hz e acima de

20.000Hz, respectivamente, estdo também relacionadas a acustica.

Como pode-se ver, acustica ¢ um topico de mecanica dos fluidos e, para salientar
algumas situagdes nas quais a investigacdo das ondas actsticas ¢ importante, podem ser
citados o estudo de barreiras ao longo de estradas em areas urbanas e em aeroportos, o
controle da poluigdo sonora em instalagdes industriais ¢ o design de veiculos, entre

outros igualmente interessantes.

Neste capitulo serd apresentada a formulacdo padrdo do Método dos Elementos de

Contorno aplicada a problemas de actstica no dominio do tempo.



3.2. Equacées Basicas

A propagacao de ondas acusticas de pequena amplitude através de um meio homogéneo

¢ descrita pela equacao de onda escalar
O%u(x, t) —izl'i(x, t)=—y(x,t) , xQ, (3.1
C

submetida a condigdes de contorno e iniciais. Na equacdo (3.1), C representa a
velocidade de propagacao, t indica o tempo, X denota um ponto com coordenadas

cartesianas X (I = 1,2,3) e y(x,t) descreve a densidade da fonte considerada na analise. O
termo ii(x,t) indica derivada segunda no tempo, isto é, ii =9%u/dt> e 0* & o operador

Laplace.

O problema acustico pode ser descrito em termos de potencial de velocidade (p(x,t) ou
excesso de pressao acustica p(x,t). Em ambas as descri¢cdes interessa-se encontrar uma
solugdo particular que satisfaca a equacdo de onda escalar em Q x t, onde t representa o

intervalo de tempo, ou seja, t [J [0,00).

3.2.1. Descricio em Termos de Potencial de Velocidade

A equacao de equilibrio € escrita como
) 1. _
0 (P(X, t) - C_Z(p(x, t)_ _Y(Xa t) ’ (32)

sendo possivel os seguintes tipos de condi¢des de contorno

o(x,t) = 9(x,t) em I (condicdo de Dirichlet), (3.3a)
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q(x,t) = acpa(x,t) =Hen=vn=v_(x,t) em I, (condi¢do de Neumann),  (3.3b)
n

ap(x,t) +Bq(x,t) =y(x,t) em I, (condigdo de Robin) . (3.3¢)

Condig¢des de contorno do tipo (3.3a) e (3.3b) ocorrem se pressdes € componentes
normais de velocidades, respectivamente, sdo conhecidas em algumas partes de I,
enquanto que condigdes do tipo (3.3¢), onde a(x), B(x) e Y(x) sdo fungdes conhecidas,

representam condigdes mistas. As condigdes iniciais para tais problemas sdao dadas por

?(x,0) =9, (x) em Q , (3.4a)
a(pg:,O) = o (x) em Q.. (3.4b)

e a funcao Y(x,t) pode ser calculada como mostrado abaixo

— h(Xa t) + L a\IIk (Xa t)
pp ¢ ot

y(x,t) = (3.5)

onde P, ¢ a densidade da regido ndo perturbada (antes da chegada da onda), { é uma
funcdo potencial tal que b; = U,; (b; representa as forgas de volume) e h(x,t) ¢ a taxa por

unidade de massa de volume injetado na regido que define o dominio do problema.
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3.2.2. Descricao em Termos de Excesso de Pressao

Neste caso, a equagdo de equilibrio ¢ dada por
) l .. _
0 p(X7 t)_ C_zp(X7 t)__Y(Xa t) ) (36)

sendo possivel as seguintes condi¢gdes de contorno

p(x,t) =p(x,t) em T, (condi¢do de Dirichlet) , 3.7a

i )

q(x,t) = M =lpn=pn, em (condi¢ao de Neumann) , 3.7b

an i 2 )

q(x,t) = —g(x)M em (condicdo de Robin) , 3.7¢c
ot ’

onde g(x) ¢ a funcdo admitancia, que ¢ estabelecida em termos do correspondente fator

de reflex@o. As condigdes iniciais a serem consideradas sao

p(x,0) =p,y(x) em Q, (3.8a)
_‘91’%’?0) = y(x) em Q. (3.8b)

Na presente formulacgdo, a fun¢ao que descreve a densidade da fonte y(x,t) ¢ dada por

oh
) =—=pyb;;. 3.9
Y60 =20~ Pob (3.9)
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3.3. Representacio Integral no Dominio do Tempo

O problema de potencial representado pela equagao diferencial (3.1) pode também ser
representado através de uma equagao integral de contorno, a qual € obtida empregando-

se a relacdo de reciprocidade entre dois estados actsticos em Q x t.

3.3.1. Relacao de Reciprocidade

O procedimento que sera seguido para a obtencao da representacdo integral referente a
acustica linear no dominio do tempo ¢ valido para ambos os casos de descricdo do
problema, ou seja, descri¢do em termos de potencial de velocidade e em termos de
excesso de pressdo. A notagdo indicada na equagao (3.1) serd seguida, isto €, tanto
excesso de pressdao quanto potencial de velocidade serdo substituidos pela fungdo

potencial u(x,t) e sua derivada com relagdo a normal du(x,t)/On sera representada por

p(x,t).

A relagdo de reciprocidade, relativa a equagdao de onda escalar, entre dois diferentes
estados acusticos S =[u,p,y] ¢ S'=[u’,p’,y'], com condig¢des iniciais uy(x), vo(X) ¢
u’o(x), v’o(x), respectivamente, pode ser obtida empregando-se o mesmo procedimento

adotado na se¢do 2.3.1. Portanto, a relacdo desejada ¢ dada por

[.[w Bpl(x. )dr(x) + [ [w' Dy )(x, dOU(x) +
¢ [, [0'(6, )y () + (X, OV, (0)]Q(x) =
[.[w Op'I(x )0 () + [ [ Oy'1(x, 0AOQU(x) +
¢ [, [0(x, DU (%) +u(x, v () ().

(3.10)
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3.3.2. Solu¢oes Fundamentais

A solucao geral da equacao diferencial ndo-homogénea (3.1) em um meio infinito pode
ser encontrada através de diferentes procedimentos (Courant e Hilbert, 1968). Sob
consideracdo de condigdes iniciais homogéneas, isto ¢, u(x,0)=0u(x,0)/0t=0, tal solugdo

geral ¢ dada por

el Bk
w0 = f R0, (3.11)

onde R=|x -y | A equagdo (3.11) mostra que o valor de u(y,t) no tempo atual ¢ dado

através de uma integral de dominio da funcdo y(x.,t;) no tempo retardado t, =t—R/c.

Com o auxilio da equagdo (3.11) pode-se determinar a solu¢do fundamental para
problemas acusticos u’(y,t;&,1) que corresponde a solugdo da equacdo (3.1) em um

meio infinito para uma fun¢ao y(x,t) dada por
Y(x,t) =3(t —1)3(x —&). (3.12)

Levando-se a equagdo (3.12) em (3.11), tem-se que

0y e ) = [ s ey (x —£)dx) =——sH-F—<H (3.13)
T Q|x—y| c 4nr 0 ¢ 0O

4

onder=|y-¢&|

Derivando-se a equagdo do potencial fundamental em relagdo a dire¢do definida pelo

vetor normal unitdrio externo a superficie ' no ponto de campo y, obtém-se a expressao

para o fluxo fundamental p"(y,t;&,1), dada por
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ou'(y.tec) _ou’ 1900 r M _
on ai YT 4oy, BED c %’i

— @E{———r@ 50 - ——r%

A solucdo fundamental dada pela equagdo (3.13) que representa a resposta em um

p (y.t:8,1) =
(3.14)

instante de tempo t num certo ponto de campo Yy de um meio infinito devida a um

impulso localizado no ponto fonte § em um certo instante T, apresenta as seguintes

propriedades

(i) translagdo no tempo —_s u(y,tE1)=u (y, t +AGE T +AL),
(ii) causalidade N u (y,61)=0

(iii) reciprocidade S u (y,t:€,1)=u"(&,-1;y,-1) .

Deve-se observar que as propriedades (i), (ii) e (iii) também sdo validas para o fluxo
fundamental p'(y,t;&,1). Outro ponto importante na formulagdo da representagio
integral de contorno e na formulag¢ao dos algoritmos numéricos relacionados a acustica

¢ o comportamento singular apresentado pelas solugdes fundamentais, no ponto &,

. . * * . . - — . .
sendo a ordem das singularidades de u” e p iguais a r™' e r™, respectivamente. Assim,

integrais singulares serdo originadas na obtencao da representagao integral de contorno.
3.3.3. Representacio Integral de Contorno

Obtém-se a representacdo integral de problemas acusticos a partir da equacdao de
reciprocidade (3.10), considerando-se o estado S’ como sendo um estado no qual

y'=0(t)d(x-§), em um dominio infinito com condi¢des iniciais homogéneas. Assim, tem-

SC€
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u*(x,t;§,0)=4im8§—£§ (3.15)

P’ (%,:8,0) = - 4;2 @E{ -

o=

§+ SE{—E%a—r. (3.16)

c [J0n

o | =

Observando-se a propriedade da fun¢do delta de Dirac dada pela equagdo (2.19), tem-se
que a primeira integral de dominio que aparece no membro do lado direito da relagdo de

reciprocidade (3.10) ¢ dada pela equagdo (2.20).

Levando-se em consideracdo as equagdes (3.15), (3.16) e (2.20), a relagdo de
reciprocidade apresentada torna-se a representagdo integral de problemas acusticos, ou

seja,

u@ o+ fu Op"1(x, H)dI'(x) =] [u” Op](x, t)dI'(x) [, [u” Oy](x, )dQ(x) +

. . (3.17)
C_zfg[l'l (X, )uy(x) +u (x,1)v,(x)]dQ(x)

que pode ser escrita numa forma mais conveniente explicitando-se as integrais de
convolugdo de Riemann e aplicando-se a propriedade de translagdo no tempo das

solugdes fundamentais. Assim, tem-se que

w0+ [ [ p (%G8 Du(x tdedr (x) =
. J'Ou (x, t;€, T)p(x, )dvd[(x }+ [ J'Ou (x, £;£,7)y(x, 1)drdQ(x )+ (3.18)

¢ [ oMU (X, 5E0) +u, (X)i” (x,1:£.0)}dQx)

Nas operagdes realizadas para obter-se a equacao (3.18), a fungao u(x,T) foi admitida ser

duas vezes diferencidvel com relacdo ao tempo e as coordenadas espaciais.
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Devido ao comportamento singular das solugdes fundamentais, para a obtencdo da
equacdo integral de contorno de problemas acusticos, que corresponde a equagdo (3.18)
aplicada a pontos & I, faz-se necessario excluir o ponto singular do caminho de
integragdo pela definigdo de uma casca esférica de raio € centrada em & (ver figura 2.2)

e aplicar o limite para € — 0. Procedendo-se assim, tem-se

u(g,t) + hm J' J' p (x,t:& t)u(x, 1)dtdl(x) =

lim [ Iou (x, &, 7)p(x, T)dtdl(x) + éiinog IQ Iotu*(x,t;&,t)y(x,t)dtdQ(X)+ (3.19)

8_’Or—r +T,

¢ Jim, [on v, (X" (x,E,0) +u, (x)i(x,1;£,0)1dQ(x).

Considerando-se a forte singularidade do niicleo fundamental p’(x,t;&,T), o conceito
de valor principal de Cauchy e a continuidade do campo escalar u(x,t) no ponto & (ver

secdo 2.3.3), o primeiro limite da equagao (3.19) ¢ dado por

im tp* (x,t;&, t)u(x, 1)dtdl'(x) =
0 l‘—lﬂ!‘ﬂ“E IO

t t (3.20)
V.P.r .[r Io P (x,t:& t)u(x, t)ddl(x) + .ghino T[ J'Op* (x, t;&,1)u(g, 1)drdl(x).

Fazendo-se a substituicao da equagdao do fluxo fundamental no limite do membro do

lado direito da equacdo (3.20) e observando-se que g_s =1 e que € ¢ uma constante
n

independente de I e T, tem-se que

L= fim [P (8 DG R0 =

——hm—” ﬁﬂ ——TH+ SB———T%(ér)dtdF(x)

(3.21)

4re—0¢g’
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Ha dois tipos de integrac¢do temporal em (3.21), a saber

(1) Primeiro tipo de integragdo

Il

ItSB—E—rBl(f;,r)dr=uE§,t—EH (3.22)
0 ¢ 0O O cl

(i1) Segundo tipo de integracdo

I, = I H -= —rHA(& t)dt = —It—SH —E—rHl(ﬁ t)dt = uEﬁ t—— (3.23)

Levando-se as equagdes (3.22) e (3.23) em (3.21) e usando-se coordenadas esféricas,

obtém-se
1 1 .0 £ £ £
L=-— lim — St —— [ —ulE, t —— [ sinpdedd =
47‘58—»08210_[%1% c ¢ Eﬁ c% A
O £
lim Mk - EHe Sa t= [ Tsingdodo = (3.24)
47:-[ 08—>0ng c ¢ & % e

lim f L singdpd® %;(zg, t)

Observa-se ainda que para problemas de potencial tridimensionais estacionarios, o fluxo

fundamental ¢ dado por
. 1 [Jor
“p o= —5—25—, (3.25)

de onde resulta que
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. 1
lim [*p (x;&)dI(x) = —— li
Sgno‘r[ p (x:8)dI'(x) ey

| (3.26)
. 2n 0
. 11_I)no | Lsm(pd(pdeg
Assim, das equagdes (3.24) e (3.26), tem-se que
=N H
L= Dllmof p (x;8)dI'(x)(E,1). (3.27)
Edades =
Portanto, conclui-se que a equagdo (3.20) pode ser rescrita como
I Pt dr(x) =
Jimy [P (8 Ou T =
(idem 2.32)

V.P. J' J'tp*(x,t;@,r)u(x,r)drdl“(x) + %lim J'Stp*(x;@)dl“(x)%(@, t)
I=T, ‘ EI =0 L E

Como todos os outros limites da equacdo (3.19) estdo relacionados a integrais
fracamente singulares, integrais estas convergentes, a equacgao integral de contorno para

problemas acusticos ¢ completamente dada por

COUED *+ [ [P (%, LE DU, DI (x) =
J'FJ'Otu* (x,t;&,7)p(x, T)dtdl'(x) +J'Qj'otu* (x,t;&,7)y(x,1)dTdQ(x) + (3.28)

C _ZJ.Q {V 0 (X)U* (Xa t; E_,,O) + uo (X)l:l* (Xa ta g,O)}dQ(X),

sendo o termo livre da equagdo integral tempo-dependente c(§) dado pela equagdo

(2.34).

57



3.4. Algebrizacio da Equacio Integral de Contorno

A equagdo integral de contorno (3.28) pode ser transformada em um sistema de
equagdes algébricas discretizando-se tanto o dominio temporal quanto o dominio
espacial do problema analisado. Menciona-se que todos os procedimentos relativos a
discretizag¢do espacial - incluindo-se a avaliagdo numérica das integrais espaciais € 0s
procedimentos especiais de integracdo numeérica relativos as integrais singulares - € o
processo de marcha no tempo estdo descritos em detalhes no capitulo 2. No entanto,
observa-se que para os nucleos integrados no tempo hd um intervalo de existéncia, fora

do qual estes sdo identicamente nulos, conforme mostrado a seguir.

3.4.1. Avaliacdo Analitica das Integrais Temporais

As integragdes indicadas nas expressoes (2.50)-(2.52) sdo muito simples, para o

problema acustico, e podem ser realizadas analiticamente como mostrado a seguir

P8 =~ [ R, ~ S0+ S, ~E o (e =
0 C c on

4qr? c
1 m At r ro r or
- PR G S YL ar " =
4nr? IO é( "oc R c ot , c T)Q‘G(T) “on (3.29)

- 12 E‘OLBH_EH-FEL:XBn_£ ar
4nr O c¢cOc¢c O ¢ %n
se c(t, —m,At) <r <ct,,sendo P™ =0.

1

1 mat r 1 r
BT (- £) = _I_ = -
U™ (x;8) o _[ , o, . M (1)dr 4mMBHn H (3.30)

g cld

se c(t, —m,At)<r<ct,,sendo U™ =0.
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_ 1 _mat r 1 r
OTO(x:6)=— [ 8(t. L —1)N, (1)dt = — N, (t —~ 3.31
(X (t?) 47'[1‘ IO ( n c T) ¢ (T) T 47'[1‘ g ( n C) ( )

se c(t, —m,At)<r<ct_,sendo U™ =0.

Os nucleos integrados no tempo (3.29)-(3.31) sdo definidos na regido do espago

compreendida entre duas cascas esféricas centradas em § com raios r,; =c(t, —m,At)

er, =ct ,ouseja, aregido do espago para a qual c(t, —m,At) <r <ct,.

sup

Isup

’1

Figura 3.1: Intervalo de existéncia dos nticleos integrados no tempo.
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Capitulo 4

Acoplamento Multi-dominio

4.1. Introducao

Para a aplicagdo do Método dos Elementos de Contorno a problemas envolvendo
materiais nao—homogéneos ou a problemas em que haja descontinuidade em seus
dominios de definigdo — como por exemplo em problemas de mecanica da fratura — faz-
se necessario utilizar a técnica de subregido. Esta técnica consiste em subdividir o
dominio em regides isoladas, e considerar a equacgdo integral de contorno para cada
regido separadamente, aplicando-se, em seguida, as condi¢cdes de acoplamento. A
estratégia de acoplamento entre as diversas regides do dominio empregada fundamenta-
se no uso de solvers iterativos que sdo uma poderosa ferramenta para a resolugdo de tais
problemas, pois permitem anular, completamente, o armazenamento € a manipulacio
dos blocos nulos que aparecem no sistema acoplado. Nesta estratégia, o sistema
matricial global, que nunca ¢ explicitamente montado, ¢ tratado via consideragao dos

subsistemas algébricos correspondentes as subestruturas de analise.

Neste capitulo, tanto a estratégia de acoplamento quanto a formulagdao dos algoritmos
dos solvers iterativos sdo apresentadas de forma sucinta. Maiores detalhes a respeito
destas técnicas podem ser obtidos em (Cleberson, 2002; Araujo e Martins, 2001; Araujo

et al, 2001; Martins, 2000; Araujo, 1989).



4.2. Solvers Iterativos
4.2.1. Algoritmo GMRES

O solver GMRES (Generalized Minimal RESidual) baseia-se na minimizagao do vetor
erro obtido da diferenga entre a k-ésima solugdo do sistema e a sua solugdo exata, e ¢
derivado a partir da defini¢ao de subespago de Krylov (Aradjo, 1989; Mansur et al,
1992; Hackbusch, 1991; Hageman e Young, 1981) impondo-se que

Xk_XOD Kk(r07A)a (41)

onde x, representa a solucdo da k-ésima iteragdo, x, € a solugdo inicial do sistema
Ax=b, r, representa o residuo inicial dado por r, =b—-Ax, e K, ¢ o subespago de

dimensao k associado a r,, € A.

A condigdo imposta em (4.1) significa que

K
X, 7X, = ZYivi =V.y, =hy 4.2)

1=1

onde V, =[V1 v, Vk] ey, =(y, ¥, y.) . Os vetores {VI V, Vk} representam
. _ _ T, , . .
vetores ortonormalizados com v, =——. O vetor y, ¢ determinado impondo-se a
o
condi¢do de que X, seja uma aproximagdao Otima da solu¢do exata (X) do sistema

algébrico. Logo, o problema consiste em encontrar o vetor y, tal que

.y OR*. (4.3)

Jo| =1, ~51=]s, + Vx| =mins, + ¥,

Assim, resolvendo-se o problema de otimizagdo, tem-se que
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Vi =Hrofe,. e, =(1,0,---,0)" (4.4)

onde a matriz de Hessenberg H,, que resulta da obtengdo da base ortonormal do

subespaco de Krylov através do processo de ortogonalizagdo de Gram-Schmidt, ¢ dada

por
Ehn h12 hlkg
ﬁvzn hy, - hsz

H =0  |v;] -+ h; O com h; =(AV,,V)). (4.5)
O o0
O - O
E hy B

Figura 4.1: Solugdo da k-ésima iteragdo e o erro associado g, .

Como vantagem, este solver apresenta uma eficiéncia elevada na maioria dos casos,
com altas taxas de convergéncia. Suas principais desvantagens situam-se no fato de
trabalhar armazenando-se todo o conjunto de vetores v, gerados durante o processo
iterativo, o que implica em alocagdo adicional de memoria; além disso, o esquema

iterativo apresenta, em certos casos, problemas de estagnacdo, ou seja, em um dado
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ponto do processo iterativo a resposta do sistema ndo mais se altera e, em conseqiiéncia,

o erro mantém-se constante, ndo sendo obtida a convergéncia.

Existem estratégias para contornar os problemas mencionados e, dentre elas, destaca-se
o processo de restart. A idéia deste algoritmo ¢ reinicializar o processo iterativo do
solver GMRES, a cada k iteragdes (k < ordem do sistema), utilizando-se a resposta

obtida x, , como resposta inicial para o proximo ciclo. Este procedimento torna possivel

a diminuicao do conjunto de vetores a serem armazenados, além de melhorar a questao
da estagnacgao, salvo algumas excecdes.

4.2.2. Algoritmo de Lanczos

Conhecido como algoritmo de tridiagonalizagdo de Lanczos (Wilkinson, 1965), este
processo iterativo fundamenta-se na geracao de duas sequéncias de vetores de Krylov a

partir das matrizes A e AT, mutuamente ortogonais entre si.

Para estabelecer o algoritmo de resolucao de sistemas de equacdes lineares, considera-se

uma formula iterativa basica do tipo

n

u " = pn+1'Yn+1rn +pn+1un +(1 _pn+1)un—1 b (46)
que resulta em um vetor residuo (erro) do tipo
r“+1 = b - Aunﬂ = _pn+lYn+lArn + pn+1rn + r“_l - pn-klrn_1 * (47)

Manipulando-se a equagao (4.7), pode-se mostrar que esta tem o aspecto dos vetores de

Lanczos derivados de A (Araujo, 1989), ou seja,

% 1 Enﬂ = Ar" _H 1 En _l:ll_pnﬂ En—l' (48)
pn+lYn+l Hynﬂ H)nH’YnH
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De maneira andloga, para a matriz A", tem-se

%_ 1_ E:nﬂ = ATFn _ l:l 1 E:n _l:ll_ﬁ_nﬂ E:n—l )
pn+lYn+l H?nﬂ Ebnﬂ’YnH

n+l

Sob a imposi¢do de que os vetores r"*" e T

para i # j) e realizando-se as transformacdes necessarias, chega-se a

o 3 fn,T rn
Yn+1 Yn+1 Fn’TAl’n
0 g e g
P+ :pn+1 = |j_ o Elfn—l;[ n-1 %D com p, :pl =1.
O 7a r n 0

sejam vetores de Lanczos (r""

(4.9)

=0

(4.10)

(4.11)

Portanto, o algoritmo de Lanczos para resolucdo iterativa de sistemas de equagdes

lineares ¢ estabelecido pela equacdo (4.6), onde os parametros 7y, € p,, Sao0

calculados por (4.10) e (4.11), respectivamente, ¢ r" ¢ determinado por (4.8). Para

calculo dos parametros p,,, € v,, faz-se necessaria, ainda, a determinag¢do do vetor

residuo auxiliar, que ¢ obtido de (4.9). Este algoritmo ¢ geral, e pode ser aplicado a

qualquer sistema nao-singular. A convergéncia ¢ garantida em, no maximo, N iteragdes.

Entretanto, isto nem sempre ocorre em consequéncia de erros de truncamento na

execucdo das operagdes.

4.2.3. Algoritmo do Gradiente Bi-conjugado

Também pode-se expressar o processo iterativo de Lanczos na seguinte forma (Aratjo,

1989)

n+tl _ _-n n
u” =u"+A .p

64

(4.11)



onde os vetores p", que definem as dire¢des de busca, sdo dados por

(4.12)

Sendo a formula iterativa dada por (4.11), segue-se que o residuo para a n-ésima

iteracdo ¢ dado por

r'=b-Au"=r""-1_.Ap"". (4.13)

Para as formulas iterativas auxiliares, obtém-se:

r=r"-1_.A"p"" 4.14)

(4.15)

Impondo-se a condi¢do de que os vetores-residuos r" sejam vetores de Lanczos, ou

seja,

r'"¥'=0 parai#j, (4.16)

prova-se que as direcdes de busca p’ sdo ortogonais as direcdes de busca auxiliares p’

em relacdo a matriz A, ou seja,

p-lAp' =0 parai#] 4.17
p J

Com as relagdes (4.16) e (4.17) demonstra-se facilmente que os parametros A, _, € o

n

do processo iterativo sao dados por
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—(m-1),T _ n-1 —=nT _.n
r I r-.r
o, =—— (4.18)

n F(n—l),T.rn—l

n-1 = —(n-1),T n-17?
P A.p

O processo iterativo estabelecido por (4.11), (4.12), (4.13), (4.14), (4.15) e (4.18) ¢

conhecido como algoritmo de gradiente biconjugado.

Para sistemas algébricos reais, pode-se obter um critério de parada adequado para o

solver iterativo através da comparagdao entre a norma do vetor residuo r" (que
corresponde ao vetor erro no caso do solver GMRES) e uma determinada tolerancia

(tol), conforme expressao abaixo

| < tor. (4.19)

4.3. Acoplamento Multi-dominio
Para o desenvolvimento do algoritmo de subestruturagdo aplicado a problemas

transientes, escreve-se o sistema de equacdes (2.84) para cada subregido do dominio.

Assim, para uma certa regiao K tem-se
Hu™* = ka(“)’k +r™ME com k=1,....nsr (4.20)

onde nsr ¢ o nimero de subregides e N representa o passo de tempo atual.

Organizando-se o sistema de equagdes (4.20) de modo a obter-se no membro do lado
esquerdo os valores de contorno desconhecidos e os potenciais de interface, também
incognitas do problema, e no membro do lado direito os valores de contorno prescritos e

os fluxos normais de interface (incognitas), tem-se o sistema a seguir
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[A Hk]ékl((:i% [B: Gk]g"::ig p(k 421)

: k k . ~
onde as matrizes A} e B: e os vetores xM e yf)“) resultantes da introducdo das

condig¢des de contorno, sdo formados por

Dl(n)k
|.Hb(u) _GE( )J =0 mx (4.22)
' P 0
E—uﬁ(n)k
—_ k (n).k —
I. Hy, Gb(ﬁ)J Yo T %5,“”% (4.23)

sendo ainda que o subescrito b(u) define a parte do contorno da k-ésima regido com
potenciais desconhecidos, b(p) define a parte do contorno da k-ésima regido com

fluxos desconhecidos e o subescrito i corresponde as superficies de interface.

Visto que para os nos de interface de uma dada subregido K tanto os potenciais quanto
os fluxos sdo desconhecidos — pois apenas valores de contorno sao prescritos - torna-se
necessario aplicar condigdes de equilibrio e continuidade entre as interfaces das diversas
subregides, visando igualar o nimero de equagdes ao niimero de incognitas, de modo a

tornar possivel o célculo de todos os valores desconhecidos desta subregido.

no de interface ndo-comum ~

n6 de interface comum

Figura 4.2: Subdominios acoplados
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Para nos acoplados que ndo tenham a mesma posi¢ao geométrica de nés acoplados de
outras subregides, isto ¢, para nds de interface ndo-comum (ver figura 4.2), o numero de
equagoes associadas a eles, duas por nd, ¢ sempre suficiente para o calculo dos
potenciais e fluxos nodais, nao sendo, entdo, necessaria nenhuma consideragdo
adicional nas variaveis de interface além das condi¢des de equilibrio. No caso de nds de
interface comum, ou seja, se 0 nd acoplado ¢ comum a duas ou mais interfaces, algumas
consideragdes adicionais nas varidaveis de interface devem ser introduzidas a fim de
reduzir-se o nimero das correspondentes incognitas de modo que o numero de equagdes
seja suficiente para a determinacgdo destas. Neste caso, além das condi¢des de equilibrio

dadas por

ui(x,t) = uj(x, t) € pi(x,t) = —pj(x,t) , (4.24)

para x[JI};, torna-se necessario que ao menos uma das subregides tenha superficie com

curvatura suave no ponto comum para que seja possivel estabelecer-se as condicoes de

continuidade de potencial e fluxo, dadas por

ui(x,t) = uj(x, t) e pi(x, t) = pj(x,t) , (4.25)

sempre que n'(x) =n’'(x). Ressalta-se que a necessidade das mesmas deve-se ao uso de

nds multiplos para representagdo de descontinuidades das varidveis de campo.

Para o n6 de interface comum mostrado na figura 4.2, por exemplo, com a consideragao
das condigdes de acoplamento e continuidade, tem-se somente trés incognitas a serem

determinadas, a saber

u'=u'=u*=u'=u"=u" (4.26)
p'=-p'=-p" =p" (4.27)
p“=-p' (4.28)
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O sistema de equacdes, em forma explicita e ndo condensada, estabelecido
considerando-se as condi¢des de continuidade e acoplamento para uma regido composta

de n subdominios pode ser escrito como

Ox(™' O
Sx(“)’zm
b
%Li 0 i i 0 |Cy iciz. i icingg : S
DO :Azb b1 0 Clzz :sz. o :CanD‘S)’mD_
O: 1 & 17 i Cl:o 0 OBgm BT
O i L o P ggte O
00! 0 - IAY|CLICY |- :Ci“nmgx%‘)g
: (4.29)
g 0O
Hx ()
B! Ty O O™ O
0 B2 (1] @),2% Ht(n),Zl%
B b b: D+Db: 0
0 S B N
& sEEVYTH BT H

onde CE representa a submatriz do acoplamento associada com I da k-ésima

(n)

subregido (contendo termos de Hfj e G;) e x; contém os valores incognitas da

interface referentes ao N-€simo instante de tempo.

A montagem da matriz global para o sistema acoplado (4.29) introduz blocos de
coeficientes nulos que ocupam espaco de memoria desnecessariamente. Empregando-se
solvers iterativos, pode-se resolver o sistema acoplado sem a montagem explicita desta
matriz global, optando-se por gerar somente as submatrizes das subregidoes e
promovendo-se a transferéncia dos valores de acoplamento (interface) convenientes
entre as subregides. Assim, ao longo de cada passo (iteragdo) do processo iterativo,
procede-se como se os diversos sistemas fossem desacoplados. Além de reduzir o
espago total alocado, esta opg¢do permite reduzir consideravelmente o tempo de
processamento, visto que ndo se realiza operagdes com blocos nulos. As submatrizes de
cada regido sdo armazenadas na forma binaria em disco rigido sendo os arquivos

identificados com o niimero da subregido concatenado ao nome da matriz.
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Capitulo 5

Aplicacoes

5.1. Introducao

Neste capitulo serdo apresentados os resultados de alguns exemplos analisados via
programa computacional desenvolvido ao longo deste trabalho, no qual empregaram-se
a teoria e os procedimentos numéricos discutidos nos capitulos anteriores. Visto que
solugdes analiticas de problemas transientes tridimensionais ndo sdo facilmente
encontradas na literatura técnica, de modo a testar os algoritmos implementados,
resolveram-se, ao invés de aplicacdes tecnicamente mais importantes, problemas

académicos simples cujas solugdes analiticas sdo conhecidas.

Em todas as andlises realizadas empregaram-se elementos quadrilaterais quadraticos na
discretizagdo do contorno e, quando necessario, como no caso de problemas com
condig¢des iniciais ndo-homogéneas, empregaram-se células hexaédricas quadraticas na
discretiza¢do do dominio dos problemas. Foi adotada interpolagdo linear para a fun¢do
u(x,t) e tanto interpolagdo linear quanto interpolagdo constante para a fungdo q(x,t) ao

longo de cada passo de tempo.

Neste trabalho faz-se necessario o uso de células de integracdo na obtencdo das
respostas de problemas submetidos a condigdes iniciais ndo-homogéneas e/ou forgas de
volume, uma vez que fez-se a op¢ao de ndo transformar a integral de dominio que surge
nestes casos em uma integral de contorno equivalente. Este procedimento ¢ geral e

aplica-se a avaliagcdo de quaisquer grandezas definidas no dominio do problema.



Tanto solvers iterativos quanto direto foram empregados na resolu¢do dos sistemas de

r"'| <tol, com tol=10" e

equagoes, sendo o esquema iterativo parado sempre que ‘

r™" sendo o vetor residuo da iteragdo atual. O computador usado nas analises possui

um processador INTEL com 1.0GHz e 768Mbytes de memodria RAM.
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5.2. Aplicagdes Relativas a Problemas de Difusio

Exemplo 1:

Este primeiro exemplo visa verificar o algoritmo de difusdo implementado. Com este
proposito, analisou-se a placa mostrada na figura 5.1, para a qual considerou-se a

difusividade térmica como sendo unitéria (c=1,0) e as seguintes condi¢gdes de contorno:

potencial prescrito -  u(x,t)=1,0 nas superficies x; =% 5,0 e x, =+ 4,0;

fluxo prescrito - p(x,t)=0,0 nas superficies x3 = 0,0 e x3 = e (espessura).

Devido a simetria verificada neste problema, o mesmo foi resolvido discretizando-se
apenas um quarto da placa apresentada, ou seja, a regido dadaporx; =0aS5,0ex,=0a
4,0, sendo empregados nesta discretizacdo 58 elementos de contorno e 176 pontos

nodais.

Com o intuito de verificar a influéncia da espessura da placa nos resultados, o problema
foi analisado considerando-se algumas espessuras. Observou-se que a resposta apresenta
uma variagdo desprezivel ao longo da espessura. Os resultados obtidos foram
comparados com a solucdo analitica disponivel. Esta solu¢do corresponde a solugdo de

um problema plano.

As temperaturas resultantes no ponto central da placa, ou seja, x;=x,=0 ¢ x3 = ¢/2 -
considerando-se At = 1,0 - sdo apresentados na tabela 5.1, juntamente com uma solugao
numérica via formula¢do de contorno (numl) e a solucdo analitica do correspondente

problema plano dadas por Wrobel (1981).

Como o valor do passo de tempo foi escolhido arbitrariamente, analisou-se o problema
para alguns valores de At, de modo a verificar a influéncia deste pardmetro nos
resultados. A mesma discretizacdo espacial foi adotada em todas as situagdes e os

resultados destas andlises para 0 mesmo ponto anterior sdo apresentados na tabela 5.2.
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Figura 5.1: Problema fisico a ser analisado.

Figura 5.2: Modelo numérico proposto — discretizagao de um quarto da placa.
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Tempo | e=1,0 | e=0,5 | e=0,1 [e=0,05|e=0,01|e=0,005| numl | analitico

2 0,065 | 0,071 | 0,080 | 0,083 | 0,084 | 0,084 | 0,092 | 0,114

0,349 | 0,350 | 0,353 | 0,357 | 0,359 | 0,359 | 0,389 | 0,420

0,595 | 0,594 | 0,593 | 0,596 | 0,598 | 0,598 | 0,621 | 0,646

RXR| | B

0,753 | 0,752 | 0,750 | 0,752 | 0,755 | 0,755 | 0,769 | 0,786

10 0,850 | 0,849 | 0,847 | 0,849 | 0,851 | 0,851 | 0,860 | 0,871

12 0,909 | 0,908 | 0,907 | 0,908 | 0,910 | 0,910 | 0,915 | 0,922

14 0,945 | 0,944 | 0,944 | 0,944 | 0,946 | 0,946 | 0,948 | 0,953

16 0,967 | 0,966 | 0,966 | 0,966 | 0,967 | 0,967 | 0,968 | 0,972

18 0,980 | 0,980 | 0,979 | 0,980 | 0,980 | 0,980 | 0,981 | 0,983

20 0,988 | 0,988 | 0,987 | 0,988 | 0,988 | 0,988 | 0,988 | 0,990

Tabela 5.1: Temperaturas no ponto central da placa — At = 1,0.

Figura 5.3: Temperaturas no ponto central da placa — At = 1,0.
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Tempo At=2,0 At=1,0 At=2/3 analitico
2 0,076 0,084 0,091 0,114
4 0,305 0,359 0,386 0,420
6 0,541 0,598 0,626 0,646
8 0,711 0,755 0,780 0,786
10 0,820 0,851 0,874 0,871
12 0,889 0,910 0,930 0,922
14 0,932 0,946 0,965 0,953
16 0,958 0,967 0,985 0,972
18 0,975 0,980 0,998 0,983

20 0,985 0,988 1,005 0,990

Tabela 5.2: Temperaturas no ponto central da placa—e =0,01.
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Figura 5.4: Temperaturas no ponto central da placa—e =0,01.




Como citado anteriormente, a variagao da resposta ao longo da espessura ¢ desprezivel.
A titulo de ilustragdo o mesmo ponto (x,y) foi tomado. Agora porém, este varia ao
longo da espessura. A tabela a seguir contém a relacdo entre as temperaturas obtidas
para o ponto (x,y) situado em z=€/2 e em z=0 (ou z=e€), adotando-se diferentes

espessuras e At=1,0.

tempo e=1,0 e=0,5 e=0,1 e=0,05 e=0,01
1 1,233 1,065 1,004 1,002 1,000
2 1,058 1,022 1,002 1,001 1,000
3 1,009 1,004 1,001 1,000 1,000
4 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000
5 0,999 0,999 1,000 1,000 1,000
6 0,999 0,999 1,000 1,000 1,000
7 0,999 0,999 1,000 1,000 1,000
8 0,999 1,000 1,000 1,000 1,000
9 0,999 1,000 1,000 1,000 1,000
10 0,999 1,000 1,000 1,000 1,000
11 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000

Tabela 5.3: Relacdo entre temperaturas.

Neste primeiro exemplo, analisou-se uma placa submetida a condi¢des de contorno
constantes no tempo. O problema, que devido a geometria e as condi¢des de contorno
representa uma analise plana, foi tridimensionalmente analisado para diferentes
espessuras, de onde constata-se que a resposta apresenta uma pequena variagao ao longo
da espessura (tabela 5.3), sendo porém mais precisa a medida que a espessura diminui.
Observa-se, ainda, que a mesma fica inalterada para espessuras inferiores a 0,01.
Visando analisar a estabilidade do algoritmo de marcha no tempo, consideraram-se
diferentes passos de tempo. Situacdes de instabilidade numérica ndo foram verificadas
em nenhum caso. Tampouco foram consideraveis as diferengas entre os valores de
temperatura, nos pontos de observacdo da resposta, a partir do tempo em que a

convergéncia da mesma (no sentido fisico) era atingida.
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Exemplo 2:

Com o objetivo de verificar a formulagdao desenvolvida para problemas com condigdes
de contorno dependentes do tempo, analisou-se um disco de raio unitario, com
espessura € = 0,1 e difusividade térmica ¢ = 1. A area lateral do disco estd submetida a
uma variacdo de temperatura - choque térmico - conforme mostrado na figura 5.6,
permanecendo as demais areas perfeitamente isoladas durante todo o tempo da anélise.
Como no exemplo anterior, devido a simetria do problema, discretizou-se apenas um
quarto do disco. O modelo numérico proposto, constituido por 72 elementos e 218 nos,
¢ ilustrado pela figura 5.5. Os resultados obtidos para os choques térmicos aplicados em
diferentes instantes de tempo estdo plotados nos graficos das figuras 5.7-5.9 e foram
comparados com as solucdes analiticas apresentadas graficamente por Wrobel (1981).
As duas primeiras respostas (figuras 5.7 ¢ 5.8) foram obtidas adotando-se At=0,05 ¢ a

ultima resposta (figura 5.9), adotando-se At=0,1.

Figura 5.5: Modelo numérico proposto

u=100F - - - - - -

Figura 5.6: Variacao em relagcdo ao tempo do potencial prescrito.
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Figura 5.7: Choque térmico aplicado em ty =t; = 0.
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Figura 5.8: Choques térmicos aplicados em ty =0 e t; = 0,5.

78

1,0



100,0 7 - = - 5 c s e

80,0 T - - - - - - s - s s s s s s s s s s s

s 600 - - - - e e e e e e e e e
3
<
3
=
g
&

40,0 + - - - S - - - s T s s s s s s s s s s s s s s s s s s e s e s

I R

——raio =0 —=raio = 0,8
0,0 T T T T T T T T T 1
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2 1,4 1,6 1,8 2,0

tempo

Figura 5.9: Choques térmicos aplicados emty=0¢ t; = 1.

Aqui, o problema proposto relaciona-se com a considera¢do de condi¢des de contorno
variaveis com o tempo. As respostas obtidas aplicando-se os choques térmicos em
diferentes instantes de tempo estdo apresentadas nos graficos das figuras 5.7-5.9. As
respostas obtidas nesta analise foram comparadas qualitativamente com as respostas
fornecidas por Wrobel (1981), as quais ndo foram mostradas nos graficos por terem sido
fornecidas apenas graficamente, sem os respectivos valores numéricos. Destas
comparagdes, vé-se que as respostas obtidas com o algoritmo proposto neste trabalho

encontram-se em boa concordancia com as analiticas.

79



Exemplo 3:

O objetivo deste exemplo ¢ verificar o algoritmo implementado para a resolucdo de
problemas sujeitos a condi¢des iniciais ndo-homogéneas e/ou forcas de volume, ou seja,
problemas nos quais o uso de células de integracdo se faz necessario devido a integral

de dominio presente na sua formulacao.

Neste exemplo faz-se a investigacdo de uma placa quadrada de dimensdes 3x3x1. A
distribui¢do inicial de temperatura na placa ¢ dada por uy = 30, a temperatura das
superficies laterais ¢ nula para t > ty e as demais superficies estdo perfeitamente
isoladas. A difusividade térmica adotada para a andlise ¢ ¢c=1,25 ¢ o modelo numérico
proposto compde-se de 92 elementos de contorno e 35 células internas ao dominio do

problema.

O resultado numérico obtido desta andlise para o passo de tempo At = 0,1 (MEC 2) ¢
comparado com resultados numéricos obtidos via formulacdo 2D de contorno (MEC 1),
via formulacdo 2D de dominio (MEF) e também com o resultado analitico fornecidos
em Wrobel (1981). Estes resultados estdo apresentados na tabela 5.4. Apresenta-se,
também, na figura 5.12, o perfil de temperatura no plano médio da placa em um dado
instante. Em seguida, apresentam-se os resultados para alguns outros valores de At
(tabela 5.5) onde verifica-se a influéncia deste pardmetro na resposta da andlise. A

mesma discretizagao espacial foi adotada em todas as analises.

Figura 5.10: Malha de discretizacdo do contorno - um quarto da placa.
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Figura 5.11: Malha de discretizagdo do dominio - um quarto da placa.

X1 X3 MEF MEC 1 MEC 2 analitico
0,0 0,0 2,108 2,009 1,982 1,812
0,3 0,0 2,005 1,913 1,890 1,723
0,6 0,0 1,706 1,632 1,607 1,466
0,9 0,0 1,239 1,194 1,168 1,065
1,2 0,0 0,652 0,639 0,615 0,560
0,3 0,3 1,907 1,821 1,800 1,639
0,6 0,6 1,380 1,325 1,302 1,186
0,9 0,9 0,728 0,710 0,687 0,626
1,2 1,2 0,201 0,201 0,190 0,173

Tabela 5.4: Valores de temperatura no tempo t = 1,2 - At=0,1.
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Figura 5.12: Perfil de temperatura no plano médio da placa no instante t=1,2.

X1 X2 At=0,15 At=0,12 At=0,08 At=0,067 analitico
0,0 0,0 2,094 2,025 1,957 2,042 1,812
0,3 0,0 2,003 1,934 1,851 1,879 1,723
0,6 0,0 1,703 1,644 1,574 1,587 1,466
0,9 0,0 1,238 1,195 1,144 1,151 1,065
1,2 0,0 0,651 0,629 0,602 0,606 0,560
0,3 0,3 1,912 1,843 1,761 1,783 1,639
0,6 0,6 1,383 1,333 1,274 1,285 1,186
0,9 0,9 0,729 0,703 0,673 0,677 0,626
1,2 1,2 0,200 0,194 0,186 0,187 0,173

Tabela 5.5: Valores de temperatura no tempo t = 1,2.

Como discutido anteriormente, o problema aqui ¢ o da verificagdo das estratégias
voltadas para a avaliagdo das integrais de volume que ocorrem em formulagdes do
MEC, sendo, neste problema especifico, tratada a simulacao de uma distribui¢do inicial
de temperatura. Na andlise adotou-se tanto o processo especial de integracao em células
singulares (baseado em coordenadas polares tetraédricas) como o processo padrdo de

Gauss para o calculo de integracdes de volume. Nenhuma diferencga significativa foi
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observada entre as respostas obtidas como um e outro processo, o que se explica em
funcdo da fraca singularidade que ha nos nucleos envolvidos. Chama-se a atenc¢ao para
o fato de que, para uma simulagdao mais adequada da distribuicao inicial de temperatura,
sem que a sua atuacao seja estendida por algum intervalo de tempo subseqliente ao
tempo inicial, ty, faz-se necessario a consideragdo da estreita faixa de células ao longo
do contorno (figura 5.11), onde a temperatura, no caso, deve ser nula ao longo de toda a
analise. Os resultados assim obtidos encontram-se em boa concordancia com os
analiticos do correspondente problema plano. Nota-se que os resultados obtidos sdo
mais precisos que os obtidos por Wrobel (1981), via MEC e MEF, com uma formulagdo
2D. Nas analises com o algoritmo proposto nesta dissertacdo, varios passos de tempo

foram adotados (tabela 5.5).
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Exemplo 4:

Para verificagdo do desempenho do algoritmo de acoplamento genérico EC/EC,
aplicado a problemas de difusdo, resolveu-se o problema da barra mostrada na figura
5.13. O modelo numérico proposto para a analise compde-se de quatro subregides
indicadas por S1, S2, S3, e S4, sendo que cada subregido contém 240 nos e 54
elementos. A distribui¢do inicial de temperatura na barra ¢ nula, as superficies laterais
desta estdao perfeitamente isoladas e a mesma esta submetida as seguintes condi¢des de
contorno: na extremidade esquerda a temperatura ¢ mantida a 0°C durante todo o tempo
de analise e na extremidade direita a temperatura ¢ igual a 400°C para t>t,. A
difusividade térmica e o passo de tempo adotados para a anélise sdo ¢=0,14 [cm?%/s] e

At=2,00 [s], respectivamente.

ol
1l
o

g =0°C s1 s2 s3 sS4

<\ ' T, =400°C

1.0cm

1.0cm

y V4 v V4 v
A A A A A
1.0cm 1.0cm 1.0cm 1.0cm

Figura 5.13: Subregides do modelo (S1, S2, S3, S4) e suas respectivas malhas.

A resposta em termos de temperatura deste problema foi calculada em alguns pontos
internos, de forma que com ajuda de seus correspondentes valores foram obtidas as
curvas representadas no grafico da figura 5.14. Outros resultados importantes para se
avaliar a eficiéncia do algoritmo, tais como os tempos de montagem e resolu¢do do

sistema de equagdes, sdo mostrados nos graficos da figuras 5.15 e 5.16.
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Figura 5.14: Resposta nos pontos internos

------ J-Lanczos
—J-Bi-CG

Tempo solver iterativo/
Tempo solver direto (LU)

0,0 \ T \ \
0 10 20 30 40

Numero de passos de tempo

Figura 5.15: Tempo de resolugdo do sistema de equagdes

(Valores normalizados pelo tempo de resolugdo empregando-se o solver direto — LU.)
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Figura 5.16: Tempo de montagem do sistema normalizado pelo tempo de resolugao.

Observando-se o grafico da figura 5.14 vé-se que a resposta desta analise converge para
a resposta do problema estacionario a partir do instante t=30,0. A informagao
relacionada a eficiéncia computacional do algoritmo estd apresentada no grafico da
figura 5.15, que mostra a relagdo entre os tempos de resolu¢ao do sistema de equacdes
versus o namero de passos de tempo. Como esperado, para os primeiros passos de
tempo, a estratégia de acoplamento baseada no uso de solvers iterativos ¢ muito mais
eficiente, visto que os esquemas iterativos sdo muito mais rapidos do que o solver direto
empregado. Entretanto, como o problema tratado ¢ linear, o algoritmo de acoplamento
baseado no uso do solver direto torna-se mais eficiente do que aquele baseado em
solvers iterativos quando o ntimero de passos de tempo aumenta, tal que apds o
trigésimo passo de tempo, aproximadamente, o tempo acumulado gasto por este para
resolver o sistema de equagdes acoplado ¢ menor do que o tempo acumulado gasto pela
estratégia baseada em solvers iterativos. Apesar deste fato (ndo surpreendente), espera-
se, at¢ mesmo para andlises lineares no dominio do tempo, que o esquema baseado em
solvers iterativos apresentado, que exclui completamente operagdes com blocos nulos,
seja mais adequado quando da andlise de sistemas de equagdes muito grandes, visto que
nestes casos a fatoragdo LU se torna uma tarefa bastante dificil. No grafico da figura

5.16 mostra-se a relagdo entre o tempo de montagem das matrizes ¢ o tempo de
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resolugdo do sistema. Observa-se que para as analises transientes estudadas, o tempo de
montagem de matrizes corresponde a praticamente o tempo total da anélise. Menciona-
se, ainda, que a letra J presente no nome dos solvers iterativos indica que estes sdo pré-

condicionados pela matriz de Jacobi.
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5.3. Aplicacdes Relativas a Analises Acusticas

Exemplo 5:

Nesta analise, verifica-se o algoritmo transiente aplicado a problemas acusticos. Para
isso, resolveu-se o problema da barra prismatica mostrada na figura 5.17 sob condigdes
iniciais homogéneas e condigdes de contorno dadas por: potencial nulo prescrito na
extremidade da esquerda, fluxo unitario prescrito na extremidade da direita e fluxo nulo
prescrito nas demais superficies do corpo. Adotou-se interpolagdo linear no tempo para
a fun¢do potencial e interpolagdo constante no tempo para a fun¢do fluxo. O contorno
do problema foi discretizado em 34 elementos e a velocidade do som foi tomada igual a

unidade.

pit)

I=2.0

Figura 5.17: Dominio da anélise e func¢ao de fluxo.

Com o objetivo de mostrar o efeito do passo de tempo sobre a resposta do problema,
trés analises serdo apresentadas. Em cada anélise, a escolha do passo de tempo adotado
foi feita observando-se o coeficiente 3, definido pela relagdo

_ cAt
B_ d 5

onde d ¢ a diagonal minima de todos os elementos da malha de contorno, de modo que
o valor deste parametro ndo estivesse muito afastado do valor unitario. Estes valores de

passo de tempo correspondem a 3 =0,4 (At=0,11), B =0,6 (At=0,17) e 3 =0,8 (At=0,22).
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Figura 5.18: Discretizagdo do contorno da barra e localizagao dos pontos A, B, C.

O gréfico da figura 5.19 mostra o histoérico da fungao fluxo no ponto A do contorno, e

os graficos da figuras 5.20 e 5.21 mostram os histéricos dos potenciais nos pontos B e

C, respectivamente.

Fluxo

0,5

0,0

-0,5 4

-1,0 4

-1,5 4

-2,0 4

-2,5

|— Analitica —— delta t = 0,22 ——delta t = 0,17 —=—delta t = 0,11 |
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Figura 5.19: Resposta no ponto A.
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Figura 5.21: Resposta no ponto C.
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Nesta andlise, observou-se a influéncia do tamanho do passo de tempo no
comportamento da resposta, seja em termos de precisdo, seja em termos de estabilidade
numérica, sendo o passo de tempo foi escolhido com base no valor do parametro 3. As
respostas obtidas para cada passo adotado sdo mostradas nos graficos das figuras 5.19-
5.21. Como esperado, quanto menor o passo de tempo, mais precisa a resposta, uma vez
que neste caso o comportamento da variagdo temporal das grandezas ¢ melhor
aproximado. No entanto, para valores muito pequenos de At a avaliagdo das matrizes,
em fun¢do do comportamento dos nucleos fundamentais, torna-se imprecisa, de modo a
haver, usualmente, instabilidade numérica na reconstitui¢do da resposta. Para o caso da
guia de onda deste exemplo, verificam-se ocorréncias de instabilidade para 3 < 0,35.
Para valores maiores de At as respostas apresentam-se normalmente amortecidas e
defasadas, e assim tornam-se imprecisas. Em fun¢do dessa imprecisdao, também ocorre

instabilidade numérica.
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Exemplo 6:

Neste exemplo estuda-se um problema de dominio semi-infinito. Para que o dominio
possa ser considerado semi-infinito, as dimensdes do contorno devem ser muito maiores
do que o comprimento da onda irradiada pela fonte sonora. Para a realizacdo das
analises, considerou-se uma regido do espaco na qual hd uma fonte sonora concentrada -
fonte cujas dimensodes sdo muito menores que o comprimento de onda sonora irradiada -
proxima a um contorno plano rigido tal que a distancia separando a fonte e o contorno

seja muito menor que um comprimento de onda.

fonte ar

g receptores

solo

Figura 5.22: Esquema da regido espacial sob analise.

As ondas acusticas sdo irradiadas por uma superficie pulsante harmonicamente
localizada a uma altura hy = 0,5m do contorno. A componente normal da velocidade da
particula ¢ dada por v _(t)=v,cos(ot), com v,=053mis, v,=0,66ms,
v, =0,82m/s e v, =1,31m/s para frequéncias de excitagdo f =62,5Hz, f =50Hz,
f =40Hz e f =25Hz, respectivamente. As constantes fisicas sao: velocidade do som
¢ =340,0m/s e densidade de equilibrio (a 20°C) p, =1,21Kg/m’. O mesmo passo de
tempo, At=0,002s, foi adotado em todas as situagdes. Para a simulacdo do dominio
semi-infinito faz-se necessario considerar uma malha de elementos de fechamento

(enclosing elements). As malhas de elementos de contorno e de enclosing elements sao

semelhantes aquelas mostradas na figura 5.26, observando-se que, para esta aplicagao,
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ndo ha os elementos de interface (tampouco barreira) visto que o problema foi resolvido
com apenas um subdominio. Os resultados obtidos para o campo de pressdo no semi-
espacgo ocupado pela fonte, e que corresponde a duas vezes o campo gerado pela mesma
fonte no espago livre, sdo comparados com a solugdo analitica dada por Kinsler et al.
(1982). A tabela 5.6 apresenta as respostas das andlises em termos de pressdo, dada em
Pascal (Pa), para pontos situados sobre uma linha horizontal passando pela fonte e a
tabela 5.7, a comparagdo entre as respostas para pontos na horizontal e na vertical,

correspondentes a uma frequéncia de 40Hz.
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raio (m) picos de pressdo sonora (Pa)
f=62,5Hz f=50Hz f=40Hz f=25Hz analitico
2,0 0,967 1,020 1,080 1,100 1,194
4,0 0,544 0,562 0,579 0,582 0,597
6,0 0,377 0,384 0,389 0,392 0,398
8,0 0,282 0,289 0,292 0,295 0,298
10,0 0,228 0,233 0,234 0,237 0,239
12,0 0,191 0,194 0,194 0,198 0,199
14,0 0,164 0,166 0,167 0,170 0,171
16,0 0,142 0,144 0,145 0,149 0,149
18,0 0,127 0,128 0,130 0,132 0,133
20,0 0,114 0,115 0,117 0,119 0,119
22,0 0,102 0,106 0,108 0,109 0,109

Tabela 5.6: Valores de pico de pressdo sonora para pontos na horizontal.
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Figura 5.23: Picos de pressdo sonora para as varias frequéncias.
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raio (m) picos de pressao sonora (Pa)
horizontal vertical analitico
2,0 1,080 0,847 1,194
4,0 0,579 0,471 0,597
6,0 0,389 0,337 0,398
8,0 0,292 0,267 0,298
10,0 0,234 0,220 0,239
12,0 0,194 0,194 0,199
14,0 0,167 0,166 0,171
16,0 0,145 0,148 0,149
18,0 0,130 0,130 0,133
20,0 0,117 0,119 0,119
22,0 0,108 0,106 0,109

Pressdo sonora (Pa)

Tabela 5.7: Comparagdo entre valores de pico de pressdo - f=40hz.
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Figura 5.24: Picos de pressdo sonora para a frequéncia de 40Hz.
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De modo a obter uma eficiente malha de discretizacdo do espago semi-infinito foram
realizados diversos testes de truncamento. Entende-se por malha eficiente aquela que
apresenta resposta proxima a resposta analitica e a0 mesmo tempo menor espago de
discretizagdo. Diferentes frequéncias de excitacao para a fonte foram adotadas e pode-se
observar que para frequéncias menores a resposta comporta-se de modo mais
aproximado a solucdo analitica (tabela 5.6). Isto se justifica pelo fato do periodo de
onda gerada ser inversamente proporcional a frequéncia da fonte. Assim, quanto menor
a frequéncia da fonte menor a defasagem entre a onda gerada e a onda refletida pelo
anteparo. Chama-se a atenc¢do para a estratégia adotada nesta andlise para a simulagdo
da fonte concentrada, a qual, em virtude da formulagdo 3D, pode ser facilmente
simulada através de cavidades no meio de formas geométricas quaisquer. Nota-se que
em funcdo das dimensdes exiguas, precisa-se de apenas poucos elementos para a
modelagem desses tipos de fonte. No problema em questdo, adotou-se uma cavidade
cubica. Como vé-se, de posse da tabela 5.6 e grafico 5.23, as respostas calculadas com o
modulo de acustica desenvolvido e com a correspondente expressdo analitica coincidem
satisfatoriamente bem. A pequena diferenga observada para os receptores localizados
nas proximidades da fonte justifica-se pela influéncia da geometria da fonte, que no

caso ndo ¢ perfeitamente pontual (situacdo idealizada).
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Exemplo 7:

Com o objetivo de verificar o algoritmo de acoplamento EC/EC aplicado a problemas
acusticos, a distribuicao de pressdao sonora causada por uma fonte de energia acustica,
na auséncia, e também na presenga, de uma barreira infinita sem espessura de altura hy,
= 5,0m, ¢ analisada. As ondas acusticas sdo irradiadas por uma superficie pulsante
harmonicamente localizada a uma altura hy = 1,5m, a uma distancia d = 3,0m da
barreira, cuja componente normal da velocidade da particula ¢ dada por
v, (t) =vysin(ot), com v,=031m/s e frequéncia de excitagio f = 63Hz. As
constantes fisicas, considerando-se o ar como o meio de propagacdo das ondas, sdo:

velocidade do som ¢ =340,0m/s e densidade de equilibrio p, =1,21Kg/m”’ (a 20 °C).

barreira
rigida
infinita

receptores7

Figura 5.25: Barreira sonora infinita.

As correspondentes ondas acuUsticas tém comprimento A =5397m e a malha de

contorno foi estabelecida tal que tenha aproximadamente 4 elementos (quadraticos de 8
nés) por comprimento de onda. Para a inclusdo da barreira no modelo foram
consideradas 2 subregides, sendo necessarias malhas de elementos de fechamento
(enclosing elements) para a simulagdo do meio infinito dos respectivos subdominios. As
duas malhas de elementos de contorno tém um total de 1944 nos e as malhas de

enclosing elements tém um total de 842 nds.
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Figura 5.26: Malhas de elementos de contorno e de enclosing elements.

O passo de tempo adotado para a realizacdo da andlise no dominio do tempo foi
determinado observando-se o periodo T da onda e o coeficiente [3. A idéia relacionada a
escolha do passo de tempo At é tal que este ndo deva ser tdo longo comparado ao
periodo da onda e¢ o correspondente coeficiente 3 ndo deva ser muito diferente da
unidade. Para a anélise deste problema, um passo de tempo dado por At =2,0%x107s,
que corresponde aproximadamente a um oitavo do periodo de onda e a um B =0,36, foi

escolhido. Os resultados, em termos do nivel de pressdo sonora (sound pressure level -
SPL), obtidos no plano vertical que passa pela fonte e pelos receptores para alguns

instantes de tempo estdo mostrados nos graficos das figuras 5.27-5.32.
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Figura 5.27: SPL no tempo t = 20 At = 0,04 sna auséncia de barreira sonora.

Figura 5.28: SPL no tempo t = 20 At = 0,04 sna presenca de barreira sonora.
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Figura 5.29: SPL no tempo t = 40 At = 0,08 sna auséncia de barreira sonora.

Figura 5.30: SPL no tempo t = 40 At = 0,08 sna presenca de barreira sonora.
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Figura 5.31: SPL no tempo t = 60 At = 0,12 sna auséncia de barreira sonora.

Figura 5.32: SPL no tempo t = 60 At = 0,12 sna presenca de barreira sonora.
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Mostra-se, a seguir, na figura 5.33, os resultados em termos da perda por inser¢ao
(insertion loss - IL) medida nos pontos receptores localizados a uma altura h, = 1,5m

acima do chdo, atras da barreira.

x

Figura 5.33: Diminuicao do nivel de pressao devida a presenca da barreira.

O problema mostrado neste exemplo foi resolvido empregando-se solver direto —
baseado na decomposi¢ao ndo-simétrica LU - ¢ também solver iterativo — gradiente bi-
conjugado pré-condicionado. A comparagdo entre os tempos atingidos na resolugdo do
sistema de equagdes do problema empregando-se cada um dos Solvers esta mostrada na

figura 5.34.

Figura 5.34: Tempo de resolugdo do sistema algébrico.
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Observando-se os graficos das figuras 5.27-5.32, que mostram a distribui¢ao espacial do
nivel de pressdo sonora em certos instantes de tempo, na auséncia e também na presenca
de uma barreira infinita, pode-se visualizar a eficiéncia da barreira na redu¢ao do ruido
na area oposta a fonte acustica em relacao a barreira. Salienta-se que ndo foi possivel
comparar os resultados obtidos nesta andlise com resultados obtidos por outros
pesquisadores devido a dificuldade de encontra-los na literatura técnica disponivel. Para
assegurar a qualidade dos resultados, os modulos computacionais associados foram
testados analisando-se um problema similar ao exemplo 6, porém com 2 subdominios.
Neste caso, a resposta analitica do problema ¢ dada por Kinsler et al.(1982) e
apresentada na figura 5.23. Este problema foi simulado usando-se a malha mostrada na
figura 5.26, sem barreira. Os resultados obtidos (e ndo mostrados aqui) estavam em
concordancia com a referida solucdo analitica. Apds estas primeiras analises, a barreira
foi entdo introduzida e os resultados obtidos sdo os mostrados nas figuras 5.27-5.32.

Deve ser observado que a fonte sonora foi simulada por um cubo.

Para melhor informar sobre a eficiéncia da barreira, a curva de perda por inser¢ao da
barreira (IL) ¢ mostrada na figura 5.33. Como se pode ver, a barreira ¢ bastante
eficiente, principalmente para os pontos mais proximos a ela, onde os maiores valores

de reducdo de ruido foram observados.

O grafico da figura 5.34 relaciona-se a eficiéncia computacional do algoritmo e, quanto

ao comportamento do grafico, vale a mesma explica¢do dada para o exemplo 4.
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Capitulo 6

Conclusoes

6.1. Conclusoes

Uma série de problemas envolvendo conducdo de calor e irradiagdo de ondas acusticas
foi analisada visando verificar os moddulos computacionais implementados sob o
aspecto de observacao tanto da qualidade de resposta (se precisas ou ndo) como também
sob o aspecto de desempenho dos algoritmos propostos. Comparando-se os resultados
obtidos via algoritmos desenvolvidos no ambito do trabalho com resultados analiticos
e/ou numéricos fornecidos por outros pesquisadores, pode-se concluir que ha uma boa

concordancia entre ambas respostas.

O algoritmo de marcha no tempo, necessario para a analise de problemas de difusdo e
problemas acusticos transientes, apresenta aspecto comum em ambas as classes de
problemas, ou seja, os algoritmos para a consideracdo da variagdo temporal das
varidveis destes problemas sdo idénticos. Menciona-se que o passo de tempo adotado no
esquema de marcha no tempo deve ser escolhido conforme critérios que, geralmente,
estabelecem uma relagdo entre a discretizagao espacial e temporal do problema. Para
analises acusticas, o critério apresentado neste trabalho, também ja adotado por outros
autores, proporcionou bons resultados. Para problemas de difusdo pode-se ter uma
maior liberdade na escolha de At, pois as respectivas respostas no tempo apresentam-se
normalmente bem comportadas quanto a questdes de instabilidade numérica. Ressalta-
se, porém, que muito embora o valor adotado para At ndo comprometa a estabilidade
numérica do processo nesta classe de problemas, este parametro pode comprometer a

precisao das respostas.



Em problemas de difusdo, quando da avaliagdo analitica das integrais temporais, ha o
surgimento de fungdes Gamma incompletas. O algoritmo desenvolvido para a avaliacao
destas funcdes forneceu resultados muito precisos se comparados aos resultados

fornecidos pelas rotinas IMSL, usualmente disponiveis em compiladores FORTRAN.

Na formulacdo direta do método dos elementos de contorno hd o surgimento de
integrais singulares. Devido ao fato das integrais fortemente singulares serem
divergentes no sentido riemanniano, hdo de ser avaliadas de forma indireta. Para isso
recorreu-se ao critério de potencial constante, que pdde ser satisfatoriamente aplicado
tanto para problemas acUsticos quanto para problemas de difusdo. Em fungdo das
integrais fracamente singulares deve-se considerar procedimentos especiais de
integragdo de modo a melhorar a eficiéncia da quadratura padrao de Gauss empregada
nas avaliagdes. O procedimento especial associado as integrais de volume ndo
proporcionou significativo aumento de precisdo para o tipo de problema analisado, uma

vez que neste caso a singularidade ¢ muito fraca.

Neste trabalho, fez-se uma primeira aplicacdo do algoritmo de acoplamento multi-
dominio a problemas transientes. Como os problemas analisados eram lineares, o
algoritmo de acoplamento que baseava-se no esquema de decomposi¢do LU apresentou
melhor desempenho. Infere-se, todavia, que para problemas de grande ordem (modelos
bem maiores que os considerados aqui) o esquema de acoplamento proposto neste
trabalho (baseado nos solvers iterativos) possa ter melhor desempenho, uma vez que
nestes casos a decomposi¢ao passa a consumir muito tempo de processamento, além de
exigir bem mais espago de memoria que o primeiro esquema. Melhoramentos do
esquema iterativo deverao ainda ser incluido em pesquisas futuras, de modo que espera-
se que, mesmo para modelos pequenos, como os analisados neste trabalho, este
apresente melhor desempenho. O algoritmo proposto também adequa-se perfeitamente
para o desenvolvimento de programas computacionais que operem ambientes de

processamento paralelo.
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6.2. Aspectos Futuros

Abaixo enumeram-se alguns topicos importantes para a continuagao desta pesquisa:

Idealizagdo de estratégias para a aproximacdo da inversa, o que deverd aumentar
mais ainda a eficiéncia do esquema de subestruturacdo baseada nos solvers
iterativos para analises transientes;

Implementacdo de elemento descontinuo na formulagdo de acoplamento, para
facilitar a consideracdo de condi¢cdes de acoplamento em ndés comuns a mais de duas
interfaces;

Aplicagdo da estratégia de acoplamento a problemas termo ou poroelasticos
transientes (quasi-estaticos e fisicamente acoplados);

Consideracao das opgdes de andlise para a simulagdo de problemas tridimensionais
de contato unilateral;

Simulagdes de molas acusticas;

Utilizagdo de recursos de paralelizagdo nos modulos desenvolvidos para analises no
dominio do tempo;

Introduzir critério de convergéncia da resposta para problemas de difusdo;

Introduzir critério de truncamento para célculo das matrizes de elementos de

contorno em problemas de difusao.
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