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“ L& estd o porto; as velas, icadas.

L& estdo os grandes mares, tenebrosos.
Parceiros, que comigo trabalharam,
Lutaram e sofreram — acolhendo,

Com o mesmo brio o trovéo e o sol —
Envelhecemos, todos! Mas a idade
Tema sua honra, a sua missao;

A morte encerra tudo; antesdo fim,
Porém, alguma facanha notavel

Pode ser realizada, digna de homens
Que desafiam os deuses. Nos rochedos
As luzes comegam a cintilar;

O longo dia chega ao fim, e surge

A lua; oslamentos, tantas vozes,

S0 ouvidos. Amigos, vinde, pois,

N&o étarde p’ra buscar um novo mundo.
Partamos, que 0 mar sinta a nossa forca;
Meu destino éir além do pbr-do-sol,

E seguir as estrelas até a morte.

(...)

Se ndo dispomos da forga que outrora
Movia céu eterra, 0 que SOMOS, SOMOS:
Um grupo coeso, coragdes herdicos,
Fracos no tempo e na vida, mas prontos:

Lutar, buscar, chegar, jamais ceder.”

“Ulisses’, de Tennyson

A minha querida mae (in memorian)

A0 meu orientador
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RESUMO

O presente trabalho tem como primeiro objetivo o estudo e a implementacéo
computacional de formulagbes geometricamente nédo-lineares de elementos de trelicas
planas e espaciais, que sd0 sistemas reticulados cujas barras resistem a esforcos de
tracdo ou compressdo e possuem ambas as extremidades rotuladas. Além disso, este
trabalho teve como segundo objetivo a andlise estética ndo-linear, por meio de
implementagdes computacionais, de porticos planos com ligacdes semi-rigidas. Para o
caso de elementos de trelica, as expressdes para a matriz de rigidez e do vetor de forcas
internas para cada uma das formulagbes utilizadas sdo apresentadas, bem como o
processo de obtencdo das mesmas. Para elementos de portico com ligacfes semi-rigidas,
aém da matriz de rigidez, sGo também apresentados métodos para modelar o
comportamento ndo-linear das conexdes. Logo depois, é feito um estudo do ambiente
computacional e da metodologia utilizada para implementacdo das formulagdes
estudadas. S&o realizadas em seguida andlises computacionais de sistemas estruturais
rotulados e com ligagdes semi-rigidas, cujos resultados so interpretados e comparados
com os valores encontrados na literatura. Algumas conclusdes referentes a precisao dos
resultados, comparacdo entre as formulagbes e eficiéncia computacional sdo

apresentadas no final da dissertacéo.



ABSTRACT

The first objective of thiswork is the study and the computational implementation
of non-linear geometricaly formulation of plane and spatia truss elements, i.e,
reticuled systems in which the bars have only axial forces and the ends are pinned. The
second objective of this work is the non-linear static analysis, by computational
implementations, of the plane frames with semi-rigid connections. To the truss element,
the stiffness matrix and the internal forces vector expressions are presented for the
formulations used. To the semi-rigid plane frame elements, what is more, it is aso
presented methods for connections non-linear behavior modeling. After that, a study of
the computational environment and the methodology used is made for implementation
of the formulations studied. Next, computational analyses are performed for pinned and
semi-rigid structural systems, in which the results are compared with the values found
in papers. Some conclusions about the results precision, formulations implemented and

computational efficiency are presented at the end of the dissertation.
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1.
INTRODUCAO

1.1 - CONSIDERACOESINICIAIS

A proposta da andlise estrutural é determinar as tensdes, deformacdes, forcas
atuantes, solicitacbes resultantes e deslocamentos para uma dada estrutura sob
determinadas condi¢des de contorno e de carregamento. Baseados nos resultados dessa
analise, engenheiros estruturais estdo aptos a verificar se um projeto proposto possui 0s
requisitos de adequada resisténcia e deslocabilidade para uma combinacdo de condicbes
de carregamento e, se necessario, revé-lo até que todas as exigéncias estegjam atendidas.
No momento atual, analises lineares restam como a matéria-prima para 0s projetistas, no
sentido que os resultados obtidos de tais andlises tém sido utilizados primordialmente
como a base para o cdculo de agbes, solicitacOes e tensdes e para o dimensionamento
de elementos estruturais.

Uma desvantagem da andlise el&stica linear tem sido suaincapacidade de refletir o
comportamento real de estruturas sob condigfes ndo usuais de carregamento ou de
carregamento limite, uma vez que quase todas as estruturas comportam-se de forma
ndo-linear antes de atingir seus limites de resisténcia. Por essa raz&o, a maioria das
modernas normas baseadas no conceito do modelo de resisténcia Ultima tem
incorporado certas medidas para que os engenheiros estruturais considerem a néo-
linearidade, ou os efeitos de segunda ordem, utilizando técnicas de andlise ou exatas ou
aproximadas. A consideracdo basica aqui € a de que uma avaliagdo mais redista da
resisténcia das estruturas contra as condi¢des de falha pode ser alcangada apenas pelas
andlises que levam em consideracdo os varios efeitos ndo-lineares. No projeto de tipos

peculiares de estruturas, ou de especial importancia, € comumente recomendado que



analises ndo-lineares sgjam conduzidas para investigar o comportamento de estruturas
sob condigdes ndo usuais de carregamento.

Outro fator que clama pela necessidade de andlises ndo-lineares pode ser atribuido
ao desenvolvimento de materiais de alta resisténcia em vérias areas da engenharia, tais
como engenharia aeroespacial, engenharia mecanica e em prédios de altissmo porte,
onde 0 peso das estruturas esta mais concentrado. A aplicacdo de tais materiais nessas
areas, embora permita que os engenheiros estruturais obtenham uma estrutura mais leve,
normalmente introduziré certos graus de ndo-linearidade na resposta estrutural. E de
responsabilidade dos engenheiros estruturais garantir que todas as fungdes operacionais
da estrutura projetada ndo sejam depreciadas por tais efeitos ndo-lineares sob condigoes
de carregamento extremo ou de trabalho. Obviamente, 0 papel da andlise ndo-linear tem
se tornado cada vez mais importante devido ao aumento do uso de materiais leves e de
ataresisténcia na industria. Devera ser observado que, em adicéo as estritas exigéncias
de projeto, 0 avanco nos métodos de solucdo, a expansdo da memaoria computacional e,
mais diretamente, o drastico declinio dos custos de computacdo sdo outros fatores que
dao lugar a andlise néo-linear.

Duas diferentes classes de ndo-linearidade s& normamente identificadas. A
primeira classe consiste na ndo-linearidade do material, que origina-se das mudancas na
resposta fisica de um materia as tensdes e aparece sob a forma de leis constitutivas
variaveis e dependentes da trgjetoria. O principal problema computacional na andlise de
problemas envolvendo néo-linearidade do material (ndo-linearidade fisica) € que as
equacdes de equilibrio devem ser escritas para a estrutura utilizando propriedades do
material que dependem das deformagOes, as quais, no entanto, ndo s&o conhecidas
antecipadamente. A segunda classe consiste na ndo-linearidade geométrica, também
referida como efeitos de segunda ordem, os quais séo produzidos por deformacdes
finitas acompanhadas de modificagcbes na rigidez de uma estrutura sob um certo
carregamento aplicado. Neste trabalho, apenas a ndo-linearidade do tipo geométrica sera
considerada, enquanto a ndo-linearidade fisica e problemas dependentes do tempo serdo
inteiramente excluidos.

Outro fato recorrente em projetos e andlises estruturais convencionais € a
consideracdo de que as ligagbes entre viga e pilar sgjam perfeitamente rigidas ou

idealmente rotuladas. A primeira hipotese implica que o angulo entre elementos



adjacentes permanece imutével, o que leva a suposicdo de que a rigidez relativa a
conexdo entre tais el ementos € muito alta. Ja a segunda hipdtese leva a condi¢éo de que
nenhum momento é transmitido de viga para pilar, de onde se conjetura que arigidez da
ligacdo é muito pequena se comparada a dos elementos conectados. No entanto, tais
hipbteses sdo praticamente irrealizévels. Diversos experimentos demonstraram que, em
verdade, as conexdes se localizam num estagio intermediario entre as condi¢des
extremas de totalmente rigido e idealmente rotulado, significando que as mesmas
possuem um grau finito de flexibilidade. Portanto, conexfes sdo, na prética, semi-
rigidas. Além disso, possuem um comportamento ndo-linear que pode ser uma das
maiores e mais significantes fontes de néo-linearidade no comportamento estrutural de
porticos em ago sob carregamento estatico ou dindmico. Recentemente, a influéncia de
conexdes semi-rigidas numa resposta estrutural mais realista tem sido reconhecida e
providenciada em vérias normas que tratam de estruturas em ago, tais como a American
Load and Resistance Factored Design (LRFD) (2000), British Standard BS5950 (1990),
Eurocode 3 (1992), entre outros.

No presente trabalho, trés categorias de estruturas reticuladas seréo analisadas:
trelicas planas, trelicas espaciais e porticos planos com ligagdes semi-rigidas. Cada uma
dessas categorias representa uma classe de estruturas com caracteristicas especificas. No
presente trabalho, por motivos de simplicidade de notac&o, denotar-se-& por porticos
rigidos aguelas estruturas que contenham todas as ligacdes viga-coluna perfeitamente
rigidas. Outrossim, serdo chamados de pdrticos semi-rigidos agueles que contenham
umaou mais ligagdes de comportamento semi-rigido.

Nos ultimos tempos, varios pesquisadores tém desenvolvido formulagdes ou
proposi ¢coes geometricamente ndo-lineares para elementos finitos com afinalidade de se
examinar 0 comportamento ndo-linear tanto de trelicas planas e espaciais (Crisfield,
1991; Yang e Kuo, 1994) quanto para porticos com ligagdes semi-rigidas (Chen e Lui,
1991; Chan e Chui, 2000; Sekulovic e Salatic, 2001).

As consideracOes anteriormente expostas, aliadas a existéncia de uma base
computacional de solucdo de problemas néo-lineares implementada por Silveira (1995)
e Rocha (2000), bem como de andlise ndo-linear de pérticos rigidos descrita no trabalho
de Galvéo (2000), foram os fatores que motivaram a escolha desta linha de pesquisa

para a presente dissertacdo de mestrado.



1.2 -OBJETIVO E DESCRICAO DO TRABALHO

O presente trabalho € parte integrante das seguintes linhas de pesquisas do
Programa de POs-Graduacdo em Engenharia Civil (PROPEC), com énfase em
Estruturas Metdlicas (Deciv/iEM/UFOP):

*  Mecéanica Computacional: que objetiva a aplicacdo de métodos numéricos na
determinac&o de respostas de sistemas de engenharig;

e Comportamento e Dimensionamento de Estruturas Metalicas. visa estudar
isoladamente ou em conjunto o comportamento das diversas partes de uma estrutura
metélica

Deve-se sdientar que o principal objetivo deste trabalho € o0 estudo e a
implementacdo computacional de formulagcbes geometricamente ndo-lineares de
elementos reticulados de trelica plana e espacia e de portico semi-rigido plano através
de uma abordagem via MEF. Tais formulacfes sero integradas a metodologia de
solucdo numéricaimplementada inicialmente por Silveira (1995) e expandida por Rocha
(2000) e Galvao (2000; 2001), que, por sua vez, tem como finalidade primordia a
andlise de sistemas estruturai s metalicos esbeltos.

A seguir, na secdo (1.3), é apresentada uma revisdo bibliogréafica, com enfoque
voltado para os trabalhos que tratam de formulacdes ndo-lineares de andlise de sistemas
estruturai s rotulados planos e espaciais e de portico semi-rigido.

O capitulo 2 apresenta uma explanagdo geral sobre os procedimentos de andlise
ndo-linear, além da apresentacdo dos tipos de referenciais que podem ser utilizados
nesse tipo de solucéo.

No capitulo 3 encontram-se descritos os desenvolvimentos tedricos das
formulagdes propostas por Yang e Kuo (1994) e Crisfield (1991), utilizadas para andlise
nao-linear de sistemas estruturais rotulados planos e espaciais. Tais desenvolvimentos
incluem a obtenc&o da equacdo de equilibrio, o tipo de elemento finito utilizado, bem
como as funcdes de interpolacdo e as relacdes deformacdo-deslocamento para o
elemento de trelica e, por fim, a deducdo da matriz de rigidez e do vetor de forcas
internas para este ultimo.

Ja o capitulo 4 serd dedicado ao estudo de alguns métodos utilizados para modelar

o comportamento de ligagbes semi-rigidas. Além disso, ser8o apresentados os



elementos de portico semi-rigido propostos por Chen e Lui (1991), Chan e Chui (2000)
e Sekulovic e Salatic (2001), com os respectivos procedimentos adotados por tais
autores, necessarios a obtencdo da matriz de rigidez modificada.

O capitulo 5 apresenta, com base no que foi apresentado nos capitulos 3 e 4, as
implementagdes realizadas parainserir, na base computacional existente, a possibilidade
de andlise de sistemas estruturais semi-rigidos e rotulados, dando-se énfase as sub-
rotinas criadas paratal fim e a modificagéo do arquivo de entrada de dados.

As formulagcbes e metodologias apresentadas nos capitulos 3 e 4 e a
implementagdo computacional mostrada no capitulo 5 sdo analisadas no capitulo 6, que
apresenta exemplos de problemas estruturais encontrados na literatura. A secdo (6.2)
apresenta exempl os cléssicos de trelicas planas e espaciais que, em funcdo de possuirem
solugdes analiticas (exatas) e/ou numeéricas confiaveis, teréo seus resultados utilizados
para avaiar a qualidade tanto das formulagfes propostas quanto das implementaces
computacionais realizadas. O mesmo critério foi utilizado na se¢do (6.3), onde se
encontram exemplos de sistemas estruturais semi-rigidos com resultados encontrados na
literatura.

Por fim, no capitulo 7, so apresentadas as conclusdes sobre o emprego das
diversas formulagdes e metodol ogias analisadas nos exemplos do capitulo 6, bem como
algumas sugestdes para o desenvolvimento de trabal hos futuros.

1.3-REVISAO BIBLIOGRAFICA

Nas ultimas décadas, vem ganhando dado cada vez mais destaque métodos e
procedimentos de andlise ndo-linear, em especial de sistemas estruturais reticulados
planos, devido ao fato de oferecerem uma analise répida e eficaz de muitas estruturas
reais.

Esse tipo de solucéo vem se expandindo desde a década de 60, quando vérias
formulacbes geometricamente ndo-lineares foram introduzidas com solucdes diretas
e/ou incrementais (Galvao, 2000). Um amplo histérico da evolugdo das metodologias e
estratégias de andlise ndo-linear pode ser encontrado no trabalho de Rocha (2000), que

teve como objetivo principal o estudo e a implementagdo computacional de algumas



estratégias de incremento de carga e de iteracdo encontradas na literatura para andlise do
equilibrio e da estabilidade de sistemas estruturais esbeltos.

No que se refere a sistemas reticulados do tipo trelica, deve-se destacar os
trabalhos de Yang e Kuo (1994), que propdem uma andlise ndo-linear baseada
principa mente em um referencial Lagrangeano atualizado, e de Crisfield (1991; 1997),
gue, por suavez, promove um estudo com énfase em um referencial Lagrangeano total.

No entanto, alguns trabalhos anteriores aos supracitados merecem destaque e
serviram como base para verificagdo da eficiéncia das formulagcdes propostas por
aqueles autores. Papadrakakis (1981) e Powell e Simons (1981) investigaram técnicas
de estratégias de solucdo ndo-linear para andlise de pos-flambagem de estruturas
trelicadas planas e espaciais. Bathe e Dvorkin (1983) apresentaram equagdes néo-
lineares de elementos finitos para solucdo de estruturas reticuladas e de secOes
transversais axissimétricas. Além disso, estudos de metodologias e estratégias para
solucdo ndo-linear de sistemas estruturais reticulados, incluindo ai os do tipo rotulado,
podem ser encontrados nos trabalhos de Forde e Stiemer (1987), Krenk e Hededal
(1993; 1995), Krishnamoorthy et a. (1996), e Widjaja (1998).

Além disso, Chan (1993) propds um método numérico ndo-linear para
determinacdo de pontos limites e de bifurcagdo, enquanto Yang e Shieh (1990)
investigaram uma metodologia para solucdo de problemas néo-lineares com multiplos
pontos criticos, 0 que também é abordado nos trabalhos de Yang e Kuo (1994; 1995). A
analise de pontos criticos e de caminhos de bifurcacdo na andise de estabilidade
estrutural ndo-linear também foi realizada por Shi (1996), sendo em varios momentos
abordada no livro de Crisfield (1997). Deve-se destacar também o trabalho de Ofate e
Matias (1996), que iguamente trata da andlise de instabilidade de trelicas planas e
espaciais.

J& para o estudo da modelagem de ligagOes semi-rigidas realizado neste trabal ho,
pode-se aproveitar em grande parte as implementagbes realizadas por Galvéo
(2000; 2001) para estruturas reticuladas planas, cujo trabalho apresenta um extenso
panorama dos principais trabalhos referentes ao estudo de andlises néo-lineares de
porticos rigidos, bem como de algumas técnicas de solugdo ndo-linear. Além disso, no
livro de Chan e Chui (2000) h4 um vasto apanhado dos estudos realizados sobre



ligacBes semi-rigidas no que se refere a comportamento, modelagem e andlise ndo-
linear.

Amplos estudos de estruturas semi-rigidas encontram-se principalmente nos livros
de Chen e Lui (1991), Chen e Toma (1994), Chen e Sohal (1995) e Chan e Chui (2000),
que serviram de base para grande parte das consideragfes acerca de sistemas estruturais
semi-rigidos. N&o obstante, nos Ultimos tempos véarios estudos sobre este tema vém
sendo realizados por pesguisadores brasileiros, onde pode-se citar, entre varios outros,
os trabalhos de Campos Janior (1991), Saldanha (1997), Ribeiro (1998), Santos (1998),
Romano (2001) e Soares Filho (2002).

Entre os principais trabalhos surgidos nos ultimos anos que tratam da analise néo-
linear estatica de poérticos semi-rigidos destaca-se 0 de Sekulovic e Salatic (2001), que
propuseram um elemento semi-rigido em gque ha a consideragdo da excentricidade da
conexdo entre viga e pilar. Além disso, Sekulovic et al. (2002) fazem um estudo de
andlise ndo-linear dindmica de sistemas estruturais com ligagdes semi-rigidas também
considerando a excentricidade do elemento de conexdo em relacdo ao pilar. Esses dois
ultimos trabalhos estéo intimamente relacionados ao de Sekulovic e Malcevic (1994),
gue trata da andlise de segunda ordem de porticos rigidos. Outros trabalhos que
apresentam métodos de andlise ndo-linear de porticos semi-rigidos sdo o de Lui e
Chen (1988), King (1994), Simoes (1996), Chui e Chan (1997) e Xu (2001).

Varios outros trabalhos tratam da predicdo do comportamento ndo-linear de
conexdes semi-rigidas, sgja através da modelagem por elementos finitos (Lima et al.
2002) ou através de banco de dados contendo os valores de momento e rotacéo oriundos
de ensaios experimentais (Chen e Kishi, 1989; Abdalla e Chen, 1995).

Nas Ultimas décadas, véarios pesquisadores propuseram formas de se aproximar o
comportamento momento-rotacdo de ligacOes semi-rigidas através de modelos
analiticos, mateméticos ou mistos. Entre os principais trabalhos, encontram-se os de
Richard e Abbott (1975), Frye e Morris (1975), Ang e Morris (1984) (baseado no
trabalho de Ramberg e Osgood, 1943), Lui e Chen (1986, 1988), Kishi e Chen (19863,
1986b), Al-Bermani et al. (1994) e Zhu et al. (1995), entre outros.



2

FUNDAMENTOS PARA ANALISE
NAO-LINEAR

2.1-INTRODUCAO

Este capitulo tem como objetivo apresentar a metodologia de solucdo de equacdes
nao-lineares utilizada nesta dissertacao para a analise de sistemas estruturais rotulados e
semi-rigidos.

De inicio, a se¢do (2.2) apresenta o conceito de referencial Lagrangeano e de suas
variagoes, além de uma explanacdo geral dos fatores que motivam seu emprego na
analise incremental ndo-linear de estruturas.

A seguir, na secdo (2.3), encontra-se a descrigdo do processo de calculo

incremental-iterativo presente na resolucao de sistemas de equacgdes nao-lineares.

2.2.—REFERENCIAISLAGRANGEANOS

A andlise da estabilidade de sistemas estruturais esbeltos através do método de
elementos finitos (MEF) envolve, invariavelmente, a solu¢do de um sistema de
equagoes algébricas nao-lineares. Pretende-se utilizar aqui os métodos que procuram
resolver essas equagdes nado-lineares passo a passo, em particular os esquemas que
combinam procedimentos incrementais e iterativos, atualmente considerados os mais
eficientes.

Em analise ndo-linear, todos os procedimentos numéricos tém inicio a partir de

principios mecanicos basicos. Dai, as equagdes mecanicas fundamentais para um corpo



solido sdo obtidas e entdo dispostas sob uma metodologia de andlise de elementos
finitos ndo-lineares.

Duas formulagdes tém sido propostas para descrever o movimento de corpos
solidos: as do tipo Euleriana e Lagrangeana. Na formulacao Euleriana, as coordenadas
espaciais, isto €, aquelas associadas ao corpo deformado, sdo empregadas como as
coordenadas de referéncia. J4 na formulagcdo Lagrangeana, as coordenadas materiais, ou
seja, aquelas associadas ao corpo antes de sua deformacdo, sdo utilizadas como as
coordenadas de referéncia.

A formulagdo Lagrangeana ¢ particularmente apropriada para andlises ndo-
lineares do tipo passo-a-passo de corpos solidos, onde o interesse estd centrado na
histéria de deformagdo de cada ponto do corpo durante o processo de carregamento. J4 a
formulacao Euleriana, segundo Yang e Kuo (1994), tem sido amplamente adotada na
andlise de problemas de mecéanica dos fluidos, onde a atencdo estd focada no
movimento do material ao longo de um volume especifico de controle. Posto isso, o
presente trabalho restringir-se-a fundamentalmente a formulagdes do tipo Lagrangeana,
tendo-se em vista ainda que a maioria das formulacdes de elementos finitos com nao-
linearidade geométrica encontradas na literatura baseiam-se nesse tipo de referencial.

Com a abordagem Lagrangeana, a formulacdo de metodologias incrementais para
analise ndo-linear comega com a divisdo do caminho de carregamento de um corpo
solido em um certo numero de configuragdes de equilibrio. Trés tipos de configuragdes
para o corpo podem ser concebidos em termos de um sistema estaciondrio de
coordenadas Cartesianas: a configuracdo inicial, a ultima configuragdo deformadate a
configuracdo deformada corrente t + At. Por hipdtese, assume-se que todas as variaveis
de estado, tais como tensdes, deformagdes e deslocamentos, juntamente com a histéria
de carregamento, sao conhecidas na configuracao t. A partir dai, a questdo principal
passa a ser a formulacdo de um processo incremental para determinar todas essas
varidveis de estado para o corpo na configuragdo t+At, considerando que o
carregamento externo atuando na configuragdo t tenha sofrido um pequeno acréscimo
de valor. O passo que caracteriza o processo de deformagdo do corpo de t para t + At ¢é
tipicamente referido como um passo incremental.

Dependendo de qual configuragdo anterior ¢ selecionada como referéncia para a

obtenc¢do do estado de equilibrio do corpo na configuracao deformada corrente t+ At,



dois tipos de referenciais Lagrangeanos podem ser identificados: o referencial
Lagrangeano atualizado, onde a ultima configuragdo t de equilibrio ¢ selecionada como
o estado de referéncia, e o referencial Lagrangeano total, que utiliza a configuragao
inicial indeformada para o0 mesmo proposito.

Para a formulacao atualizada, os deslocamentos sdo medidos em relagdo a ultima
configuracdo de equilibrio obtida no processo incremental, ou seja, em relagdo a um
referencial que ¢ atualizado a cada incremento de carga, conforme ilustrado na figura
(2.1).

J& na formulacdo total, os deslocamentos sdo medidos em relagdo a configuracio

inicial indeformada, como mostra o esquema da figura (2.2).

XGL

Figura 2.1 — Referencial Lagrangeano atualizado (Galvao, 2000).

Uma questdo relevante observada no trabalho de Galvdo (2000) mostrou que
devido aos eventuais deslocamentos de corpo rigido ocorridos durante o processo
incremental, cujas influéncias nao sdo perfeitamente consideradas, bem como devido a

utilizacao de fungdes de interpolagdo simplificadas, a tendéncia € que os resultados
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obtidos em referencial total se afastem do comportamento real a medida que a

configuracdo deformada distancia-se da configuragao original.

A A1
0 Y AV,

=0

> XL

Figura 2.2 — Referencial Lagrangeano total (Galvao, 2000).

2.3 — PROCEDIMENTOS GERAIS PARA SOLUCAO NAO-LINEAR DE
SISTEMASESTRUTURAIS

Em uma andlise incremental ndo-linear que incorpore procedimentos iterativos em
cada passo incremental para obtencdo do equilibrio de estruturas, duas diferentes fases
podem ser identificadas. A primeira delas, denominada de fase predita, envolve a
solucao dos deslocamentos incrementais, obtidos das equagdes de equilibrio da estrutura
a partir de um determinado acréscimo de carregamento. A segunda fase, denominada de
corretiva, tem por objetivo a corre¢do das forgas internas incrementais obtidas dos
acréscimos de deslocamentos pela utilizagdo de um processo iterativo. Tais forgas

internas sdo entdo comparadas com o carregamento externo, obtendo-se dai a
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quantificagdo do desequilibrio existente entre forcas internas e externas. O processo
corretivo ¢ refeito até que, por intermédio de um critério de convergéncia, a estrutura

esteja em equilibrio, ou seja, até que se encontre

F. =F ,ouainda F(d) =AF,, (2.1)

onde o vetor das forgas internas F, é fungdo dos deslocamentos d nos pontos nodais da

estrutura, F, ¢ o vetor de forgas externas e A ¢ o pardmetro de carga responsavel pelo

escalonamento de F,, que é um vetor de referéncia cuja magnitude € arbitraria, ou seja,
apenas a sua dire¢ao ¢ importante.

Metodologias eficientes de solucao de sistemas ndo-lineares devem ser capazes de
percorrer todo o caminho de equilibrio (primario e secundario) do sistema estrutural em
analise, identificando e passando por todos os pontos singulares ou criticos (pontos
limites de carga e de deslocamento e/ou pontos de bifurcagdo) que possam existir.

A metodologia utilizada no presente trabalho baseia-se primordialmente na
solucao da equagao (2.1) de forma incremental-iterativa, ou seja, para uma seqiiéncia de
incrementos AAj, AN, AAs,..., AAnne do parametro de carga, onde NINC denota o
numero desejado de passos de carga, sdo calculadas as respectivas seqiiéncias Ad;, Ad,,
Ads,..., Adnine de incrementos de deslocamentos nodais. No entanto, como F; é uma
fung@o ndo-linear dos deslocamentos, a solugdo do problema (AA, Ad) nao satisfaz, a
priori, a equacdo (2.1). Num contexto computacional, para um dado passo de carga,
esse processo pode ser resumido em duas etapas:

1) A partir da tltima configuragdo de equilibrio da estrutura, ¢ selecionado um

incremento de carga, definido aqui como incremento inicial do parametro de carga [
AN’ [0, procurando satisfazer alguma equagio de restricio imposta ao problema. Apds
a selegdo de AN’ , determina-se o incremento inicial dos deslocamentos nodais Ad°. As

aproximagdes AN’ e Ad® caracterizam a chamada solucdo incremental predita;

2)  Na segunda etapa de solucdo, procura-se, através de uma dada estratégia de
iteragdo, corrigir a solugdo incremental inicialmente proposta na etapa anterior, com o

objetivo de restaurar o equilibrio da estrutura o mais eficientemente possivel. Se as
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iteragdes realizadas envolvem ndo s6 os deslocamentos nodais d, mas também o
parametro de carga A, entdo uma equacdo adicional de restri¢do é requerida. A forma
desta equacdo de restricdo ¢ o que distingue as varias estratégias de iteragdo. O apéndice
A, com base nos trabalhos de Silveira (1995), Rocha (2000) ¢ Galvao (2000), fornece
algumas estratégias de iteragdo utilizadas neste trabalho. Outras estratégias, com suas
caracteristicas e peculiaridades, encontram-se descritas nas mesmas referéncias.

Alguns dos passos principais da metodologia de andlise de nao-linear sdo
apresentados adiante. Antes, porém, ¢ necessario fazer algumas observacdes
relacionadas a notacao a ser adotada:

* considere que sdo conhecidos o campo de deslocamento e estado de tensdo da
estrutura para o passo de carga t, e deseja-se determinar a configuragdo de equilibrio
para o passo de carga t + At

¢k é referido como um contador do niimero de iteragdes;

* para k =0, tem-se a solucdo incremental predita;

parak =1, 2,... tem-se o ciclo iterativo de Newton-Raphson;

* A e d definem o pardmetro de carga e deslocamentos nodais totais;

AN e Ad caracterizam os incrementos do parametro de carga e dos
deslocamentos nodais, medidos a partir da ultima configuracao de equilibrio;

e OA e &d sdo as corregdes do parametro de carga e dos deslocamentos nodais
obtidos durante o processo iterativo.

A seguir, serdo descritas com mais detalhes as duas etapas mais importantes do

processo de solugdo nao-linear descrito acima.

2.3.1 - Solucdo incremental predita

O primeiro passo para a obtencdo da solu¢do incremental predita, ou solugdo
incremental inicial tangente [J A’ e Ad® O consiste na montagem, usando

informagdes da ultima configuracdo de equilibrio da estrutura, da matriz de rigidez
tangente K. A partir dai, obtém-se o vetor de deslocamentos nodais tangenciais através

da expressao
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5, =K "'F.. (2.2)

As estratégias de incremento de carga, que foram amplamente discutidas no

trabalho de Rocha (2000), permitem que se faga uma selecdo automatica do incremento

inicial do pardmetro de carga, AN’ . No apéndice A sdo descritos dois procedimentos
para avaliar esse parametro. O primeiro, por exemplo, impde a equacao de restricao
adicional ao problema como mostrado na figura (2.3), onde ¢ utilizado o comprimento

de arco representado pela equacgdo (A.18) (Crisfield, 1991).

A A
I X

%
' | restrigdo
\ \

Al

solugdo predita

|
|
5(11‘
|
|
|
|

Figura 2.3 - Solugdo incremental-iterativa com restricdo do comprimento de arco

(Rocha, 2000).

Com a defini¢do de AN, calculam-se os deslocamentos nodais incrementais

tangenciais escalonando-se &d, , ou seja,

Ad® = ANBd, . (2.3)

14



Nesse estdgio, o parametro de carga e os deslocamentos nodais totais sdo

atualizados através do seguinte procedimento:

FANSA + AN, (2.4)
vid=d + Ad°, (2.4b)

onde ‘A e 'd caracterizam o ponto de equilibrio obtido no ultimo passo de carga,
como indicado na figura (2.3).

As solugdes (2.4a) e (2.4b) raramente satisfazem a condicdo de equilibrio do
sistema, de forma que iteragdes subsequentes sdo necessarias para que se possa restaurar
o equilibrio. Os procedimentos numéricos envolvendo estratégias de iteragdes que
permitem variagdes do parametro de carga sdo encontrados no trabalho de Rocha
(2000), enquanto no apéndice A do presente trabalho encontram-se alguns exemplos

dos procedimentos mais utilizados nas analises desta dissertagao.

2.3.2 - Ciclo de Iteracbes

No esquema tradicional do método de Newton-Raphson, o pardmetro de carga A ¢é
mantido constante durante o ciclo iterativo. Porém, caso se pretenda acompanhar todo o
tragado da trajetoria de equilibrio, com possiveis passagens pelos pontos limites e/ou
pontos de bifurcagdo, é necessario que seja permitida a varia¢ao de A a cada iteragéo.

Por conseguinte, seguindo-se a técnica geral de solucdo inicialmente proposta por
Batoz e Dhatt (1979), em que ¢ permitida a variagdo do parametro de carga, pode ser

escrito que a mudanga nos deslocamentos nodais ¢ governada pela equagao de equilibrio

KD 3dk = —gd®D, A, k=1 (2.5)

onde g representa, na terminologia da programagdao matematica, o vetor gradiente que
deve se anular ao longo do ciclo iterativo, indicando assim que um novo ponto de

equilibrio da estrutura foi atingido. Na equagdo (2.5), nota-se que g ¢ fungdo dos
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(k=1)

deslocamentos nodais totais d , calculados na ultima iteracao, e do valor corrente do

pardmetro de carga total A*, que agora também ¢ incOgnita e pode ser escrito como

sendo

A = AD aak (2.6)
onde SAK ¢ a corre¢do do parametro de carga. Substituindo (2.6) em (2.5), chega-se a

K D 5gk = _|-Fi(k—1) _ ()\(k—l) + 5}\k)FrJ’ (2.7)
onde F“" representa o vetor das forcas internas. Em (2.7), o produto SA*VF.
caracteriza o vetor das forcas externas total atuante na ultima iteragdo. A equagdo
anterior pode ainda ser rescrita como sendo

K (k—l)adk — _g(k—l) + 5)\k Fr , (2-8)

que ¢ a equagdo procurada para se trabalhar durante o ciclo iterativo. Da ultima
equacdo, tem-se que os deslocamentos nodais iterativos podem ser decompostos em

duas parcelas, obtendo-se

od* = 6d'; +0oNod*, (2.9)
sendo que

6dlg( - _K —l(k—l)g(k—l) , (2103)
odk =K 'IE | (2.10b)

Aqui, 6d1; ¢ a corregdo que seria obtida da aplicacdo do método de Newton-

Raphson com a estratégia convencional de incremento do parametro de carga constante
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e 0d* ¢ o vetor de deslocamentos iterativos, resultante da aplicagdo de F.. Caso seja
adotado o método de Newton-Raphson modificado, 8d* serd igual ao vetor de
deslocamentos tangenciais 0d, calculado na se¢do anterior através da equacdo (2.2) e
nao se modifica durante as iteragdes, visto que K permanece inalterada. Ja a correcao do
parametro de carga, 3N O tnica incognita da equacgdo (2.9) U1 , ¢ determinada seguindo

uma das estratégias de iteracdo apresentadas no apéndice A, onde sera introduzida uma

equagao de restricdo que devera ser respeitada a cada iteracdo. Com a determinagdo de
6)\k, retorna-se a equacao (2.9) para a obtencao da corre¢ao dos deslocamentos.
Com a obtengdo da solug¢do iterativa 3\ e 8d*, faz-se a atualizacdo das variaveis

incrementais do problema através das expressdes

ANS = ANETD 4 3k (2.11a)
Ad* =Ad“™ +5d; +oNad; . (2.11b)

Para o parametro de carga e os deslocamentos nodais totais tém-se que

ek ) +A)\k, (2.123)
wargk=td + Ad* . (2.12b)

Os procedimentos descritos nessa se¢ao sao repetidos até que um dado critério de
convergéncia seja atendido (ver Rocha, 2000).
Um resumo dos procedimentos descritos nesta se¢dao € na anterior ¢ apresentado

na figura (2.4) e no fluxograma da figura (2.5).
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1. Configuragdo inicial: td e tA
2. Defini¢do da solugdo predita: AN ¢ Ad°
3. Iteragdes: k=1, 2,..., Imax
4. Verifica a convergéncia: {, = ”g(k_l)” /”A)\(H)Fr” <{?
Sim: pare o ciclo de iteragdes, siga para o passo 7
Nio: calcule od* =3d; + 5\ &d;
5. Atualizagao das variaveis:
i. incrementais: AN = AAED + 85X ¢ Ad¥ = Ad*D +5d*
ii. totais: "MA='A+AN e *Ad='d +Ad*

6. Retorne ao passo 3

7. Faga novo incremento de carga e recomece 0 processo

Figura 2.4 — Passos basicos da metodologia de solugao nao-linear (Rocha, 2000).

pRol(!;\,églscA)MD SNT o —)[Leitura de dados de entrada]

v

Montagem do vetor de cargas de referéncia: F,

|

»| Configuragdo inicial: ‘de A |

Ciclo incremental-Iterativo
inc=1,2,...N® maximo de incrementos Matriz de rigidez: K

\ 4
| Solugdo predita: AN e Ad © |

Novo incremento

71 matriz K inalterada

< 9 < Vetor de forgas residuais: TR |
g=AF, -F(d) .
| Ciclo iterativo Yy Se N-R Padrio: T
_ 7| calcula nova matriz K* . L
. k=1, 2,... Calculo de Atualizam-se as variaveis
Sk e 5dk incrementais e totais .
| w| Se N-R Modificado: ° |

T T T S T T T R T T S

FIM DO
Arquivos de saida PROCESSAMENTO

Figura 2.5 - Fluxograma da metodologia de solu¢do ndo-linear (Rocha, 2000;

Galvao, 2000).
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3.

FUNDAMENTOS PARA ANALISE
NAO-LINEAR DE  SISTEMAS
ESTRUTURAISROTULADOS

3.1-INTRODUCAO

Este capitulo apresenta as formulacdes ndo-lineares de elementos finitos de
sistemas estruturais rotulados (treli¢as) baseadas nos trabalhos de Yang e Kuo (1994) e
Crisfield (1991).

Inicialmente, na se¢do (3.2), apresenta-se a equacao incremental de equilibrio,
baseada no Principio dos Trabalhos Virtuais. Logo depois, sdo apresentadas as relagdes
deformacdo-deslocamento ndo-lineares utilizadas na formulagdo de Yang e Kuo (1994),
baseadas no tensor de Green-Lagrange e adaptadas para o elemento de trelica. Em
seguida, sdo apresentadas as dedugdes das matrizes que compdem a matriz de rigidez do
elemento rotulado. Como a formulagdo foi idealizada em referencial Lagrangeano
atualizado, fez-se necessario o calculo das deformagdes e deslocamentos baseado na
ultima configuragdo de equilibrio. Na secao (3.2.1) ¢ apresentada uma generalizagao
para o caso tridimensional, baseado nos conceitos e procedimentos apresentados para o
caso bidimensional.

Duas das formulagdes ndo-lineares propostas por Crisfield (1991) para elementos
rotulados sdo apresentadas na sec¢dao (3.3): uma baseada no tensor de Green; outra
baseada no tensor de Engenharia. De inicio, na se¢do (3.3.1), o Principio dos Trabalhos
Virtuais ¢ reapresentado sob uma nova roupagem, com o objetivo de se adequar aos
procedimentos propostos pelo autor. Na Se¢do (3.3.2), o tensor de deformacdes de

Green-Lagrange ¢ utilizado como base para obtencao das equacgdes de elementos finitos



ndo-lineares. J4 em (3.3.3), o tensor de Engenharia ¢ utilizado para obtencdo de novas
equacdes. Por fim, na secdo (3.3.4), ¢ apresentada uma generaliza¢do para o elemento
de trelica espacial, sendo obtidas novas expressdes de vetores e matrizes para utilizagao

nos procedimentos de analise do caso tridimensional.

3.2—FORMULACAO PROPOSTA POR YANG e KUO (1994)

A formulagao proposta por Yang e Kuo (1994) ¢ obtida a partir da expressao do
Principio dos Trabalhos Virtuais. Utilizando uma formulagdo Lagrangeana atualizada, a
equagao de equilibrio dos trabalhos virtuais pode ser escrita para o corpo, numa forma

incremental, da seguinte forma:

Jcijkl €y 38U-dtV + J‘rij Snijd‘V = MR - 'R, (3.1)
\"

A%

onde C;;, denota os coeficientes constitutivos incrementais, ‘T, as tensoes (iniciais) de
Cauchy, €; o incremento de deformagdes de Green e n; a componente nao-linear do
incremento de deformagdes de €;. Todos esses valores estdo referidos em relagdo a

tltima configuragio de equilibrio t. Além disso, "™ R e ‘R denotam o trabalho virtual
realizado pelas cargas externas atuando no corpo nas configuracdes t+At e t,
respectivamente.

O Principio dos Trabalhos Virtuais, de acordo com a definicdo dada por
Timoshenko (1982), diz que quando a uma estrutura deformavel, em equilibrio, sob a
acdo de um sistema de cargas, ¢ dada uma pequena deformacdo virtual, o trabalho
realizado pelas forcas externas (ou cargas) € igual ao trabalho virtual realizado pelas

forgas internas (ou tensoes resultantes), ou, numa nota¢ao matematica,

Wext = Wint; (32)
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onde Wy denota o trabalho realizado pelas forcas externas e Wiy o trabalho realizado
pelas forgas internas. Esse principio ¢ obtido a partir da definicdo de deslocamento
virtual. Quando, sobre uma particula, ou sobre um corpo rigido, atua um conjunto de
forgas em equilibrio estatico, pode-se dar a esta particula um deslocamento virtual
consistindo na translagdo da particula em qualquer direcdo. O uso da expressdo virtual
significa que tal deslocamento ¢ puramente imaginario, arbitrariamente imposto sobre o
sistema estrutural. Durante esse deslocamento virtual, o trabalho virtual realizado pelas
forgcas deve ser igual a zero porque as mesmas estdo em equilibrio. Tal afirmacao ¢

conhecida como o Principio dos Deslocamentos Virtuais.

Pela decomposi¢do do incremento de deformagdes €;; numa componente linear e
numa outra ndo-linear, isto é,
g; =¢; tny, (3.3)

obtém-se da equacdo (3.1) uma equagdo incremental de equilibrio para o corpo na

configuracdo t + At da seguinte forma:

Icijkl €y 6€ijdtv + JCijkI Nw 6€ijdtv + JCijkl € 6nijdtv + JCijkl N 5ﬂijdtV
v Y Y Y

+ Jtrij Br]ijdtV+tR = tJrAtR, (3.4)
\Y%

onde o termo ‘R foi realocado para o lado esquerdo da equagdo (3.4) para significar
que o mesmo representa parte do efeito das tensdes iniciais.

Para um elemento de trelica, pode-se considerar apenas as componente axial dos
tensores de tensdes e deformagdes. A partir disto, denota-se as tensdes iniciais por 'T,_,

o incremento de deformacao axial por € (=e_ +1N ) e o incremento de tensdo axial

por S_ , o qual pode ser agora descrito pela expressao

XX ?

S. =Ee¢

XX XX 2

(3.5)
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onde E ¢ o modulo de elasticidade do material. Logo, para o caso atual, a equacao (3.4)

transformar-se-4 na expressao

IE g, 0e.dV+ JE n, oc.,d'V+ IE e, on.,d'Vv+ JE n, on,d'Vv
v A% A% \Y%

+ J‘rxx on,d'V+R="*R, (3.6)
A%

Considere o elemento de trelica da figura (3.1) cujo comprimento na configuracao
t de equilibrio vale L, que tera o sobrescrito esquerdo t omitido por questdes de clareza.
Sejam A e B a extremidades do elemento e (u, v) os deslocamentos axial e transversal
do elemento numa se¢do genérica X, gerados durante um passo incremental de t para
t + At . Os deslocamentos (u, v) podem ser interpolados por fungdes lineares com as que

S€ segucm:

Fyb

Fxb

Figura 3.1 — Elemento de trelica plana referido aos eixos globais e locais.
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onde (u, Vi) € (up, vp) representam os deslocamentos nas duas extremidades do
elemento. Utilizando a expressdo (3.3) em sua forma incremental atualizada, cuja

componente linear vale

1Hou. Ou.
L= L+ 3.8a
el] 2 th atXi H ( )

e a componente nao-linear vale

1 HOu, Ou,
L= 3.8b
i =75 %txi 0'x; E (3.80)

encontra-se, a partir da consideragdo apenas da componente axial dos tensores de tensao

e deformagdo, uma nova expressdo para o tensor de incremento de deformacdo de
Green-Lagrange atualizado, simplificado para o caso de um elemento de trelica, que

poderéa ser expresso para as parcelas linear e ndo-linear através das expressoes

e, :g—i :%, (3.9a)
ARERE
onde

Au=u,—u, e Av=v, —v,. (3.10)
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Como mostrado na figura (3.2), o vetor de deslocamentos nodais para o elemento

de trelica €

d” ={u, v, u, v} . (3.11)
y
Fya) Va Fyb, Vb
an, Ua L Fxb, Ub

Figura 3.2 — Graus de liberdade para um elemento plano de treliga.

De forma correspondente, o vetores de for¢cas do elemento nas configuracdes t e
t + At sdo, respectivamente,

‘F' ={'F, 'F, 'F, ‘F} (3.12a)

ya

t+At FT - {t+At an t+AtFya t+AtFXb t+AtFYb} , (312]3)

onde deverd ser observado que para um elemento em equilibrio na configuragdo t, as
forgas cisalhantes tFya e tFyb sdo identicamente iguais a zero e as forgas axiais atuando
nas duas extremidades do elemento sdo iguais em magnitude mas opostas em direcao,
isto €, 'Fyb = — 'Fya. Além disso, a forga axial inicial ‘Fx pode ser relacionada as tensdes

iniciais pela expressao

E =1, A, (3.13)

A

onde A denota a area da se¢do transversal do elemento.
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Por questdes de simplicidade, assumir-se-4 que apenas carregamentos do tipo
concentrado atuando nas duas extremidades do elemento de trelica sdo possiveis,
enquanto carregamentos do tipo distribuido serdo considerados apenas quando os
mesmos puderem ser substituidos por cargas nodais estaticamente equivalentes.
Portanto, cada um dos termos na equagdo (3.6), quando discretizados, formam as

seguintes equacdes matriciais:

JEe Se_d'V = IE—&EAL—“%W 5K d, (3.14a)

fEn.ge.dv =g EL 2%5“—%\/ 54K d, (3.14b)
[Fe.dn.a'V = IEE E‘ﬂaﬁﬁ—@&aﬂﬁ—% v =5d"K.d, (3.14¢)

N7 — l U.2 AV2 u u
LEnxx5nxde—£2EEALT+ = H 6@% T DL %ﬂv 5d"K.,d, (3.14d)
‘7 8N d'V=[F 6BA—H+ %lx 34K d, (3.14¢)
f =[RS BT 00

‘R =Iti6uid‘S =&d")('F), (3.14f)

onde K ¢ a matriz de rigidez elastica, K, a matriz de rigidez geométrica, e K, K, ¢

K, as matrizes de rigidez de ordem superior.
Para se obter tais matrizes, tém-se como ponto de partida as defini¢des expostas
em (3.10), utilizando, no entanto, uma linguagem matricial. Por conseguinte, as

defini¢des contidas em (3.10) apresentar-se-ao como

fu, O G, O
[ ]%’ a [ ]EV a

M=u,-u =[-1 0 1 0|]E*HeAv=v,-v, =0 -1 0 1]0°0 (3.15)
b @, O ’ @, O
00 00
Vo O Vo O
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Voltando agora a equacdo (3.14a), de onde se originard a matriz de rigidez

eléastica, pode-se substituir a expressao IdtV, que fornece o volume do elemento de

trelica, por AXL, onde A ¢ a area da secdo transversal do mesmo e L o seu comprimento

na configuracgdo t de equilibrio. Desse modo, a equacdo (3.14a) passara a ser

JEe S d'V = JEA“eSHA—ElV E(AL)y, 3(Au). (3.16)

Pode-se agora aproveitar a linguagem matricial utilizada em (3.15) na equagao

anterior para se encontrar a expressao

w,0f W
Ee _dec, dV—%—l 0 1 o]%ageﬂ—l 0 1 d%’a (3.17)
J L O, 075 [ '
0°0 O
¥,0 O v

Reagrupando-se os termos da ultima equagdo para se efetuar uma adequada
multiplicacdo matricial e realizando-se o produto entre os vetores, a equagdo anterior

pode ser rescrita tal como se segue:

310 or 0 -1 00
Oy O 0 O
EA EA=0 0 0 0
Ee, e d'V = —5dD 0ld=ad" =—=U d,  (3.18
J L 01 ] L 310 1 oO (3.18)
So% Eo 0 0 oE

onde, na ultima igualdade, chega-se a matriz de rigidez elastica K _, ou seja,

ar o0 -1 00
O O
0 0 0 O
. _%D 0 (3.19)
L 1 0 ot
EO 0 0 0%
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o que leva, finalmente, de volta a expressao exibida em (3.14a).

Para se obter a matriz de rigidez geométrica, deve-se partir de (3.14e) utilizando-
L
se a linguagem matricial apresentada em (3.15). A resolucao da integral J'O dx fornecera

o comprimento L do elemento de treli¢a. Desse modo, a equacao (3.14¢) passara a ser

L QOL

J"Txx&l d'v = I F, m“éﬁa—@ﬁaﬁa—%ix, (3.20)
ou seja,
JT dn . d'v= it ( )[Aua(Au)+Av6(Av)] (3.21)

Com o uso de (3.15) e a realocagdo dos termos referentes as primeiras variagoes

de Au e Av, para que seja possivel o produto entre as matrizes, chega-se a expressao

O &0 00 O O
v H 0,0 0,0 E
['rdn.dv = 57 O J-1 0 1 od+ad" 0 go “1 0 ]di (.22
v o Ui 0
0.0 D O
H oo Ol O H
que, apos a efetuacdo das multiplicagdes matriciais, resultara em
O1 0 -1 00 0 O ODB
0 0
0 0 0 O 1 0 -1
[ ‘Txxénxxd‘v- B 5T 0. 0 O, (3.23)
v 0 oo 0 0 0Ulp
O O
0 0 0 0fg %) -1 0 1

cujo somatorio final vale
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or 0 -1 0[]
g B 1 0 -1E

‘. on.d'v=ad" — U (d. 3.24
[ TN LG1 o 1 of 529

0o -1 0 1

Dessa ultima expresséo, tem-se a matriz de rigidez geométrica K _, isto €,

o o0 -1 00

_ Fo g 0 3.25
¢ L 31 0 1 OEI’ (3-25)

o que demonstra o que foi postulado na equacao (3.14e).

Para a obtengdo da matriz de ordem superior K |, deve-se seguir o mesmo método

de célculo apresentado para K, e K. Tomando-se inicialmente (3.14b) e resolvendo-

se a integral r[dtV , ter-se-4
Vv

%EEALLJ+M EBHA—“EEW: EAL) (v av)san).  (3.26)

&Enxxéexxdt\’ﬂ 7 EPELE E

A%

Os termos quadraticos Au’ e Av’ devem ser reagrupados para que a multiplicagio
entre os vetores seja possivel. Isso levard a expressdo anterior a se apresentar sob a

forma

JEr]XXEeXthV = % (Au"pu + AvTAY)3(Du). (3.27)
\Y%

Substituindo (3.15) na tltima equacao e reagrupando-se a disposi¢ao dos vetores
com a colocagdo do vetor de deslocamentos d em evidéncia, a expressdo (3.27) tornar-

se-a
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0

N
-1
0 d. (3.28)
1

Com a multiplicacdo dos termos matriciais e efetuando-se o somatério, a equacao

#1000 01 0 )

0o B4 G 0

EA 0 0 0 0 0 %)

En, de d'V=5d"—— O O L g™
Inxx 21 Dl ng 10 1 [0
DODH 0o 0 0

S O O O

(3.28) resultard em

EA
TH 21° Dl B{[“ “u, v, v, u -ty v oy b, (3.29)
0 O
00 O

J’ En,de, d'V =
v

cujo resultado do produto entre os vetores serd entao

0w, —u, Vo TV, —(u, ~u,) —(v,~v,)O
O
0 0 0 0
JEnxxéexxdtV:MTE—Azm (4. (3.30)
v 2L El'(ub —u,) —(v,=v,) u,-u, Vo =V, B
o o 0 0 0 0

Mas, tendo-se em vista queAu=u, —u, e Av=v, —v,, a equagdo anterior

passara a ser

OAu Av —-Au -Av[
O O
EA - O 0 0 0
En, e d'v=58d"——U Ly, 3.31
r[, M 21 FAu —-Av  Au Av O ( )

Ho o o0 o0

OO

de onde advém a matriz de ordem superior K, a saber,
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OAu Av  -Au -Av[
_EAQO 0 0 07
"22G-Au -Av Au Av O
Ho o o o0Q

|

(3.32)

resultando entdo na expressao (3.14b).

Para a obten¢do da matriz de ordem superior K,, deve-se tomar inicialmente

(3.14c) resolvendo-se a integral IdtV, ou seja,

Au [Au
fFe.8n.a'V = J’E—B— i D Tt %1 (3.33)

0 que resultara em

E(AL)

JEexxénxxd‘V LL Au[Aud(Au)+Ava(Av)]. (3.34)
A\

Dividindo-se e multiplicando-se por 2 a ultima igualdade e reorganizando-se os

vetores, a expressao anterior apresentar-se-a como sendo

IEexxénXthV = %[2AuAu5(Au)+ 20uAv3(Av)], (3.35)
\Y%

cuja organizagao final sera

0 0
IEexxér] d'v = % 2AuAud(Au )+ AvAud(Av )+ AuAvd(Av)D. (3.36)
\%

1° Termo 2° Termo 3° Termo

Resolvendo-se separadamente cada um dos 3 termos da equacdo (3.36) e

utilizando-se de (3.15), chega-se a:
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e 1°Termo:

1

2MuAud(Au)=2

MOogo
OooOoog
==

. 0

%[—1 0 1 o]dEas{[—1 0 1 dad}. (3.37)
O

O

Reorganizando-se (3.37) e efetuando-se as multiplicagdes matriciais na mesma

equagdo, lembrando-se ainda que Au =u, —u,, ter-se-a

410
DOD
2AuAu5(Au)=25dTB1 u,-u, 0 u,-u, 0]d, (3.38)
HpN
000
0 que resultara em
02Au 0 -2Au 00O
20ubud(Au) MTSO 00 OBd (3.39)
ud(Au )= : :
+-2Au 0 2Au 0O
Ho o o of
e 2°Termo:
0 000
0 0,0 ED E
Avaud(ay) = T O 5[—1 0 1 oldgedo -1 o {dd. (3.40)
o Ho 0
., o H O H
H oo

Reorganizando-se (3.40), efetuando-se as multiplicagdes matriciais na equagao

anterior e tendo-se em vista que Av =v, —v,, obter-se-a
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00 O
0,0
AVAuB(AV)ZédTBO gva—vb 0 v,-v, O]d,
O, O
ol o
cujo produto matricial resultara em
go o0 0 00
O O
Av 0 -Av 0
Aviud(Av)=8d" D .
vaudlav)=sd"S o o
%—Av 0 Av OE
e 3°Termo:
U @10
H O~ O 0O O
0 0 O
susd(av) = B Ho -1 0 Jabsdo -1 o {df.
N i ]
H 00O

(3.41)

(3.42)

(3.43)

Reorganizando-se (3.43), efetuando-se as multiplicagdes matriciais na equagao

anterior e lembrando-se ainda que Au =u, —u_, ter-se-a

00 O
0,0
AuAvé(AV) =ad’ BO gO -Au 0 Au] d,

0. 0
Ol O

0 que resultard em
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m o0 0 00
0
: T%) Au 0 -Au
AVAué(AV)— od D o0 0 o EH .
%) —Au 0 Au E

(3.45)

Fazendo-se agora a soma entre os 3 termos que compdem a equagdo (3.36), ou

seja, somando-se (3.39), (3.42) e (3.45), a seguinte expressao serd obtida:

[J2Au 0 -2Au 00 OO O
u o

0 0 0 0 A 0
JEexxénxxdt\/:E—AzédT 007"
§ 2L 2Au 0 2Au OS BO 0

0 0 0 00 mAv O
m o0 0 0 ™
. Bu 0 -Au )
m o0 0 0
%) —Au 0 Au

ou seja,

02Au 0 -2Au 0 O
MT%BAV Au  —Av _AUEH,
21 -2Au 0 2Au 0 0O

IEexxénxxdtV =
Vv
E—AV —Au Av Au E

de onde pode-se deduzir a matriz de ordem superior K ,, a saber,

020u 0 —=2Au 0 [
_EA S Av Au -Av —Aug
o2 EF2Au 0 2Au o O
0

0

E— Av -Au Av Au

alcancando-se assim a expressao descrita em (3.14c).
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Para a obten¢do da matriz de ordem superior K, deve-se tomar inicialmente

(3.14d) resolvendo-se a integral Id‘V, ou seja,
v

JEnxxér] d'v = %(Auz + v )[Aud(au)+ Ava(av)) . (3.49)

Dividindo-se e multiplicando-se por 3 a ultima igualdade e reorganizando-se os

vetores, ter-se-a

JEI’] Lon, d'v= 1 E 3 v’ [Aué(Au)] +Au’AvS(Av)+ Av? [Aué(Au)]
3 2L @ 1° Termo 2° Termo 3° Termo
2 E
+ AV AVS(AV)T (3.50)
4° Termo Q

Resolvendo-se separadamente cada um dos 4 termos presentes na equagao (3.50),

chega-se a:

e 1°Termo:
O 00 0

380 [aud(au)] =380 -1 0 1 ddosf-1 o 1 qdd (3.51)
H alls ]

Reorganizando-se (3.51) e efetuando-se as multiplicagdes matriciais da equacao

anterior, a seguinte expressao sera gerada:

10
D U

3 Au?[Aud(pu )] = 3Au26dTD g 101 dd, (3.52)

D 0
00
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cujo resultado final sera

o0 0 -1 0O B?aAuz 0 -3Au? o%
0
0 0 0
3Au2[Au6(Au)]:6dT3Au2Ep M=aa"0 O O O 0gy 53
a1 o 0% Elmuz 0 3Au’ og
Ep 0 0 0f g 0 0 0 05

e 2°Termo:
Através de uma reorganizacdo matricial, a forma geral para o 2° termo da

expressao (3.50) sera dada por

3Au*Av(Av) = 280> Avd(AV) + Au*Avd(Av) = 2MuAvAuS(Av) + Au’Av3(Av).  (3.54)
@ (2)

Resolvendo-se separadamente o somatorio anterior, tem-se:

0 00O 0
(1) - 2 AudvAud(av) =2 8uavi-1 0 1 o]dHefo -1 o 1dA (3.55)
H H H

que, apds o adequado reagrupamento de seus termos e a efetuacdo da multiplicagao

matricial, transformar-se-a em

00 [0 M 0 0 00
2 AulvAud(Av) = 2 AuAvad” B_ID—I 0 1 0]d=5d"2AuA 4o OBol (3.56)
UAvAUu V)= UAV Dog - V|:D 0 0 0|:| D,
Hi o 3910 1 of

cujo resultado final leva a
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0o 0 0 o0
0 0
Mudv 0 -2Dubv 0
2 dudvaud(av) = 5dT OF A8 Y, (3.57)
0o o0 o0 o0
%2AUAV 0 2AulAv 0%

Para o termo (2) do somatdrio apresentado em (3.54), o procedimento de céalculo

sera 0 mesmo, ou seja,

W 0 0 0 0 0 0 [
] %) 2 2 [
1 0 -1 Au®> 0 -Au
2) - Au’Avd(A =A26dT%) Ld=5d" [y, 3.58
(@) - dubv(av)=Au 0 0 00 ™ 0 0 0 O (3.58)
%)-10 1% %)—Auz 0 AuZE

onde o produto AVE(AV) foi descrito em dedugdes anteriores.

Portanto, o resultado final de (3.54) sera dado pela soma da expressdo (3.57) com

a expressao (3.58), ou seja,

O o 0 0 00 m 0 0 00
O O 2 20
HAuAY 0 -2Muldv 0O 0 M0 -Au

3 Au’Avd(Av)=3d™ U g + 5d” 4 ,(3.59

wAv3(AY) 0o o o0 oO © o o oot

%2AUAV 0 2AuAv OE %) -Au® 0 Au? E

cujo resultado final vale
O o0 0 0 0 O
D pay Aw? -2080Ay -Au?E

3 Au’Avd(Av)=5d" U 4. (3.60)
O o 0 0 0 O

%muAv -Au® 2 Aulv AuZE

e 3° Termo:
Através de um adequado rearranjo matricial, a organizagdo geral para o 3° termo

da expressao (3.50) sera dada por
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3Av2Aud(Au) = 2Av2 Aud(Au) + Av: Aud(Au) = 28uAvAVS(Au ) + Av:Aud(Au).  (3.61)
(O] (2)

Deve-se agora resolver o somatdrio anterior separadamente. Portanto, comegando

pelo primeiro termo, tem-se:

O 00 O

(1) - 2 Audv[avs(au)] =28uavio -1 o (dHsf-1 o 1 4 df, (3.62)
0 0
u u

cuja expressao final, apds o reagrupamento dos termos e a efetuagdo da multiplicagao

matricial, sera

m 1 0 -10
0
0 0 0
2 AuAv[Ave(Au )| = 3072 Aua g) , 3.63
vlava(au) v o 1B (3.63)
%) 0 0 OE
ou ainda,
M 2AuAv 0 -2 AuAv[]
%) o o o U
2 AuAv[Ave(Au)] = 3dT (o (3.64)
0 -2AuAv 0 2AuAv 0O
%) 0 0 0 E
o0 0 -1 0Q SAVZ 0 -AV? og
0
000 0 0 0 0
2) - Av:Aud(A =A26dTBO Og=sd™ U Ly 3.65
(2)- &v*Bud(Bu)= v 01 0 1 o0 SAVZOAVZ og’ (3-65)
Ep 0 0 0% 50 0 0 of

onde o produto Au6(Au) foi descrito em dedugdes anteriores.
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Portanto, o resultado final de (3.61) sera dado pela soma da expressdo (3.64) com

a expressao (3.65), ou seja,

M 2Aulv 0 -2AuAv[d CAv: 0 -Av? o0
0 O 0
0 0 0
3Av2Au6(Au):6dT%) eaar 00 0 0 00y 366
0 -2AuAv 0 2AuAv O EIAVZ 0 AV’ og
%) 0 0 0 E 50 0 0 08
cujo somatorio vale
SAV2 2AulAv - AV —2AuAVS
0 0 0 0
3 AV Aud(Au)=dd™ U ) 3.67
(@) EIsz -20Aullv AV 2AuAVB (3-67)
50 0 0 0 f
e 4° Termo:
0 00
3aviavs(av) =3avido -1 o ddsfio -1 o 1dH (3.68)

Reorganizando-se (3.68) e efetuando-se as multiplicagdes matriciais da equacao

anterior, encontrar-se-a

00 O m o0 0 0 0O
0.0 %) 2 20
=1 3Av 0 -3Av
3aviave(av) =3aviad™ D flo -1 0 1ld=ad” [d.(3.69
viava(av) = 3av DO% ! © o o o oG
EIE %) -3Av: 0 3AV2E

Fazendo-se agora a soma entre os 4 termos que compdem a equagdo (3.50), ou

seja, somando-se (3.53), (3.60), (3.67) e (3.69), o seguinte resultado sera formado:
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BB3Au2 0 -3Au? og
O 0 0 0 0
En. & dfv-—adT [ O
JvENs 0N 6L’ ngu 0 3Au’ 0%
HE o o o of
O o 0 0 0 O OAv? 2AuAv  -Av? -2 AuAvO
JDRhubv Aw 2muAv A HO 0 0 0 p
E 0 0 0 0 E SAVZ 2Aulv  AV? 2AuAVB
F20uAv -Au? 2Auv AuP g O 0 0 0 [
0 0 0 0 [
%) 3AV 3V .70
m) 0 0 0 ’ ’
%) S3AVG 0 3AV
cuja expressao final serd igual a
[En.on,d'v =
\%
O3 Au® + Av? 2AulAv -3Au? -AV? -2AulAlv O
r EA S 2Aulv 3AV: +Au’ —2AuAv -3Av? - Au’ -
5" =5 I o B (3.71)
6L %3Au -Av - 2AuAv 3Au’ + Av 2Aulv B
g —2AuAv -3Av? - Au® 2AuAv 3AVC +Au’
De (3.71), advém a matriz de ordem superior K ,, a saber,
03 Au? + Av? 20ulAv -3 Au’ - Av? -2AulAv O
_EA B 2AuAv 3Av? +Au’ - 2AuAv -3Av? - Au’ B (3.72)
3 6L3E1-3Au -AV  —2AuAv 3Au* + AV 2huAv O '

[l
H —-2AulAv -3Av? - Au’ 2AulAv 3AV +Au” H

0 que resulta na expressao (3.14d)

O uso de trés matrizes distintas K, K, e K, em adi¢@o as matrizes K, e K,

torna possivel analisar o alongamento e caracteristicas de corpo rigido de elementos de
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trelica. Fazendo-se uso das expressdes (3.14a) a (3.14e) e admitindo-se a natureza
arbitraria dos deslocamentos virtuais dd, pode-se derivar, a partir de (3.6), a equagédo de

rigidez incremental para o elemento bidimensional de trelica como sendo

(K +K, +K, +K, +K)d+'F=""F, (3.73)

onde o termo ‘'F no lado esquerdo da equagdo representa, na metodologia de analise
nao-linear, as forgas iniciais atuando no elemento na configuracdo de equilibrio t; o
termo "™F no lado direito da mesma equagdo representa as forcas totais atuando no
elemento na iteracao corrente, enquanto os termos restantes no lado esquerdo denotam
as forcas incrementais geradas pela resisténcia do elemento contra os incrementos de

forcas externas, isto ¢, " F-'F .

3.2.1 Generalizagdo para o caso tridimensional

Os procedimentos apresentados na se¢do anterior restringiram-se ao caso do
elemento de trelica plana. Esses procedimentos podem ser facilmente estendidos ao caso
tridimensional se for necessario considerar a contribui¢ao de uma terceira dimensao.

Primeiramente, para o elemento tridimensional de treliga mostrado na figura (3.3),
os deslocamentos (u, v, w) de uma secao transversal genérica x podem ser relacionados
aos deslocamentos (u,, Va, Wa) € (up, Vb, W) das duas extremidades do elemento através

de fungdes de interpolagdo linear, a saber,

u=u, 0 -XHr, B0 (3.74a)
0O LO °0OLO

V=VaB—£H+VbB§B (3.74b)
O LO ‘0LO

w=w,H-XHew, (3.74c)
0O LO °0OLO
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Fyb, Vb
B Fxb, ub

Fz, wo

Figura 3.3 — Graus de liberdade para um elemento 3D de treliga.

Segundo Yang e Kuo (1994), as componentes linear e nao-linear da deformagao

axiale , isto ¢, e e m,, , respectivamente, podem ser escritas agora da seguinte forma:

ey = gu —ALu, (3.75)
X
lgéug EB—VS w U 1 AV Aw?
— + + — + 3.75b
M 2FPx0 OxO O0x O E 2 L2 L’ ( )
onde
Au=u, —u, Av=v, -v, e Aw=w_ —w,. (3.76)
b a b a b a

Para o elemento espacial de treliga mostrado na figura (3.3), o vetor de
deslocamentos nodais consiste de trés graus translacionais de liberdade em cada n6 (ou

extremidade), isto €,
d'={u, v, w, u, v, wg. (3.77)

Correspondentemente, o vetor de forcas internas nas configuragdes t e t+ At

consistirdo de trés forcas em cada um dos extremos da barra, isto é,
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‘F={'F, 'R, 'F, 'F, 'F, 'F}. (3.78a)

xa ya za

o T :{t+Atan t+AtFya ) T t+AtFYb t+AtFZb}. (3.78b)

Para um elemento de treliga em equilibrio na configuragdo t, todas as forgas
cisalhantes desaparecem, isto ¢, 'F,, = 'F,, = 'F,, = 'F, =0, sendo que as forgas axiais

nas extremidades da barra sdo iguais em magnitude mas opostas em sinal, o que leva a

t _
Fxb - an .

Para o atual caso tridimensional, cada um dos termos da equacao (3.6) pode ser

derivado da forma a seguir:

IEe Se_d'V = IE—éEAL—u%itV 5d'K d, (3.79)
- el gHAu? AV Aw? U, syt
£Enxx5exde—£2EHL2 ot %DL ng—éd Kd, (3.79b)

J’Eexxénxde J’E@Eﬁ—uaﬂa— AV S AV H, AW 655%&\/ 5d"K ,d, (3.79¢)

L gL g L QOL
u

lEEAUZ+AVZ+AWZ%6EHH+&6EHH+A—W6E&%W
2 HL2 12 L 0O

En,on,d'v=
&n""n"" J L LO L OLO L OL

A%

=dd'K . d, (3.79d)

=

thxénxxd\/ f F BA— AV 5 V§+A—W6 %dXZBdTKgd, (3.79)

‘R = Itif)uid‘S =(&d")('F), (3.791)

onde as matrizesK , K, K, K, e K, sdo conhecidas por ter dimens@o de 6 x 6 para

o elemento de trelica espacial. Cada uma dessas matrizes de rigidez pode ser obtida de

modo anélogo as do caso bidimensional. A matriz de rigidez elastica K, tem a forma
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U
U
0
U
0 (3.80)
U
U

—

A
S O O O O O
S O O O O O
S O = O O
S O O O O O

enquanto a matriz de rigidez geométricaK , possui a forma

oo o0 0 -1 0 00
0 B 0
o0 1 0 0 1 0§
‘F,00 0 1 0 0 -10
e = O 0 (3.81)
Ll 0 0 1 0 0f
o -1 o o 1 oUO
0 0
50 0 -1 0 0 1f

J4 as matrizes de ordem superior K,, K, e K, se apresentam da seguinte

maneira;

O Au Av Aw —-Au —-Av -Aw[

O O
0 0 0 0 0 0 0 0
EA U O 0 0 0 0 0 O
1~z U s (3.82)
2L D—Au -Av —-Aw Au Av Aw 0
0o 0 0 0 0 0o O
O [l
g 0 0 0 0 0 0 3
02Au 0 0 -2Au 0 0 O
BAV Au 0 -Av  —Au 0 B
EA UAw 0 A - Aw 0 —Au O
=0 3 (3.83)
2L D—2Au 0 0 2Au 0 0
B—AV - Au 0 Av Au 0 S
- Aw 0 -Au  Aw 0 Au
h] -fh
K3:%D[ ] [h]O (3.84)

6L By [hH
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onde

BAu’ +Av’ +Aw’ 2Aulv 2MuAw O
[h]= S 2AuAv 3Au’ + AV + Aw’ 20vAW g (3.85)
H 20uAw 20vAW 30u” +Av? +Aw?H

Novamente, fazendo uso das expressdes (3.79a) a (3.79f) e admitindo a natureza
arbitraria dos deslocamentos virtuais dd, é possivel derivar, a partir da equagao (3.6), a
equac¢do incremental de equilibrio para o elemento espacial de trelica, que possui forma

idéntica aquela apresentada em (3.73) para o caso bidimensional.

3.3— FORMULACAO PROPOSTA POR CRISFIELD (1991)

Os desenvolvimentos apresentados na se¢ao (3.2) foram baseados nas equacdes de
deformagdo-deslocamento de Green-Lagrange. Ja Crisfield (1991), em seus trabalhos,
obtém as equagdes para o elemento ndo-linear de treliga utilizando varios tipos de
tensores de deformacdes. Esse procedimento € justificado ndo devido a importancia
intrinseca do elemento de treliga, mas porque introduz de uma forma simples alguns dos
conceitos que o autor utiliza no estudo, por exemplo, de meios continuos, vigas e
cascas. Os tensores de deformagdo utilizados por Crisfield (1991) para a obtencdo de
formulacdes nao-lineares de elementos de trelica foram: a) Green-Lagrange (ou
simplesmente Green), b) de Engenharia, ¢) Logaritmico, d) Logaritmico com mudanca
de volume. O presente estudo se atera as formulacdes baseadas nos dois primeiros, que
serdo discutidos com detalhes nesta secdo. Antes, porém, serd reapresentado o Principio
dos Trabalhos Virtuais, para que se possa, a partir do mesmo, obter as formulagdes

propostas pelo autor.
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3.3.1-A utilizagéo do Principio dos Trabalhos Virtuais

O Principio dos Trabalhos Virtuais, apresentado no inicio da se¢do (3.2), sera
novamente utilizado para se obter a formulagao proposta por Crisfield (1991). Partindo-
se da condicdo de equilibrio que estabelece a representacdo de que o trabalho realizado
pelas forgas externas deve ser igual ao trabalho realizado pelas forcas internas, pode-se

rescrever a equacao (3.2) sob a forma
W = Wlnt - Wext, (3.86)

em que Wi, representa o trabalho total realizado pelas forcas internas de uma particula e
Wexe 0 trabalho total realizado pelas forgas externas. Claramente, para que a equacao
anterior seja valida, chegando-se assim a equacgao (3.2), o valor de W deve ser igual a
Zero.

Logo, para um elemento de trelica sujeito a deslocamentos nodais d, onde
d' = {ua v, u, Vh} , (3.87)

pode-se rescrever (3.86), ja substituindo as expressoes de Wiy € Wex € levando-se em
consideracdo a utilizacdo de uma formula¢do Lagrangeana total, em que o sistema de

referéncia ¢ o inicial, da seguinte forma:

W = JoTéstV -R'ad, (3.88)
\'

onde R representa as forgas externas atuando no elemento. O Principio dos Trabalhos

Virtuais estabelece que W seja zero para qualquer deslocamento virtual &d, , onde o

subscrito ‘v’ significa ‘virtual’. Pode-se entdo rescrever a equagao anterior sob a forma

v

W = JoTésdeV -R"3d, =(F.-R)"&d, =g"ad,, (3.89)
v
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ondeF, € o vetor de forcas internas. Nitidamente, a matriz de rigidez tangente K pode

ser obtida a partir da ultima equacao através da diferenciagdo de g, ou seja,
5W=6d369=6d3§—36d =od Kad, (3.90)
de onde se conclui que

9
K== 3.91
3d (3.91)

A seguir, sera apresentada a formulagdo para um elemento de trelica utilizando-se
as expressoes e os conceitos definidos de (3.86) a (3.91) considerando dois tipos de

tensores de deformacdes: primeiramente o de Green e, posteriormente, o de Engenharia.

3.3.2 - Formulagao utilizando o tensor de defor magdes de Green

Seja um elemento de trelicaP,Q, em sua configurag¢do inicial e o ponto A
localizado entre P, e Q_,, como mostra a figura (3.4). Com a deformagao do elemento,
o ponto A, e o ponto adjacente B, movem-se para A e B, , respectivamente. Ao

longo deste processo, o vetor de posi¢do I, do ponto A  torna-se o vetor de posigdo I

de A, onde

r.=r, +u, (3.92)
sendo que

r'={x $eu"={u v}. (3.93)
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Qo
dr, B,
A,
dr, B.
A,

o

Mo

X (w)

Figura 3.4 — Deformagdo de um elemento geral de treliga.

O vetor de coordenadas nodais equivalentes podera ser escrito através da

expressao
p,=p,td=p+d, (3.94)

onde as coordenadas iniciais p=p, e o vetor de coordenadas nodais na nova

configuracdo de equilibrio p, valem

P ={x. v. x vd, (3.95a)

p?; :{Xa +ua Ya +Va Xy +ub Yo +Vb} s (3953)

sendo o vetor de deslocamentos nodais d o mesmo descrito pela equagao (3.87).

Utilizando-se o Teorema de Pitagoras, o comprimento original do elemento valera

L’ =4a’ =Ax” + Ay’ =X, X,, » (3.96)
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onde

xI ={ax Ay}, (3.97)
sendo
Ax =x,—-x,elAy =y, ~y,. (3.98)

Em (3.96) foi introduzido o parametro de comprimento original O_, que vale

metade do comprimento original L_ . Para o novo comprimento L_, a equagdo

equivalente a (3.96) sera
L} =40’ = (Ax +Au)’ +(Ay + Av)® =(x,, +d, )" (X, +d,.), (3.99)
onde, tal qual (3.97) e (3.98), escreve-se

di ={au AV}, (3.100)

Au=u,-u, e Av=v, —v,. (3.101)
Substituindo-se esses valores no tensor de Green, que, por definigdo, vale

> -1?

€=
212

: (3.102)

obtém-se

— (Xba +dba )T (Xba +dba)_xgaxba — Xgaxba +2xgadba +dgadba _Xgaxba |:|
- 2 - 2

2L 2L
_ 2xgadba +d§adba — 1 1

1
2L20 2(2a0)2 (2XEadba +dgadba): 4a(2) @(;dba +Edgadba B (3103)
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ou ainda,

1

2
o

e=b’d+—d"Ad,

onde, fazendo-se a utilizag¢ao de (3.95), chega-se a

1
4a’

1 1
{-ax -ny Nx A}}:a—zApT:4a2

[} o

b} =

c'(p),

sendo A uma matriz cujos coeficientes valem

a0 -1 00

U _1U
g0 10 -ig
441 0 1 o0

U

(3.104)

(3.105)

(3.106)

Utilizando-se agora o Tensor de Green em sua forma incremental (causada por um

incremento de deslocamentoAd) e seguindo-se o mesmo procedimento de (3.103) a

(3.106), obter-se-a a expressao

Ae =

1
2

1
4G0 D gaAdba +dgaAdba +§AdgaAdba D

ou, de acordo com (3.103) ¢ (3.104),

1 1
_Ad"AAd = b(d)" Ad + —

o [}

Ae = (b, +b,(d))"Ad + AdTAAd

onde
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12(—Au ~Av Au AV)Z%AdT:mi c(d)”. (3.109)

2
o o o

b, (d) = 4

Comparando a equacdo (3.108) com uma expansio em série de Taylor para A€, ou

seja,

o€

ne =2 pg+iagr % L agr 20
ad 2

Ad =b(d)"Ad +—Ad" = Ad, (3.110)
adAd 27 ad

pode-se observar que (1/a_ )A ¢é a segunda derivada parcial de € com respeito aos

deslocamentos d, ou a primeira derivada parcial de b com respeito a d. Para um

pequeno deslocamento virtual, com &d, ao invés de Ad, o ultimo termo em (3.110)
torna-se negligenciavel e ter-se-4 entdo
_0g

8, =, 8d, = (b, +b,(d))"8d, =b(d)"&d, . (3.111)

3.3.2.1-Vetor deforcasinternas

O Principio dos Trabalhos Virtuais pode agora ser utilizado para se encontrar o

vetor de forgas internas. Dali, ter-se-a

sop.q, = ZJOGBEVdOV = ZépIJ’ond"V (3.112)
€ € v e v

onde o termo Z envolve um somatorio sobre o numero de elementos. A equagdo

($

(3.112) deve se manter valida para um valor arbitrario de Op,. Logo, utilizando-se as

equacdes (3.105), (3.109) e (3.112), chega-se ao vetor de forgas internas para um

elemento, definido como
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F = JG bd°V=L A o.b=2a A o,(b, +b (d))— (c(p)+c(d))D

0

F=q,+d,, (3.113a)

cujo somatdrio matricial resultara em

or 0 -1 0[0x,0 Ol 0 -1 00,0
0 _ 0 _
FOeh, 0 10 - a§+oGAomo 10 -l a@ﬂ
L, 31 0 1 0O0x,g L, 1 0 1 00w,Q
Eo—lolba Eo—lolba
Ax —Aul]
A DAy -A
FFL%Y V@. (3.113b)
L0 DAX+AL1D
HAy+Av H

A equacao (3.113b) fornece, portanto, o vetor de forgas internas para um elemento

plano de trelica a partir da utilizagdo do tensor de deformacdes de Green.

3.3.2.2—Matrizderigidez

De acordo com a equagdo (3.91), a matriz de rigidez K ¢ obtida pela expressdo

k=99-%F 15 Abp%% 1204 Lo =k, +K_ . (3.114)
od oad od od
Utilizando-se a equagao (3.114) e a forma nao-virtual de (3.111), chega-se a
00,
—3 =E— =E{b, +b,(dy =Eb(d 3.115
P ad {b, +b,(d}" =Eb@)". (3.115)
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A partir das duas ultimas equagdes, o termo K, de (3.114) pode ser rescrito como

sendo

K,=2a,Ab O;G =2Ea,A bb" =2Ea A, (b, +b,)(b, +b,)" O
K, =2Ea,A,(bbf +bb] +b,b! +b,b}) =K, +K,, (3.116)
onde

A .
E sopo@’,  (3.117a)
o

[}

1 1
K, =2Ea,Abb/ = 2E0(0A0E40(i c(p) %403 c(p)’ E=
K

K, =2Ea,A,(bb! +b,b" +b,bl)=K , +KT, +K . (3.117b)

A equacdo (3.117a) fornece a matriz de rigidez elastica linear padrdo, enquanto a
equacdo (3.117b) fornece a matriz de rigidez de ‘deslocamentos iniciais’. A matriz de
rigidez geométrica (ou de tensdes iniciais) € oriunda do termo K  da equagdo (3.114).
Observando-se os vetores constituintes de b, verifica-se que apenas b, ¢ fungdo de d e,

assim, a partir das expressoes (3.109) e (3.114), pode-se concluir que

a

o

K. :2GOAO%0G :2a0A0%—%oG :ZaOAooG%F%AE: 28,06 p (3.118)

Os valores das componentes de K, K K., € K, podem ser expandidos de

tl t2a

modo que as seguintes matrizes serdo encontradas para um elemento plano de trelica:

0 Ax? AxDy  -Ax —AxAyO
=EBAyAx Ay* -AyAx - Ay B
sa’ U-Ax? -AxAy Ax* AxAy U
FAyAx  -Ay®  AybAx Ay* H

(3.119)

tl
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OAxAu AxAv = AxDu  —AxAv[

_EA SAyAu AyAv - AyAu —AyAVB

=— : 3.120
2 8ol FAxAu —AxAv AxAu AxAv O (3.120)
%— AyAhu —-AyAv  AyAu  AyAv E
S Au® Auv  —-Du’ - AuAVS
AvA AV —-AvAu  -AV?
K oy = QAvAL A oA (3.121)
8a’ B— Au®  -AuAv  Au Aulv EF
BAvAu —-Av’  Avhu AV B
o1 o0 -1 00
0 0
0o 1 0 -1
o _ %A, O (3.122)
20, -1 0 1 o0
EO -1 0 1 E
Por fim, escreve-se para a matriz de rigidez tangente a seguinte expressao:
K=K, +Kp, +K 5, +K oy +K. (3.123)

3.3.3—Formulagao alternativa utilizando o tensor de engenharia

O tensor deformagdo de engenharia ¢ obtido na dire¢dao do eixo axial da barra e ¢

dado pela expressao

g=dh—dn, 0,70, (3.124)
dr, a

o

Com a utilizagdo de (3.106), o valor de o, da expressdo (3.99) pode ser

reestruturado da seguinte forma:
a, =(p+d)'A(p+d)=p"Ap'. (3.125)

A partir das equacdes (3.111), (3.124) e (3.125), obtém-se
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T

=% - L9 (forayAapra)-— 220D (3.1262)
od o, od a, 2/(p+d)"A(p +d)

que, tendo-se em vista (3.125), levard a

p=LARYD 1 cp). (3.126b)
a, o, oo, 4o, o,

onde, similarmente a equag¢ao (3.105), chega-se a

c(p) =4Ap'. (3.127)

3.3.3.1—Vetor deforcasinternas

Do Principio dos Trabalhos Virtuais, tem-se para o vetor de forca internas a

expressao
T
F = Joaid‘)v =L,A,0b= ZGOAOGE%C(ID')E: oA, c(p) O
), ad a,a, 2a,
F =2 %% oy, (3.128)
20,
onde
A=Y (3.129)
a

Expandindo-se matricialmente a equagdo (3.128), encontrar-se-4 a expressao
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+Ax —Aul]

MG A, Oy -Avh

F =200 0
Lo DAX"‘AU. 0

Hay +Av H

(3.130)

que ¢ a forma do vetor de forgas internas para o elemento plano de trelica obtido a partir
do tensor de deformagdes de Engenharia e que difere apenas de um fator A da equagao

(3.113b), obtida para o tensor de Green.

3.3.3.2—Matrizderigidez

Para se obter a matriz de rigidez tangente, deve-se diferenciar (3.128) do modo

COmo S€ seguce:

T [
K :E: A, C(p,)ao +0A0 ac(p)_oAOC oa

N—L=K,+K, +K,. (3.131
od 2a, od 2a, oad 20 P) od ! ! e )
Sabendo-se que

00 0€ E T T
Sy -E = c(p’) =Eb", 3.132
od "od aaa P (3.132)
pode-se obter o termoK ,; de (3.131), que valera
EA o EAN .,
= —2-c(p)c(p)' = c(p)e(p)’, (3.133a)

" 8ala, 8a’

que, sob uma forma matricial, apresentar-se-4 como
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+-Ax —Aul]

2 5-Ay - A
K, = 2R oy VQ—Ax—Au —Ay-Av Ax+Au Ay+AV . (3.133b)
8o’ Obx+Au O
Hay+4v
Além disso, a partir de (3.127) escreve-se
9P) _ ya . (3.134)
ad

cujo valor ¢ utilizado para obtencdo do termoK  da equagdo (3.131). Logo,

substituindo (3.134) em (3.131), ter-se-a

20A 20A A
O-OAZOO
a a

n o

A, (3.135a)

tol

que numa forma matricial serd dada por

a1 o0 -1 00

0 0
oAAgd 10 i (3.135b)
“ 2, 31 0 1 oO

B -1 0 10

cuja expressao difere de um fator A da matriz de tensdes iniciais descrita em (3.118) ¢
apresentada em (3.122). Finalmente, com o suporte de (3.126), pode-se obter o termo

K s, de (3.131), expresso da forma que se segue:

oA .. 0a oA (P’ oA NN T
=-—2g¢ n=——og =———2¢(p')e(p’)' O
3
K o = =22 e, (3.1362)

to2 8(1(3)
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ou ainda,

+Ax —Au]
Ay -A
Kt02=_0A03)\ Q_ Y VQ—Ax—Au ~Ay-Av Ax+Du Dy +Ay (3.136b)
8(10 DAX+AU. 0
Hay+Av H

Com a obtencdo de K, K, e K, a partir das equagdes (3.133), (3.135) e

tl o
(3.136), respectivamente, pode-se encontrar a expressao final para a matriz de rigidez K

somando-se as trés matrizes supracitadas.

3.3.4 —Elementos detrelica espacial

Os procedimentos apresentados até aqui estdo relacionados com os elementos
planos de trelica. No entanto, a teoria pode ser facilmente estendida para elementos
espaciais de trelica. Nesta circunstancia, os vetores I e U, descritos em (3.92) e (3.93),

respectivamente, tornar-se-ao

rT={x y z}euT={u v w} (3.137)

enquanto os vetores nodais p e¢ d, definidos para o caso bidimensional em (3.95) e

(3.87), respectivamente, valem agora

T

X'={x, v, oz ox, oy oz d"={u, v owoowg vy owd (3.138)

Levando-se em consideracdo essas novas defini¢des, grande parte da formulagdo
apresentada na secdo (3.3.2) permanece valida, com a diferenga que a matriz A, descrita

em (3.106), tornar-se-a
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or 0 0 -1 0 00
0 _ 0
o0 1 0 0 -1 0f
Aol 0o o 1 0 0 -10 (3.139)
4%1 0 0 1 0 0% ‘
o -1 0 0o 1 oU
O O
50 0 -1 0 0 1f

Para a formulagdo utilizando o tensor de deformacdes de Green, a equagdo
(3.113), que fornece o vetor de forcas internas, permanece valida, enquanto (3.118)
ainda se aplica para a matriz de rigidez geométrica, devendo-se agora utilizar a matriz A
expressa em (3.139). Na obtencao das demais matrizes, obtidas de (3.116) e (3.117), o

vetor ¢(p) deve ser estendido para

cp) ={-Ax -y -Az Ax Ay AF. (3.140)

Para a formulacdo utilizando o tensor de deformacdes de Engenharia, o vetor

c(p') devera ser apresentado como

o) ={-Ax-Au -Ay-Av -Dz-Aw DAx+Du Ay+Av Az+Awp,  (3.140)

onde arelagdo p' =p +d permanece valida para o caso tridimensional.

3.3.4.1—Vetor deforcasinternas
Para o tensor de Green, a expressao do vetor de forgas internas para o elemento de

trelica espacial sera a mesma que aquela exibida pela equacao (3.113a). Logo, com as

ressalvas de (3.138) a (3.140), ter-se-a
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Oor 0 0 -1 0 O0Mk,0 Cu, [ -Ax - AuQd
1 0 0 -1 oFH.B B 5 oAy -Ave
Fi=OG—A°EO 0 1 0 0 —1%3%%%%: O.A, %—Az Awg (3.141)
L, 71 0 0 I 0 Ogr¥eqg sy L. pglx+Au D
Eo -1 0 0 1 o%bﬂ Oy, Uay+Av U
5 0 -1 0 0 1 ,,E Ewb% Az + Aw

Ja para o tensor de Engenharia, a expressao do vetor de forcas internas para o
elemento de trelica espacial serd a mesma que aquela exibida pela equagdo (3.128).
Portanto, com as mesmas ressalvas de (3.138) a (3.140) apresentadas anteriormente,

pode-se obter

—Ax—Aud

0 0
D—Ay—AVD

)\OA E—AZ AW%

DAX+AU D

Uay+av U
Az + Aw

F =) °(>—

1

(3.142)

0

cuja expressdo, assim como no caso bidimensional, difere apenas de um fator A da

equacdo (3.141b) obtida para o tensor de Green.

3.34.2—Matrizderigidez

Para o estudo de treligas tridimensionais com a utiliza¢do do tensor de Green, as
expressoes (3.114) a (3.118), obtidas para o caso bidimensional, permanecem validas.
As expressodes das matrizes de rigidez podem ser alcangadas de modo analogo aquelas
apresentadas pelas expressoes (3.119) a (3.122), bastando para isso considerar a
contribuicdo de uma terceira coordenada dimensional. Por conseguinte, as formas
K

matriciais de K K., ¢ K, serdo:

tl o t2a”
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0 Ax® AxDy  AxDz -AxP -DAxDy - AxAzO
BAyAx Ay® AyNz  —-DAyAx  —-Ay*  —AyAz B
_EAUAzAx Azy  A2P -Dzbx —-DzAy  -07° U

= 0 0 3.143
‘! 8a) O-Ax* —-AxAy -AxAz AXP AxAy  AxAz ( )
S— AyNx  -Dy>  -AyAz  AyAx Ay? AyAz B
B-AzAx —-AzAy -0z AzAx  AzAy Az"
OAxAu  AxAv AxAw  —-AxAu —AxAv - AxAw[]
SAyAu AyAv — AyAw —AyAu -AyAv —-AyAw S
_ EA UAzAu  AzAv AzAw  —AzAu —-AzAv - AzAwU (3.144)
2t 8ol E— AxDu —AxAv —AxAw  AxAu AxAv - AxAw EL ‘
E‘- AyAu —-AyAv —-AyAw AyAu  AyAv  AyAw B
O AzAu -AzAv -AzAw  AzAu  AzAv  AzZAw
0 Au’ Auv  AuAw -Au’ —AuAv - AuAwD
S AvAu Av? AvAw  —-Avhu —-AV - AvAw S
EA UAwAu  AwAv Aw? —Awhu -AwhAv  -Aw® O
Ko =-=0 , 0O (3.145)
8a, —Au —AuAv —AuAw  Au AuAv  AuAw [
B— Avhu  —-AV: -AvAw  AvAu Av? AvAw S
F-AwbAu —-AwAv  —Aw®  AwAu  AwAv Aw®
oo o 0 -1 0 00
0 1 0 0 -1 0of
A OO0 o 1 0 o0 -10
K o =820 O (3.146)
20, 71 0 0 1 0 O
o -1 0 0o 1 oU
O 0
g0 0 -1 0 0 13
Por fim, escreve-se para a matriz de rigidez tangente, tal qual (3.123), a seguinte
expressao:
K=K, +K,, +K,, +K,, +K_. (3.147)

Ja para o estudo de trelicas tridimensionais com a utilizagdo do tensor de
Engenharia, as expressoes (3.131) a (3.136), obtidas para o caso bidimensional, também

permanecem validas. As expressdes das matrizes de rigidez podem ser alcangadas de
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modo analogo aquelas apresentadas na secdo (3.3.3.2), bastando para isso considerar a
contribuicdo de uma terceira coordenada dimensional. Por conseguinte, as formas

matriciais de K, K, e K, serdo:

tl

[FAx —Aul [FAx —Aul]
O 0 0 0
D—Ay—AVD D—Ay—AVD

_EAN BrAz-Aw( BAz-Aw(

K , 3.148
Y 8a SAx+AuE SAx+AuE (3.148)
Oay+av U Oay+av U
Az + Aw Az + Aw
ol 0 0 -1 0 00O
O _ O
o 1 0 0 -1 0p
cAAXOO 0 1 0 0 -10
Ko = O 0 (3.149)
20, 71 0 0 1 0 0
o -1 0 o 1 oU
O O
50 0 -1 0 0 18
FAx—Aul OFAx—Aul]
O 00 0
D—Ay—AVD D—Ay—AVD
AN B-Az-A Az - N
wz=—0 N Ao m B, o Bz m AW (3.150)

8a

BAx+Au S BAx+Au S
Oay+av O Oay+aAv O

Az + Aw Az + Aw

Com a obtengdo de K,, K, e K, em (3.148), (3.149) e (3.150),

tal
respectivamente, pode-se entdo encontrar a expressdo final para a matriz de rigidez K

obtida a partir do tensor de Engenharia somando-se as trés matrizes supracitadas.
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4

FUNDAMENTOS PARA ANALISE
NAO-LINEAR DE  SISTEMAS
ESTRUTURAIS SEMI-RIGIDOS

4.1 -INTRODUCAO

Uma andlise mais realistica e um projeto possivelmente mais econdmico de
porticos planos passa necessariamente por um estudo mais profundo do comportamento
das ligacdes, além da influéncia das mesmas no comportamento estrutural geral. Este
capitulo, por conseguinte, tera o objetivo de langar bases para as analises qualitativa e
quantitativa da influéncia da presenca de ligagdes semi-rigidas em um sistema
estrutural.

De inicio, na se¢do (4.2), sera dado enfoque ao comportamento dos varios tipos de
ligagcdes. Logo depois, serdo mostrados os quatro tipos de modelos utilizados para
descrever a variagdo do momento fletor e da rigidez com a rotagdo para conexdes semi-
rigidas que, por motivos expostos na secdo (4.2.2), foram escolhidos para
implementag¢do computacional: o modelo linear, o de Richard-Abbott, o exponencial e o
exponencial modificado. Esses modelos sdo importantes, pois na analise estrutural a
perda de rigidez das ligagdes ¢ um fator de nao-linearidade que pode mostrar grande
influéncia no resultado final. Computacionalmente, a medida que se avanca nos estagios
de carregamentos, a rigidez das ligacdes ¢ atualizada seguindo-se algum dos modelos
supracitados.

A secao (4.3) sera dedicada a apresentacdo de como a matriz de rigidez do
elemento com conexdes semi-rigidas ¢ modificada, utilizando-se como base os
procedimentos descritos no trabalho de Chan e Chui (2000). Depois, sera deduzida a

formula¢do ndo-linear para o elemento de portico plano semi-rigido, baseada na



modificacdo de duas das formulagdes implementadas e descritas por Galvao (2000):
Torkamani et al. (1997) e Yang e Kuo linearizada (1994).

A seguir, na secao (4.4), sera demonstrado o procedimento para a obtencao da
matriz de rigidez e do vetor de cargas nodais equivalentes utilizando-se agora o
procedimento descrito por Sekulovic e Salatic (2001). Essa formulagdo, ao contrario da
utilizada por Chan e Chui (2000), leva em consideragdo a excentricidade da conexado
semi-rigida em relacdo ao pilar.

Por fim, na se¢do (4.5), sera demonstrada a matriz de rigidez e o vetor de cargas
nodais equivalentes baseados na formulagcdo proposta por Chen e Lui (1991),
considerada desde ja classica e que serviu de base para a implementacdo das duas

formulagdes anteriormente citadas.

4.2 - COMPORTAMENTO E MODELOSDE LIGACOES

Na construcao de edificios em ago, as conexdes de viga-coluna sao amplamente
utilizadas. A figura (4.1) apresenta alguns exemplos de ligagdes que estdo entre as de
uso mais comum. Estritamente falando, as hipdteses extensamente utilizadas de
conexdes viga-coluna perfeitamente rigidas ou idealmente rotuladas sdo praticamente
irrealizaveis. Numerosos experimentos t€ém mostrado que, na pratica, as ligagdes se
comportam de forma nao-linear devido a plastificagdo gradual de seus componentes,
tais como placas, parafusos, etc. As propriedades das ligacdes sdo complexas e
incertezas em seu comportamento sdo comuns. Os efeitos da ndo-linearidade da
estrutura tornam estas questdes ainda mais complexas. As virtuais causas desta
complexidade incluem imperfeicdes geométricas, tensdes residuais devido a soldagem,
concentragcdo de tensdes e efeitos locais secundarios. Para a maioria das conexdes, no
entanto, as deformagdes axiais e cisalhantes sdo, em geral, pequenas se comparadas as
deformacdes decorrentes do efeito de flexdo. Por questdes de simplicidade, apenas o
comportamento rotacional das conexdes, devido a agao de flexdo, sera considerado. A

figura (4.2) mostra a deformagao rotacional de uma ligagao.
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Figura 4.1 — Tipos de ligagdes viga-coluna (Chan e Chui, 2000).
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Figura 4.2 — Deformagao rotacional de uma conexao (Chan e Chui, 2000).

O comportamento nao-linear de uma ligacao ¢ usualmente representado por uma
curva momento-rotacdo (M-@.), que, em geral, pode ser obtida de resultados

experimentais. Curvas M-@, tipicas de alguns tipos de ligagdes sdo mostradas na figura
(4.3).

Ligag&o Perfeitamente
Rigida

Momento, M

Chapa de Topo Estendida

Ligagbes
Semi-Rigidas

Ligagdo com Chapa de Topo

Cantoneira de Topo e Assento

Chapa Soldada a Alma da Viga
Cantoneira de Alma
Dupla

Cantoneira de Alma Simples

Ligagio idealmente rotulada / Rotagao, ¢c

Figura 4.3 — Curvas momento-rotacgdo tipicas de algumas das ligagdes mais comuns

(Chan e Chui, 2000)
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Com o objetivo de incorporar as curvas M-@. de forma mais sistematica e
eficiente em uma analise computacional de estruturas reticuladas, as relagdes momento
versus rotacao sao usualmente modeladas por uma fungdo matematica. Uma boa fun¢ao
matematica deve ser simples, de poucos parametros, de facil determinacdo desses
parametros, fisicamente plausivel, numericamente estdvel, ndo possuir primeiras

derivadas negativas e capaz de representar uma grande quantidade de tipos de ligagdes.

4.2.1 — Classificacdo dos modelos de ligacoes

Genericamente falando, o comportamento de uma conexdo pode ser simplificado
por um conjunto de relagdes momento versus rotagdo. Matematicamente, essas relagdes

podem ser expressas na forma geral

M = f(q), (4.1a)

ou, inversamente,

@ = g(M), (4.1b)

em que f(@) e g(M) sdo fungdes matematicas; M ¢ o momento na conexao ¢ @ ¢ a
rotagdo da mesma, igual a diferenca entre as rotagdes das duas extremidades da ligagao.

Basicamente, a classificacdo das relagdes momento-rotagdo de ligagdes pode ser,
de um modo geral, dividida em trés tipos principais: os modelos analiticos, matematicos
e mistos. Nos modelos analiticos, a relacdo M-@. ¢ baseada nas caracteristicas fisicas de
uma conexao. Nos modelos matematicos, por outro lado, a relagdo ¢ expressa por uma
funcdo matematica em que os parametros sao determinados por uma curva ajustada a
resultados experimentais. Por ultimo, os modelos mistos combinam os modelos

analitico e matematico. Esses trés tipos de modelos sdo descritos na seqiiéncia.
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4.2.1.1 —Modelos Analiticos

Modelos analiticos sdo utilizados para predizer a rigidez da ligacdo com base nas
propriedades geométricas e na disposicdo dos componentes da conexdo. Com as
hipdteses no mecanismo de deformagdo dos componentes da ligacdo, o comportamento
mecanico da conexdo pode ser predito através de métodos numéricos como o dos
elementos finitos. Dai, a deformacdo das componentes € o momento resistente da
ligagdo podem ser determinados e a relagdo momento-rotacdo para a de conexdo pode
ser obtida. Em geral, estudos paramétricos sdo conduzidos considerando os efeitos de
diversas variaveis geométricas relacionadas as componentes das conexdes. Valores
praticos dessas variaveis sao entdo analisados para produzir dados para a analise. No
entanto, o custo e o tempo envolvidos sdo quase sempre insatisfatorios para aplicacdes
praticas, pois cada tipo de ligacdo ou de configuracdo dos componentes da conexdo
requer uma nova formulagdo para a relagdo M-@. (Chan e Chui, 2000). Além disso,
incertezas inerentes as ligagdes podem afetar significativamente a rigidez da articulagdo
computada pelos modelos. H4 ainda o fato de que procedimentos adicionais de
manuseio dos dados sdo necessarios para incorporar os resultados analiticos dentro da
analise de porticos semi-rigidos. Exemplos de adogdo de modelos analiticos incluem
Youssef-Agha e Aktan (1989) para ligagao do tipo cantoneira de topo e assento e Shi et
al. (1996) para ligagdo do tipo chapa de topo.

4.2.1.2 - Modelos M ateméaticos

Atualmente, o método mais comumente utilizado para se determinar a relagdo
momento-rotacdo de ligagcdes ¢ aproximar uma curva a dados experimentais utilizando
expressOes simples. Essas expressdes sdo chamadas de modelos matematicos, que
relacionam diretamente o momento ¢ a rotagdo das articulagdes mediante funcoes
matematicas, como aquelas das equagdes (4.1a) ou (4.1b), pelo uso de algumas

constantes de ajuste de curvas. Quando essas constantes de ajuste sdo determinadas
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através dos dados experimentais, a relacdo M-@. pode ser explicitamente expressa e
diretamente utilizada numa andlise estrutural. Os modelos matematicos sdo, portanto,
mais simples do que os modelos analiticos anteriormente mencionados. Exemplos de
modelos matematicos incluem o modelo de Richard-Abbott (Richard e Abbott, 1975), o
modelo exponencial de Chen-Lui (Lui e Chen, 1986) ¢ o modelo bounding-line (Al-
Bermani et al., 1994). Uma vez que extensivos testes em varios tipos de ligagdes vém
sendo conduzidos nas ultimas décadas, muitos dados, para varios tipos de conexdes,
estdo acessiveis para a obtengdo de pardmetros ou constantes necessarios aos modelos
matematicos. Um bom modelo matematico devera ser simples, com significado fisico e
necessitando de poucos parametros. Além disso, deverd sempre garantir a geracao de
uma curva suave, com primeiras derivadas positivas e abranger uma grande quantidade

de tipos de ligagdes (Chan e Chui, 2000).

4.2.1.3—ModelosMistos

Modelos mistos sdo combinagdes dos modelos analitico ¢ matematico. Na
formulagdo dos modelos mistos, as funcdes M-, sdo expressas em termos tanto das
constantes de ajuste de curvas quanto dos parametros geométricos. Com o objetivo de
desenvolver uma expressdo geral para todas as conexdes com disposi¢cdo similar de
componentes, normalmente as fungdes sdo, por conveniéncia, padronizadas. As
constantes de ajuste de curvas sdo determinadas pelas técnicas de aproximagao de
curvas enquanto os parametros geométricos sdao baseados na geometria dos
componentes da articulagdo. Os modelos mistos requerem poucos parametros quando
comparados aos modelos matematicos e, além disso, similarmente aos modelos
analiticos, mantém os pardmetros geométricos que estabelecem relacdo com as
caracteristicas fisicas da ligacdo. Essa caracteristica ndo ¢ encontrada nos modelos
matematicos de ajuste de curvas. Em geral, os modelos mistos podem ser utilizados para
calcular a rigidez inicial de tipos particulares de conexdes e predizer o comportamento
ndo-linear das mesmas. O modelo polinomial (Frye e Morris, 1975) e o de Ramberg-

Osgood (Ang e Morris, 1984) sdao exemplos de modelos mistos.
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4.2.2 — Formulagtes de M odelos de L igagdes

Hé muitos modelos matematicos ¢ mistos comumente utilizados para representar
as curvas M-@. de conexodes. Entre esses modelos, estdo o linear (Arbabi, 1982;
Kawashima e Fujimoto, 1984; Chan, 1994), o bilinear (Sivakumaran, 1988; Youssef-
Agha, 1989), o trilinear (Stelmack et al., 1986; Gerstle, 1988), o modelo polinomial
(Frye e Morris, 1975), o modelo B-spline ctubico (Cox, 1972; Jones et al., 1980), o
modelo bounding-line (Al-Bermani et al., 1994; Zhu et al., 1995), o modelo de
poténcias (Batho e Lash, 1936; Krishnamurthy et al., 1979; Colson e Louveau, 1983;
Kishi e Chen, 1987a; King e Chen, 1993), o modelo de Ramberg-Osgood (Ramberg e
Osgood, 1943; Shi e Atluri, 1989), o modelo de Richard-Abbott (Richard e Abbott,
1975; Gao e Haldar, 1995), o modelo exponencial de Chen-Lui (Lui e Chen, 1988),
entre outros.

Neste trabalho, em face da quantidade de modelos existentes, foram
implementadas trés fungdes para descrever o comportamento ndo-linear de ligagdes
semi-rigidas, a saber: exponencial, exponencial modificado e de Richard-Abbott. O fato
de estarem entre as funcdes mais populares, de possuirem, segundo a literatura
existente, boa eficiéncia computacional, primeiras derivadas sempre positivas e boa
precisdo estdo entre as razdes que motivaram suas escolhas. Ha ainda o fato destes
modelos se ajustarem de forma bastante razoavel a dados obtidos experimentalmente
(Chan e Chui, 2000). Além desses, foi implementado ainda o modelo linear,
principalmente para utilizagdo em analises lineares, em casos onde ha recomendacao de
norma para o uso apenas da rigidez inicial em andlises estruturais e para estudos de
vibragdes e pequenas deflexdes. As principais caracteristicas dos modelos
implementados serdo abordadas a seguir.

No apéndice C, outros exemplos de modelos que com freqiiéncia sdo citados na
literatura especializada serdo examinados, abordando-se algumas de suas caracteristicas,

vantagens e limitagdes.
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4221 —-Modelo Linear

Este ¢ o modelo mais simples e necessita de apenas um parametro para definir a
rigidez de uma conexdao. Em virtude de sua simplicidade, o modelo linear tem sido
amplamente utilizado nos estagios iniciais de desenvolvimento de métodos de andlise
para articulagdes semi-rigidas (Batho e co-autores, 1931, 1934, 1936; Rathbun, 1936;
Baker, 1934; Monforton e Wu, 1963) e na analise de vibragao e bifurcagcdo de porticos
semi-rigidos (Chan, 1994; Chan e Chui, 2000). A funcdo momento-rotacao pode ser

escrita como sendo

M=Sg,, (4.2)

em que S; ¢ constante e igual ao valor da rigidez inicial da conexdo, que pode ser

obtida de experimentos. Matematicamente, uma funcdo simples de S; pode ser expressa

em termos da rigidez da viga. Lightfoot e LeMessurier (1974) assumiram a rigidez da

ligacdo como sendo

S =p—, (4.3)

onde El e L sdo a rigidez a flex3o e o comprimento da viga, respectivamente, € p ¢ 0
indice de rigidez, proposto para indicar o grau de flexibilidade da conexao. O valor de p
varia de zero, para o caso de uma articulagdo idealmente rotulada, até o infinito, para o
caso de uma articulagdo idealmente rigida.

Alternativamente, a equacao (4.3) pode ainda ser modificada pela ado¢do de um
fator fixo 1N, sugerido primeiramente por Romstad e Subramanian (1970) e Yu e

Shanmugam (1986), o que levara a expressao

4FI
—. 44
L (4.4)

o
—
|=
=
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O fator n ¢ igual a zero para ligacdes rotuladas. Para o caso de ligacdes rigidas,
possui valor unitario. Em Simdes (1996) e Sekulovic e Salatic (2001), ha uma variagao
da equagdo (4.4), adaptada para a situacdo em que a conexado ¢ idealizada como sendo
uma mola e sua rigidez a rotagdo representaria a rigidez a esforgos de flexao da ligacao.
Para este caso, utiliza-se um fator y que possui o mesmo principio do fator | na equacao

(4.4), que, de acordo com a figura (4.4), tornar-se-a

g =Y B (4.5)

7 =0 AN

y=_1
1 +3EI
LS

Figura 4.4 — Fator de rigidez V.

O modelo linear ¢ simples de ser utilizado porque a rigidez inicial das ligacdes €
facilmente obtida de experimentos e permanece constante ao longo da analise, sem a
necessidade de ser atualizada. No entanto, como ilustrado na figura (4.5), o modelo
linear ndo ¢ muito preciso em casos de grandes deflexdes e sua utilizagdo ¢ mais
apropriada nas andlises linear, de vibracdo e de bifurcagdo, onde as deflexdes sao

pequenas.
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Modelo Linear

Curva expenmental

Figura 4.5 — Modelo linear.

4.2.2.2 — M odelos exponenciais

Lui e Chen (1986, 1988) propuseram um modelo exponencial para descrever a

relacdo momento-rotacao sob a forma

n D (p
M=M, + chg—exp% R,|@/, (4.6a)
j=l |:| 2]0(
enquanto o valor de sua rigidez tangente ¢ dada por
n C
s.= M =y Sl Mg, (4.6b)
Ay 20 0250

sendo que a rigidez inicial valera
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S=— =Y —L+R,, (4.6¢)

onde M ¢ o valor do momento na conexdo; || o modulo da deformagdo rotacional da

conexao; M, ¢ o momento inicial; Rys € a rigidez devido ao encruamento da ligacdo; a €
um fator de escala; n é o niimero de termos considerados e C; € o coeficiente de
ajustamento da curva. Baseados em resultados experimentais anteriores, Lui ¢ Chen
(1988) determinaram os valores dos parametros de ajustamento de curvas do modelo
exponencial para quatro tipos de conexdes: cantoneira simples de alma, cantoneira de
topo e assento, ligagdo com chapa de topo e ligagdo com chapa de topo estendida. Os
valores estdo sumarizados na tabela (4.1), enquanto as propriedades de cada conexao,
derivadas da fungdo exponencial, estdo apresentadas na figura (4.6). Em geral, o modelo
exponencial de Chen-Lui fornece uma boa representagao do comportamento nao-linear
da ligagdo e sua precisdo ¢ comparavel ao modelo B-spline cubico (Chan e Chui, 2000).
No entanto, o modelo de Chen-Lui requer um grande nimero de parametros para ajuste
da curva. Além disto, se houver uma mudanga abrupta na declividade da curva M-@,,
este modelo pode nao representd-la corretamente. Por conseguinte, Kishi e Chen
refinaram o modelo exponencial para que este pudesse acomodar qualquer mudanga
acentuada na curva M-@.. Sob condi¢des de carregamento, a fungdo proposta por esses

pesquisadores € escrita como sendo

M=M, + Zc m exp (0.~ lo.)H o] - |a]. (4.72)
enquanto a rigidez tangente da conexao possui a forma
_dM
c —Lexp =0 (4.7b)
dof, ., f 210‘ 210‘

e arigidez inicial ¢ igual a
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SO:d_M

4.7
‘T dg, (4.7¢)

n C )
:;2Q+Dﬁmﬂm,

|.|=0

Tabela 4.1 — Parametros do modelo exponencial de Chen-Lui utilizados para algumas ligagdes (Chen e

Lui, 1988)

Tipos de conexdo (kip—inch)

A

Cantoneira de alma

B

Cantoneira de topo e

C

Ligacdo com chapa de

D

Ligacdo com chapa de

simples Assento topo topo estendida
(Richard et al., 1982)  (Azizinamini et al., (Ostrander, 1970) (Johnson e Walpole,
1985) 1981)
M, 0 0 0 0
Rir  0,47104x10° 0,43169%10° 0,96415x10° 0,41193%10°
a 0,51167x10° 0,31425x10°° 0,31783x10° 0,67083x10"
Ci  —0,43300x10° —0,34515x10° ~0,25038x10° ~0,67824x10°
C,  0,12139x10* 0,52345x10* 0,50736x10* 0,27084x10*
C;  —0,58583x10" -0,26762x10° ~0,30396%10° -0,21389%10°
Cs  0,12971x10° 0,61920x10° 0,75338x10° 0,78563x10°
Cs  —0,13374x10° —0,65114%10° —0,82873%10° —0,99740%10
Cs  0,52224x10* 0,25506%10° 0,33927x10° 0,43042x10°
S° 0,48000%10° 0,95219%10° 0,11000x10° 0,30800%10°

onde os valores M,, a e C; sdo iguais aqueles definidos nas equagdes (4.6a) e (4.6b), @

sdo as rotagdes iniciais das componentes lineares, Dy um coeficiente de ajustamento

para a porcao linear da curva e H[@] ¢ a funcdo de Heaviside, definida como sendo

H[q = 1
H[gd =0

quando @= 0,

4.7d
quando @<O0. +7d)
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— D - Ligacdo com chapa de topo estendida

1500 A

Momento, M (kip-inch)

1000 C - Ligagdo com chapa de topo
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(b)
Figura 4.6 — Propriedades de ligagdes representadas pelo modelo exponencial de Chen e

Lui: (a) curvas momento-rotagao; (b) curvas rigidez-rotagao.

4.2.2.3—-Modelo de Richard-Abbott

Este modelo, que requer quatro parametros, foi originalmente proposto por
Richard e Abbott (1975). Na trajetoria de equilibrio, o comportamento momento-

rotacao ¢ descrito pela expressao
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k -k
M = (k-k))e. n +k |@) (4.8a)
EI _ n
5|kl
51 M IH
enquanto a correspondente rigidez valera
k-k
) _j_M - (k-k,) = +k,, (4.8b)
Q. |\ - "
el g [kkle"
51 M If

sendo k a rigidez inicial, k, a rigidez devido ao encruamento, n ¢ um parametro
definindo a curvatura do diagrama e M, ¢ o momento de referéncia. A figura (4.7)

mostra a forma tipica de uma curva obtida pelo modelo de Richard-Abbott.

Mi 1
Ky c——==— Nn=n3
-——— P n=nz
MQ ————— n=n1

n1<n2<n3

1 - ¢
0 ¢

Figura 4.7 — Forma tipica do modelo de Richard-Abbott (Chan e Chui, 2000).

Como precisa de apenas quatro parametros para definir a curva M-@. e o resultado
sempre fornece uma rigidez positiva, este modelo possui boa eficiéncia computacional e

¢ um dos mais utilizados para representagdo de ligagdes semi-rigidas.

76



4.3—-ELEMENTO SEMI-RiGIDO PROPOSTO POR CHAN e CHUI (2000)

Uma ligacao semi-rigida pode ser modelada como um elemento de mola inserido
no ponto de intersecao entre a viga ¢ a coluna, tal qual exemplificam as figuras (4.8) e
(4.9). Para a grande maioria das estruturas em aco, os efeitos das forcas axial e
cisalhante na deformagdo da conexdo sdo pequenos se comparados com aqueles
provocados pelo momento fletor. Por essa razdo, apenas a deformagdo rotacional do
elemento de mola ¢ considerada em analises praticas. Por simplicidade de calculo, o
elemento de mola da conexdo possui, por hipdtese, tamanho desprezivel, como

mostrado pela figura (4.9).

Figura 4.8 — Elemento de mola simulando uma conexao (Chan e Chui, 2000).

S | Por hipdtese, Por hipétese,| ®
% comprlmento zZero comprimento zero %
[ %] [&]
% Molas de conexéo %
2 £
c C
1] QO
£ £
o o
;o Lu LIJ .
No |\ Elemento de viga P N6 j

o I.__ _-J g
% - ol %
o Elemento hibrido o
@ @
O o
2 2
c c
1] ]
£ £
o o
w w

Figura 4.9 — Modelo do elemento de pértico semi-rigido idealizado (Chan e Chui,
2000).
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Devido a flexibilidade de uma ligacdo semi-rigida, as rotagcdes da extremidade da
articulacdo conectada ao pilar e da extremidade conectada a viga sdo, em geral,

diferentes e serdo nomeadas como a rotagdo da conexao e a rotagdo da viga, 6, e 0,,

respectivamente. Considerando a condi¢ao de equilibrio dos momentos na conexao,

obtém-se

M +M, =0, (4.9)
onde

M, =5.(8,-6,), (4.10a)
M, =-M, =5.(8, -6,), (4.10b)

em que M, e M, sdo os momentos na conexao € na viga, respectivamente, atuando no

elemento de mola e S ¢ a rigidez da conexdo. As equagdes (4.18a) e (4.18b) podem ser

rearranjadas sob uma forma incremental matricial, ou seja,

0
0. 0=0 . 0 (4.11)
EAMbD D_Sc Sc %ebm

sendo AM, e AM,; os momentos nodais incrementais na conexao € nha viga,
respectivamente, AB, ¢ AB, as rotagdes nodais incrementais correspondentes aqueles

momentos e S; a rigidez tangente da conexao, obtida fazendo-se

S, = ™M (4.12)

dg,

onde M ¢ o momento atuando na ligacdo e @. o angulo de defasagem (isto €, a rotagao

da mola ou deformacgdo rotacional), definido como sendo
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©=6,-8,. (4.13)

Da equacdo (4.11), a matriz de rigidez tangente do elemento de mola pode ser

descrita através da matriz

ags, -S.0
KSC =0 S S 3 (4.14)
[T ¢ U

Essa matriz de rigidez da conex@o pode ser combinada com um elemento
convencional de viga-coluna para formar uma nova matriz de rigidez, agora com a
consideragdo da flexibilidade da conexao devido a semi-rigidez nas duas extremidades

do elemento. Este ¢ o procedimento que sera descrito na secao subseqiiente.

4.3.1 — Modificacdo da matriz de rigidez para a consideracéo de ligacOes semi-

rigidas

Nos procedimentos apresentados por Chan e Chui (2000), a mola de conexao e o
elemento de viga-coluna sdo combinados de modo a formar um elemento hibrido,
conforme apresentado na figura (4.10). Um lado do elemento de mola est4 conectado ao
elemento de viga-coluna enquanto o outro lado estd conectado ao nd global (ou ao
pilar). A configuracdo deformada do elemento hibrido com molas nas extremidades ¢
mostrada na figura (4.10a). A barra esta inicialmente reta em sua configuracao
indeformada e, entdo, se deforma para uma configuracio curvilinea por movimentos de
translacdo e rotacdo. Os detalhes das forcas internas e deformagdes na mola de conexdo
sao ilustrados na figura (4.14b). A rotagdo da ligagcdo ¢ definida como a diferenca entre
os angulos de rotacdo do lado conectado ao no6 global e o lado conectado ao elemento de
viga-coluna, como mostrado matematicamente pela equagao (4.13).

Com as molas de conexao, adicionadas as extremidades da viga-coluna, a matriz

de rigidez convencional do elemento devera ser modificada de tal modo a levar em
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consideracdo o efeito das ligacdes semi-rigidas. A matriz de rigidez resultante podera,
entdo, ser utilizada nas anélises posteriores.
Considerando as sec¢des internas da viga-coluna conectada as molas, a relagao de

rigidez do elemento serd dada por

M, 0 (K, KDEAG
Ony, 0=

EAMIJJ O %(ji i D]:Aebj O

(4.15)

sendo os subscritos ‘i’ e ‘j’ referidos aos nds extremos i e j do elemento de viga-coluna.
Os termos Kjj sdo as componentes de rigidez a flexdo desse mesmo elemento, cujos
valores sdo, para uma analise de primeira ordem, 4EI/L para K;; e K;; € 2EI/L para Kj; e
Kji. No caso de uma solu¢do ndo-linear, tais valores dependerdo da formulagdo
utilizada. Esta ultima abordagem serd verificada nas se¢des seguintes.

Combinando a equagdo (4.15) com as componentes de rigidez das molas das duas

extremidades do elemento, encontrar-se-a

(AM . O DS =S, 0 0 N8, 0
gAMb‘ TS« SaTK; K; 0 iy ebE
M, 5 K, S,+K, -S, %ﬂbj 5 (4.16)
PMs E E 0 0 =3, Sy 6,5

onde S e S sdo as componentes de rigidez tangentes das molas de conexdo e AB; e A6;
sdo, de acordo com a figura (4.11), as rotagdes incrementais das duas extremidades do
elemento tomando-se como base um eixo paralelo ao ltimo sistema de referéncia, ou
seja, na ultima configuragdo de equilibrio. Efetuando-se a multiplicacdo matricial,
assumindo-se que as cargas sdo aplicadas apenas nos nds globais e que tanto AMy;

quanto AMy; sejam iguais a zero, chega-se a

(Sci + Kii )Aebi + KijAebj = SciAeci’ (4.173)

K08, +(S, +K;)AB,; =S A8, (4.17b)
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enquanto as equagdes restantes, resultantes da multiplicagdo matricial de (4.16), serdo

AMci = SciAeci - SciAebi s (4 1 Sa)
AM,, =S A8, —S,A8,.. (4.18b)

Oej = (Bgj - Opy)
Mej = Sgj (B¢ - Opj)
My; Mpj = S¢j (Bpj - O¢))

{b) Nos internos adicionais

Mei | Bej B -
D—
;. Forma indeformada e
N6 i ( ) N6 j

(a) Nés externos do elemento {(Nos globais)

Figura 4.10 — Elemento de viga-coluna com molas de conexao adicionadas (Chan e

Chui, 2000).
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Rescrevendo-se (4.17) numa linguagem matricial, ter-se-a

S+tK, K, 00,0 (8, O0INe,0
0=0

il My O 4.19)
S Km0 00 Symhe,g

5, +K,
O
DKji

Y Mola simulando conexdo flexivel de
rigidez Scj

Elemento deformado

Coordenadas locais da
lltima configuragéo de
equilibrio

Coordenadas globais

> X

Figura 4.11 — Rotacdes e deflexdes laterais de uma elemento deformado com molas nas

extremidades simulando conexdes flexiveis.

enquanto a expressao matricial para (4.18) sera dada por

U=0 U= 0

0 i My O (4.20)
Mg 00 SymP8sg 00 SymPey O

O vetor que contém os valores de ABy; e ABy pode ser obtido a partir de (4.19)

através da expressao

C1

6,

1

Kii Kij D_ Sci 0 Dmeci O
5 M 0 (4.21)
bj i j

+
Ki

OO

U
0=
U

Pl
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Substituindo-se entdo (4.21) em (4.20), encontrar-se-a

—-1

IZA1\/Ici D @m 0 D]:Aem D Sm O l:Hﬁci + Kii Kij
+

a o Ba OT9aE 420
=0 O g O a
DAMch DO ScJDDAecJD 0 SchD Kji Scj ijD

il
0
00 Symh8sn

< <

ou ainda,

M, 0 E@ci 00 13, 008,+K, -K, O3, OD@%B (4.220)
U ’ .
EAMCJD °

00 00 O
B0 So0 BE0 Somd Ky Se*+Kg0 SogfAesO
onde B=(S, +K;)S,+K;)—-K;K;. Para um elemento de viga-coluna, pode-se

ainda determinar algumas relagcdes entre os esforcos cisalhantes e os momentos

incrementais. Essas relagdes, de acordo com a figura (4.12), valem

AM; =AM, (4.23a)
AM,; +AM,
AQ; = — (4.23b)
AM; =AM, (4.23¢)
(AM; +AM,))
AQ, =~ - , (4.23d)

em que AM; e AM; sdo os momentos incrementais, AQ; e AQ; sdo as forcas cisalhantes
incrementais nos nos do elemento hibrido e L ¢ o comprimento do elemento de viga-
coluna na configuracdo t de equilibrio utilizada como referéncia, cujo sobrescrito
esquerdo t foi omitido por questdes de clareza. Utilizando-se a forma matricial, a

expressao (4.23) sera dada por

M0 0O 1 0 O
EAQD oYL YL Hm,
2M0° 00 |
3.8 Hyr -yLH

0
O (4.24)
O
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d

=l

I-2 ? d2
EI = Constante
TQ

T ;@/’

AM, + AM,) (AM, + AM_)
AQi _ ( 3 i AQ] — _ 7 il

Figura 4.12 — Notagdes para deslocamentos e forgas nodais do elemento de portico

plano com ligagdes semi-rigidas.

Substituindo a expressao (4.22b) na equagao (4.24), encontra-se

AM,0 01 0 O
2o By yL s, oo
O- 0O O 0
MO 0o 1 OH0 S,H
O 0 0O [l
AQ; 5 /L -1Lg
18, 008,+K; -K; 05, 0%%5 (4.25)
el DD 0 :
B0 Ssop K  Sa+Kygpm0 S, 0,

Da figura (4.11), pode-se ainda obter as relagdes entre os incrementos de rotacao
da conexdo em relagdo aos eixos locais e os incrementos de rotagdao obtidos em relagao

ao ultimo sistema de coordenadas, relagdes estas que serao

Av. —Av.
Aeci:A9i+—V‘L Y (4.26a)
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NG, =NO +———1 (4.26a)

onde Av; e Av; sdo os deslocamentos laterais incrementais projetados sobre a Ultima
configuracdo de equilibrio de ambos os nds do elemento e L o comprimento do mesmo.

A equacdo (4.26) possuira a forma matricial

A8, O
70,00 VL 0 —1/L[BAVH
e, 5 yL 1 -yLhe o

HAv; H

(4.27)

De posse de (4.27), pode-se agora obter a matriz de rigidez elastica para o
elemento hibrido de viga-coluna substituindo-se a equacdo anterior em (4.25), o que

fornecera

MM.0 O 1 0

P By L S%a 00

DﬁMS 0o 1 00 S,J
U U
@Q ol/L -1/Lg
WACAN
ISC' 008, +K;  —-K; U5, O%D JL 0 —1/LEEAVEJ (4.28)
oo L0 .
BEO S,EE-K;  S.+K,gH0 S, /L 1 —1/LE[DA9JD
Hv,H
cuja expressao final sera
[AM, 0 [Ke,, Ke, Ke; Ke , ON6 0O
U U
Qo % Ke,, Ke,, KeMDB“VB (4.29)
mMjD [Ke,, Ke;, Ke,, 34DEPGJD :
U U ’ ’
QB B( Ke,, Ke,; Ke,,fdtv;H
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onde

2
SL(S,+K,)

Ke,, =S (4.30a)
B
S KS. -S°(S. +K.
Ke,, = —Ke, , = s + 8% “54 0y TKy) (4.30b)
’ tL BL
SciKichj
Ke, = , (4.30c)
B
S K.S.—-S*(S.+K.
Ke,, =-Ke,, =Sa , 5KSa =54, ”), (4.30d)
’ L AL
S +S. SS (K.+K.)-S*%S.+K.)-S*(S. +K.
Kezz :Ke44 —_d 5 (9] + 9] 01( Ji 1_]) C_l( 012 11) 01( 9] JJ) , (4308)
’ ’ L BL
S. S KS —-SS.+K.
Ke,, =-Ke,, =4+ =14 (S “), (4.301)
’ S L AL
S2(S. +K.)+S*(S.+K.)-S S (K. +K. S +S.
Ke“ :Ke42 - CJ( c1 11) Cl( cj . JJ) 9] Cl( g 1])_( c1 > c_])’ (430g)
’ ’ AL L
SchjiSci
Ke,, =—1=, (4.30h)
B
Scj SchjiSci - Szj(sci + Kii) .
Ke,, =-Ke,, =—+ , (4.301)
’ YL AL
Sij(sci +Kii) .
Ke,; =S, —T. (4.30)

Tendo-se ainda que Kj; = K;; = 4EI/L e Kj; = K;; = 2EI/L para a solug¢@o linear, a
matriz de rigidez da equacdo (4.37) possuird forma simétrica. Além disso, reagrupando-
se esta ultima na matriz de rigidez completa do elemento, que possui dimensao 6, obter-

se-a
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OAP, 0 OEA/L 0 0 -EA/L 0 0 OfAuw, O
E}Ang B 0 Ke,, Ke,, 0 Ke,, Kez,z.BE‘PViS
%ﬂMi %: S 0 Ke, Ke, 0 Ke,, Ke, Séﬂei % | @31)
OAP 5 TEA/L 0 0 EA/L 0 0 fup
%AQJB B 0 Ke,, Ke,, 0 Ke,, Ke4,3DEAij
AMH g 0 Ke;, Ke;, 0 Ke,, Ke;;708;H

4.3.2 —Modificacao da for mulacao para andlise ndo-linear de porticos semi-rigidos

Numa anélise ndo-linear, a presenga de ligacdes semi-rigidas torna necessaria a
modificacdo das equacdes de equilibrio para levar em consideracdo o efeito da
flexibilidade da conex@o. A influéncia dessa flexibilidade pode ser considerada
analisando o comportamento de um elemento de podrtico. Considere inicialmente um
elemento tipico de viga-coluna com conexdes semi-rigidas em ambas as extremidades,
tal qual é mostrado na figura (4.13), sujeito a uma forga axial P e a momentos (M; € M;)
em ambos os nds. Essas conexdes sdo modeladas através de molas com rigidez a

rotagdo e a presenca destas ultimas introduzira rotagdes relativas de valores @, ¢ @

nos nds 1 ¢ j do elemento, respectivamente. A partir dessas ponderagdes bésicas, as
equacdes que descrevem o comportamento ndo-linear de um sistema estrutural
idealmente rigido serdo modificadas. Tendo-se como referéncia o trabalho realizado por
Galvao (2000), serdao analisadas modificacoes em duas formulagdes nao-lineares: a
descrita por Torkamani et al. (1997) e a descrita por Yang ¢ Kuo (1994), em sua forma

linearizada.

¢ci

El = constante \
o p

Figura 4.13 — Elemento de viga-coluna com ligacds semi-rigidas (Chen e Toma, 1994).
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4.3.2.1 —Modificacao da formulagédo proposta por Torkamani et al. (1997)

Habitualmente, procedimentos padroes de analise ndo-linear para porticos sao
baseados na hipotese de que as conexdes nodais sdo ideais. Dai, duas idealizagdes
extremas para as ligagdes sdo utilizadas: perfeitamente rigidas ou rotuladas. Modelos
com conexdes ideais simplificam o procedimento de anélise, mas freqiientemente ndo
representam o comportamento estrutural real. Em geral, conexdes nodais de porticos
planos estao sujeitas a influéncia de momentos fletores e forgas axiais e cisalhantes. Os
efeitos destas ultimas podem, em geral, ser negligenciados, de modo que apenas os
momentos fletores sdo de interesse pratico. A relagdo constitutiva momento-rotagdo da
ligacdo podera ser aproximada por algum dos modelos apresentados na secao (4.2.2) ou
no apéndice C.

Ha muitas maneiras de como incorporar a flexibilidade da conexdo nodal na
analise discreta ndo-linear de porticos. Um dos modos mais simples ¢ a obtencdo das
matrizes de rigidez tomando-se como base a relagdo final de forga-deslocamento do
elemento de viga-coluna no sistema de coordenadas locais. Essa observacao ¢
particularmente importante, pois utilizar-se-4 como base para a modificagdo das
matrizes dos elementos com ligacdes semi-rigidas o trabalho desenvolvido por Galvao
(2000), que disserta sobre varios tipos de formulagdes ndo-lineares para andlise de
porticos rigidos com base sempre em um sistema Lagrangeano atualizado.

Com base no que foi demonstrado na secao (4.3.1), pode-se obter a relagdo final
de forga-deslocamento ja levando-se em consideragdo o efeito da semi-rigidez presente

nas conexdes nodais, que pode ser formulada como sendo

BAP S EEA/L 0 0 %ALS

AM, 0= 0 K| K{f0en (4.32)
O * * O

%SMJD E 0 KJI KJJ%GJD

onde os termos AP, AM; e AM; denotam a for¢a axial incremental e os momentos nodais

incrementais, respectivamente. Além disso, AL, AB; e AB; mensuram o incremento de
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deformacdo axial e as rotagdes nodais incrementais, respectivamente. Os termos

presentes na matriz de rigidez sdo definidos como

2
_ Sci (Scj + ij)

K =S, 5 (4.33a)
* SciKi‘Sc'
K, =—4"09 (4.33b)
B
* SC'K‘iSci
K =900 (4.33¢)
B
: S5(Ss +K;)
Ky=8y————, (4.33d)
B

onde B=(S,; +K;)(S;+K;)-K;K;, sendo S e S os valores de semi-rigidez de

ij
ambas as conexdes, que numa analise incremental-iterativa podem ser atualizados
utilizando-se um dos modelos representativos mostrados ou na sec¢ao (4.2.2) ou no
apéndice C. Ja Kj, K, Kj e Kj; representam os termos da formulagdo ndo-linear

utilizada, cujos valores serdo

4EI 2PL
=~ 4

K =K. , 434a
L T (4342)

K =k =221 PL (4.34b)
A T T

onde P ¢ a forga axial atuando na ultima configuracao de equilibrio. As expressoes
(4.34a) e (4.34b) sdo obtidas da formulagdo ndo-linear proposta por Torkamani
et al. (1997), analisada por Galvao (2000) e utilizada nos procedimentos de Chan e Chui
(2000).

A equacgdo (4.32) pode ser transformada para um elemento de poértico plano de
seis graus de liberdade através das relacdes de equilibrio entre as forcas nodais
referentes a cada um dos seis graus de liberdade e as forgas basicas do elemento. Pela

figura (4.12), tem-se
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r, =-AP,, (4.352)

AM; - AM;
T, = , (4.35b)
L
, =AM, (4.35¢)
r, =AP,, (4.35d)
(AM; - AM)
Iy =— , (4.35¢)
L
r, =AM, (4.351)
ou, utilizando-se uma organiza¢ao matricial,
o0 1 0 0 O
g g O
0 1/L 1/L
580 1 o g f
O
oo=o, , , OAMO (4.36)
0«0 0O %M 4
0.0 Do -1/L -1/L it
O O
GE D o g

De modo similar, os deslocamentos basicos (ou deslocamentos naturais) do
elemento, ou seja, AL, AB; e AB;, podem ser relacionados aos deslocamentos referentes a
cada um dos seis graus de liberdade mostrados na figura (4.12) através das relagdes

cinematicas

AL=(d, -d,), (4.37a)

ne, =d, +H "% f (4.37b)
0L O

no =d, +Hs "% H (4.37¢)
0L O

ou, em uma linguagem matricial,
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M, 0

0, O
OALO 1 0 01 0 0 Zg
pe =0 L 10 -uL oFn (4.38)
264 o UL 0 0 -I/L 1E°H

0.°0

M0

Substituindo agora a expressao (4.38) em (4.32) e esta ultima em (4.36),

encontrar-se-a

0, 0 OEA/L 0 0 -EA/L 0 0 O, O

g o ], O
%2 O O 0 K, Ky 0 Ko Ky [ﬂjlz 0
%3 %: B 0 K32 K33 O K35 K36 %13 %’ (439)
.0 TEA/L 0 0 EA/L 0 0 .o
|:*.5 D B 0 KSZ K53 0 KSS K56 |:I]I]'S D
@6 5 D 0 K62 K63 0 K65 K66 %’6 5
cujas multiplicagcdes matriciais resultardo em

(K3 +K; +K; +K))
K,, =K K, = 52 = 2 5 (4.40a)
(K; +K5)

Ky =Ky, =Ky =K, ==Ky ==K =Ky =Ky = ?a (4.40b)
K,y =K =K, (4.40¢)
Kis =Kg = K: (4.40d)

A expressao (4.39) denota, portanto, a matriz de rigidez para o elemento de viga-

coluna com a consideracdo da influéncia das conexdes semi-rigidas.
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4.3.2.2 - Modificagdo da formulagdo proposta por Yang e Kuo (1994)

As formulagdes adotadas por Yang e Kuo (1994) para andlise de elementos de
porticos rigidos encontram-se detalhadas e analisadas no trabalho de Galvao (2000), que
sera utilizado como base para implementag¢ao do elemento de viga-coluna semi-rigido.

Para esta formulacdo, a relacdo final de forca-deslocamento ja levando-se em
consideragdo o efeito da semi-rigidez presente nas conexdes nodais pode ser

representada em sua forma matricial como sendo

O [EA/L+P/L M,/L M/LDDALD

o= S M;/L Ki  Kj [taﬁ@ g (4.41)
0

HH M

1

Kji ij %GJ

1
%D% >

i

onde os termos AP, AM; e AM; denotam a forga axial incremental e os momentos nodais
incrementais, respectivamente. Além disso, AL, AB; e AB; mensuram o incremento de
deformacao axial e as rotacdes nodais incrementais, respectivamente. Os valores de P,
M; e M; denotam a for¢a axial e os momentos nodais na Ultima configuragdo de
equilibrio, respectivamente. Os demais termos presentes na matriz de rigidez sdo os
mesmos que aqueles utilizados na equacao (4.32), com a diferenca que os valores de Kj;,

Kij, Kji e Kj serdo agora

_4El 2PL _ 4P[JEI
L 15 LEE_AEL

K, =K, (4.42a)

K, =K, _2EI _PL 2P BEE[ (4.42b)

N 30 L CEA[

As relagdes de equilibrio descritas pelas equagdo (4.35) permanecem validas,
assim como as relagdes cinematicas mostradas em (4.38). Portanto, combinando-se as
equagoes (4.41) com as equacdes (4.35) e (4.37), mas levando-se em consideragao

(4.42), obter-se-a
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cujos termos valem

M,
K, =K, =-K;; =-K;, :T’

Mi
K =Kg =Ky =-Kq :Ta

= _Kzs = _Ksz -

L2

(4.43)

(4.447)

(4.44b)

(4.44c¢)

(4.44d)

(4.44¢)

(4.44f)

(4.44g)

(4.44h)

Ap6s os procedimentos apresentados nas segdes (4.3.2.1) e (4.3.2.2), o apéndice D

desta dissertacdo mostra a verificagdo da matriz de rigidez do elemento hibrido para

ambas as formulagdes a partir da hipdtese de que os valores de semi-rigidez sao muito

grandes, o que simularia uma ligacao idealmente rigida.
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4.4—ELEMENTO SEMI-RIGIDO PROPOSTO POR
SEKULOVIC e SALATIC (2001)

O trabalho de Sekulovic e Salatic (2001) trata da analise ndo-linear de porticos
com ligagdes semi-rigidas, considerando ainda a excentricidade da conexao. Tal qual o
proposto por Chan e Chui (2000), aqueles autores modelam o elemento de conexdo
como uma mola com rigidez a rotacdo. Essa rigidez, em uma analise de segunda ordem,
pode ser atualizada a cada estagio de carregamento por algum dos métodos expostos na
secdo (4.2.2) e no apéndice C. Para uma andlise linear, no entanto, bastaria o valor

inicial da semi-rigidez da ligagao.

4.4.1 — Equacbes derigidez para um elemento com conexdes flexiveis excéntricas

As equagdes que expressam as relagdes forca-deslocamento para elementos de
viga-coluna podem se apresentar de varias formas diferentes. No entanto, numa analise

discreta, ¢ conveniente expressar tais relacdes sob a forma (Sekulovic e Salatic, 2001)

av, O O12¢, 6Lp, -12¢, 6L, OV,
M, @_ EL B6L(p2 4L%@, -6Lgp, 2L%¢, AP
BV‘ 0 L'Gl12¢ -6Le, 12¢ -6Lg,

J

0

Q, (4.45)
0 : o OO

E\/IJ oL, 2L°¢, -6Le, 4L°¢, j%

onde @, i = 1,..., 4, sdo referidas como as fungdes de estabilidade. Tais fungdes sdao
trigonométricas ou hiperbdlicas, dependendo se a for¢a axial ¢ de compressao ou de
tracdo, respectivamente. Quando a for¢a axial € nula, todas estas fun¢des @, 1 = 1,..., 4,
reduzem-se a 1 e a matriz de rigidez torna-se a mesma da analise linear. Expressoes
analiticas para as fungdes @ e expansdes apropriadas em forma de série de poténcias,
convenientes para analises numéricas, podem ser encontradas nos trabalhos de Goto e
Chen (1987) e Chen e Lui (1991).

A convengdo para a dire¢do positiva das for¢as e dos deslocamentos nodais ¢

mostrada na figura (4.12). Deve-se enfatizar que as relagdes entre forcas e
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deslocamentos na extremidade da viga sao nao-lineares, ja que as fungdes @ dependem
da forca axial, que também ¢ funcdo dos deslocamentos nodais e das rotagdes. No caso

de uma analise de segunda ordem linearizada, a matriz de rigidez possui a forma geral

K=K, +K,, (4.46)

onde K, e K sdo as matrizes de rigidez linear elastica e geométrica, respectivamente.

A matriz K mostrada em (4.46) pode ser obtida se fungdes polinomiais de interpolagao
forem utilizadas ao invés das fungdes de estabilidade sob suas formas trigonométrica e
hiperbolica (Chen e Lui, 1991).

A figura (4.14) mostra um elemento de viga com conexdes nodais flexiveis, com
excentricidades e; e e; em relagdo aos nos i e j, respectivamente. As relagdes entre as
rotagdes da viga (8y;) e do nd (8,;), de acordo com a mesma figura, podem ser descritas

como

Figura 4.14 — Elemento de viga com conexodes flexiveis e excéntricas (Sekulovic e

Salatic, 2001).
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@, =6, =06, (4.47a)
@, = 0.- ebj , (4.47b)

<

onde @; e @, sdo as rotagdes relativas devido a flexibilidade das conexdes, que sio

modeladas como elementos de mola com rigidez rotacional. Estas rotacdes relativas
dependem das rigidezes das molas e dos momentos fletores atuando nas extremidades

da viga, ou seja,

@, = S a (4.482)
M,
@, = S (4.48b)

sendo M, M, Sci, S¢j os momentos e as rigidezes das conexdes nos nos i e j,

respectivamente. Os momentos M; € M podem ser calculados a partir da expressdo

o, 0
(M.O_EI60, 4Lg, 60, 2,081

0 ) (4.49)
n L %(pz 2L(p4 _6(p2 4L(p3 %j O
P
que, tendo-se em vista (4.47), transformar-se-a em
O v, O
M O 6 4L -6 2L i ~ @y ~
Rt Tl A (4.50)

.0 e 2Le, -69, 4Lofh ¥,

s~ 5

O

onde
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e.

dar = 8, v, o,
o= o 0 qf.
A substitui¢ao da equacao (4.48) na equagao (4.50) levara a
v, 0 0o
M.O_EI e, 4le -6o 2L, 0P Ha
Mg LU e 2L, -6¢ 4Lofrv,g 00 m
HPsH HeH
O%. 000 0
M,O_EI(60, 4Lg, -60, 2L¢4%ici§_§/sd 0
0 U 2Le, —60, 4LeFV,g g0 O
%Cja E 0 1/ S

Fazendo-se agora

00 0 [

0

H/Sci O |:|

Ks =0 O,
> g0 0g
o Us,H

a expressao (4.52b) podera ser rescrita como sendo

M =H(d-KsM)O
M +HK M =HdO
(I +HK s )M =HdO

M =( +HKg)"'Hd,

Q.

DD@I?D
mBHHEo

(4.51a)

(4.51b)

(4.52a)

(4.52b)

(4.53)

(4.54a)
(4.54b)
(4.54c¢)

(4.54d)

sendo | a matriz identidade de ordem 2. Substituindo novamente as matrizes de volta na

ultima equagdo, obter-se-a
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O oo 0
" as! OEFLEI B¢, 4L, -6, 2L¢4Eﬁi%i/sci 0 %
%) 10 (p2 2L, -6, 4L@, 0 0 0
g S0 s
%, O
O
L EI069, 4Lg, -6, 2L, 18,
T2 % k. O (4.55)
L @, 2L, -60, 4L@, 0VviO
s H
o que fornecera
[& O
_D\/IciD_ EI O+4g,0, —2g,0, 069, 4L, —-6¢, 2L, 0V.[0
M = 0=—0 D% Ok 0 (4.56)
60 AL g-2g,0, 1+4g,0,000, 2Le, -6@, 4L@, a1vig
s H
onde
A:(1+4gi(p3)(1+4gj(p3)_4gigj(p42w (4.57a)
_El EI
, = 4.57b
g = s, e g, Ls, (4.57b)

Substituindo agora (4.48) e (4.56) em (4.51b), o vetor @ de rotacdes relativas

podera ser expresso através do vetor d de deslocamentos nodais, ou seja,

o0od O 0
pofid/S 0 gMuO, (4.5%)
= = . a
00 g E 0 0
HeiH 8
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O 0 v, O
_ g/sci 0 [ O+4g@  —2g,¢, 069, 4L, -6¢, 2Lg, E@ciH
=0 0 A P-200, 1+4e0.F0 2Lg, -6p 4rgHw 3 %)
0 O O~ <89, g% 0P, ¢, ¢ ®vino
B B

aitla

esl

sendo que o produto entre as matrizes sera

0=, (4.59)

que, sob uma forma matricial, tornar-se-a

0o 0 0 O0C0W O

%21 S22 Sy Sy ciH
¢= U (4.60)
SO 0 0 0L g
a1 Sz Si Sy q%
cujos termos diferentes de zero valem
_ _6
S0 %5 = ln 228,00 -0)]e, 4.612)
Sy = 4[&% + 8,2, (4@, —cpi)J, (4.61b)
Sy =289, (4.61¢)
_ _6
su = 5u = 22800 -0)le., (4.61d)
S, =28,9,, (4.61¢)
se =420, + 22,40 - ). (4.61f)

A fungdo que descreve o deslocamento lateral v(x) para o elemento com conexdes
flexiveis pode ser escrita utilizando-se fungdes polinomiais de interpolagao de Hermite

(Sekulovic e Malcevic, 1994) e o vetor de deslocamentos nodais, ou seja,
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v(x) = N(x)(d - @) = N(x)(d = Sd) = N(x)(I —=S)d , (4.62)
onde
N(x)=[N,(x) N,(x) Ny(x) N,(x)| (4.63)

denota a matriz de fung¢des de interpolacao de Hermite, cujos termos serdo

N, (x) =1 —3%22 +2TX33’ (4.64a)
N, (x) =x—2z2 +i—z, (4.64b)
N, (x) =3LL;—2LL33, (4.64¢)
N, (x) = —X_L2+i—j . (4.64d)

O efeito da excentricidade da conexdo, devido principalmente ao tamanho do
elemento de ligacao, ¢, em geral, negligenciado na analise e projeto de porticos planos.
No entanto, sua presenca pode influenciar o comportamento estrutural. Na figura (4.14),
a excentricidade ¢ modelada por elementos curtos e infinitamente rigidos, cujos
comprimentos sdo € e €. No caso de pequenas rotagdes, a relagdo entre os

deslocamentos verticais das extremidades da viga V; e V; e os deslocamentos verticais

nodais v; e v; pode ser expressa pela equagido matricial

d=(+EX, (4.65)

onde
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M e 0 00O
E_%) 00 0p
O 0 0 -e,O

900 of
d'={, e, v, e}

A substitui¢ao da equacdo (4.65) na equagdo (4.62) leva a

v(x) =N(x)(I =S)(I + E)d = N(x)(1 =S+ E -SE)d = N(x)(I +G)d = N(x)d,
onde
0o Ae, O 0 O
0
G:(_S_l_E_SE):l%n €» 8x 8u [

A U0 0 0 —Aez[r
0 0
By 84 84 8u [

com os elementos da matriz G definidos da seguinte forma:

6
Sy = 7Sy = _I[gl +2g,2,(20, - (P4)](P2 5
6
Sy = —%[gl +2g,2,20, - 9,0, —4[glcp3 +g,8, (4@ —<pi)],
6
Sy = _%[gl +2g,2,(20, _(P4)](P2 -2g,9,,
_ _ 6
S41 = S35 ~ _f[gz +2g,2,(20, _(P4)](P2,
6e
Sp = _Tl[gz +2g,2,(29, - (P4)](P2 -2g,9,,

6e
S = _Tz[gz +2g,2,(2¢; —(P4)](P2 —4[g2(p3 +g1g2(4(P§ _(pi)]_
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(4.662)

(4.66b)

(4.67)

(4.68)

(4.692)

(4.69b)

(4.69¢)

(4.69d)

(4.69¢)

(4.691)



A equagdo (4.67) trata dos deslocamentos laterais v(x) do elemento para o caso
com conexdes flexiveis da mesma forma que o elemento com conexdes rigidas. A Uinica
diferenca estd na matriz de fungdes de interpolacdo, que para o caso semi-rigido ¢
obtida pela modificagdo da matriz de fungdes de interpolacdo para elementos com
conexdes rigidas. A matriz de corre¢do G, definida em (4.68), contém os efeitos da
flexibilidade e excentricidade da conexdo separadamente (o primeiro e segundo termos)
e acoplados (terceiro termo). Se, na equagao (4.68), S e E sdo substituidos por matrizes
nulas, ter-se-4 que G = 0 e a equacgdo (4.67) reduz-se a ja conhecida equacao para o

elemento com conexdes rigidas.

4.4.2 —Matriz derigidez e vetor deforcas nodais equivalentes

A matriz de rigidez para o elemento com conexdes flexiveis pode ser obtida

através da energia interna de deformacao, que pode ser escrita como sendo
1 2
U= 3 I(EAez +EIK*)dx + Z c,a’. (4.70)
0 1=

O primeiro termo na equacdo anterior ¢ a energia interna do elemento de viga-
coluna e o somatorio subseqiiente refere-se a energia interna das molas. Tendo-se em

vista que (Sekulovic e Salatic, 2000)

d*v

K=——0), 4.71a
e ( )
du 1[dv |

=— +— JH— =—k?, 4.71b
dx 2[{1}(@ A ( )

que representam a deformagdo devido a flexdo e a forca axial, respectivamente, e

considerando ainda que o termo k* da Giltima equacio pode ser descrito como
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0
k2=§g‘3+lﬁd—vgu (4.71c)
| Bix 2dx 0O 8
pode-se rescrever a equacao (4.70), que agora sera
2 L
U-Ek“fd +_IEﬂ_ng+zc a’ 0
U=U,+U;+U_, (4.72)
onde
2
U, = Ek L, (4.73a)
2A

U, = _Iﬁﬂ_gd (4.73b)

U, = ZciO(i2 , (4.73¢c)

cujos termos significam as energias de deformacao da viga, axial (U,) e a flexao (Uy), e
a energia potencial das molas (Uy).

As parcelas de energia devido a deformacdo axial (U,) e a curvatura da viga (Uy)
estdo acopladas, uma vez que o termo k, de acordo com a equagdo (4.71c), inclui as
derivadas tanto dos deslocamentos axiais quanto dos deslocamentos laterais. Com a
hipotese de que k* = constante (Sekulovic e Salatic, 2001), essas parcelas podem ser
expressas de forma independente. Dai, apos a substitui¢do da equacao (4.67) na equagdo

(4.73b), obtém-se

_EIY <, , . _EIY, . )
U, —?‘!’(N (x)d)?dx —?‘!’(N (x)(I +G)d) dx O (4.74a)
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1 T TDL n T n D
U, =-d"(1 +G) DIEI[N ) N"(0Jdx (1 +G)d D (4.74b)
2 70 O
:%dT(I +G)"k, (I +G)d O (4.74¢)
= d"(ky + Gk, +k, G + Gk, G)d ="k, +k, ). (4.74d)

onde as matrizes K, e K denotam as matrizes de rigidez para o elemento de viga-

coluna com conexdes rigidas e de correcdo que inclui os efeitos da flexibilidade e da

excentricidade da conexao, respectivamente, e sao definidas como sendo

K, }EI[N"(X)T N (x)Jdx , (4.75)

k,=G"k, +k,G+G"k,G . (4.75b)

A energia interna de deformacgdo das molas, descrita pela equagdo (4.73c), pode

ser expressa sob a forma
1 .
U, :E(p Co, (4.76)

onde a matriz C é descrita como sendo

(4.77)

=
o o o o
N 5 o o
MmOoOOoOo.

Q.

H1GE1E

Substituindo a equacdo (4.59) na equagdo (4.76) e considerando (4.65), ter-se-a
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U, = %HTSTCSH = % d"(I +E)"S'CS(I +E)d = %dT(ST +E"S")C(S+SE)d 0 (4.78a)

=%dT(~5TC(~3d =%diSd. (4.78b)
Das equagdes (4.78a) e (4.78b), pode-se deduzir que

k.=G'CG, (4.79a)

sendo a matriz G definida por

0 0 0 00O

0
0
~ 1 %21 €x» 8 8up
G=(S+SE)=-— : 4.79b
( ) A0 0 0 o0 ( )
0 0
Ba 82 84 Bul

Das expressoes (4.74d) e (4.78b), a energia interna total devido a flexdo de um

elemento de viga-coluna com conexdes semi-rigidas pode agora ser escrita como sendo
U=U, +U, =207 (ky Kk k)0, (4.80)

de onde se conclui que a matriz de rigidez ¢ expressa segundo
K=k, +k, +k,. (4.81)

O vetor de forcas nodais equivalentes devido a cargas q(x) distribuidas ao longo

da viga ¢ obtido da maneira usual, ou seja,

Q= J'q(x)NT(x)dx =(1+G)" J'q(x)NT(x)dx : (4.82)
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4.5—-ELEMENTO SEMI-RIGIDO PROPOSTO POR CHEN e LUI (1991)

Nesta secdo, a matriz de rigidez de um elemento com conexdes flexiveis em suas
extremidades sera obtida através dos procedimentos propostos por Chen e Lui (1991).

Para incorporar o efeito da flexibilidade da conexdo nas relagdes de rigidez do
elemento, tal qual os métodos utilizados por Chan e Chui (2000) e Sekulovic e Salatic
(2001), utilizar-se-a molas com relagdes momento-rotagao descritas por algum dos
modelos fornecidos na se¢do (4.2.2) ou no apéndice C para representar a ligacdo semi-
rigida. Essas molas sdo fisicamente conectadas a viga pelas imposi¢des de equilibrio e
de compatibilidade em suas jungdes. De acordo com a figura (4.15a), em que um
elemento de viga com seis graus de liberdade e dois elementos de mola (A e B) com
dois graus de liberdade cada um sdo mostrados como trés elementos separados, as

relacdes momento-rotagdo para as conexodes A e B podem ser expressas como sendo
-S.. 14, O
‘M. O (4.83a)
i L6 O

para o primeiro né e

o= SS ~Sog (4.83b)
i0 OS¢ Se D

il

M,
M.

para o segundo no.
Nas duas equagdes anteriores, 0os pardmetros Mici, Maci, Mi¢j € My denotam os
momentos nas conexdes e os parametros d estdo relacionados as rotagdes das

respectivas conexdes atraves das igualdades @, =d,; -d,; ¢ @; =d,; —d,;. Além

disto, S¢i e S¢j sdo os valores da rigidez das ligacoes.
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El = constante

(a) Elemento individual

(c) Elemento hibrido
Figura 4.15 — Elemento hibrido de viga-coluna (Chen e Lui, 1991).

Simbolicamente, as relagdes de rigidez de uma viga com carregamento distribuido

podem ser representadas como sendo

r =Kd+r,, (4.84)

onde r ¢é o vetor de for¢as do elemento, d é o vetor de deslocamentos nodais e K é a
matriz de rigidez do elemento, definida assim como na equagao (4.45).

Para anexar as conexdes a viga e formar um elemento hibrido, ¢ conveniente
considerar um elemento intermediario, como mostrado na figura (4.15b). A relagdo de
equilibrio para este elemento pode ser facilmente obtida pela técnica matricial padrao. O
processo ¢ executado primeiro escrevendo-se as relagdes momento-rotagdo e de rigidez

para os trés elementos mostrados na figura (4.15a) numa forma maior, ou seja,
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|:l,‘\/‘[lci |:| DSc] - Sci D]:dlci |:| DO D

g o U 0,0

ci T Sc1 Sm ci O

o o
0r o= B K d o+O.0 (4.85)
E}Mlcj S O Sq =5 %d“j S BO B
M.oE H -Sy Sy H¥lwE HOH
expressdo esta que pode ser rescrita como sendo
r, =(K,d,)+rg, . (4.86)

10x1 10x10 10x1  10x1

Considerando agora as relagdes cinematicas para pequenos deslocamentos entre

os graus de liberdade dos trés elementos mostrados na figura (4.15a), pode-se escrever

que
MO0 M 01000 0 00

Fg B 0000 0 1 04,0

04,00 0000000 -

Ddzmg)loooooo mg

%@%:%) 0000O0T10 4“% “4.87)
odeg ® 0 0 1 0 0 0 Ofds, ‘
EdsB@OO()lOOO%imS

odeg ® 0 0 0 0 0 0 10W,,0

Ehlcjgg)o 0000 0 1R

FB ® 0000 1 0 0F

Simbolicamente, as relacdes cinematicas anteriores podem ser escritas como

sendo

d, =Td

a int *

(4.88)

Pela lei do contragradiente, as relagdes de equilibrio, assumindo-se pequenos

deslocamentos, sdo dadas por
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C =TT (4.89)

onde r.

nt

(4.15a) e (4.15b), respectivamente. Combinando-se as equagdes (4.86), (4.88) e (4.89),

e r, sdo os vetores de for¢as atuando nos graus de liberdade das figuras

obter-se-a
rint :TT(K ada +rFa) :TTKaTdint +TTrFa > (490)
ou ainda,
rint = K int dint + I’Fint b (491)
8x1 8x8 8x1 8x1
onde
K, K 0 K, K 0 K K S
a(lz K, 0 K, Ky 0 K, Ky 0
oo o S, 0 0 0 | -S, 0 0
K = T7K aT - %14 K24 0 K44 K45 0 K34 K46 B’ (4.92)
%15 Kys 0 Ky Kss 0 Ks Ky &
oo 0 0 0 0 S, 0 -K, 0O
H<13 K23 _Sci K34 K35 0 Sci +K33 K36 S
Q% Ky 0 Ky Ky -~ Scj Ky Scj + K @

em que os termos Kjj, 1 =1,..., 6 € j = 1,..., 6, referem-se aqueles contidos na matriz de

rigidez expressa pela equagao (4.45) e, além disso,
To={ 0 0 } 4.93
T LI Tes Tps Ty Trefs (4.93)

em que os termos 1y, 1 = 1,..., 6, referem-se aqueles do vetor de forgas nodais da viga,

descritos pela figura (4.15¢).
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Tendo-se desenvolvido a relagdo forca-deslocamento, ou de rigidez, para o
elemento de viga-coluna hibrido intermediario da figura (4.15b), a relacdo para o
elemento hibrido final da figura (4.15a) pode ser obtida condensando-se estaticamente
os graus de liberdade sete e oito. Para executar esta tarefa, a matriz definida pela
equacdo (4.92) ¢ particionada em quatro sub-matrizes. O mesmo ocorre com 0s vetores

din¢ € Iing, subdivididos em dois sub-vetores cada um. Dai, visualmente, ter-se-a

HintAE K inian | Kinas imAE HFimA E
géxl |:|= D 6x6 K6x2 6x1 |:|+ 5,6)(1 |:| (494)
intB E H( int BA int BB intB FintB
2x1 2x6 2x2 2x1 2x1
Sabendo-se que
r.intB = O = K intBAdintA + K intBBdintB + rFintB s (495)
obter-se-a
— -1
dintB =-K intBB(K intBAdintA + rFintB) . (4.96)
Substituindo-se entao a equagao (4.96) em (4.94), encontrar-se-a
Foea = KinaaQina ¥ Kinasdins + Meina U (4.97a)
= K intAAdintA - K intABK 1_nltBB(K intBAdintA + rFintB) + rFintA D (497b)
=(K intAA K intABK i_nltBBK intBA)dintA + (rFintA -K intABK i_nltBBrFintB > (4.97¢)
ou, de outra forma,
M = K hibdhib iy » (4.98)

de onde deduz-se que
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M = Finea s (4.99a)
Ay =dipeas (4.99b)
Kb =K inaa ~KinasK i_nltBBK intBA » (4.99¢)

(4.99d)

_ _ -1
thib - rFintA K intABK intBBrFintB .

Devera ser observado que a matriz de rigidez expressa na equacao (4.99¢c) e o
vetor de forcas nodais expresso na equacao (4.99d) para o elemento de viga hibrido
levam em consideragdo tanto o efeito da forca axial quanto o efeito da flexibilidade da
conexao no elemento. Além disso, as rigidezes das conexdes nas extremidades da viga
ndo precisam ser iguais. Em outras palavras, esta formulacao, tal qual as outras duas
mostradas anteriormente, permitem a consideracdo de casos em que a forca axial no
elemento ¢ apreciavel e as ligagdes se comportam de forma diferente.

Numa andlise ndo-linear, a equacdo (4.96) ¢, em geral, expressa sob uma forma
incremental. Os vetores de forca e deslocamento representam os incrementos de carga e
deslocamento, respectivamente, preferivelmente a seus valores totais. A andlise ¢
executada em pequenos passos lineares utilizando-se, por exemplo, alguma das técnicas
descritas no apéndice A. A matriz de rigidez, que agora ¢ funcdo da forca axial e das

rigidezes das conexoes, ¢ atualizada constantemente ao longo de toda a andlise.
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D.

IMPLEMENTACAO
COMPUTACIONAL

5.1—-INTRODUCAO

Apbs as definicbes, andlises e procedimentos matematicos apresentados nos
capitulos 3 e 4, faz-se necessario uma explanagdo geral sobre quais 0s procedimentos
computacionais adotados com o objetivo de se realizar andlises de sistemas estruturais
rotulados (2D e 3D) e semi-rigidos.

Em vista disto, na secdo (5.2) serdo apresentadas algumas das caracteristicas
principais do programa computacional, idealizado em sua génese por Silveira (1995),
em seu trabalho de doutorado, e elaborado utilizando a linguagem FORTRAN 4.0
(1994-1995).

A seguir, na secdo (5.3), serd dada uma visdo gera da metodologia de solugédo
linear de porticos semi-rigidos, possivel apds modificacdes no procedimento j& existente
para sistemas estruturais perfeitamente rigidos. A natureza dessas modificacOes é
analisada logo depois, bem como algumas novas insercdes que se fizeram necessarias,
tals como na sub-rotina de leitura de dados, que teve de ser adaptada de modo a
abranger os dados de caracterizagdo dos elementos semi-rigidos.

Finalmente, na secéo (5.4), € apresentada a metodologia de solugdo néo-linear
empregada para analisar sistemas estruturais semi-rigidos planos e estruturas rotuladas
planas e espaciais. Em seguida, dar-se-4 énfase as modificagbes ocorridas em sub-
rotinas ja existentes e as novas implementacfes realizadas, de modo a possibilitar as

analises ambicionadas no escopo deste trabal ho.



5.2—CARACTERISTICAS GERAISDO PROGRAMA

Para a implementacdo dos elementos ndo-lineares de trelica e de portico semi-
rigido, foi utilizado o programa computacional desenvolvido, em linguagem FORTRAN
4.0 (1994-1995), por Silveira (1995), como parte integrante de sua Tese de Doutorado,
e, posteriormente, expandido por Rocha (2000) e Galvao (2000; 2001). O esquema gera
do programa computacional encontra-se nafigura (5.1) e mostra os dois tipos principais
de andlises que podem ser realizadas: problemas estéticos ou dindmicos, estes Ultimos
ainda em fase de implementac&o. Ja a figura (5.2) apresenta o fluxograma do programa
principal na parte concernente a andlise estética, que, por suavez, se divide em solucdes
lineares e ndo-lineares. Os objetos destacados indicam o0s novos tipos de sistemas
estruturais passiveis de andlise, ou sgja, trelicas planas e espaciais e porticos semi-
rigidos, enquanto os demais objetos indicam analises ja implementadas. A seguir, serdo
abordados alguns pontos relevantes as solucdes linear e ndo-linear, bem como as

modificacbes e novas implementagdes concluidas.

ENTRADA DE DADOS

ANALISE DO PROBLEMA
(Sub-rotina SOLUC)

ESTATICO _
(Silveira, 1995; Rocha, 2000; C DINAMICO >

Galvéo, 2000, 2001) (Galvao, 2001)
‘ SAIDA DE RESULTADOS \
(P6s-Processador)

FIM

Figura5.1 — Divisdo geral do programa computacional.
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17\ ANALISE ESTATICA >—l

SOLUGAO LINEAR SOLUGAO NAO-LINEAR
(Sub-rotina SOLL) (Sub-rotina SOLNL)

PORTICO PORTICO PORTICO
TRELICA 2D TRELICA 2D PORTICO
< e3D >< RIGIeI:;gZD > (SEMI RIGIDO> ( e3b >< RIGIDO 2D > (SEMI RIGIDO>
SAIDA DE
RESULTADOS «—
(Pos-Proces%dor)

FIM

Figura 5.2 — Estrutura do programa principal para andlises estéticas.

5.3-SOLUCAO LINEAR

A figura (5.3) apresenta o fluxograma geral de funcionamento da solucéo linear,
modificada para atender a analise de pérticos semi-rigidos. Caso se desgje fazer ta
analise, o primeiro procedimento a ser realizado pelo programa computacional é a
leitura do arquivo de entrada de dados, que foi modificado para além de conter dados
sobre a geometria do modelo estrutural, propriedades fisicas dos materiais que
compdem a estrutura, carregamento externo atuante, etc., também conter dados
referentes as conexdes semi-rigidas. A figura (5.4) apresenta um exemplo de uma
model agem de um portico com ligagBes semi-rigidas.

Neste arquivo de entrada de dados, os valores das variaveis que se referem aos

dados de semi-rigidez séo os seguintes:

a) SEMI: define se haverd ou ndo a leitura dos dados dos el ementos semi-
rigidos, além de indicar o comportamento da ligacéo. Se for igua a 1, os valores de
semi-rigidez do elemento hibrido sGo mantidos constantes, o que vale tanto para a

solugdo linear quanto para a ndo-linear. Se for igual a 2, indica que as conexdes se
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comportam de forma ndo-linear, o que é utilizado apenas na solugcdo de mesmo tipo.
Além destes, SEMI pode assumir apenas valor zero, o que indica a auséncia de
conexdes semi-rigidas. Deve-se sadlientar que sendo SEMI igual a1 ou 2 sera acionada a
leitura do macro-comando STIF, que tem por finalidade identificar o inicio da leitura
dos dados relacionados a modelagem e a caracterizagdo de um sistema estrutural com
conexdes semi-rigidas. Além disso, se SEMI receber valor zero, 0 macro-comando
STIF ndo seraidentificado e a solugéo requerida, seja elalinear ou ndo-linear, restringir-

se-4 aguela com ligacOes idealmente rigidas.

( PORTICO SEMI—RiGIDO)

l_C LEITURA DE DADOS 1) _l

( SOLUGCAO LINEAR D < SOLU(;AONAO—LINEAR>

MONTAGEM DO VETOR
DE FOR(;AS EXTERNASF

/ MONTAGEM E MODIFICACAO DA>

MATRIZ DE RIGIDEZ LINEAR KL

ELEMENTO ELEMENTO ELEMENTO SEMI-RIGIDO
SEMI-RIGIDO DE CHEN SEMI-RIGIDO DE CHAN DE SEKULOVICe
eLUI (1991) e CHUI (2000) SALATIC (2001)
CALCULO DOS
DESLOCAMENTOS E

FORCAS NODAIS

C ARQUIVOS DE SAIDA)

Figura 5.3 — Fluxograma geral da solucéo linear.

b) SRFOR: indica que procedimento de modificagcdo da matriz de rigidez
linear sera adotado. Essa varidvel interna pode ser 1, 0 que leva a seqiiéncia de calculos
de Chen e Lui (1991); de valor 2, levando ao procedimento de Chan e Chui (2000), ou
3, sinalizando a utilizacdo dos célculos de Sekulovic e Salatic (2001);

c) NCTYPE: mensura a quantidade de grupos de elementos com diferentes

valores de semi-rigidez;
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d) STIFI, STIFJ correspondem aos valores dos fatores de rigidez (fixity
factors) de ambos os nés do elemento. O fator de rigidez varia de zero, para 0 caso
idealmente rotulado, a 1, para o caso perfeitamente rigido;

e) El, EJ indicam as excentricidades de ambas as ligacdes no el emento de

viga-coluna. Estes valores somente serdo utilizados caso SRFOR sgjaigual atrés,

f)  NGELM: indica o nimero de grupos de elementos com 0s mesmos valores
de STIFI, STIFJ, El eEJ;
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Figura 5.4 — Exemplo de um arquivo de entrada de dados para o pértico semi-rigido
mostrado em detal he.
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A seguir, seréo apresentadas de forma mais detalhada algumas sub-rotinas onde
modificagbes e/ou novas inser¢des foram realizadas, para que no procedimento padréo
de solucéo linear de porticos também houvesse a consideracdo de elementos semi-

rigidos.

5.3.1-Sub-rotina SEMIRIGID

No estudo da andlise de porticos com ligagBes semi-rigidas, antes de qualquer
implementagdo referente as matrizes de rigidez ou ao clculo do vetor de forcas
internas, foi necessaria a insercdo de uma sub-rotina que pudesse ler e armazenar os
dados concernentes a semi-rigidez dos elementos de conex&o. Na base computacional
existente, a sub-rotina responsavel pela leitura dos dados gerais da estrutura, tais como
geometria, carregamento, condi¢des de contorno, etc., é denominada de PMESH. Por
consequéncia, intercal ou-se uma sub-rotina denominada de SEMIRIGID, que também é
acionada na solucédo néo-linear, em PMESH, para que fosse possivel aleitura dos novos
dados no primeiro arquivo de entrada. Os valores a serem lidos para a solugdo linear
constam na figura (5.4) e ja foram definidos anteriormente, enquanto os dados

necessarios a andlise ndo-linear serdo analisados na se¢do (5.4).

5.3.2—-Sub-rotina STIFKO

Esta sub-rotina € responsavel pela montagem da matriz de rigidez global de
porticos na analise do problema linear estatico, tendo sido implementada por Galvéo
(2000). No trabaho atual, tal sub-rotina € modificada de tal modo que possa levar em
consideracdo valores intermediarios de rigidez. Portanto, para cada elemento do portico

s80 executados 0s seguintes passos:
1) clculo damatriz de rotacao;

2) céculo damatriz derigidez para o tipo de problema analisado. Se o sistema

estrutural alvo de andlise for rigido, executar-se-a a sub-rotina BRKEL, que ja havia
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sido implementada anteriormente. Caso contrario, se a estrutura for semi-rigida, a
matriz de rigidez sera calculada a partir da formulacdo de elemento semi-rigido
selecionada no arquivo de entrada de dados. Dai, 0 programa direcionar-se-a para uma
das seguintes sub-rotinas:
2.1) BRKEL2: A matriz de rigidez linear K| se modificara pelo elemento
semi-rigido proposto por Chen e Lui (1991);
2.2) BRKEL3: Nesta situacdo, a modificacdo dar-se-a pelo elemento
proposto por Chan e Chui (2000);
2.3) BRKELA4: Finamente, nesta sub-rotina, a nova matriz sera obtida pelo
proposto por Sekulovic e Salatic (2001).
3) ApoOso cdculode K, havendo ou ndo elementos semi-rigidos, amatriz sera
levada ao sistema global;
4)  Por fim, j& descrita em relacdo ao sistema global, a matriz de rigidez do
elemento sera armazenada na matriz de rigidez global da estrutura.

Ao final desses procedimentos, a sequéncia de célculos da andlise linear de
estruturas semi-rigidas ndo se modifica, ou sga permanece igua aguela ja
implementada para pérticos rigidos por Galvao (2000). A seguir, descrever-se-4 0s
procedimentos de cada sub-rotina, e, por consequéncia, de cada elemento hibrido

alvitrado, utilizados na modificacdo da matriz linear.

5.3.2.1 —Sub-rotina BRKEL 2

Nesta sub-rotina, a seguinte seqiéncia de caculos foi implementada visando a
obtencdo, para cada elemento hibrido, da matriz de rigidez modificada pelo
procedimento de Chen e Lui (1991):

1) formacdo da matriz K, (de ordem 10) contendo, separadamente, tanto os
termos el sticos lineares quanto os de semi-rigidez do elemento (ver equacdo (4.85));

2) formagéo da matriz de transformagdo T, de dimensdo 10x8 (ver equagéo
(4.87));
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3) cdculo da matriz Ky, que representara o el emento hibrido intermediério e
possuiré ordem 8, através do produto triplo T'K 4T (ver equacdo (4.92));
4)  obtengdo das matrizes K o (6X6), K as (6X2), K, 5a (2X6) € K, 55

(2x2), extraidas de K, , (8x8) (ver equacdo (4.94));

5) céculodainversade K 5 (K igs):

6) e, por fim, cAculo damatriz de rigidez hibrida através da operacéo matricial

— _ -1
K hib — K int AA K intABK intBBK int BA

5.3.2.2 — Sub-rotina BRKEL 3

Neste local do programa computacional, a modificagdo da matriz de rigidez é
realizada através das sequiéncias de célculos propostas por Chan e Chui (2000) a partir
de um elemento hibrido de vigacoluna. Tal modificagdo foi implementada

computacional mente utilizando-se 0s seguintes procedi mentos.

1) formag&o da matriz de ordem 2 com os valores de semi-rigidez do elemento
(denotada simplesmente por S no programa computacional);

2) formagdo da matriz de rigidez a flexdo do elemento (que recebeu, na
implementagdo, a notagcdo kea), cuja ordem também éigua a2;

3) céculodainversadekea+ S (denominadakeai);

4) obtencdo da matriz de rigidez hibrida reduzida (computacionamente
nomeada keail), contendo modificacdes apenas nos termos de flexéo, matematicamente
igual aS—S' keai S (ver equacdo (4.22b));

5) formacéo da matriz de transformagéo T,y para um elemento de viga-coluna,
obtida de acordo com a equacéo (4.23);

6) obtencdo da matriz de rigidez hibrida de ordem 4 (ainda sem a consideracéo
dos termos axiais, que ndo se modificam), fazendo-se TVTg kealT,, (ver equagdo (4.28));

7)  por fim, armazenamento da Ultima matriz obtida na matriz de rigidez

completa do elemento, de ordem 6, jaincluidos os termos axiais (ver equacéo (4.31)).
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5.3.2.3—-Subrotina BRKEL4

Ja nesta sub-rotina, a matriz de rigidez elastica sera modificada utilizando-se o
processo descrito por Sekulovic e Salatic (2001). Para tal, seguiram-se 0s seguintes

passos:

1) obtencéo damatriz derigidez linear usual k;;, sem os termos axiais;

2)  obtencao da matriz K ¢ , contendo os inversos dos termos de semi-rigidez
(ver equacéo (4.53));

3) formagao damatriz derigidez H, contendo apenas os termos a flexéao;

4) clculo da matriz S, de ordem 4, através da expressao
S=Kg (I +HK4 )™ H (ver equagOes (4.54) a(4.60))

5) obtencdo da matriz E, que contera os valores de excentricidade das
conexdes do elemento hibrido (ver equacéo (4.663));

6) cdlculo da matriz G, através da expressdo G = E - S+ SE, que contera os
efeitos da flexibilidade e da excentricidade da conexéo de forma separada (primeiro e
segundo termos) e acoplada (terceiro termo) (ver equacéo (4.68));

7)  cdculo damatriz de correcdo ke, que incorpora os efeitos da flexibilidade e
da excentricidade da conex&o, através da expressio k, =G 'k, +k,G+G'k ,G (ver
equactes (4.74) e (4.75));

8) obtencdo da matriz C, portadora dos termos de semi-rigidez e descrita pela
equacao (4.77);

9) cdculo damatriz G através da EXPressao G =S+SE (ver equagdes (4.78)
e (4.79b));

10) avaiacdo da matriz ks através da expressdo k. = G'CG (ver equacdo
(4.793));

11) calculo da matriz de rigidez do elemento hibrido (ainda sem os termos de
deformagdo axial) atravésdasoma k , +k 4 +k (ver equacéo (4.81));

12) por fim, armazenamento de k, +k , +k . numa matriz de ordem 6, agora

incluidos os termos de deformagéo axial, que ndo se modificam.
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5.4 - SOLUCAO NAO-LINEAR

A figura (5.5) apresenta o fluxograma geral de funcionamento da solugéo néo-
linear de porticos semi-rigidos. A andlise de trelicas percorre exatamente 0s mesmos
caminhos, com a diferenca que a montagem da matriz de rigidez K ocorre nas sub-
rotinas MATRIG2T (caso 2D) ou MATRIG3T (caso 3D), as quais serdo abordadas na
secdo (5.4.1), e ndo ha necessidade de se atualizar valores de semi-rigidez em NEXINC.

< PORTICO SEMI-RIGIDO )

l_c LEITURA DEDADOS 1 ) T

SOLUCAO LINEAR ) < SOLUCAONAO-LINEAR)

C LEITURA DE DADOS 2 >

v

MONTAGEM DO VETOR DE
CARGAS DE REFERENCIA Fr

\ 4

MONTAGEM DA MATRIZ DE RIGIDEZ
MODIFICADA K
(Sub-rotina MATRIG)

CALCULO DE ANE Ad®
(Sub-rotina SCALUP)
PROCESSO ITERATIVO
(Sub-reotina ITER)

CALCULO DOS PARAMETROS PARA O
PROXIMO INCREMENTO, INCLUINDO
A ATUALIZAGAO DOS VALORES DE
SEMI-RIGIDEZ DAS CONEXOES

(Sub-rotina NEXINC)

< ARQUIVOS DE SAIDA >

Figura 5.5 — Fluxograma geral da solugcéo néo-linear.

Processo incremental -iterativo m
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O primeiro procedimento a ser realizado pelo programa para a solugdo ndo-linear
€ a leitura do arquivo de entrada de dados 1, que possui exatamente a mesma
configuragcdo daguele mostrado pela figura (5.4) para solucéo linear. A figura (5.6)
apresenta um exemplo de modelagem para um pértico semi-rigido que apresenta
conexdes ndo-lineares, cujos dados pertinentes as mesmas sao 0s seguintes:

a  NPAR: denota o nimero total maximo de parametros necessarios a anélise
do comportamento n&o-linear da ligagdo. E utilizado apenas para os modelos
exponencias.

b) NMODEL: indica o nimero de modelos de representacdo da néo-
linearidade das conexdes semi-rigidas utilizados para andlise. Essa variavel permite que
haja associagdes entre os model os implementados e assume valoresde 1 a 3;

c) CTYPE: indica o tipo de modelo a ser empregado na andlise, assumindo
valor igual a 1 para a utilizacdo do modelo exponencial de Chen-Lui, igual a2 parao
model o exponencial modificado ou igual 3 parao modelo de Richard-Abbott;

d) NGELM: mensura a quantidade de ligagbes diferentes, isto é com
comportamentos distintos, representadas pelo model o escolhido em CTY PE;

e) NG: representa 0 nUmero de grupos de elementos que possuem 0s mesmos
parametros de modelagem;

f)  NOSR: indica qual n6 possui variagéo de rigidez. Se NOSR for igual a 1,
apenas arigidez do nd i possuira comportamento nédo-linear. Se for igual a 2, ocorrera o
contrério, ou sgja, apenas o valor da rigidez da conexdo situada no no j sera atualizado
com base no base no modelo escolhido. Além disso, se NOSR for igual a 3 ambas as
rigidezes serdo atualizadas a partir do modelo e dos parametros utilizados. No entanto,
se ambos os valores de rigidez do elemento hibrido possuem parametros diferentes,
deve-se primeiramente, para 0s mesmos elementos, entrar com os dados referentes ao
no i, com NOSR assumindo valor 41, e depois entrar com os dados referentes ao no |,
com NOSR igual a42;

g) KEL1, KEL2: delimita a sequiéncia de e ementos que possuem 0S mesmos

parémetros de modelagem.
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Figura 5.6 - Exemplo do arquivo 1 de entrada de dados para um portico com ligagdes
semi-rigidas representadas pelo modelo exponencial (Chan e Chui, 2000).
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Caso CTYPE sgaigua al, como no exemplo mostrado pelafigura (5.6), deveréo
constar 0s parametros necessarios a representacdo do modelo exponencial de Chen-Lui,
que, por ordem de entrada, sdo: a rigidez RKF devido ao encruamento da ligacéo; o
fator de escala ALFA e o numero J de coeficientes de ajustamento da curva do modelo
exponencial. Apos estes dados, deverdo ser inseridos os respectivos coeficientes CJ de
ajustamento da mesma curva, cuja quantidade é definida pelo valor de J.

Se 0 modelo utilizado na analise for o exponencial modificado, caso de CTYPE
igual a 2, apds os mesmos dados necessarios a expressao de Chen-Lui deve-se inserir
também o valor de M, definindo o nimero de termos das componentes lineares, e logo
abaixo os M valores de DK e PHIK, gque sdo as constantes de gjuste de curvas e as
rotacOes iniciais das componentes lineares, respectivamente. A figura (5.7) mostra como
ficariam apenas os dados de semi-rigidez no arquivo de entrada de dados para esta
Ultima situacdo, caso as ligagfes do portico mostrado na figura (5.6) fossem modeladas
pela funcdo exponencial modificada. Neste caso, NPAR seria igual a 10, o que

representaria a soma dos seis parametros CJ, dos dois parametros M, de RKF e ALFA.
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Figura 5.7 — llustragcdo apenas da entrada de dados das ligacOes representadas pelo
modelo exponencial modificado (Chen e Toma, 1994).

Por fim, caso se queira utilizar o modelo de Richard-Abbott, através de CTY PE

igual a 3, em lugar dos paréametros dos modelos exponenciais deve-se inserir, pela
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ordem, os valores de K, KP, MO e N, que indicam arigidez inicial, a rigidez devido ao
encruamento da ligagdo, o momento de referéncia e o parametro definidor da suavidade
da curva, respectivamente. A figura (5.8) apresenta a disposi¢ao dos dados referentes as

ligaches do exemplo da figura (5.6) caso fosse utilizado o modelo de Richard-Abbott

7
para representa-las.
Az it  HACRC-COMAMD
2 1 Jacioe, mwedel
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41 k. saRELL, 1
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Figura 5.8 — llustracdo apenas da entrada de dados de ligagtes representadas pelo
modelo de Richard-Abbott (Chen e Toma, 1994).

Apos a leitura dos dados gerais do sistema estrutural, o proximo passo € a leitura
do arquivo 2 de entrada de dados, onde estdo as informagdes referentes a estratégia de
solugéo ndo-linear, tais como o tipo de formulagdo néo-linear do elemento a ser
empregada, as estratégias de incremento e de iteragdo, 0 nUmero maximo de iteracles
por incremento, o critério de convergéncia, entre outros parametros relativos a estratégia
de solucdo escolhida. A figura (5.9) apresenta um exemplo desse arquivo de entrada de
dados. Maiores detalhes sobre a elaboracédo desse arquivo podem ser encontrados nas
dissertagOes de Rocha (2000) e Galvéao (2000).
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Figura 5.9 — Segundo arquivo de entrada de dados, utilizado para solu¢éo ndo-linear.
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A seguir, serd0 mostradas as principais inser¢des e modificagdes realizadas no
programa original de modo a adapta-lo & solugdo ndo-linear de sistemas estruturais

rotulados e semi-rigidos.

5.4.1—-Sub-rotinasMATRIG2T e MATRIG3T

Estas duas sub-rotinas foram implementadas especialmente para a analise néo-
linear de sistemas estruturais rotulados planos (MATRIG2T) e espaciais (MATRIG3T).
A sequéncia dos célculos foi introduzida tomando-se como base o trabalho de Yang e
Kuo (1994). Deve-se observar que tal sequéncia de calculo € absolutamente idéntica
para ambas as sub-rotinas, com a uUnica diferenca que em MATRIG3T ha uma
coordenada geométrica a mais que em MATRIG2T, visto que o caso tridimensional,
assim como descrito na se¢do (3.2), é obtido através de uma extensdo do caso
bidimensional. Portanto, o procedimento mostrado adiante permanece vaido para
ambas as implementagdes, sendo executado, para cada elemento de trelica, através dos

seguintes passos:

1) identificacdo dos deslocamentos incrementais do elemento de trelica no
sistemaglobal de referéncia;

2) céculodamatriz detransformagaoinicial Trn;

3) obtencdo do vetor de deslocamentos incrementais nodais no sistemalocal;

4) clculo das variacOes de deslocamentos Au, Av e Aw utilizando-se a
equacdo (3.76), sendo este Ultimo termo apenas para o caso tridimensional;

5) identificacéo do valor do esforco normal atuando no el emento;

6) caculo das matrizesK . (linear elastica), K, (geometrica), K,, K, e K,
(de termos de ordem superior) (ver equacdes (3.19), (3.25), (3.32), (3.48), (3.72) parao
caso 2D e equagoes (3.80) a (3.85) para caso 3D);

7)  obtencdo damatriz derigidez final K do elemento, descrita no sistema local,
atravésdasomade Ke + Kg+ Kq + Kz + Kg;
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8) obtencdo da matriz de rigidez no sistema globa através da equagdo
Trn"K Trn;

9) armazenamento namatriz derigidez global da estrutura.

E necessario ressaltar que tal procedimento foi implementado tendo-se em vista
umaformulagéo Lagrangeana atualizada, que toma como sistema de referéncia sempre a
ultima configuracé@o de equilibrio. Com o objetivo de se ampliar as opgdes de andlise,
trés metodologias diferentes de investigacéo ndo-linear, baseadas no trabalho de Yang e

Kuo (1994), foram implementadas para sistemas estruturais rotulados, a saber:

a) redlizando-se o calculo damatriz de rigidez K e do vetor de forgas internas
F. de formaincremental, através de uma formulagdo L agrangeana atualizada;

b) realizando-se o calculo da matriz de rigidez K de forma incrementa e do
vetor de forgas internasF, de forma ndo-incremental, através de uma formulacéo
Lagrangeanatotal;

c) redizando-se o calculo da matriz de rigidez K e do vetor de forcas internas

F. deforma ndo-incremental, através de uma formulagéo Lagrangeana total;

Tais procedimentos sdo acionados pela variavel FORM, contida no arquivo 2
entrada de dados apresentado nafigura (5.9), cujos dados séo responsaveis pelo controle
da andlise ndo-linear. Se FORM for igua a 11, tem-se a op¢do (a); caso sejaigua a 12,
ter-se-aa opcdo (b); se devalor 13, aciona-se a opgéo (C).

Os procedimentos baseados na formulagdo Lagrangeana total para obtencdo da
matriz de rigidez seguem os mesmos passos de (1) a (9), descritos anteriormente para a
formulagdo Lagrangeana atualizada. No entanto, algumas ressalvas S0 necessarias.
Primeiramente, os deslocamentos obtidos no passo (3) serdo os totais do elemento, e
nd mais os incrementais. Outrossim, du, dv e dw, caculados no passo (4),
representardo 0s acréscimos totais de deslocamentos. Além disso, a matriz de rigidez

geométrica K ; sera nula, visto que o sistema de referéncia sera sesmpre a configuragéo

indeformada e o valor da forca interna atuando no elemento serd igual a zero. Como
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consequiéncia, a matriz de rigidez K sera o resultado da soma das matrizes restantes, ou

sga K, +K, +K, +K.

5.4.2 — Sub-rotinas VETFI2T e VETFI3T

Além da implementacdo de uma sub-rotina que calculasse a matriz de rigidez do
elemento de trelica, fez-se necess&rio ainda a inser¢do de uma outra para o calculo do
vetor de forcas internas. Por conseguinte, concomitantemente a MATRIG2T e
MATRIG3T, foi necessario criar VETFI2T (caso 2D) e VETFI3T (caso 3D),
respectivamente. Para uma formulagdo Lagrangeana atualizada, as implementacOes
dessas duas sub-rotinas possuem, para cada elemento de trelica, 0s seguintes passos:

1) caculodamatriz derigidez K no sistemalocal, utilizando-se deslocamentos
incrementais e seguindo-se 0S mesmos passos utilizados em MATRIG2T ou
MATRIG3T, dependendo do caso em estudo;

2) cdculo do vetor de forcas internas incrementais no sistema local atraves da
equacdo AF =Kd, sendo d o vetor de deslocamentos incrementais descrito no sistema
local;

3) obtencdo do vetor de forgas internas totais ainda descrito em relagdo ao
dltimo sistema de equilibrio fazendo-se a soma entre os valores incrementais e
acumulados, ou sgja, ""*'F = AF+'F;

4) transformagdo do vetor de forgas internas totais do sistema local para o
sistemaglobal;

5) armazenamento do vetor de forcas internas totais do elemento no vetor de

forcas internas globais da estrutura.

Tendo-se em vista os trés tipos de andlises utilizadas para trelicas e expostas na
subsecdo anterior, o vetor de forgas internas também pode ser obtido através da forma
ndo-incremental. A sequéncia de calculos é similar a utilizada numa formulacdo

Lagrangeana atualizada. A primeira diferenca reside no fato de que a matriz de rigidez
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K do elemento é obtida através da utilizaco dos deslocamentos totais, algo j& exposto
na subsecdo anterior. Além disto, o vetor de forcas internas obtido pela equacdo K d,
onde d denota agora o vetor de deslocamentos nodais totais, ja contém as forgas internas
totais, descritas no sistema local. Por fim, os valores deste vetor sdo transformados para
0 sistema global, onde serdo armazenados no vetor de forcas internas globais da

estrutura.

5.4.3-Sub-rotinaMATRIGTC

Esta sub-rotina, assim como ocorreu em MATRIG2T e MATRIG3T, também foi
implementada especiamente para a andise de sistemas estruturais rotulados planos e
espaciais. A formulagcdo utilizada aqui é a proposta por Crisfield (1991). Assm como
nas sub-rotinas criadas para a formulacéo de Yang e Kuo (1994), o caso bidimensional
pode ser facilmente estendido para o caso tridimensional, unicamente com o acréscimo
de uma terceira coordenada nas equagdes. Logo, as operacfes matematicas utilizadas
para ambos 0s casos sdo idénticas e possuem, para cada elemento, as seguintes

sequéncias:

1) obtenc&o das componentes dos deslocamentos nodais totais;

2)  céculo dos acréscimos de deslocamentos nos pontos nodais;

3)  obtencdo dos comprimentos original (Lo) e atualizado (L) do elemento;

4)  obtencdo do vetor c(p'), de dimensdo 4x1 (equacdo (3.127), caso 2D) ou
6x1 (caso 3D), que contém as diferencas entre as coordenadas dos nés do elemento nas
configuragOes deformadaeinicial,;

5)  célculo damatriz de rigidez através da equagiio K =p(cc’) +K ,, onde u é

um escalar evae

21 _Fi
LLo L

n n

0
= . (5.1)
0
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onde A denota o modulo de elasticidade, E 0 mddulo de elasticidade e F a forga total
atuando na barra; K., € a matriz de tensdes iniciais, calculada de acordo com a
equacao (3.134);

6) armazenamento namatriz derigidez global do sistema.

5.4.4 —Sub-rotinaVETFITC

Esta sub-rotina executa a mesma funcéo desempenhada por VETFI2T e VETFI3T
e calcula as forgas internas de um elemento de trelica através do procedimento adotado
por Crisfield (1991). Para os casos 2D e 3D, 0s seguintes passos foram adotados. para
cada elemento de trelica:

1) caculo das componentes do vetor de deslocamentos nodais totais para o
elemento detrelica;

2)  célculo dos acréscimos de deslocamentos nos pontos nodais,

3) obtencdo dos comprimentos original (L) e atualizado (L) dabarra;

4) clculo das parcelas linear e nédo-linear do tensor de Green,
computacional mente denominado de EGR,;

5) cdculo da deformagdo especifica do tensor de engenharia através da
equacéo

2L,

L,+L,

€=

EGR; (5.2)

6) caculodaforcainternatotal nabarrapelaexpressdo F = EAE;
7)  obtencdo do vetor de forgas internas totais do elemento no sistemaglobal;

8) armazenamento no vetor de forgas internas totais da estrutura no sistema
global.
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5.45—Sub-rotinaMATRIG

De inicio, esta sub-rotina prestava-se apenas ao calculo da matriz de rigidez do
elemento de pértico rigido sob analise ndo-linear, cujaimplementacdo foi examinada no
trabalho de Galvéo (2000). Ja a metodologia empregada para andlise de estruturas semi-
rigidas € praticamente a mesma da que consta no trabalho deste autor. Para a
intercalacdo desta nova andlise, criou-se uma divisdo no local das chamadas das sub-
rotinas que calculam a matriz de rigidez pela formulaco de Yang e Kuo linearizada
(1994) (denominadas BRKO e BRKSYG), de tal modo que para porticos rigidos seréo
utilizadas estas mesmas sub-rotinas, enquanto para porticos semi-rigidos sera utilizada
uma outra, denominada SRMATRIG. A identificagdo do tipo de estrutura investigada
faz-se por meio da varidvel SEMI, contida no arquivo 1 de entrada de dados. Caso
SEMI sgjaigual a0, serarealizada a analise jaimplementada por Galvao (2000). Se este
valor for diferente de zero, a sub-rotina SRMATRIG sera acionada e a matriz de rigidez
do elemento hibrido calculada. Os demais procedimentos concernentes a uma
investigacdo ndo-linear foram examinados por Rocha (2000) e Galvéo (2000) e
mantiveram-se inaterados. Na modificacdo dos termos da matriz de rigidez, foi
utilizado como suporte a formulagéo proposta por Y ang e Kuo em seu modo linearizado
(1994). Alguns testes também foram realizados utilizando-se a formulacdo de
Torkamani (1997). No entanto, com base no estudo do trabalho de Galvéao (2000),
houve a manutencdo apenas da primeira no programa computacional. Diante do
exposto, examinar-se-a apenas 0 modo como se da a formagdo da matriz de rigidez
hibridaem SRMATRIG, resultante das seguintes passagens:

1) formacdo da matriz reduzida, de ordem 3, contendo as relacOes finais de
forca-deslocamento do elemento de viga-coluna, jalevando em consideracéo o efeito da
semi-rigidez presente nas conexdes nodais (ver equagéo (4.41));

2)  obtencdo das matrizes de transformagdo oriundas das relacdes cinematicas e
de equilibrio do elemento hibrido (ver equactes (4.35) e (4.37));

3) céculo da matriz rigidez completa (ordem 6, equacdo (4.43)) contendo
todas as relagfes de forgca-deslocamento da barra semi-rigida através da multiplicagdo

entre as matrizes de transformagao e de rigidez reduzida;
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5.4.6 —Sub-rotinaLOPIN

Esta sub-rotina € a responsavel pelo calculo do vetor de forcas internas para os
diferentes tipos de formulagdes ndo-lineares empregadas no estudo de porticos rigidos
realizado por Galvao (2000). Na nova implementacdo, tendo-se em vista 0 exposto na
subsecdo (5.4.5), fez-se necessaria a obtencdo do vetor de forgas internas para o
elemento hibrido tendo-se como base aformulag&o linearizada proposta por Y ang e Kuo
(1994). A sequéncia de célculos a ser realizada para a obtencdo do vetor de forcas

internas é a seguinte:

1) obtencéo do vetor de deslocamentos naturais incrementais;

2)  céculo damatriz de rigidez modificada do elemento hibrido, seguindo-se os
passos 1 a 3 expostos no procedimento da subsecédo (5.4.5);

3) obtencdo do vetor de forgcas internas incrementas fazendo-se a
multiplicacéo entre a matriz de rigidez do elemento hibrido e o vetor de deslocamentos
naturais incrementais,

4)  identificagdo das forgas internas que causam deformag&o no elemento, ou
seja, momentos nodais e forgca axial;

5) cdculo do vetor de forgas internas totais através da soma dos valores

acumul ados até a configuracéo de referéncia com os valores incrementais.

5.4.7 — Sub-rotina NEXINC

Em estruturas em que arigidez daligacéo também possui um comportamento néo-
linear, torna-se necessario, a cada estagio de carregamento, a atualizacdo deste valor.
Portanto, foi preciso interceder na sub-rotina NEXINC para efetuar tal processo. Em
Rocha (2000) e Galvao (2000), esta sub-rotina encontra-se detalhadamente delineada,
de tal modo que nesta secdo se dara enfogue apenas a0 modo como € processada a
modificacdo dos termos de semi-rigidez do elemento hibrido, que segue os seguintes

passos:
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1) identificagdo dos elementos com semi-rigidez variavel;

2)  célculo do incremento de rotacéo relativa ocorrido durante o Ultimo passo de
carga através da divisdo do momento incremental no né da conex&o pelo valor de semi-
rigidez vigente na configuracdo de referéncia;

3) cdculo do vaor total de rotacdo relativa através da soma do vaor
incremental com o acumulado até a configuracdo de referéncia;

4) montagem da equacdo que descreve 0 comportamento nado-linear da
conexao através da matriz que armazena os dados do model o escolhido para formulacéo
de tal comportamento, que pode ser idealizado pelos modelos exponencial de Chen e
Lui, exponencial modificado ou de Richard-Abbott;

5) obtencdo do valor atualizado de semi-rigidez pela substituicdo da rotacéo

relativa total na expressao obtida no passo anterior.

O novo valor de semi-rigidez proveniente do passo 5 do procedimento anterior é
entdo utilizado na montagem da matriz de rigidez e do vetor de forgas internas do
proximo estagio de carregamento. Além disto, arotacdo relativa acumulada € atualizada
para ser utilizada novamente no passo de carga seguinte, onde os procedimentos de 1 a
5 repetir-se-ao.
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6.
EXEMPLOSNUMERICOS

6.1—INTRODUCAO

Este capitulo tem como principal objetivo verificar, com base em andlises
encontradas na literatura, a eficiéncia das formulagbes para andise ndo-linear de
sistemas estruturais rotulados e semi-rigidos abordadas neste trabalho, bem como as
implementagdes computacionais realizadas para essas metodol ogias.

Deinicio, é apresentado natabela (6.1) um resumo sobre as formulagdes lineares e
ndo-lineares averiguadas, com a apresentacdo de algumas de suas principais
caracteristicas e das abreviaturas que serdo utilizadas para representa-las ao longo deste
capitulo.

Na secdo (6.2) serdo examinados exemplos classicos de estruturas rotuladas planas
e espaciais encontradas na literatura, com o objetivo primordial de averiguar aeficiéncia
das implementagdes computacionais realizadas, bem como a qualidade dos resultados
oriundos destas. Além disso, com o intuito de se observar a eficacia das formulactes
estudadas neste trabalho para estruturas mais complexas, seréo analisados exemplos
com trgetérias de equilibrio fortemente n&o-lineares, cujas respectivas solucdes
numéricas foram obtidas anteriormente por outros pesquisadores.

Por fim, na secéo (6.3) seréo analisados sistemas estruturais semi-rigidos com
solugBes analiticas e numéricas encontradas na literatura, para que se possa balizar os
valores obtidos através das formulagdes apresentadas no capitulo 4 com tais resultados,
aém de avaliar a eficiéncia das implementagdes computacionais realizadas no presente
estudo.



Tabela 6.1 — Resumo das formul agBes analisadas:

(a) Sistemas estruturais rotulados.

TRABALHOS FORM. CARACTERISTICAS
Yang e Kuo (1994) YLA — Matriz de rigidez e vetor de forgas internas calculados de
— Andlise ndo-linear de forma incremental, com a utilizacgdo de um referencia
trelicas planas e espaciais,; L agrangeano atualizado.
— utilizagdo do tensor de Y NI — Matriz de rigidez calculada de forma incremental, com base
Green. em um referencial atualizado, e forgas internas calculadas de
forma néo-incremental, com base em um referencia
Lagrangeano total.
YLT — Matriz de rigidez e vetor de forcas internas calculados de
forma ndo-incremental, com a utilizacdo de um referencial
Lagrangeano total.

Crisfield (1991) CTE - Maitriz de rigidez e vetor de forgas internas calculados de
— Andlise de ndo-linear de forma ndo-incremental, com a utilizacdo de um referencial
trelicas planas e espaciais,; Lagrangeano total e o tensor de deformagdes de engenharia.

— utilizagdo dos tensores CTG — ldemaCTE, com adiferenca que agora se utiliza o tensor de

de engenharia ou de Green.

deformactes de Green.

(b) Sistemas estruturais semi-rigidos

TRABALHOS FORM. CARACTERISTICAS
Chan e Chui (2000) CHC — Andliselinear em que a matriz de rigidez modificada é obtida
—Andlise linear e ndo-linear com o uso direto das relagdes cineméticas e de equilibrio para
de porticos semi-rigidos um elemento hibrido.
planos. CCY — Andlise ndo-linear onde a matriz de rigidez é obtida através
da modificacdo da formulacdo proposta por Yang e Kuo
(1994) e analisada por Galvéo (2000).
CCT - Andise ndo-linear onde a matriz de rigidez é obtida através
da modificacBo da formulagdo proposta por Torkamani
(1997) e analisada por Galvao (2000).

Sekulovic e Salatic (2001) SES - Leva em consideragdo a excentricidade da conex&o semi-
— Andlise linear de porticos rigida. A matriz de rigidez é obtida fazendo-se a soma da
semi-rigidos planos. matriz original com a dos termos de modificacdo de rigidez.
Chen e Lui (1994) CHL - Matriz de rigidez obtida a partir da matriz do elemento

— Andlise linear de porticos

semi-rigidos planos.

hibrido intermediério de oito graus de liberdade.
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6.2-EXEMPLOSDE SISTEMASESTRUTURAISROTULADOS

O objetivo desta secéo € vaidar as formulacdes apresentadas no capitulo 3 e
implementadas neste trabalho para andise néo-linear de trelicas planas e espaciais. A
fim de se alcancar tal objetivo, serdo abordados exemplos cléssicos de problemas de
equilibrio e estabilidade que possuem resultados analiticos e/ou numéricos encontrados

na literatura. A figura (6.1) traz um resumo das trelicas que seréo abordadas nesta secéo.

Figura 6.1 — Trelicas analisadas no presente trabal ho.
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6.2.1 —Trelica plana composta de duas barras

O primeiro exemplo alvo de andlise € uma trelica plana composta por duas barras
submetida a uma carga concentrada P, conforme apresenta a figura (6.2). Cada um dos
elementos dessa estrutura possui a mesma area A de se¢do transversal e 0 mesmo
modul o de elasticidade E e as unidades séo adimensionais.

Este problema é freqlientemente utilizado para validar formulacdes de andlise ndo-
linear de sistemas estruturais planos rotulados (Papadrakakis, 1981; Yang e Kuo, 1994;
Onfate e Matias, 1996). Além disso, foram apresentados resultados analiticos tanto para
o referencial Lagrangeano total quanto para o referencial Lagrangeano atualizado por

Y ang e Kuo (1994) para a obtencéo da carga critica em estruturas com esta geometria.

P

|A ‘|

L =50 o

Figura 6.2 — Trelica plana composta por duas barras.

Tendo-se como base o trabalho de Rocha (2000), para a obtencdo da trajetoria de
equilibrio deste sistema estrutural, obtida através da formulagdo YLA e ilustrada pela
figura (6.3), foram utilizadas como estratégias de incremento de carga e de iteragdo o
comprimento de arco e a norma minima dos deslocamentos residuais, respectivamente.
Para esta Ultima estratégia, foi aplicado o método de Newton-Raphson modificado e a
tolerancia adotada foi { = 10°°,

Neste exemplo, o valor do primeiro ponto limite de carga obtido pela solucéo

analitica proposta por Yang e Kuo (1994) para um referencial atualizado (de valor igual

a 2,4594x107°), é ligeiramente superior agquele obtido a partir da solugdo analitica para
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um referencial Lagrangeano total (2,4574x107). Essa tendéncia se manteve nos testes

numericos realizados, onde, para os mesmos dados de solucéo nédo-linear apresentados

no paragrafo anterior, a formulacdo YLA, com um erro de 0,0041% em relacdo a
solugdo analitica, correspondente a um valor de carga critica de 2,4595x107, levou a
um valor de carga limite um pouco acima dos obtidos pelas formulagdes YLT
(2,4575%107°, erro de 0,0041% em relagdo a solucdo analitica), CTG (2,4575%x107°,
erro de 0,0041%) e CTE (2,4581x107°, erro de 0,0285%). Portanto, no problema

analisado, as diferentes formulagbes praticamente se equivalem. No entanto, para
estruturas sujeitas a maiores deslocamentos, as diferencas entre as solugbes se acentuam
decisivamente. Os detalhes referentes a esta Ultima questdo sdo pormenorizados no

exemplo seguinte.

6.00E-5
] — Presente- YLA
adrakakis (1981
4.00E-5 ® Pap (1981)
VAN Y ang e Kuo (1994)

0.00E+0 @

-4.00E-5 T T T T T T T T T

0.00 0.50 1.00 1.50 2.00 2.50
Deslocamento central

Figura 6.3 — Trgjetorias de equilibrio datrelica composta por duas barras.
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6.2.2 — Trelicas planas compostas por duas barras com variacéo de altura

Na anadise do exemplo anterior, as diferentes formulacdes examinadas levaram a
resultados finais similares. Agora, com o objetivo de se examinar possiveis disparidades
oriundas do tipo de referencial Lagrangeano utilizado, investigar-se-8o trés modelos da
trelica do ultimo exemplo. Nesses modelos, o comprimento das barras permanecera
constante e igual a 50, mas 0 angulo a de inclinagdo das mesmas assumir valores
diferentes, de 5, 30 e 60 graus. A figura (6.4) mostra a forma genérica da estrutura sob
andlise.

Considerou-se nas trés variactes da geometria da trelica em estudo, para fins de
comparagdo, 0os mesmos valores para 0 médulo de elasticidade e para a érea da secéo
transversal das barras, sendo o valor de EA igual a 1.

Para a primeira estrutura, cujas barras possuem uma inclinacdo de 5 graus, 0s
resultados ndo se diferenciaram muito dos obtidos na se¢do (6.2.1). As formulactes
total e atuadlizada de Yang e Kuo (1994) produziram resultados idénticos, como
demonstra a figura (6.5a). Neste caso, utilizou-se a estratégia de incremento de carga do
comprimento de arco aliada a estratégia de iteracdo do arco cilindrico, com o método de
Newton-Raphson padréo. As formulagdes propostas por Crisfield (1991), que utilizam
os tensores de Engenharia e de Green, também apresentaram respostas similares entre
Si, 0 que pode ser visualizado pela figura (6.5b). Para estas duas Ultimas, a estratégia de

solucdo néo-linear utilizadafoi amesmade YLA e YLT.

Figura 6.4 —Modelo geral de umatrelica composta por duas barras e suaforma
deformada.
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6.00E-4
B —— Presente- YLT
o Yang e Kuo Total (1994)
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6.0E-4
— Presente - CTG °
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4.0E-4 - ;
o Yang e Kuo Total (1994) .
0
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(b)

Figura 6.5 — Curvas carga-deflexéo para trelica composta por duas barras (a = 5°).
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No entanto, para a segunda estrutura, onde a inclinagdo das barras vale 30 graus,
pode-se observar através da figura (6.6a) que a formulagdo YLA produz vaores de
carga superiores aos da formulagcdo YLT. Para ambas, foram mantidas as mesmas
estratégias de iteracdo e incremento de carga. Além disso, pela figura (6.6b), nota-se
que a formulagdo CTE também produz resultados acima dos obtidos por CTG, mesmo
mantendo-se inalterados os tipos de estratégias de solucdo ndo-linear utilizados.

Ja para a = 60°, as figuras (6.7a) e (6.7b) mostram que as solugdes obtidas tanto
paraYLA e YLT quanto para CTG e CTE se tornam ainda mais dispares. Esta evolugdo
ocorre porgue a medida que o angulo a torna-se maior, a analise aproxima-se da de uma
estrutura sujeita a grandes deslocamentos. Para tais estruturas, o efeito da utilizacdo de
diferentes configuracOes de referéncia torna-se um fator que ndo pode ser, na prética,
negligenciado.

Através da figura (6.7b), pode-se observar também que a utilizagdo do tensor de
engenharia na metodologia descrita por Crisfield (1991) leva a valores de cargas mais
elevados que os fornecidos pelo tensor de Green.

Deve-se sdientar que para a = 60° houve a necessidade de se modificar a
estratégia de incremento de carga. Como a trgjetéria de equilibrio ndo possui pontos
limites de deslocamento, foi possivel utilizar as estratégias de controle de deslocamento
vertical e iteracdo a deslocamento constante, com a adogdo do método de Newton-
Raphson padréo. Esta mudanca na metodologia de solucéo néo-linear deveu-se ao fato
de que o método do comprimento de arco, no Lagrangeano total, perdia estabilidade
apos ultrapassar 0 primeiro ponto limite de carga e ndo conseguia avancar no tracado da
trgjetoria.

Por fim, a figura (6.8) mostra, ainda para a = 60°, uma comparacéo entre as
formulagOes utilizadas. Pode-se observar, nesta mesma figura, que a formulacéo YLA
produz uma carga limite superior a CTE, que por sua vez leva a valores mais altos que

YLT, sendo esta Ultimaequivalente a CTG.
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Figura 6.6 — Curvas carga-deflexé@o para a trelica composta por duas barras (a = 30°).
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Figura 6.7 — Curvas carga-deflexéo para a trelica composta por duas barras (a = 60°).
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Figura 6.8 — Comparacdo entre as formulagdes apresentadas para trelicacom a = 60°.

6.2.3—Trelica assimétrica plana em forma de arco

A figura (6.9) mostra um sistema estrutural trelicado assimétrico em forma arco.
Este exemplo é de particular interesse pois sua trgjetéria de equilibrio exibe pontos
limites tanto de carga quanto de deslocamento. Os detalhes referentes a geometria e as
propriedades das barras encontram-se namesma figura.

A figura (6.10) mostra o tracado da trgjetoria de equilibrio para os pontos nodais 8
e 13 indicados na figura (6.9). Para o primeiro ponto, a curva apresenta cinco pontos
limites, sendo trés de carga e dois de deslocamento. Para o segundo ponto, o gréfico

mostra a presencga apenas de trés pontos limites de carga.
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Figura 6.9 — Trelica assimétrica em forma de arco.

Na estratégia de solucdo nao-linear, foi utilizado o método do deslocamento

generalizado aliado a0 método de Newton-Raphson padrdo, com o valor inicia do
parametro de carga A igual a 500 e tolerancia { =107%. Esta estratégia foi a que melhor

se adequou a solugdo do problema e forneceu um 6timo resultado em referencial
Lagrangeano atualizado, o que pode ser visualizado pela figura (6.10a). A estratégia de
incremento de carga do comprimento de arco produziu melhores resultados quando
dliada a estratégia de iteracdo a residuo ortogonal. No entanto, mesmo nessa situagéo
havia uma perda de €ficiéncia ap0os a passagem pelo terceiro ponto limite de carga.

Outro detalhe importante reporta-se a utilizacdo do referencial Lagrangeano total
para solucéo deste problema. Nessa situacdo, havia uma grande perda de eficiéncia
quando da aproximagdo do primeiro ponto limite de deslocamento, fato que foi
observado tanto para a formulagdo YLT quanto para CTG e CTE, mesmo tendo-se
utilizado o método do deslocamento generalizado como estratégia de solucdo néo-
linear. 1sso vem demonstrar, para algumas estruturas, a grande vantagem do emprego de
um referencial atualizado no tragado completo da curva de equilibrio. As figuras (6.10b)
e (6.11) ilustram esse comportamento para CTG e YLT, respectivamente.

Além disso, o primeiro ponto limite de carga, segundo os dados obtidos por
Powell e Simons (1981), foi de 37412,9, enquanto os respectivos deslocamentos nos nés
8 e 13 foram de 4,044 e 1,554. Os valores encontrados para as formulagdes testadas
mostram uma nitida diferenca entre si, como atestam as figuras (6.10) e (6.11) e atabela
(6.2). Jaafigura (6.12) apresenta as configuracfes deformadas da estrutura sob andlise
no primeiro ponto limite de carga e no primeiro ponto limite de deslocamento a partir
dos resultados fornecidos por YLA.
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Figura6.10 — Trgjetdrias de equilibrio para nos pontos nodais 8 e 13 datrelica plana

assimétrica.
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Figura 6.12 — Configuracdes de equilibrio para atrelica plana assimétrica:
(a) indeformada; (b) no primeiro ponto limite de carga; (c) no primeiro ponto limite de
deslocamento (escala utilizada para os deslocamentos:. 1/1).

147



Tabela 6.2 — Valores de carga critica e deslocamento vertical nos pontos nodais 8 e 13 da trelica

assimétrica em forma de arco.

Formulagéo P Erro Dedl. v (n6 8) Erro Dedl. v (n6 13) Erro
YLT 35760,0 4,42% 4,106 1,533% 1,581 1,737%
YLA 37064,9 0,93% 4,134 2,226% 1,626 4,633%
CTG 35760,3 4,42% 4,069 0,618% 1,593 2,510%

6.2.4 — Trelica composta por duas barras com andlise de bifurcacéo

A geometria e os dados concernentes a este exemplo encontram-se na figura
(6.13), que tem por objetivo principal a andlise do problema de bifurcacdo assimétrica.
Para a redlizagdo de tal averiguacdo, impds-se uma pequena imperfeicdo inicial a
estrutura de modo a gerar uma assimetria na mesma. A partir dai, pbde-se verificar o
caminho de bifurcagdo existente paratal sistema estrutural.

Este caminho, que se encontra tragado nos gréficos exibidos pelas figuras (6.14a)
e (6.14b), foi obtido utilizando-se a formulagdo CTE. Ta resultado, por sua vez, foi
similar ao encontrado pela utilizacdo de CTG, o que demonstra a convergéncia entre as

duas formulagdes na andlise do problema de bifurcacéo desta estrutura.

P=10°)\

Figura6.13 — Trelica de von Mises.
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Figura 6.14 — Trajetorias de equilibrio paratrelica de von Mises: (a) para estrutura

perfeita e imperfeitae (b) com imperfeicdo inicial.
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Como estratégia de solugdo ndo-linear, utilizou-se 0 método do deslocamento
generalizado, juntamente com a técnica de Newton-Raphson modificado. O valor inicial

do parémetro de carga A foi de 0,1 e a tolerancia { =103, Para simular uma estrutura

ligeiramente assimétrica, adicionou-se o valor de 4 x10™° & coordenada x do segundo
apoio, 0 que ja demonstrou ser suficiente para ainterceptacdo do ponto de bifurcacéo.

Uma observacdo que se faz necessdria € que, nesta andlise, a estrutura possuira
além do deslocamento vertical, exibido pela figura (6.14a), deslocamento horizontal,
como atesta o gréfico dafigura (6.14b).

6.2.5—-Trelica espacial de 24 elementos.

A trelica espacial formada por 24 elementos apresentada na figura (6.15) tem sido
utilizada com fregiiéncia como exemplo para testar a eficiéncia de vérias formulagoes,
algoritmos propostos e implementacdes computacionals (Papadrakakis, 1981; Yang e
Kuo, 1994; Ofate e Matias, 1996; Krishnamoorthy et a., 1996). E com essa finalidade
que a mesma sera analisada nesta secdo. A estrutura possui, por hipétese, EA = 10%.
Todos os dados geométricos encontram-se descritos nafigura (6.15).

Para este exemplo, como os resultados obtidos para as formulagdes em estudo
praticamente foram equivalentes, apenas os valores alcancados via YLA e CTE serdo
apresentados e comparados com aqueles obtidos por Ofate e Matias (1996). A
estratégia de solucéo ndo-linear utilizada foi ado comprimento de arco.

Neste exemplo em particular, Ofiate e Matias (1996) forneceram os valores
considerados exatos para 0 primeiro ponto limite de carga e seu respectivo
deslocamento vertical: 3,157 e 0,761, respectivamente. Para a formulagdo YLA, foram
encontrados os valores 3,1565 (erro de 0,016%) para carga critica e 0,763 para o
deslocamento vertical (erro de 0,263%). Ja para a formulacdo CTE, os valores foram
praticamente os mesmos. 3,1561 (erro de 0,286%) para o ponto limite de carga e 0,763
(erro de 0,263%) para a deflexdo vertical. Tais resultados mostram que, para esta
estrutura, quase ndo ha diferenca sobre a escolha entre os referenciais Lagrangeanos

total e atualizado, o que pode ser observado nas figuras (6.16a) e (6.16b).
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Figura 6.15 — Domo tridimensional formado por 24 elementos e 13 nds submetido a

umacargavertical.
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Figura6.16 — Trajetdria de equilibrio para atrelica espacial de 24 elementos: () em
referencial Lagrangeano atualizado (YLA); (b) em referencial Lagrangeano total (CTE).
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Uma variagdo deste exemplo encontra-se na figura (6.17), em que aém da carga
concentrada P atuando no centro da estrutura, ha a presenca de outras seis cargas nodais.
A presenca dessas novas cargas faz com que a trgjetoria de equilibrio da estrutura passe
ater ndo apenas dois, mas trés pontos limites de carga. Além disso, a analise estrutural
passou a ser mais sensivel ao tipo de solucdo ndo-linear utilizado. As figuras (6.18a) e
(6.18b) ilustram a ocorréncia deste fato. Inicialmente, decidiu-se pela manutencéo da
estratégia do comprimento de arco. No entanto, assim como ilustrado pela figura
(6.18b), havia uma perda de estabilidade no processo incremental-iterativo assim que a
andlise atingia o terceiro ponto limite de carga, possivelmente devido a obtencdo de
raizes ndo reais para 0s parametros de carga 0A; e 0\, (ver apéndice A). O tracado
completo da curva, ilustrado pela figura (6.18a), foi possivel a partir da mudanca da
estratégia de solugdo para o método do deslocamento generalizado, que, neste caso,
mostrou ter uma eficiéncia geral extremamente satisfatoria.

Outro fato a ser observado € que agora o sistema utilizado como referéncia passa a
ter influéncia decisiva no tragado completo da trajetéria de equilibrio. As formulagdes
baseadas num referencial Lagrangeano total ndo mostraram avangos ap0s 0 primeiro
ponto limite de carregamento, de modo que os demais pontos limites de carga sO
puderam ser alcancados através do estabelecimento de um referencial Lagrangeano
atualizado. Mesmo com a mudanca na estratégia de solucdo ndo-linear, as formulagdes
totais (YLT, CTE e CTG) n&o foram capazes de ultrapassar com mais facilidade o
primeiro valor limite do caminho de equilibrio, 0 que pode ser verificado através da
figura (6.184).

O valor considerado exato para o primeiro ponto limite de carga vale 7,81 (Onate
e Matias, 1996), sendo o deslocamento relativo a este nivel de carregamento igua a
0,882 (Oniate e Matias, 1996). Nas verificacOes realizadas, os valores encontrados estéo
descritos natabela (6.3).
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Figura6.17 — Domo tridimensional de 24 elementos submetido a sete cargas verticais.

Tabela 6.3 — Valores de carga critica e deslocamento vertical para 0 domo espacial submetido a sete

cargas nodais considerando-se duas estratégias diferentes de solucéo ndo-linear.

Comprimento de Arco Deslocamento Generalizado
Formulacdo P Erro Dedl. v Erro P Erro Ded. v Erro
YLT 7,650 2,05% 0,874 0,91% 7,650 2,05% 0,873 1,02%
YLA 7,670 1,79% 0,852 3,40% 7,686 1,59% 0,878 0,45%
CTE 7,662 1,90% 0,875 0,79% 7,662 1,90% 0,875 0,79%
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Figura 6.18 — Curva carga-deslocamento para atrelica espacial de 24 elementose
7 cargas nodais: (@) utilizando a estratégia do deslocamento generalizado; (b) utilizando

a estratégia do comprimento de arco.
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6.2.6 — Trelica espacial formada por 12 barras

O exemplo analisado a seguir refere-se a uma trelica espacial formada por 12
barras e trés nés livres, que possui uma trajetoria de equilibrio fortemente néo-linear,
com multiplos pontos limites tanto de carga quanto de deslocamento. Yang e Kuo
(1994) apresentam resultados parciais para a solucdo nao-linear desta estrutura. No
entanto, Krenk e Hededal (1993; 1995) obtiveram o tragado completo dessa trajetoria. E
com base nos valores fornecidos por estes Ultimos pesquisadores que os obtidos pelas
implementagdes computacionais realizadas neste trabalho seréo comparados.

A figura (6.19) apresenta a geometria e as dimensdes do sistema estrutural, bem

COmMoO 0 carregamento atuante. Para todas as barras, adotou-se EA = 1.

Figura6.19 — Trelica espacia formada por 12 barras.

A estratégia de solugdo ndo-linear que demonstrou ter a melhor eficiéncia
computacional para este exemplo foi obtida utilizando-se como estratégia de incremento
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de carga o comprimento de arco e a estratégia de iteracdo baseada no residuo ortogonal,
tendo sido adotado o método de Newton-Raphson padrdo. Entre as formulages
testadas, os melhores resultados foram obtidos por Y NI, que, de acordo com a figura
(6.20a), concordou quase que completamente com os valores de Krenk e Hededa
(1993; 1995). JA Y LA demonstrou ser capaz de vencer com maior facilidade os vérios
pontos limites da curva carga-deslocamento. No entanto, para esta Ultima formulagéo,
os valores de carga obtidos tendiam a se desviar dos fornecidos pel os mesmos autores, o
que pode ser observado pela figura (6.20b). Uma explicacdo plausivel para esse
comportamento deve-se, provavelmente, ao fato de que para estruturas suscetiveis a
maiores deslocamentos a formulag&o Lagrangeana atualizada tende a majorar os valores
de carga na trgjetoria de equilibrio, fato este que foi demonstrado no exemplo (6.2.2).
Essa tendéncia foi também observada em Yang e Kuo (1994), que, entretanto, ndo
exibiram a trgjetdria completa para 0 exemplo em anadlise. Mesmo assim, os resultados
alcancados no inicio e no final do mesmo gréfico demonstraram Gtima concordancia
com os encontrados por Krenk e Hededal (1993; 1995). As figuras (6.21a) e (6.21b)
também mostram boa precisdo dos valores encontrados para o né 2 com os fornecidos
por estes Ultimos autores.

Além disso, a estratégia de solucdo ndo-linear utilizada teve uma influéncia ainda
mais acentuada no tracado da curva de equilibrio, em especial quando se utilizou a
formulacdo YNI. O grafico mostrado pela figura (6.20a) s6 foi alcancado com a
estratégia de iteracdo a residuo ortogonal de 1 condicdo. Mesmo quando se utilizou
YLA, a escolha dos dados adequados de solucdo ndo-linear foi imprescindivel para a
obtenc&o de bons resultados. O gréfico mostrado pela figura (6.20b) foi obtido quando
se utilizou o método do comprimento de arco aliado a estratégia de iteracdo a residuo
ortogonal de 2 condicdes com o método de Newton-Raphson modificado.

Por fim, a figura (6.22) apresenta agumas configuracbes deformadas para o
exemplo em estudo. Tais configuraces encontram-se denominadas de (a) a (j) e podem
ser localizadas nas figuras (6.20a), (6.21a) e (6.21b). Os deslocamentos sofridos pela

estrutura estdo na mesma ordem de grandeza da geometria apresentada na figura (6.19).
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Figura 6.20 — Trajetdrias de equilibrio para atrelica espacial de 12 barras (no 1).
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Figura 6.22 — Formas deformadas da trelica espacial de 12 barras.
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6.2.7 —Domo reticulado de 168 elementos

Neste exemplo, conforme ilustrado na figura (6.23), sera analisado um domo
reticulado composto por 168 elementos, submetida a uma carga concentrada no no 1,
localizado no topo da estrutura, e ja examinado anteriormente por Papadrakakis (1981)
e Forde e Stiemer (1987). Para esta estrutura, adotou-se EA = 1. Os demais dados
concernentes a geometria do sistema estrutural encontram-se namesma figura.

Na andlise dos resultados encontrados para este domo, apenas as formulactes
YLA e YNI demonstraram boa eficiéncia computacional para a obtencdo das tragjetorias
de equilibrio de forma completa para os nds 1 e 2 avaliados. As figuras (6.24a), (6.25a)
e (6.25b) demonstram que os resultados obtidos para YLA possuem boa concordancia
com agueles fornecidos pel os autores supracitados. Apesar dos valores de carga critica
ndo diferirem muito de uma formulac&o para outra, sempre que houve a utilizagdo de
um referencial Lagrangeano total a eficiéncia geral do processo de solugédo foi menor. A
figura (6.24b) ilustra uma comparacéo entre os melhores resultados acancados para
cada formulagdo, mostrando que a formulagdo proposta por Crisfield (1991) perdia
muito de sua eficiéncia apos o primeiro ponto limite de carga. O mesmo ocorria com a
forma proposta por Yang e Kuo (1994) para o referencial Lagrangeano total, que, no
entanto, com a utilizagdo da estratégia de solucéo ndo-linear baseada no deslocamento
generalizado, ainda conseguiu ultrapassar 0 segundo ponto limite de carga.

Deve-se observar ainda que, para cada uma das formulacbes implementadas,
vérias estratégias de solugdo ndo-linear foram testadas para analise desta estrutura. Para
YLA, o resultados apresentados adiante, asssim como para Y NI, foram alcancados
utilizando-se o método do comprimento de arco. Ja para CTE, os valores encontrados na
figura (6.24b) foram obtidos com o uso da estratégia de incremento de carga do
deslocamento generalizado aliado a estratégia de iteracdo da norma minima dos
deslocamentos residuais, cujas caracteristicas encontram-se delineadas em Rocha
(2000).
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Figura 6.24 — Caminhos de equilibrios 0 domo de 168 elementos (n6 1).
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Figura 6.25 — Caminhos de equilibrio para o domo espacia de 168 elementos (no 2).
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6.2.8 — Trelica espacial em forma dearco

Este exemplo tem por objetivo testar as implementactes realizadas para estruturas
espaciais trelicadas com pontos de bifurcacéo na(s) trajetoria(s) de equilibrio. A trelica
espacial em forma de arco é formada por 11 barras e possui apenas dois nos livres, ta
gual mostrado na figura (6.26), onde constam também as caracteristicas geométricas e

fisicas da estrutura.

100 l

€ (b)
Figura 6.26 — Trelica espacia em formade arco: (a) vistatridimensional e (b) vista
frontal.

Resultados para essa trelica foram obtidos por Shi (1996) e Crisfield (1997), sendo
uma estrutura de particular interesse por conter quatro trajetérias com pontos de
bifurcacdo. Tais trajetorias constam nos trabalhos desses autores e seréo comparadas
com as obtidas pelas implementacOes realizadas neste trabalho através das figuras
(6.27), (6.28) e (6.29). Para melhor compreensdo, convencionar-se-a chamar 0s

caminhos simplesmente de bifurcagdo 1, 2, 3 ou 4.
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De inicio, foi obtida a curva de equilibrio para a estrutura sem nenhuma
imperfeicdo. Para isto, utilizou-se a formulagdo YLA com a estratégia de solucdo ndo-
linear baseada no método do deslocamento generalizado. A figura (6.27a) mostra a
variacdo do deslocamento vertical w para o n6 1 indicado na figura (6.26a), enquanto a
figura (6.28) fornece o comportamento do deslocamento horizontal v, isto €, na direcéo
do eixo y, no mesmo ponto. Devido a questbes de simetria geométrica e de
carregamento, ndo ha deslocamento horizontal u, isto €, ao longo do eixo x na estrutura

perfeita.

125.00 Presente Trabalho:

Estr. Perfeita(YLA)

Estr. Perfeita (CTE)

Fator de carga A

-75.00 (Shi, 1996)
-100.00 o Estrutura Perfeita
-125.00 [ | Bifurcacéo 1
150.00 T T T T T T T
0.00 2.00 4.00 6.00 8.00 10.00 12.00

Deslocamento vertical w (n6 1)

Figura6.27a— Trajetorias de equilibrio datrelica espacial em forma de arco, com ponto

de bifurcacéo obtido para estrutura perfeita.

Ja para a obtencéo dos caminhos mostrando os pontos de bifurcacdo, foi preciso
criar, excegao feita ao primeiro, uma pegquena assimetria na geometriada trelica. Assim,
para se obter as trgjetorias de bifurcagéo 2 e 3, apresentadas nas figuras (6.27b) e (6.28),
foi dada uma imperfeicdo inicial em um dos nés livres no vaor de 0,001 na direcéo do
eiXxo X. A estratégia de solucéo néo-linear escolhida, para melhor comparacéo, foi a
mesma utilizada para a estrutura perfeita. Segundo Shi (1996) e Crisfield (1997), os
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pontos de bifurcagdo 2 e 3 ocorrem em P = 69,13 e P = 91,05. No presente trabalho, tais
pontos se deram nos valores de carga iguais a 68,15 e 86,47, respectivamente. Os

respectivos erros encontrados foram de 1,42% e 5,03%.

150.00
125.00 - Presente trabal ho:
100.00 — Estr. Perfeita(YLA)
. — — —  Estr. Imperfeita(YLA)
75.00 §
- 50.00: /‘/ X\. &}
© »
O 25.00 -~
S o TR~ %K
&) — -
(] _J | | | ~ ~a!
S 0.00 T T T J \
g i N
B 2500 - \ ¢
-50.00 _
(Shi, 1996)
501 @ Estrutura Perfeita
210000 4 @ Bifurcagéo 2
1 A Bifurcacdo 3
-125.00 —
-150.00 I I I I I I I I I I I
0.00 2.00 4.00 6.00 8.00 10.00 12.00

Deslocamento vertical w (n6 1)

Figura6.27b — Trajetdrias de equilibrio datrelica espacial em forma de arco, com

pontos de bifurcacdo obtidos para estruturaimperfeita.

Um fato a ser destacado é que o caminho de bifurcagdo 1 foi obtido utilizando-se a
formulagdo CTE, que percorreu este caminho de equilibrio mesmo estando a estrutura
sem qualquer imperfeicdo inicial. Para este caso, a estratégia de solugcdo néo-linear do
comprimento de arco foi utilizada. Ainda segundo Shi (1996) e Crisfield (1997), o
primeiro ponto de bifurcagcdo acontece em P = 12,28. Na andlise realizada, encontrou-se

para 0 mesmo o valor de cargaigua a 11,41, ou sgja, com um erro estimado de 7,08%.
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Por fim, o quarto ponto de bifurcacdo, de acordo com autores supracitados, se da
em P = 22,94. No processo de solucéo efetuado, encontrou-se um desvio natragjetoria de
equilibrio da estrutura no estégio de carregamento igual a 23,247 (erro de 1,34%). Esse
desvio pode ser observado com mais nitidez pela figura (6.27b) e é correspondente ao

ponto de bifurcagdo 4, encontrando-se no mesmo tracado da curva de bifurcagéo 3.

125.00
_ | Presente trabalho:
100.00 — E. Perfeita (YLA)
. ] — — - E. Pefeita(CTE)
75.00 —
I AN B | IR E. Imperfeita(YLA)
50.00 —
O 2500
™
= —
S 000- =
ccdn _| = ]
8 2500 -
5000 - (Shi, 1996):
. () Estrutura Perfeita
-75.00 7 [ | Bifurcagéo 1
100.00 ¢ Bifurcagéo 2
_ L JAN Bifurcagdo 3
_12500 I I I I I I I I I I I I I I I I I I

-5.00 -4.00 -3.00 -2.00 -1.00 0.00 100 200 3.00 400 5.00
Deslocamento horizontal v (n6 2)

Figura 6.28 — Resposta estrutural datrelica espacial em forma de arco com e sem
imperfeicdo inicial: carga versus deslocamento horizontal em x no topo.

Entre as caracteristicas deste sistema estrutural, tem-se que no primeiro ponto de
bifurcacéo (P = 11,41) a estrutura movimenta-se no plano yz sem deslocamentos na
direcdo x (figura (6.29)). Ja nos segundo e terceiro pontos, ou sgja, en P=68,15e P =
86,47, a trelica movimenta-se no plano xz (figura (6.28)) de tal modo que os

deslocamentos em y s80 Simétricos Nos NOS superiores.

168



125.00

7 Presente trabal ho:
100.00
B )_o — — - E. imperfeita- YLA
75.00 - £
| _ (f “_
50.00 Pra S
| - ]
& 2500 - 7 ]—
O 4 Ap/ 3
% I/ | | | K l | | | | |
S 0.00 &\I T T T - T T T T T
S SN koW
8 5004 N b
N r_
| ~ B
-50.00 N b
_ ~t 1 (Shi, 1996):
\’¥\‘ LS
-75.00 Y Y €  Bifurcagio 2
| oo
i furcecs
100,00 i 2o Bifurcagdo 3
-125.00 T T T T T T T T T T
-6.00 -4.00 -2.00 0.00 2.00 4.00

Figura 6.29 — Resposta estrutural datrelica espacial em forma de arco com imperfeicéo
inicia:

Deslocamento horizontal u (né 2)

carga versus deslocamento horizontal em y no topo.
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6.3—EXEMPLOSDE SISTEMASESTRUTURAIS SEMI-RIGIDOS

O objetivo desta secéo € validar as formulagbes apresentadas no capitulo 4, e
implementadas neste trabalho, para andlise linear e ndo-linear de porticos planos semi-
rigidos. A fim de se alcancar tal objetivo, ser8o abordados exemplos cléssicos de
problemas de equilibrio e estabilidade que possuem resultados analiticos e numeéricos

encontrados naliteratura. A figura (6.30) traz os porticos abordados nesta secéo.
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Figura 6.30 — Porticos semi-rigidos analisados no presente trabal ho.
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Primeiramente, serdo avaliados os resultados obtidos a0 se fazer uma andlise
linear de um portico de quadro simples. Em seguida, investigar-se-4 os resultados
obtidos através de solucbes ndo-lineares de porticos com diferentes nimeros de
pavimentos, para ligagcdes semi-rigidas lineares e ndo-lineares. Deve-se ressaltar que em
virtude dos resultados fornecidos pela literatura, a estratégia de solucdo ndo-linear
utilizada foi a do incremento direto do parametro de carga, com iteracdo a carga
constante, 0 que mostrou ser de grande eficiéncia computacional. Além disso,
possibilitou a obtencdo do valor de carga critica, que, em gera, é o principal foco de
interesse de grande parte dos exemplos de estruturas com ligacBes semi-rigidas
encontradas na literatura, além da influéncia da semi-rigidez na resposta global, ou sgja,

nos deslocamentos da estrutura.

6.3.1—Andliselinear de um portico ssmples semi-rigido

Um pértico com 16 metros de comprimento e oito metros de altura, sob uma carga
vertical de 100 kN no ponto central da viga e uma carga horizontal de 10 kN no topo da
primeira coluna, tal como mostra a figura (6.31), € o primeiro exemplo a ser analisado
para verificacdo das formulagbes apresentadas no capitulo 4. Este exemplo possui
resultados de primeira ordem fornecidos por Chan e Chui (2000) e sua andlise tem por
objetivo verificar a implementagdo linear realizada neste trabalho para clculo de
porticos com conexdes semi-rigidas.

A estrutura sob analise sera idealizada com diferentes valores para as rigidezes de
suas ligagdes. A figura (6.32) mostra o modelo estrutural idealizado para este portico, ja
com as molas representando os elementos de conexdo. Neste modelo, Ky, representa a
rigidez da ligagdo viga-pilar, enquanto K. representa a da ligacéo pilar-fundagdo. A
rigidez da articulagcdo entre viga e pilar poderia ser idealizada como rigida, no caso de
uma ligacéo fortemente soldada, rotulada, se fosse utilizada cantoneira simples de alma,
ou semi-rigida, para a presenca de cantoneira de topo e assento, 0 que pode ser
visualizado pelafigura (4.3). Por simplicidade, arigidez para a conexéo semi-rigida seréa
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relacionada arigidez daviga através do valor 4El, /L, , onde I, e L, denotam ainércia

e 0 comprimento relativos a viga, respectivamente.

] 8m | 100kN g |
10 kN J * |
I
2 3 4
Ib = 21500 cm*
Ab = 76 cm?
lc = 9460 cm?
Ac= 110 cm? 6m
1 5
— o

Figura 6.31 — Portico de um pavimento.

Para a base da estrutura, considerar-se-a também um valor intermediario de

rigidez, que sera relacionado a rigidez do pilar eigual a El_/L_,onde I, e L, sGo a

inércia e o comprimento relativos ao pilar, respectivamente.

A fim de se facilitar a andlise dos resultados, a figura (6.33) apresenta a

discretizacdo utilizada para este exemplo. A partir dai, comparar-se-80 0s valores

obtidos para quatro hipéteses consideradas, a saber:

1)
2)
3)
4)

K,=0 eK, =w;
K,=0eK,=ow;
K, =4El, /L, e K, =00,

K,=4El, /L, eK =El/L,.

A tabela (6.4) apresenta uma comparagéo entre os valores de momento fletor

obtidos para a estrutura em estudo utilizando-se as quatro hipéteses de rigidez

apresentadas acima, testadas para cada uma das formulacfes expostas no capitul o 4.

Através dos resultados expostos na tabela supracitada, pode-se observar que os

valores de momento fornecidos pelas formulagbes sdo praticamente equivalentes. Além
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disso, deve-se salientar que os valores de rigidez expostos pelas hipéteses 1 a 4 foram
transformados, no arquivo de entrada de dados, no fator de rigidez y, cujo valor € dado
pela equacdo (4.5). Logo, para o caso rigido teve-se y = 1, representando uma rigidez
infinita, e para o caso rotulado teve-se y = 0, representando uma rigidez nula. No caso
dos valores considerados semi-rigidos, também fez-se a transformacéo para o fator de
rigidez y, onde, de acordo com dados apresentados pela figura (6.31), obteve-se y =

0,032258064 para K, = El_/L, ey=0,117647058 para K, = 4El, /L, .

2 (€
Ky Ky

K. K
9 &

Figura 6.32 — Modelo estrutural idealizado para o portico de um pavimento.

Algo importante a ser levado em consideracéo € que com a discretizacdo daviga
ou da coluna em mais de um elemento finito, o valor de L presente na equacéo (4.5)
passa a ser o valor do comprimento dos elementos utilizados na discretizacdo, e ndo

mais da viga ou da coluna por inteiro.

=
[N

12 13 14 15 16 17 18 19 20 21

2
23
24

25
26
27
28
29
30

=
o

N

lew.bmm\loco

Figura 6.33 — Discretizago utilizada para o portico de um pavimento.
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Tabela 6.4 — Comparagdo dos val ores de momento fletor obtidos para o portico de um pavimento (valores

absolutos)*.

Hipc')tesel: Kb =00 € KC =00

N6 |Tebrico** |CHL Erro CHC Erro SES Erro
1 |52,2 51,1090 2,09% |52,2144 0,03% (52,2340 0,07%
11 |127,5 125,1699 1,83% |127,5176 0,01% |[127,4958 0,003%
16 |260,0 258,5483 0,56% |259,9576 0,02% |259,9591 0,02%
21 |152,6 150,3043 1,50% |152,5672 0,02% |152,5860 0,01%
31 |87,1 85,9746 1,29% |87,1648 0,07% (87,1438 0,05%
Hipotese2: K, =0 € K_ =

N6 |(Tebrico** |CHL Erro CHC Erro SES Erro
1 30,0 30,0414 0,14% (30,0414 0,14% (30,0414 0,14%
11 10,0 0,0000 - 0,0000 - 0,0000 -
16 |400,0 398,3603 0,41% |400,0000 0,00% |400,0000 0,00%
21 10,0 0,0000 - 0,0000 - 0,0000 -
31 |30,0 29,9586 0,14% |29,9586 0,14% |29,9586 0,14%
Hipotese 3: K, =4El, /L, €K =

N6 |Tebrico** |CHL Erro CHC Erro SES Erro
1 |37 31,4473 0,80% (31,6815 0,06% (31,6781 0,07%
11 |93,6 93,4116 0,20% (93,6478 0,05% (93,6477 0,05%
16 |296,3 295,8391 0,16% |296,2762 0,01% |296,2786 0,01%
21 |113,8 113,4078 0,34% [113,7997 0,0003%113,7951 0,004%
31 |715 71,4511 0,07% (71,5296 0,04% (71,5307 0,04%
Hipotese 4: K, = 4El, /L, e K, =El /L,

N6 |Tebrico** |CHL Erro CHC Erro SES Erro
1 103 0,2977 0,77% |0,3241 8,03% |0,3222 7,40%
11 |80,3 80,0819 0,27% (80,2534 0,06% (80,2522 0,06%
16 |301,7 301,1859 0,17% |301,6659 0,01% |301,6684 0,01%
21 |116,4 116,0119 0,33% |(116,4147 0,01% |(116,4110 0,01%
31 |24,2 24,0615 0,57% (24,1628 0,15% (24,1635 0,15%

* Siglasidentificadas natabela (6.1).
** Resultados fornecidos por Chan e Chui (2000).

6.3.2 — Andlise ndo-linear de porticos de quadr os simples com variacdo de altura

Para ilustrar as observacOes tedricas apresentadas no capitulo 4 concernentes a
solucdo ndo-linear de estruturas semi-rigidas, serdo realizadas agora andlises numéricas
de porticos de quadros simples com diferentes nimeros de pavimentos. A figura (6.34)
mostra o primeiro exemplo, referente a um portico de quadro simples de um pavimento.

Os dados geométricos da estrutura, bem como as propriedades de seus elementos
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constitutivos encontram-se na mesma figura. Seréo analisados e comparados resultados
obtidos através de dois casos tipicos. conexdes ideais (rigidas e rotuladas) e semi-
rigidas. Para este ultimo tipo, dois tipos de ligaces foram considerados, a saber, dupla
cantoneira de alma (DWA) e cantoneira de topo e assento com dupla cantoneira de ama
(TSDWA). Os dados referentes a essas duas conexdes foram obtidos com base nos
trabalhos de Sekulovic e Salatic (2001) e Chen e Kishi (1989).

Os valores caracteristicos para o deslocamento horizontal na parte superior deste
portico referentes as andlises de primeira e segunda ordem, obtidos para as ligacOes
ideais e semi-rigidas, encontram-se na tabela (6.5). Além disso, os valores de momento
fletor na base do sistema estrutural para as andlises linear e ndo-linear, bem como as
cargas criticas, obtidas seguindo-se 0 procedimento de solugdo ndo-linear de porticos

semi-rigidos proposto por Chan e Chui (2000), sGo mostrados natabela (6.6).

P P
nP { ~
=@ I ¥
3 4
E=210 GPa
1,=2770 em* S
b
Ay =334 cm?
i 2 v
G Tz

Figura 6.34 — Portico de quadro simples de um pavimento (Sekulovic e Salatic, 2001).

Tabela 6.5 — Valores de deslocamento horizontal do né 3 para o pértico de um pavimento, obtidos nas

andlises de primeira e segunda ordem (P = 450 kN, H = 0,005P).

Tipo de Deslocamento horizontal do né 3 (x10m)
Ligagéo 12 Ordem 22 0rdem
Tedrico CHC Erro | Tebrico CHC  Erro
Rigido 25,79 25,788 0,01%| 36,38 36,335 0,12%
TSDWA| 28,70 28,693 0,02%| 42,34 42,298 0,10%
DWA 30,95 30,971 0,07%| 47,41 47,440 0,06%
Rotulado| 75,73 75,723 0,01%| 868,69 923,792 6,34%
* Resultados tedricos fornecidos por Sekulovic e Salatic (2001)
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Tabela 6.6 — Vaores de momento fletor do nd 1 para o portico de um pavimento, obtidos nas andlises de
primeira e segunda ordem (P = 450 kN, H = 0,005P).

'Ll'ii gp;)g gg Momento fletor do né 1 (kN m) Carga Critica (kN)
12 Ordem 22 Ordem
Tebricox CHC  Erro | Tedrico* CHC Erro | Tebdricot CHC Erro
Rigido 2524 25238 0,01%| 3,377 3,3720 0,15%( 1530 1533 0,20%
TSDWA| 2,639 263838 0,01%| 3,665 3,658 0,17%| 1395 1385 0,72%
DWA 2,728 2,7291 0,04%| 3,910 3,9062 0,10%| 1289 1283 0,47%
Rotulado| 4,503 4,5022 0,02%| 43,591 46,0665 5,68% 489 489 0,00%

* Resultados tedricos fornecidos por Sekulovic e Salatic (2001)

Das duas Ultimas tabelas, esta claro que ha uma significante diferenca entre os
resultados obtidos para os porticos com ligacOes ideais para aqueles com conexdes
semi-rigidas (DWA e TSDWA). Além disso, a influéncia da teoria de segunda ordem
pode ser vista através da diferenca entre os resultados obtidos utilizando-se as analises
linear e ndo-linear. E preciso salientar que nessas andlises, os valores de rigidez das
ligacbes DWA e TSDWA foram transformados em valores do fator de rigidez vy, os
quais foram fornecidos por Sekulovic e Salatic (2001). Além disso, no que se refere a
solugdo ndo-linear, pode-se observar a eficiéncia da metodologia proposta por Chan e
Chui (2000) e da implementacdo computacional efetuada neste trabalho, produzindo
resultados bastante proximos aos fornecidos por Sekulovic e Salatic (2001).

Ja as figuras (6.35) e (6.36) mostram o deslocamento horizontal do n6 3 e 0
momento fletor no né 1 como uma funcdo dos fatores de rigidez y entre viga e pilar para
diferentes niveis de carga. Esses deslocamentos e momentos sdo normalizados pela
divisdo de seus valores por aqueles correspondentes aos obtidos para 0 portico com
ligagOes rotuladas. Destas figuras pode-se concluir que os dois efeitos possuem a
mesma caracteristica, ou seja, apresentam valores mais baixos para maiores fatores de
rigidez. No caso da andlise linear, os resultados decrescem independentemente do nivel
de carga, enquanto no caso de uma analise ndo-linear o decréscimo é maior para niveis

de cargamaiores.
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Figura 6.35 — Influéncia da flexibilidade da ligagdo no momento fletor da base.
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Figura 6.36 — Influéncia da flexibilidade da ligacdo no deslocamento horizontal do no 3.
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Uma variag@o deste exemplo apresenta-se na figura (6.37), onde € mostrado um
portico de quadro simples de 2 pavimentos de altura. As dimensdes deste sistema
estrutural encontram-se na mesma figura, bem como as propriedades de seus elementos.
As tabelas (6.7) e (6.8) exibem os resultados das andlises linear e ndo-linear, obtidos
neste portico para os casos ideais (rigido e rotulado) e semi-rigido, utilizando-se os
mesmos tipos de conexdes do pdrtico de um pavimento. As duas tabelas citadas
anteriormente mostram a diferenca entre os resultados obtidos para as solucbes de
primeira e segunda ordem. Pode-se observar também que a metodologia de Chan e Chui
(2000) utilizada na analise ndo-linear produziu, para quase todos 0s casos examinados,
resultados similares aos fornecidos pela literatura.

Por fim, a figura (6.38) exibe o valor de carga critica para pérticos semi-rigidos
com diferentes nimeros de pavimentos em funcéo do fator de rigidez. O valor de carga
critica de cada um dos pérticos semi-rigidos € normalizado através de sua divisdo pelo
resultado obtido para o caso com conexdes idea mente rigidas. Pode-se concluir, como
esperado, que o valor de carga critica diminui com o decréscimo do fator de rigidez

quase que linearmente, em especial para os porticos c e d.
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Figura 6.37 — Portico de quadro simples de dois pavimentos (Sekulovic e Salatic, 2001).
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Figura 6.38 — Influéncia da flexibilidade da conex&o no valor de carga critica
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Tabela 6.7 — Vaores do deslocamento horizontal do nd 5 para o portico de dois pavimentos, obtidos nas

analises de primeira e segunda ordem (P = 100 kN, H = 0,005P).

Tipo de Deslocamento horizontal do né 5 (x10“m)
Ligacdo 12 Ordem 220rdem
Tedrico* CHC Erro |Tedricot CHC Erro
Rigido 23,35 23258 0,39% | 2545 25429 0,08%
TSDWA| 27,85 27,867 0,06% | 31,10 31,101 0,002%
DWA 31,51 31575 0,21% | 3578 35834 0,15%
Rotulado| 176,61 176,609 0,001% | 925,41 946,002 2,23%
* Resultados tedricos fornecidos por Sekulovic e Salatic (2001)

Tabela 6.8 — Vaores do momento fletor do n6 1 para o pértico de dois pavimentos, obtidos nas andlises
de primeira e segunda ordem (P = 100 kN, H = 0,005P).

'Ll'ii gp;)g gg Momento fletor do né 1 (kN m) Carga Critica (kN)

12Ordem 22 0rdem
Tedrico* CHC Erro | Tedrico CHC  Erro | Tebrico CHC Erro
Rigido 1,171 1,1709 0,01%| 1,248 12468 0,10%( 1115 1115 0,00%
TSDWA| 1,239 1,2392 0,02%| 1,335 1,3346 0,03% 921 921 0,00%
DWA 1,292 1,2923 0,02%| 1,405 1,4051 0,01% 806 804 0,25%
Rotulado| 3,001 3,0007 0,01%| 12,457 12,4600 0,02% 122 122 0,00%
*Resultados tedricos fornecidos por Sekulovic e Salatic (2001)

6.3.3 — Pdrticos de quadr os smples com ligages semi-rigidas ndo-linear es

A estrutura alvo de andlise serd agora um portico de quadro simples de 2
pavimentos, com ligacBes semi-rigidas ndo-lineares e diferentes condi¢des de suporte.
As figuras (6.39a), (6.39b) e (6.39c) mostram as trés situagdes consideradas para 0s
apoios. Para o caso (b), foi considerado um apoio eléstico modelado por uma mola de
comportamento linear, cujo valor constante de semi-rigidez € igual a 0,1(El /L), onde
0 subscrito ‘c’ refere-se a coluna. Esse valor corresponde, na discretizag@o efetuada, a
um fator de rigidez igual a 0,032258064. As vigas sdo perfis W14x48 e foram
modeladas com dois elementos finitos enquanto as colunas sdo perfis W12x96 e foram

modeladas por um elemento no modelo estrutural. Tal qual no exemplo anterior,

pequenas forcas laterais foram aplicadas ao portico para induzir uma imperfeicéo a
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estrutura. As magnitudes dessas forcas laterais valem 0,001P no topo do segundo

pavimento e 0,002P na parte superior do primeiro pavimento.

12"
12"
12"

20

@ (b)

Figura 6.39 — Pérticos de quadro simples de dois pavimentos com diferentes condi¢oes

de suporte: (a) rotulado; (b) semi-rigido; (c) engastado.

Neste exemplo, uma representacd0 mais realistica do comportamento das
conexdes foi utilizada. Paratal, quatro tipos de ligagdes foram model ados seguindo-se o
modelo exponencial de Chen-Lui, cujos respectivos parametros, baseados em ensaios
experimentais (Chen e Lui, 1988), encontram-se relacionados no capitulo 4, na tabela
(4.1). Além disso, as curvas que descrevem a variagdo da rigidez com a rotagdo para
cada uma das conexdes encontram-se tragadas na figura (4.6). Por comodidade, os tipos
de conexdes analisadas serdo denotadas por A, B, C e D, representando as ligagdes de
cantoneira simples de ama, cantoneira de topo e assento, chapa de topo e chapa de topo
estendida, respectivamente. Segundo Chen e Lui (1988) e Chan e Chui (2000), a
conexdo A foi testada por Richard et a. (1982), enquanto B foi ensaiada por
Azizinamini et al. (1985). Ja as ligagdes C e D, de acordo com 0S mesSmos autores,
foram testadas por Ostrander (1970) e Johnson e Walpole (1981), respectivamente.
Além desses quatro modelos de conexdes, também serdo apresentados os resultados
obtidos para um quinto tipo, o idealmente rigido.

Asfiguras (6.40), (6.41) e (6.42) exibem os resultados obtidos para o pértico com
apoios rotulados, elésticos (ou semi-rigidos) e rigidos, respectivamente, utilizando-se

cada um dos modelos de ligagdes citados anteriormente. Nesses gréficos, os valores do
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presente trabalho foram obtidos a partir daimplementagdo computacional realizada com
base no procedimento de solu¢do ndo-linear de estruturas semi-rigidas proposto por
Chan e Chui (2000). Portanto, tais valores foram comparados com os fornecidos por
estes autores, excecdo feita a0 exemplo da figura (6.39b), que consta no trabalho de
Chen e Lui (1988) e cujos resultados estédo expostos na figura (6.41). Deve-se observar
gue os resultados apresentados foram convertidos para 0 Sistema Internaciona de
unidades.

Carga P (kN)

600 — ———  Presente Trabalho
400 A @  ChaneChui (2000)
200

0 hd I I I I I I I I I I I I I I I

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
Deslocamento lateral no topo (cm)

Figura 6.40 — Curvas carga-deflexdo obtidas para o pértico com apoios rotulados.

Dos gréaficos supracitados, pode-se concluir, como o esperado, que os valores de
carga limite s0 menores para as ligagcbes mais flexiveis. A tabela (6.9) apresenta um
resumo dos resultados obtidos, mostrando também o erro relativo entre os resultados
alcancados pelo presente estudo com os fornecidos pela literatura. Além disso, os tipos
de apoios desempenham um papel importante no comportamento estrutural. Nota-se que
0 emprego de um suporte rigido eleva consideravelmente o valor de carga critica. Logo,
para essa situacdo, suportes fixos e conexfes mais rigidas seriam uma forma de se

aumentar o valor de cargalimite e diminuir a deflex&o lateral de porticos.
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Figura 6.41 - Curvas carga-deflex&o obtidas para o pdrtico com apoios elasticos.
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Figura 6.42 - Curvas carga-deflexdo obtidas para o pértico com apoios engastados.
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Tabela 6.9 — Cargas limites de estabilidade para o portico de 2 pavimentos para diferentes tipos de apoio
(unidades indicadas na tabela).

Apoios Rotulados
Tipo de | Chen/Lui (1988)| Chan/Chui (2000) Presente Erro
Conexdo| kip kN kip kN kip kKN | Chen/Lui (1988): Chan/Chui (2000)
A 20 400,3 89 395,9 89 395,9 1,111% 0,000%
B 205 9119 204 907,4 204 9074 0,488% 0,000%
C 242 1076,5| 249 11076 | 248 11032 2,479% 0,402%
D 475 21129| 477 2121,8 | 478 2126,3 0,632% 0,210%
Rigida 725 32250| 746 33184 | 739 32872 1,931% 0,938%
Apoios Elasticos
Tipo de | Chen/Lui (1988)| Chan/Chui (2000)* Presente Erro
Conexdo| kip kN kip kN kip kKN | Chen/Lui (1988)i Chan/Chui (2000)
A 125 556,0 - - 119 5293 4,800% -
B 250 11121 - - 242 1076,5 3,200% -
C 286 1272,2 - - 292  1298,9 2,098% -
D 540 2402,0 - - 535  2379,8 0,926% -
Rigida 800 3558,6 - - 809  3598,6 1,125% -
Apoios Rigidos
Tipo de | Chen/Lui (1988)| Chan/Chui (2000) Presente Erro
Conexdo| kip kN kip kN kip kKN | Chen/Lui (1988) Chan/Chui (2000)
A 630 2802,4| 638 2838,0 | 637 28335 1,111% 0,157%
B 860 38255| 875 3892,2 | 872 38788 1,395% 0,343%
C 1030 4581,7| 1038  4617,3 | 1040 4626,2 0,971% 0,193%
D 1625 72284 1648  7330,7 | 1644 73129 1,169% 0,243%
Rigida 2530 11254,00 2560 11387,4| 2573 114453 1,700% 0,508%

* Resultados de carga limite ndo foram fornecidos pel os autores.

6.3.4 — Portico de quadr o duplo com seis pavimentos (portico de Vogel)

O portico de seis pavimentos com ligagdes rigidas mostrado na figura (6.43) foi
proposto por Vogel (1985) como um exemplo de calibragdo para se verificar a preciséo
de andlises e formulacbes. Aqui, este portico sera iniciamente utilizado para comparar
os resultados obtidos entre as consideragdes de ligagdes rigidas e semi-rigidas numa
solucdo linear. Logo depois, comparar-se-a as solugdes ndo-lineares obtidas para os
mesmos tipos de conexdes utilizadas no exemplo anterior, havendo ainda a investigacéo
para as situacdes de semi-rigidez constante e variavel ao longo da analise.

A dtura total do portico é de 22,5 m, sendo sua largura total igual a 12 m. Os

perfis utilizados estéo apresentados na figura (6.43) e suas propriedades encontram-se
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natabela (6.10). A carga uniformemente distribuida foi modelada como um conjunto de
cargas nodais equivalentes. Quatro elementos finitos foram utilizados para modelar cada
viga e um elemento foi utilizado para cada coluna. A figura (6.44) mostra essa
discretizacao, incluindo a numeragdo dos nos e 0 carregamento nodal equivalente, cujos
dados s&o utilizados tanto na solugéo linear quanto na solugdo néo-linear.

Na andlise linear da estrutura semi-rigida, a rigidezes de todas as conexdes foram
consideradas iguais e de vaor 12430,0 kN/m, o que pode ser aproximadamente
considerado como arigidez inicial de umaligagéo de chapa de topo usual (Chan e Chui,
2000). Além disso, foi considerado o valor de 205000 MPa para o modulo de
elasticidade em todas as secOes. Deve-se ressaltar que apenas as ligagdes entre viga e
pilar foram consideradas semi-rigidas.

Os momentos fletores atuando na estrutura para 0s casos rigido e semi-rigido séo
apresentados nas tabelas (6.11) e (6.12). A discrepancia entre os dois tipos é
significante. Pode-se observar que com as ligagcBes semi-rigidas 0 momento na parte
central das vigas € maior que o do caso com conexdes idealmente rigidas. No entanto,
0s momentos da extremidade podem ser menores e, além disso, mais econdmicos, desde
gue parte do valor dos mesmos foi redistribuido para a parte central daviga. No entanto,
a deflexdo lateral no Ultimo pavimento observada para o caso idealmente rigido foi de
0,713775x10° m, o que corresponde a uma relacdo de 1/315 com a altura do pértico,
enquanto o valor encontrado para a situagcéo semi-rigidafoi de 0,148138 m, ou 1/151 da
altura da estrutura. Os valores fornecidos por Chan e Chui (2000) para esses dois casos
foram de 1/308 e 1/150, respectivamente, 0 que mostra a boa aproximagdo dos
resultados obtidos. Um fato a ser comentado € que no caso de ligacOes idealmente
rigidas, os valores descritos nas tabelas (6.11) e (6.12) foram obtidos fazendo-se o fator
derigidez igual a 1. A partir da equacdo (4.5), nota-se que para se obter valores iguais
de rigidez para vigas com propriedades diferentes faz-se necessaria a adoc¢éo de valores
diferentes para o fator de rigidez y, de modo que o produto final sgga 0 mesmo. Logo,
como foram utilizadas segdes diferentes para a maioria das vigas e estas possuem
conexdes de mesma rigidez, foi necessaria a adocéo de valores desiguais para o fator y.
Em face disto, a tabela (6.11) também traz a relacdo dos fatores empregados para o

exemplo vigente.
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Figura 6.43 — Pértico de Vogel.

Tabela 6.10 — Propriedades e dimensdes dos perfis utilizados no pértico de Vogel (Kim e Lee, 2001).

Perfil d(mm) b(mm) t,(mm) t(mm) k(mm) A(cm’) I, (cm®) I, (cm’) Z, (cm’)

IPE240 240 120 6,2 9,8 15 39,1 3892 284 367
IPE300 300 150 7,1 9,8 15 53,8 8356 604 628
IPE330 330 160 7,5 10,7 18 62,6 11770 788 804
IPE360 360 170 8,0 11,5 18 72,7 16270 1043 1019
IPE400 400 180 8,6 12,7 21 845 23130 1318 1307
HEB160 160 160 8,0 135 15 54,3 2492 889 354
HEB200 200 200 9,0 15,0 18 78,1 5692 2003 643
HEB220 220 220 9,5 16,0 18 91,0 8091 2843 827
HEB240 240 240 10,0 17,0 21 106,0 11260 3923 1053
HEB260 260 260 10,0 17,5 24 118,0 14920 5135 1283
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Figura 6.44 — Discretizacao utilizada e carregamentos nodais equivalentes para o portico
de Voge.
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Tabela 6.11 — Resultados de momentos fletores para as vigas obtidos através da andlise linear para o

portico de Vogel (valores absolutos, em kNm).

Dados dos Elermentos LigacOes Rigidas Ligac6es Semi-Rigidas
Viga Fator de  Ponto Tedrico* CHC Errg Teorico* CHC Erro
Rigidez Nodal
IPE400 0,1158834 1 4,2 4,2273 0,650% 16,6 16,8833 1,707%
3 99,0 98,9888 0,0119%  163,8 164,5636 0,466%
5 Esg. 248,1 2481496 0,020%  130,9 129,6561 0,950%
IPE400 0,1158834 5 Dir. 71,1 71,0501 0,070% 73 77,8962 8,167%
7 97,4 97,3480 0,053%  163,2 163,9627 0,467%
9 176,1 176,1539 0,031% 122,8 121,8707 0,757%
IPE360 0,1570694 10 285 28,5043 0,015% 42 4,6798 11,424%
12 954 954183 0,019%  151,8 152,5313 0,482%
14 Esg. 2225 2225590 0,027%  142,5 1415171 0,690%
IPE360 0,1570694 14 Dir. 74,8 74,7519 0,064% 3,64 2,8787 20,915%
16 925 92,4499 0,054%  150,2 150,9763 0,517%
18 182,2 182,2484 0,027%  137,9 137,0687 0,603%
IPE330 0,2048215 19 59,6 59,6285 0,048% 22,7 22,0323 2,941%
21 92,8 92,8545 0,0599  140,7 141,3962 0,495%
23 Esq. 196,7 196,5624 0,070%  137,9 137,0754 0,598%
IPE330 0,2048215 23 Dir. 875 87,4346 0,075% 28,5 27,6847 2,861%
25 89,1 89,1548 0,062%9  138,3 139,0557 0,546%
27 176,2 176,1558 0,025%  136,8 136,1038 0,509%
IPE300 0,2662263 28 72,1 72,1029 0,004% 44,3 43,7505 1,240%
30 93,0 92,9757 0,026%  131,3 132,0055 0,537%
32 Esg. 183,8 183,8456 0,025%  134,9 134,1384 0,565%
IPE300 0,2662263 32 Dir. 109,8 109,7604 0,036% 56,9 56,0073 1,569%
34 92,0 92,0298 0,032%9  130,3 131,0079 0,543%
36 1481 148,0799 0,014%  124,4 123,8769 0,420%
IPE300 0,2662263 37 68,9 68,9256 0,037% 54,6 54,1801 0,769%
39 97,8 97,7689 0,03299  133,9 134,5022 0,450%
41 Esg. 1774 1774366 0,0219%4  119,6 118,7154 0,740%
IPE300 0,2662263 41 Dir. 136,5 136,5370 0,027% 772 76,2535 1,226%
43 98,8 98,7745 0,026%  134,7 135,3587 0,489%
45 107,8 107,8139 0,013% 95,3 94,9291 0,389%
IPE240 0,4378734 46 496 49,6477 0,096% 44,2 44,0762 0,280%
48 63,4 63,4689 0,109% 76,8 77,1030 0,395%
50 Esg. 108,8 108,7145 0,079% 87,4 87,0179 0,437%
IPE240 0,4378734 50 Dir. 97,7 97,6531 0,048% 73,5 73,0677 0,588%
52 63,5 63,5458 0,072% 76,9 77,1891 0,376%
54 60,6 60,5552 0,074% 57,9 57,8541 0,079%

* Valores tedricos fornecidos por Chan e Chui (2000)
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Tabela 6.12 — Resultados de momentos fletores para as colunas obtidos através da solugdo linear parao

portico de Vogel (valores absolutos, em kNm).

Dados/Elemento |Ligagdes Rigidas LigacOes Rigidas
Coluna  Ponto Tedrico* CHC Errg Tedrico* CHC Errg
Nodal
HEB220 55 45,7 45,6937 0,014% 74,7 75,3035 0,808%
1 11,1 11,1381 0,343% 241 2,2152 8,083%
HEB220 1 6,9 6,9108 0,157% 14,2 14,6681 3,296%
10 11,6 11,6395 0,341% 6,3 6,5437 3,868%
HEB220 10 16,9 16,8648 0,208% 2,1 1,8639 11,243%
19 18,7 18,7242 0,129% 4,7 51300 9,149%
HEB220 19 40,9 40,9043 0,011% 27,4 27,1622 0,868%
28 50,5 50,4492 0,101% 27,1 26,6336 1,721%
HEB160 28 21,7 21,6537 0,213% 17,2 17,1169 0,483%
37 23,9 23,9121 0,051% 14,1 14,1584 0,414%
HEB160 37 450 45,0135 0,030% 40,2 40,0217 0,444%
46 49,6 49,6477 0,096% 442 44,0762 0,280%
HEB260 56 117,6 117,5580 0,036%  158,4 159,2186 0,517%
5 87,1 87,1496 0,057% 459 45,0441 1,865%
HEB260 5 89,9 89,9500 0,056% 92,3 92,5081 0,225%
14 84,8 84,8049 0,006% 81,9 81,7568 0,175%
HEB240 14 63,0 63,0023 0,004% 57,0 56,8816 0,208%
23 63,0 62,9970 0,005% 69,4 69,4875 0,126%
HEB240 23 46,1 46,1307 0,067% 40,0 39,9031 0,242%
32 46,1 46,1330 0,072% 54,5 54,6785 0,328%
HEB200 32 28,0 27,9522 0,171% 23,6 23,4526 0,625%
41 33,2 33,2381 0,115% 38,0 38,1466 0,386%
HEB200 41 7,65 7,6614 0,149% 44 43153 1,925%
50 11,1 11,0614 0,348% 13,9 13,9502 0,361%
HEB220 57 80,2 80,1672 0,041% 95,7 96,0510 0,367%
9 79,9 79,9059 0,007% 445 43,7800 1,618%
HEB220 9 96,3 96,2480 0,054% 78,3 78,0907 0,267%
18 925 925099 0,011% 71,8 71,3951 0,564%
HEB220 18 89,7 89,7385 0,043% 66,1 65,6736 0,645%
27 88,2 88,1637 0,041% 73,2 73,0037 0,268%
HEB220 27 88,0 87,9922 0,009% 63,6 63,1001 0,786%
36 102,7 102,7601 0,059% 88,1 87,7767 0,367%
HEB160 36 453 45,3197 0,043% 36,3 36,1002 0,550%
45 54,1 54,0683 0,059% 48,7 48,5883 0,229%
HEB160 45 53,7 53,7456 0,085% 46,5 46,3408 0,342%
54 60,6 60,5552 0,074% 57,9 57,8541 0,079%

* Valores tedricos fornecidos por Chan e Chui (2000)
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Apos a andlise linear desta estrutura, foi obtida também a solugdo ndo-linear
considerando trés situacbes para as ligagOes. idealmente rigidas e com semi-rigidez
linear e ndo-linear. A modelagem utilizada para o portico nessa anadlise foi a mesma que
aquela empregada na solucdo linear. Além disso, com 0 objetivo de se obter um
comportamento mais realistico dessa estrutura, considerar-se-a quatro tipos diferentes
de ligacBes semi-rigidas, iguais aquelas denotadas por A, B, C e D no exemplo anterior.
Nessa andlise, 0 modelo exponencial de Chen-Lui foi utilizado para representar o
comportamento ndo-linear de tais conexdes, cujos detalhes e caracteristicas encontram-
se no capitulo 4, na tabela (4.1) e na figura (4.6). Na hipétese da conexdo ter
comportamento linear, apenas o valor inicial da rigidez, obtido pelo mesmo modelo de
Chen-Lui através da equacdo (4.6¢), € levado em consideracdo. Ressaltar-se-a4 que a
solucdo ndo-linear providenciada para esse sistema estrutural foi executada seguindo-se
0 procedimento adotado por Chan e Chui (2000).

A figura (6.45) mostra as curvas carga-deslocamento para o pértico de Vogd para
as hipodteses de conexdes rigidas e semi-rigidas lineares. Como esperado, para mesmos
valores de carga, o pértico com ligagdes rigidas possui menores deslocamentos do que
com conexdes semi-rigidas. Ja a figura (6.46) mostra as trgjetorias de equilibrio para a
mesma estrutura, mas considerando agora a semi-rigidez das ligagOes variando néo-
linearmente segundo o modelo exponencial. Para melhor comparacéo dos resultados
obtidos, a figura (6.47) exibe todas as trgjetorias encontradas pela implementacéo
computacional realizada, considerando as trés hipdteses iniciais de rigidez das
conexdes. Dai, nota-se gque na andlise éastica 0 comportamento deste portico é
controlado pelo efeito de flexibilidade da ligacdo. No caso da conexdo D, o inicio da
curva de carga-deslocamento € idéntico para ambos os casos linear e ndo-linear. No
entanto, o efeito da ndo-linearidade faz com que tal ligagdo alcance valores de

carregamento muito inferiores a situagcdo de semi-rigidez constante.
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Figura 6.45 — Analise do portico de Vogel para vérios tipos de conexdes lineares.
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Figura 6.47 — Comparacao entre os resultados obtidos para conexdes lineares e ndo-

lineares.
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7

CONCLUSOES E PESQUISAS
FUTURAS

7.1-INTRODUCAO

Apbs as andlises redlizadas no capitulo 6 para sistemas estruturais rotulados e
semi-rigidos, seréo apresentadas na se¢éo (7.2) algumas conclusdes gerais a respeito dos
resultados obtidos nas secOes (6.2) e (6.3) para as metodologias apresentadas nos
capitulos 3 e 4, referentes a andlise de trelicas planas e espaciais e de porticos semi-
rigidos, respectivamente.

Visando a continuidade deste trabalho, ser&o fornecidas na secéo (7.3) algumas

sugestdes para futuras pesquisas.

7.2 - CONCLUSOES

As formulagbes néo-lineares de andlise de sistemas estruturais rotulados
fornecidas por Yang e Kuo (1994) e Crisfield (1991) foram implementadas com sucesso
na metodologia de solucéo de sistemas de equagdes ndo-lineares proposta inicialmente
por Silveira (1995). O mesmo pode-se dizer do procedimento de anadlise ndo-linear de
porticos semi-rigidos proposto por Chan e Chui (2000), aém das andlises lineares
implementadas para as metodol ogias de modificagéo da matriz de rigidez fornecidas por
Chen e Lui (1991), Chan e Chui (2000) e Sekulovic e Salatic (2001).

Com o objetivo de vaidar essas implementacbes e avadiar a eficiéncia

computacional dessas formulagdes, foram estudados no capitulo 6 varios exemplos de



problemas estruturais com resultados numéricos e/ou analiticos ja consagrados pela
literatura.

Diante dos resultados fornecidos por essas anadlises, algumas conclusdes e
comentarios se fazem necessarios. No caso de sistemas estruturais rotulados planos e
espaciais, se sobressaem as seguintes consideragoes:

1) pode-se observar nos resultados encontrados para o exemplo (6.2.1), que
analisa uma trelica plana formada por duas barras, que os valores obtidos para os pontos
limites de carga alcancados pelas formulaces YLA (Yang e Kuo em referencial
Lagrangeano atualizado), YLT (Yang e Kuo em referencial Lagrangeano total), CTE
(Crisfield utilizando o tensor de engenharia) e CTG (Crisfield utilizando o tensor de
Green) sdo praticamente equivalentes em sistemas estruturais rotulados sujeitos a
peguenos deslocamentos,

2) aravés da variagdo geométrica do exemplo anterior, fazendo-o passar da
condicdo de estrutura sujeita a pequenos deslocamentos para a de estrutura sujeita a
grandes deslocamentos, nota-se claramente que as formulagGes propostas levam a
resultados desiguais. Como ja observado por Yang e Kuo (1994), a formulagéo YLA
fornece valores de carga cada vez maiores do que agueles obtidos por YLT a medida
gue o angulo de inclinagdo dos elementos da trelica aumenta, levando a mesma a
maiores deslocamentos. Além disso, como ja exposto por Crisfield (1991), percebe-se
gue o uso do tensor de engenharia, sob as mesmas condi¢des de variagdo de geometria,
majora os valores do fator de carga obtidos com o uso do tensor de Green. Portanto,
conclui-se que o uso do tensor de Green leva a uma resposta estrutural mais flexivel do
que o uso do tensor de engenharia. Além disso, nota-se que as formulagdes YLT e CTG
possuem resultados idénticos, o que seria de se esperar visto que ambas utilizam um
referencial Lagrangeano total e 0 mesmo tensor de deformacoes,

3) observase através do exemplo (6.2.3), referente a uma trelica plana
assimétrica em forma de arco, que para estruturas mais complexas as formulacfes YLT
e CTG perdem muito de sua eficiéncia, principalmente apds pontos limites de carga.
Para esse tipo de problema, mesmo levando a valores de carregamento ligeiramente
superiores, a formulagdo YLA possuiu nitidamente uma eficiéncia maor que as
formulagBes totais, ultrapassando com facilidade todos os pontos limites existentes,
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4) atendénciade YLA e CTE de mgjorar os valores de carregamento obtidos
por YLT e CTG, respectivamente, se mantém na trelica plana de dois elementos
retratada no exemplo (6.2.4), cujainclinacdo da barras € de 80 graus. No entanto, o fato

mais relevante a ser observado refere-se a influéncia das imperfeices iniciais na

trajetoria de equilibrio de uma estrutura. Mesmo um pegqueno valor, de 4 x107°, ja foi
suficiente para diminuir substanciamente o valor de carga limite e capturar uma
tragjetdria de bifurcacdo. Para estruturas espaciais, a influéncia dessas imperfeicoes,
como demonstra o exemplo (6.2.8) concernente a um arco trelicado tridimensional, se
mantém, podendo, como nesse Ultimo caso, levar a véarios caminhos de bifurcacéo,
dependendo da direcdo em que se da aimperfei¢do no sistema estrutural;

5 no exemplo (6.2.5), que analisou uma trelica espacial composta por 24
elementos, as formulacdes totais mostraram quase a mesma eficiéncia das formulagdes
atualizadas quando a estrutura estava submetida apenas a carga aplicada no n6 1. No
entanto, quando o nimero de cargas aumentou e a trajetoria de equilibrio tornou-se mais
fortemente néo-linear, tanto CTG quanto CTE e YLT tiveram seriissimos problemas
para percorrer todo o caminho de equilibrio, que foi obtido com mais eficiéncia através
de YLA. Esta ultima situagdo, com a estrutura submetida a sete cargas nodais,
demonstra a importancia da correta escolha da estratégia de solugdo ndo-linear. Neste
caso, 0 método do comprimento de arco, apesar da eficiéncia em tracar a maior parte da
trajetoria de equilibrio, perdia convergéncia logo apos atingir o terceiro ponto limite de
carga enquanto o método do deslocamento generalizado apresentou resultados
extremamente satisfatorios, percorrendo todo o trajeto da curva carga-desl ocamento;

6) aedtratégia de solucdo ndo-linear adquire maior importancia a medida que a
trajetoria de equilibrio torna-se mais fortemente néo-linear. O exemplo (6.2.6), referente
a uma estrutura rotulada espacial formada por 12 elementos, ilustra esse fato, onde os
valores da curva carga-deslocamento fornecida pela literatura sd foram encontrados para
aformulacdo Y NI através da utilizacdo da estratégia de incremento de carga baseada no
comprimento de arco aliada a estratégia de iteracéo a residuo ortogonal. A formulacdo
Y LA produziu bons resultados com uma eficiéncia, em dados momentos, até maior que
YNI, mas, por motivos ja mencionados anteriormente, levou a maiores resultados de

carga.
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Para 0 caso de porticos semi-rigidos, algumas consideraces gerais podem ser
feitas:

1) naandise linear efetuada para o exemplo (6.3.1), concernente a um portico
de quadro simples, os procedimentos propostos por Chen e Lui (1991) (CHL), Chan e
Chui (2000) (CHC) e Sekulovic e Salatic (2001) (SES) para modificagéo da matriz de
rigidez do elemento semi-rigido levam a resultados equivalentes, com erros
praticamente desprezivel s quando comparados com resultados fornecidos pela literatura;

2) os procedimentos de modificacdo da matriz de rigidez de um elemento
semi-rigido sujeito a andlise ndo-linear proposto por Chan e Chui (2000) produziu
resultados extremamente precisos, como atestam os exemplos (6.3.2), (6.3.3) e (6.3.4).
Tais exemplos demonstram ndo sO a validade dos procedimentos sugeridos pelos
autores supracitados como também da implementacdo computacional realizada, tanto
para conexdes com comportamentos lineares quanto para aquelas que se comportam de
formanéo-linear;

3) através das figuras (6.31) e (6.32), que demonstram a influéncia da
flexibilidade da ligacdo no momento fletor da base e no deslocamento horizontal na
parte superior de um pértico de quadro simples retratado no exemplo (6.3.2),
respectivamente, nota-se que, em uma andlise linear, as solicitacbes supracitadas
decrescem sempre na mesma propor¢do a medida que se aumenta o fator de rigidez, o
que vale para quaisgquer valores de carregamento. JA em uma andlise ndo-linear, para
maiores niveis de carga ha uma clara tendéncia de que os valores de momento e
deslocamento sgjam maiores;

4)  outro fato de particular interesse refere-se a variagéo da carga critica com o
fator de rigidez. Observa-se, pela figura (6.34), que mostra a influéncia da flexibilidade
da conexdo no vaor de carga critica, que para porticos com maior numero de
pavimentos o valor de carga critica varia quase que linearmente com o aumento do fator
de rigidez, fato que deixa de ocorrer no momento em que 0 nimero de pavimentos
diminui.

5) uma observagdo relevante diz respeito a proximidade entre os valores
obtidos pelo procedimento de analise ndo-linear sugerido por Chan e Chui (2000), e
implementado neste trabalho, com agueles alcancados pelo procedimento proposto por
Sekulovic e Salatic (2001), fato que pode ser notado nas comparagdes realizadas no
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exemplo (6.3.2) e que demonstra ndo sO a boa qualidade da implementacdo
computacional realizada, mas também a convergéncia entre as respostas obtidas por
ambas as metodologias.

6) os exemplos (6.3.3) e (6.3.4), referentes a um portico de dois pavimentos
com variagdo das condices de apoio e a0 portico de Vogel, respectivamente,
demonstram de forma conclusiva que a consideragcdo de um fator de rigidez constante
ao longo do processo de solugdo ndo-linear, 0 que representaria a rigidez inicia da
ligacdo, leva a menores resultados de deslocamentos para um mesmo estagio de
carregamento, aém de maiores valores de carga critica, que a suposi¢cdo de
comportamento ndo-linear da conexdo. Esta Ultima hip6tese, em porticos sem
contraventamento, transforma-se numa grande fonte de néo-linearidade e passa a ser um
dos fatores determinantes do comportamento estrutural em uma anaise nao-linear
eléstica. Nota-se ainda que para peguenos deslocamentos as consideragdes de rigidez
linear e ndo-linear, principamente para ligagdes mais rigidas, sdo quase que

indistinguiveis.

Por fim, nas andlises realizadas neste trabalho, os aspectos que se mostraram de
maior relevancia na precisdo dos resultados obtidos pelas diversas formul agdes testadas
foram:

i) o sistemareferencia adotado, se Lagrangeano total ou atualizado, fato que
se mostrou crucial nas andlises empreendidas na secéo (6.2);

i) aestratégia de solugdo ndo-linear adotada em problemas com tragjetérias de
equilibrio fortemente ndo-lineares;

iii) aconsideracdo do tipo de semi-rigidez da conexdo entre viga e pilar, se de
comportamento linear ou ndo-linear;

iv) aforma de se atualizar, durante o0 processo incremental, o valor da rigidez
de ligagdes com comportamento ndo-linear, sendo que o procedimento que se mostrou

mai s adequado encontra-se descrito na secéo (5.4.7).
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7.3 -SUGESTOES PARA FUTUROS TRABALHOS

A base computacional existente, que comegou a tomar forma através de Silveira
(1995), foi expandida e adaptada ao longo dos ultimos anos por Rocha (2000) e Galvéo
(2000; 2001) com a finalidade de se analisar uma variedade maior de sistemas
estruturais. Além disso, deve-se ter em mente que um dos objetivos deste trabalho foi
exatamente o de colaborar nesta expansdo e possibilitar que esta base ampliasse seu
leque de opcdes de andlises.

Diante da variedade de problemas estruturais que necessitam de melhor
compreensdo, serdo apresentadas aqui algumas sugestbes para futuras pesquisas que
podem usufruir dessa base computacional, dando continuidade ao trabalho de expandi-
la de modo que se possa examinar uma diversidade cada vez maior de problemas
estruturais. Posto isso, pode-se sugerir para futuras pesquisas:

* a andise ndo-linear de sistemas estruturais levando em consideracdo a
plastificagdo da secdo transversal, ou seja, com a inclusdo da ndo-linearidade fisica no
comportamento do elemento;

e a andise dindmica ndo-linear de sistemas estruturais com ligagbes semi-
rigidas;

e aandise ndo-linear de porticos espaciais;

* aandise de estruturas sob condicbes de incéndio;

* aimplementagdo computacional de outras estratégias de solucdo ndo-linear.
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APENDICE A

A.1-INTRODUCAO

Esta secdo tem por objetivo apresentar duas das estratégias de solugdo néo-linear
mais utilizadas nas andlises apresentadas neste trabalho. Na secdo (A.2) serd
apresentada a estratégia baseada no parametro de rigidez GSP, ou deslocamento
generalizado. Ja a secdo (A.3) abordara a estratégia do comprimento de arco.
Finalmente, seréo apresentados na se¢do (A.4) os critérios de convergéncia possiveis de
serem adotados para a solugéo néo-linear. Deve-se enfatizar que a implementacéo
computacional dessas estratégias foi realizada por Silveira (1995) e Rocha (2000). Além
disso, mais informacdes sobre outras estratégias de solucdo ndo-linear utilizadas em
alguns exemplos do capitulo 6 podem ser encontradas com mais detalhes no trabalho de
Rocha (2000).

A.2—ESTRATEGIA BASEADA NO PARAMETRO DE RIGIDEZ GSP
(DESLOCAMENTO GENERALIZADO)

No trabalho de Rocha (2000), demonstrou-se que dependendo da forma da
restricdo imposta diferentes expressdes para obtencdo do incremento inicial do
parametro de carga AN° podem ser obtidas. Yang e Kuo (1994) propuseram que a

equacao de restricao
CT8d" +k, 0N =H, (A1)

deveria ser respeitada nas duas etapas de solucdo ndo-linear (solucéo predita e ciclo de

iteracBes), onde C e k; sdo constantes e H um parametro incremental (deslocamento,



comprimento de arco, trabalho externo). Em fungdo de valores selecionados para essas
variaveis, chega-se a diferentes estratégias de incremento de carga e de iteracao.
A equacdo de restricdo anterior, juntamente com a equacdo (2.8), expressa pela

relacdo

K <930 = SAF, +g* ), (A.2)
formam um sistema de equaces com N + 1 incognitas. Essas duas equagdes podem ser
combinadas de forma que, apds manipulagbes algébricas e matriciais, chegase a

seguinte expressao para o parametro de carga (Y ang e Kuo, 1994):

1

ON =
CTady +k,

(H,-C73d;). (A.3)

Seguindo a sugestéo de Y ang e Shieh (1990) para os valores de C e ki, ou sga,
C=AN'dd, e ki=0, (A9

onde '3d; é o vetor de deslocamentos nodais tangenciais do passo de carga anterior (ver

equacio (2.1), secdo (2.3.1)), chega-se a uma nova expressio para SN, que valera

1

N=—
N R

(H, —AN° ‘6d{6d;). (A.5)

A solucdo incremental predita AN° &, entdo, obtida fazendo-se, na equacao

anterior, k =0, 3\’ = AX°, 3dJ = 0e &d? =3d, , 0 que originara

H
A}\O ==+ ﬁ . (A6)
t t
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O valor do paréametro incremental Hp (no caso, deslocamento generalizado) pode
ser definido utilizando-se a equacéo anterior e assumindo-se que, no primeiro passo de

carga, se conhece o valor de AN (valor fornecido pelo analista). Assim, ter-se-a que
H, = (AA})? *ad] ‘ad,. (A7)

Observe que, com a substituicéo de (A.7) em (A.6), chega-sea

1 T1
o= ane | o (A.8)
&d; &d,

Adicionalmente, a consideracéo do parametro de rigidez generalizado do sistema
(GSP — Generalized Stiffness Parameter) naforma

1 T1
GSP:M (A.9)
&d, ad,

permite rescrever (A.8) como sendo

AN =+ AN |GSH, (A.10)

onde o critério utilizado para escolher o sinal correto na expressdo anterior é baseando
no sinal do pardmetro GSP, cujo procedimento encontra-se descrito no trabalho de
Rocha (2000). Como j& destacado, para o primeiro incremento, AA° é um valor
prescrito, ou sgja, GSP = 1.

Durante o ciclo iterativo, € assumido que o pardmetro de deslocamento
generalizado se mantenha constante, isto é Hy = 0, para k > 0. Dessa forma, pode-se

rescrever (A.5) como sendo
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‘3dTed"

tadTadk ! (All)

BN =-

que € a expressao procurada para correcdo do parametro de carga no ciclo iterativo.
O emprego de (A.11), em conjunto com a equacéo (A.10) para calculo de AN°, é
apresentado nafigura (A.1).

Incremento decarga: i = 1, 2,..., Nmax
Solucdo Predita:

%MO =+ AN)|GSH"”
FAd® =K AN°F,

Ciclodeiteragoes. k = 1, 2,..., Iméax

Eﬁ)\k__‘édfédg
o ‘&dredf

Hpd* = &d + 5N ad
Pare o ciclo iterativo quando: g < ZAA|F, |

Pare o incremento de carga quando: i = Nmax

FiguraA.1 — Estratégia de solucéo nédo-linear baseada no deslocamento generalizado.

A.3- ESTRATEGIA DO COMPRIMENTO DE ARCO

Crisfield (1981) e Ramm (1981 e 1982) sugeriram estratégias de incremento
automatico de carga e de outros parametros (deslocamento, comprimento de arco,

trabalho externo) baseados narelacéo

BI%ET (A.12)
0 O
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onde I, € o nimero de iteragdes desgjadas para convergéncia do processo iterativo

corrente, que é especificado pelo usuéario do programa; | € o nimero de iteracGes que
foram necessarias para convergir no passo de carga anterior e o € um expoente cujo
valor encontra-se usualmente entre 0,5 e 2,0.

Utilizando um esquema de solucdo incremental juntamente com o método

convencional de Newton-Raphson, Crisfield (1981) adotou a expressao
v = aoHeH (A.13)
0o

para cacular o pardmetro de carga inicia, onde ‘AN’ e AN caracterizam os
incrementos iniciais Nos passos de carga anterior e corrente, respectivamente. Deve-se
observar que foi adotado para a o valor unitario. Em Crisfield (1991), seguindo
sugestédo de Ramm (1982), passou-se a adotar a = 0,5.

Sefor utilizado uma estratégia de iteracdo que permita a variacéo do parametro de
carga A, entdo a seguinte expressdo deve ser utilizada para o incremento automatico do

parametro de carga:
/2
AN° = £'AN° H[—C;H , (A.14)
HREN

estando descritos no trabalho de Rocha (2000) os critérios para escolha do sina correto
para a expressao anterior.

Como proposto em Crisfield (1991), a equacdo (A.12) pode ser empregada na
definicdo do incremento do comprimento de arco a ser adotado como parametro de
controle no passo de carga corrente através da expressao

/2
Al = tAIB'tig , (A.15)
ot O
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onde 'Al e Al representam os incrementos do comprimento de arco no passo de carga
anterior (valor conhecido) e no passo de carga corrente (incognita), respectivamente.
Através da equacdo (A.15) e da condicdo de restricdo escrita para a solucéo

incremental inicial, ou sgja,

(Ad®)TAd® = A2, (A.16)

chega-se facilmente, utilizando-se a equagdo (2.3) em (A.16), a expressdo do

incremento inicial do parametro de carga, que valera

AN = (A.17)
T
5d78d,

Caso a equagdo de restricdo proposta por Riks (1972) sga imposta a solugdo
incremental predita, ou seja,

(Ad®)"Ad® + (AN°)?FF, = Al7, (A.18)
obtém-se
AN = Al (A.19)

=+ )
JodTad, +FF,

Embora muitas vezes ndo se tenha aidéia do incremento do parametro de carga no

primeiro passo de carga para uma dada andlise, a partir da especificagdo de A0 a

técnica fornecida em (A.14) pode levar a um céculo automatico dos incrementos
iniciais nos passos de carga seguintes.

Entretanto, em geral o usuério ndo tem idéia da magnitude que deve considerar
para o incremento de partida do comprimento de arco Al . Pararesolver esse problema,

na implementacdo desenvolvida por Rocha (2000), o usuario deve especificar A0
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como dado de entrada, sendo este valor usado em seguida para calcular ‘Ad° através da
equagdo (2.3). Substituindo-se, entdo, Ad° na equagdo (A.16) ou (A.18), chega-se a
Al Paraos passos de carga seguintes, cal cula-se automaticamente Al através de (A.15).
No trabalho de Rocha (2000) sdo descritos os critérios para escolha do sinal correto para
as expressdes representadas em (A.17) e (A.19).

Para o ciclo de iteracOes, Crisfield (1981) inicialmente sugeriu, baseado na
equacdo (A.18), que a condicdo

(Ad*)TAd* +(AN)TFTF, = Al7, (A.20)

onde, AN e Ad* representam, respectivamente, os incrementos do parametro de carga e
dos deslocamentos nodais na iteracdo corrente, deveria ser respeitada a cada iteracdo do
processo. No entanto, 0 mesmo autor supracitado e Ramm (1981 e 1982) observaram,
através de varios exempl os numeéricos, que, em problemas préticos com elevado nimero
de variaveis, 0 "termo de carga’ da equacéo (A.20) tinha pequeno efeito. Crisfield
(1981) propbs entdo que a cada iteracdo a equacao

(Ad¥)TAd* = AI? (A.21)
fosse satisfeita

Substituindo a equacdo (2.11b) na equagdo anterior, chega-se a uma equacéo
quadréticaem OA, ou sgja,
A@BN)2+B3N +C =0, (A.22)

onde os coeficientes A, B e C possuem a seguinte forma:

A=(3df)Tad; (A.239)
B=2(3d;)"(Ad™“ ™ +5&d); (A.23b)
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C=(Ad“™ +adg)"(Ad™ ™ +8d)) - Al%. (A.23¢)

Com a resolucéo de (A.22), chega-se a dois valores de 0A, dA1 e dAp, de forma

gue se deve escolher entre as solugdes

Ady =Ad™™Y +3d; + SN[ 3d, (A.243)

Ady =Ad®Y +3dg +dN;8d, (A.24b)

aquela que mais se aproxima da soluco incremental da iteraggo anterior, Ad* ™" . Essa
escolha deve prevenir um possivel retorno, o que faria a solucéo regredir ao longo do

caminho ja calculado. Um procedimento bastante simples a ser seguido consiste em se

encontrar o menor angulo entre Ad* e Ad®™ . Isto equivale a obter 0 méaximo cosseno

do angulo entre os vetores, 0 que pode ser obtido através da expressao

_Ad¢PTagt _ AdT (A +ady) |

Ad* D adX
cosf, , = NE NE —r.

Oy, NE

(A.25)

Como a equacdo (A.22) é quadrética, a mesma podera ter raizes imaginarias se 0
termo “ B% — 4AC” for menor gue zero. Essa situagao pode existir quando o incremento

inicial do par@metro de carga for muito grande, ou se a estrutura exibir multiplos
caminhos de equilibrio em torno de um ponto (Meek e Tan, 1984).
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Incremento decarga: i = 1, 2,..., Nmax
Solucdo Predita:
E(AdO)TAdO +(AN°)?FTF, = Al7,0u
0 04 Al
JadTad, +FF
Al
od! ad

t t

@(AdO)TAdO =Al? O '
O
O

I:I:gi DD%I:I

O
FAd® =K ™ ANF,

Ciclodeiteragdes: k =1, 2,..., Imax
PdTAd =417 O {a@N)? +BEN +C=0
=pd* = 3d + 5X3d"

Pare o ciclo iterativo quando: |g] < ZAA|F,|

Pare 0 incremento de carga quando: i = Nmax

Figura A.2 — Estratégia de solucéo ndo-linear baseada no comprimento de arco.

A.4 - CRITERIOSDE CONVERGENCIA ADOTADOS

O processo iterativo descrito no capitulo 2 é finalizado, indicando assim uma nova
posicdo de equilibrio para o sistema estrutural em andlise, quando um dos dois critérios
de convergéncia apresentados a seguir, ou ambos, forem atendidos:

1) O primeiro critério de convergéncia € baseado em relagdes de forgas e €
calculado no inicio da iteracdo corrente utilizando parémetros da iteracdo anterior,

sendo definido pela expresséo

k_
g( D

‘A)\(k—l)lzr H <C

(A.26)

le‘
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onde ||g(k'1)|| éigual & norma Euclidiana do vetor das forcas desequilibradas, calculada

utilizando-se o parametro de carga e 0s deslocamentos nodais totais da iteracéo anterior;

joxer,

€ a norma Euclidiana do vetor de incremento de carregamento externo e { é

um fator de tolerancia fornecido pelo usuério do programa como dado de entrada;
2) O segundo critério de convergéncia obedece a relacdes de deslocamentos e €

sempre verificado ao final daiteragdo corrente, sendo definido através da expresséo

Jou|
jad’|

¢, =| <, (A.27)

onde ||6d"|| € a norma Euclidiana dos deslocamentos iterativos (residuais); ||Ad"|| éa

norma euclidiana dos deslocamentos incrementais, que sdo obtidos apos a corregdo do

processo iterativo e  segue a mesma definicéo apresentada no critério anterior.
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APENDICE B

B.1 —Interpretacdo fisica das matrizesderigidez do elemento detrelica

As cinco matrizes que aparecem na equagdo (3.73) representam cinco tipos de
acOes geradas pelo elemento submetido a deslocamentos incrementais d de uma
configuragdo t para uma configuracao t+At. As equacdes seguintes representam uma

lista das acdes associadas com cada uma das cinco matrizes de rigidez:

ch :{_ Fxl O Fxl (}T’ (Bla)
K d= O M . Av ,_ Au AVDT b
g T %_ Fxb T - Fxb T Fxb T xb T% ’ (B )
Kd={~-F, 0 F,& @, (B.1c)
d= O.. A&u . Av ,_ DAu | Av(] d
Kz _E_Fxlt_ _Fx1T FXIT XIT%’ (B-l )
KBd = %—tFXng _tFxn& tF}(l’l g ' Xn &g’ (B'le)
|:| t tL tL tLD

onde Fy e Fy, denotam, respectivamente, as componentes linear e nao-linear dos

incrementos de forga gerados durante o passo incremental, ou seja,

F =EAe =EAZY. B.2a
x1 XX tL
0
F.=EAn, =Leagfefl L AVEE (B.2b)
Xn XX t t
27 @'LO0 O'LOf



Os termos descritos de (B.1a) a (B.1e) interagem entre si e representam os efeitos
de alongamento (ou encurtamento) e rotacdo de corpo rigido para um elemento de
treliga durante o movimento de t para t + At. As forgas internas geradas pela matriz K,
tétm o objetivo de transformar a for¢ca incremental Fy gerada pela matriz K. da
configuragdo t para a configuragdo t + At, assim como ¢ mostrado pela figura (B.1). De
forma conjunta, as for¢as geradas pelas matrizes K. e K, podem ser representadas por

uma forca simples direcionada ao longo do elemento na configuragdo t + At, seja,

. A A t F t+At L
MTQ:JQ%T%§+EETth%E:_ﬂ-QWY+CL+&J:%QtL' (B.3)

_ ‘F, (1 +4u/'L)
/
= Av
/
/
‘L +Au
tFxl | | tFxl

Figura B.1 — Alongamento de um elemento de trelica: forcas devido a K. e K.

A equacdo anterior pode ainda ser rescrita da seguinte forma:

t+At t _t
t+At P*X1 =tFXl E L -+_tLL L %tFxl (1 + t+Ate) - EA tA_E (1 + t+Ate), (B.4)

7o}

- . 1
onde a deformacdo relativa "“'e vale
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t+At t
t+At L-'L

0= ———. (B.5)
sendo "L o comprimento do elemento na nova configuracdo de equilibrio t +At, ou
seja,
vap = (av) +('L+au) . (B.6)

Similarmente, as forcas geradas pela matriz K3 tém o objetivo de transformar a
forca incremental Fy, gerada pela matriz K; da configuracdo inicial t para a nova
configuragdo t+At, o que pode ser visualizado pela figura (B.2). O resultado
combinado também pode ser representado por uma forca simples atuando ao longo do

eixo do elemento na configuragdo t + At, como se demonstra a seguir:

A :\/@'FXMA—H + EF“@+?_‘LJ% :tt’fﬂ_an\/(Av)2 +(L+m)="F, HtAtLL. (B.7)

\%
LO

t

tFanV/ L
Z "Fan(1 +0/ L)
Pz
.
/ AV
=
t
t+ At L + Au
e tr

Figura B.2 — Alongamento de um elemento de trelica: forcas devido a K e K.
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A tltima equacdo pode ainda ser rescrita sob a forma

t+At ty _t
e Fxn :tF l:l == : %tFxn (1 t+At l @g + w al + t+Ate ’ (B 8)
U

’“‘H ‘L 2 @ D‘LDQ

e foi definido na equago (B.5).

onde o valor de

Finalmente, a matriz K, tem o objetivo de transformar as forgas iniciais no vetor
'F da configuragdo inicial t para a nova configuracio deformada t+At, assim como
mostra a figura (B.3). A forga resultante atuando ao longo do eixo do elemento nesta

nova configuragao vale

i (O (R PR )

ou ainda,

WA =UF (14 o). (B.10)

t t
FxbAv/ L
t
= Fao(1 +AW/ L)
Z
Z
/ AV
_Z
t+ At L+Au
Fxb
tU N tr* .

Figura B.3 — Alongamento de um elemento de treliga: forgas devido a ‘F e K.
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Somando-se as contribui¢des dos trés efeitos anteriormente mencionados, obtém-

se a forga total atuando ao longo do eixo do elemento em t + At , isto €,
t+At —t+At t+At t+At t t t+At
F =%, +"5F +"8F, = ("B, +F, +F, [1+"e), (B.11)

ou ainda,

2
t+AtF — %Amu 1 EAU % F " §1+t+At (B.12)

|:|L 2 tL2 tL2

que ¢ exatamente o valor obtido a partir da equagdo incremental de rigidez descrita em
(3.73). A dedugdo acima demonstrou que os termos K,d, K;d e K,d interagem com os
termos K.d, K d e 'F, respectivamente, na consideracio do efeito de alongamento (ou

encurtamento) de varias ordens para o elemento de treliga.

B.2 — Forcas no elemento devido a rotacdo de corpo rigido

O efeito da rotacdo de corpo rigido também pode ser investigado utilizando-se as
mesmas matrizes de rigidez do elemento apresentadas em (3.73). Por exemplo,
considere o caso em que a barra € rotacionada sobre sua extremidade esquerda como um
corpo rigido de T2 radianos, no sentido anti-horario. Para esse caso, em especial, o

vetor de deslocamentos d do elemento valera
=fo 0o -L 1}". (B.13)
Por defini¢do, tem-se que Au =up —u, =— L e Av = vy, — v, = L. Logo, de acordo
com as equagoes (B.2a) e (B.2b), as componentes incrementais de forca linear e nao-

linear reduzir-se-ao a Fy = — EA e Fy, = EA, respectivamente. Substituindo esses

valores nas equagoes (B.1a) a (B.1e), as seguintes expressoes serdo obtidas:
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Kd={EA 0 -EA ¢, (B.14a)

K, d={F, -'F, -'F, 'F}', (B.14b)
Kd={-EA 0 EA @', (B.14c)
K,d={-EA EA EA -EA}", (B.14d)
K.d={EA -EA -EA EA}". (B.14e)

Como pode ser visto nas equagdes anteriores, as forcas geradas pelas matrizes K.
e K, se contrabalancam entre si durante o movimento de corpo rigido d,.
Similarmente, as forcas geradas pela matriz K, também se contrabalangam com aquelas
geradas pela matriz Ks;. Deve-se observar que tais relagdes permanecem validas
independentemente da magnitude do dngulo de rotagdo. Por outro lado, na adi¢do das
forgas geradas pelo produto K,d as forgas iniciais 'F, observa-se que a forca axial Fyp,
que ja estava atuando no elemento na configuracdo t, sera rotacionada seguindo a
rotacdo de corpo rigido. Um resultado geral dos trés efeitos anteriormente mencionados
¢ que as forgas iniciais foram direcionadas ao longo do eixo rotacionado da barra,
enquanto suas magnitudes permaneceram imutaveis, o que implica na preservacao do
equilibrio do elemento apos a rotagao de corpo rigido.

De fato, se d,; representa qualquer movimento de corpo rigido, ¢ possivel mostrar

que o incremento de deformacdo &, permanecerd igual a zero. Dai, ter-se-4 & = 0, ou

ainda,

eXX = _T]XX * (B.IS)

Das equagdes (B.2a) e (B.2b), encontra-se que

F,=-F

xn ?

ou F, +F_ =0. (B.16)

Substituindo a expressao anterior na equacgdo (B.11), obter-se-a
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vaE ='F, (1+*%¢ )= 'F,,. (B.17)

X

onde assume-se que e, descrito em (B.5), seja igual a zero para uma barra sujeita a
rotagdes de corpo rigido. Portanto, para um elemento de trelica sujeito a qualquer
rotagdo de corpo rigido, a forca axial inicial ‘Fy, atuando no elemento sempre sera
direcionada ao longo do eixo rotacionado da barra sem mudanca na magnitude da forga
atuante.

E importante enfatizar que a matriz Kg possui um importante papel no
comportamento de corpo rigido de elementos de trelica sob a agao de forgas iniciais. Em
qualquer caso, essa matriz, ou os efeitos que representa, sempre deverdo ser incluidos
nos procedimentos para calculo das forcas internas numa andlise ndo-linear incremental-
iterativa. Além disso, com o objetivo de ndo se introduzir quaisquer forcas ficticias em
movimentos de corpo rigido, ambas as matrizes K. e K| deverdo aparecer juntas ou
serem ambas omitidas no procedimento de calculo. O mesmo ¢ valido para as matrizes

Kz € K3.
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APENDICE C

C.1 - Exemplos de formulacgdes utilizadas na modelagem de ligactes

Nesta secdo, serdo apresentados outros modelos utilizados para representagdo da
curva M-@; que com freguéncia sdo citados na literatura. Abordar-se-a algumas das
caracteristicas desses modelos, tais como forma tipica, par@metros necessarios,
vantagens e limitagdes. E importante ressaltar, assim como o fez Santos (1998), que a
aplicacdo dos varios modelos na descricdo do comportamento das ligagbes em
estruturas brasileiras deve ser feita com cuidados, visto que muitos deles séo
estrangeiros e foram propostos a partir de ensaios em perfis norte-americanos e
europeus, 0 que pode exigir algumas adaptagfes ou mesmo reformulagbes para se

adequarem a situacOes diferentes daquel as a que foram propostos.

C.1.1 - Modeos multi-linear es

No modelo linear descrito no capitulo 4, a hipotese linear € conveniente para
valores pequenos de carregamentos. No entanto, em andises de grandes deflexdes, a
degradac&o da rigidez das ligagdes devera ser levada em consideracdo. O modelo bi-
linear e 0 modelo multi-linear foram propostos por diversos autores ao longo das
Ultimas décadas para aperfeicoar a precisdo da andlise. Como mostrado na figura (C.1),
tanto o modelo bi-linear quanto o multi-linear possuem uma aproximagdo melhor que o
modelo linear. No entanto, os modelos multi-lineares possuem a deficiéncia de
descontinuidade na mudanca de declividade, algo indesgjavel em modelagem e andlise
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Modelo Linear
ifodelo Bi-limear

-

Modala Mukti-lnear

Curva expenmental

-~

Figura C.1 — Model os linearizados.

C.1.2-Modelo polinomial

Para a obtencdo de uma curva momento-rotacao mais suave, Frye e Morris (1975)
propuseram uma funcdo polinomial de poténcias impares, que foi baseado em
procedimento desenvolvido por Sommer (1969). Essa fungdo possui aforma

9c =C,(KM) +C, (KM +C, (KM, (C1a)

onde K é um pardmetro de padronizacdo, funcdo de parémetros geomeétricos
significantes tais como altura do elemento de ligagao, espessura da placa, etc., enquanto
C,, C, e C;3 so constantes de gjuste de curva. A tabela (C.1) traz as expressdes para a
obtencdo do valor de K para alguns tipos de ligaces, enquanto que oS parametros
geométricos necessarios a obtencdo do mesmo, para as respectivas conexdes,
encontram-se na figura (C.2). A declividade da curva, ou sgja, a rigidez tangente S, é,
portanto, dada por
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Figura C.2 — Tipos de conexdes e seus respectivos parametros de padronizagcéo

utilizados no modelo polinomial de Frye e Morris (Chan e Chui, 2000).
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Tabela C.1 — Constantes de padronizacdo e gjuste de curvas para o modelo polinomial de Frye e Morris
(valores em polegadas) (Chan e Chui, 2000; Chen e Toma, 1994).

Tipo de conexdo Constantesde  Constantes de Testes
gjuste de curvas padronizacdo
Cantoneira de alma C1=4,28x10° K =24 _1'819 015 Lipson (1968)
simples C,=1,45%x10"°
C;=1,51x10"°
Cantoneiradupladeadma C, =3,66x10" K = 2%t 181015 Munse et al. (1959)
C,=1,15x10"° Sommer (1969)
C;=4,57x10"°
Cantoneira detopo e C,=2,23x10™ K =d25t05 07 -1t  Rathbun (1936)
assento C,=1,85x107° Hechtman e Johnston (1947)
C; = 3,19x107™2 Brandes e Mains (1944)
Ligagdo de chapadetopo C, =1,83x10~ K =g 24704 9 -11 Sherbourne (1948)
sem enrijecedores de C,=-1,04x10"* Ostrander (1970)
coluna C, = 6,38x10°°
Ligacdo de chapadetopo C, =1,79x10° K = d 2406 Sherbourne (1948)
com enrijecedores de C,=-1,76x10"* Johnson et al. (1960)
coluna Cs = 2,04x107* Ostrander (1970)
Conexo T-stub C1=210x10" K =~L5¢~05f -11-07 Rathbun (1936)
C, = 6,20x10™° Douty (1964)
Cs=-7,60x10"°
Ligacdo com chapa C, =5,10x10™ K =t6 gl,6 d23w 05  Sommer (1969)

soldadaaamadaviga

C, = 6,20x107™°
C; = 2,40x107

o M _

1

(4 d(pc

KC, +3KC,(KM) +5KC,(KM)"

com arigidez inicial sendo entdo igual a

.Y
dep, M=0

1
KC,
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O valor de K pode ser determinado por um estudo paramétrico e tem aforma geral
K=[]p, (C.1d)

onde p; € 0 j-ésimo parametro geométrico da conexdo, g € um expoente adimensional
que indica a influéncia do j-ésimo paréametro geométrico narigidez daligacioem éo
numero de par@metros geometricos.

O método dos minimos quadrados é utilizado para a determinacéo das constantes
do modelo polinomial. Uma desvantagem fundamental desse modelo é que arigidez da
conexdo (isto é a primeira derivada da funcdo, ou sua declividade) pode ter
descontinuidades e ser negativa, ocorréncia indesgjavel dos pontos de vista fisico e

numMérico.

C.1.3—Modelo B-spline cubico

Jones et a. (1980) empregou a técnica de gustamento de curvas B-spline (Cox,
1972) e propbs um modelo B-spline cubico para representar a curva momento-rotacéo
ndo-linear de elementos de ligacdo. A idéa basica do modelo B-spline cubico é dividir a
curva M-q. dos resultados experimentais em um certo nimero de segmentos. Os dados
gue se localizarem dentro de cada segmento sdo entdo gjustados por um polinbmio
cubico. Para manter a suavidade da curva M-@., a continuidade da primeira e segunda
derivadas de cada segmento € imposta. Se os dados experimentais sdo divididos em m
interval os, 0 model o B-spline cubico pode ser apresentado como sendo

(Pc:ZakMk"'ibk(M_Mk)S’ (C.29)

onde
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_ _M-M, paa(M-M,)=0,
M=M= 8) para(M —M,) <0, (C.2b)

em que My € momento do limite inferior no k-ésimo intervalo da curva e & e by sdo os
coeficientes obtidos pelo procedimento de agustamento de curvas dos minimos

quadrados. A rigidez inicial da conexao € dada por

S = am 1 : (C.20)
Ao |y, @

Embora estudos numéricos tenham mostrado que o modelo B-spline cubico
representa um excelente gjuste para dados experimentais (Chan e Chui, 2000), este
método regquer um grande nimero de dados amostrais no processo de agjustamento. E,
portanto, raramente empregado na pratica mas, em geral, € tomado como referéncia para

outros modelos mais simples.

C.1.4—-Modelo de poténcias

Muitos modelos de poténcias tém sido desenvolvidos para diferentes tipos de
ligacBes. Na maioria desses modelos, dois ou trés parémetros s0 necessarios para
representacéo da funcéo M-@..

Um modelo de poténcias de dois parametros (Batho e Lash, 1936; Krishnamurthy
et a., 1979) tem aforma

@ =aM"’ (C.33)
onde arigidez da conexao é dada por

dM 1
Sc = H = W , (C.3b)
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sendo a e b os parametros de gjuste de curva, com as condicbesa>0eb > 1.
Colson e Louveau (1983) introduziram um modelo de poténcias com trés
parametros (Richard, 1961; Goldberg e Richard, 1963) cuja funcdo encontra-se

representada em sua formatipica nafigura (C.3) e possui aforma

M1
Q= (C.4a9)
Ki1=[M/M,|
Mo
Ki
0" =%
Figura C.3 — Forma tipica do model o de poténcias de Colson-Louveau.
com arigidez tangente sendo dada por
_ ni2
_dM _ K{[1-(M/M,)"] ’ (C.4b)

“Tdp, 1+(n-D(M/M,)"

onde K; é arigidez inicial daligacéo; n é o parametro de forma da curvaM-@. e M, éa
capacidade ultima de momento da conexao.
Um modelo similar foi também adotado por Kishi e Chen (1987a, 1987b) como

sendo
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M

= , C.58
(pc Ki[l—(M/Mu)n]l/n ( )
com acorrelativarigidez tangente valendo

[ dnﬂ)/n
s =M_kn-gM ém | (C5b)
dp. B M.OF

onde os parametros Kj, n e M, sdo definidos de forma similar aqueles mostrados pela
equacéo (C.4).

Além disso, King e Chen (1993) propuseram um modelo de poténcias de trés
parametros baseado na declividade da curva M-, ou sgja, na rigidez da conexao, cuja

expressao possui aforma

0 O %‘D
S, =K,[- 0 (C.6a)
5 M.OF

ondearigidez inicia vale

S =K, (C.6b)
sendo os parametros K, n e M, iguais aquel es definidos pela equacéo (C.4).

Ha muitas vantagens no emprego desses modelos para descrever a ndo-linearidade
das curvas M-q@. de ligagOes. Primeiramente, os mesmos sempre podem garantir uma
derivada primeira positiva (isto € um valor de rigidez positivo), algo particularmente
importante para prevenir a ocorréncia de indesejaveis rigidezes negativas, fisicamente
inaceitaveis. Além disto, esses modelos também proporcionam curvas suaves sem
mudanca abrupta da declividade ou pontos angulosos. Em segundo lugar, requerem um
pegueno nimero de pardmetros nas expressdes de tal modo que o procedimento para
ajustamento da curva e o célculo da rigidez serdo mais simples e convenientes. E, por
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altimo, esses modelos promovem, em gera, um bom guste para as curvas M-@. de
dados experimentais (Chan e Chui, 2000).

C.1.5—Modelo bounding-line

Este modelo, inicialmente proposto por Al-Bermani et a. (1994) e Zhu et al.
(1995), requer quatro parametros para definicdo da relacdo M-q., cujo conceito baseia
se na divisdo dessa curva em trés segmentos. O primeiro e o terceiro segmentos sdo 0s
intervalos lineares el éstico e plastico do gréfico M-, respectivamente. Entre esses dois
segmentos, uma curva de transicdo suave € gjustada. Como a curva M-@. completa é
obtida pela juncéo das trés partes, o valor do momento ndo pode ser escrito como uma
funcdo simples da rotagdo da conexdo. Portanto, 0 momento € obtido pelo acimulo de
momentos incrementais. A figura (C.4) exibe a representacéo tipica de uma curva

aproximada pelo modelo bounding-line, cujaformageral é dada por

M = sz , (C.79)
sendo
dM =S_de. . (C.7b)

A rigidez tangente nos diferentes segmentos é dada por

S. =Kk, quando|M| < m,,

S. =k, +|M|+I\r;1(kp - ko) quandom, < |M|<m,, (C.70)
C Y

S. =k, quando|M| = m,,

onde
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=My o, (C.7d)
m2:MC+kp(pc' '

definindo-se k, como arigidez inicial, k, como o limite inferior de rigidez e My e Mc
como 0s momentos de escoamento e de delimitagdo do inicio do segundo trecho linear,

respectivamente.

M

A
m K
MC_-__'____?.---"”' 1 P
My e====77 Tk
Myl --==" - T

Ko
1
- .
0

Figura C.4 — Formatipica do modelo Bounding-line.

Como o modelo Bounding-line ndo é representado por uma Unica funcdo que
possa descrever toda a trgjetéria M-@., 0 mesmo requer um procedimento adicional para
verificar em que segmento se situa o valor do momento. No entanto, 0 modelo necessita

de poucos parametros e sempre fornece umarigidez positiva para a ligacéo.

C.1.6 —Modelo de Ramber g-Osgood
O modelo de Ramberg-Osgood foi originalmente proposto para relagdes tenséo-

deformacdo ndo-lineares por Ramberg e Osgood (1943) e entdo padronizado por Ang e
Morris (1984). A curva momento-rotacdo do model o é expressa por
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@ _ |KM| El 0 [KM| %‘15 e
o, (M), 5 HKM, B o (59

com arigidez da conexdo sendo dada por

dm (KM), /o,
S, == e (C.80)
do, Olkm| o

onde (KM), e @, sdo constantes definindo a posi¢do do ponto A de interse¢do, o qual, de
acordo com a figura (C.5), devera estar contido em uma familia de curvas Ramberg-
Osgood; n é um parametro definindo a curvaturado gréfico e K é um fator adimensional

dependente do tipo de conexdo e de sua geometria e que a possui aforma
K=[1q", (C.8¢c)
[]a

sendo ¢ o valor numérico do j-ésimo parametro, g um expoente adimensional que
indica o efeito do j-ésimo parametro na curva de momento-rotacéo e, por fim, m € o
nimero de parametros para um tipo particular de ligacdo. Para o calculo da rigidez
inicial da conexdo deve-se fazer o valor do momento igua a zero na expressao (C.8b).

Por conseguinte, obter-se-a

S‘; = d_M = M ] (C.8d)
d(pc M=0 (po

Utilizando-se de técnicas de gjustamento de curvas e resultados experimentais,

Ang e Morris (1984) apresentaram, tal qual é mostrado na tabela (C.2), funcdes

momento-rotacéo de Ramberg-Osgood padronizadas para cinco tipos de conexdes. Este

modelo requer apenas trés parametros, pode representar bem uma curva M-@. suave e
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ndo-linear e € largamente utilizado para a descricdo do comportamento da rigidez de

ligacOes semi-rigidas.

| 1

n’ni
n=ns
n=ng

0 & 2¢,
Figura C.5 — Formatipica do modelo de Ramberg-Osgood.

Tabela C.2 — Constantes de padronizacdo e de gjuste de curvas utilizados no modelo de poténcias de Ang

eMorris (Chen e Lui, 1991)

Tipo de conexdo Fator adimensional Parametros de Testes
ajuste de curvas
Cantoneiradeama K = d-2®t1eig20e @ =103x%x107 Lipson (1968)
simples (KM), = 32,75
n=3,93
Cantoneiradupla K = (22{0%g 02 ®=398x10°  Batho e Rowan (1934)
de dma (KM), = 0,63 Lewitt et &l. (1966)
n=4,94
Chapasoldadaa K =24 +3g212y 0% @=7,04x10°  Sommer (1969)
amadaviga (KM), = 186,77
n=4.32
Cantoneiradetopo K = =106 ~0.540.85 -1.28 ®=517%x10°  Hechtman e Johnston (1947)
e assento (KM), = 745,94
n=5,61

240



APENDICE D

D.1 — Verificacdo da matriz de rigidez do elemento de portico semi-rigido em

condicdes extremas

A matriz de rigidez do elemento hibrido de pértico semi-rigido sera verificada
para condicdes extremas a partir da idealizacdo da hipotese de que os valores de semi-
rigidez sdo muito grandes (simulando uma ligacéo rigida). Analisar-se-a agora cada uma

das duas formulagdes em separado para simular tal hipétese.

a) Matriz de rigidez hibrida baseada na formulacéo Torkamani et al. (1997)

Partindo-se inicialmente da equacdo (4.40) e das defini¢des descritas em (4.33) e
(4.34), pode-se obter os termos da matriz de rigidez de um elemento de viga-coluna para
0 caso de portico rigido fazendo-se o limite de S; e S quando estes valores tendem ao

infinito, ou sgja,

(K +Kij +Kji +ij)

K, = Jim - (D.1a)
S‘;aoo
~ lim %3 +S +SchjiSci +5,K;S; - S5 Sy + ij)_Sij(Sci + Kii)%i (D.1b)
F c (Se *+ Ki)(Sy +Ky) - KK, gL .
- 1|2_'35' +5£|_; (D.1c)
K:+ K O SP(S.+K.)+S(S. +K.) O
kg, = lim 8K iy g v - G TKDFSG R L o
2;':: L 2::: (Sq +Kii)(Scj +ij)_KjiKij EL
_SE P, (D.2b)
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0 SE(S, +K . 0
K = Jim K = lim (3, - ST CI(SCI+K ”)—K A 45' +212‘; (D.3)
Sc;jw s;':wD (S i) (Sy i) it g
S K:S; D
K = lim K} = lim % =g 2Bl P (D.4)
oS HS K (S, HK) K, K3 L 30

Observando-se as igualdades descritas nas equactes (D.1) a (D.4) e separando-se
0s termos referentes a matriz de rigidez elastica da matriz de rigidez geomeétrica, obter-

se-4 a expressao

K =K +Kg-Kp, (D.5)

Cujos termos representam as matrizes de rigidez elédstica, geométrica e do efeito P-A,

respectivamente, que, por sua vez, apresentar-se-d0 como sendo

OEA/L 0 0 ~EA/L 0 0 O

B 0 12E1/1°  6EI/L2 0  -12EI/L3 6E|/|_ZB

0 o 6EI/L2  4EI/L 0 _BEI/L2  2EI/L O
KL=0 0 (D.6)

FEA/L 0 0 EA/L 0 0 g

0 o  -12EI/L® -6EI/L2 O 12E1 /L2 -6El/L20

20 6EI/L2  2EI/L 0 _6EI/L2  4EI/L B

m 0 0O 0 0 0 O

g) 6P/5. P/10 O -6P/5L P/10 E

M P/10 2PL/15 0 -P/10 -PL/300
K":%) 0 O 0 o0 o DB (-7

O

 -6P/5L -P/10 0 6P/5SL -P/100

® P10 -PL/30 O -P/10 2PL/150

M O 00 0 o

g) PIL 0 0 -P/L og
(.0 0 00 0 oo 08
""® 0 00 0 o0 |

™ -P/L 0 0 P/L 0O

% 0o 00 o0 of
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b) Matriz de rigidez hibrida baseada na formulagdo Y ang e Kuo (1994)

Utilizando-se do mesmo procedimento realizado para a formulagcéo Torkamani et
al. (1997), para a obtencdo das matrizes de rigidez propostas por Yang e Kuo (1994)
deve-se partir inicialmente da equacdo (4.44) e das definigbes descritas em (4.33) e
(4.42). Logo, pode-se obter os termos da matriz de rigidez de um elemento de viga-
coluna para o caso de portico rigido fazendo-se o limite de S; e Sy quando esses valores

tendem ao infinito, ou seja,

(Kii +Kij +Kji +ij)

KS, = lim o (D.9a)
Sq-aoo
S;K Sy +S4K Sy —Si(Sy +K ;) —S5(Sy +K;) U
= lim §C|+S + I U ( 1) 754 ")Diz, (D.9b)
SC':: = (S +Ki)(S; +Ky) —K;K; AL
=12E| + P P 12P El (D.9¢)
° 5L ° CEAC '
K*+K*- SE(S, +K )+S%(S, +K.) O
Kgs = lim ( ) lim @ cj CI( cj ”) cl( Ci ||) Dl, (DlOa)
;:: L :q:: (S +Kii)(Scj+ij)_KjiKij EL
6EI P 6P
_ 6EI u D.10b
L2 10 L2 EA@ ( )
. 0O SA(S. +K . 0
KS, = lim K, = lim 5, - 15, 1%y i (D.114)
2::: gil'j:@ (S +Kii)(8cj+ij)_KjiKijE
4E| 2PL 4P El
=— 1— D.11b
L 15 L EA O ( )
S K:S; O
K&, = lim K}, = lim 2 e ZPB—H (D.12)
s SMBS FK)S, +K,)-K,K,§ L 30 L0
Sy - Sy @

Observando-se as igualdades descritas nas equacdes (D.9) a (D.12) e separando-se
o0s termos referentes a matriz de rigidez eléstica da matriz de rigidez geométrica, obter-
se-daexpressao matricial

243



K=K+ Kg=Kpe

onde cada matriz possui a seguinte configuragao:

[EA/L 0 0 -EA/L 0 0 O
E 12EI/1% 6EI/L2 O  —-12EI/L® 6El/L? S
O] 4E1 /L 0 —-6EIl/L? 2ElI/L O
K. =0 O
0 EA/L 0 0 [
H Simétrica 12EI/L® -6El/L?*0
[ [l
i 4EI/L H
%< o1l K a(1,2) K a(1,3) K a(1,4) K a(1,5) K a(1,6) B
| K a(2,2) K a(2,3) K a(2,4) K a(2,5) K a(2,6) []
K — S K a(3,3) K a(3,4) K a(3,5) K B
O K a(4,4) K a(4,5) K a(4,6) []
S Simétrica Koss Ko B
g Kowe O
sendo
P

Koy = Kowaay = Kopa = L

Koz =Kows) = Koway =Kous =0,

M

6P 12P EIH
:_+_B_
°@9 5 13 (EA[Q
_ P 6PQE
N B Py
10 L2CEA[Q

2PL  4P[EI
K =K =_ — 4+ B_
a(3,3) a(6,6) 10 L EEA E

L
Mj
Kowe = "Koue = _T

Koz =Koess =K

Koz =Ko = Kogs =K
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(D.13)

(D.14)

(D.15)

(D.16a)

(D.16h)

(D.16c)

(D.16d)

(D.16e)

(D.16f)

(D.160)



PL , 2P[JEI

Koag = ——+— D.16h
a(3,6) 30 LDEAD ( )
e, por fim,
] M. +M. M +M. [
0 O |L2 J O _% 5
0 0
M, +M, M, +M.
O 1 pL 0 -—--1 -pL OU
O L2 L2 0
_0 0 0 0 0 0 oCJ
Ke=p M, +M, M, +M, O (0.17)
g O ——= 0 0 —= 0O
0 L L 0
M, +M M, +M.
L L -p/L 0 L p/L  oU
O 2 2 0
HF O 0 0 0 0 0F

cujo termo, assm como analisado por Galvao (2000), representa a matriz de rigidez

externa e leva em consideracdo os efeitos de corpo rigido.
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