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Resumo

O entendimento do comportamento das diversas pegas que compdem um sistema
estrutural é imprescindivel para o estudo e o dimensionamento das estruturas em geral.
Embora muito ja se conhega a respeito deste comportamento, ha ainda, varios problemas a
serem estudados. Um de grande interesse da engenharia devido a sua larga aplicabilidade,
principalmente nas engenharias de fundacfes e geotécnica, € o problema de contato entre
vigas e as bases elésticas nas quais elas se apoiam. A andlise desse tipo de problema vem
sendo feita pela “mecanica dos solidos’ ha vérias décadas. No entanto, ainda se constitui
de um dos mais complexos topicos desta area.

Os textos cléssicos consideram que a base pode resistir tanto aos esforgos de tragéo
quanto aos esforgos de compressdo, caracterizando um problema de contato conhecido na
literatura como bilateral. Na presente abordagem, sera feita essa consideragéo, como
também se assumira que €ela resiste a compressao e tem resisténcia nula a tragdo, o que
caracteriza um outro tipo de problema de contato conhecido como unilateral.

Diante disso, tem-se como principal objetivo, o desenvolvimento de uma ferramenta
capaz de auxiliar no estudo e no dimensionamento de vigas suportadas por fundagoes
elasticas solicitadas por diversas formas de carregamento e sujeitas a diversas condicdes de
extremidade através da implementacdo de um programa computacional para célculo de seus
esforgos internos e deflexdes.

As diretrizes desse estudo ser&o fundamentadas por meio de um processo evolutivo,
que se dard no decorrer de cada capitulo, através de uma abordagem tedrica dos contetdos,
seguida de exemplos de validagcdo variados, com os quais se pretende um tratamento amplo

e competente das principais questdes dos problemas de contato.



The understanding of the behaviour of the severa pieces that complete a structural system
Is essential to the research and the measurement of the structures in general. Although it's
known very much about this behaviour, there’s many problems still in order to be resolved.
One of those problems which the engineering has very interested in due to its
comprehensive use mainly into the area of foundations and geotechnique is that one of
contact between the beams and elastic bases in which they have been hold on. The analyse
of this kind of problem has been made through the mechanics of solids along severa
decades; however, it is still considered one of the most complex topics of this area.

The classical texts have considered that the base might endure to the traction stresses, as
those of the compression, characterising a problem of contact known into the literature like
bilateral one. At the present research this consideration will be made as well as will be
admitted that it endure to the compression and has had null traction what shows another
kind of issue of contact called unilateral one.

Due to it, this study has had like main purpose the development of one tool able of helping
in the study and in the measurement of beams hold by elastic foundations solicited by
several kinds of loadings and submitted to several conditions of extremities, through the
implementation of one computational program to the calculation of their internal stresses
and deflections.

The directions of this research will have been based through of evolutive process, that will
be completed during each chapter, by one theoretical study of its contents, followed by
varied examples of validation, with which it has be intended one comprehensive and

efficient treatment of the main issues from the contact problems.
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Cael’tulo 1

1- CONSIDERACOESINICIAIS

1.1 -INTRODUCAO

Alguns elementos estruturais de prédios, pontes, trilhos e outras estruturas s&o,
geralmente, suportados apenas nas extremidades e/ou em alguns pontos intermediarios por
outros membros. H4, porém, agueles que sdo apoiados em todo 0 comprimento.

Ao se estudarem essas estruturas, o principal problema encontrado esta naregido de
contato entre esses membros e seus apoios, devido, principamente, a diferenca de
comportamento dos materiais que os compdem.

Os textos cléssicos consideram que 0 Mei0 em gue essas pegas Se encontram
apoiadas oferecem resisténcia as solicitagbes em todas as diregdes, no entanto, muitas
VEZES, SSeS Meios N30 possuem um comportamento linear, ou sgja, hdo reagem as citadas
solicitacOes.

No caso em que a fundacdo reage tanto as solicitagbes de tracdo quanto as de
compressao, o problema de contato é denominado bilateral. Ja na condicdo em que a base
elastica se caracteriza por reagir apenas aos esforcos de compressdo, o problema é
conhecido naliteratura como unilateral.

Diversos modelos foram desenvolvidos no passado para se descreverem esses
problemas. Ha algumas aproximacbes consideradas nesses modelos que sdo devidas as
dificuldades existentes na formulacdo e solucéo do problema. Minimizar essas dificuldades
significa viabilizar, em situacOes préaticas, a aplicagdo de estruturas sujeitas a restricdes de
contato.



1.2 -OBJETIVO E DESCRICAO DO TRABALHO

Esse trabalho tem como objetivo principal o desenvolvimento de uma ferramenta
capaz de auxiliar no estudo e no dimensionamento de vigas suportadas por bases elasticas,
através da implementacdo computacional de uma metodologia de solu¢do numeérica, capaz
de resolver problemas de equilibrio de vigas com restricdes de contato. Na formulacdo
proposta, essas restricdes sdo impostas por bases elasticas do tipo Winkler. Considera-se
aqui ateoria dos pequenos deslocamentos e deformagdes e material elastico linear.

E relevante colocar, que o presente trabalho é parte integrante da linha de pesquisa
Analise Numérica e Computacional em Engenharia , do Mestrado em Construcéo Metélica
(Deciv/EM/UFOP), que tem como objetivo a aplicacdo de métodos numéricos na
determinac&o das respostas de sistemas de Engenharia.

Seréo tratados dois tipos de problemas anteriormente citados. um caracterizado pela
condi¢cdo de que a base pode resistir tanto aos esforgos de tragdo quanto aos esforgos de
compressdo, designado problema de contato bilateral (PCB); o outro, caracterizado pela
condicdo de que a base resiste apenas aos esforcos de compressao, intitulado problema de
contato unilateral (PCU). Vale citar, que as forgas de atrito, devidas ao contato entre as
vigas e seus suportes, sdo desconsideradas, uma vez que sua magnitude € irrisoria quando
se trata destes tipos de problema.

A teoria adotada para aimplementacdo do programa computacional sera a de flexdo
de vigas sobre base el astica desenvolvida por Winkler em 1867. A hipétese fundamental é
a de que as forgas reativas da base, em um ponto da viga, sdo proporcionais a deflexdo
daguele ponto, isto €, 0 modelo da base eléstica segue a “Lel de Hooke’. Em 1946,
Hetényi, usando a hipotese de Winkler, chega a equacéo diferencial da linha elastica de
vigas sobre base elastica que desencadeou o desenvolvimento de equagdes analiticas para
solucdo de vérios problemas, considerando apenas o contato bilateral entre viga e fundagéo.
Na teoria acima descrita, a fundagdo € um meio de suporte continuo, caracterizado pelo

modulo da fundagdo Ko em N/mB. Tomando como base esta teoria, 0 método de solucéo



numérica, agui proposto, além de considerar 0 contato bilateral, também levar4d em
considerag&o o contato unilateral entre os elementos componentes da estrutura.

Também fundamentado na Teoria de Winkler, o modelo de base elastica €
equivalente a uma camada de molas estreitamente espacadas e independentes entre s, de
acordo com Silva (1998). Essas molas serdo tratadas como apoios elasticos independentes;
conseqlientemente, o estudo final do problema, resultard da andlise de vigas que sdo
estudadas como se estivessem sobre apoios elasticos.

As técnicas de solucéo para o modelo numeérico adotado sdo: 0 “Método da Equacéo
dos Trés Momentos’ para solucdo de vigas continuas sobre apoios indeforméveis e o
“Método da Equacdo dos Cinco Momentos’, usado para a obtencdo dos momentos fletores
nos apoios deforméaveis. Assim, a solucdo do problema de contato bilateral dar-se-a de
forma direta bastando considerar que 0s apoios elasticos resistem tanto aos esforcos de
tragdo quanto aos esforcos de compressdo. Partindo-se desta solugédo, para o problema de
contato unilateral, a resolucdo dar-se-& de forma que os apoios elésticos sujeitos a esforgos
de tragdo sgjam desconsiderados. 1sso € possivel uma vez que a constante de mola K dos
apoios eléasticos que modelam a base podera assumir valores diferentes para cada apoio, e,
desta forma, a solucéo do problema dar-se-&4 de forma iterativa.

O capitulo 2 apresentard a demonstragcdo da equacdo diferencia da linha elastica de
vigas sobre base éastica desenvolvida por Hetényi (1946), considerando a “Teoria de
Winkler” .

O capitulo 3 demonstrarda a “Equacdo dos Trés Momentos’, usada para a
determinacdo dos momentos fletores nos apoios de vigas hiperestéticas. Também serd
demonstrada a “Equacdo dos Cinco Momentos’, ferramenta importante no estudo de vigas
sobre apoios deformaveis.

O capitulo 4 trara, de forma sucinta, os procedimentos adotados na implementacéo
computacional do modelo numérico proposto.

O capitulo 5 mostraré alguns exempl os numéricos, usados para validar a formulagédo
proposta. Para o problema de contato bilateral serdo mostrados quatro exemplos dos quais

trés tratam de vigas finitas e um caso particular de viga infinita. Em ambos, as vigas se



encontram apoiadas sobre base elastica. Para 0 problema de contato unilateral, serdo
apresentados seis exemplos; dentre eles, dois tratam de vigas que tém apenas as
extremidades apoiadas sobre apoios rigidos e dois de vigas continuas. Nesses dois casos, as
vigas também se apoiam em todo o comprimento sobre base eléstica. Os dois ultimos
tratam de vigas apoiadas somente sobre base elastica.

No capitulo 6, serdo apresentados mais dois exempl os numéricos a serem analisados
levando-se em consideracéo o efeito da variacdo de temperatura entre as faces daviga.

Finalmente, no capitulo 7, mostrar-se-80 as conclusdes e algumas sugestfes para

futuras pesquisas que possam vir a ser desenvolvidas nessa area.



Cael’tulo 2

2 - TEORIA DE VIGAS SOBRE BASE ELASTICA

2.1 —-INTRODUCAO

No dimensionamento de algumas estruturas ha uma grande preocupacéo,
por parte dos engenheiros estruturais e geotécnicos, relacionada aos problemas que
envolvem o contato de vigas com bases deformaveis, uma categoria importante de
problemas de Engenharia.

Considerar a contribui¢do da base no dimensionamento dessas pegas e quantificar os
esforcos atuantes devido a condigdes diversas de carregamento e extremidade, sdo o0s
objetivos deste trabalho. Devido a complexidade do problema, esse estudo requer uma
metodologia sofisticada; no entanto, € preciso que sgja suficientemente exata e smples o
bastante para finalidades praticas.

Neste capitulo, apresentase 0 modelo de base eléstica agui considerado,
acompanhado da teoria de flexéo de vigas apoiadas sobre bases elasticas, demonstrada
através da egquacdo diferencial da linha elastica, desenvolvida por Hetényi (1946),
considerando o0 modelo de base eléstica de Winkler, de onde se desenvolveram equactes
que serdo utilizadas para a obtencéo de valores analiticos, através dos quais se comprovara
avalidade dos valores numéricos aqui encontrados para o problema de contato bilateral.



2.2—MODELOSDE BASESELASTICAS

Destina-se, este trabalho, a investigacéo de problemas de contato nos quais um dos
corpos €é considerado como uma base elastica deformavel, conforme ilustrado na Figura
2.1. Como o comportamento real do sistema estrutura-fundacdo é de dificil descricdo,
diferentes model os mateméticos foram desenvolvidos para descrevé-lo simplificadamente.
Antes da existéncia de model os matematicos, a dificuldade de se determinarem as pressoes
de contato era superada adotando-se algumas simplificacfes arbitrarias como, por exemplo,
assumindo-se a pressao de contato uniforme (Silva, 1998).

Em muitas situagOes préticas, o interesse da resposta na base elastica limita-se a
obtencdo das forgas na regido de contato dessa com a estrutura, ndo importando o campo de
deslocamentos ou estado de tensdes que se desenvolvem no seu interior. Surge, entéo, a
necessidade de se buscarem modelos matematicos relativamente simples para descrever,
com razoavel precisdo, o comportamento da base eléstica na regido de contato.

Y
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Figura2.1 — Base Eléastica.

Ha modelos mateméticos que apresentam apenas um parametro definindo as
propriedades do material que compbe a fundacdo elastica. Destacam-se, entre eles, 0

sistema de molas discretas, dispostas a0 longo da regido de contato e 0 modelo proposto



por Winkler (Hetényi, 1946; Kerr, 1964; Silva, 1998). Esses modelos ndo consideram as
interacOes entre as molas e, em conseqiiéncia disso, ndo representam precisamente as
caracteristicas de muitas fundagdes. Por isso, sdo considerados métodos bastante simples
se comparados a outros metodos de modelagem que apresentam dois parametros na
definicdo do comportamento da base elastica Exemplos desses modelos sdo os de
Pasternak, Filonenko-Borodich e Vlasov (Kerr, 1964; Harr et a., 1969; Yang, 1972;
Zhaohua e Cook, 1982; Horvath, 1993; Silva, 1998), que, de alguma forma, assumem as
interacOes entre as molas.

Considerando que h& uma grande dificuldade em se determinarem os parametros
adotados nesses model os, como por exemplo, arigidez do solo, questionam-se algumas das
metodologias utilizadas na determinacdo desses parametros, adotados nos modelos das
bases (Kerr, 1964).

Em se tratando do modelo matemético proposto, um fator relevante é a suposicéo de
que a fundagdo se deforma apenas ao longo da porcéo que se localiza diretamente sob o
carregamento, como mostra a Figura 2.2a. Esta suposicdo € verdadeira para uma grande
variedade de solos, conforme mostram os experimentos feitos por A. Foppl's em 1922
(Hetényi, 1946). E importante destacar que a maioria das fundagdes se deformam de forma
continua; nestes casos, a curva de deformagdo deveria ser também continua como mostra a
Figura2.2b (Silva, 1998 ).
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Figura 2.2 — Curva de Deformagdo da Base.



Enfim, as aplicagdes do modelo de Winkler devem ser consideradas apenas como
aproximagoes préticas uma vez que as propriedades fisicas dos materiais que compdem as
fundagdes sdo, obviamente, de natureza muito mais complexas do que a simples relacéo
matematica assumida por ele (Hetenyi, 1946).

2.2.1-MODELO DE WINKLER

Esse modelo assume que a intensidade da reagdo normal r, exercida em um dado

ponto da viga é diretamente proporcional a deflexdo que ocorre nesse ponto, ou sgja

M = Kwy (2.1)

onde K € o parémetro de rigidez eléstico da fundacéo.
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Figura2.3 —Modelo de Winkler (Silva, 1998).

2.2.2-MODELO DE MOLASDISCRETAS

E um modelo de base elastica, no qual, apenas um pardmetro descreve as

caracteristicas dos materiais da fundagdo. Um sistema de apoios discretos constituido por



molas € usado para representa-la, conforme mostra a Figura 2.4. A reacdo da base eléstica
€ descrita pela seguinte expressao:

My = KWplx=x. (2.2

onde r, e W, S80, respectivamente a reacdo e o deslocamento da base eléstica, K representa
0 parémetro de rigidez da mola na posi¢céo x = X;, que caracteriza o ponto da estrutura e da
base el &stica que estdo em contato.
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Figura2.4 —Modelo de Molas Discretas (Silva, 1998).

2.2.3-MODELO DE PASTERNAK

No modelo ilustrado na Figura 2.5, é assumido que as molas sdo interligadas por

uma camada incompressivel que resiste apenas as deformacdes cisalhantes. Tem-se:

I, = Kwp - GL2wy, (2.3)

com G representando o parametro de rigidez cisal hante da camada.
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Figura 2.5 — Modelo de Pasternak (Silva, 1998).

2.3—REVISAO BIBLIOGRAFICA

Esse estudo teve inicio em 1867, quando Winkler modelou os trilhos de uma estrada
de ferro como viga el &stica continuamente apoiada e sujeita a aplicacdo de um par de forcas
concentradas. A hipotese fundamental dateoria é a de que as forgas reativas da base em um
ponto da viga, sdo proporcionais a deflexdo naquele ponto. Inicialmente, os campos de
aplicacdo dessa teoria ainda eram restritos.

Apdbs os primeiros investigadores colocarem que o solo era 0 Unico meio de suporte,
descobriram que havia outros campos onde as condi¢cdes de Winkler, para a andlise de
flex&o de vigas sobre base el astica, eram mais rigorosamente satisfeitas. Dois exemplos de
campos de aplicacdo sdo de particular importancia: um € a aplicacéo em malhas de vigas, as
quais sdo caracteristicas na construcdo de assoalhos de embarcactes, edificios e pontes; o
outro, na aplicacdo de cascas de revolucdo, que incluem objetos como recipientes,
caldeiras, containers, etc (Hetenyi, 1946). Mais tarde, varios estudiosos discorreram sobre
0 assunto.

Até entdo, estudos desenvolvidos nessa area possuiam em comum a admissdo da
hipétese de que os modos de tensdo se transferiam através da interface entre viga e
fundacdo e que as propriedades dessa interface eram as mesmas, tanto para tracéo quanto
para compressao, indicando, assim, que a fundagdo podia suportar esforcos de tracdo (Tsai
e Westmann, 1967), o que alguns estudos, feitos até entdo, j& comegavam a questionar. Um
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dos fatores que determinou esse questionamento foi a percepcdo de que, quando algumas
estruturas eram submetidas a determinadas condi¢fes de carregamento, estavam sujeitas a
formacao de regides sem contato sob sua base. Surge, a partir dai, a suposi¢éo de que, para
muitos materiais da fundacdo, a admissdo de esforgos de tracdo, que se dava através da
relacdo comum entre placas e vigas e seus suportes, ndo era redistica. O principal
problema, entdo, passou a ser determinar as circunstancias sob as quais se davam a
formacdo de regides sem contato e determinar suas localizagcdes e extensdes. Com isso,
incognitas adicionais eram introduzidas ao problema, tornando esta andlise cada vez mais
complexa (Weitsman, 1970). A partir dai, uma vasta literatura considerando o contato
unilateral entre vigas e bases elasticas comegou a se desenvolver, mostrando que esse
estudo se tornava cada vez mais diversificado. Véarios pesguisadores trataram o problema
sob diversas condigdes, como por exemplo Johnson e Kouskoulas (1973) gque estudaram o
problema de uma viga apoiada sobre fundagdo eléstica bilinear. Nesse estudo, foi
desenvolvida uma metodologia para solugdo de problemas de vigas sobre fundagdes
bilineares. Equacdes diferenciais ordinarias ndo-lineares foram linearizadas, dividindo a
viga em pontos de deflexdo nula. Também Choros e Adams (1979) estudaram o problema
de uma viga infinita de Euler-Bernoulli apoiada em uma fundagdo de Winkler. A solugdo
foi obtida para uma for¢a concentrada movel de velocidade constante. Primeiramente, a
carga critica necesséria para iniciar a separagdo entre a viga e a fundagéo foi determinada
para uma certa escala de velocidade. Para cargas maiores que as criticas, uma ou mais
regides sem contato podiam surgir. As solugdes das equactes diferenciais foram obtidas
em termos de sistemas de coordenadas locais. A dimensdo e posicdo das regifes sem
contato, bem como as deflexdes da viga, puderam ser determinadas para escalas de forca e
velocidade, usando o critério da energia.

Manoach e Karagiozova (1992) estudaram a interacdo dindmica do contato entre
uma viga elasto-pléstica de secdo transversal variavel e uma fundagdo elastica com dois
parémetros. O “Método das Diferengas Finitas’ foi aplicado para o dominio espacial e o

“Método Rung Kutta de Quarta Ordem” foi usado pararesolver o problema néo-linear.
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Com o avanco das técnicas computacionais, devido a viabilidade de implementagéo,
métodos como o dos “Elementos de Contorno”, de “Rayleigh-Ritz", das “Diferencas
Finitas’ e dos “Elementos Finitos’ tém recebido atencdo especial no tratamento de
problemas estruturais complexos.

Silveira (1995) desenvolveu uma solugdo numérica para resolver problemas de
equilibrio e estabilidade de elementos estruturais esbeltos com restricbes de contato,
impostas por bases elasticas. Na metodologia de solucéo proposta, foram utilizados, o
“Método dos Elementos Finitos’ e as técnicas de programacéo matematica.

Hosur e Bhavikatti (1996) estudaram uma variagado parabdlica, presumida através do
“Método das Diferencas Finitas’, para uma distribuicdo de pressdo de contato, com a
finalidade de se obterem linhas de influéncia para curvas de momento fletor de vigas sobre
fundacgdo elastica.

Silva (1998) propds uma metodologia numérica para andlise de placas com
restricbes bilaterais e unilaterais de contato impostas por bases elésticas. O efeito
decorrente da forca de atrito entre a placa e a base elastica foi desprezado. O “Método dos
Elementos Finitos’ foi usado para discretizar a placa e a base eléstica, e o problema de
contato unilateral foi tratado diretamente como um problema de minimizag&o.

Pereira (2003) Desenvolveu um trabalho para se resolver problemas de equilibrio de
vigas com restric¢des de contato, impostas por bases el ésticas.

Na primeira parte do trabalho, uma metodologia geral de solucdo baseada no
emprego do “Método de Rayleigh-Ritz” foi proposta e usada para se resolver trés
problemas particulares de vigas com restri¢des unilaterais de contato. Uma estratégia de
solucdo iterativa, baseada no “Método de Newton-Raphson”, foi usada para a solucéo do
sistema de equagdes nédo-lineares resultante da formulacdo do problema.

Na Segunda parte da pesquisa, 0 “Método dos Elementos Finitos’ foi usado para
discretizar aviga e afundagdo eléstica, e o problema de contato € tratado diretamente como
um problema de minimizacdo, envolvendo somente as variaveis originais do problema,
sujeitas as restricbes de desiguadade e a condicdo de complementaridade. Duas

formul acGes foram entdo desenvolvidas (primal e dual) onde as equacdes relevantes para a
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solugdo do problema de contato sdo escritas na forma de um problema de
complementaridade linear e resolvidas através do algoritmo de Lemke.

2.4 - MODELAGEM DO PROBLEMA

Na secdo 2.2.1, foi apresentado o modelo de base eléstica considerado neste
trabalho. Ele consiste na representacéo da base através de molas que sdo consideradas
como apoios elasticos independentes, consequentemente, o estudo final do problema
resultara da andlise de vigas que sdo tratadas como se estivessem sobre apoios elasticos,

conforme mostra a Figura 2.6.

/ El, L X
=1 % EERIIIT é
Base dlagtica [ Base dlastica modelada | .»
— I S e ApOIOS

l l elasticos

y.w

Figura 2.6 — Modelo Adotado.

Para a solugdo do problema de contato bilateral tanto os apoios sujeitos a esforgos
de compressdo como 0s sujeitos a esforgos de tragdo sdo considerados, como mostra a
Figura2.7.
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l

Figura 2.7 — Problema de Contato Bilateral.
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Ja no caso do problema de contato unilateral, 0s apoios sujeitos a esforcos de tragdo
sd0 desconsiderados. Através de um processo iterativo, partindo dos valores encontrados
para o problema de contato bilateral, chega-se a solugdo do problema. Nota-se, nesse caso,
aformacao de regides sem contato, formadas onde 0s apoios el asticos sdo desconsiderados,

conformeilustrado na Figura 2.8.
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Regides sem contato

Figura 2.8 — Problema de Contato Unilateral.

2.5- EQUACAO DIFERENCIAL DA LINHA ELASTICA

A seguir, serd demonstrada a equacdo diferencia da linha eléstica de vigas sobre
base elastica, considerando o0 modelo de Winkler. Dessa equagdo, varios autores
descrevem as equacdes para se resolverem varios tipos de problemas, envolvendo o contato
bilateral entre viga e fundacdo, das quais algumas serdo utilizadas nesse trabal ho.

Considere umavigareta, AB, suportada ao longo de seu comprimento por uma base

elastica e sujeita aforgas atuantes em um plano de simetria vertical (Figura 2.9).
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Figura2.9 - Viga Genérica.

A deflexdo da viga produz forgas reativas p conforme mostra a Figura 2.10.

Consideram-se apenas as forcas reativas verticais.

Figura 2.10 — Viga Deformada.

A hipotese fundamental € a de que a forca reativa p em um ponto € proporciona a

deflex&o w da viga naguele ponto:

p=Kw (2.4).

Isto implica que 0 meio de suporte € linear, em outras palavras, que o material da base
segue a“Lel de Hooke”. Essa elasticidade, no entanto, pode ser caracterizada pelo médulo
da fundagdo Ko (em N/m¥). Assumindo que a viga tem sec¢do transversal constante e sendo

b alargura daviga em contato com o solo, a constante K € cal culada da seguinte forma:
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K:bKo

portanto:

p=bKow

(2.5)

(2.6).

A Figura 2.11 mostra um elemento de comprimento dx retirado da viga por dois

cortes verticais imaginérios.

IR VY

Figura2.11 — Elemento Infinitessmal de Viga.
O equilibrio de forgas verticais fornece a expressao:

V —(V+dV) + Kwdx —qgdx =0

portanto:

dv

— =Kw-q
dx

Usando arelagéo V = dM/dx (Timoshenko, 1983), pode-se escrever:
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d*™m
roe =Kw-q (2.9

Derivando duas vezes a equacdo diferencial da linha eléstica de flexdo de vigas,

Eld?w/dx2 = - M (Timoshenko, 1983) em relacdo a x, tem-se:

4 2
gdw__dM (2.10).

Com as equacoes (2.9) e (2.10), pode-se escrever:

4
El 3 W rKw =g (2.12),

X4

que € a equacdo diferencial dalinha elastica de vigas sobre base el éstica.
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Cael’tulo 3

3- EQUACAO DOSTRESMOMENTOSE
EQUACAO
DOSCINCO MOMENTOS

3.1-INTRODUCAO

No capitulo anterior, foram mostrados o0 modelo de base eléstica adotado neste
trabalho e a demonstracdo da equacéo diferencia de vigas sobre base elastica,
desenvolvida por Hetényi (1946), considerando o modelo de Winkler.

Neste capitulo, sera apresentada a metodologia de solucdo, para o modelo
matematico proposto no capitulo 2, que retrata problemas decorrentes do contato entre
vigas e fundagbes elasticas, considerando a teoria de pequenos deslocamentos e
deformacdes e desprezando os efeitos decorrentes do atrito existente entre esses corpos.

O método de solugdo do modelo numérico proposto se baseia na “ Equacéo dos
Trés Momentos’, para o cdlculo de vigas sobre apoios rigidos. A secdo 3.3 traz as
equacdes necess&rias para demonstra-la. Para as vigas sobre apoios deforméveis, o
meétodo a ser usado é o da “Equacéo dos Cinco Momentos’. As equacdes necessarias a

sua demonstracao estéo apresentadas na secéo 3.4.



3.2—REVISAO BIBLIOGRAFICA

Este capitulo objetiva apresentar uma solugéo para 0 modelo numérico proposto
no capitulo anterior, considerando os problemas de contato bilateral e unilateral entre
vigas e bases elasticas, uma vez que as solugdes analiticas, desenvolvidas para varios
problemas até ent&o, consideravam apenas o contato bilateral entre estrutura e fundagéo.
Outro objetivo desta secéo € trazer forma detalhada, a demonstracdo do “Método da
Equacéo dos Trés Momentos’ e do “Método da Equacdo dos Cinco Momentos”.

E importante salientar que a “ Equacio dos Trés Momentos’ surgiu através da
idéia de se resolverem problemas envolvendo vigas hiperestéticas. O primeiro a
discorrer sobre 0 assunto foi Navier, em 1825 (Timoshenko, 1953). Ele considerou uma
viga sobre trés apoios e tomou a reacdo uma das quantidades estaticamente
indeterminadas, mas quando havia mais que trés apoios, tornava-se inconveniente
selecionar as reagoes desconhecidas.

O estudo de um caso particular de uma viga com vaos iguais e carga
uniformemente distribuida atuando sobre todo seu comprimento, ou de cargas
concentradas iguais, aplicadas no centro de cada vao, mostrou que o problema podia ser
simplificado e a relacdo linear entre as trés reagOes consecutivas encontrada. Usando
essa relagdo, as reagOes podiam ser calculadas sem muita dificuldade para alguns
nUmeros de vaos.

Posteriormente, a andlise de vigas continuas foi feita por Clapeyron
(Timoshenko, 1953). Ele usou expressdes de angulos que a tangente a linha eléstica
forma nos apoios com o eixo inicialmente reto da viga, dando o primeiro passo para se
chegar a“Equacéo dos Trés Momentos”.

A equacdo em questéo, foi publicada pela primeiravez em sua forma atual, pelo
engenheiro Bertot em 1855 (Timoshenko, 1953). E fécil ver, entretanto, que a
transformacéo feita por Bertot para a conversao da equagéo de Clapeyron na “ Equagéo
dos Trés Momentos’ € comparativamente simples, dai a justificativa do nome
“Equacéao de Clapeyron” ser muitas vezes dado como “ Equacéo dos Trés Momentos’,
que é o nome dado nesta publicagdo. Nesse estudo, Bertot fez referéncia a idéia de
Clapeyron, mas ele ndo demonstra sua a teoria, dando apenas 0 método de solucdo ao

sistema de equacoes.
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Mais tarde, Clapeyron publicou a “Equagdo dos Trés Momentos’ de forma
semelhante & de Bertot, fornecendo entdo, seu proprio méodo de resolucdo
(Timoshenko, 1953).

3.3—-EQUACAO DOSTRESMOMENTOS

Uma vez que a solucdo do modelo numérico apresentado no capitulo 2 consiste na
determinacdo dos momentos fletores nos apoios de vigas hiperestéticas, fica facil
compreender a aplicabilidade da “Equagdo dos Trés Momentos’, pois consiste num
método de calculo simples e totalmente gjustavel as particul aridades desse estudo.

O procedimento consiste em considerar os momentos fletores nos apoios as
incognitas a serem determinadas, devendo ser escrita uma equagdo para cada apoio
intermediério, resultando, desta forma, em tantas equacfes quantos forem os momentos
fletores desconhecidos, formando, assim, um sistema de equacOes lineares.

Um caso particular de aplicacdo da equacdo em questdo acontece quando, na
extremidade, em vez de apoios simples, tem-se engastes. Se uma (ou ambas)
extremidade for um engastamento, 0 nimero de momentos redundantes serd maior. O
modo mais simples de se resolver esse caso é substituir o engastamento por um véo
extra, de rigidez infinita. O efeito desse vao extra, de rigidez infinitamente grande, é
evitar 0 deslocamento angular do apoio que substituiu 0 engaste, condicéo esta igual a
imposta pelo engastamento. O comprimento dado ao véo extra ndo tem significado
(apenas deve ser maior que zero) porque se simplifica na equagéo.

A “Equacdo dos Trés Momentos’ se fundamenta na continuidade da linha
elastica, assim sendo, a condicéo de deslocamento a ser imposta € a de que a tangente a
linha el éstica tem a mesma inclinacéo a direita e a esquerda de um mesmo ponto.

A demonstragdo feita a seguir ndo considera a contribuicdo da forca cortante no
cdlculo das rotacOes e € particularizada para vigas onde o modulo de elasticidade e o
momento de inércia sdo constantes em cada vao.

Segja a viga hiperestética da Figura 3.1. Fazendo um corte imaginério nos apoios

I-1, 1 ei+1, os esforgos que eram internos tornam-se externos. O sentido dos momentos
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fletores Mi.;, Mi e M1 dependem do carregamento aplicado a viga. Nesta
demonstracdo, supde-se que sao todos positivos, conforme indicado na figura abaixo.

Yyvyvy Iil i+1l

i-1
| |
LiaEalia LiEl |

. Mi Mi Mia
~ r 7 I
e
LiaEialia | LEL |
H—»

Figura 3.1 — Viga Continua Sujeita a um Carregamento Genérico (Martins, 1991).

A rotagdo ¢; é produzida pelos momentos fletores M;_; , M; e pelo carregamento
gue atua ao longo do comprimento do véo i-1. Esses valores podem ser calculados
através do “Método da Integracdo Direta’ (Martins, 1991). O momento fletor M;.;

contribui com a parcela

Mialia

6E;_1li—

(3.2).

O momento fletor M; contribui com:
MiLiy

3Ei4li

(3.2).

Chamando de
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Cq
Eialig

(33)

a contribuicdo do carregamento, arotacdo ¢; € obtida superpondo-se os efeitos de M;.4,

M; e do carregamento:

(p' _Mi4lig + MiLiy + G
1
6Ei4qlin 3Eiqlia  Eialig

(3.4).
Da mesmaforma, chamando de

Ca
El

(35)

a contribuicdo do carregamento que atua no vao i para a rotacdo a direita do apoio i

(@), tem-se:

(pr:Mil—i Miali | G
3l 6El, El

(3.6).

As constantes C; e C,, que aparecem nas equagOes acima, representam a
contribui¢cdo dos carregamentos para as rotagdes nos apoios. Podem ser obtidas usando-
se 0 “Método da Integracdo Direta’ ou o “Segundo Teorema de Castigliano”. Estéo
apresentados na Tabela 3.1 os valores de C; e C, para alguns casos de carregamento. E
oportuno informar gque é valido o principio da superposicéo dos efeitos para o caculo
destas constantes (Martins, 1991).
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Uma vez que a viga € continua, as rotagcbes @’ e @'’ sdo iguais. Arbitrando-se
que a rotagdo ocorre no sentido anti-horério, a condicdo de deslocamento fornece a

EXpressao:

@=-q"
(3.7)

entao:
Miabia  Mikin . G _ ML Ml G

6Ei4li1  3Eialia Eiulix  3El; 6Bl Ejl;
(3.9).

Multiplicando a expressdo acima por 6 e agrupando, tem-se:

|\/Ii—ll-i—l +2MiLi—l +2MiLi + |\/Iiwtll-i :_6l:l Cl + C2
Ei—lli—l Ei—lIi—l Eili EiIi HEi—lIi—l Eili

(3.9).

A equagéo (3.9) é chamada de “Equacdo dos Trés Momentos’ e deve ser
aplicada nos apoios onde os momentos fletores ndo sdo conhecidos, obtendo-se um
nimero de equacdes igual ao nimero de indeterminagdes estéticas. Particularizando a
equacao (3.9) para dois vaos em que E;.1li.; = Ejl;, tem-se:

M_L_,+2M (L +L,,)+M L, =-6(C, +C,)
(3.10).

A tabela 3.1, mostrada a seguir, traz os valores das constantes C; e C,, acima
mencionadas, para alguns casos de carregamento.
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Tabela3.1 —Valoresde C; e C, (Martins, 1991).

Carregamento C, C,
q . .
RERRRRRRRRRRE % %
AN JAN
. L -
a b
My 2 2
I f | M(L _33-) _M(Lz—gbz)
A L —Q— 6L 6L
P
WU S P S
‘ [] ‘ Pl -a’) Pb(L? - b?)
AN AN 6L 6L
. L -
q
/ﬂfm q’® 79
L ] AN 45 360
q
m 7ol a
A _4,;_ 360 45
. ey O e D ¢ - gLt - a2(2L2 - &%) - b2(2L - by’
.A L & C = q[L“ -a’(2L -a )?-b*(2L% - b?) ]

1
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Tabela 3.1 —Valores de C; e C, — Continuacao.

Carregamento

Cy

C,

Ay,

ElaL(At, - At,)
2h

ElalL (At, - At,)
2h

VAN L L
- L -~
E{ % EI5 _E13
N O L
, L

ga’ (5.2 - 3a%) ga®(40L2 - 454l +12a2)

I |
JAN N\ 90L 360L
. L e
PR
q
‘ l\ﬁ\h\ gb?(40L? - 45bL +12b?) gb?(5L* - 3b%)
AN 360L 90L

3.4—EQUACAO DOSCINCO MOMENTOS

Quando uma viga continua est4 sobre apoios deforméveis, a “ Equacdo dos Trés
Momentos®” pode ser usada conduzindo a uma equagdo com cinco momentos.

Sgja a viga continua da Figura 3.2a sobre apoios deformaveis.
aplicado o

Depois de
carregamento, os apoios da viga ndo ficam no mesmo nivel. Para
simplificar, supde-se que os apoios se deformam como mostra a Figura 3.2b. A
equacao (3.9) pode ser aplicada no apoio i davigadaFigura3.1la
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P N S O AP R @

-2 Kia -1 Ki i Ki+1|+1
A A A A A A A
"—>Li-2 Ei’2|i'2 M‘
G'{/\M“ﬂ Mis [5-1 " 5
i1
TV A 2 N ¢ Mi M O 5 (b)

|_I.‘2 E |.VBi'2 Y A~ ¢ ¢ Mix Min :

Lia B lia VA t T ~

- VB -
LiEl VA VBiﬂt

Li+1 E+1 |i+1 ‘
Figura 3.2 — Viga Genérica Sobre Apoios Deforméaveis (Martins, 1991).

Quando a viga esta sobre apoios deformaveis, no calculo das constantes C; e Cy,
deve-se levar em considerac&o os recalques dos apoios, portanto, somam-se aos valores
de C; e C,, calculados em funcéo do carregamento atuante nos vaosi-1 e i, as seguintes

expressoes (Martins, 1991):

CDl = —ié

L
(3.11)
CDZ = ié

L
(3.12)
ou:
Ci = _%(Q _6i—1)
Lig

(3.13)
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C% =5, -8)

(3.14).
Considerando que os apoios seguem a“Le de Hooke” (F = kx), tém-se:

6- = VBi—z +VAi—1
i-1
Ki—l
(3.15)
5 = VB tVA,
i Ki
(3.16)
— VBi +VAi+1

B =

i+l

(3.17).

As reacOes VA e VB dependem do carregamento que atua no véo e dos
momentos fletores nos apoios. Chamando-se de RA e RB as reagOes referentes ao

carregamento, tém-se:

VBi_2 - RBi—z + i-2 Mi—l
L.

(3.18)

VA =RA+ M, =M.
i1

(3.19)

VB ,=RB + M ~M,

Liy
(3.20)
VA =RA + Mi*}__M'
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vB, =RB, + M1 ~Mis
(3.22)
VAi+1 — RAi+1 + Mi+2 ~ |\/|i+1

(3.23).

Com as expressdes acima, as equacdes (3.13) e (3.14) ficam da seguinte forma:

U -M. o l
1 E?Bi_l+lvll—l MI +RAi+M'+1 MI 0
CDl - _ Ei—lll—l i ! i-1 ! U
L g1 E?B.-z MM oy M, —M,_l%
B<i—l i-2 I—i_l
(3.24)
U -M. o U
%1 E?Bi + M =M +RA;, + e %D
CD — Elll i+1 Ll I‘|+1 ]
2~ 0 |
L -M. -
! DLE?B|—1+MI_1 MI +RAi+MI+l MIE U]
B<i Li—l Li E
(3.25).

Substituindo as expressdes acima na equacdo (3.9) e passando 0s momentos

fletores para o primeiro membro, tem-se:
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2
6 M—6H1+ 1, 1 +1_Li_1§/‘i_l+
i-1

LiabioKiy e Li—lB—i—lKi Li K, LKy LKy 6E.l

_ L,
6H1+1+1+1+1 1+L,_1+.|§Ai

+
HL?—lKi I‘iLi—lKi L?—lKi—l I‘2| Ki+l LiI‘i—lKi L? Ki 3Ei—lli—l 3E
2
_EH ! + : + ! + : - = i ¥ ° M., =
I‘i HLi—lKi I‘iKi+1 I—i+1Ki+1 I—iKi 6EiIi I—iLi+1Ki+1

—GH C, + C, _RB.,+RA + RB,_, +RA, + RB, +RA.,, _RB,,+RA,
El LK, LiaKig LK LK,

A equacgdo (3.26) deve ser usada nas vigas sobre apoios el asticos. Nessa equacéo
as constantes C; e C, sdo calculadas apenas em funcéo do carregamento que atua no

vao, umavez que os recal ques dos apoios ja foram levados em consideracao.
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Cael’tulo 4

4 - PROGRAMA COMPUTACIONAL

4.1 INTRODUCAO

Na engenharia moderna, diversos problemas estruturais formulados ndo possuem
uma solucdo analitica que possa representa-los adequadamente.  Também ha os que
possuem geometria muito complexa para seu equacionamento. Portanto, é preciso que
sgam avaliados de maneira aproximada, porém satisfatOria, através de métodos
NUMEri cos.

Com o desenvolvimento das técnicas computacionais, varias metodologias,
como o “Método dos Elementos Finitos’ e o dos “Elementos de Contorno”, tornam-se
cada vez mais aplicaveis. Com isso, busca-se cada vez mais resolver problemas nunca
antes considerados em aplicacdes praticas, devido, principalmente, a dificuldade de se
desenvolverem, analiticamente, métodos que possam solucioné-los e viabiliza-1os nestas
aplicagoes.

Neste capitulo, serd0 mostrados os procedimentos adotados na implementacdo
computacional das metodologias de solucéo propostas nos capitulos 2 e 3.



4.2 - CONSIDERACOES GERAIS

Em resumo, o programa desenvolvido neste trabalho soluciona problemas de
vigas hiperestaticas sem contato com fundagtes elésticas e problemas de vigas onde se
considera o contato destas com bases deformaveis. Para se obter a solugdo de estruturas
isostéticas, podem-se adicionar a0 sistema estrutural apoios elasticos com valores de
constante de mola, despreziveis, que transformam a estrutura isostética em
hiperestética, mas ndo afetam o resultado do problema.

O programa computacional desenvolvido foi escrito em linguagem de
programacdo FORTRAN versdo 4.0 (1994 - 1995). A Figura 4.1 mostra um esguema

geral do programa.

Problema sem Problema com
Contato Contato

Bilateral Unilateral

Figura4.1 — Andlise Computacional.

4.3 ESQUEMA ESTRUTURAL DO PROGRAMA

A seguir, na Figura 4.2, mostrar-se-a um esquema da estrutura do programa que
coordena a execucdo das tarefas desenvolvidas durante processo de solucéo. Asrotinas
responsaveis pela execucdo das tarefas citadas serdo apresentadas nas segOes

subseqiientes com os respectivos procedimentos envolvidos em suas implementacoes.
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Célculode
CieC2

v

Identificacdo
dos
Apoios Externos

ECM ¢ ETM
Montagem e Solucdo do
Sistema de Equagbes

g
&
ol
L Reacdes de Apoio J

: v

5
e L Momentos Fletores J

[ Saida de dados j

Figura 4.2 — Estrutura do Programa.

O primeiro procedimento realizado pelo programa refere-se ao reconhecimento
do sistema estrutural a ser analisado. 1sso se da através da leitura dos dados necessérios
aesta andlise. O primeiro dado contém o titulo do exemplo analisado, os outros dados
sdo indicadores da geometria da viga, de suas propriedades fisicas, das forgas externas

atuantes e das condi¢des de extremidade impostas. Os diferentes tipos de carregamento
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externo estdo indicados na Tabela 3.1. S&o fornecidas também, para solucéo dos

problemas de contato, as propriedades fisicas e geométricas do modelo da base elastica.

Todos os dados séo0 repassados a0 programa através da leitura de um unico

arquivo de entrada de dados, contendo:

1 —Principais dados geométricos daviga

NUmero de v8os com variagdo de temperatura;
NUmero de apoios com recalque;
Comprimento do vao;

Altura

2 — Principais dados das for¢as externas aplicadas aviga

NUmero de cargas concentradas;

NuUmero de cargas parcialmente distribuidas;

NUmero de cargas distribuidas;

NUmero de cargas momento;

NuUmero de cargas distribuidas triangul ares;

Vaores das cargas concentradas;

Distancia das cargas concentradas até 0s apoi 0s esgquerdos para cada vao;
Valores das cargas parcialmente distribuidas;

Distancias das cargas parcia mente distribuidas até o apoio esguerdo;
Distancias das cargas parcia mente distribuidas até o apoio direito;
Valores das cargas distribuidas,

Valores das cargas momento;

Distancia das cargas momento até 0s apoi 0s esguerdos para cada vao;
Cadigo das cargas triangul ares,

Valores das cargas triangul ares.

3 — Principais dados das propriedades fisicas da viga

Rigidez aflex&o El;
Temperatura na face superior;
Temperatura na face inferior;

Coeficiente de dilatacdo térmica.

4 — Principais dados das condigdes de extremidade impostas aviga

NUmero total de apoios;
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. Valores dos recal ques nos apoios,
. NUmero de apoios com recalque;
. Tipo dos apoios externos.
5 — Principais dados das propriedades fisicas e geométricas da base el astica
. NUmero de apoios elasticos,
. Coeficiente de mola dos apoios el asticos.

Os proximos passos, como mostra o fluxograma ilustrado na Figura 4.2,
consistem na andlise e resolucdo do problema em questdo. Apds a leitura dos dados,
segue-se, entdo, com a execucao da rotina responsavel pelo célculo das constantes C; e
C, indicadas nas tabelas dos carregamentos, dai segue a identificagcdo dos apoios
externos. A proxima rotina a ser executada € indicada pelo tipo de andlise que se
pretende fazer. Para a andlise de problemas de viga sem contato, indicado pela auséncia
de apoios elasticos, 0 programa executa a rotina responsavel pela montagem da
“Equacdo dos Trés Momentos’. Para a andlise de problemas de viga com contato,
caracterizados pela presenca de apoios elasticos, 0 programa executa a rotina
responsavel pela montagem da “Equacdo dos Cinco Momentos’; assim, € executada a
rotina responsavel pela solucdo do sistema de equaces. A partir de entdo, sdo
executadas as rotinas para o calculo das reagdes de apoio e deslocamentos verticais dos
apoios elésticos, respectivamente. Dessa forma, tornam-se conhecidos, para todos os
problemas, os valores dos esforgos solicitantes e deslocamentos considerando o
problema de contato bilateral. No caso, esse tipo de andlise, torna possivel o
reconhecimento dos apoios elasticos solicitados por esforcos de tragdo. Assim, esses
s80 desconsiderados com a atribuicdo de valores muito pequenos para as respectivas
constantes de mola K. Na sequéncia, os valores dos deslocamentos dos apoios
elésticos, sdo transformados em valores absolutos e armazenados no vetor CMP. Esse
vetor é subtraido do vetor CMP2 que inicialmente possui dados nulos e o resultado
desta diferenca € comparado com o valor aceitéavel para a convergéncia, que no caso do
presente trabalho, admitiu-se valores menores ou iguais a 10°. Posteriormente, os
dados de CMP sdo armazenados em CMP2. O programa, entdo, retorna a montagem do
sistema de equagdes e um novo esquema estrutural é analisado da mesma forma que o
anterior, dando inicio a um processo iterativo. Imposta a diferenca aceitavel entre os

valores absolutos dos deslocamentos entre uma iteracdo e outra posterior, tem-se a
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convergéncia quando este vaor é alcancado e o problema de contato unilateral é
resolvido. Os vetores CMP e CMP2 sdo usados para armazenar provisoriamente o0s

dados dos deslocamentos a serem comparados entre uma iteracéo e outra.

4.3.1-SUB-ROTINA PARA O CALCULODEC1EC2

Essa rotina, como dito anteriormente, é responsavel pelo caculo das constantes
C, e C, dos carregamentos. Ai éfeito o reconhecimento dos tipos de carregamento que
estdo atuando na viga, com isso, através da solucdo das equacdes indicadas na Tabela

3.1, torna-se possivel a montagem dos vetores das cargas externas C1 e C2.

4.3.2 -SUB-ROTINAS PARA MONTAGEM DA ETM E ECM

A funcéo dessa rotina é montar a “Equacéo dos Trés Momentos’, demonstrada
na secdo 3.3, utilizada para a solugéo dos problemas de vigas sem contato. Aqui S&o
montados o vetor D e a matriz C. O vetor D nada mais é que a soma dos vetores C1 e
C2 multiplicada por —6 e dividida pela rigidez a flexdo da viga EI. A matriz C
armazena os coeficientes das incognitas da Equacéo 3.10 indicada na se¢do 3.3. De
forma semelhante, a rotina para a montagem da “Equacéo dos Cinco Momentos’, que
utiliza a equagdo demonstrada na secéo 3.4, foi desenvolvida. Desta forma, através de
uma rotina responsavel pela montagem e execucéo do sistema de equagdes, tornam-se

conhecidos os valores das incognitas das equacdes anteriormente citadas.

4.3.3—SUB-ROTINA PARA CALCULO DASREACOESDE APOIO

Essarotina € responsavel pelo calculo das reagdes de apoio partindo dos valores
dos momentos fletores. Ela faz a montagem dos vetores VA e VB gque armazenam 0s
valores dessas reactes através da identificagdo do tipo de carregamento existente em

cada va@o para que através de algumas estratégias de calculo se possa calcular a
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contribuicdo de cada carregamento para a solicitacéo da viga aos respectivos apoios.
S80 entdo somadas as reagOes de cada apoio devidas a cada carregamento resultando

nos valores finais dessas reacoes.

4.3.4—SUB-ROTINA PARA CALCULO DOSDESLOCAMENTOS

Esta é a Ultima rotina de calculo a ser executada, ela € responsavel pelo calculo
dos deslocamentos verticais dos apoios el &sticos a partir das reacfes de apoio. Elafaz a
montagem do vetor DESLOC que armazena os valores desses deslocamentos cal culados
através da divisdo das reactes de apoio pelos respectivos coeficientes de mola K.

Enfim, em um arquivo de saida de dados gerado pelo programa, sdo escritos
todos os valores cal cul ados.

Apds aexecucdo de todas as tarefas acima descritas o programa é finalizado.
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Cael’tulo 5

5- EXEMPLOSNUMERICOS

5.1- INTRODUCAO

Para que se possa validar as formulagdes tratadas nos capitulos 2 e 3 e
comprovar a eficiéncia das implementacbes computacionais do modelo numeérico
proposto, este capitulo mostra alguns exemplos numeéricos com particularidades que
retratam os dois principais problemas de vigas apoiadas sobre bases el asticas estudados
aqui, a saber: problemas de vigas em contato bilateral com base elastica do tipo Winkler
e problemas de vigas em contato unilateral com base el astica do mesmo tipo.

Para o primeiro caso sdo ilustrados quatro exemplos, apresentados nas segoes de
5.3.1 a5.3.4. Acompanham esses exemplos tabelas e graficos contendo os resultados
analiticos e numéricos de cada um. Tomando como base os valores analiticos,
pretendeu-se uma comparagdo entre esses dois resultados. Para 0 segundo caso, foram
ilustrados sei's exemplos mostrados nas se¢coes de 5.4.1 a 5.4.6. Também acompanham
esses exemplos tabelas e graficos, que, com o objetivo de se comprovar a validade dos
resultados encontrados através do método desenvolvido através do presente trabalho,
serviram para compara-los com outros resultados. Nesse caso, devido ao fato de que
ndo foram encontradas na literatura solugfes andliticas para esse tipo de problema,
tomaram-se como base, resultados numeéricos obtidos através de implementacOes

computacionais antes desenvolvidas e com validade ja comprovada.

5.2 - CONSIDERACOES GERAIS



Com a finalidade de se andlisar a influéncia do parametro de rigidez da base
glastica K no comportamento estrutural, tomaram-se valores distintos que
representassem casos de bases el asticas com rigidez bastante variada.

Na modelagem da base, as molas foram colocadas de forma mais adequada a
satisfazer as condic¢Oes reais de seu comportamento. O principa fator que influencia
nessa modelagem é a distancia entre essas molas. Como a base age continuamente ao
longo da estrutura, a melhor forma de representé-la seria através de molas dispostas em
espacos infinitamente pequenos. No entanto, isso pode acarretar erros numéricos na
solucdo do problema. Dessa forma, através da andlise de vérios casos, cada um
modelado com um numero diferente de molas, chegou-se a um espacamento de 0.25m,
considerado um valor satisfatorio as condicdes de todos os problemas. Valores maiores
também acarretam erros, pois ndo representam o comportamento real da fundagéo.

O erro encontrado através da comparagcdo entre os dois vaores contidos nas
tabelas foi calculado pela seguinte expressao:

Erro(%) = 100 resultado da literatura—resultado do presente trabalho

resultado da literatura

(5.1).

5.3- PROBLEMA DE CONTATO BILATERAL

Como a solucdo do problema de contato bilateral serve como base para o
processo iterativo que resulta na solucéo do problema de contato unilateral, € necessario
gue se tenha um desempenho do programa bastante satisfatorio nesta andlise.
Propondo-se mostrar a resposta das implementagbes computacionais nesse tipo de
analise, esta secéo fornece o estudo de alguns exemplos, apresentados a seguir, através
de uma descricdo detalhada.

Os trés primeiros exemplos, mostrados nas secoes de 5.3.1 a 5.3.3, tratam de
vigas finitas sujeitas a situagdes diversas de carregamento e extremidade. O Ultimo

exemplo, apresentado na secéo 5.3.4, trata de um problema de viga infinita, totalmente
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apoiada sobre fundagdo elastica e sujeita a uma carga concentrada aplicada no meio do
vd0. E importante colocar que essa andlise € linear e que os efeitos das forgas de atrito
entre a viga e a base elastica foram desprezados. As equagdes usadas para obtencéo dos
valores analiticos séo dadas para cada exemplo. As equacdes analiticas também foram

desenvolvidas considerando o modelo de base el astica de Winkler.

531-EXEMPLO 1

Inicialmente, sera tratado um caso de viga finita, suportada apenas por uma
fundacéo eastica, ou sgja, ndo h& nenhum tipo de apoio rigido impedindo qualquer

movimento da viga. O carregamento atuante € composto de duas cargas concentradas
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aplicadas nas extremidades A e B, conforme indicado na Figura 5.1. S&o0 dados do
problemaosvaloresde P = 150 kN, L = 5me El = 10* kN.n

P P
Al > El lB X
| —
I I
X X'
L

Figura 5.1 — Exemplo 1 — Esquema Estrutural.

Para 0 caso do problema de contato bilateral, as solucbes anditicas para a
momento fletor M e deflexdo lateral da viga w, desse exemplo, podem ser encontradas
na literatura (Hetényi, 1946), e estdo mostradas a seguir:

M(x) = _ PsenhAxsenAx’ +senhAx’senAx
A senhAL +senAL

(5.2),

_ 2P\ coshAxcosAx' + coshAx' cosAx
K senhAL +senAL

w(x)

(5.3),

onde;
A=4 L
4E|
(5.4).

A Figura 5.2 mostra a viga do exemplo 1 com a base representada através de

molas dispostas em intervalos de 0,25 m conforme indicado e apresenta a configuragéo
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deformada da barra para o caso de contato bilateral. Pode-se perceber, através databela
e/ou dos gréficos, que, para determinados valores do carregamento, pode ocorrer uma

regido central onde alguns apoios elasticos ficam sujeitos a esforcos de tracéo.

Figura 5.2 — Exemplo 1 - Configuracdo Deformada.

A tabela 5.1 apresenta as comparagdes feitas entre os val ores obtidos através das
solucBes analiticas (Hetényi, 1946) e numeéricas (presente trabalho) para os mentos
fletores e para os deslocamentos em alguns pontos da viga. Nota-se que 0s erros sdo
bastante pequenos, comprovando, assim, o bom desempenho do programa nesse tipo de
andlise. Ha pontos onde 0s erros séo maiores. 1sso se d& devido ao fato de que, nesses
pontos, os valores dos momentos e/ou dos deslocamentos s&o muito pequenos, dessa
forma, quando comparados, resultam em erros consideréveis, 0 que ndo compromete a
confiabilidade dos resultados. As Figuras 5.3 e 5.4 mostram os graficos com as
variagOes dos valores representativos dos momentos fletores e dos deslocamentos,
respectivamente. Para esse exemplo, € apresentado o gréfico dos deslocamentos apenas
para trés valores de K. Devido a simetria do problema, constam nas tabelas valores

apenas para metade da viga.
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Tabela5.1 — Exemplo 1 — Analise Comparativa dos Momentos Fletores e Deflexdes.

(KNI X(m) Momentosfletores(kN.m) . Deflexbes(m)
Sol. Analit. Sol. Num.  Erro(%) |Sol. Analit. Sol. Num. Erro(%)
0.00 0.00 0.00 0.00 6.03121  6.03123 0.00

10 125 -140.48 -140.48 0.00 599646  5.99542 0.02
2.50 -187.24 -187.23 0.00 598244  5.98183 0.01

0.00 0.00 0.00 0.00 0.63088  0.63075 0.02
100 1.25 -139.18 -139.15 0.02 0.59650  0.59647 0.00
2.50 -184.89 -184.85 0.02 0.58265  0.58257 0.01

0.00 0.00 0.00 0.00 0.08792  0.08775 0.19
1000 1.25 -127.64 -127.39 0.20 0.05679  0.05675 0.07
2.50 -164.00 -163.68 0.20 0.04444  0.04444 0.00

0.00 0.00 0.00 0.00 0.02057 0.02035 1.08
10000 1.25 -75.01 -74.21 1.07 0.00414 0.00413 0.14
2.50 -70.60 -69.84 1.07 -0.00149 -0.00144 3.50
100000 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00379 0.00367 3.17
2.50 0.02045  0.01940 5.11 -0.00033  -0.00032 3.16
-1.0E-01 _
K1=10 — Sol. Andlit.
-9.0E-02 1 k2=100 — Hetényi (1946)
80E0z | (37100
K4 = 10000 i
70802 1 K5=100000 Presente
B Trabaho

-6.0E-02 u

-5.0E-02

-4.0E-02

ML/EI

-3.0E-02
-2.0E-02
-1.0E-02

0.0E+00 [‘J f f \ i ! f f \ f [‘]

1.0E-02

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9 10
X/L Nota Vaores de K em kN/n?

Figura 5.3 — Exemplo 1 — Momentos Fletores.
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-2.1E-03
— [ —
0.0E+00 — g —
K3
2.1E-03 T
K2
4.2E-03
6.3E-03 Sol. Andlit.
— Hetényi (1946)

= 84E-03
= Presente

1.1E-02 K1 B Trabaho

1.3E-02

1.5E-02 K1 = 1000

K2 = 10000
1.7E-02 K3 = 100000
1.9E-02
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
X/L Nota Vdores de K em kN/m?

Figura 5.4 — Exemplo 1 - Deflexdes.

5.3.2-EXEMPLO 2
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A seguir, € mostrado 0 esquema estrutural do segundo exemplo a ser analisado
considerando o problema de contato bilateral. Trata-se de um caso de viga finita que se
apoia em todo comprimento apenas sobre base elastica. A viga esta sujeita a duas
cargas momento M = 102 kN.m aplicadas nas extremidades A e B, conforme indicado
na Figura 5.5. A rigidez da viga é dada por EI = 10* kN.m2 e o comprimento
considerado édeL = 5m.

M IS M
AN ] EL /B X
|| —>
I I
X X'
L

Figura5.5 — Exemplo 2 — Esquema Estrutural.

Também, para este caso, as equacOes anadliticas para momento fletor M e
deflexdo lateral da viga w, considerando o problema de contato bilateral, podem

facilmente ser encontradas na literatura (Hetényi, 1946) e sdo dadas pelas seguintes
equacoes:

M(X) = M 1 hAxcosAx' + coshAxsenAx' +
7 senhAL +senAL g:h)\x'cos)\x + CoshAX'senAx E
(5.5),
W(x) = 2MN? hAX cosAx' —coshAx senAx’

K (senhAL +senAL ) 5 senh AX cosAx — cosh)\x’sen)\xE
(5.6).

onde A é dado pela equagéo 5.4.
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A Figura 5.6 mostra a estrutura do exemplo 2, modelada conforme a teoria
proposta. Nessa mesma figura pode ser observada a deformada da viga apés a aplicacdo
dacarga. Nota-se 0 aparecimento de regides em que 0s apoios e asticos sdo solicitados
por esforcos de trac8o e outras em que estdo comprimidos, caracterizando o caso de
contato bilateral.

M M
YR\ )\

0N El

P |

—

X

l

y,W

Figura 5.6 — Exemplo 2 - Configuragdo Deformada.

O estudo comparativo feito entre as solugbes analiticas (Hetényi, 1946) e
numéricas (presente trabalho) para os valores dos momentos fletores e deslocamentos é
demonstrado para alguns pontos da viga na tabela 5.2, que confirma a boa precisdo das
respostas obtidas através do presente trabalho. Devido a simetria do problema, estéo
contidos na tabela os valores de apenas metade daviga. As Figuras 5.7 e 5.8 mostram o
comportamento da viga através de graficos contendo a variagdo dos valores
representativos dos momentos fletores e dos deslocamentos, respectivamente.

Pode-se notar, através dos gréaficos, que a medida que o valor do parametro de
rigidez K da fundagdo aumenta, o comportamento da viga sofre influéncias mais
consideraveis da base, tomando 0s mesmos valores para 0 carregamento e para arigidez
El da viga. Por fim, observa se que para fundacGes muito rigidas, as regifes onde

ocorre tracdo dos apoios €l asticos, diminuem.



Tabela 5.2 — Exemplo 2 — Analise Comparativa dos Momentos Fletores e Deflexdes.

. Momento fletor (kN.m) Deflexao(m)
K(N/) X(m) Sol. Analit. Sol. Num. Erro(%) |Sol. Analit. Sol. Num. Erro(%)
0.00 100.00 100.00 0.00 -0.02060 -0.02054 0.30
100 1.25 99.10 99.07 0.02 0.00258  0.00267 3.31
2.50 98.39 98.36 0.03 0.01028  0.01036 0.76
0.00 100.00 100.00 0.00 -0.01877 -0.01868 0.46
1000 1.25 91.84 91.63 0.22 0.00240  0.00243 1.60
2.50 85.55 85.29 0.31 0.00917  0.00919 0.25
0.00 100.00 100.00 0.00 -0.01046  -0.01029 157
10000 1.25 58.25 57.47 1.35 0.00154  0.00156 0.87
2.50 28.64 27.90 2.59 0.00419  0.00416 0.72
0.00 100.00 100.00 0.00 -0.00316  -0.00301 475
100000 1.25 19.82 18.55 6.38 0.00063  0.00062 1.56
2.50 -8.62664  -8.62562 0.01 0.00027  0.00026 4,74
-1.0E-02
— Sol. Andlit.
Hetényi (1946)
0.0E+00 | | —
K1= 100 B Presente
K2 = 1000 Trabaho

1.0E-02

2.0E-02 A

ML/EI

3.0E-02 A

4.0E-02 |

5.0E-02

K4

6.0E-02
0.0

01

0.2 03 0.4 05 0.6 0.7

XIL

0.8

0.9

1.0

Nota Vaores de K em kN/n?

Figura 5.7 — Exemplo 2 — Momentos Fletores.
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-5.0E-03

-4.0E-03 o
K1=100 Sol. Andlit.
-3.0E-03 | K2 = 1000 — Hetényi (1946)
K3 = 10000
K4 = 100000 n
-2.0E-03 Presente

|
g -1.0E-03

0.0E+00 —— ‘

K3
1.0E-03
K2
2.0E-03
K1
3.0E-03
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
X/L Nota Vaores de K em kN/n?

Figura 5.8 — Exemplo 2 - Deflexdes.

5.3.3-EXEMPLO 3
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Na Figura 5.9 encontra-se 0 sistema estrutural a ser analisado nesta se¢do. Trata-
se do ultimo problema de viga finita considerando apenas o contato bilateral. Também
neste exemplo, a viga representada se apoia totalmente sobre base elastica, e para
mostrar a andlise feita pelo programa considerando diferentes situagdes de extremidade
considera-se que a viga tem uma extremidade livre e outra engastada. A viga tem
comprimento L = 5m, rigidez EI = 10* kN.n? e uma carga P aplicada na extremidade
livre de 107 kN.

As equagdes 5.9 e 5.10, para momento fletor M e deslocamento vertical w,
respectivamente, que definem a solugdo anditica do citado exemplo, podem ser
encontradas em livros classicos como Hetényi (1946) e Sussekind (1974), e estdo
listadas na sequiéncia.

A |S El lB X
K |
X X'
L

Figura5.9 — Exemplo 3 — Esquema Estrutural.

P coshAxsenAx' coshAL + cosAxsenhAXx' cosAL

M(X) =——
() A cosh? AL + cos® AL
(5.9),
2P)\ Epenh)\x cosAx' coshAL —senAx coshAx' cosAL H
w (X
) cosh’ AL + cos® AL 0
(5.10),

onde A é dado pela equacéo 5.4.
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A Figura 5.10 mostra o esquema estrutural do exemplo 3 com a base modelada
conforme a disposi¢cdo dos apoios elasticos indicada e apresenta também a condicdo
deformada da viga apés a aplicacdo da carga acima esguematizada, para o caso de
contato bilateral. Paras alguns valores de K, surgem regides onde a base é tracionada, o
gue pode ser constatado através da tabela e dos graficos. Nota-se que a viga ndo é

simétrica, possibilitando um tipo de andlise diferente dos exempl os anteriores.

UL LT T o i :
v
Figura5.10 — Exemplo 3 - Configuragdo Deformada.

A tabela 5.3 mostra o estudo comparativo dos valores dos momentos fletores e
dos deslocamentos obtidos através das solugdes analiticas (Hetényi, 1964) e numéricas
(presente trabalho) para alguns pontos da viga da estrutura acima mencionada. Assim
como nos exempl os anteriores, também nesse caso, ha um aumento dos erros nos pontos
onde os valores calculados sdo muito pequenos. Isso normalmente acontece préximo
das regides onde os momentos fletores e/ou 0s deslocamentos se anulam, nas regides de
engastes ou Mesmo nos casos em que a rigidez da base eléstica € muito dta. O
comportamento da viga, retratado através de gréficos contendo a variagdo dos valores

representativos dos momentos fletores e dos deslocamentos, € demonstrado nas Figuras
5.11e5.12.

Tabela 5.3 — Exemplo 3 — Analise Comparativa dos Momentos Fletores e Deflexdes.
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. Momento fletor (kN.m) Deflexao(m)
K(N/) X(m) Sol. Analit. Sol. Num. Erro(%) |Sol. Analit. Sol. Num. Erro(%)
0.00 -472.74 -472.53 0.04 0.00000  0.00000 0.00
10 2.50 -240.62 -240.54 0.03 0.12361  0.12311 0.41
5.00 0.00 0.00 0.00 0.39719  0.39928 0.53
0.00 -310.10 -309.91 0.06 0.00000  0.00000 0.00
100 2.50 -184.33 -184.18 0.08 0.08419  0.08410 0.10
5.00 0.00 0.00 0.00 0.28072  0.28044 0.10
0.00 -34.99 -35.02 0.08 0.00000  0.00000 0.00
1000 2.50 -81.41 -81.17 0.30 0.01640  0.01637 0.17
5.00 0.00 0.00 0.00 0.07781  0.07756 0.32
0.00 10.72 10.58 131 0.00000  0.00000 0.00
10000 2.50 -24.52 -24.28 0.99 -0.00033 -0.00031 4,70
5.00 0.00 0.00 0.00 0.01406  0.01392 1.02
0.00 -0.30 -0.28 5.29 0.00000  0.00000 0.00
100000 2.50 0.02 0.02 4.76 -0.00011 -0.00010 3.16
5.00 0.00 0.00 0.00 0.00251  0.00244 3.17
-2.5E-01
K1=10
-2 0E-01 K2 f 100 — Sol. Analit.
' Ej; 1%0 — Hetényi (1946)
K5 = 100000
-1.5E-01 7 n
B Presente

ML/EI

-1.0E-01 A

-5.0E-02

Trabaho

5.0E-02

0.4

0.5 0.6
XL

0.7 0.8 0.9

Nota Vaores de K em kN/nm?

10

Figura5.11 — Exemplo 3 — Momentos Fletores.
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1.0E-02

2.0E-02 A

3.0E-02 A

=
S 40802
| — Sol. Analit K1=10
6.0E-02 - K3 = 1000
. oresent K4 = 10000
resente —
7.0E-02 - hling K5 = 100000
| |
8.0E-02 -
9.0E-02
0.0 01 02 03 0.4 05 06 07 08 09 1.0

X/L Nota Vdores de K em kN/m?

Figura5.12 — Exemplo 3 - Deflexdes.

5.34-EXEMPLO 4

Para que se possa analisar a influéncia do comprimento L da viga na andlise do
problema de contato bilateral, este exemplo apresenta a andlise de uma viga de
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comprimento infinito. O comprimento da viga foi determinado de forma que os
momentos e o0s deslocamentos tomados nas extremidades fossem iguais ou bem
proximos de zero. Para representar esse tipo de problema, considerou-se uma viga
apoiada apenas sobre uma base eléstica e sujeita a uma carga concentrada aplicada no
meio, conforme indicado na Figura 5.13. Os principais dados sdo: P = 10° kN, L = 50
meEl = 10" kN.me,

A demonstragdo das equagOes analiticas para momento fletor M e deflexéo
lateral w, que descrevem o comportamento da estrutura dada, pode ser encontrada em
Hetényi (1946). Vae colocar que as equagbes dadas para a solucdo analitica
considerando caso de vigas infinitas séo diferentes das equactes dadas para o caso de
vigas finitas. Convém, entretanto, ressaltar, que a analise feita pelo presente trabalho é
a mesma para ambos os casos e 0 que difere uma andlise da outra € a variacdo do
comprimento L daviga. As equagdes 5.11 e 5.12 listadas na seqiéncia, correspondem

as acima mencionadas.

A El l ,S B X
1 —>
I
DR
L/2 L/2
VAU

Figura5.13 — Exemplo 4 — Esquema Estrutural.

M(x) = % e ™ (coshx —senAx)

(5.11),

w(x) = %e‘“ (COSAX +SenAx)

(5.12)
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onde A é dado pela equagéo 5.4.

Para uma melhor compreensdo do comportamento estrutural, a Figura 5.14
mostra a base modelada de acordo a teoria adotada e apresenta a configuracéo
deformada da barra para o caso de contato bilateral, conforme a aplicacdo da carga

acima esquematizada.

Figura5.14 — Exemplo 4 - Configuracéo Deformada.

Mostram-se, a seguir, as andlises feitas para esse caso. O esguema estrutural
proposto foi analisado para apenas um valor de K igua a 10° kN/n?. Considerando que
0 comprimento da viga € muito grande, o que resulta em um nimero muito grande de
apoios elésticos, atabela 5.4 apresenta as comparagdes dos resultados de apenas alguns
apoios. Devido a simetria da problema, estdo contidos na tabela os resultados apenas
para metade daviga. As Figuras 5.15 e 5.16 mostram os gréficos tracados através dos
resultados do problema.

Uma vez considerado o problema de contato bilateral, fica fécil perceber, que,
quando a viga sofre a agdo do carregamento, as regioes de tracdo e compressao da base
se formam de maneira alternada, ou seja, a viga se deforma sobre 0 aspecto de onda e os
valores dos resultados decrescem ao longo do comprimento daviga.

Tabela 5.4 — Exemplo 4 — Analise Comparativa dos Momentos Fletores e Deflexdes.
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5 Momentos fletores(kN.m) Deflexdes(m)

K(kN/n) X(m) Sol. Analit. Sol. Num. Erro(%) |Sol. Analit. Sol. Num. Erro(%)
25.00 -0.01 0.00 100.00 | -0.00001 -0.00003  154.58

23.00 -0.08 -0.06 29.20 -0.00001  -0.00002 36.40

21.00 -0.20 -0.19 6.37 0.00002  0.00002 5.64

19.00 -0.22 -0.21 1.19 0.00013  0.00013 1.26

17.00 0.31 0.31 0.67 0.00031  0.00031 0.20

15.00 2.04 2.04 0.12 0.00032  0.00033 1.00

1000 13.00 4.79 4.79 0.05 -0.00052  -0.00052 0.38

11.00 4.84 4.86 0.35 -0.00319 -0.00318 0.35

9.00 -8.47 -8.43 0.45 -0.00738 -0.00735 0.30

7.00 -50.03 -49.99 0.08 -0.00720 -0.00719 0.22

5.00 -113.61 -113.68 0.06 0.01385  0.01387 0.12

3.00 -106.89 -107.30 0.38 0.07831  0.07833 0.03

0.00 628.72 627.68 0.16 0.19882  0.19880 0.01

5{

-1.0E+00

5.0E-01 - /\

0.0E+00 w + +

+

5.0E-01 A

1.0E+00 K = 1000

ML/EI

1.5E+00

— Sol. Andlit.
2.0E+00 1 Hetényi (1946)

2.5E+00 1 * Presente
Trabaho
3.0E+00

3.5E+00
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
X/L Nota Vaores de K em kN/n?

Figura 5.15 — Exemplo 4 — Momentos Fletores.
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-5.0E-04

0.0E+00
5.0E-04
1.0E-03 K = 1000

1.5E-03

2.0E-03

WiL

| — Sol. Andlit.
25503 Hetényi (1946)
3.0E-03 |
= Presente

3.5E-03 1 Trabalho

4.0E-03

4.5E-03

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
XIL

Nota Valores de K em kN/n?

Figura5.16 — Exemplo 4 - Deflexdes.

5.4 - PROBLEMA DE CONTATO UNILATERAL



Essa secéo traz a andlise do problema de contato unilateral entre vigas e bases
elésticas, que é mostrada através dos exemplos numéricos a seguir. E importante
colocar que esta analise € ndo-linear, uma vez que considera a formagao de regides sem
contato entre viga e fundagdo, ou seja a base resiste apenas aos esfor¢os de compressao.
Assim como na andlise bilateral, os efeitos das forgas de atrito entre a viga e a base séo
desprezados.

Para cada problema, so utilizadas tabelas comparativas que mostram 0s erros
encontrados atravées da comparagdo feita entre os resultados numeéricos obtidos através
do presente trabalho e os resultados numéricos de Pereira (2003), que usou o0 “Método
dos Elementos Finitos’ e a técnicas de programacdo matemética como metodologias de
solugdo para os problemas de contato.

Para se chegar a resposta dos problemas de contato unilateral, o programa toma
como base os vaores obtidos através da andlise bilateral e, desprezando os apoios
sujeitos aos esforgos de tracdo, através de um processo iterativo, chega-se ao resultado
final que é a solucéo do problema de contato unilateral. Para se desprezarem 0s apoios
sujeitos aos esforcos de tracdo, foi preciso substituir os valores das constantes de mola
por valores pequenos mas que fossem suficientemente altos para ndo se ocasionarem
erros numeéricos ao programa. Este procedimento esta descrito a seguir: nos casos em
que os valores do coeficiente de rigidez da fundagéo K sdo da ordem de 10 kN/n? e 102
kN/me, sdo tomados valores de 1 kN/m para a constante de mola, o que ndo ultrapassa a
dez porcento do valor inicialmente atribuido. Desta forma ndo afetam o resultado nem
provocam erros numeéricos ao programa. Para valores onde o coeficiente de rigidez da
fundacdo varia entre 103 kN/m? e 10°kN/m?, so tomados valores de 5 kN/m para a
constante de mola. Houve, neste caso, também, a preocupacdo de ndo se usar valores de
K, altos, que pudessem influenciar nos resultados. Considerando a magnitude dos
demais dados, fez-se necessario que este valor fosse 0 menor possivel, desde que ndo

0Casi ONasse erros NUMEricos ap programa.

541-EXEMPLOS5
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Este exemplo trata 0 caso de uma viga apoiada nas extremidades por dois apoios
rigidos e sujeita a duas cargas momento também aplicadas nessas extremidades,
conforme indicado na Figura’5.17. H4, em todo o comprimento da viga, o contato dessa
com uma base elastica. Foram adotados os seguintes valores para 0 momento fletor e
para a rigidez a flexdo: M;= 10?2 kN.m, M, = -10? kN.m, El = 10° kN.n?. E para o
comprimento daviga, tem-seL = 5m.

"~ El /\:AZX

| | —

| & [x] = |
L

Figura5.17 — Exemplo 5 — Esquema Estrutural.

A Figura 5.18 mostra a estrutura deste exemplo com a base representada por
apoios deforméaveis. Iniciamente, atencéo especia serd dada a andlise do problema de
contato unilateral (PCU), onde se considera que a fundacdo reage apenas as solicitaces
de compressdo. Posteriormente, sera tratado o problema cléssico de contato entre aviga
e a base eléastica do tipo Winkler, onde se considera que a base tem 0 mesmo
comportamento a tragdo e a compressao; trata-se entdo do problema de contato bilateral
(PCB). Nota-se, que, para determinados valores do carregamento, a viga apresenta em
sua configuracdo deformada o surgimento de uma regido sem contato e outra onde
permanece 0 contato entre a viga e a fundacdo, caracterizando assim, o problema de

contato unilateral.
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Figura5.18 — Exemplo 5 - Configuragéo Deformada.

A tabela 5.5 traz os resultados dessa anadlise. Nela pode-se notar uma boa
concordancia dos resultados quando € feita a comparagdo entre os valores dos
deslocamentos obtidos através das solugcbes numeéricas do presente trabalho (Sol.
Num.2) e de Pereira (2003) (Sol. Num.1).

As Figuras 5.19 e 5.20 fornecem, para diversos valores de K, a variagdo do
momento fletor ao longo da barra. Os problemas de contato bilateral (PCB) e unilateral
(PCU) sdo comparados na figura 5.20.

A Figura 5.21 compara as solugdes dos deslocamentos de Pereira (2003) e do
presente trabalho. Nela fica evidenciada a influéncia do paréametro de rigidez K no
comportamento do sistema estrutural em analise, para o caso do problema de contato
unilateral. Através do grafico, nota-se claramente, que a regido de contato entre 0s
corpos diminui a medida o valor da rigidez da base elastica aumenta. Finalmente, a
Figura 5.22 tem o propdsito de verificar, para uma base elastica de pardmetros K
indicados, a diferenca entre a consideracdo do contato bilateral (PCB) e contato
unilateral (PCU) entre os corpos. Considerou-se apenas os resultados do presente
trabalho para a deflex&o lateral da viga. Conclui-se que a consideracéo das restrices
unilaterais de contato na analise, introduz significativas mudangas no comportamento da
estruturaem estudo. Os valores de K variam conforme indicado natabela.

Tabela 5.5 — Exemplo 5 — Andlise Comparativa dos Deslocamentos.
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K(KN/m?)

X(m)

Deflexdes(m)

So.Numl | Sol.Num2 | Desvio(%)
10 1.25 0.03824 0.03876 1.38
3.75 -0.03972 -0.03940 0.80
100 1.25 0.03255 0.03294 1.19
3.75 -0.04416 -0.04379 0.84
1000 3.50 -0.05642 -0.05621 0.36
3.75 -0.05748 -0.05686 1.07
10000 3.25 -0.06869 -0.06752 1.69
3.75 -0.06977 -0.06863 1.63
100000 3.50 -0.07865 -0.07858 0.08
3.75 -0.07702 -0.07632 0.90
-6.0E-01
K1=10
-40E-01 1 K2=100
K3 = 1000
K4 = 10000
-20E-01 { K5= 100000
0.0E+00 - ; ; ; ;
u
-
=
2.0E-01 -
— Presente
Trabaho
4.0E-01 —
6.0E-01
0.0 0.1 0.2 0.3 04 05 0.6 0.7 0.8 09 1.0

XIL

Nota Vaores de K em kN/nm?

Figura5.19 — Exemplo 5 — Momentos Fletores.
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Figura 5.20 — Exemplo 5 — Comparagdo dos Problemas de Contato — Momento Fletor.
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Figura5.21 — Exemplo 5 - Deflexdes.
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Figura 5.22 — Exemplo 5 — Comparacdo dos Problemas de Contato para as Deflexdes.

5.4.2-EXEMPLO 6
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A Figura 5.23 fornece o segundo problema a ser analisada a situagéo de contato
unilateral. Trata-se de uma viga com dois apoios rigidos nas extremidades e apiada em
todo o seu comprimento sobre uma fundacdo elastica. O carregamento aplicado
consiste de momentos fletores concentrados, de mesma intensidade, aplicados nas
extremidades e uma carga vertica aplicada no cento, no sentido positivo do eixoy. O
comprimento da barra é dado por L = 10 m. Foram considerados para 0S momentos
fletores e para a carga concentrada os seguintes valores: M; = -102 KN.m, M, = 102 kN.m
eP = 150 kN e paraarigidez aflex&o o valor de El = 103 KN.nm?.

M 1 l M 2
2 B\ X
I  ——
= GES
L/2 L/2
"

Figura5.23 — Exemplo 6 — Esquema Estrutural.

Conforme a andlise feita na secdo anterior, serd analisado iniciamente o
problema de contato unilateral (PCU) e, consequentemente, o problema de contato
bilateral (PCB) entre os corpos. Atencéo especial sera dada aos resultados do primeiro
problema. A Figura 5.24 mostra o0 modelo adotado para a estrutura acima, com a base
representada através de molas, onde € considerando o modelo de fundacdo de Winkler
na solucdo. E também apresentada a configuracio deformada da barra. Vé-se através
dos graficos a seguir, que, dependendo da magnitude do coeficiente K, do carregamento
aplicado e considerando a hipétese de contato unilateral, podem surgir duas regides
onde h& a perda de contato nas extremidades da viga com a fundacdo, caracterizando o

contato unilateral .
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Figura 5.24 — Exemplo 6 - Configuracéo Deformada.

A tabela 5.6, mostrada a seguir, fornece a variagdo da deflex&o lateral da viga
para diversos valores do parametro de rigidez da base elastica K. Mais umavez pode-se
notar, através da comparagdo feita entre os solugdes numeéricas de Pereira (Sol. Num.1)
e do presente trabalho (Sol. Num.2), uma boa concordancia dos resultados.

As Figuras 5.25 e 5.27 fornecem os graficos com os resultados dos momentos
fletores e das deflexdes, respectivamente, cal culados para diversos valores do parametro
K da base eléstica. Fica evidenciada mais uma vez a influéncia desse parémetro no
comportamento estrutural quando se considera 0 problema de contato unilateral.
Através da Figura 5.27, percebe-se que a regido de contato entre os corpos diminui a
medida que o vaor da rigidez da base aumenta. No caso da base flexivel (valor de K
baixo), tem-se 0 contato completo entre os corpos. A reagdo da base, considerando o
problema de contato unilateral entre os corpos, esta mostrada na Figura 5.29. Como
pretendido, pode-se notar ai, a reacéo da base apenas na regido onde o contato entre 0s
COrpos permanece.

As Figuras 5.26 e 528 tém o propdsito de mostrar a diferenca entre a
consideracgéo do contato bilateral (PCB) e do contato unilateral (PCU) entre os corpos.
Conclui-se que a consideracéo das restricdes unilaterais de contato na andlise introduz
significativas mudancas no comportamento do sistema estrutural em estudo.

Vale afirmar, que, para a base elésticamaisrigida, isto €, com valores de K mais

elevados, as solugbes apresentadas comecam a se divergir.
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Tabela 5.6 — Exemplo 6 — Andlise Comparativa dos Deslocamentos.

ML/EI

K(kN/m?) X(m) DeflexGes(m) _
So.Numl | Sol.Num2 | Desvio(%)
10 2.75 0.64205 0.63395 1.26
7.25 0.64205 0.63312 1.39
100 3.00 0.10601 0.10664 0.59
7.00 0.10601 0.10641 0.37
1000 1.25 -0.07477 -0.07368 1.46
8.75 -0.07477 -0.07367 1.47
10000 1.00 -0.07777 -0.07471 3.94
9.00 -0.07777 -0.07484 3.78
100000 1.25 -0.08813 -0.08376 4.95
8.75 -0.08813 -0.08378 493
-1.5E+00
K1=10

-1.0E+00 W K2 = 100 u

-5.0E-01
0.0E+00

5.0E-01 A

B Presente

1OE+00 1 . Trabaho
15E+00 — Perera

' (2003)

m K1 -

2.0E+00 |

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
X/L Nota: Vaores de K em kN/nm?

Figura 5.25 — Exemplo 6 — Momentos Fletores.
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Figura 5.26 — Exemplo 6 — Comparagdo dos Problemas de Contato — Momento Fletor.
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Figura5.27 — Exemplo 6 - Deflexdes.
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Figura 5.28 — Exemplo 6 — Comparagdo dos Problemas de Contato para as Deflexdes.
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Figura 5.29 — Exemplo 6 — Reacdo R, da Base Elastica.

54.3-EXEMPLO 7
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Para este exemplo, considere uma viga continua, com dois vaosiguaisalL/2, em
contato com uma base eléstica do tipo Winkler e submetida a uma carga uniformemente
distribuida ao longo do primeiro vao, conforme mostra a Figura 5.30. Tem-se, para a
analise do sistema estrutural proposto, arigidez a flexdo daviga El = 108 kN.m?, o valor
do carregamento q = 1 kN/m e para o comprimento de cada véo da barratem-seL/2 =5

m.

YYY V VY El X
11—
| L AN AN |
L/2
fe—————
y,W

Figura5.30 — Exemplo 7 — Esquema Estrutural.

O modelo adotado, incluindo a representacdo da base através de molas, e a
configuragéo deformada da barra, do esquema estrutural acima, estéo representados na
Figura 5.31, de onde pode-se destacar a formagdo de uma regido sem contato no vao
direito e uma regido de contato no vao esquerdo, caracterizando a situagdo de contato
unilateral entre os corpos. Considerando varias magnitudes do parémetro de rigidez da
base K, para o problema de contato bilateral (PCB) e principa mente para o problema de
contato unilateral (PCU) entre aviga e a base elastica, pdde-se analisar esses dois casos
através dos gréficos mostrados posteriormente. Neste caso, como um dos vaos da viga
perde totalmente o contato com a fundagdo, fica facil perceber a grande influéncia da
base, com valor de K elevado, no comportamento daviga. 1sto pode ser visto com mais
clareza nos gréficos que descrevem o comportamento da barra, considerando
principalmente o valor de K = 10* Kn/m?.
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Figura 5.31 — Exemplo 7 - Configuracéo Deformada.

A tabela 5.7, com os resultados do estudo comparativo dos valores dos
deslocamentos obtidos através da solugdo numeérica do presente trabalho (Sol. Num.2) e
de Pereira (2003) (Sol. Num.1), para alguns pontos da viga do exemplo 7, é registrada a
seguir. Nota-se 0 bom desempenho do programa quando se analisam 0s erros, 0 que
também pode ser evidenciado através dos gréficos.

A variagdo do momento fletor M ao longo da viga pode se vista na Figura 5.32.
S&o comparados os resultados do presente trabalho e os de Pereira (2003) para varios
valores do coeficiente de rigidez K da base.

A Figura 5.34 apresenta a variagdo da deflexdo lateral w da viga, mostrando a
boa concordancia dos resultados obtidos através do presente trabalho com os de Pereira
(2003).

Por fim, destaca-se ainfluéncia do tipo das restricdes de contato entre aviga e a
base elastica do tipo Winkler, através das Figuras 5.33 e 5.35, onde € mostrada a
comparagdo do comportamento da viga, através dos momentos fletores e das deflexdes
laterais, respectivamente, considerando os problemas de contato bilateral (PCB) e
unilateral (PCU).

No sistema estrutural em estudo, fica evidenciado, mais uma vez, a diferenca de
comportamento da viga e da base eléstica, caso a hipdtese de contato unilateral sgja

introduzida na andlise.
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Tabela 5.7 — Exemplo 7 — Andlise Comparativa dos Deslocamentos.

K(kN/m?) X(m) DeflexGes(m) _
So.Numl | Sol.Num2 | Desvio(%)
10 2.50 0.005607 0.005437 3.03
7.50 -0.002323 -0.002314 0.40
100 2.50 0.004003 0.003917 2.16
7.50 -0.001683 -0.001691 0.45
1000 2.50 0.001019 0.001016 0.34
7.50 -0.000486 -0.000495 1.93
10000 2.50 0.000108 0.000109 0.56
7.50 -0.000089 -0.000087 2.17
100000 2.50 0.000010 0.000010 0.43
-2.0E-02
158021 K1=10
K2 = 100
10021  K3=1000
K4 = 10000
-5.0E-03 -
g 00E+(D N }
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K2 _ Tr 0
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2.0E-02 | K1 . (2003)
2.5E-02 |
00 01 0.2 03 04 05 06 07 08 09 1.0

XL

Nota: Vaores de K em kN/n?

Figura5.32 — Exemplo 7 — Momentos Fletores.
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Figura 5.33 — Exemplo 7 — Comparagdo dos Problemas de Contato — Momento Fletor.
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Figura 5.34 — Exemplo 7 — Deflexdes.
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Figura 5.35 — Exemplo 7 — Comparacdo dos Problemas de Contato para as Deflexdes.

5.4.4-EXEMPLO 8
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Conforme o exemplo anterior, esta secdo tem o propésito de destacar, através da
andlise do sistema estrutural mostrado na Figura 5.36, como o comportamento de uma
viga continua pode ser alterado caso sgiam consideradas restricbes unilaterais de
contato. Trata-se um caso de viga continua de trés vaos iguais de comprimento L/3,
apoiada sobre quatro apoios rigidos e em contato com uma fundagéo eléstica do tipo
Winkler em todo o comprimento. A viga esta sujeita a uma carga uniformemente
distribuida, aplicada ao longo do vao central. Neste caso, o valor darigidez a flexdo da
barra, El , € del0® kN.n?, o0 da carga g € del kN/m e tem-se para 0 comprimento L o

valor de5 m.

Yvyvyvyeyvyy El X
| | L -
AN AN AN AN
L/3
y,w

Figura5.36 — Exemplo 8 — Esquema Estrutural.

Observe que ocorre a perda de contato entre a fundagcdo e a viga, nos vaos
externos, e permanece o0 contato no vao central, 0 que caracteriza o problema de contato
unilateral. A Figura 5.37 fornece a configuragdo deformada da barra da estrutura do
exemplo 8 com a base modelada através de molas. Nesta andlise, também se considera
o contato bilateral entre a base eléstica e a viga, e os dois resultados estédo mostrados e
comparados nos graficos mostrados na sequiéncia.

Assim como no exemplo anterior, também nesse, pode-se constatar a influéncia
direta de bases muito rigidas, no comportamento da viga, que apresenta curvas que

perdem a semelhanca com as demaiss, tracadas com valores de K baixos.
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Figura5.37 — Exemplo 8 — Configuragdo Deformada.

Como esperado, a medida que a base elastica torna-se mais rigida os
deslocamentos da viga vao diminuindo. Considerando que a base rega somente as
solicitaces de compressdo, verifica-se, como também esperado, através da tabela 5.23,
gue a deflexdo da barra na regido de perda de contato torna-se mais elevada com a
reacdo da base se anulando nessa regiéo.

A tabela, acima mencionada, apresenta a comparacdo entre os valores dos
deslocamentos obtidos através das solucbes numericas do presente trabalho (Sol.
Num.2) e as de Pereira (2003) (Sol. Num.1) de alguns pontos daviga do exemplo 8. De
um modo geral, os desvios encontrados foram pequenos, mostrando, mais uma vez, o
bom desempenho do programa desenvolvido para a andlise do problema de contato
unilateral.

Os resultados dessa andlise também podem ser vistos nas Figuras 5.38 a 5.42,
onde sdo tragados os graficos com as variagdes dos momentos fletores M, das deflexdes
laterais w e das reacfes da base R, para diversos valores do coeficiente de rigidez K da
fundacdo. E mostrado, também, o comportamento da estrutura comparando, em aguns
casos, 0s problemas de contato bilateral (PCB) e unilateral (PCU).

Tabela 5.8 — Exemplo 8 — Andlise Comparativa dos Deslocamentos.
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K(kN/m?) X(m) DeflexGes(m) _
So.Numl | Sol.Num2 | Desvio(%)
2.50 -0.001886 -0.001911 1.31
10 7.50 0.004250 0.004073 4.16
12.50 -0.001886 -0.001859 1.44
2.50 -0.001465 -0.001432 2.26
100 7.50 0.003265 0.003158 3.26
12.50 -0.001465 -0.001458 0.48
2.75 -0.000493 -0.000497 0.76
1000 7.75 0.000954 0.000949 0.47
12.75 -0.000458 -0.000468 2.09
2.75 -0.000091 -0.000090 1.44
10000 7.75 0.000107 0.000108 1.32
12.75 -0.000085 -0.000083 2.16
100000 75 0.000010 0.000010 0.36
2.5E-02

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
X/L Nota Vdores de K em kN/m?

Figura 5.38 — Exemplo 8 — Momentos Fletores.
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Figura 5.39 — Exemplo 8 — Comparacdo dos Problemas de Contato — Momento Fletor.
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Figura 5.40 — Exemplo 8 — Deflexdes.
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Figura5.41 —

Exemplo 8 — Comparacédo dos Problemas de Contato para as Deflexdes.
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Figura5.42 — Exemplo 8 — Reacdo R, da Base Elastica.

5.45-EXEMPLO 9
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A Figura5.43 ilustra 0 esqguema estrutural a ser abordado nesta se¢do. Refere-se
a uma viga totamente apoiada sobre uma fundagdo elastica do tipo Winkler. O
carregamento atuante é representado por uma carga concentrada aplicada no meio, no
sentido positivo do eixo y. Os dados para a andlise desta estrutura, séo representados
pelos valores darigidez da barra de El = 10% kN.m?, pelo valor do carregamento de P =
102 kN e pelo comprimento davigade L = 6 m. O problema é analisado considerando
a hipotese de contato unilateral entre a viga e a fundacdo elastica. Uma Segunda

hipétese é considerada, que € a de contato bilateral, e os resultados séo comparados.

Figura5.43 — Exemplo 9 — Esquema Estrutural.

Para esse exemplo, € importante salientar que, para determinados valores dos
dados do problema, ha casos em que ha o aparecimento de regifes sem contato nas
extremidades da barra. A Figura 5.44 apresenta 0 modelo da base elastica adotado,
juntamente com a configuracdo deformada da viga, ressaltando esta perda de contato, o

que caracteriza o problema de contato unilateral.
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Figura 5.44 — Exemplo 9 - Configuracéo Deformada.

Os resultados apresentados a seguir, na tabela 5.9, comparam os vaores dos
deslocamentos obtidos através das solucbes numeéricas do presente trabalho (Sol.
Num.2) e os de Pereira (2003) (Sol. Num.1) em diversos pontos da viga, para apenas
um valor de K. No entanto, s0 apresentadas analises para varios valores desse.
Observa-se, mais uma vez, uma boa aproximagdo entre os dois resultados comparados,
0 que comprova 0 bom desempenho do programa na analise dos problemas de contato
unilateral.

A Figura 5.47 traz o gréfico com 0 comportamento da viga mostrado através dos
valores da deflexdes laterais. Neste caso, fez-se a comparacdo entre os valores
calculados através do presente trabalho e de Pereira (2003) para apenas um valor de K.

As Figuras 5.45 e 5.49 mostram os gréficos representativos dos valores dos
momentos fletores e da reacdo da base, respectivamente, para os coeficientes de rigidez
da base indicados.

A comparacdo do comportamento da viga, considerando os problemas de
contato bilateral (PCB) e unilateral (PCU), esta mostrada nas Figuras 5.46 e 5.48.

Por fim, constata-se, como esperado, que 0s momentos se anularam onde houve
a perda de contato da viga com a fundagdo. O que n&o ocorreu, também como esperado,

quando se considerou o contato bilateral.

Tabela 5.9 — Exemplo 9 — Andlise Comparativa dos Deslocamentos.
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K(KN/m?)

X(m)

Deflexdes(m)

So.Numl | Sol.Num2 | Desvio(%)
0.00 0.01456 0.01363 6.42
0.25 0.01332 0.01289 3.17
0.50 0.01120 0.01112 0.75
0.75 0.00870 0.00878 0.92
4000 1.00 0.00604 0.00617 2.30
1.25 0.00337 0.00348 3.30
1.75 -0.00192 -0.00195 1.56
2.00 -0.00455 -0.00466 2.33
2.50 -0.00983 -0.01008 2.60
3.00 -0.01510 -0.01550 2.68
-5.0E-02
0.0E+00 ; " 1
5.0E-02
1.0E-01 1
1.5E-01 1
T 2.0E-01
3
= 25601
3.0E-01 -
K2 =100
3.5E-01 K3 = 4000 — Pr:(;r}t]e
| ka=10000 Trebaho
40E-01 7 k5= 100000
4.5E-01
5.0E-01
0.0 01 0.2 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
XIL Nota: Valores de K em kN/m?

Figura 5.45 — Exemplo 9 — Momentos Fletores.
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-5.0E-02

0.0E+00

5.0E-02

ML/EI

1.0E-01

1.5E-01

K2

K1

K1 = 4000
K2 = 100000

2.0E-01
0.0

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7

X/L

0.8 0.9 1.0

Nota Vdores de K em kN/m?

Figura 5.46 — Exemplo 9 — Comparagdo dos Problemas de Contato — Momento Fletor.

-3.0E-03
|
-2.0E-03 A
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K1 = 4000
K2 = 10000
K3 = 100000

= 0.0E+00

1.0E-03

2.0E-03

K3
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K1

— Presente
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Pereira
(2003)
]

3.0E-03
0.0

01 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
XL

0.8 0.9 1.0
Valores de K em kN/m?2

Figura5.47 — Exemplo 9 — Deflexdes.
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-3.0E-03
K1 = 4000

-2.0E-03 K2 = 100000

-1.0E-03
_Io.0E+oo|——+—H—f—%—a j B e B R
2 K2

1.0E-03

2.0E-03

K1
3.0E-03
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
X/L Valores de K em kN/m2

Figura 5.48 — Exemplo 9 — Comparacdo dos Problemas de Contato para as Deflexdes.

-1.0E+00
0.0E+00 ‘ f —J f f f [ f
1.0E+00
2.0E+00 A
o K1
- 3.0E+00 A
& K1 = 4000
4.0E+00 - K2=10000 K2
K3 = 100000
5.0E+00 A
6.0E+00 - K3
7.0E+00
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6 0.7 0.8
X/L Nota Vdores de K em kN/m?

Figura5.49 — Exemplo 9 — Reacéo R, da Base Eléstica.
5.46-EXEMPLO 10
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O ultimo problema de contato unilateral € ilustrado na Figura 5.50. Consiste em
uma viga totalmente apoiada apenas sobre fundacéo elastica do tipo Winkler e sujeita a
uma carga parcia mente distribuida de comprimento x = 1,5 m aplicada no meio do véo.
Assim como no exemplo anterior, a andlise sera feita assumindo o contato unilateral
entre os corpos, e a titulo de comparacéo, também se assumira o contato bilateral. A
andlise foi feita considerando os seguintes dados. EI = 108 kN.m?, g = 102 kN/meL =
12m.

O problema de contato unilateral é caracterizado pela formagdo de regides sem
contato, que aparecem nas extremidades da viga, para certos valores dos dados. Esta
consideracdo estéa mostrada na Figura 5.51, que contém também a situagdo deformada
da barra e arepresentacéo da base el astica através de molas.

RAR El X

Figura5.51 — Exemplo 10 - Configuragdo Deformada.
Assim como no exemplo anterior, fez-se aqui a comparagdo entre os valores dos

deslocamentos, obtidos através das solugdes numeéricas do presente trabalho (Sol.



Num.2) e os de Pereira (2003) (Sol. Num.1) em alguns pontos da viga, para apenas um
valor de K. Estaandlise esta mostrada natabela 5.10.

As Figuras de 5.52 a 5.55 trazem o comportamento da viga representado através
da variagdo dos momentos fletores M, das deflexdes laterais w e da reacdo da base

eléstica R,, bem como a comparagdo dos problemas de contato.

Tabela5.10 — Exemplo 10 — Andlise Comparativa dos Deslocamentos.

K(KN/m?) X(m) DeflexGes(m) _
Sol. Num.1 | Sol. Num.2 | Desvio(%)
0.00 0.01792 0.01758 1.86
4000 0.75 0.01311 0.01301 0.79
6.00 -0.05007 -0.05020 0.27
-2.0E-01
0.0E+00
2.0E-01
w
— 4.0E-01 K1 =100
= K2 = 4000
K3 = 10000
6.0E-01 - K4 = 100000 T
Presente
8.0E-01 - — Trabaho
1.0E+00
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
X/L Nota: Vdores de K em kN/m?

Figura 5.52 — Exemplo 10 — Momentos Fletores.
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PCU
1.5E-01 K1 = 4000
K2 = 100000
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2.0E-01 PCB
2.5E-01 |
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
X/L Nota Vdores de K em kN/m?

Figura 5.53 — Exemplo 10 — Comparacao dos Problemas de Contato — Momento Fletor.

WL

-5.0E-03 -
-4.0E-03 — Presente
Trabaho
-3.0E-03
B Pereira
-2.0E-03 7 (Zws)
-1.0E-03 |
K3
0.0E+00 1 1 1 1 1 i
1.0E-03 K2
K1
2.0E-03
0.0 0.1 0.2 0.3 04 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
X/L Nota Vdores de K em kN/m?

Figura 5.54 — Exemplo 10 — Deflexdes.
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-5.0E-03
PCU
-4.0E-03 A
K1 = 4000
-3.0E-03 A [ ]
-2.0E-03 A
_, -1.0E-03 1
=
0.0E+00 M
K2
1.0E-03 K1
2.0E-03
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9 10
X/L Nota Vdores de K em kN/m?

Figura 5.55 — Exemplo 10 — Comparagéo dos Problemas de Contato para as Deflexdes.
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Cael’tulo 6

6- VIGAS SOBRE BASE ELASTICA SUJEITASA
VARIACAO DE TEMPERATURA

6.1-INTRODUCAO

Ha casos de vigas, que, devido as condigdes do meio em que se encontram, ndo
possuem temperatura constante ao longo de toda altura. Dessa forma, nas vigas em que
ha variacdo de temperatura diferentes em suas faces superior e inferior ocorre o
surgimento de esforcos internos, resultando em uma tendéncia da viga de fletir. A
analise desse tipo de problema, considerando estas vigas apoiadas sobre bases el ésticas,
e admitindo-se a hipdtese de contato bilateral e unilateral, ndo foi encontrada, porém, na
literatura.

Esse tipo de andlise pode ser considerado pela formulacdo proposta nesse
trabalho. Assim, as segdes 6.3 e 6.4 desse capitulo trazem a andlise de dois exemplos,
que, de certa forma, sdo apresentados como um novo tépico da literatura referente a
andlise de estruturas sujeitas a variagdo de temperatura, uma vez que considera os

problemas de contato bilateral e unilateral entre estrutura e fundacéo.

6.2—-ASPECTOS GERAIS



Os exemplos tratados agui seguirdo os mesmos padrdes dos exempl os mostrados
no capitulo anterior, com a diferenca de que ndo seréo mostradas as tabelas contendo os
resultados dos problemas. Esses resultados serdo mostrados através de gréficos que
trazem os dois tipos de andlises feitas pelo presente trabal ho.

Foram apresentados apenas os resultados obtidos pelo presente trabalho, porque
nao foram encontrados na literatura resultados que pudessem ser tomados como base
para validar as implementacGes computacionais aqui desenvolvidas; assim, os valores
apresentados poderdo ser tomados como valores comparativos para futuras pesguisas
gue possam vir a serem desenvolvidas nessa area.

Admite-se, aqui, que a variacdo de temperatura entre as superficies da vigas sgja

linear.

6.3-EXEMPLO 1

O exemplo representado a seguir trata de uma viga de dois vaos de comprimento
L/2 em contato com uma fundagéo elastica do tipo Winkler em todo o comprimento. A
viga também se apoia sobre trés apoios rigidos. O primeiro vao esta sujeito a variagbes
temperaturas em suas faces superior e inferior, conforme indicado na Figura 6.1. Dois
tipos de andlise sdo feitos; uma onde é considerado o problema contato bilateral entre os
corpos e a outra o problema de contato unilateral. Paraarigidez aflexéo davigatem-se
El = 103 kKN.m? , para o vao tem-se L/2 =3 m, para a altura da viga h = 0,4m para as
variagOes de temperatura nas faces superior e inferior At; = 140 °C, e At = 20 °C
respectivamente, para o coeficiente da fundagdo K = 10% kN/n? e para o coeficiente de

dilatacdo térmicadavigatem-se a =1,2*10° °C™.
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Figura6.1 — Exemplo 1 - Esquema Estrutural.

As Figuras 6.2 e 6.3 mostram a configuragdo deformada da viga e a
representacdo da base através de molas, para os casos de contato bilateral (PCB) e
unilateral (PCU), respectivamente. Pode-se notar, que, para 0 primeiro caso ndo ha
formacéo de regides sem contato entre 0s corpos, €, no segundo, para determinados

valores de At permanece o contato apenas no segundo vao.

¢ é 3 N El X E X
— 1 —
Lo, Ak, ok
ly,w ly,w
Figura6.2 — Exemplo 1 Figura6.3 — Exemplo 1
Deformada— PCB. Deformada— PCU.

A seguir, nas Figuras 6.4 e 6.5, s80 mostrados os gréficos representativos dos
valores dos momentos e dos deslocamentos cal culados através do presente trabal ho.

Conclui-se que a consideracéo das restricbes unilaterais de contato na analise,
introduz significativas mudancas no comportamento da estrutura em estudo. Os valores

de K estdo indicados nas figuras.
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2.0E-02

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 10

X/L Nota: Vaores de K em kN/m2

Figura 6.4 — Exemplo 1 — Momentos Fletores - PCB X PCU.

-5.0E-04

-4.0E-04

-3.0E-04 u

-2.0E-04

Wi/L

-1.0E-04

0.0E+00

1.0E-04

2.0E-04

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

X/L Nota: Vdores de K em kN/m?

Figura 6.5 — Exemplo 1 — Deflexdes - PCB X PCU.
6.4—EXEMPLO 2
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A Figura 6.6 mostra uma viga continua de trés vaos iguais de comprimento L/3.
A viga esta totalmente em contato com uma fundacdo elastica do tipo Winkler e apenas

0 vao central esta sujeito avariacao de temperatura em suas faces superior e inferior.

At El

X
| -
= T = = =

L/3
'

Figura 6.6 — Exemplo 2 - Esquema Estrutural.

As configuracdes deformadas e a representacdo da base através de molas, para
os problemas de contato bilateral (PCB), caracterizado pela ndo formagéo de regides
sem contato entre os corpos e unilateral (PCU), caracterizado pela formagdo de regides

sem contato, para determinados valores de At, est&o mostradas nas Figuras 6.7 € 6.8.

(T IN B x El o
AN D FAS L TANIE AN TAS
Vel Vel Vs inW
| |
yw y.w
Figura6.7 — Exemplo 2 Figura 6.8 — Exemplo 2
Deformada— PCB. Deformada— PCU.

Os gréficos das Figuras 6.9 e 6.10 representam os valores dos deslocamentos e
dos momentos cal culados através do presente trabalho. Os dados do problema séo: L/3
=3m,h=04mAt; = 140°C, At,= 20°C, El = 103 kKN.n?, K = 103 kN/mt e a =1,2* 10
Soc,
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X/L Nota Vaores de K em kN/m2

Figura 6.9 — Exemplo 2 — Momentos Fletores - PCB X PCU.
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Figura 6.10 — Exemplo 2 — Deflexdes - PCB X PCU.
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Cael’tulo 7

7 - CONCLUSOESE SUGESTOESPARA FUTURAS
PESQUISAS

7.1 - CONCLUSOES

Esse trabalho teve como principal objetivo, a analise de vigas em contato com
fundacbes elasticas. Foram tratados dois problemas de contato: bilateral e unilateral. A
base foi modelada de acordo com a teoria de Winkler e apds definido o modelo
numérico a ser analisado, utilizou-se da “Equacéo dos Cinco Momentos’ e da “ Equagdo
dos Trés Momentos’ para se fazer as implementagBes computacionais necess&rias a
solugdo do problema.

Analisando os exemplos numéricos estudados no Capitulo 5 e considerando a
boa aproximacao dos resultados apresentados pelo programa, pode-se concluir que estes
validam as implementacOes computacionais da metodologia apresentada. O objetivo
dessa se¢do €, entdo, apresentar algumas conclusdes que puderam ser obtidas a respeito
dos resultados e fazer algumas consideracbes que possam proporcionar um maior

esclarecimento das principais questdes tratadas nesse trabalho. Séo elas:

" Consiste em uma estratégia de solucdo bastante simples e de facil
implementacdo computacional;

" Apresentou um 6timo desempenho quanto ao tratamento dos problemas de
contato bilateral e unilateral;

. E considerado uma estratégia de solugio adequada para se resolver
problemas sujeitos a diferentes condi¢cbes de contorno e carregamento,
inclusive para vigas sujeitas a variagdes de temperatura diferentes nas
faces superior einferior;

. Os resultados foram obtidos com um tempo de processamento muito

pegueno;



Foram necessérias poucas iteracfes para se chegar a solugdo do problema
de contato unilateral, considerando o critério de convergéncia adotado
onde a diferenca entre os deslocamentos de uma iteracdo e outra posterior
deve ser menor ou igual a10°®;

Na discretizagdo da base, obteve-se uma boa resposta, tanto para a andlise
dos problemas de contato bilateral (PCB) quanto para os problemas de
contato unilateral (PCU), usando-se um espacamento de 0,25 m entre os
apoios €l asticos;

Os métodos de solucdo propostos para 0 modelo numérico, ou sga, a
“Equacdo do Trés Momentos’ e a “Equagdo dos Cinco Momentos’, se
mostraram eficazes para se resolver problemas de vigas continuas, sujeitas

a diferentes condi¢des de contorno e geometria.

7.2 -SUGESTOES PARA FUTURAS PESQUISAS

Para 0 desenvolvimento de futuras pesquisas pode-se sugerir:

Dar continuidade ao estudo de vigas apoiadas sobre bases €l asticas através
de analises experimentais;

Utilizar outros modelos de base el astica;

Dar continuidade a esta dissertacéo, estendendo a formulacéo proposta no
presente trabalho, para a andlise de cascas cilindricas circulares com
restri¢des unilaterais de contato;

Usando o método aqui desenvolvido, determinar a linhas de influéncia de

vigas sobre base elastica.
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