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Resumo

Este trabalho tem por objetivo estudar os ideais primos do anel de poli-
nomios R[X], com R um anel primo, nao necessariamente comutativo. Para
tanto, introduzimos o conceito de ideais principais fechados em R[X], que
permite caracterizar os ideais primos como contragao de ideais de Q[X] sendo
definidos por polinémios ménicos irredutiveis de C[X], onde @ é o anel de

quocientes a direita de Martindale de R e C' é o centro de (), que é um corpo.

Abstract

The purpose of this work is to study prime ideals of the polynomial ring
R[X], where R is not necessarily commutative prime ring. For this, we intro-
duce the concept of principal closed ideals of R[X]. This gives a characteriza-
tion of its prime ideals as contraction of ideals of Q[X] defined by irreducible
monic polynomials of C'[X], where @ is the Martindale’s ring of right quotient
of R and C' is the center of (), which is a field.
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Introducao

Neste trabalho, nosso principal objetivo é estudar os ideais primos em
anéis de polinomios sobre um anel primo, nao necessariamente comutativo,
R. Nossa principal referéncia é o trabalho de M. Ferrero [2], cuja motivagao
foi dar uma resposta a questao formulada pela Profa. A. M. Souza Doering ao
autor, sobre a validade de alguns resultados conhecidos para ideais primos em
anéis de polinomios sobre dominios comutativos, quando considerados para o

caso nao comutativo.

Um caso particularmente interessante é abordado no Capitulo 3 (Corolé-
rio 3.10), onde apresentamos uma versao nao comutativa do Teorema 36, Pag.

25 de [8] (Veja Teorema 1.15).

Para responder esta questdo, o autor de [2], introduziu o conceito fun-
damental de ideal principal fechado em anéis de polindmios, que permite
obter resultados muito interessantes no estudo dos ideais primos em anéis de

polindmios sobre um anel primo nao necessariamente comutativo.

A maioria das demonstragoes aqui apresentadas, segue a argumentagao
dada em [2], com algumas excecoes relativas principalmente aos resultados

do Capitulo 5, que segue [3].

No Capitulo 1, colocamos os pré-requisitos necessarios ao desenvolvimento

do texto. Ali aparecem as definicbes dos objetos abordados nos capitulos



seguintes, bem como alguns resultados da teoria geral da dlgebra nao comu-

tativa, dos quais fazemos uso.

No Capitulo 2, introduzimos a definicao de ideal principal fechado em
anéis de polinomios sobre anéis primos. O principal resultado obtido ¢ o
Teorema 2.5 afirmando que, em um anel primo R, todo ideal R-disjunto
de R[X], possui um menor ideal principal fechado de R[X]| que o contém.
Em seguida, provamos algumas propriedades operacionais destes ideais e sua
relagdo com os ideais primos de R[X](Corolario 2.9). Finalmente, considera-
mos o caso em que R é simples, relacionando os ideais de R[X] com os ideais

de C'(R)[X] (Corolario 2.11).

O Capitulo 3 é certamente o principal deste trabalho. Nele consideraremos
R um anel primo, C' o centroéide estendido e () o anel de quocientes a direita de
Martindale de R. Entao, caracterizamos os ideais principais fechados através
de extensao e contragao de ideais entre R[ X |, Q[X] e C[X]. Mais precisamente
o resultado crucial obtido neste trabalho é o Teorema 3.3, onde dados R
um anel primo, 7" um anel de quocientes a direita(ou & esquerda) de R,
h& uma correspondéncia biunivoca via contragao, entre o conjunto de todos
os ideais principais fechados de R[X], o conjunto de todos ideais principais
fechados de T'[X] e também com o conjunto de todos os polinémios monicos
de C[X]. Fazendo uso deste teorema, obtemos o importante Coroldrio 3.6
que caracteriza os ideais primos T-disjuntos de T'[X] como sendo os ideais da
forma Q[X]fo N T[X], para algum polinémio moénico irredutivel f, € C[X].

Concluindo este capitulo, apresentamos Corolario 3.10 citado acima.

No Capitulo 4, abordamos uma propriedade de fatoracao unica de ideais
principais fechados. Para tal, provamos o Teorema 4.3, mostrando que um

ideal principal fechado I de R[X]| possui a propriedade de ser escrito como



intersegao finita de ideais principais fechados, associados a poténcias de ideais
primos de R[X], relacionados com o polinémio moénico de C[X] associado a

I pelo Teorema 3.3.

Finalizando nosso trabalho no Capitulo 5 mostramos algumas aplicacoes

dos resultados obtidos nos capitulos iniciais.



Capitulo 1

Pré-requisitos

O objetivo deste capitulo é introduzir defini¢oes e resultados que serao
utilizados no decorrer deste trabalho. Vamos supor conhecidas as nogoes

basicas da Teoria de Anéis.

Consideraremos sempre R um anel associativo com unidade e R[X] o anel
de polinomios sobre R. Se R C S é uma extensao de anéis, entao R e S
compartilham a unidade. O ideal gerado em R por um subconjunto A serd

denotado por (A)g.

Quando um ideal I de R for bilateral, diremos apenas que I é um ideal de
R e denotaremos por I << R. Um ideal nao nulo P de R[X] com PN R =0
serd chamado de ideal R-disjunto. Ao conjunto C(R) = {x € R | zy =

yx, Vy € R} chamaremos de centro de R.

Se f € R[X], as notagoes Of e lc(f) indicam grau de f e coeficiente
lider de f, respectivamente. Definimos, para um ideal qualquer I de R[X],

Min(I) = Min{0f | 0# f € I}.

Algumas demonstracoes deste capitulo serao omitidas por serem imediatas

ou encontrarem-se na bibliografia deste trabalho.



1.1 Conceitos Basicos
Definicao 1.1. Um ideal P de um anel R é primo se, para quaisquer ideais
IeddeR,IJC P implical CP ouJCP.

Proposigao 1.2. (/9], Proposi¢ao 10.2) Seja P um ideal do anel R. As

sequintes condicoes sao equivalentes:

i) P é um ideal primo;
ii) Sea,b€ R com (a)r(b)r C P, entio a € P ou b € P;
iii) Se a,b € R com aRb C P, entioa € P ou be P;

iv) Se I e J sdo ideais a esquerda (a direita) de R, entao IJ C P implica
I CPouldCP;

v) Dados ideais I e J de R tais que I O P e J D P. Se IJ C P, entao
I=Poul=P.

Adotaremos a seguinte notacdo, P <" R para denotar que P é um ideal

primo de R.

Definigao 1.3. Um anel R € dito primo se (0)r € um ideal primo.

Seja P um ideal primo nao nulo do anel de polinomios R[X]. Sempre
podemos supor que P N R = 0, caso contrario, podemos fatorar R como
R=R/(PNR)e P como P=P/(PNR)[X], entdo R serd um anel primo e
P sera um ideal primo de R[X] com P N R = 0. Por esta razao o estudo de
ideais primos P, de R[X] sempre pode ser reduzido ao caso em que R é primo

ePNR=0.



Se I ¢ um ideal R-disjunto de R[X], denotaremos por 7(I) o subcon-
junto de R consistindo do elemento nulo e todos os coeficientes lideres dos

polindmios de grau minimo em I. E facil ver que 7(I) é um ideal de R.

Proposigao 1.4. Seja R um anel primo. Entao qualquer ideal 0 # I < R
tem anulador a direita (a esquerda) igual a zero, isto €, o ideal Ann,.(I) =
{reR| Iz=0}=0.

Demonstragao: Seja R um anel primo e [ ideal nao nulo de R. Suponha-
mos, por contradi¢do, que Ann,(I) # 0. Como I - Ann,.(I) =0, I = 0 ou

Ann,.(I) = 0, pois R é primo, o que é uma contradigao. O

Definicao 1.5. Um anel R ¢é regular (Von Neumann) se para todo a € R,

existe r € R, tal que ara = a.

Esta condigao equivale ao fato de que cada ideal & esquerda (a direita),

finitamente gerado, é um ideal principal gerado por um elemento idempotente.

Definicao 1.6. Um anel R é dito fortemente primo a direita, se todo ideal
nao nulo de R contém um conjunto finito cujo anulador a direita € igual a

ZET0.

Este conjunto é chamado de isolador. Um anel fortemente primo a es-

querda ¢ definido analogamente.

Definicao 1.7. Um ideal I de um anel R € dito fortemente primo a direita

(a esquerda) se o anel R,/ I € fortemente primo a direita (a esquerda).

Definicao 1.8. Um anel R é simples se seus unicos ideais sao os triviais,

isto €, 0 e R.

Definicao 1.9. Dizemos que um ideal a direita Jde R é um ideal a direita

essencial de R se, para todo ideal a direita 0 # K de R, temos J N K # 0.



Seja R um anel primo. Entao um ideal de R é essencial se, e somente se,
este ideal é nao nulo. De fato, seja 0 # J um ideal de R. Dado K # 0 é
facil ver que 0 # JK C JN K. Logo J é um ideal essencial. A reciproca é

imediata.

Seja x € R. Definimos o anulador & direita (& esquerda) do elemento x
por Ann,(z) ={be R| xb= 0}.
Proposicao 1.10. O conjunto Z.(R) = {x € R | Ann,(x) € um ideal a

direita essencial de R } é um ideal de R chamado de ideal singular a direita

de R.

O anel R ¢ dito nao singular a direita se Z,(R) =0 .

Definicao 1.11. Seja R um anel e P um ideal de R. P ¢é dito um ideal
primitivo a direita (a esquerda) em R, se existe um ideal mazimal & direita

(a esquerda) M com P={x € R|Re CM}P={zxe€ R|zRC M}).

O conjunto {x € R | Re C M} ({z € R| 2R C M}) serd denotado por
(M : R). Pode-se provar facilmente que (M : R) é o maior ideal contido em

M.

Defini¢ao 1.12. Um anel é dito primitivo a direita (6 esquerda) quando 0 é

um ideal primitivo a direita (a esquerda).

Pelo visto acima, P é um ideal primitivo a direita (a esquerda) se, e

somente se, R/P ¢ um anel primitivo a direita (a esquerda).

1.2 Anel de Quocientes de Martindale

Faremos a construcao do anel de quocientes a direita de Martindale de

R, para R um anel primo, que denotaremos por ). Seja J < R diremos



que f : J — R é um R-homomorfismo a direita se f é aditiva e f(ar) =
fla)r, Ya € J, r € R. Se f é também um R-homomorfismo & esquerda, isto
é, f(ra) =rf(a), Vae€ J r e R, entdo f sera dito um R-homomorfismo

bilateral. O conjunto de todos os ideais nao nulos de R seré denotado por Z.

Considere o conjunto:
H={(J;f)| J€Z, f:J— R éum R-homomorfismo a direita }

Dizemos que (J;f) ~ (K;g) se existe L C JN K, tal que, L € T e
f = gem L. Temos que ~ é uma relagao de equivaléncia. A simetria e
a reflexividade sao trivialmente obtidas. Finalmente, dados (J; f) ~ (K;9)
e (K;9) ~ (M;h) existem L' C JNK, tal que, L' € Z, f = gem L' e
L"C KNM,talque, L € Z, g=hem L". Tome L = L'’NL" donde vem que
(J; f) ~ (M;h), isto é, a relagao é transitiva. Denotamos por @) o conjunto
quociente H/ ~, onde [J; f] é a classe de equivaléncia de (J; f) € H. As
operagoes de adigao e multiplicagdo em @ sdo definidas, por [J; f] + [K;g] =
JNK;f+g]lel[];f] [K;g] = [KJ;fog]l. E facil ver que as operacoes
estao bem definidas, e que, com elas, () é um anel com unidade. Além disso,

[R;0] =0g e [R; Idg] = 1q.

Proposicao 1.13.

(i) R CQ;

(ii)) Se J € Z e f:J— R éum R-homomorfismo a direita, entdo existe

q € Q, tal que, f(r)=qr,Vr e J;

(111) Para quaisquer qi,qs,...,q, € Q eziste J € I, tal que, ¢;J C R para

1=1,...,n;

(iv) Se qJ =0 para algum q € Q onde J € I, entdo q = 0.



Demonstragao: Daremos a seguir uma idéia da demonstracao.

(i) Defina, para cada a € R, a multiplicagao a esquerda, a; : R — R dada
por q;(z) = ax,Vx € R. E claro que [R; ;] € Q, entao é possivel mostrar que
¥ : R — @ definida por ¥(a) = [R; a;] é um monomorfismo. Logo, podemos

considerar R C @) identificando R com 9 (R).
(ii) Basta tomar ¢ = [J; f] € Q, entao f(z) = qz,Vz € J.

(iii) Para cada ¢; = [J;; fi] € Q, ¢ = 1,...,n, temos ¢;J; C R, por (ii).
Entao o ideal procurado é J = m J;ieT.

=1

(iv) Se ¢J = 0 para algum ¢ = [I; f] € @ temos por (ii) f = 0, tomando

INJ e temos f |jns= 0 e segue que g = 0. O

Um anel de quocientes de R é um subanel de () contendo R. O conjunto
C={ce@Q| cq=qc,Vq e Q} échamado centrdide estendido de R. O

subanel gerado por R e C, é o fecho central de R que denotaremos por RC.

Proposicao 1.14.

(i) Se R é primo entdo todo anel de quocientes de R é também primo;

(i) q € C se, e somente se, existe um ideal 0 # I de R e um R-homomor-

fismo bilateral f : I — R, tais que, f(r) =qr, Vr € I;
(ii)) C C Q € um corpo.

Demonstracao:

(i) Seja T um anel de quocientes a direita de R. Se 0 £q€T,0#4pe T
temos pela Proposigao 1.13 (iii) e (iv), que existe um ideal I € Z, tal que,
0#4qgl CRe0O+#pl C R Tomea,b e I, tais que, ga # 0 e pb # 0.
Assim, como R é primo, gaRpb # 0, mas qT'pb O qaRpb e, consequentemente,

qTp # 0. Logo, T é primo.



(ii) Sejam ¢ = [I;f] € C e 0 # a € I. Entao, é possivel provar que
f(a) = qa. Para r em R temos que rf(a) = rqa = qra = f(ra). Portanto,
existe 0 # I < R e um R-homomorfismo bilateral f : I — R, tal que,
f(r)=qr,Vrel.

Reciprocamente, seja ¢ = [I; f] com f: 1 — R um R-homomorfismo bi-
lateral, tal que, f(r) = gr, Vr € I. Note que, dado qualquer p = [J;g] € Q,
temos gp = [JI; foglepg=1[IJ;g0 f]. Seja A=JINIJ€ETea=jic A
com j € Jeiel Asim, fogla) = fg(ji) = Fla(i)i) = gU)F(i) =
9(if(@)) = go f(ji) = go f(a). Segue que fogls = go fla, donde gp = pq.
Assim, g € C.

(iii) Seja 0 # ¢ € C. Vamos mostrar que existe d € C, tal que, cd = dc =
1. Suponhamos que ¢ = [[; f]. Entdo, I € Z e 0 # ¢l C R e, além disso, ¢l é
um ideal de R. Assim, ¢l € Z. Sei € [ e ci = 0, segue que cQi = Qci =0 e
como () é primo temos que ¢ = 0. Portanto a aplicacao g : ¢I — R definida
por g(ci) = i, Vi € I, é uma aplicagdo bem definida. E claro que ¢ é um
R-homomorfismo bilateral e consequentemente d = [c];g] € C C Q. Além
disso, as aplicacoes f o g e go f sao as identidades sobre os correspondentes

dominios. Logo cd = dc = 1. O

1.3 Resultados

O seguinte teorema estd provado em [8], Teorema 36, Pag. 25. A mo-
tivac@o principal de [2] foi estender este teorema para anéis nao comutativos.
Aqui daremos uma prova diferente da de [8], seguindo os métodos desenvolvi-

dos em [2].

Teorema 1.15. Seja R um dominio integral com corpo de fracoes K. FEntao,
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existe uma correspondéncia biunivoca entre os ideais primos P de R[X]| que
contraem para 0 em R (PN R =0) e os ideais primos de K[X].

Demonstragao: Inicialmente, mostraremos que todo P ideal primo R-
disjunto de R[X] ¢é da forma P = K[X]f, N R[X] onde, f, € K[X] é um

polindbmio moénico, unicamente determinado.

De fato, tome f' = ZaiXi € P, com O(f') = Min(P) =n > 1e
= 0

le(f) = a. Entéo f' = a Z XZ+X”) Tome fy = Z X'+ X" € K[X].
Note que, para todo f em P com d(f) = n, feremos f le( f) fo, pois
O(fle(f") = 1e(f)f") < n donde, fle(f') = le(f)[" e portanto, f = 1S f" =
le(f) fo.

Defina o ideal de K[X] dado por P* = K[X]f, e considere a contragao
I = K[X]fo N R[X]. E facil ver que P = I. Para ver a unicidade de fo,
suponha que P = K[X]|go N R[X] onde, gy € K[X] é um polinémio monico.
Tome b € R, tal que, bgy € R[X]. Como bgy é um polinémio de grau minimo

em P, temos que bgy = lc(bgo) fo = bfo, donde go = fo.

Agora, observemos que P é primo se, e somente se, o polinomio f; associa-
do é irredutivel em K[X]. De fato, se P é primo, suponha, por absurdo, que
fo = g192 com g1, go € K[X], nao triviais. Entao, P C K[X]g N R[X] = P,
P C K[X]gs N R[X] = P, e PP, C P. Portanto, P = P, ou P = Py,

contradicao.

Reciprocamente, seja P = K[X|fyNR[X] onde, fo € K[X]éum polinomio
monico irredutivel. Sabemos que P* = K[X]f, é ideal primo de K[X]. Afir-
mamos que P = P*N R[X] é um ideal primo R-disjunto de R[X].

Para ver isto, tome f,g € R[X] com fR[X]g C P, entao fK[X]|g C P*.
De fato, dado h € K[X] tome d € R, tal que, dh € R[X], entdo fhg =

11



éfdhg € P*, pois fdhg € P. Como P* é primo temos que f € P* ou g € P*.
Portanto, f € Pou g € P.

Para concluir, basta observar que os ideais primos de K[X] sao os ideais
da forma P* = K[X]f, onde, fy € K[X] é um polindmio monico irredutivel.
Associando, via contracao, P = P* N R[X], obtemos uma correspondéncia

biunivoca, pelo visto acima. [l

Proposicao 1.16. Seja R um anel primo, entdo o anel de polinomios R[X]|
também € primo.

Demonstracao: Sejam f, g € R[X] nao nulos. Podemos escrever f =
ff+aX"eg=¢g +bX™ com Of <n, d9 < mea,be R\{0}. Sendo
R primo, pela Proposicao 1.2, existe r € R, tal que, arb # 0. Como frg =
f'rg + f'roX™ +aX"rg + arbX™™ e O(f'rg’ + f'rbX™ +aX"rg") < n+m,
concluimos que frg # 0, ou seja, fR[X]g # 0. Portanto R[X] é primo pela

Proposicao 1.2. U

As demonstragoes da Proposicao 1.17 e do Lema 1.18 seguem uma argu-

mentagao semelhante a [12], Lema 2.11 e Lema 2.12.

Proposicao 1.17. Sejam R um anel e 0 # I < R[X]|. Dados f € I, com
Af) = Min(I) = n ele(f) = a, g € I, com O(g) = m elc(g) = b e
Ty s Tmen € R, entao existe k € R[X], com O(k) < m —n, tal que, para

qualquer ro € R
krof = grm_na...ariaroa.

Demonstragao: Vamos raciocinar por indugao em relacao ao grau de g.
Para d(g) = n basta tomar ko = b entao d(korof — groa) < n, Vry € R, logo

korof = groa.

12



Agora para d(g) = n+1er; € R, considere o polinomio gria—bri X f € I.
Se gria — bri X f = 0 entao, multiplicando a direita por roa e usando o fato

de que froa = arof, Vro € R temos briaXryf = griarga, donde k; = briaX.

Por outro lado, se gria — bri Xf # 0, entao n < 9(gria — br X f) <
(n+1)—1 = n. Usando a base de indugao temos korof = (gria —bri X f)roa,

ou seja, (ko + briaX)rof = griarga, entdao escolhemos ky = ko + briaX.

Prosseguindo este argumento, considerando em cada etapa m, o polinomio

Grm—na@ — bry, _, X™ " f € I, obtemos o resultado. O

Lema 1.18. Seja R um anel primo e P um ideal primo R-disjunto de R[X].
Se I é um ideal R-disjunto de R[X] com P C I, entio P = 1.

Demonstragao: Considere g € P, com 9(g) = Min(P) = m, lc(g) =be
fel, comd(f)=Min(I) =n <mele(f)=a. Nessasituagao f € P. De
fato, pela Proposigao 1.17 existe k € R[X], com d(k) < m — n, tal que, para
qualquer rg € R, krof = grm—na...arjarqa € P. Logo kR[X|f € P. Como P
é um ideal primo temos que k € P ou f € P. Entretanto d(k) < m—n <m,

ou seja k ¢ P. Portanto f € P.

Agora tome qualquer h € I com d(h) = [ e le(h) = c¢. Afirmamos que
h € P. Suponhamos, por absurdo, que h ¢ P. Aplicando a Proposi¢ao 1.17
a h com sip,...,5_, € R obtemos k € R[X], com d(k) < [ — n, tal que,
para qualquer sy € R, ksof = hs;_npa...asiaspa. Como f € P temos que
hs;_pa...asiaspa € P, Vsy,...,8_, € R, donde hR[X]|(as;_,_1...as1as0a) € P.
Logo, as;_p_1...asiaspa € P pois P é primo e h ¢ P. Usando o fato de que R
é primo, podemos escolher sq,...,s,_,_1 € R, tais que, as;_,_1...asiasoa # 0,

contradizendo PN R = 0. O

Teorema 1.19. Seja R um anel primo e P um ideal R-disjunto de R[X].

Entao P € primo se, e somente se, P é maximal no conjunto dos ideais R-
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disjuntos de R[X].
Demonstragao: Se P ¢ um ideal primo entao o Lema 1.18 afirma que P é

maximal no conjunto dos ideais R-disjuntos de R[X].

Reciprocamente, seja P maximal no conjunto dos ideais R-disjuntos de
R[X]. Sejam A, B ideais de R[X] tais que A D P, B2 P e AB C P. Entao,
(ANR)(BNR) C PNR =0, logo ANR = 0 ou BNR = 0. Pela maximalidade

de P temos que, A= P ou B = P, donde P é primo pela Proposicao 1.1. [J

Proposicao 1.20. Se R é um anel fortemente primo a direita (a esquerda)
entao R € um anel primo.

Demonstragao: Seja R um anel fortemente primo a direita e suponhamos,
por absurdo, que R nao seja um anel primo. Entao existem ideais I, J de R
tais que IJ =0, 1 #0e J # 0. Como R é fortemente primo a direita, existe
F = {ny,ng,...;ni} C I com Ann,(F) ={z € R| Fxr = 0} = {0}. Logo
FJ =0, donde J = 0, contradicao. Il

Teorema 1.21. Seja R um anel primo e Q o anel de quocientes a direita
de Martindale de R. Entao Z(R) = 0 se, e somente se, Q é Von Neumann

reqular.

Para uma demonstragao ver [1], Teorema 2.1.15, tomando @ o anel de

quocientes a direita de Martindale.

Proposicao 1.22. Um anel fortemente primo e reqular R € simples.

Demonstragao: Vamos supor, por contradi¢ao, que R nao seja simples.
Entao existe J <1 R, um ideal préprio de R. Como R é fortemente primo
existe um isolador ' C J. Note que sendo R regular, temos que qualquer
I ideal a esquerda de R, finitamente gerado, é da forma Re, onde e € I é

idempotente. Considere [ = RF = Z Ra; C J,entao [ = Re,ondee € [ e
a;€EF
e? = e. Como F C I temos que o anulador a direita de Re é zero. J4 que e
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¢ idempotente temos que e(e — 1) = 0, ou seja, e — 1 € Ann,(Re) = 0. Logo

lel,dai I =R 0

Proposicao 1.23. Se R é um anel fortemente primo a direita (a esquerda),
entao R[X] também é um anel fortemente primo a direita (a esquerda).

Demonstracao: Seja 0 # I < R[X]. Sabemos que 0 # 7(I) < R logo,
existe F' = {aq, as, ...,ax} C 7(I) cujo anulador a direita em R é igual a zero.

Tome a; € F, como F C 7(I) temos que existe f; € I, tal que, lc(fj) = a;.

n—1

Definimos G = { f1, fa, ..., fr} onde cada f; é dado por f; = Zcini +a,; X"

1=0

onde ¢;; € Ren = Min(I). Tome g = Zlel € R[X], tal que, Gg = 0.
1=0
Em particular, a;b,, =0, j = 1,2, ...k, o que implica b,, = 0, logo g = 0. [

15



Capitulo 2

Ideais principais fechados

Neste capitulo introduziremos a definicao de ideais principais fechados em
anéis de polinomios sobre anéis primos. O principal resultado obtido é o Teo-
rema 2.5 afirmando que, para qualquer ideal I R-disjunto de R[X], com R

primo, existe um menor ideal principal fechado de R[X] que o contém.

Seja R um anel primo, I um ideal do anel de polinémios R[X] e f € I com
n—1

f= ZaiXi +aX", onden >1edf = Min(I). Note que, para qualquer
1=

r € R, arf — fra € I e tem grau menor que n, entao necessariamente

arf — fra = 0. Assim, é natural para nossos propositos tomarmos o seguinte

conjunto:
Fr={f € R[X]||arf = fra,Vr € R, onde a = lc(f)}.
Para f € T'g com a = l¢(f) definimos o fecho de f em R por:
[flr={g9 € R[X]|30+#H < R, tal que, gHa C R[X]f}.

Note que em geral 'y C R[X], pois um polinémio cujo coeficiente lider

seja divisor de zero pode nao estar em I'g.
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Lema 2.1. Seja R um anel primo, f € 'r, Of > 1. Entdo [f]r € um ideal
R-disjunto de R[X] que contém f como um polindmio de grau minimo.

Demonstracao: Primeiramente mostremos que [f|g ¢ um ideal. Dados g €
[flr e | € R[X], note que lg € [f]r pois, existe 0 # H < R, tal que, gHa C
R[X]f onde, a = lc(f). Entao, lgHa C R[X]f e portanto lg € [f]g. Também
gl € [f]r, pois se | = zn:ciXi, entdo, para h € H, glha = g(zn: ciXYha =

=0 i=0
n

chzX ha_ZXchlha—ZXlgh&—ZXZ kif) = ZXZ )f, onde

=0

hi=chek; € R[ |. Logo, glha € R[X]f e dal glHa C R[ ]f Portanto,
gl € [f].

Resta mostrar que dados g1 e g2 € [f]r temos g1 — g2 € [f]r. Sabemos
que existem ideais de R, Hy # 0 e Hy # 0 tais que ¢; H;a C R[X|f, i =1,2.
Tome H = H; N Hy. Note que, Hi.Hy, C H; N Hy e como H{.Hy # 0,
ja que R é um anel primo temos que H # 0. Entao, para h € H vem
(91 — g2)ha = g1ha — goha € R[X|f. Assim, (g1 — g2)Ha € R[X]f e portanto

g1 — g2 € [f]r

Sendo f € I'g, temos que fra = arf, Vr € R. Tomando H = R # 0,
fHa C R[X]f entao, f € [f]g. Afirmamos que Mm([f] ) = df. De fato,

n—1

suponha g € [f]gr com dg =1 <n = Jf, sendo g = ZQX’ e f= ZalXZ
=0 =0
X". Como g € [f]r, existe 0 # H < R, tal que, para todo h € H, existe

k= Z b; X" € R[X] onde gha = kf. Comparando os graus de gha e kf vem
i=0
bma = 0. Entao, ghara = kfra = karf, Vr € R. Segue que, pelo menos, os

ultimos m + 1 coeficientes de karf sao iguais a zero, pois df > g, isto é:
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bnara =20
bym_1ara + byara,—1 =0

by—sara + b,,_i1ara,_1 + bpara,—s =0

boara + bsara, 1 + ... + bypara, e =0

biara + byara,_ 1 + ... + bpara, 1 =0

\ boara + byara,—; + ... + bara,—, = 0

Afirmamos que b,,_;a = 0, i = 0,...,m. Para i = 0, temos que, b,a = 0
e, portanto vale a afirmagao. Suponha, valido para 0 < ¢ < s — 1. Vamos

mostrar que b,,_,a = 0.

Observe que por (1), by,_sara + by_si1aran—1 + ... + bp_1ara, i1 +
bmara,_s = 0. Pela hipétese de indugao, vem que, b,,_s11a = 0,....0,,_1a = 0,
bna = 0, entao, b,,_sara = 0. Logo, b,,_sa = 0, pois R é primo. Portanto,
ka = 0. Como ghara = karf, vem que ghara = 0, Vh € H, Vr € R. Sendo
R[X] primo, temos que g = 0. Assim, 0f = Min([f|r), e j4 que Of > 1,

temos que [f]r é R-disjunto. O

Lema 2.2. Assuma que f e f' estao em I'r. As sequintes condi¢ées sao
equivalentes:

(1) [fIr € [f']r;

(ii) | € [[f']r]r-

Demonstragao:

(1) = (i) Suponhamos que vale [f]g C [f']g. Pelo Lema 2.1, vimos que
f € [flr. Assim, f € [f]r C [f']r.

(1) = (i) Suponhamos que f € [f'|g. Tome g € [f]r, entdo existem 0 #
H' < R, tal que, gH'a C R[X]f, onde a = lc(f) e 0 # H < R, tal que,
fHa C R[X]f', onde a' = le(f"). Temos que gH'aHd' C R[X]fHd' C
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R[X]f'. Portanto, g € [f'|g, jd que 0 # H'aH < R. Logo, [flr C [f']r- O

Corolario 2.3. Assuma que f e f' estao em I'r. As sequintes condicoes sao
equivalentes:

(1) [f1r = [f']r:

(i) f € [fr e [' € [f]r;

(i1i) fra' =arf',¥r € R onde a = lc(f) e d =le(f').

Demonstracao:
(i) = (it) Vale pelo Lema 2.2.

(1) = (i4i) Suponhamos que vale (ii), como f’ € [f]g temos que df < df’.
Ja que f € [f']g temos Of < Of, entao, Of = df'. Seja df = n = Jf".
Sabemos que fra’ — arf’" € [flg e O(fra’ — arf’) < n, entretanto, pelo
Lema 2.1, n é o grau minimo de [f]g, portanto, fra’ — arf’ = 0. Logo,

fra' =arf', ¥r € R.

(#71) = (i) Suponhamos que vale (iii). Tome g € [f]g, entao existe 0 #
H < R, tal que, para qualquer h € H existe k € R[X] com gha = kf, onde
a = le(f). Além disso, para todo r € R, ghara’ = kfra’, com o' = lc(f’).
Como fra' = arf’, vem que ghara’ = karf', Vr € R. Considere o ideal de R,
HaR # 0 entao g(HaR)a' C R[X]f', portanto g € [f'|r. Logo, [flr C [f']&-

Analogamente, [f'|g C [f]&. O

Definigao 2.4. Um ideal I de R[X], com R um anel primo, é dito ideal

principal fechado se existe f € T'g, tal que, [f]gr = I.

Teorema 2.5. Seja R um anel primo e I um ideal R-disjunto de R[X]. Entao,
existe um menor ideal principal fechado [I] de R[X| que contém I. Além disso,
[I] = [f]r para qualquer polinémio f de grau minimo em I.

Demonstracao: Tome f € [ com df = n = Min([). Nessas condigoes

f € T'g, pois dado r € R e sendo a = lc(f) temos arf — fra = 0. Assim,
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arf = fra. Consideremos [I| = [f]r, portanto, um ideal principal fechado.

Primeiramente, notemos que [I] ndo depende da escolha de um f de grau
n—1

minimo em particular. De fato, se tomarmos g = Z b; X"+ bX"™ € I, temos
que o coeficiente de grau n de gra — brf é zero, pé;?a todo r em R. Portanto
gra—brf =0, pois estd em [ e tem grau menor que n. Como g também tem
grau minimo temos que g € I'g, logo [g]r = [f]r pelo Corolério 2.3. Assim,

[I] estd bem definido e é dado por [f]g, para qualquer f de grau minimo em

I.

Afirmamos que I C [I| = [f]g. Para provar isto vamos usar inducao em
relagdo ao grau. Para qualquer g € I, com dg = n vimos que gra = brf,
Vr € R. Logo, gHoa C R[X]f, onde Hy = R # 0. Agora, suponha que, para
qualquer g € I com n < dg < m — 1 tenhamos gH,, _,—1a C R[X]f, onde
Hpyono1 = (Ra)™ "™ 1R #£0.

Tome qualquer g € I com n < dg < m, devemos mostrar que gH,,_,a C
R[X]f onde H,, ,, = (Ra)™ ™R. Para ver isto, note que, se n < dg < m — 1
entdo ja temos que gH,,_,_1a C R[X]f, multiplicando & direita por Ra e
usando o fato de que f € I'g temos gH,,_n,_1aRa C R[X]fRa e segue que
gH,—na C R[X]aRf C R[X]f. Logo, gHm-na C R[X]f. Resta examinar
o caso dg = m. Para tal, fixe r € R e defina g, € I dado por g, = gra —
X "hrf, donde gra = g, + X™ "br f. Multiplicando a igualdade anterior, a
direita, por ha com h € H,,_,_1, obtemos grha = g.ha+ X" "br fha. Como
o coeficiente de grau m de g, € zero, temos n < dg, < m—1, que pela hipdtese
de indugao implica g, H,,—n—1a C R[X]f, ou seja, para qualquer h € H,,_,;
existe k € R[X], tal que, g.ha = kf. Logo, substituindo na igualdade acima,
vem que graha = kf + X™ "brfha = (k + X™ "brah)f, para quaisquer
re€e Reh¢€ Hy,_, 1. Logo, gH,,_na C R[X]f pois, RaH,,_n1 = Hpyp.
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Fica assim demonstrado que I C [[].

Resta verificar que [I] é o menor ideal principal fechado que contém I.
Suponha [ C J C [I] = [f]gr, onde J = [f'|r e f' € ['gr. Como f el CJ
temos f € [f'|r. Pelo Lema 2.2, [f]lr C [f']r, isto é, [I] C J. Portanto

[I] = J, provando a minimalidade de [/]. O

Defini¢ao 2.6. Para um ideal R-disjunto I de R[X], o ideal [I] definido no

Teorema 2.5 sera chamado de ideal principal fechado associado com 1.

Do Teorema 2.5, um ideal I, R-disjunto de R[X] é principal fechado se, e

somente se, I = [I].

Corolario 2.7. Seja I um ideal R-disjunto de R[X]. Entdo [I| é o maior
ideal J de R[X] que contém I e satisfaz Min(J) = Min(I). Em particular, [I]
¢ o unico ideal principal fechado de R[X] que contém I e satisfaz Min([I]) =
Min(I).

Demonstracao: Do Teorema 2.5, I C [I] e [I] = [f]r, onde 0f = Min(I).
Por outro lado, df > 1 pois I é R-disjunto, entao pelo Lema 2.1 f € [f]r,
Of = Min([f]r) = Min([I]) portanto, Min([I]) = Min(I).

Tome J um ideal de R[X] contendo [ e satisfazendo Min(J) = Min(I).
Suponha [I] C J. Como Min(J) = Min(I) = 0f e J é R-disjunto, temos
pela demonstracao do Teorema 2.5 que J C [J]| = [f]r = [I]. Entao, J = [1].
Portanto [I] é o maior ideal de R[X] que contém [ satisfazendo Min([I]) =

Min(I) e, além disso, é tnico. O

Se 0 #r € Rentao r € I'g e dai [r]g = R[X]. Portanto se I é um ideal de

R[X], tal que, INR # 0 temos [I] = R[X]. Por convencao adotamos [0z = 0.
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Corolario 2.8. Sejam I e J ideais de R[X]. Entao:
(i) [[1] = U],

(i) Se I C J entao [I] C [J];

(1) [[I] + [J]] = [ + J].

Demonstragao:

(i) Pelo Teorema 2.5, I C [I] C [[I]]. Do Corolario 2.7, Min(I) =
Min([I]) = Min][[I]] entao, [[I]] = [I].

(ii) Sabemos que [I] = [f]g, onde f é um polindémio de grau minimo em
I, logo f € J, jad que I C J. Seja [J] = [g]r, onde g é um polinémio de
grau minimo em J. Como J C [J], vem que f € [J]| = [g]r. Pelo Lema 2.2,

[f]r C [g]r consequentemente [I] C [J].

(iii) 7 C I+ J logo por (i) [I] C [I + J] e da mesma forma, [J] C [I + J].
Entdo, [I]+[J] C [I +J]. Novamente por (i) vem que [[I]+ [J] C [[[ +J]] =
[I + J]. Por outro lado, I C [I] e J C [J], dai I +.J C [I]+[J]. Por (ii), vem
que [I 4 J] € [[I] + [J]]. O

Corolario 2.9.

(i) Todo ideal primo R-disjunto de R[X], com R um anel primo, € principal
fechado;

(1) Um ideal principal fechado € primo se, e somente se, é mazimal no con-
Junto de todos os ideais principais fechados de R[X]|, com R um anel primo.
Demonstragao:

(i) Seja P um ideal primo R-disjunto de R[X], pelo Teorema 2.5 temos
P C [P] e [P] é R-disjunto. Além disso, pelo Teorema 1.19, P ¢ maxi-
mal R-disjunto, entao P = [P]. Logo, P é um ideal principal fechado.

(ii) Seja I um ideal principal fechado e primo, entao I é R-disjunto pois se

INR # 0 temos I = [I] = R[X]. Pelo Teorema 1.19, I é maximal no
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conjunto dos ideais R-disjuntos. Logo, temos que I é maximal nos ideais

principais fechados.

Reciprocamente, suponha I um ideal maximal no conjunto de ideais prin-
cipais fechados. Afirmamos que / é maximal R-disjunto. De fato,se I C J &
R[X], sendo J um ideal R-disjunto, entao, I C [J] # R[X]. Pela maximali-
dade de I no conjunto de ideais principais fechados, temos I = J. Logo, I é

maximal R-disjunto. Pelo Teorema 1.19, I é primo. U

Teorema 2.10. Seja R um anel simples. Entao todo ideal de R[X] € principal
fechado. Além disso, se I # 0 é um ideal de R[X], entdo I = R[X|f para
algum polinémio monico f € C(R)[X], onde C(R) é o centro de R.

Demonstracao: Seja I um ideal de R[X]. Se I = R[X] entao, I = [1]g,
logo é principal fechado e I = R[X] -1 com f =1 € C(R)[X] polinémio de

grau minimo em /.

Vamos assumir [ # R[X]|. Note que /N R < R. Como R é simples,
I'NR =0, ou seja, I é R-disjunto. Se I # 0 temos 7(I) # 0 logo 7(I) = R
pois 7(I) <« R e R é simples. Assim, existe um polindmio moénico de grau
minimo f 1em I e portanto em I'g, isto é, 1rf = frl, Vr € R. Entao,
se [ = nZaiXi + X" temos que ra; = a;r, Vi = 0,...,n — 1. Portanto,
fe C’(Rﬁg(]. Sendo I um ideal R-disjunto e 0f = Min(I) vem que I C [f]g.
Agora, dado g € [f]gr, temos gH1 C R[X]f, com H < R e H # 0. Entao
H = R, pois R é um anel simples, logo gR C R[X]f, isto é, g € R[X]f, dai
[flr € R[X]f. Como f € I, R[X|f C I. Portanto, I = R[X]f = [I] o que

completa a prova. O

Corolario 2.11. Seja R um anel simples. Entao, existe uma correspondeéncia
biunivoca, via contra¢do, entre o conjunto de todos os ideais (resp. ideais

primos) de R[X] e o conjunto de todos ideais (resp. mazimais) de C'(R)[X].
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Demonstracao: Seja a aplicagao ¢ dos ideais de R[X] nos ideais de C'(R)[X],
dada por ¢(I) = I N C(R)[X]. Note que esta aplicacao estd bem definida,
pois ¥(I) = I NC(R)[X] < C(R)[X].

Além disso, 1 ¢ injetiva, pois dados I,.J < R[X], pelo Teorema 2.10,
podemos escrever I = R[X]f = [f]g para f € C(R)[X], le(f) = 1 e Of =
Min(I). Também, J = R[X|f' = [f']|r para f' € C(R)[X], le(f') = 1 e
Of" = Min(J). Se (I) = %(J), I N C(R)[X] = JN C(R)[X]. Assim,
f € JNC(R)[X] dai, f € J. Logo, [f]r C [f]z. Com o mesmo argumento,

temos que [f'|g C [f]r. Portanto, I = [f]r = [f'|r = J.

Mostremos que v é sobrejetiva. Tome I < C(R)[X] entao I = C(R)[X]f
com f € C(R)[X] ménico de grau minimo em I, pois C(R)[X] é dominio de
ideais principais. Note que f € I'g, logo podemos considerar J = R[X]f,
ideal de R[X], afirmamos que ¢(J) = I. De fato, ¥(J) = [f]r N C(R)[X].
Como f é monico de grau minimo em ¥ (J) temos ¢ (J) = C(R)[X]|f = I.

Para estabelecer a correspondéncia entre os ideais primos de R[X] e os
ideais maximais de C'(R)[X], basta considerar a restri¢ao ¢ ao conjunto de
todos ideais primos de R[X] e observar que os ideais primos sdo, em ambos
os casos, maximais disjuntos. Além disso, os ideais primos de C'(R)[X] sao

ideais maximais de C'(R)[X]. O

Observacao 2.12. No Teorema 2.10 vimos que, sendo R um anel simples
todo ideal principal fechado é um ideal principal no sentido usual e reciproca-
mente. Entretanto, hé ideais principais que nao sao principais fechados, veja

o exemplo, abaixo:

Seja o ideal I = 2XZ[X]| de Z[X], onde Z é o anel dos inteiros. [ é
principal, ja que I = (2X). Tome f = X, entao 0f = Min(I) e I C [f]z
logo [I] = [f]z pelo Corolario 2.7. Afirmamos que [f] = XZ[X]. E claro que
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XZ[X] C [f]z. Por outro lado, sendo g € [f]z, entdo existe 0 # H < Z, tal
que, gH C Z[X]X. Para h € H, existe k € Z[X] com gh = kX. Um célculo
simples mostra que g € XZ[X]. Portanto, [/] = [X]| = XZ[X] # 2XZ[X] =

I, isto mostra que I nao é um ideal principal fechado.

Observacao 2.13. Pelo Teorema 2.10, se R é simples entao todo ideal R-
disjunto de R[X] é principal fechado. A reciproca também é verdadeira, isto
é, se todo ideal R-disjunto de R[X] é principal fechado entdo R é simples.
De fato, suponha, por contradicao, que R nao seja simples, entao, existe
um ideal préprio J de R. Considere I = XJ[X]| um ideal R-disjunto de
R[X] portanto um ideal principal fechado. Por outro lado X R[X] também é
um ideal principal fechado que contém I. Pelo fato de que Min(XR[X]) =
Min(X J[X]) temos X J[X] = XR[X] (Corolario 2.7), contradizendo o fato

de J ser ideal préprio.
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Capitulo 3

Extensao e contracao de ideais

principais fechados

No que segue consideraremos R um anel primo, C' o centréide estendido

e () o anel de quocientes a direita de Martindale de R.

Neste capitulo apresentaremos alguns resultados envolvendo extensao e
contracao de ideais principais fechados. O mais importante é o Teorema 3.3
afirmando que, dados um anel primo R e T" um anel de quocientes a direita de
R, existe uma correspondéncia biunivoca, via contracao, entre o conjunto de
todos os ideais principais fechados de R[X], o conjunto de todos ideais prin-

cipais fechados de T'[X]| e o conjunto de todos os polinémios ménicos de C'[X].

Lema 3.1. Assuma que f € I'r. Entao, existe um unico polindmio monico
fo € CIX], tal que, [f}r = Q(X]fo N T[X].

Demonstracao: Consideremos o ideal I de R[X] dado por I = [f]rNR[X] e
seja n = Min(I). Note que Min([f]r) = n, pois, por um lado, Min([f]r) <

Min(I), ja que I C [f]r. Por outro lado, dado g € [f]r com dg = Min([f]r)
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pela Proposigao 1.13 (iii), existe um ideal J # 0 de R, tal que, gJ C R[X].
Logo, gJ C I, dai Min([f]r) = dg > Min(I).

Seja b € 7(I), entao existe um unico polinomio h = by+b; X +...+bX" € I,
pois dado h' = by + 0} X + ... + bX™ € I, temos h —h' € [ e O(h — Ih') < n.
Logo, h — h' =0, isto é, h = h'.

Pela unicidade do polinémio associado a cada coeficiente lider, podemos
definir aplicagoes dadas por a;: 7(I) — R onde, o;(b) = b; e b; é o coeficiente
de grau ¢ do polinomio associado. Estas aplicacoes sao R-homomorfismos
bilaterais. Logo, pela Proposigao 1.14 (ii), existe ¢; € C, tal que, b; = a;(b) =
cb="bc;,1=0,1....n — 1.

n—1
Tome um polindémio f; € I de grau minimo, dado por f; = Z a; X" +aX".
i=0
n—1 n—1
Entao, z:aciXZ +aX" = f1 = ZciaXZ + aX". Portanto, fi = afy = foa

=0 1=0

onde fy = iciXi + X™ é um polinémio moénico em C[X]. J& que fy é
monico, temigsO Min(Q[X]fo NT[X]) = n = Min([f]r), para ver isto basta
tomar 0 # J < R, tal que, foJ C R[X], entdao dado 0 # j € J temos
foj € QIX]fo NT[X], com grau n. Se g € [flr = [fi]r, existe 0 # H < T
com gHa C T[X]f1 C Q[X]fo, pois fi = afo. Sejam p,r € Q[X], tais que,
g=npfo+rcomr=0oudr<n. Parah¢€ H, gha = (pfo+ r)ha segue que
rha = gha—phafy € Q[X]fo, logo, rHa = 0 e portanto r = 0, pois T é primo.
Concluimos dai que g € Q[X]fo N T[X], entdo [f]r C Q[X]fo N T[X]. Como
Min(Q[X]fo NT[X]) = n temos Q[X]fo NT[X] = [f]r pelo Corolario 2.7.

Resta mostrar a unicidade de fo. Sabemos que [f]r = Q[X]fo N T[X] o
que implica que dfy = Min|[f]r. Se [f]lr = Q[X]go N T[X] com gy € C[X]
monico, teremos dgo = n = Min[f]r = Ofy. Note que existe K um ideal

de R, nao nulo, tal que, goK C R[X]. Fixe k € K, entao gok = kgo €
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[flr = Q[X]fo N T[X]. Portanto, kgo = qfo, ¢ € Q, segue que g = k e assim,
(f() — go)K = 07 donde do = f(). O

Corolario 3.2. Seja I um ideal T-disjunto de T|X|. Entao I é um ideal
principal fechado se, e somente se, I = Q[ X|foNT|[X], para algum polinémio
monico fy € C[X].

Demonstragao: Suponhamos que I é um ideal principal fechado T-disjunto
de T[X]. Entao, I = [f]r com f € I'y. Pelo Lema 3.1, existe um tnico

polinémio moénico fy € C[X], tal que, Q[X]fo NT[X] = [f]r.

Reciprocamente, suponhamos I = Q[X]f, N T[X] para algum polinémio
monico fy € C[X]. Como [I]r é um ideal principal fechado temos pelo
Lema 3.1 que [Ilr = Q[X]go N T[X], onde g9 € C[X]. Entao dfy = dgo
pois, Min(I) = Min([I]r). Usando o fato de I C [I]r, podemos concluir que
existe um ideal nao nulo J de R, tal que, (fo — go)J = 0. Logo fo = go, ou
seja I = [I]r. O

Teorema 3.3. Seja R um anel primo e T um anel de quocientes a direita de
R. Entao, existe uma correspondéncia biunivoca entre:

(1) O conjunto de todos os ideais principais fechados de R[X];

(ii) O conjunto de todos os ideais principais fechados de T|X];

(11i) O conjunto de todos os polindmios monicos de C[X].

Além disso, a correspondéncia associa [flr com [f'|r e fo € C[X] se [f']r N
RIX] = [f]r e QIX]fo N T[X] = [f)r.

Demonstracao: Inicialmente, vamos estabelecer uma correspondéncia
entre o conjunto de todos os ideais principais fechados de T[X] e o con-
junto de todos os polinémios monicos de C[X], do seguinte modo: a cada
J = [f]r, associamos, usando o Lema 3.1, o tnico fy € C[X] monico, tal que,
J = Q[X]foNT|[X], ou seja, ¥(J) = fy. Note que ¢ independe de f. De fato,
suponha que [f]r = J = [f]r entdo, pelo Lema 3.1, Q[X|fo NT[X] = [f]r =
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[f'lr = Q[X]fo NT[X] donde fo = fg

A injetividade de 1 segue simplesmente da observagao de que, se temos
Ji e Jy ideais principais fechados de T[X] com ¢ (J;) = ¥(J2) = fo entdo
J1 = Q[X]foNT[X] = Jy. Além disso, ¢ é sobrejetiva, pois dado fy polinémio
monico de C[X] temos pelo Corolario 3.2 que J = Q[X]fo NT[X], é um ideal
principal fechado de T'[X], portanto ¥ (J) = fo.

A correspondéncia entre o conjunto de todos os ideais principais fechados
de R[X] e o conjunto de todos os polinémios moénicos de C[X], é um caso

particular do visto acima, tomando 7' = R.

Podemos especificar a correspondéncia entre o conjunto de todos os ideais
principais fechados de R[X] e o conjunto de todos os ideais principais fechados
de T[X]. Para cada [f]r corresponde um unico [f]r, tal que, [f]r N R[X] =
[flr, onde [f]r = Q[X]fo N T(X] e [fln = Q[X]fo N RIX]. O

Observacao 3.4. Suponha que T contém o fecho central RC' de R e fy €

C[X] é moénico. Afirmamos que Q[X|fo N T[X]| = T[X]fo. De fato, dado

g = Zale € Q[X]fo N T[X] teremos g = ¢fy com q = ZbiXi € Q[X].
1=0 =0

Sendo fy = nZichj + X" e igualando os coeficientes, concluimos que g €
T[X], pois Rjgog T. Logo, g = qfo = foq € foT[X]. Reciprocamente, se
g € T[X]fo entao g € Q[X]fo, ainda g € T[X] pois C[X] C T[X]. Portanto,
g € QX]foNT[X].

Assim, o Coroléario 3.2 permite concluir que os ideais principais fechados
de T'[X] sao os ideais do tipo T'[X]f, onde f € C[X] satisfaz T[X]f = fT[X],
quando RC' C T.

Observagao 3.5. Seja R um dominio de fatoracao tinica comutativo e f &

R[X], entao f € I'r e [flrg = R[X]|fi para algum f; € R[X]. De fato,
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seja F' o corpo de fracoes de R e tome f; € F[X] monico, tal que, [f]gr =

F[X]fo N R[X]. Sendo f, = nzl %Xj + X", escolha d = mmc(by, ..., ba_1),
e seja f; = dfy € R[X]. Aﬁrril:a(;no]s que [f]r = R[X]f,. Para ver isto tome
g € [f]g entdo g = kfy com k € F[X]. Podemos escrever g = Lkdfy = 1k fy,
daf 1k € R[X] pois g € R[X], ou seja, g € R[X]fi. Reciprocamente, dado

g =rfi1 € RIX]fi temos g = rdfy € F|X]foNR[X] = [f]r.

Corolario 3.6. Seja R um anel primo e T wum anel de quocientes a di-
reita de R. Um ideal T-disjunto P de T[X]| € primo se, e somente se,
P = Q[X]foNT[X], para algum polinémio monico irredutivel f, € C[X].

Demonstragao: Sendo P primo 7T-disjunto, pelo Corolario 2.9 (i), P é
principal fechado e, pelo Corolario 3.2, existe fy € C[X] monico, tal que,
P = Q[X]fo N T[X]. Por absurdo, suponhamos f, nao irredutivel. Entao,
existem g; e go € C[X]| moénicos nao triviais, tais que, fo = g1g2. Tomando
I =Q[X]g1 NT[X] e I = Q[X]go NT[X], temos P = I - I, ou seja, P = I

ou P = I, contradicao.

Reciprocamente, se P = Q[X]|fo N T[X] com f, € C[X], monico irre-
dutivel, temos que P é um ideal principal fechado. Para ver que P é primo
vamos usar o Coroldrio 2.9 (ii), isto é, basta mostrar que P é maximal no

conjunto dos ideais principais fechados de T'[.X].

Seja I < T[X] principal fechado, tal que, P C I # T[X]. Entao I =
Q[X]go N T[X], com gy € C[X] monico. Tome ¢, r € Q[X], tais que fo =
490+ 7 com r = 0 ou Or < dgy e considere J um ideal nao nulo de R, tal que,
fod € R[X] e qgoJ C R[X], entao rJ = foJ —qgoJ C I. Como Min(l) = 0go
temos rJ = 0, logo r = 0. Assim, fy = qgo, com ¢ € Q[X]. Igualando os
coeficientes obtemos que ¢ € C[X], portanto ¢ = 1 pela irredutibilidade de
fo- Donde P = 1. Il
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Corolario 3.7. Seja R um anel primo e T um anel de quocientes a direita
de R. Entao existe uma correspondéncia biunivoca entre:

(i) O conjunto de todos ideais primos R-disjuntos de R[X];

(i1) O conjunto de todos ideais primos T-disjuntos de T[X];

(111) O conjunto de todos ideais mazimais de C[X].

Além disso, a correspondéncia associa o ideal primo P de R[X] com o ideal
primo P de T|X] e o ideal mazimal M de C[X], tal que, PPN R[X]| =P e
P = QXM NT[X].

Demonstragao: Para ver isto, basta considerar as correspondéncias do Teo-
rema 3.3. Em primeiro lugar, usamos o fato de que todo ideal primo R-
disjunto ou T-disjunto é ideal principal fechado, associado com um polinémio
monico irredutivel em C[X]. A outra correspondéncia segue do simples fato de
que os polinomios de C[X], associados pelo Teorema 3.3 aos ideais primos T-
disjuntos de T'[.X], sao irredutiveis (Corolario 3.6). Além disso, os polinomios
irredutiveis de C'[X] estao em correspondéncia biunivoca com ideais maximais

de C1X]. O

Corolario 3.8. Seja K o fecho algébrico de C' e considere Q1 = Q Q¢ K.
Assuma que P € um ideal primo R-disjunto de R|X]. Entao

(i) Existe ¢ € K, tal que, P = Q1[X](X — ¢) N R[X];

(i1) Existe somente um nimero finito de ideais Q-disjuntos de Q1[X] con-
traindo a P.

Demonstragao:

(i) Sabemos que P é um ideal primo R-disjunto de R[X]. Assim, P =
Q[X]fo N R[X], onde fy € C[X] é um polinémio moénico irredutivel (Co-
roldrio 3.6). Considere P* = Q[X]fo um ideal primo de Q[X] e portanto,
maximal nos ideais @-disjuntos de Q[X] (Teorema 1.19). Seja ¢ € K uma

raiz de fy. Como X — ¢ é um polindmio monico irredutivel em @[ X], temos
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que P; = Q1[X](X — ¢) é um ideal primo Q;-disjunto de @1[X]. Note que
P* C PN Q[X]. De fato, se g € P*, entao g = hfy, h € Q[X]. Sendo ¢ raiz
de fo, vem que fo = f(X —¢), f € Q1[X]. Assim, g = hf(X —c¢) € P;. Logo,
g € PLNQ[X], pois g € Q[X].

Como P, NQ[X] é um ideal de Q[X] e P, N Q[X] # Q[X], temos P* =
P NQ[X], pela maximalidade de P*. Assim, P = P*NR[X] = (P NQ[X])N
RIX] = Qu[X](X —¢) N R[X].

(ii) Suponha P’ um ideal primo Q;-disjunto de Q,[X]. Entao, P’ =
1] X](X —d), para algum d € K. Se P’ contrai a P, vem que P = P'NR[X].
Tomando P = P’ N Q[X] teremos P = P N R[X]. Por outro lado, se
P* = Q[X]fo como em (i), teremos P = P* N R[X]. Pelo Teorema 3.3
temos P* = P, donde Q[X]fy = Q1[X](X — d) N Q[X]. Assim, concluimos
que d é uma raiz de fy em K. Como fy tem somente um nimero finito de

raizes, a quantidade dos P’ contraindo & P é finita. O

Corolario 3.9. Seja R um anel fortemente primo (a direita). Entdo a cor-
respondéncia do Teorema 3.3 é biunivoca entre o conjunto de todos os ideais
principais fechados (respectivamente primos R-disjuntos) de R[X] e o con-
Junto de todos os ideais (respectivamente maximais) de Q[X]. Onde @Q € o
anel de quocientes a direita de Martindale de R.

Demonstragao: Vamos assumir por um momento que () seja simples. Pelo
Teorema 2.10 todo ideal de Q[X] é principal fechado. Tomando T = @ no
Teorema 3.3, o conjunto de todos os ideais principais fechados de R[X] esta
em correspondéncia biunivoca com o conjunto de todos os ideais de Q[X].
Em particular, se nos restringimos aos ideais primos R-disjuntos de R[X],
entao o Corolario 3.7 estabelece correspondéncia biunivoca com os maximais

de Q[X]. Sendo assim, basta provar que @ é simples.
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Inicialmente temos que R é nao singular, pois se o ideal Z(R) # 0, como
}7?; ¢ fortemente primo, existe um ilsolador F = {ay, ...,an}ng Z(R). Logo,
ﬂAnnr(ai) # 0, entretanto F - ﬂAnnr(ai) = 0, entao ﬂAnnr(ai) =0,
z:zolntradigéo, pois Ann,(a;) é esseiéial para todo 1. Alérrf:(liisso, pelo Teo-

rema 1.21, Z(R) = 0 implica que o anel de quocientes a direita de Martindale

Q@ ¢ regular.

Sendo R um anel fortemente primo podemos concluir que () é fortemente
primo. De fato, se I é um ideal a direita de () nao nulo, entao I’ = I N R #
0. Como R ¢é fortemente primo, existe um isolador G = {by,...,b,} C I’
Afirmamos que G C [ é também um isolador para I. Para ver isto, tome
q € Q, tal que, Gg = 0. Pela Proposicao 1.13, existe J um ideal nao nulo de
R, tal que, qJ C R. Logo GqJ = 0, donde ¢qJ = 0 e portanto, ¢ = 0.

Finalmente, sabendo que () é fortemente primo e regular temos que @ é

simples, pela Proposicao 1.22. Il

Corolario 3.10. Seja R um anel qualquer e Py um ideal primo de R. Entao
existe um corpo F que depende somente de Py, tal que, existe uma corres-
pondéncia biunivoca entre todos os ideais primos P # Py[X] de R[X] com
PN R = Fy e o conjunto de todos os polinomios monicos irredutiveis de
F[X].

Demonstragao: Dos resultados anteriores é facil verificar que basta tomar
F o centréide do anel primo R/P, e ver que os ideais primos P # Fy[X]
de R[X] tais que PN R = Py, correspondem aos ideais R/Py-disjuntos de
R/Py[X]. O
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Capitulo 4

Uma propriedade de fatoracao

unica

No que segue consideraremos R um anel primo, C' o centréide estendido

e () o anel de quocientes a direita de Martindale de R.

Nosso principal propésito é provar o Teorema 4.3, mostrando que um
ideal principal fechado I de R[X] possui a propriedade de ser escrito como
intersecao finita de ideais principais fechados associados a poténcias de certos
ideais primos de R[X], que estao fortemente relacionados com o polindémio
monico de C[X] associado a I pelo Teorema 3.3. Este resultado lembra o Teo-
rema da decomposicao primaria de um ideal em anéis comutativos Noetheri-

alnos.

Lema 4.1. Seja I um ideal principal fechado de Q[X]. Entao existe um

conjunto finito de ideais primos Q-disjuntos Py, ..., P, de Q[X] e inteiros
t

positivos eq,..., e; tais que, I = ﬂ Pfi. Esta representagdo é unica a menos
i=1
da ordem dos fatores.
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Demonstragao: Primeiramente note que, se p; e py sao polinomios rela-

tivamente primos de C[X] entdao Q[X]|pips = Q[X]p1 N Q[X]p2. De fato,

seja g € Q[X]pip2 temos que g = qpip2 = qpap1 = (qp1)p2 = (gp2)p1, com
q € Q[X]. Logo g € Q[X]p1NQ[X]p2. Por outro lado, se g € Q[X]|p1NQ[X]pa,

temos g = ¢1p1 € g = ap2, com q1,q2 € Q[X]. Entao ¢ip1 = gap2. Como
p1 | qapa, segue que py | g2 pelo fato de m.d.c.(p1,p2) = 1. Dai, ¢2 = qps,
q € Q[X]. Portanto, g = gpip2 € Q[X]p1po.

Seja I <1 Q[X] principal fechado. Pelo Coroldrio 3.2, existe fy € C[X],
monico, tal que, I = Q[X]fy. Como C[X] é um dominio de fatoragao tnica,
podemos decompor f, = p{'...p;", como produto de fatores monicos irre-

dutiveis em C[X]. Entao, I = Q[X|p{'...p{*. Indutivamente pelo demons-
t

trado acima, I = ﬂQ[X]pfi. Ainda, ¢é facil ver que Q[X]p;" = (Q[X]pi)%.
p ¢

Portanto, I = ﬂ(Q[X]pi)e" = ﬂPfl onde P, = Q[X]p; e P; é primo pelo
i=1 i=1

Corolario 3.6.

Resta mostrar a unicidade. Suponhamos que existe outra representacao
S

para I, isto é, I = ﬂ(P;)e;, com ey, ..., €, inteiros positivos e P/ < Q[X]
=1

primo. Note que, pelo Coroldrio 3.6, P, = Q[X]g; onde ¢; € C[X] é um

polinémio moénico ménico irredutivel. Portanto I = ﬂ(Q[X]qj)eg. Lem-
j=1

brando que fy € I, vem que fy; = qqfl...qgg. Por fatoracao tinica temos que

para cada j existe um i, tal que, ¢; = p; e e; < e;, portanto s < t. Assim,
S

I =(\(QIX]p:)*, ¢ <ei, s <t.

=1
Considere agora. gy = pi'..#%" € [\(@UX]p)%. Como [(@QIX]p)" =
=1

=1
t

I = ﬂ(Q[X]pi)ei, 0 mesmo raciocinio acima mostra que s = t e €; = e,
i=1
1 =0,...,t. Logo, a representacao é inica a menos da ordem dos fatores. [J
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Lema 4.2. Seja P um ideal primo R-disjunto de R[X]| e p € C[X] um
polinémio moénico irredutivel, tal que, P = Q[X]|p N R[X]. Entdo, o ideal
principal fechado associado com P¢ é [P¢] = Q[X]|p® N R[X], para qualquer
mteiro e > 1.

Demonstracao: Note que nessas condi¢oes d(p) = Min(P). Afirmamos
que Min(P¢) = 0(p°), pois dado qualquer g € P° temos d(g) > 9(p°¢). Além
disso, dado f; € P com grau minimo, temos f; = a;p, com a; = lc(f;).
Logo fifs...fe = aipasp...a.p = ajas...a.p® € P¢ e tem grau igual a d(p°) se
aias...a. # 0. Todavia, se ajas...a. = 0 para quaisquer fi, fa,...fo € P com

grau minimo, entao (7(P))¢ = 0, isto é absurdo pois, 7(P) < R e R é primo.

Considere o ideal principal fechado I = Q[X]p® N R[X], como P* C [ e
Min(P¢) = 0(p°) = Min(Q[X]p® N R[X]) temos [P°¢] = Q[X]|p® N R[X], pelo
Corolario 2.7. U

Teorema 4.3. Seja R um anel primo e I um ideal principal fechado de

R[X]. Entao existe um conjunto finito de ideais primos R-disjuntos Pi,...,
t

P, de R[X]| e inteiros positivos ey,..., e; tais que I = ﬂ[P-ei], onde [P{] € o

ideal principal fechado associado com P['. Além dz’ssf;lesta representacao €
unica a menos da ordem dos fatores.

Demonstragao: Sendo [ um ideal principal fechado de R[X], existe um
tnico fp € C[X] monico, tal que, Min(I) = dfy e I = Q[X]fo N R[X]
(Lema 3.1). Considere J :tQ[X | fo, logo J é um ideal principal fechado de

Q[X]. Pelo Lema 4.1, J = ﬂ(Q[X]pl)el onde fy = pi'...p;* é a decomposicao
i=1
de fp em fatores monicos irredutiveis de C[X] e, ey,..., €; sdo inteiros positivos.

Defina P, = Q[X]p; N R[X], um ideal primo R-disjunto de R[X]. Entao,

pelo Lema 4.2 vem [P¢'] = Q[X]p® N R[X]. Usando a representacao de J
t

temos que I = Q[X]fo N RX] = J N RIX] = ([ (Q[X]p:)*) N RIX] =

i=1
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N(QUXIp N RLX) = (P

Resta mostrar a unicidade. Suponhamos que I tem outra representacao,

S
/

isto é, I = ﬂ[Lj-j], onde Ly, ..., Ly sao ideais primos R-disjuntos de R[X] e
j=1
el,..., €. sdo inteiros positivos.

Pelo Lema 4.2, [L;g] = Q[X]qjg N R[X] onde L; = Q[X]g; N R[X] e q; €
C[X] é um polinémio moénico irredutivel, Vj. Logo I = ﬂ(Q[X ]q? NR[X]) =

J=1
s S

(ﬂ(Q[X]qj)eg') N R[X]. Tome J' = m(Q[X]qj)eg', um ideal principal fechado
. i

7j=1
de Q[X]. Pela bijecao do Teorema 3.3, JAR[X| = I = J'NR[X] implica que,
s t

ﬂ(Q[X]qj)6;‘ = ﬂ(Q[X]pZ)el Assim, pela unicidade do Lema 4.1 a escrita é
j=1 i=1
Unica, a menos da ordem dos fatores. O

Corolario 4.4. Seja I um ideal R-disjunto de R[X].

(i) Eziste wm nimero finito de ideais primos R-disjuntos Py, ..., P, e inteiros
t

e, ..., & unicamente determinados, tais que [I| = ﬂ[Pf],
i=1

(i1) I € um ideal principal fechado se, e somente se, I é uma interse¢ao finita
de ideais, cada um dos quais € um ideal principal fechado associado com uma
poténcia de um primo.

Demonstragao:
t

(i) [] é um ideal principal fechado logo, pelo Teorema 4.3, [I| = m[PZe’], onde

cada P; é um ideal primo R-disjunto de R[X] e e¢; > 1, Vi, sé(i):hnicamente

determinados. .

(ii) Suponha I = ﬂ[Pfl] com P; primo e e¢; > 1, Vi. Entdo, pelo Lema 4.2
i=1

temos I = Q[X]|(pS*...p{") N R[X] onde P, = Q[X]p; N R[X], p; € C[X] é um
polinémio monico irredutivel, Vi. Portanto I é um ideal principal fechado. A

reciproca vale por (i). O
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Corolario 4.5. Uma intersecao de ideais primos distintos R-disjuntos de
R[X] € nao nula se, e somente se, for uma interse¢ao finita.
Demonstragao: Seja (Py)xer uma familia de ideais primos R-disjuntos dis-
tintos. Assim cada P, = Q[X]|px N R[X]| onde py € C[X] s@o polindémios
monicos irredutiveis e distintos, com dpy > 1, VA € L. Suponhamos Card(L) =
00. Se mP,\ # 0, entao existe 0 # f € ﬂPA. Sejan = df, como f € ﬂP,\
temos qi\le pa | f, VA J& que os p) séo/\distintos, vem que Of é arbitr;ria—

mente grande contradizendo o fato de 0f = n. Assim se Card(L) = oo temos

ﬂ P, =0, ou seja, ﬂ Py # 0 implica Card(L) < occ.
A A

t
Reciprocamente, suponhamos I = ﬂ P; onde P; é primo R-disjunto Vi.

Entao pelo Corolario 3.6 temos P; Zi:é[X]pi N R[X] com p; € C[X]| um
polinémio ménico irredutivel. Logo I = h(Q[X]pz’ NR[X]) = Q[X](p1...p)) N
R[X] # 0. - 0
Exemplo 4.6. Note que se P é um ideal primo Q-disjunto de Q[X] (portanto
principal fechado), entao o Corolério 3.6 diz que P é da forma P = Q[X|p
onde p € C[X] é um polinomio moénico irredutivel. Nesse caso vimos que
P¢ = Q[X]p*,Ve € N, que também é principal fechado pelo Corolario 3.2.
Todavia esta situacao nem sempre ocorre, como mostra o seguinte exemplo

em F[X], onde F é o corpo de fragoes do dominio das séries formais de

poténcias, com coeficientes em Q.

Seja Q o corpo dos nimeros racionais. Vamos denotar por D o dominio

de integridade definido por
D = {Z Y € QY]] | ¢ =0}.
i=0

O corpo de fragoes de D é dado por
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F={Y aY' | ¢€Q Vi, vk eN} =Q[y,Y']].

i=—k
Vamos considerar p = X — Y € F[X] um polinémio ménico irredutivel,
e o ideal primo de F[X]| dado por P* = F[X|p = (X — Y)F[X]. Entao
P = P*N D[X] é um ideal primo de D[X]. Observe que Min(P) = 1.
Afirmamos que se f € P com O(f) = 1 entao f é da forma
f=(X=Y)) gV, g € Q.
i=2

De fato, se 9(f) = lentao f = (X—Y)g, g € F[X], com d(g) = 0, ou seja,

9= @Y €F logof=(X=-Y)> Y = (D aY)X-(D_ aY"™*).
i=—k i=—k i=—k i=—k
Como P C D[X] teremos que Z Y?, Z Y™ € D. Conclui-se dai que
i=—k i=—k

¢; = 0 para 7 < 1. Basta notar que Z @Y'eD = ¢=0,i=—k. -1
i=—k

e ¢ = 0. Por outro lado Z Y™ = Z G Y' € D dai g = 0,

==k i=—k+1

Portanto, se g € P%, com 9(g) = 2 entdo
g= (X =2XY +Y*)) ¢y’  qeQ (1)
i—4
Pelo Lema 4.2, [P?] = (X — Y)?F[X] N D[X], assim gy = (X? — 2XY +
Y?)Y? € [P?]. Entretanto go ¢ P? por (1), portanto P? ¢ [P?].

O proximo corolario mostra que uma condicao para que a poténcia de um
ideal primo R-disjunto de R[X] seja um ideal principal fechado é que ele seja

maximal.

Corolario 4.7. Seja M um ideal maximal R-disjunto de R[X] entdo:

(i) Se T é um anel de quocientes de R que contém o fecho central RC de R,
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entao T € simples;
(11) M* é um ideal principal fechado para todo i > 1.

Demonstragao:

(i) Como M ¢ um ideal maximal R-disjunto temos que M ¢é um ideal
principal fechado de R[X] (Corolario 2.9 (i)). Logo pelo Teorema 3.3, existe
um udnico ideal principal fechado de T[X] que denominaremos por M*, tal que,
M*N R[X] = M. Por outro lado M* = Q[X]fo N T[X], com fy = nzfciXi +
X" € C[X] um polinémio monico (Corolario 3.2). Pela Obseri;ogéo 3.4,
M* = T[X]fo j&d que RC C T. Afirmamos que M* é maximal em T[X].
De fato, suponhamos M* C J < T[X] ent@o teremos M C M* C J C [J].

Vamos analisar J N R[X]. Como M C J N R[X] temos duas possibilidades:

Se M € JN R[X] vem que J N R[X] = R[X], pela maximalidade de M.
Logo 1 € J edal J =T[X].

Entao M = J N R[X] C [J] N R[X]. Note que nao é possivel ter M C
[J] N R[X] pois pela maximalidade de M, [J]N R[X] = R[X], portanto J nao
é T-disjunto e dai existe 0 # tg € T, tal que, ty € J. Podemos tomar H, um
ideal nao nulo de R, tal que, 0 # t¢H C R, ou seja, toH C JN R[X] = M,
absurdo pois M ¢é R-disjunto. Assim M = [J] N R[X]| e a unicidade de M*

implica que [J] = M* portanto J = M*.

Concluimos que se M* C J, J =T[X] ou J = M*, ou seja, M* é maximal

em T[X].

Considere um ideal préprio I < T. Pela maximalidade de M*, M* +
k

I[X] = T[X] e portanto existem g = ZbiXi eTX], h= ZaiXi € I1X]
i=0 1=0

tais que gfp +h =1. Se g =0, entao 1 € I donde I =T, contradicao, logo

podemos assumir g # 0. Usando a igualdade e o fato que dfy > 1 temos que

k= 0(h)=0(g) + 9(fo) = m + n, assim
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bml -+ Am+tn = 0
biCp—1 + b1+ m4n—1 = 0
bmcn—Z + bm—lcn—l + bm—2]- + apin—2 = 0

6100 + boCl +a; = 0

L b0c0+a0:1

Podemos escrever os coeficientes de g como combinacao dos coeficientes
de fo e h de forma a concluir que g € I[X]. De fato,
by = —Qpyn € 1
bm—1 = —Cmin-1—bmcn_1 €1
e assim sucessivamente. Isto implica que 1 € I[X], logo 1 € I donde I =T,

contradizendo I[X] # T[X]. Portanto T' é simples.

(ii) Provaremos por indugao. Para i = 1 é evidente. Agora, suponhamos
que M*=! é um ideal principal fechado para i > 2. Mostremos que M* é um
ideal principal fechado. Primeiramente note que M* C M, logo [M?] C
M=, Tome f € M* com a = lc(f) e f = Min(M"). Entao, [M'] = [f]r.
Seja g € [f]r, entdao existe 0 # H' < R, tal que, gH'a C R[X]f. Dai
gH'aR C R[X|fR C M', pois f € M. Tome H = H'aR. Pela maximalidade
de M temos que H[X]+ M = R[X], logo 1 = ki + ky com k; € H[X] e
ko € M. Multiplicando a esquerda por g, vem que g = gk; + gks. Como
gk1 € gH[X] C M' e gky € M- M = M* temos que g € M*. Portanto, M*

¢ um ideal principal fechado. ]
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Capitulo 5

Aplicacoes

Neste capitulo temos como referéncia [3]. Denotaremos por A uma classe
de anéis primos. Diremos que um ideal P de R é um A-ideal se R/P € A.
Um anel R é dito anel A-Jacobson quando todo ideal primo de R é uma
intersecao de A-ideais. Finalmente, usaremos a notacao (A) para a seguinte

condicao:

(A) Se R € A, entao R[X]|/P € A para todo ideal primo R-disjunto P de
R[X].

Nossa finalidade aqui, é mostrar algumas aplicacoes dos resultados obtidos
anteriormente. Inicialmente estabeleceremos nosso resultado principal que é o
Teorema 5.3, mostrando que para uma classe A, de anéis primos satisfazendo
a condigao (A), se R é A-Jacobson, entdao R[X| também é. Em seguida apre-
sentamos quatro importantes classes de anéis primos, dentre varias outras,

que satisfazem a condigdo (A) e portanto onde o Teorema 5.3 se aplica.

Lema 5.1. Seja P um ideal primo R-disjunto de R[X] e 0 # I um ideal
satisfazendo uma das sequintes condicoes:

(i) I é um ideal primo de R;
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(i1) I € um ideal maximal & direita de R.

Se 7(P) ¢ I, entao (P+I[X])NR=1.

Demonstragao:

(i) Primeiramente vamos observar que I C P + I[X], logo I C (P +

I[X]) N R. Suponha, por contradi¢ao, que I C (P + I[X]) N R. Entao existe
k

1
r=h+hy € (P+IX))NR,ondehy =Y a; X' € Pehy=>» bX' €I[X]
i=0 i=0
sao tais que r & [.
!
Note que hy =1 — hy = (r — by) — ZbiXi, logo a; € I, i =1,...k e
i=1

ag € I, pois do contrério r = ag + by € I contradizendo r ¢ I. Isto nos
m

permite escolher g = ZaiXi e P talque,a; €1,i=1,...meayg &I, de
i=0
grau minimo entre os polinomios em P com esta propriedade.

Por hipétese 7(P) € I, portanto existe um polinémio f = Z b, X7 € P,
=0
com n = Min(P), tal que, b, & I. Assim, agRb,, Z I pois I é primo e ag, b, &

I. Tome ¢ € R, tal que, agch, & I e considere ¢' = gcb, — X™ "a,,cf € P,

ou seja,
g = Z a;ch, X' — Z b XIT) =
i=0 §=0
(m—n)—1 m—1
Z aich, X'+ ( Z (a;cb, — amcbi_(m_n))Xi) + (amcby, — apmcby,) X™.
=0 i=m—n

Entao 0(¢g’) < d(g) e todos os coeficientes de ¢’ estao em I com exce¢ao do
coeficiente de grau zero, contradizendo a minimalidade de d(g) com relagao

a esta propriedade.

m

(ii) Como em (i) podemos escolher g = ZaiXi € P, tal que, a; €
i=0

I,i=1,....meag¢ I, de grau minimo entre os polinomios em P com esta

propriedade.

43



Por hipétese 7(P) € I, portanto existe um polinémio f = Z b, X7 € P,
=0
com n = Min(P), tal que, b, & I.

Afirmamos que existe y € R, tal que, agyb, € I. De fato, I C I + agR
donde, I 4+ agR = R pela maximalidade de I no conjunto dos ideais a direita.
Logo, existem x € [ e y € R tais que x 4+ apy = 1. Multiplicando a direita

por b,, temos zb, + agyb,, = b,. Portanto, agyb, & I.

Considere ¢ = gyb, — X" "a,,yf € P, ou seja,

g = D ayba X =) amyb X
i=0 j=0
(m—n)—1 m—1
Z aiyanZ + ( Z (aiybn - amybi—(m—n))Xz) + (amybn - amybn)Xm'
=0 i=m—n

Entao, d(¢') < 9(g) e todos os coeficientes de ¢’ estao em I, com exce¢ao do
coeficiente de grau zero, contradizendo a minimalidade de d(g), em relagao a

esta propriedade. Il

No préximo lema denotaremos por A(R) a intersecao de todos ideais pri-

mos P de R tais que R/P € A.

Lema 5.2. Suponhamos que A satisfaz a condicao (A) e R € A. Entao
A(R[X]) = 0.
Demonstragao: Sejam () o anel de quocientes a direita de Martindale de R

e C o centro de (). Defina o conjunto, necessariamente infinito,
Feo = {fo € C[X] | monico irredutivel, com O(fy) > 1}.

Para cada fy € F¢ associamos o ideal Py = Q[X] fo, que pelo Corolario 3.6
¢ um ideal primo Q-disjunto de Q[X]. Assim Py, = P; N R[X] é um ideal
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primo R-disjunto, de R[X]. Como A satisfaz a condi¢do (A), temos que
R[X]/Py, € A, Vfo € Fe.

Entao, sendo que A(R {m I; | I; < R[X], primo e A-ideal}, temos
€A
A(R[X]) € ﬂ Py, =0, pois, Card(F¢) = . 0
fo€Fc

Teorema 5.3. Assuma que A € uma classe de anéis primos satisfazendo a
condi¢io (A). Se R é A-Jacobson, entio R[X] também é A-Jacobson.

Demonstragao: Seja P um ideal primo qualquer de R[X]|. Vamos supor
PN R =0, conforme observacao apés a Definicao 1.3. Assim, R é um anel
primo (pois 0 é um ideal primo de R) e 0 = PN R = ﬂ N;, onde A é um

i€
conjunto de indices e N; é A-ideal de R, Vi € A, pois R é A-Jacobson.

Fixado i € A temos R/N; € A. Como A satisfaz a condi¢ao (A) temos,
pelo Lema 5.2, que A((R/N;)[X]) = 0. Por definicao A((R/N;)[X]) =
ﬂ K;, onde A; é um conjunto de indices e K ; é um ideal primo e A-ideal, de
J(%\}Ni)[X], Vj € A;. Usando o isomorfismo (R/N;)[X] = R[X]/N;[X] pode-

mos escrever cada K! como K! = K!/N;[X], onde K é um ideal primo de

R[X]. Substituindo vem 0 = ﬂ f(;/NZ [X]. Note que, por um lado N;[X] C

JEA;

f(}, Vj € A;. Por outro lado m f(;/NZ[X] = 0 implica que ﬂ f(; C N;[X].
JEN; JEA;

Portanto V;[X] = ﬂ K. Afirmamos que cada K! ¢ um A-ideal de R[X].

JEA;

Para ver isto, basta observar que R[X]/K! & (R[X]/N;[X])/(Ki/N;[X]) =
(R/N;)[X]/K} € A, pois K} é um A-ideal de (R/N;)[X].

Agora, podemos escrever

o=\NX] =) K
ieA ieA jeA;
portanto A(R ﬂ ﬂ ~; 0, pois cada f(]’ é um A-ideal de R[X].

1€EA jEA;
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Note que isto mostra o caso em que P = 0, isto é, o ideal primo 0 de R[X] é
a intersecao de A-ideais de R[X] obtida acima, restando analisar o caso em

que P # 0. Sendo assim, podemos assumir daqui em diante que P # 0.

Defina os seguintes subconjuntos de A:
I={ieA|(P+N[X])NnR=N;} e =A—-1.

Note que 7(P) C N;, Vj € J, j& que se 7(P) € N; entdo pelo Lema 5.1,
(P + N,[X])N R = Nj, ouseja, j € I, o que é absurdo. Assim, 0 # 7(P) C

;.

Como 0 = (ﬂNl) N (ﬂ N;) 2 (ﬂ N;) - (ﬂ Nj;), temos que ﬂNi =0,

iel jeJ iel jeJ iel
pois R é primo.

Escolha para cada i € I, um ideal P; de R[X] maximal para a propriedade
de que P, D P+ N;[X] e P,N R = N;. Nessas condigoes, P;/N;[X] é um ideal
de (R/N)[X].

Afirmamos que P;/N;[X] é um ideal primo R/N;-disjunto. De fato, P,/N;|X|
¢ R/N;-disjunto pois, P;/N;[X] N R/N; = (P,N R)/N; = N;/N; = 0. Para
ver que P;/N;[X] é um ideal primo, basta notar que se P;/N;[X] C L/N;[X]
com L/N;[X] < (R/N;)[X], R/N;-disjunto, entao L O P, O P + N;[X] e
LN R = N;. A maximalidade de P; em relacao a propriedade acima, implica
que L = P, ou L = R[X]. Portanto, P;/N;[X]| é maximal no conjunto dos
ideais R/N;-disjuntos de (R/N;)[X], entao P;/N;[X]| é um ideal primo, pelo

Teorema 1.19.

Usando o fato de que R/N; € A ¢ que P;/N;[X] é um ideal é primo
R/N;-disjunto de (R/N;)[X], temos pela condigao (A) que

RIX]/ Py = (R/N)[IX]/(Pi/Ni| X]) € A,
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isto é, P; é A-ideal de R[X], Vi € I.

Defina P = ﬂH, um ideal de R[X]. Note que, PN R = m(R NR) =
i€l iel

ﬂNi = 0. Pelo Teorema 1.19, sendo P primo R-disjunto, temos que P é
;Iellaximal nos ideais R-disjuntos de R[X]. Como P C P temos P = P. O
Lema 5.4. Sejam J um ideal a direita de um anel com unidade qualquer R,
g € J[X] e f € R[X] mdnico. Se h,r € R[X] sao tais que g = hf +1r com
r=0 ou d(r) < I(f) entio h,r € J[X].
Demonstracao: Primeiramente, note que basta aplicar inducao em relagao
ao grau de g supondo d(g) > 9(f), pois se d(g) < O(f) a afirmagao se verifica

trivialmente. De fato, sendo f monico a igualdade g = hf + r implica que

h =0se d(g) < O(f). Portanto h = 0,r = g € J[X].

Assim consideremos a indug¢ao comegando com 9(g) = 9(f). Neste caso
igualdade g = hf + r implica que d(h) = 0 pois f é monico, portanto h =
ho € R. Como r = 0 ou d(r) < 9(f) temos hy = lc(g) € J. Dai podemos

escrever r = g — hof € J[X].

Agora suponha a afirmacao valida para todo g € J[X], tal que, n <
d(g) <m—1, comn=209(f) em>mn. Tome g € J[X], tal que, d(g9) = m
e le(g) = by, € J. Defina ¢ = g — b, X™ " f € J[X], entdo d(¢') <m —1e
g = (h=b,X™ ") f+r, jaque g = hf+r. Pela hipdtese de inducao aplicada
a ¢’ temos que h — b, X™ " r € J[X], logo h,r € J[X]. O

Proposicao 5.5. As sequintes classes de anéis primos satisfazem a condi¢do
(A):

(i) Anéis primos ndao singulares a direita;

(ii) Anéis fortemente primos a direita.

Demonstragao:
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(i) Sejam R um anel na classe de anéis primos nao singulares a direita e
P um ideal primo R-disjunto de R[X]. Afirmamos que R[X]|/P também é

primo nao singular a direita.

De fato, suponha por absurdo que Z(R[X]/P) # 0. Temos que existe um
ideal I de R[X] com I 2 P, tal que, Z(R[X]/P) = I/P. Pela maximalidade
de P no conjunto dos ideais R-disjuntos de R[X], IN R # 0. Tome 0 # b €
IN R entdo, b = b+ P € Z(R[X]/P) donde, existe L um ideal & direita de

R[X], tal que, 0 # Ann,(b) = L/P. Portanto, bL C Pe P C L.

Note que existe um ideal a direita J # 0 de R, tal que, J N Ann,(b) =0
do contrario, se J N Ann,(b) # 0, para todo ideal ndo nulo a direita J de R,
entao Ann,.(b) é a direita essencial em R, ou seja, b € Z(R) = 0, contradigao

com b # 0.

Além disso, LN J[X] € P, pois sendo P um ideal primo L N J[X] C P
implica J[X] C P ja que P C L. Isto contradiz P N R = 0. Assim, podemos
escolher g € L N J[X], tal que, bg € Pe g & P.

Pelo Corolario 3.6, P = Q[X]f N R[X], onde f € C[X] é um polinémio
monico irredutivel e P* = Q[X]f é a extensao de P a Q[X]. Como f é monico,
temos que existem h,r € Q[X] tais que g = hf +r com r = 0 ou d(r) < I(f).
Denotando J' = J@Q um ideal a direita de @ temos g € J'[X]. Usando o
Lema 5.4, para g e f, temos que hﬁr € J'[X]. Note que os coeficientes de r

estao em J' = J@Q, portanto r = ZdiXi, com d; = Zaﬁ-bﬁ-, onde a§ eJe
i=0 =0
b; € @, Vi, ¥j. Pela Proposicao 1.13 (iii) temos que existe H um ideal nao
nulo de R, tal que, b5H C R, Vi, Vj. Logo rH C J[X]. Fixado ¢ € H, a

igualdade g = hf 4+ r nos da

brc = bgc — bhfc € P*
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Como bre € P* e 0(brc) < O(f) = Min(P*) temos brc =0, V¢ € H, ou seja,
brH = 0. Portanto, rH = 0, ja que rH C J[X] e J N Ann,(b) = 0. Sendo H

um ideal nao nulo de R temos r = 0, pela Proposigao 1.13 (iv).

Assim, concluimos que g = hf € P*. Como g € R[X] temos que g €
P*N R[X] = P, contradigao.

(i) Sejam R um anel primo fortemente primo a direita e P um ideal primo
R-disjunto de R[X]. Afirmamos que R[X]/P também é fortemente primo a

direita.

De fato, sendo P um ideal primo R-disjunto de R[X], podemos considerar
a extensdo de P a Q[X] dada por P* = Q[X]f, onde P = P* N R[X] e
f € C[X] é um polinémio monico irredutivel. Suponhamos qualquer I ideal
de R[X], tal que, P C I. Vamos mostrar que existe um isolador para I. Pela
maximalidade de P no conjunto dos ideais R-disjuntos de R[X], I N R # 0.
Portanto 0 # I N R < R. J4 que R é fortemente primo a direita, existe
F C I'N R um isolador para I N R em R. Vamos provar que F' é também um

isolador para I em R[X].

De fato, seja g € R[X] com Fg C P. Afirmamos que g € P. De fato,
sendo f monico, existem h, r € Q[X] tais que ¢ = hf + 7 com r = 0 ou
Or < 0f. Tome a € F, entao ag = ahf + ar ou ainda, ar = ag — ahf =
a(g — hf) € P*. Logo, ar = 0 pois Or < df. Vamos escolher um ideal nao
nulo J de R, tal que, rJ C R[X] pois r € Q[X]. Donde arJ =0, Va € F, ou
seja, F'rJ = 0. Em consequéncia disso rJJ = 0, usando o isolador F' em cada

coordenada de r, portanto r = 0. Entao g = hf € P*N R[X] = P. O
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Proposigao 5.6. A classe dos anéis primitivos a direita satisfaz a condi¢do
(A).
Demonstragao: Sejam R um anel primitivo a direita e P um ideal primo

R-disjunto de R[X]. Afirmamos que R[X]/P também é primitivo a direita.

De fato, R € A implica que 0 é um ideal primitivo de R, portanto existe
um ideal maximal & direita M de R, tal que, 0 = {zr € R | Re C M}
= (M : R). Note que 7(P) € M pois 7(P) # 0. De fato, basta observar que
se T7(P) € M entao R7(P) C 7(P) € M portanto, 7(P) C (M : R) = 0.
Assim (P + M[X])N R = M, pelo Lema 5.1.

Tome um ideal & direita M* de R[X] maximal em relagdo a propriedade
de que M* D P+ M[X] e M*N R = M. Com esta condigao M* é um ideal

a direita maximal de R[X].

De fato, suponhamos que M* C M’ # R[X], para algum ideal a direita
M’ de R[X]. Note, em primeiro lugar, que M’ O P + M[X] e, em segundo
lugar, que M'NR D M*N R = M e pela maximalidade de M em R temos
M'NR = M. Logo M* = M’ pela maximalidade de M* em relagao a condigao

acima.

Por construcao P C (M* : R[X]) ja que M* O P + M[X]. Além disso,
(M*: RIX])NR =0, pois dado b € (M* : R[X]) N R vem que Rb C M*
isto implica que Rb C M*N R = M, logo b € (M : R) = 0. Sabemos que
P é maximal no conjunto dos ideais R-disjuntos de R[X], portanto temos
(M*: R[X]) = P, isto é, P é um ideal primitivo de R[X]. Assim, concluimos

que R[X]/P é primitivo a direita. O
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Proposicao 5.7. A classe dos anéis simples satisfaz a condi¢ao (A).

Demonstragao: Sejam R um anel simples e P um ideal primo R-disjunto

de R[X]. Afirmamos que R[X]|/P também ¢é simples.

De fato, suponha o contrério, isto é, que exista um ideal préprio J/P de
R[X]/P entao 0 # P C J C R[X]. Sendo P primo, a maximalidade de P no
conjunto dos ideais R-disjuntos implica que J N R # 0. Como R ¢é simples

temos que J N R = R, logo 1 € J. Portanto J = R[X], contradigao. O

o1



Referéncias Bibliograficas

1]

Beidar, K.I., Martindale, W.S. and Mikhalev, A.V. “Rings with Genera-
lized Identities”, Marcel Dekker Inc., New York, 1996.

Ferrero, M., “Prime and Principal Closed Ideals in Polynomial Rings”,

Journal of Algebra 134 (1990), 45-49.

Ferrero, M. and Parmenter, M. M., “A Note on Jacobson Rings and
Polynomial Rings”, Proc. Amer. Math. Soc. 105 (1989), 281-286.

Ferrero, M., “Teoremas de Estrutura para Algebras Semi-Simples”, Atas
da XVTI Escola de Algebra— Parte 111, Universidade de Brasilia, Instituto
de Ciéncias Exatas-Departamento de Matemaética, 23 a 29 de julho de

2000.

Ferrero, M., “ The Strongly Prime Radical of an Ore Extension”, Comm.

In Algebra 17, N2 2, (1989), 351-376.

Goodearl, K.R., “Ring Theory-Nonsingular Rings and Modules”, Mono-
graphs and Textbooks in Pure and Applied Mathematics, Marcel Dekker,
Inc., New York-Basel, 1976.

Handelman, D. and Lawrence, J., “Strongly Prime Rings”, Trans. Amer.

Math. Soc. 211 (1975), 209-223.

52



8]

[12]

[13]

Kaplansky, I. “Commutative Rings”, Univ. of Chicago Press, Chicago,
1974.

Lam, T.Y., “A First Course in Noncommutative Rings”, Graduate Texts

in Mathematics, Springer-Verlag, New York, 1991.

Lambek, J., “Lectures on Rings and Modules”, Mcgill University,
Chelsea Publishing Company, 2nd Edition, New York, 1976.

McConnell, J. C. e Robson, J. C. “Non-commutative Noetherian Rings”,
Wiley-Intercience, New York, 1987.

Pearson, K.R., Stephenson, W., and Stewart, P.N. “Skew Polynomials
and Jacobson Rings”, Proc. London Math. Soc. 42 (1981), 559-576.

Stenstrom, Bo, “Rings of Quotients”, Springer-Verlag, Berlin-
Heidelberg- New York, 1975.

53



Livros Gratis

( http://www.livrosgratis.com.br )

Milhares de Livros para Download:

Baixar livros de Administracao

Baixar livros de Agronomia

Baixar livros de Arquitetura

Baixar livros de Artes

Baixar livros de Astronomia

Baixar livros de Biologia Geral

Baixar livros de Ciéncia da Computacao
Baixar livros de Ciéncia da Informacéo
Baixar livros de Ciéncia Politica

Baixar livros de Ciéncias da Saude
Baixar livros de Comunicacao

Baixar livros do Conselho Nacional de Educacdo - CNE
Baixar livros de Defesa civil

Baixar livros de Direito

Baixar livros de Direitos humanos
Baixar livros de Economia

Baixar livros de Economia Doméstica
Baixar livros de Educacao

Baixar livros de Educacdo - Transito
Baixar livros de Educacao Fisica

Baixar livros de Engenharia Aeroespacial
Baixar livros de Farmacia

Baixar livros de Filosofia

Baixar livros de Fisica

Baixar livros de Geociéncias

Baixar livros de Geografia

Baixar livros de Histdria

Baixar livros de Linguas



http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1

Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo



http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1

