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Resumo

Nesta tese nós estudamos e provamos diversos teoremas de existência,
unicidade e caracterização, dos pontos e dos valores críticos da conexão rie-
manniana de uma variedade riemanniana compacta, orientável, agindo nos
espaços dos campos diferenciáveis da variedade com norma L2 um e com
norma pontual um.

Abstract

In this thesis, we study and prove several theorems about the existence,
uniqueness and characteriztion of the critical points and critical values of the
Riemannian connection of a compact orientable Riemannian manifold acting
on the space of smooth vector �elds of the manifold with unit L2 norm and
on the space of smooth vector �elds with unit pointwise norm.
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1 Introdução

Sejam M uma variedade (de classe C1) riemanniana compacta orientável,
n-dimensional, sem bordo, e r a conexão riemanniana de M . Em nosso tra-
balho iremos estudar os pontos críticos de r no subespaço de campos difer-
enciáveis de norma L2 igual a um e no subespaço dos campos diferenciáveis
de norma pontual igual a um. Ou seja, denotando por �(M) o conjunto dos
campos de vetores diferenciáveis de M; vamos estudar os pontos críticos do
funcional

F (X) =

Z
M

krXk2 dM; (1)

no subespaço L(M) dos campos X 2 �(M) tais queZ
M

kXk2 dM = 1;

e também no subespaço P(M) onde X 2 �(M) é tal que kX(p)k = 1; para
todo p 2 M: Estamos mais interessados em encontrar e descrever os ín�mos
de F em L(M) e em P(M); que denotamos por �0 e �0; respectivamente, ou
seja,

�0 = inf
L(M)

F; �0 = inf
P(M)

F:

A determinação/estimativa do valor de �0 e a existência ou não de mini-
mizantes de F em P(M) é assunto que vem sendo bastante pesquisado há
uns 20 anos. Com algumas mudanças na de�nição (1), irrelevantes para a
parte interessante da teoria, F tem sido denominado �funcional energia de
campos� ou �total bending� (ver [W],[CW]). A determinação das constantes
� 0 e �0 é de interesse uma vez que, �0; �0 > 0; implica nas desigualdades
tipo Sobolev Z

M

kXk2 dM � 1

�0

Z
M

krXk2 dM; X 2 �(M)

e

Vol(M) � 1

�0

Z
M

krXk2 dM; X 2 �(M); kXk = 1:

Iniciamos a tese provando alguns resultados conhecidos mas não facil-
mente encontrados em livros ou artigos, a saber: os pontos críticos de F em
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L(M) coincidem com o espectro do operador � divr (Proposição 2.11) e
que, em P(M); são soluções da equação

� divrX = krXk2X (2)

(Proposição 2.12): Usando técnicas e resultados bem conhecidas de Análise,
provamos o resultado, também conhecido, que �0 é assumido por um campo
emL(M) (Teorema 2.2 ):Decorre que seM não possui um campo paralelizável,
então �0 > 0:
No que se refere aos pontos críticos de F emP(M), Fabiano Brito, Vicente

Borrelli e Olga Gil [BBG] provaram que no caso em que M = S2n+1; com
n � 2; o ín�mo �0 não é necessariamente assumido em P(M); respondendo
negativamente a uma questão colocada por Wiegmink em [W]. Usando a
mesma técnica usada para provar a existência do minimizante para F em
L(M) provamos, contudo, que o ín�mo de F em P(M) é assumido por um
campo de norma pontual 1 com derivada fraca emM (Teorema 2.5). Por esta
razão, o natural ao minimizarmos F entre os campos de norma pontual 1; é
trocarmos P(M) pelo espaço dos campos unitários fracamente diferenciáveis,
que denotamos por F(M): Além disso provamos que, ao contrário do que
acontece com P(M) que é vazio quando a característica de Euler �(M) de
M é diferente de zero, para n � 3 tem-se sempre F(M) 6= ; (Teorema 2.5),
de modo que o funcional F está sempre bem de�nido em F(M) para n � 3;
mesmo nos casos em que �(M) 6= 0:
Provamos que �0 � Vol(M)�0 (Proposição 2.13); o que implica, no caso

de M não possuir um campo paralelizável, que o ín�mo de F em P(M) é
sempre positivo, respondendo a outra questão colocada por Wiegmink em
[W].
É de se esperar que as simetrias de M se re�itam nos campos críticos de

F; tanto em L(M) quanto em P(M): Precisamente, dado um subgrupo de
Lie G de ISO(M) é de se esperar que os pontos críticos de F sejam assum-
idos por campos G� invariantes (veja De�nição 3.1). A grande vantagem
destes campos é que, além de serem grandes candidatos a pontos críticos,
a edp associada a campos invariantes tem o número de variáveis reduzida à
cohomogeneidade da ação do grupo ( ver De�nição 3.4). Por exemplo, nos
casos em que G age em cohomogeneidade 1, a determinação do espectro de
divr aos campos G�invariantes se reduz à determinação do espectro de um
operador associado a uma E. D.O. (Teorema 5.1):
Trabalhamos então na seguinte questão: quando os pontos críticos são

assumidos por campos invariantes?
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Fabiano Britto, Vicente Borrelli e Olga Gil, provaram em [BBG] que, em
Sn; o campo unitário �norte-sul�é um mínimo absoluto de F em F(M): Note
que este campo é ortogonal às esferas centradas nos polos norte e sul de Sn e
que estas esferas são órbitas do subgrupo O(n�1) de ISO(Sn) que deixa �xo
este polos; sendo este campo um campo invariante por O(n� 1). Em nosso
trabalho obtemos uma generalização parcial deste resultado considerando
a ação por isometrias de um grupo G em M com cohomogeneidade 1 e
tomando o campo unitário ortogonal às órbitas desta ação. É fácil de ver
que este campo é G-invariante só que, em geral, não está em F(M): Contudo,
provamos que quando as órbitas singulares de G têm codimensão maior ou
igual a 3 então este campo está em F(M) (Teorema 3.12) e é um ponto crítico
de F em F(M) (Teorema 5.5): É natural se conjecturar que estes campos
são mínimos absolutos de F em F(M).
Tratamos também da questão acima mencionada, a saber, dos pontos

críticos serem ou não assumidos por campos invariantes, no caso dos pon-
tos críticos de F em L(M): Com o objetivo de respondê-la, introduzimos
um processo de simetrização de um campo por um subgrupo G de isome-
trias. Este processo consiste em tomar, em cada ponto da variedade, a
média do campo, neste ponto, pela ação de G, o que é feito através de
uma integração sobre G (veja De�nição 4.1). Assim, dado um campo V
obtem-se o G-simetrizado VG de V por G: Provamos então que VG é sempre
G�invariante (Proposição 4.2). Além disso, provamos que se V satisfaz a
equação � divrV = �V então o simetrizado VG também satisfaz, ou seja,
tem-se � divrVG = �VG (Teorema 4.3): Este processo, portanto, mostra
que se V é um ponto crítico de � divr associado a um autovalor � e se
o G�simetrizado de V é não nulo, então o ponto crítico associado a � é
assumido por um campo G�invariante.
Como conseqüência disto provamos que, dado um autovalor � para� divr;

então ou todo campo que é um autovetor de � divr associado a � tem
G�média zero (veja De�nição 4.6), ou existe um campo G�invariante que é
um autovetor associado a � (Corolário 4.7).
Provamos que se M é um espaço simétrico compacto de posto 1 e se

um subgrupo G � ISO(M) tem um ponto �xo cujo subgrupo de isotropia
também deixa um ponto �xo, então todo valor crítico de F em L(M) é
assumido por um campo G�invariante (Teorema 4.8).
Como um dos resultados principais desta tese provamos, ao �nal deste

trabalho, que é igual a 1 o mínimo absoluto da conexão na esfera unitária
Sn, n � 2, entre os campos de norma L2 igual a um, sendo este mínimo
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atingido por um campo colinear ao campo norte-sul (Teorema 6.5). Este
resultado é a versão para o espaço L(Sn) de um resultado já mencionado de
F. Brito, V. Borrelli e O. Gil para o espaço P(S2n+1) dos campos de norma
pontual 1 nas esferas unitárias de dimensão ímpar.

2 Preliminares

Seja (M; h ; i) uma variedade (de classe C1) riemanniana orientada com-
pacta n-dimensional. Denote por �(M) o espaço de todos os campos de
vetores C1 de M: Dado X 2 �(M); rX denota a aplicação tensorial

E ! rEX;E 2 �(M):

De�ne-se o produto interno hrX;rY i, para X; Y 2 �(M) por

hrX;rY i =
nX
i=1

hrEiX;rEiY i ;

onde Ei é um base ortonormal local de TM . A norma de rX é dada por

jrXj =
 

nX
i=1

hrEiX;rEiXi
!1
2
:

Vamos considerar em �(M) os produtos internos

hX; Y iL2 =
Z
M

hX; Y i dM

e

hX; Y iH1 =

Z
M

hX; Y i dM +

Z
M

hrX;rY i dM:

Nós entenderemos por L2(TM) o completamento de �(M) em relação a
norma L2 determinada pelo produto interno h ; iL2 e por H1(TM) o comple-
tamento de �(M) em relação a norma H1 determinada pelo produto interno
h ; iH1 : Os espaços (L2(TM); h ; iL2) e (H1(TM); h ; iH1) são espaços de
Hilbert. Usaremos também as notações

F(M) =
�
X 2 H1(TM) j jX(p)j = 1; q:t:p; p 2M
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e
L(M) =

�
X 2 H1(TM) j jXjL2 = 1

	
:

Observe que a conexão Riemanniana emM estende-se naturalmente para
uma conexão riemanniana fraca, também denotada por r,

r : H1(TM)�H1(TM)! L2(TM):

Usaremos várias vezes a fórmula da coárea (conforme [Fe]):

Teorema 2.1 Sejam M
l
e M q; (l � q) variedades Riemannianas. Sejam

dx e dy as formas volumes de M e M associadas a suas métricas. Seja
� :M !M uma aplicação diferenciável e h :M ! R uma função integrável.
Então Z

M

h(x)jj Jac�(x)jjdx =
Z
M

�Z
��1(y)

h(x)dH l�q(x)

�
dH

onde a integral interna no segundo membro é calculada com respeito à medida
(l � q)�dimensional de Hausdor¤ induzida por M em ��1(y) e jj Jac�jj é a
derivada de Radon-Nikodym da medida de M com relação à imagem sob d�
da medida de M:

De�nindo g :M ! R por

g(x) =
h(x)

jj Jac�(x)jj

decorre deste teorema queZ
M

g(x)dx =

Z
M

�Z
��1(y)

h(x)

jj Jac�(x)jjdx
�
dy: (3)

Nos casos que estaremos considerando teremos

q = dimM = posto(�) := maxfdim d�y(TyM) j y 2Mg:

Nestes casos, observamos que jj Jac�jj; nos pontos regulares de �; pode ser
calculada da seguinte forma. Seja x 2 M um ponto regular de � (ou seja,
q = dim d�x(TxM)) e y = �(x): Sejam fe1; :::; eqg uma base ortonormal de
(Tx�

�1(y))? e ff1; :::; fqg uma base ortonormal de TyM: Então

jj Jac�(x)jj = j det(hd�x(ei); fjii;j2f1;:::;qg)j:
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Os resultados usados aqui sobre espaços de Sobolev de campos de vetores
podem ser provados usando a teoria de espaços de Sobolev para funções, a
qual pode ser vista em [H].

Teorema 2.2 Seja M uma variedade riemanniana compacta, orientável e

�0 = inf
X2H1(TM)nf0g

R
M
jrXj2dMR

M
jXj2dM :

Então existe V 2 H1(TM)nf0g tal que

�0 =

R
M
jrV j2dMR

M
jV j2dM :

Para provarmos o Teorema 2.2, precisaremos de dois resultados, um de
Análise Funcional, a saber:

Teorema 2.3 Toda sequência limitada em um espaço de Hilbert (H; h ; i)
contém um subsequência convergindo fracamente a um elemento de H; ou
seja, se fxng � H é limitada, então existe x0 2 H tal que

lim
n!1

hxnk ; xi = hx0; xi

para todo x 2 H:

Precisamos também de uma extensão do Teorema de Rellich-Kondrachov:

Teorema 2.4 (Extensão do Teorema da compacidade de Rellich-Kondrachov)
H1(TM) �� L2(TM); ou seja, toda sequência limitada em H1(TM) contém
uma subsequência convergindo em L2(TM) a um elemento de L2(TM)

A prova deste teorema é feita através da redução ao teorema usual de
Rellich-Kondrachov, ou seja, o que se aplica a funções.
Prova do Teorema 2.2. De�nindo

F (X) =

R
M
jrXj2dMR

M
jXj2dM ;X 2 H1(TM)nf0g;

podemos tomar uma sequência Vn � H1(TM)nf0g tal que

lim
n
F (Vn) = �0:
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Considerando

Wn =
Vn�R

M
jVnj2dM

� 1
2

vemos que

F (Wn) =

Z
M

jrWnj2dM = F (Vn)

e então
lim
n
F (Wn) = �0:

Segue-se que Wn é limitada em H1(TM) e, portanto, pelo Teorema 2.3,
Wn contém uma subsequência convergindo fracamente a V 0 2 H1(TM):
Por outro lado, pelo Teorema de Rellich-Kondrachov Wn converge a V em
L2(TM): Temos

hV � V 0; V � V 0iL2 = 0
o que nos dá V = V 0: Segue-se queZ

M

jV j2dM = lim
n

Z
M

jWnj2dM = 1

e, assim, em particular, V 2 H1(TM)nf0g: Por outro lado, denotando, para
U; V 2 H1(TM);

g(U; V ) =

Z
M

hrU;rV i dM

temos, que, dado n 2 N;

0 � g(Wn � V;Wn � V )

= g(Wn;Wn)� 2g(Wn; V ) + g(V; V ):

Tomando o limite para n ! 1 e lembrando que Wn converge fracamente a
V; obtemos

0 � �0 � 2g(V; V ) + g(V; V )

e, então,
g(V; V ) � �0:

Decorre daí que R
M
jrV j2dMR

M
jV j2dM =

Z
M

jrV j2dM � �0
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o que nos dá, pelo fato de �0 ser o mínimo de F;R
M
jrV j2dMR

M
jV j2dM = �0;

provando o teorema.

Teorema 2.5 Seja M uma variedade riemanniana compacta , orientável de
dimensão maior ou igual a 3, e

�0 = inf
X2F(M)

Z
M

jrXj2dM:

Então F(M) 6= ; e existe N 2 F(M) tal que

�0 =

Z
M

jrN j2dM:

Prova. Primeiro iremos provar que F(M) 6= ; para n � 3: De fato, seja
Z um campo diferenciável com singularidades isoladas, isto é, Z se anula
apenas em um número �nito de pontos, os quais denotaremos p1; :::; pk: Seja
r > 0 tal que as bolas geodésicas Br(pi) são normais e Br (pi) \ Br (pj) = ;

para i 6= j: Denote por Vi =
grad(fi)

jgrad(fi)j
o campo de vetores de�nido em

B r
2
(pi)nfpig; onde fi :M ! [0;1); é dada por

fi(x) = d(x; pi);

sendo d a distância riemanniana emM , (na verdade, provaremos adiante que
jgrad(fi)j = 1): Considere um campo de vetores diferenciável, unitário, N; em
Mnfp1; :::pkg, o qual coincide com

Z

jZj em Mn[Br (pi) e com Vi em B r
2
(pi).

A�rmação: N 2 F(M): Note que para garantir a veracidade da a�rmação,
basta provarmos que Vi é fracamente diferenciável para n � 3: Para tal,
vamos estimar hrvVi;rvVii em um ponto q 2 Br (pi) nfpig; v 2 TqM; jvj =
1; em termos da distância t entre q e pi: Denotaremos, por simplicidade,
V = Vi f = fi e p = pi: Note que rV V = 0, e que podemos assumir que
hV; vi = 0: Então A(v) = �rvV é a segunda forma forma fundamental
da esfera geodésica centrada em p e com raio t: Além disso, nós podemos
assumir que v é um auto vetor de A e então hrvV;rvV i = hrvV; vi2 : Seja

9



K = max jKM j + 1; onde KM é a curvatura seccional de M . Seja M um
espaço simplesmente conexo de curvatura seccional constante �K. Usando
o teorema da comparação do Hessiano, obtemos

hrvV; vi2 = jHfM(v; v)j2 � K coth2(t
p
K):

Denotando por St(p) a esfera geodésica centrada em p com raio t segue queZ
Br(p)

hrV;rV i =
Z r

0

Z
St(p)

hrV;rV i dSt(p) � K

rZ
0

h
coth2(t

p
K)VolSt(p)

i
dt

A mostrar: K
rR
0

h
coth2(t

p
K)VolSt(p)

i
dt é �nita se n � 3: Para tal basta

provarmos que, para algum r 2 (0;max f), pondo

Sr = f�1([0; r]);

tem-se Z
Sr

hrV;rV i <1:

Primeiro mostraremos que
jrf(p)j = 1;

para todo x 2 Mnfp1; ::pkg: Seja fe1; :::; en�1g uma base ortonormal de
TxSt(p): Então o gradiente de f em x pode ser escrito como

rf(x) =
nX
i=1

dfx(ei)ei; (4)

onde en = V (x): Como a função distância, f; é constante ao longo das esferas
St(pi); a igualdade (4), se resume a

rf(x) = dfx(en)en:

Calculemos então
jdfx(en)j :

Para este cálculo, tomemos q0 e t0; tal que x = expq0 t0N(q0): Seja � : (0; ")!
M , dada por

�(t) = expq0 (t0 + t)V (q0):
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Temos que �(0) = p e �0(0) = V (x) = en: Logo

dfx(en) =
d

dt
(f � �) (t)jt=0:

Mas
f (�(t)) = f

�
expq0 (t0 + t)V (q0)

�
= t0 + t;

o que implica
dfx(en) = 1;

e portanto
jrf(x)j = jdfx(en)j = 1: (5)

Vamos agora usar a fórmula da coárea, Teorema 2.1, paraM = Br(p); M = R
e � = f: Neste caso jj Jac f jj = jrf j; e usando (5), obtemos

Z
Br(p)

hrV;rV i =
rZ
0

Z
f�1(t)

hrV;rV i!tdt; (6)

onde !t é a fórma volume de f�1(t) = St(p):
Como já vimos, para cada t 2 (0; r] tem-se, em qualquer ponto de f�1(t),

hrV;rV i � K coth2(t
p
K);

onde
p
K coth(t

p
K) é o Hessiano da função distância de um espaço simples-

mente conexo de curvatura seccional constante �K. Assim, de (6), vem

Z
Br(p)

hrV;rV i � (n� 1)K
rZ
0

�
coth2(t

p
K)

Z
f�1(t)

!t

�
dt:

Seja S = f�1(r): Dado t 2 (0; r], seja �t : S ! f�1(t) dada por

�t(x) = expx(r � t)V (x); x 2 S:

Então o teorema de Fubini nos dáZ
f�1(t)

!t =

Z
S

(�t)
� !t:
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Podemos escrever (�t)
� !t = �! para alguma função � : M ! R, sendo ! a

forma volume em S, e assim obterZ
f�1(t)

!t =

Z
S

�!:

Dado x 2 S, sendo E1; :::; En�1 uma base ortonormal de TxS vem

�(p) = �(p) � 1 = �(p)!x (E1; :::; En�1) = (�t)
� (!t)x (E1; :::; En�1)

= (!t)�t(x) (d(�t)x(E1); :::; d(�t)x(En�1))

� jd(�t)x(E1)j � ::: � jd(�t)x(En�1)j
= jJ1(t)j � ::: � jJn�1(t)j

onde cada Ji(t) = d(�t)x(Ei) é um campo de Jacobi ao longo da geodésica

(u) = expx(uV (x)). Observamos agora que fpg é o conjunto focal de S;
logo temos que

J1(s) = J2(s) = :::Jn�1(s) = 0:

Podemos então comparar Ji com os campos de Jacobi em um espaço de
curvatura constante �K para concluir, através do Teorema de Rauch (página
215 de [M]), que

jJi(t)j �
sinh(t

p
K)p

K
; i = 1; 2; :::; n� 1:

de modo queZ
Br(p)

hrV;rV i � (n� 1)K
rZ
0

�
coth2(t

p
K)

Z
f�1(t)

!t

�
dt

� (n� 1)K
rZ
0

coth2(t
p
K)

 
sinh(t

p
K)p

K

!n�1
Vol(S)dt;

que deixa claro que se n � 3; a integral acima é �nita. Agora vamos provar
que existe um campo de F(M) que atinge o ín�mo da conexão. Pondo

F (X) =

Z
M

jrXj2dM;X 2 F(M);
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podemos tomar uma sequência Wn � H1(TM); tal que

lim
n
F (Wn) = �0:

Temos ainda que Z
M

jWnj2dM = Vol(M):

Segue-se queWn é limitada em H1(TM) e, como no teorema anterior, temos,
pelo Teorema 2.3, queWn contém uma subsequência convergindo fracamente
a N 0 2 H1(TM): Por outro lado, pelo Teorema de Rellich-Kondrachov Wn

converge a N em L2(TM): Temos

hN �N 0; N �N 0iL2 = 0

o que nos dá N = N 0: Assim, Wn converge em L2 para N: Portanto, a menos
de uma subsequência, Wn converge qtp a N . Como jWnj = 1 qtp, segue-se
que jN j = 1 qtp. O fato de que F (N) = �0 é provado como no Teorema 2.2.

Os Teoremas 2.2 e 2.5, implicam nas seguintes desigualdades de Sobolev
para campos de vetores:

Corolário 2.6 SejaM uma variedade riemanniana compacta orientável não
admitindo um campo paralelo de vetores (isto é, não existe X 2 H1(TM) tal
que rX = 0; sendo r a conexão riemanniana de M). Então existe uma
constante �0 > 0; dependendo apenas de M e da métrica de M tal queZ

M

jXj2dM � 1

�0

Z
M

jrXj2dM

para todo X 2 H1(TM):

Corolário 2.7 Seja M uma variedade riemanniana compacta orientável de
dimensão maior ou igual a 3, não admitindo um campo paralelo de vetores.
Então existe uma constante �0 > 0 dependendo apenas de M e da métrica de
M tal que

Vol(M) � 1

�0

Z
M

jrXj2dM

para todo X 2 F(M):
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Iremos mostrar a relação entre pontos críticos da conexão e o oper-
dador Laplaciano aproximado. Para tal faremos uso de algumas de�nições e
proposições como segue.

De�nição 2.8 Seja M uma variedade riemanniana, e seja T um tensor em
M tal que, a cada p 2 M; Tp é uma transformação linear de TpM em TpM:
De�nimos o divergente de T em p 2M por

div T =
nX
i=1

(rEiT ) (Ei)

sendo Ei um referencial ortonormal em uma vizinhança de p:

Lembramos que

(rXT ) (Y ) = rX(T (Y ))� T (rXY )

Para mostramos que div T não depende da base escolhida, tomamos uma
base ortonormal fFjg e escrevemos

Ei =
nX
j=1

aijFj:

Segue-se que

nX
i=1

(rEiT ) (Ei) =
nX

i;j;k=1

�
aijaikrFjT

�
(Fk)

=

nX
j;k=1

 X
i

aijaik

!
rFjT (Fk):

Sendo (aij) uma matriz ortogonal temos (aij)�1 = (alk)t = (akl) de modo que

(aij)(akl) = id (7)

ou seja X
i

aijaik = �jk (8)
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e assim
nX
i=1

(rEiT ) (Ei) =

nX
j=1

�
rFjT

�
(Fj):

Note que para cada p 2M ,

rV : TpM ! TpM
v 7! rvV

é linear de modo que � divrV está bem de�nido e vale a

Proposição 2.9 Seja M uma variedade riemanniana compacta, orientável,
sem bordo. Então

�
Z
M

hdivrV;W i dM =

Z
M

hrW;rV i dM

para todos V;W 2 �(M):

Prova. Dados V;W 2 �(M) de�nimos o campo GV (W ) 2 �(M) como
segue. Dado p 2 M , seja Ei um referencial ortonormal em uma vizinhança
de p: Então, nesta vizinhança,

GV (W ) :=
nX
i=1

hrEiV;W iEi:

Vamos mostrar que GV (W ) está bem de�nido, ou seja, não depende do ref-
erencial escolhido. De maneira análoga a De�nição 2.8, façamos

Ei =

nX
j=1

aijFj:

Temos então

nX
i=1

hrEiV;W iEi =
nX

i;j;k=1

aijaik


rFjV;W

�
Fk

=

nX
j;k=1

 X
i

aijaik

!

rFjV;W

�
Fk:
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Como vimos anteriormente o fato de (aij) ser uma matriz ortogonal, implica
por (7) e (8) que

nX
i=1

hrEiV;W iEi =
nX
i=1



rFjV;W

�
Fj:

Agora temos

div (GV (W )) =
nX
i=1

(hrEiV;W i div(Ei) + Eigrad hrEiV;W i)

=

nX
j;i=1

�
hrEiV;W i



rEjEi; Ej

�
+ hEi; Ej hrEiV;W iEji

�
=

nX
j;i=1

�
�hrEiV;W i



rEjEj; Ei

�
+ Ei hrEiV;W i �ij

�
=

nX
j;i=1

�
�
D
rhrEjEj ;EiiEiV;W

E
+ Ei hrEiV;W i �ij

�
=

nX
j;i=1

�
�
D
rrEiEiV;W

E
+ hrEirEiV;W i+ hrEiV;rEiW i

�
= hdivrV;W i+ hrV;rW i ;

portantoZ
M

div (GV (W )) dM =

Z
M

(hdivrV;W i+ hrV;rW i) dM:

Aplicando Stokes

�
Z
M

hdivrV;W i dM =

Z
M

hrW;rV i dM:

Observe que o resultado acima prova que divr é auto-adjunto:

Corolário 2.10 Seja M uma variedade riemanniana compacta, orientável,
sem bordo. EntãoZ

M

hdivrV;W i dM =

Z
M

hdivrW;V i dM:
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Proposição 2.11 SejaM uma variedade riemanniana compacta. Um campo
de vetores V0 é um ponto crítico do funcional

F (V ) =

R
M
jrV j2R

M
jV j2 ; V 2 H

1(TM)nf0g

se e somente se V0 2 �(M) e satisfaz a equação

� divrV0 = �V0; (9)

onde � =

R
M
jrV0j2R

M
jV0j2

:

Prova. Provaremos primeiro que (9) é satisfeita fracamente, ou seja, queZ
M

hrV0;rW i = �

Z
M

hV0;W i

para todo W 2 H1(TM): De�nindo

f(t) =

R
M
jr(V0 + tW )j2R

M
j(V0 + tW )j2

temos que f possui um ponto crítico em t = 0: Portanto f 0(0) = 0: Mas

f 0(t) =
g(t)� h(t)�R

M
hV0 + tW; V0 + tW i

�2
onde

g(t) = 2

Z
M

hrW;rV0 + trW i
Z
M

hV0 + tW; V0 + tW i

e

h(t) = 2

Z
M

hrV0 + trW;rV0 + trW i
Z
M

hW;V0 + tW i :

Daí

f 0(0) =
2
R
M
hrW;rV0i

R
M
hV0; V0i � 2

R
M
hrV0;rV0i

R
M
hW;V0i�R

M
hV0; V0i

�2
de modo que

2
R
M
hrW;rV0i

R
M
hV0; V0i � 2

R
M
hrV0;rV0i

R
M
hW;V0i�R

M
hV0; V0i

�2 = 0
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, 2

Z
M

hrW;rV0i
Z
M

hV0; V0i � 2
Z
M

hrV0;rV0i
Z
M

hW;V0i = 0

,
Z
M

hrW;rV0i
Z
M

hV0; V0i =
Z
M

hrV0;rV0i
Z
M

hW;V0i

,
Z
M

hrW;rV0i =
R
M
hrV0;rV0iR
M
hV0; V0i

Z
M

hW;V0i

ou seja Z
M

hrW;rV0i = �

Z
M

hW;V0i : (10)

Usando técnicas conhecidas da teoria de EDP linear elíptica para regularizar
V0, temos V0 2 �(M) e portanto pela Proposição 2.9

� divrV0 = �V0:

Proposição 2.12 SejaM uma variedade riemanniana compacta. Um campo
de vetores unitário N 2 F(M) é um ponto crítico do funcional

F (X) =

Z
M

jrXj2; X 2 F(M)

se e somente se N satisfaz fracamente a equação

� divrN = jrN j2N:

Prova. Faremos um raciocínio análogo ao da proposição anterior, de�nindo
neste caso f(t) da forma

f(t) =

Z
M

����r(N + tX)

jN + tXj

����2
com X 2 F(M): Como anteriormente, esta função possui um ponto crítico
em t = 0 e, portanto, f 0(0) = 0: No entanto

f(t) =

Z
M

hg(t); g(t)i

18



onde

g(t) = r 1

hN + tX;N + tXi
1
2

N +r t

hN + tX;N + tXi
1
2

X

Daí

f 0(0) = 2

Z
M

hg0(0); g(0)i = 0:

Tendo-se
g(0) = rN;

e
g0(0) = �rhN;XiN +rX;

obtemos

2

Z
M

h�r hN;XiN +rX;rNi = 0

,
Z
M

hrX;rNi =
Z
M

hr hN;XiN;rNi

Observe que dado um ponto p 2 M , e uma base ortonormal feig; na vizin-
hança de p, temos, para cada i;

hreiN;Ni =
1

2
ei hN;Ni = 0:

Portanto,

hr hN;XiN;rNi =
nX
i=1

fhei (hN;Xi)N;reiNi+ hN;Xi hreiN;reiNig

=
nX
i=1

hN;Xi hreiN;reiNi

= hN;Xi hrN;rNi

Logo Z
M

hrX;rNi =
Z
M

hr hN;XiN;rNi

,
Z
M

hrX;rNi =
Z
M

hrN;rNi hN;Xi

e portanto, pela Proposição 2.9, temos � divrN = jrN j2N fracamente.
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Proposição 2.13 Seja M uma variedade riemanniana compacta orientável
de dimensão maior ou igual a 3. Sejam

�0 = inf
X2F(M)

Z
M

jrXj2dM

e

�0 = inf
X2H1(TM)nf0g

R
M
jrXj2dMR

M
jXj2dM ;

então
�0 � �0Vol(M):

Prova. Denotamos por H1
V (TM) o conjunto dos campos X 2 H1(TM)

de norma L2 igual a V , onde V = Vol(M), isto éZ
M

hX;Xi = Vol(M):

Seja �V dado por

�V = inf

�
E(X) :=

Z
M

hrX;rXi j X 2 H1
V (TM)

�
:

Claramente temos �V � �0, e pelos mesmos argumentos usados para demon-
strar o Teorema 2.2, sabemos que existe X0 2 H1

V (TM) tal que

�V =

Z
M

hrX0;rX0i :

Usando os resultados das Proposições 2.9 e 2.11, temos que

�0 � �V =

Z
M

h� divrX0; X0i = �0

Z
M

hX0; X0i � �0Vol(M):

O que demostra a proposição.

3 Campos G-invariantes

De�nição 3.1 Seja M uma variedade riemanniana e G � ISO(M) um
subgrupo de Lie compacto, conexo. Dizemos que um campo de vetores V de
M , é G-invariante se, 8x 2M ,

V (g(x)) = dgx(V (x));8g 2 G.
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Sendo G um grupo de Lie compacto, podemos considerar em G uma
métrica riemanniana bi-invariante, ou seja, umamétrica na qual as translações
à esquerda Lg(h) = gh e à direita Rg(h) = hg são isometrias. Esta métrica
em G estará sempre sendo tacitamente assumida no texto. Na integração em
G estaremos usando a medida dada por esta métrica.
Vamos no que segue mencionar alguns poucos fatos básicos sobre ações

de grupos que utilizaremos à frente.

De�nição 3.2 Sejam M uma variedade riemanniana e G um grupo agindo
em M: Dado p 2M; a órbita de G passando por p é

G(p) = fg(p) j g 2 Gg

e o subgrupo de isotropia de G em p é

Gp = fg 2 G j g(p) = pg:

Duas órbitas G(p) e G(q) são ditas do mesmo tipo se Gp e Gq são conju-
gados em G; ou seja, se existe g 2 G tal que Gp = gGqg

�1: Nós ordenamos,
parcialmente, os tipos de órbitas, da forma como segue:

(H) � (K), 9g 2 G j K � gHg�1;

onde (H) denota a classe de conjugação de H; grupo de isotropia.
Um fato conhecido que a seguir utilizaremos é o teorema abaixo, que pode

ser visto em [HL]

Teorema 3.3 (órbita tipo principal) Seja M uma variedade conexa, e G um
grupo agindo diferenciavelmente emM . Então existe um único tipo de órbita
(H) tal que (H) � (K) para todo tipo de órbita (K) da ação. E ainda, a
união de todas as órbitas do tipo (H), a saber

M� = fx 2M j Gx 2 (H)g;

é uma variedade aberta densa e conexa de M .

As órbitas do tipo (H), citadas no Teorema 3.3, são chamadas de órbitas
principais. As demais órbitas nos referiremos como singulares (inclusive as
excepcionais, ou seja, aquelas que têm a mesma dimensão de uma principal
mas o subgrupo de isotropia não é conjugado ao subgrupo de isotropia de
uma principal).
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De�nição 3.4 Sejam M uma variedade riemanniana e G um grupo agindo
em M: Dizemos que G age em cohomogeneidade k, se a codimensão das
órbitas principais de G é k:

Vamos considerar na maioria da vezes o caso em que G age em M com
cohomogeneidade 1. Por isso é conveniente observar alguns fatos básicos,
bem como introduzir algumas notações, relacionadas a este tipo de ação, que
deverão ser usadas daqui para frente. Fazemos isto na seção que segue.

3.1 Ações em cohomogeneidade 1.

Suponha que M é uma variedade riemanniana compacta, sem bordo, e que
G � ISO(M); compacto, age com cohomogeneidade 1 emM . Então, decorre
do Teorema 3.3 que o espaço quociente

M

G
= fG(p) j p 2Mg

é difeomorfo a um círculo ou a um intervalo fechado. No primeiro caso G
não tem órbitas singulares e podemos considerar uma curva fechada 
1 :
[0; l1] ! M parametrizada por comprimento de arco, ortogonal às órbitas
de G: No segundo caso, ou seja, M=G é difeomorfo a um intervalo fechado,
G tem duas órbitas singulares, digamos O1 e O2 e podemos considerar uma
curva 
2 : [0; l1]!M parametrizada por comprimento de arco, ortogonal às
órbitas de G; tal que 
2(0) 2 O1 e 
2(l1) 2 O2: Denotamos por


 : [0; l]!M

tanto 
1 quanto 
2; indistintamente. Note que a norma da segunda forma
fundamental e a curvatura média de cada órbita de G são constantes ao longo
da órbita, ou seja, dependem apenas de s, parâmetro da curva.

Proposição 3.5 SejamM uma variedade riemanniana compacta, sem bordo,
e G � ISO(M); compacto, conexo, agindo com cohomogeneidade 1 em M:
Se 
 : [0; l] ! M , é uma curva ortogonal às órbitas de G; então 
 é uma
geodésica.

Prova. De acordo com o que vimos anteriormente, podemos tratar, in-
distintamente, os casos em que 
 é fechada ou não. Vamos supor 
 para-
metrizada pelo comprimento de arco. Seja N; campo unitário ortogonal às
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órbitas de G: Logo N(
(s)) = �
0(s): Suponhamos N(
(s)) = 
0(s): Sejam
p 2M e s0 2 [0; l], tal que 
(s0) = p: A mostrar:

D
0

ds
js=s0 = 0:

Primeiro observe que

hr
0N;Ni =
1

2
N(p)(hN;Ni) = 0: (11)

Por outro lado seja z 2 TpG(p). Mostremos que

hr
0N; zi = 0:

Existe X 2 �(G) tal que X é Killing e X(p) = z: Portanto

hr
0N; zi = hrNN;Xi (p) = N(p)(hN;Xi)� hN;rNXi (p):

Como N é ortogonal às órbitas de G; temos

hN;Xi = 0:

Consequentemente
hrNN;Xi = �hN;rNXi :

Como X é Killing temos
hrNX;Ni = 0;

o que implica
hN;rNXi = 0:

Portanto
hr
0N; zi = hrNN;Xi (p) = 0: (12)

Por (11) e (12), temos
(r
0N) (p) = 0;

como
D
0

ds
js=s0 = (r
0N) (p);

concluímos nossa demonstração.
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De�nição 3.6 Nas mesmas condições acima, de�nimos B(s), para cada s 2
(0; l); como a segunda forma fundamental da órbita G(
(s)) no ponto 
(s);
ou seja

B(s)(u; v) = (rvu)
? ; u; v 2 T
(s)G(
(s)):

De�nição 3.7 De�nimos a norma de B(s); e a denotamos por jBj(s); a
aplicação

jBj : (0; l)! R;

dada por

jBj2(s) =
nX

i;j=1

hreiej; 

0i2 (s);

onde feig é uma base ortonormal de T
(s)G(
(s)):

De�nição 3.8 De�nimos a curvatura média ao longo das órbitas de um
grupo G � ISO(M) agindo em cohomogeneidade 1 como a aplicação H :
(0; l) ! R que leva s 2 [0; l] na curvatura média de G(
(s)) na direção do
vetor 
0(s); normal a G(
(s)) no ponto 
(s). Ou seja:

(n� 1)H(s) =
n�1X
i=1

hB(s)(ei; ei); 
0i ;

onde feig é uma base ortonormal de T
(s)G(
(s)).

Iremos agora ver um exemplo de campo G�invariante na

Proposição 3.9 SejamM uma variedade riemanniana e G � ISO(M), um
subgrupo de Lie conexo, agindo em cohomogeneidade 1. Se N é um campo
unitário ortogonal as órbitas de G, então N é um campo G�invariante.

Prova. Sejam x 2M , N como na hipótese. A mostrar:

N(g(x)) = dgx(N(x)); 8g 2 G:

Dado Z 2 Tg(x)G(x) � Tg(x)M temos

hN(g(x)); Zi = 0)


dg�1x (N(g(x))); dg

�1
x (Z)

�
= 0:
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Como dg�1x (Z) 2 TxG(x), temos dg�1x (N(g(x)))?TxG(x): Além disso, usando
o fato de que a cohomogeneidade de G é um, temos

dg�1x N(g(x)) = �N(x);

ou seja
N(g(x)) = �dgx(N(x)): (13)

Agora, suponha que g = expX; com X 2 TeG; onde exp : TeG ! G é a
exponencial em G: Seja gt = exp(tX): Então, de acordo com (13), tem-se

N(gt(x)) = �d(gt)x(N(x))

para todo t � 0: Mas g0 = id; de modo que

N(x) = N(g0(x)) = d(g0)x(N(x));

logo por continuidade, temos

N(g(x)) = dgxN(x):

Proposição 3.10 Sejam M uma variedade riemanniana compacta orien-
tável de dimensão maior ou igual a 2, e G � ISO(M), um subgrupo de Lie
conexo compacto agindo em cohomogeneidade 1. Se G deixa um ponto �xo,
p0, então as órbitas de G são esferas geodésicas centradas em p0:

Prova. Seja p 2 M , e seja r = d(p; p0): A mostrar G(p) = Sr(p0).
Tomando q 2 G(p) temos g 2 G tal que q = g(p). Daí

d(g(p); p0) = d(g(p); g(p0)) = d(p; p0) = r ) G(p) � Sr(p0):

Por outro lado G(p) é uma variedade fechada sem bordo e por ser G de
cohomogeneidade 1, G(p) possui a mesma dimensão de Sr(p0). Logo,

G(p) = Sr(p0):

Vamos apresentar a seguir condições que garantam que o campo N é de
Sobolev. Para isso precisamos do
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Lema 3.11 Seja M uma variedade riemanianna compacta, orientável, N
um campo unitário, ortogonal às órbitas de um grupo G � ISO(M); agindo
em cohomogeneidade 1. Então

hrN;rNi (p) = jB(s)j2

para todo p 2 G(
(s)).

Prova. Observamos primeiro que pela Proposição 3.5 rNN = 0. Seja
agora p 2 M , e seja fe1; e2; :::; en�1g uma base ortonormal na vizinhança
de p; tal que fe1; e2; :::; en�1g diagonaliza a segunda forma fundamental da
órbitaG(p); e seja 
 uma geodésica parametrizada pelo comprimento de arco,
ortogonal as órbitas de G; tal que 
(0) = p: Então

hrN;rNi =
n�1X
i=1

hreiN;reiNi =
n�1X
i=1

h�iei; �ieii =
n�1X
i=1

�2i = jBj
2 :

Teorema 3.12 Seja M uma variedade riemanianna compacta, orientável,
de dimensão n; maior ou igual a três, e seja G um grupo conexo, compacto
agindo por isometrias em M com cohomogeneidade 1. Suponha que ou G
não tem órbita singular ou que as órbitas singulares de G têm dimensão no
máximo n� 3. Seja N um campo unitário normal as órbitas de G: EntãoZ

M

hrN;rNi <1; (14)

ou seja, N 2 F(M):

Prova. Como mencionamos antes,

M=G = fG(p)jp 2Mg

é difeomorfo a um círculo ou a um intervalo fechado. SeM=G é difeomorfa a
um círculo é porqueG não têm órbitas singulares e, nesse caso, N é um campo
diferenciável de�nido globalmente em toda variedade. Portanto, neste caso,
(14) é trivialmente verdadeiro. Como já foi posto anteriormente, se M=G é
difeomorfo a um intervalo fechado, então G tem duas órbitas singulares, a
saber O1 e O2. De�nimos f :M ! [0;1) por

f(p) = d(G(p); O1)
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sendo d a distância riemanniana em M: Vamos mostrar que d(G(p); O1) =
d(p;O1): De fato, sejam r 2 G(p) e s 2 O1 tal que

d(r; s) = d(G(p); O1):

Como r 2 G(p); 9g 2 G tal que r = g(p). Portanto,

d(G(p); O1) = d(r; s) = d(g(p); s)) d(p; g�1(s)) � d(p;O1) � d(G(p); O1):

Logo
d(p;O1) = d(G(p); O1);

e podemos rede�nir f :M ! [0;1) por

f(p) = d(p;O1):

Basta então provarmos que, para algum s 2 (0;max f), pondo

Us = f�1([0; s]);

tem-se Z
Us

hrN;rNi <1;

já que o mesmo raciocínio se aplicaria tomando O2 no lugar de O1 e, na parte
restante de M que não se integrou, N é diferenciável. Primeiro mostraremos
que

jrf(p)j = 1;
para todo p 2 Mn (O1 [O2) : Para tal, seja fe1; :::; en�1g uma base ortonor-
mal de TpG(p): Então o gradiente de f em p pode ser escrito como

rf(p) =
nX
i=1

dfp(ei)ei; (15)

onde en = N(p): Pela forma como foi de�nida, a funçaõ f é constante ao
longo das órbitas e portanto a igualdade (15), se resume a

rf(p) = dfp(en)en:

Calculemos então
jdfp(en)j :
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Para este cálculo, tomemos q0 e t0; tal que p = expq0 t0N(q0): Seja � : (0; ")!
M , dada por

�(t) = expq0 (t0 + t)N(q0):

Temos que �(0) = p e �0(0) = N(p) = en: Logo

dfp(en) =
d

dt
(f � �) (t)jt=0:

Mas
f (�(t)) = f

�
expq0 (t0 + t)N(q0)

�
= t0 + t;

o que implica
dfp(en) = 1;

e portanto
jrf(p)j = jdfp(en)j = 1: (16)

Vamos agora usar a fórmula da coárea, Teorema 2.1, para M = U; M = R e
� = f: Neste caso jj Jac f jj = jrf j; e usando (16), obtemos

Z
Us

hrN;rNi =
sZ
0

Z
f�1(t)

hrN;rNi!tdt; (17)

onde !t é a fórma volume da órbita f�1(t):
Como já vimos, para cada t 2 (0; s] tem-se, em qualquer ponto de f�1(t),

hrN;rNi = jBtj2 =
n�1X
i=1

�2i (t);

onde �i(t) são as curvaturas principais de f�1(t), que são constantes ao longo
de f�1(t): Assim, de (17), vem

Z
Us

hrN;rNi =
n�1X
i=1

sZ
0

Z
f�1(t)

�2i (t)!tdt � (n� 1)
sZ
0

�
�2(t)

Z
f�1(t)

!t

�
dt

onde �2(t) = max�2i (t). Suponhamos que �i sejam calculadas com relação a
normal apontado para a componente conexa de Mnf�1(t) que contém O1, e
queN seja tal normal. Assim, em particular, ocorre que se s é su�cientemente
pequeno, então �(t) > 0 para t 2 (0; s]. Suponhamos então que s seja
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escolhido desta forma. Sejam t 2 (0; s], q 2 f�1(t) e e 2 Tqf�1(t) o autovetor
associado a �(t): Seja p 2 O1 tal que

d(p; q) = d(O1; f
�1(t)):

Seja K = max jKM j + 1. Usando o Teorema da Comparação do Hessiano,
(conforme [Y]) entre M e um espaço simplesmente conexo de curvatura sec-
cional constante �K.obtemos para cada t 2 (0; r] , em qualquer ponto de
f�1(t),

�2(t) � K coth2(t
p
K);

onde
p
K coth(t

p
K) é o Hessiano da função distância de M , de modo queZ

U

hrN;rNi � (n� 1)K
sZ
0

�
coth2(t

p
K)

Z
f�1(t)

!t

�
dt:

Seja S = f�1(s): Dado t 2 (0; s], seja �t : S ! f�1(t) dada por

�t(p) = expp(s� t)N(p); p 2 S:

Então o teorema de Fubini nos dáZ
f�1(t)

!t =

Z
S

(�t)
� !t:

Podemos escrever (�t)
� !t = �! para alguma função � : M ! R, sendo ! a

forma volume em S, e assim obterZ
f�1(t)

!t =

Z
S

�!:

Dado p 2 S, sendo E1; :::; En�1 uma base ortonormal de TpS vem

�(p) = �(p) � 1 = �(p)!p (E1; :::; En�1) = (�t)
� (!t)p (E1; :::; En�1)

= (!t)�t(p) (d(�t)p(E1); :::; d(�t)p(En�1))

� jd(�t)p(E1)j � ::: � jd(�t)p(En�1)j
= jJ1(t)j � ::: � jJn�1(t)j

onde cada Ji(t) = d(�t)p(Ei) é um campo de Jacobi ao longo da geodésica

(u) = expp(uN(p)). Observamos agora que O1 é o conjunto focal de S.
Como dimO1 � dimS � 2 podemos supor que

jd(�0)p(E1)j = 0 = jd(�0)p(E2)j :
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Segue-se que
J1(s) = 0 = J2(s):

Podemos então comparar J1 e J2 com os campos de Jacobi em um espaço
de curvatura constante �K para concluir, através do Teorema de Rauch
(páigina 215 de [M]), que

jJi(t)j �
sinh(t

p
K)p

K
; i = 1; 2

de modo queZ
U

hrN;rNi � (n� 1)K
sZ
0

�
coth2(t

p
K)

Z
f�1(t)

!t

�
dt

� (n� 1)K
sZ
0

coth2(t
p
K)

 
sinh(t

p
K)p

K

!2
jJ3(t)j � ::: � jJn�1(t)jVol(S)dt

= (n� 1)Vol(S)
sZ
0

cosh2(t
p
K) jJ3(t)j � ::: � jJn�1(t)j <1:

4 A G-simetrização de um campo

Nesta seção iremos introduzir o processo de simetrização de um campo
por um subgrupo de isometrias em uma variedade e provar diversas pro-
priedades.

De�nição 4.1 Sejam M variedade riemanniana compacta, G � ISO(M)
um subgrupo de Lie compacto, e V um campo de vetores emM . Introduzimos
o campo G�simetrizado de V; que denotamos por VG; da seguinte forma.
Dado p 2M; de�nimos

VG(p) =
1

Vol(G)

Z
G

(dgp)
�1V (g(p))!;

sendo ! a forma volume em G: Esta integral signi�ca que, para todo u de
TpM;

hVG(p); ui =
1

Vol(G)

Z
G

f!;
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onde f : G! R é dada (para p e u �xados) por

f(g) =


(dgp)

�1V (g(p)); u
�
:

Proposição 4.2 Sejam M uma variedade riemanniana compacta, orien-
tável, G � ISO(M) subgrupo compacto, e V um campo de vetores em M .
Se VG é o G�simetrizado de V; então VG é G�invariante.

Prova. Seja VG; como já de�nimos, o campo G�simetrizado de V . Então
em cada p 2M; VG é dado por

hVG(p); ui =
1

Vol(G)

Z
G

f!

onde u é um vetor qualquer de TpM e ! a forma volume em G, e f : G! R
dada (para p e u �xados) por

f(g) =


(dgp)

�1V (g(p)); u
�
:

Seja h 2 G: Temos que provar que VG(h(p)) = dhp(VG(p)): Para isso, dado
u 2 Th(p)M qualquer, temos que mostrar que

hVG(h(p)); ui = hdhp(VG(p)); ui

ou seja, que
hVG(h(p)); ui =



VG(p); (dhp)

�1(u)
�
:

Temos 

VG(p); (dhp)

�1(u)
�
=

1

Vol(G)

Z
G

f!

onde
f(g) =



(dgp)

�1V (g(p)); (dhp)
�1(u)

�
e

hVG(h(p)); ui =
1

Vol(G)

Z
G

ef!
onde ef(g) = 
(dgh(p))�1V (g(h(p))); u� :
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Vamos agora veri�car que ef = f � �; onde � : G ! G é dada por �(g) =
gh = g � h: Temosef(g) = 
(dgh(p))�1V (g(h(p))); u�

=


(dhp)

�1(dgh(p))
�1V (g(h(p))); (dhp)

�1(u)
�

=


d(g � h)p�1V ((g � h)(p)); (dhp)�1(u)

�
=


d(�(g))p

�1V (�(g)(p)); (dhp)
�1(u)

�
= (f � �)(g):

Por outro lado, como � é uma isometria de G (� nada mais é do que a
translação à direita por h; e a métrica de G é bi-invariante) é fácil de ver que
j Jac�j � 1: Assim, através de uma mudança de variáveis, obtemos

h(dhp)VG(p); (u)i =


VG(p); (dhp)

�1(u)
�
=

1

Vol(G)

Z
G

f!

=
1

Vol(G)

Z
G

ef j Jac�j!
=

1

Vol(G)

Z
G

ef! = h(VG(h(p))); ui :
Teorema 4.3 Sejam M variedade riemanniana compacta orientada, G �
ISO(M) subgrupo compacto e VG a G-simetrização de V 2 �(M). Se V
satisfaz

� divrV = �V;

então VG satisfaz
� divrVG = �VG:

Para demonstrar esta proposição faremos uso dos seguintes lemas:

Lema 4.4 Seja X um campo de vetores de M: Seja g :M !M uma isome-
tria. Seja p 2M: Então

hryXg; zi (p) =


rdgp(y)X; dgp(z)

�
(g(p))

para todos os y; z 2 TpM; onde

Xg(q) = (dgq)
�1(X(g(q))); q 2M:
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O campo Xg de�nido acima é dito o campo g�relacionado ao campo X:
Prova. Fixemos y; z 2 TpM: Sejam Y e Z campos de vetores de M tais

que
Y (g(p)) = dgp(y), Z(g(p)) = dgp(z): (18)

Portanto Yg e Zg são campos de vetores em M que estendem y e z: Logo,

hryXg; zi (p) =


rYgXg; Zg

�
(p)

=
1

2
fXg hYg; Zgi+ Yg hZg; Xgi � Zg hXg; Ygi

� h[Xg; Zg] ; Ygi � h[Yg; Zg] ; Xgi � h[Xg; Yg] ; Zgig(p):

Por outro lado, decorre de (18) que Y e Z são campos de vetores que estendem
dgp(y) e dgp(z) de modo que

rdgp(y)X; dgp(z)

�
(g(p)) = hrYX;Zi (g(p))

=
1

2
fX hY; Zi+ Y hZ;Xi � Z hX; Y i

� h[X;Z] ; Y i � h[Y; Z] ; Xi � h[X; Y ] ; Zig(g(p)):

Temos

Xg hYg; Zgi (p) =
d

dt
hYg(�(t)); Zg(�(t))i jt=0;

onde � : I !M é tal que �(0) = p e �0(0) = Xg: Daí

Xg hYg; Zgi =
d

dt



(dg�(t))

�1(Y (g(�(t)))); (dg�(t))
�1(Z(g(�(t))))

�
jt=0

=
d

dt
hY (g(�(t))); Z(g(�(t))i jt=0;

fazendo � = g � �, temos �(0) = g(�(0)) = g(p) e �0(0) = dgp(Xg(p)) =
X(g(p)) e então

Xg hYg; Zgi (p) =
d

dt
hY (g(�(t))); Z(g(�(t)))i jt=0

= X hY; Zi (g(p)):

De maneira análoga provamos as igualdades Yg hZg; Xgi (p) = Y hZ;Xi (g(p))
e Zg hXg; Ygi (p) = Z hX; Y i (g(p)): Quando às igualdades dos termos que
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envolvem colchetes temos, pelo fato de ser g um difeomor�smo,

h[U; V ] ;W i (g(p)) = h(dgx) [U; V ] ; (dgx)W i (p)
= h[(dgx)U; (dgx)V ] ; (dgx)W i (p)
= h[Ug; Vg] ;Wgi (p):

Lema 4.5 Sejam M uma variedade riemanniana compacta orientável. Se-
jam V um autovetor de � divr de autovalor � e g :M !M uma isometria.
Então

divrVg = ��Vg:

Prova. Para facilitar a redação, dado p 2M denotamos por dp a forma
volume de M em p: Para provar o lema, basta mostrar que

�

Z
M

hVg(p);W (p)i dp =
Z
M

hrVg(p);rW (p)i dp

para todo W 2 �(M): Temos

�

Z
M

hVg;W i dp =

= �

Z
M



(dgp)

�1V (g(p));W (p)
�
dp =

= �

Z
M

hV (g(p)); dgp(W (p))i dp =

=

Z
M

hrV (g(p));rdgp(W )(p)i dp: (19)
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Por outro lado, usando o Lema 4.4,



r(dgp)�1V (g(p));rW

�
=

nX
i=1



rei(dgp)

�1V (g(p));reiW
�

=

nX
i=1



rdgp(ei)V (g(p)); dgp(reiW )

�
=

nX
i=1



(dgp)

�1rdgp(ei)V (g(p));reiW
�

=
nX
i=1



(dgp)

�1rdgp(ei)V (g(p));rei(dgp)
�1 � (dgp)W

�
=

nX
i=1



(dgp)

�1rdgp(ei)V (g(p)); (dgp)
�1rdgp(ei)(dgp)W

�
=

nX
i=1



rdgp(ei)V (g(p));rdgp(ei)dgp(W )

�
= hrV (g(p));rdgp(W )i :

Portanto por (19),

�

Z
M



(dgp)

�1V (g(p));W
�
dp =

Z
M



r(dgp)�1V (g(p));rW

�
dp

=

Z
M

hrVg;rW i dp:
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Prova do Teorema 4.3.

�

Z
M

hVG;W i dp =
�

Vol(G)

Z
M

Z
G



(dgp)

�1V (g(p));W
�
!dp

=
1

Vol(G)

Z
M

Z
G

�


(dgp)

�1V (g(p));W
�
!dp

=
1

Vol(G)

Z
G

Z
M

�


(dgp)

�1V (g(p));W
�
dp!

=
1

Vol(G)

Z
G

Z
M



(dgp)

�1V (g(p));� divrW
�
dp!

=

Z
M

1

Vol(G)

Z
G



(dgp)

�1V (g(p));� divrW
�
!dp

=

Z
M

hVG;� divrW i dp;

onde, para as terceira e quarta igualdades, usamos o Lema 4.5 e a Proposição
2.9. A prova do resultado decorre então do Corolário 2.10.
De acordo com o Teorema 4.3, dado um auto-vetor V; do operador� divr,

associado a um auto valor �, é possível encontrar um auto vetor VG , do op-
erador � divr; também associado ao auto valor �, sendo que VG traz a van-
tagem de ser G�invariante. O processo de G�simetrização estaria à princí-
pio reduzindo o problema de encontrar auto vetores do operador � divr
aos campos G�invariantes, salvo a possibilidade de VG ser o campo nulo.
Trataremos disto no que segue.

De�nição 4.6 Seja M uma variedade riemanniana compacta e orientável.
Seja G � ISO(M) um subgrupo de Lie compacto. Seja V um campo de
vetores de M . Dizemos que V tem G�média zero em p 2M seZ

g2�G��1
dg�1 (V (g(p)))!� = 0;

para todo � 2 ISO(M), onde !� é a forma volume em �G��1:

Observamos que a igualdade acima signi�ca que, para cada u 2 TpM ,
vale zero a integral sobre �G��1 da função f : �G��1 ! R dada por

f(g) =


dg�1 (V (g(p))) ; u

�
:
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Corolário 4.7 Seja M uma variedade riemanniana compacta e orientável.
Seja G � ISO(M) um subgrupo de Lie compacto. Seja � valor crítico da
conexão: Então, uma das duas alternativas abaixo ocorre:
a) existe um campo G� invariante V em L(M) tal que F (V ) = �;
b) todo ponto crítico da conexão deM com valor crítico � tem G�média zero
em todos os pontos de M:

Prova. Decorre diretamente da Proposição 4.2 e do Teorema 4.3.
O teorema que iremos enunciar fornece condições su�cientes para garantir

a existencia de campos G�simetrizados não nulos para todo campo V , em
espaços simétricos de posto 1:

Teorema 4.8 SejamM espaço simétrico compacto de posto 1 e G � ISO(M)
tal que G(p) = fpg para algum p 2M: Suponha que a ação pela derivada do
grupo de isotropias Gp de G em TpM deixa um vetor não nulo invariante,
ou seja existe v 2 TpM v 6= 0 tal que

dgp(v) = v, 8g 2 Gp:

Então o espectro do operador � divr nos espaços dos campos de norma L2

igual a um é igual ao espectro deste operador nos campos G-invariantes de
norma L2 igual a um.

Para provar o Teorema 4.8 faremos uso do seguinte

Lema 4.9 SejamM , p 2M; v 2 TpM e G � ISO(M), como acima. Sejam
xn uma sequência em M tal que xn ! p e V 2 L(M) um ponto crítico de F .
Se existe h 2 ISO(M) tal que h(p) = q e dh�1q (V (q)) = v, então o campo
h�relacionado a V; Vh, de�nido por

Vh(x) = (dhx)
�1(V (h(x)));

é dado em p por

Vh(p) = lim
n!1

R
G
dg�1xn (Vh(g(xn)))!

Vol(G(xn))
:

Prova. Basta mostrar que

hVh(p); Z(p)i =
�
lim
n!1

R
G
dg�1xn (Vh(g(xn)))!

Vol(G(xn))
; Z(p)

�
8Z 2 �(M):
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Dado Z 2 �(M); �xado n, tem-se�R
G
dg�1xn (Vh(g(xn)))!

Vol(G(xn))
; Z(xn)

�
=

R
G



dg�1xn (Vh(g(xn))); Z(xn)

�
!

Vol(G(xn))

de modo que

inf
g2G



dg�1xn (Vh(g(xn))); Z(xn)

�
�
R
G



dg�1xn (Vh(g(xn))); Z(xn)

�
!

Vol(G(xn))
� sup

g2G



dg�1xn (Vh(g(xn))); Z(xn)

�
:

Ao tomarmos n!1; obtem-se

inf
g2G



dg�1p (Vh(g(p))); Z(p)

�
�
�
lim
n!1

R
G
dg�1xn (Vh(g(xn))dg

Vol(G(xn))
; Z(p)

�
� sup

g2G



dg�1p (Vh(g(p))); Z(p)

�
;

como g(p) = p; temos

inf
g2G



dg�1p (Vh(p)); Z(p)

�
�
�
lim
n!1

R
G
dg�1xn (Vh(g(xn)))dg

Vol(G(xn))
; Z(p)

�
� sup

g2G



dg�1p (Vh(p)); Z(p)

�
:

Mas
Vh(p) = (dh)

�1
p (V (h(p)) = (dh)

�1
p (V (q)) = v

de modo que, como dg�1p (v) = v para todo g 2 G; obtemos dg�1p (Vh(p)) =
Vh(p) para todo g 2 G; donde segue

hVh(p); Z(p)i �
�
lim
n!1

R
G
dg�1xn (Vh(g(xn)))dg

Vol(G(xn))
; Z(p)

�
� hVh(p); Z(p)i

Assim,

Vh(p) = lim
n!1

R
G
dg�1xn (Vh(g(xn)))dg

Vol(G(xn))
:

Prova do Teorema 4.8. Seja V um campo de norma L2 igual a 1 um
ponto crítico da conexão: Como V é não nulo, existe q 2 N tal que V (q) 6= 0:
Sendo M espaço simétrico compacto de posto 1, existe uma isometria h de
M tal que h(p) = q e dh�1p (V (q)) = v: Seja Vh o campo h�relacionado a V:
Então Vh(p) 6= 0: Seja V h

G o G-simetrizado de Vh; ou seja, para x 2M , temos

V h
G (x) =

1

Vol(G)

Z
G

dg�1x (Vh(g(x)))!:
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Vemos que V h
G é não nulo. De fato: tomando uma sequência xn 2 M com

xn ! p; temos, pelo Lema 4.9

Vh(p) = lim
n!1

R
G
dg�1xn (Vh(g(xn)))!

Vol(G(xn))
= lim

n!1

V h
G (g(xn))

Vol(G(xn))
:

Portanto, se V h
G � 0 então Vh(p) = 0; absurdo.

Podemos dar exemplos de grupos agindo como no enunciado do Teorema
4.8 na esfera, só que estes exemplos não são interessantes em vista do Teorema
6.5 que adiante vamos provar. Um exemplo interessante é U(n � 1) agindo
no espaço projetivo complexo

CPn =
U(n+ 1)

U(n)� U(1)

para n � 2: Consideramos aqui as �inclusões�naturais U(n� 1) ,! U(n) ,!
U(n + 1): Decorre então do Teorema 4.8 que o espectro de divr em CPn
sobre �(CPn) coincide com o espectro de divr sobre os campos de CPn que
são U(n� 1) invariantes.

5 Campos G-invariantes e pontos críticos do
funcional F:

5.1 Norma L2 igual a um

Sejam M uma variedade riemanniana, G � ISO(M) um subgrupo de
Lie compacto agindo com cohomogeneidade 1 em M . No teorema que segue
usamos as notações da Subseção 3.1: a geodésica 
 : [0; l]! M; a aplicação
jBj : (0; l)! R e a aplicação H : (0; l)! R.

Teorema 5.1 Seja L o operador em C2([0; l]) dado por

L(f) = �f 00(s) + jBj2 (s)f(s) + (n� 1)H(s)f 0(s); f 2 C2([0; l]): (20)

Suponha que ou G não tem órbita singular ou que as órbitas singulares de G
têm dimensão no máximo n� 3. Se existe f 2 C2([0; l]), tal que L(f) = �f
em (0; l) então existe V 2 �(M) não nulo, G�invariante, tal que � divrV =
�V:
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Prova. Seja f 2 C2([0; l]) tal que L(f) = �f em (0; l). De�nimos
V = gN onde N é o normal unitário ortogonal às órbitas de G e

g :M ! R

é de�nida da seguinte forma: dado p 2 M 9!s 2 [0; l] tal que p 2 G(
(s));
então

g (p) = f(s):

Decorre do Teorema 3.12 que V 2 H1(TM): Além disso, é claro que V é
diferenciável no aberto denso

U =Mnfórbitas singulares de Gg

(veja Teorema 3.3). Vamos provar que V satisfaz a equação � divrV = �V
em U: Como V 2 H1(TM); temos para todo W 2 �(M);Z

M

hrV;rW i =
Z
U

hrV;rW i

=

Z
U

h� divrV;rW i

=

Z
U

� hV;W i

=

Z
M

� hV;W i :

Decorre que V satisfaz � divrV = �V fracamente em M e, portanto, por
teorema de regularização, V é C1 e satisfaz fortemente � divrV = �V em
todo M:
Dado p 2 M; seja s 2 (0; l); tal que p 2 G(
(s)): Seja fe1; e2; :::; en�1g;

uma base ortonormal de TpG(
(s)) na vizinhança de p tal que fe1; e2; :::; en�1g
diagonaliza a segunda forma fundamental de G(
(s)) em uma vizinhança de
p: Então

� divrV =
n�1

�
X
i=1

�
reireiV �rreieiV

�
�rNrNV +rrNNV =

=
n�1

�
X
i=1

(reireiV � �irNV )�rNrNV +rrNNV:
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Como já visto anteriormente rNN = 0: Logo a expressão divrV se resume
a

� divrV = �
n�1X
i=1

(reireiV � �irNV )�rNrNV:

Analisando separadamente cada parcela, temos:

n�1X
i=1

reireiV =

n�1X
i=1

reirei(gN):

Observe que

ei(g)(p) =
d

dt
(g(�(t))) jt=0;

onde
� : I !M;

é uma curva tal que �(0) = p e �0(0) = ei. Observe que, neste caso, i 6= n;
logo temos �(t) 2 G(p): Então

d

dt
(g(�(t))) jt=0=

d

dt
(g(p)) = 0:

Logo
ei(g)(p) = 0 8i < n:

Por outro lado, como p 2 G(
(s)); existe h 2 G tal que h(
(s)) = p. Tome a
curva e
 = h � 
: Claramente temos que e
 é uma geodésica, normal às órbitas
de G passando por p e, portanto,

N(g)(p) =
d

dt
(g(e
(t))) jt=s :

Observamos que para todo t 2 (0; l), e
(t) = h � 
(t) 2 G(
(t)); e isto implica
que, pela forma como foi de�nida g(e
(s)) = f(s): Logo,

N(g)(p) = f 0(s)

Da mesma forma temos
N(N(g)) = f 00(s):

41



Consequentemente

n�1X
i=1

reireigN =
n�1

g
X
i=1

reireiN =

= �g
n�1X
i=1

rei�iei =

= �g
n�1X
i=1

(�i)
2N

= �jBj2(s)fN

e

n�1X
i=1

�irNV =
n�1X
i=1

�irN(gN) =

=
n�1X
i=1

�iN(g)N:

rNrNV = rNrN(gN) = N(N(g))N:

Donde temos

� divrV =
n�1X
i=1

�
g(�i)

2N + �i(N(g))N
�
�N(N(g))N =

=
�
jB(s)j2 f + (n� 1)H(s)f 0 � f 00

�
N:

= �fN = �V:

Como f é C2 [(0; l)] ; temos g 2 C2(M); e acrescido do fato de queN 2 F(M);
temos V 2 H1(TM):

Corolário 5.2 SejaM um espaço simétrico compacto de posto 1 e dimensão
n: Seja


 : [0; l]!M

uma geodésica parametrizada pelo comprimento de arco. Seja L o operador
em C2([0; l]) dado por

L(f) = �f 00(s) + jB(s)j2 f(s) + (n� 1)H(s)f 0(s); f 2 C2([0; l]);
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onde s 2 (0; l); H(s) = curvatura média da esfera geodésica centrada em

(0) e raio s = d(
(0); 
(s)) com respeito à 
0(s), jB(s)j =norma da 2aforma
fundamental de S
(0)(s). Se existe f 2 C2([0; l]), tal que L(f) = �f em (0; l)
então existe V 2 H1(TM); tal que � divrV = �V:

Prova. Seja G o grupo de isotropia de ISO(M) no ponto 
(0): Então por
ser M um espaço simétrico de posto um, G age transitivamente nas esferas
geodésicas centradas em 
(0): O resultado decorre do Teorema 5.1

5.1.1 O Operador L nas hipersuperfícies de rotação em Rn+1

No começo da Seção 5 nós consideramos uma variedade riemannianaM ,
G � ISO(M) um subgrupo de Lie compacto agindo com cohomogeneidade 1
em M e as notações da Subseção 3.1: a geodésica 
 : [0; l]!M; a aplicação
jBj : (0; l)! R e a aplicação H : (0; l)! R. No que segue, iremos considerar
o caso particular em queM é uma hipersuperfície de rotação de Rn+1, gerada
por uma curva 
, e G é o grupo rotacional que deixa �xo en+1, ou seja,
G = O(n), que deixa �xo en+1: Observe que neste caso 
 é uma geodésica
ortogonal as órbitas de O(n). Nestas condições podemos enunciar a

Proposição 5.3 Sejam M uma hipersuperfície de rotação de Rn+1, gerada
pela curva


 : [0; l]!M;

dada por 
(s) = (x(s); 0; :::; z(s)), onde s é o parâmetro comprimento de
arco, G = O(n); deixando �xo en+1: Então o operador dado em (20) se
escreve como

L(f) = �f 00(s)+(n�1)
�
x0(s)

x(s)

�2
f(s)+(n�1)

�
�x

0(s)

x(s)

�
f 0(s); f 2 C2([0; l]):

Prova. Seja, de acordo com a hipótese, 
(s) = (x(s); 0; :::; z(s)); a curva
geradora de M . Dado p = 
(s0), �xo, seja e1; :::; en uma base ortonormal de
T
(s0)M: Vamos mostrar que, para cada i; tem-se

hreiN; eii = �
x0(s)

x(s)
; (21)

onde N é um campo de vetores tal que N(
(s)) = 
0(s): De fato, tomando a
curva

c(t) = cos

�
t

x(s)

�
(x(s); :::; 0) + sen

�
t

x(s)

�
x(s)ei + (0; :::; z(s)); (22)
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temos,
c(0) = (x(s); :::; 0) + (0; :::; z(s)) = 
(s);

e
c0(0) = ei:

Tem-se
h
0; c0i = 0;

o que implica
hreiN; c0i+

D

0; c

00
E
= 0:

Portanto o cálculo de hreiN; c0i se resume ao cálculo de �



0; c

00�
: Segue-se

de (22), que

c0(t) = � sen
�

t

x(s)

�
(1; :::; 0) + cos

�
t

x(s)

�
ei )

) c00(t) = � 1

x(s)
cos

�
t

x(s)

�
(1; :::; 0)� 1

x(s)
sen

�
t

x(s)

�
ei:

Temos também que

0(t) = (x0(s); 0; :::; z0(s)) :

De onde obtemos

hreiN; eii = hc00(0); 
0(0)i = �
x0(s)

x(s)
:

O que conclui nossa proposição.

Corolário 5.4 Nas condições anteriores, se M = Sn então o operador L é
da forma

L(f) = �f 00(s)+(n�1)
�
cos(s)

sen(s)

�2
f(s)+(n�1)

�
�cos(s)
sen(s)

�
f 0(s); f 2 C2([0; �])
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5.2 Norma pontual igual a um

Teorema 5.5 SejamM uma variedade riemanniana compacta, G � ISO(M)
com cohomogeneidade 1, N vetor unitário ortogonal as órbitas do grupo G:
Suponha que ou G não tem órbita singular ou que as órbitas singulares de G
têm dimensão no máximo n� 3. Então N é um ponto crítico da conexão.

Prova. Sabemos pelo Teorema 3.12 que N é de Sobolev. Usando o fato
de que V = N é um caso particular do Teorema 5.1 onde f � 1; temos

� divrN = jB(s)j2N:

Portanto, pelo Lema 3.11, temos

� divrN = jrN j2N;

de forma que o resultado decorre da Proposição 2.12.

6 Os pontos críticos da conexão sobre os cam-
pos de norma L2 igual a um na esfera Sn

Nesta seção iremos exibir o ín�mo da conexão em Sn sobre os campos de
norma L2 igual a um. Para tal precisaremos de alguns resultados de interesse
próprio.

Teorema 6.1 Seja M uma variedade riemanniana compacta, orientável.
Seja G � ISO(M) um subrupo de Lie compacto agindo em M com coho-
mogeneidade 1 e suponha que o subgrupo de isotropia de G em cada ponto
p de uma órbita principal de G age, pela derivada, transitivamente nas es-
feras centradas na origem de TpG: Seja X um campo G� invariante. Então
X(p) ? TpG para todo p pertencente a uma órbita principal de G:

Prova. Sejam p 2 M tal que G(p) é uma órbita principal e v 2 TpG:
Mostremos que hX(p); vi = 0: Como X é G�invariante, temos

hX(p); vi =


dg�1p (X(g(p))); v

�
= hX(g(p)); dgpvi

para todo g 2 G; de modo que

hX(p); vi = 1

Vol(G)

Z
G



dg�1p (X(g(p))); v

�
!;
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onde ! é a forma volume de G. Seja H o subgrupo de isotropia de G em p e
seja � : G! G=H a projeção, onde

G

H
= fgH j g 2 Gg:

Então, para f : G! R de�nida por

f(g) = hX(g(p)); dgpvi ;

usando o Teorema 2.1 com M = G e M = G=H obtemosZ
G



dg�1p (X(g(p))); v

�
! =

Z
G=H

�Z
gH

hX((gh)(p)); d(gh)pvi
jj Jac�(gh)jj !g

�
�g;

onde !g é a forma volume de gH; e �g é a forma volume de G=H: Como
observamos antes, estamos considerando em G a medida proveniente de uma
métrica bi-invariante em G. Neste caso, jj Jac�jj de � : G ! G=H é sim-
plesmente dado como segue: Sejam x 2 G e e1; :::; ek uma base ortonormal
de Tx(xH)?: Observe que se y = �(x); então xH = ��1(y): Tem-se

k = dim
G

H
= dimG� dimH:

Seja f1; :::; fk uma base ortonormal de T�(x)(G=H): Então

jj Jac�(x)jj = Vol[d�x(e1); :::; d�x(ek)]

= j det
�
hd�x(ei); fjii;j=1;:::;k

�
j = 1: (23)

Sendo assim, dado h 2 HZ
G



dg�1p (X(g(p))); v

�
! =

Z
G=H

�Z
gH

hX((gh)(p)); d(gh)pvi!g
�
�g:

Mas notamos queZ
gH

hX((gh)(p)); d(gh)pvi!g =
Z
gH



X(g(h(p))); dgh(p)(dhp(v))

�
!g

=

Z
gH

hX(g(p)); dgp(dhp(v))i!g

=

Z
gH



dg�1p X(g(p)); dhp(v)

�
!g

=

Z
gH

hX(p); dhp(v)i!g:
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Como H age transitivamente nas esferas de TpG; a parte positiva da função
h 7! hX(p); dhpvi é menos sua parte negativa, de modo queZ

gH

hX(p); dhpvi!g = 0;

o que prova o teorema.

Proposição 6.2 Seja M uma variedade riemanniana compacta, orientável,
n-dimensional. Seja G � ISO(M) um subrupo de Lie compacto agindo emM
com cohomogeneidade 1: Seja N , vetor unitário, ortogonal às órbitas do grupo
G. Suponha que ou G não tem órbita singular ou que as órbitas singulares
de G têm dimensão no máximo n� 3: Seja W um campo G�invariante, tal
que

divrW = ��W:
Então

divrV = ��V
onde V é a projeção ortogonal de W sobre N .

Prova. Seja V a projeção ortogonal de W sobre N; ou seja, V =
hW;NiN . Sejam p 2 M e feig a base que diagonaliza a segunda forma
fundamental das órbitas de G em p com relação a N(p): Usando as notações
jBj (s) eH(s) de maneira inteiramente análoga ao caso do Teorema 5.1 temos

divrV =
n�1X
i=1

�
reirei hW;NiN �rreiei hW;NiN

�
+rNrN hW;NiN

=
n�1X
i=1

(hW;NireireiN � �irN hW;NiN) + hrNrNW;NiN

= hW;Ni
n�1X
i=1

reireiN �
n�1X
i=1

(�i hrNW;NiN) + hrNrNW;NiN

= hW;Ni
n�1X
i=1

� �ireiei �
n�1X
i=1

(�i hrNW;NiN) + hrNrNW;NiN

=

n�1X
i=1

� �2i hW;NiN �
n�1X
i=1

(�i hrNW;NiN) + hrNrNW;NiN

= � jB(s)j2 hW;NiN � (n� 1)H(s) hrNW;NiN + hrNrNW;NiN:

47



Logo

hdivrV;Ni = � jB(s)j2 hW;Ni � (n� 1)H(s) hrNW;Ni+ hrNrNW;Ni :
(24)

Por outro lado

divrW =
n�1X
i=1

�
reireiW �rreieiW

�
+rNrNW

=
n�1X
i=1

(reireiW )� (n� 1)H(s)rNW +rNrNW;

o que implica em

hdivrW;Ni =
*
n�1X
i=1

(reireiW )� (n� 1)H(s)rNW +rNrNW;N

+

=

*
n�1X
i=1

reireiW;N
+
� (n� 1)H(s) hrNW;Ni+ hrNrNW;Ni

=
n�1X
i=1

(hreireiW;Ni)� (n� 1)H(s) hrNW;Ni+ hrNrNW;Ni :

Observamos que, escrevendo W em p como
n�1P
j=1

hW; eji ej + hW;NiN , temos

n�1X
i=1

(hreireiW;Ni) =
n�1X
i=1

n�1X
j=1

(hreirei hW; eji ej; Ni) +
n�1X
i=1

hreirei hW;NiN;Ni

=

n�1X
i=1

n�1X
j=1

(hW; eji hreireiej; Ni) +
n�1X
i=1

hW;Ni hreireiN;Ni

=
n�1X
i=1

(hW; eii hreireiei; Ni) +
n�1X
i=1

hW;Ni hrei(��iei); Ni

=
n�1X
i=1

(hW; eii h�ireiN;Ni) +
n�1X
i=1

hW;Ni


(��2i )N;N

�
=

n�1X
i=1

(hW; eii


��2i ei; N

�
)� jB(s)j2 hW;Ni

= � jB(s)j2 hW;Ni :
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Logo

hdivrW;Ni = � jB(s)j2 hW;Ni � (n� 1)H(s) hrNW;Ni+ hrNrNW;Ni :

Por (24), temos
hdivrW;Ni = hdivrV;Ni ;

ou seja,

divrV = hdivrV;NiN = hdivrW;NiN = �� hW;NiN = ��V:

O que demonstra nossa proposição.
Como já mencionamos anteriormente, na introdução, Fabiano Britto, Vi-

cente Borrelli e Olga Gil, exibiram em [BBG], o mínimo absoluto de F no
espaço F(M), nas esferas S2n+1 n � 2: Iremos apresentar aqui, uma versão
deste resultado para campos de L(M).

6.1 O ín�mo da conexão sobre os campos de norma L2

igual a um na esfera Sn

Lema 6.3 Seja X um campo qualquer da esfera Sn � Rn+1 com G�média
zero, onde G é um subgrupo ortogonal de isometrias cujas as órbitas são
esferas (n � 1)� dimensionais em Sn: Seja v 2 Rn+1 um vetor unitário
qualquer. Então a função

f : Sn ! R

dada por f(p) = hX(p); vi tem média zero em Sn:

Prova. A provar: a função f : Sn ! R dada por f(p) = hX(p); vi tem
média zero em Sn:
Usando a fórmula da coárea com a função h : Sn ! R; h(p) = d(p; v); sendo
d a distância em Sn; M = Sn; e M = R, temosZ

Sn

f =

Z �

0

Z
h�1(t)

f;

uma vez que jj Jachjj = krhk = 1. Na integração sobre h�1(t); t 2 [0; �];observamos
que h�1(t) são esferas Sn�1t � Sn com centro esférico no ponto v e raio t e
que estas esferas são as órbitas do grupo

G = fg 2 ISO(Sn) j g(v) = vg:
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Dado t 2 [0; �]; escolhemos p 2 h�1(t); e denotamos por H o subgrupo de
isotropia de G em p. Seja

 :
G

H
! Sn�1t ;

dada por  (gH) = g(p): Observamos que  é uma isometria. De�nimos
então ef = f �  : G

H
! R:

Temos agora Z
h�1(t)

f =

Z
Sn�1t

f =

Z
G
H

ef:
Sejam

� : G! G

H
;

a projeção de G em
G

H
; e f = ef � �: Usando a fórmula da coárea, com f ,

M = G; M =
G

H
; temosZ

G

f =

Z
G
H

Z
gH

1

jj Jac�jj
ef = Z

G
H

Z
gH

ef
Mas ef(gh) = f �  (gh) = f (g(p)) = ef(g) para todos g 2 G e h 2 H. LogoZ

G

f = Vol(H)

Z
G
H

ef
= Vol(H)

Z
Sn�1t

f;
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mas Z
G

f(g) =

Z
G

ef � � (g(p)) = Z
G

ef (gH)
=

Z
G

f �  (gH)

=

Z
G

f (g(p))

=

Z
G

hX(g(p); vi

=

Z
G



dg�1p X(g(p); dg�1p v

�
=

Z
G



dg�1p X(g(p); v

�
;

e por hipótese, Z
G



dg�1p X(g(p); v

�
= 0:

Portanto,

Vol(H)

Z
Sn�1t

f = 0;

o que implica Z
Sn�1t

f = 0;

Logo Z
Sn

f =

Z �

0

Z
h�1(t)

f = 0:

Lema 6.4 Seja V 2 L(Sn), n � 2. Seja G um grupo ortogonal de isometrias
de Sn cujas órbitas são esferas (n � 1)� dimensionais em Sn: Se V possui
G�média zero, então F (V ) � n� 1:

Prova. Escrevemos V da forma

V =
n+1X
k=1

akek;
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onde fekg é uma base ortonormal do Rn+1. Seja p 2 Sn: Seja fEjg; referencial
geodésico de Sn em p: Então, para cada i; temos�

rEiV
�T
= rEiV �



rEiV; p

�
p

=

n+1X
k=1

(Ei(ak)ek � hV;Eii p) :

Daí

hrEiV;rEiV i =
D�
rEiV

�T
;
�
rEiV

�TE
=


rEiV � hV;Eii p;rEiV � hV;Eii p

�
=


rEiV;rEiV

�
� 2



hV;Eii p;rEiV

�
+ hV;Eii hV;Eii

=
n+1X
k=1

�
hEi(ak)ek; Ei(ak)eki � 2 hV;Eii



p;rEiV

�
+ hV;Eii2

�
=

n+1X
k=1

�
hEi(ak)ek; Ei(ak)eki � hV;Eii2

�
:

Portanto
nX
i=1

hrEiV;rEiV i =
nX
i=1

 
n+1X
k=1

hEi(ak)ek; Ei(ak)eki � hV;Eii2
!
)

hrV;rV i =
n+1X
k=1

�
jgrad(ak)j2

�
� jV j2 )

F (V ) =
n+1X
k=1

�Z
M

jgrad(ak)j2
�
�
Z
M

jV j2

=
n+1X
k=1

�Z
M

jgrad(ak)j2
�
� 1:

Pelo Lema 6.3 temos que as funções ak possuem média zero em Sn: Por outro
lado, o primeiro auto valor não nulo de uma função na esfera n-dimensional
é igual a sua dimensão. Podemos, com isso, usar a desigualdade de Sobolev
para funções, obtendo

F (V ) � n

"X
k

Z
M

j(ak)j2
#
� 1:

52



Como V 2 L(Sn), temosX
k

Z
M

j(ak)j2 =
Z
M

X
k

j(ak)j2

=

Z
M

hV; V i = 1:

Portanto
F (V ) � n� 1:

Teorema 6.5 O menor autovalor de � divr na esfera Sn, n � 2; é um, e
tem como autovetor a projeção ortogonal sobre Sn de um campo constante do
Rn+1.

Prova. Sejam v 2 Rn+1; jvj = 1; e X a projeção ortogonal sobre Sn do
campo constante v; ou seja

X(x) = v � hx; vix; x 2 Sn:

Podemos com alguns cálculos ver que X satisfaz

� divrX = X;

ou seja, X é um autovetor de autovalor 1 de � divr: Temos então que
mostrar que 1 é o menor autovalor de � divr:
Seja W 2 L (Sn) um campo que minimiza F em L (Sn) ; ou seja, W é

um autovetor associado ao menor autovalor, digamos �; de � divr: Temos
então que mostrar que � � 1: Seja G o subgrupo de isotropia de Iso(Sn) em
v:
Se W possui G�média zero então decorre do Lema 6.4 que � = F (W ) �

1; provando o teorema neste caso. Suponha então queW não possuaG�média
zero. Então o G�simetrizado deW é não nulo e, pela Proposição 2.11, temos

� divrWG = �WG: (25)

Pelo Teorema 6.1, temos que WG é um múltiplo do vetor N unitário, nor-
mal às órbitas de G; digamos WG = hN; sendo h : Sn ! R uma função
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G�invariante: Seja agora 
 : [0; �]! Sn uma geodésica minimizante parame-
trizada pelo comprimento de arco, ortogonal às órbitas de G tal que 
(0) = v:
De�nindo f : (0; �)! R por

f(s) = h(
(s))

temos, pelo Corolário 5.4, que

L(f) = (n� 1)cos
2 s

sen2 s
f � (n� 1)cos s

sen s
f 0 � f 00 = �f:

Notamos então

L(sen s) = (n� 1)cos
2 s

sen2 s
sen s� (n� 1)cos s

sen s
cos s+ sen s = sen s;

ou seja, a função sen s para s 2 (0; �) é uma autofunção para L com autovalor
1: Como ela não troca de sinal no intervalo (0; �) segue-se que sen s; neste
intervalo, é a primeira auto-função não nula asssociada a este operador. Segue
daí que � � 1; concluindo a prova do Teorema 6.5.

Observação 6.6 O campo X, acima, é invariante por G; grupo de rotação
que deixa v �xo. De fato. Dados x 2 Sn e g 2 G, temos

dgx(X(x)) = dgx (v � hx; vix)
= dgx(v)� dgx (hx; vix)
= v � hx; vi dgxx
= v � hx; vi g(x)
= v �



x; g�1(v)

�
g(x)

= v � hg(x); vi g(x)
= X(g(x)):
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Baixar livros de Literatura
Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matemática
Baixar livros de Medicina
Baixar livros de Medicina Veterinária
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC
Baixar livros Multidisciplinar
Baixar livros de Música
Baixar livros de Psicologia
Baixar livros de Química
Baixar livros de Saúde Coletiva
Baixar livros de Serviço Social
Baixar livros de Sociologia
Baixar livros de Teologia
Baixar livros de Trabalho
Baixar livros de Turismo
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