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Resumo

Nesta tese nds estudamos e provamos diversos teoremas de existéncia,
unicidade e caracterizagao, dos pontos e dos valores criticos da conexao rie-
manniana de uma variedade riemanniana compacta, orientdvel, agindo nos
espacos dos campos diferencidveis da variedade com norma L? um e com
norma pontual um.

Abstract

In this thesis, we study and prove several theorems about the existence,
uniqueness and characteriztion of the critical points and critical values of the
Riemannian connection of a compact orientable Riemannian manifold acting
on the space of smooth vector fields of the manifold with unit L2 norm and
on the space of smooth vector fields with unit pointwise norm.
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1 Introducao

Sejam M uma variedade (de classe C'*°) riemanniana compacta orientével,
n-dimensional, sem bordo, e V a conexao riemanniana de M. Em nosso tra-
balho iremos estudar os pontos criticos de V no subespaco de campos difer-
encidveis de norma L? igual a um e no subespaco dos campos diferencidveis
de norma pontual igual a um. Ou seja, denotando por Z(M) o conjunto dos
campos de vetores diferencidveis de M, vamos estudar os pontos criticos do
funcional

F(X) = /M VX |2an, (1)

no subespago L£(M) dos campos X € Z(M) tais que

/ IX|[2dM =1,
M

e também no subespago P(M) onde X € =Z(M) é tal que || X(p)|| = 1, para
todo p € M. Estamos mais interessados em encontrar e descrever os infimos
de F em L(M) e em P(M), que denotamos por Ag e dg, respectivamente, ou
seja,
)\0: inf F, 50: inf F.
L(M) P(M)

A determinagao/estimativa do valor de dg e a existéncia ou nao de mini-
mizantes de F' em P(M) é assunto que vem sendo bastante pesquisado ha
uns 20 anos. Com algumas mudangas na defini¢ao (1), irrelevantes para a
parte interessante da teoria, F' tem sido denominado “funcional energia de
campos” ou “total bending” (ver [W],[CW]). A determinagao das constantes
Ao e dp é de interesse uma vez que, \g,d9 > 0, implica nas desigualdades
tipo Sobolev

1
/ IX|2dM < = / IVX|PdM, X € 5(M)
M Ao Jur

1
V() < - [ IVXIPad, X €200, X =1
0JM

Iniciamos a tese provando alguns resultados conhecidos mas nao facil-
mente encontrados em livros ou artigos, a saber: os pontos criticos de F' em



L(M) coincidem com o espectro do operador —divV (Proposigao 2.11) e
que, em P (M), sdo solugoes da equagao

—divVX = |[VX|* X (2)

(Proposigao 2.12). Usando técnicas e resultados bem conhecidas de Analise,
provamos o resultado, também conhecido, que Ay é assumido por um campo
em L(M) (Teorema 2.2 ). Decorre que se M nao possui um campo paralelizavel,
entao A\g > 0.

No que se refere aos pontos criticos de F' em P (M), Fabiano Brito, Vicente
Borrelli e Olga Gil [BBG] provaram que no caso em que M = S>"*! com
n > 2, o infimo Jy nao ¢é necessariamente assumido em P (M), respondendo
negativamente a uma questdo colocada por Wiegmink em [W]. Usando a
mesma técnica usada para provar a existéncia do minimizante para F' em
L(M) provamos, contudo, que o infimo de F' em P(M) é assumido por um
campo de norma pontual 1 com derivada fraca em M (Teorema 2.5). Por esta
razao, o natural ao minimizarmos F' entre os campos de norma pontual 1, é
trocarmos P (M) pelo espago dos campos unitarios fracamente diferencidveis,
que denotamos por F(M). Além disso provamos que, ao contrario do que
acontece com P (M) que é vazio quando a caracteristica de Euler x(M) de
M é diferente de zero, para n > 3 tem-se sempre F (M) # () (Teorema 2.5),
de modo que o funcional F' estd sempre bem definido em F (M) para n > 3,
mesmo nos casos em que x (M) # 0.

Provamos que d§y > Vol(M)Ay (Proposi¢ao 2.13), o que implica, no caso
de M nao possuir um campo paralelizavel, que o infimo de F' em P(M) é
sempre positivo, respondendo a outra questao colocada por Wiegmink em

E de se esperar que as simetrias de M se reflitam nos campos criticos de
F, tanto em L£(M) quanto em P(M). Precisamente, dado um subgrupo de
Lie G de ISO(M) é de se esperar que os pontos criticos de F' sejam assum-
idos por campos G— invariantes (veja Defini¢ao 3.1). A grande vantagem
destes campos é que, além de serem grandes candidatos a pontos criticos,
a edp associada a campos invariantes tem o nimero de varidveis reduzida a
cohomogeneidade da agdo do grupo ( ver Defini¢do 3.4). Por exemplo, nos
casos em que G age em cohomogeneidade 1, a determinacao do espectro de
div V aos campos G'—invariantes se reduz a determinagao do espectro de um
operador associado a uma E. D.O. (Teorema 5.1).

Trabalhamos entao na seguinte questao: quando os pontos criticos sao
assumidos por campos invariantes?



Fabiano Britto, Vicente Borrelli e Olga Gil, provaram em [BBG| que, em
S™, o campo unitdrio “norte-sul” é um minimo absoluto de F' em F(M). Note
que este campo é ortogonal as esferas centradas nos polos norte e sul de S™ e
que estas esferas sao érbitas do subgrupo O(n —1) de ISO(S") que deixa fixo
este polos, sendo este campo um campo invariante por O(n — 1). Em nosso
trabalho obtemos uma generalizacao parcial deste resultado considerando
a agao por isometrias de um grupo G em M com cohomogeneidade 1 e
tomando o campo unitario ortogonal as érbitas desta acdo. E facil de ver
que este campo é G-invariante s6 que, em geral, nao estd em F(M). Contudo,
provamos que quando as orbitas singulares de G tém codimensao maior ou
igual a 3 entdo este campo estd em F (M) (Teorema 3.12) e é um ponto critico
de F em F(M) (Teorema 5.5). E natural se conjecturar que estes campos
sao minimos absolutos de F' em F(M).

Tratamos também da questao acima mencionada, a saber, dos pontos
criticos serem ou nao assumidos por campos invariantes, no caso dos pon-
tos criticos de F' em L£(M). Com o objetivo de respondé-la, introduzimos
um processo de simetriza¢do de um campo por um subgrupo G de isome-
trias. Este processo consiste em tomar, em cada ponto da variedade, a
média do campo, neste ponto, pela acao de G, o que é feito através de
uma integragao sobre G (veja Definigdo 4.1). Assim, dado um campo V
obtem-se o G-simetrizado Vi de V' por G. Provamos entao que Vg é sempre
G —invariante (Proposicao 4.2). Além disso, provamos que se V satisfaz a
equacao — divVV = AV entao o simetrizado V; também satisfaz, ou seja,
tem-se —divVVs = AV (Teorema 4.3). Este processo, portanto, mostra
que se V' é um ponto critico de —divV associado a um autovalor \ e se
o G—simetrizado de V ¢é nao nulo, entao o ponto critico associado a A é
assumido por um campo G—invariante.

Como conseqiiéncia disto provamos que, dado um autovalor A para — div V,
entao ou todo campo que é um autovetor de —divV associado a A\ tem
G—média zero (veja Definigao 4.6), ou existe um campo G—invariante que é
um autovetor associado a A (Coroldrio 4.7).

Provamos que se M é um espago simétrico compacto de posto 1 e se
um subgrupo G C ISO(M) tem um ponto fixo cujo subgrupo de isotropia
também deixa um ponto fixo, entdo todo valor critico de F' em L(M) é
assumido por um campo G'—invariante (Teorema 4.8).

Como um dos resultados principais desta tese provamos, ao final deste
trabalho, que é igual a 1 o minimo absoluto da conexao na esfera unitdria
S", n > 2, entre os campos de norma L? igual a um, sendo este minimo
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atingido por um campo colinear ao campo norte-sul (Teorema 6.5). Este
resultado é a versao para o espago L£(S") de um resultado j& mencionado de
F. Brito, V. Borrelli e O. Gil para o espago P(S***!) dos campos de norma
pontual 1 nas esferas unitdrias de dimensao impar.

2 Preliminares

Seja (M, (, )) uma variedade (de classe C'*°) riemanniana orientada com-
pacta n-dimensional. Denote por =Z(M) o espago de todos os campos de
vetores C* de M. Dado X € Z(M), VX denota a aplicacao tensorial

E — VpX,E € E(M).

Define-se o produto interno (VX,VY'), para X, Y € Z(M) por

n

(VX,VY) =) (Vg X,Vg5Y),

i=1
onde F; é um base ortonormal local de T'M. A norma de VX é dada por

1

IVX| = (zn: (Ve X, VEZ.X)> 2|

i=1

Vamos considerar em Z(M) os produtos internos

(X,Y),. = /M (X,Y)dM

(XY, = /M (XYY dM + /M (VX, VY dM.

No6s entenderemos por L?(T'M) o completamento de Z(M) em relagao a
norma L? determinada pelo produto interno ( , );. e por H*(T'M) o comple-
tamento de Z(M) em relagao a norma H' determinada pelo produto interno
(, )1 - Os espagos (L*(TM),(, );2) e (HY(TM),(, )y ) sdo espagos de
Hilbert. Usaremos também as notacoes

F(M)={X e H(TM) | |X(p)|=1,q.t.p, p€ M}
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LM)={X e H(TM)| |X|.=1}.

Observe que a conexao Riemanniana em M estende-se naturalmente para
uma conexao riemanniana fraca, também denotada por V,

V:HY (TM)x H(TM) — L*(TM).
Usaremos vérias vezes a férmula da codrea (conforme [Fe]):

Teorema 2.1 Sejam M e M 9 ﬂ > q) variedades Riemannianas. Sejam
dx e dy as formas volumes de M e M associadas a suas métricas. Seja
¢: M — M uma aplicagao diferencidvel e h : M — R uma func¢ao integrdvel.

Entao
[ rlsacowar= [ ([ wwyir-ei) )i

onde a integral interna no sequndo membro é calculada com respeito a medida
(I — q)—dimensional de Hausdor{f induzida por M em ¢~ '(y) e || Jac¢|| é a
derivada de Radon-Nikodym da medida de M com relagao a imagem sob d¢
da medida de M.

Definindo ¢ : M — R por

decorre deste teorema que

/M o(z)dz = /M ( /(ﬁ » %dx) dy. (3)

Nos casos que estaremos considerando teremos
g = dim M = posto(¢) := max{dim d¢,(T,M) | y € M}.

Nestes casos, observamos que || Jac ¢||, nos pontos regulares de ¢, pode ser
calculada da seguinte forma. Seja x € M um ponto regular de ¢ (ou seja,

= dimdg,(T,M)) e y = ¢(x). Sejam {ey, ..., e,} uma base ortonormal de
(To ' (y))* e {fi,..., f;} uma base ortonormal de T, M. Entdo

.....
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Os resultados usados aqui sobre espacos de Sobolev de campos de vetores
podem ser provados usando a teoria de espacos de Sobolev para fungoes, a
qual pode ser vista em [H].

Teorema 2.2 Seja M uma variedade riemanniana compacta, orientdvel e

[ VX 2dM

Ao = .
0 XeHl%TM)\{o} Jog 1 X 12dM

Entio existe V€ HY(TM)\{0} tal que

Sy [VVPaM

A= Ml 1T
T, IVPAM

Para provarmos o Teorema 2.2, precisaremos de dois resultados, um de
Anadlise Funcional, a saber:

Teorema 2.3 Toda sequéncia limitada em um espago de Hilbert (H,( , ))
contém um subsequéncia convergindo fracamente a um elemento de H, ou
seja, se {x,} C H é limitada, entdo existe xo € H tal que

lim (z,,,z) = (xo,z)

n—oo

para todo v € H.
Precisamos também de uma extensao do Teorema de Rellich-Kondrachov:

Teorema 2.4 (Extensio do Teorema da compacidade de Rellich-Kondrachov)
HYTM) cc L*(TM), ou seja, toda sequéncia limitada em H*(T M) contém
uma subsequéncia convergindo em L*(TM) a um elemento de L*(TM)

A prova deste teorema é feita através da reducao ao teorema usual de
Rellich-Kondrachov, ou seja, o que se aplica a fungoes.
Prova do Teorema 2.2. Definindo

_ Ju IVXPdM

PO =T Ixpan

, X € H(TM)\{0},

podemos tomar uma sequéncia V,, C H(TM)\{0} tal que
lim F(V,,) = A.
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Considerando

Vi
W, = T
([ [Val2dD )2
vemos que
FOV,) = [ VWM = P
M
e entao

m F(W,) = Xo.

Segue-se que W,, é limitada em H'(TM) e, portanto, pelo Teorema 2.3,
W, contém uma subsequéncia convergindo fracamente a V' € H(TM).
Por outro lado, pelo Teorema de Rellich-Kondrachov W,, converge a V' em
L*(T'M). Temos

(V-V.V-V.=0

o que nos da V = V’. Segue-se que

/|V|2dM:hm/ W, |2dM =1
M noJMm

e, assim, em particular, V € HY(TM)\{0}. Por outro lado, denotando, para
UV e HY(TM),

g(U,V) = / (VU,VV)dM
M
temos, que, dado n € N,

0<gW,-V.W,, =V)

Tomando o limite para n — oo e lembrando que W,, converge fracamente a
V, obtemos
0<Xo—29(V,V)+g(V,V)

e, entao,
Decorre dai que
[y IVV 2 dM

= VVI[2dM < A
[y [VI2dM /M| | 0



o que nos da, pelo fato de A\g ser o minimo de F,

Ju IVVPAM
[y |VPRaM — 7%

provando o teorema. ®

Teorema 2.5 Seja M uma variedade riemanniana compacta , orientdvel de
dimensao maior ou igual a 3, e

5o = inf /|VX|2dM.
XeF(M) S

Entao F(M) # 0 e existe N € F(M) tal que
5o = / IV N[2dM.
M

Prova. Primeiro iremos provar que F (M) # () para n > 3. De fato, seja
Z um campo diferencidvel com singularidades isoladas, isto é, Z se anula
apenas em um mimero finito de pontos, os quais denotaremos py, ..., px. Seja
r > 0 tal que as bolas geodésicas B,(p;) sdo normais e B, (p;) N B, (p;) =0
grad(f;)

|grad(f;)]
Br(p;)\{pi}, onde f; : M — [0,00), é dada por

fl(x) = d(xvpi)v

sendo d a distancia riemanniana em M, (na verdade, provaremos adiante que
|grad(f;)| = 1). Considere um campo de vetores diferencidvel, unitédrio, N, em

para ¢ # j. Denote por V; = o campo de vetores definido em

M\{p1,...px}, o qual coincide com |—§| em M\ U B, (p;) e com V; em Bz (p;).
Afirmagao: N € F(M). Note que para garantir a veracidade da afirmagao,
basta provarmos que V; é fracamente diferencidvel para n > 3. Para tal,
vamos estimar (V,V;, V,V;) em um ponto ¢ € B, (p;) \{p:}, v € T,M, |v| =
1, em termos da distdncia t entre g e p;. Denotaremos, por simplicidade,
V=V, f=f ep=p;. Note que ViV = 0, e que podemos assumir que
(V,v) = 0. Entao A(v) = —V,V ¢ a segunda forma forma fundamental
da esfera geodésica centrada em p e com raio t. Além disso, nés podemos
assumir que v é um auto vetor de A e entdo (V,V,V,V) = (V,V,v)?. Seja
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K = max|Ky/| + 1, onde K é a curvatura seccional de M. Seja M um
espaco simplesmente conexo de curvatura seccional constante — K. Usando
o teorema da comparagao do Hessiano, obtemos

(V,V,0) = |Hsp(0,0)] < K coth?(tVE).

Denotando por S;(p) a esfera geodésica centrada em p com raio ¢ segue que

/B " (VV.VV) = /0 T /5 » (VV,VV)dS(p) < K [ [coth2<t\/E) Vol Sy(p)| dt

A mostrar: K [ [cothQ(t\/f) Vol St(p)} dt ¢é finita se n > 3. Para tal basta
0

provarmos que, para algum r € (0, max f), pondo

ST = f_l([oa T’]),
tem-se

/ (VV,VV) < oo
Sr

Primeiro mostraremos que
Vi) =1,

para todo x € M\{p1,..pr}. Seja {e1,...,e,_1} uma base ortonormal de
T,.S:(p). Entao o gradiente de f em x pode ser escrito como

V(@) = Y dileen (@)

onde ¢, = V(z). Como a fungao distancia, f, é constante ao longo das esferas
Si(p;), a igualdade (4), se resume a

Vf(z) = df.(en)en.
Calculemos entao
|df(en)| -

Para este calculo, tomemos qq e o, tal que = exp,, toN(qo). Sejaa : (0,¢) —
M, dada por
a(t) = exp,, (to +1) V(qo).

10



Temos que a(0) =p e o/(0) =V (z) = e,. Logo

elen) = 5 (£ 00) (o

Mas
fla(t)) = f (expg, (to +1) V(o)) = to + 1,
o que implica
dfz(en) = 1,
e portanto
IV f(@)| = ldfe(en)| = 1. (5)

Vamos agora usar a férmula da codrea, Teorema 2.1, para M = B,(p), M = R
e ¢ = f. Neste caso || Jac f|| = |V f|, e usando (5), obtemos

/ (VV,VV) = / / (VV,VV) wdt, (6)
B (») | S

onde w; ¢ a férma volume de f~1(t) = S;(p).
Como j& vimos, para cada t € (0,7] tem-se, em qualquer ponto de f~(¢),

(VV,VV) < K coth® (tVK),

onde V' K coth(tv K') é o Hessiano da funcao distancia de um espago simples-
mente conexo de curvatura seccional constante — K. Assim, de (6), vem

/Br(p) (VV,VV) < (n— 1)K] {CothQ(t\/E) /fl(t) Wt:| d

Seja S = f~!(r). Dado t € (0,7], seja ¢, : S — f~!(¢) dada por
¢ (x) = exp,(r —t)V(x), z € S.

Entao o teorema de Fubini nos da

/f—1<t> o /s<¢t)*%
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Podemos escrever (¢,)* w; = dw para alguma fungao § : M — R, sendo w a
forma volume em S, e assim obter

/ wt:/&u.
=) S

Dado z € S, sendo Fjy, ..., F/,,_1 uma base ortonormal de 7,5 vem

0(p) = d(p) - 1= 0(p)ws (En, ooy Byr) = (61)" (Wi)a (B oovy Bnr)
= (W)g,(@) (d(D)a(E1), - (D) (En1))
< [d(dr)e (E1)| ’d((bt) (En-1)|
= |h@)] - \Jn 1(t)]

onde cada J;(t) = d(¢,).(F;) ¢ um campo de Jacobi ao longo da geodésica
v(u) = exp,(uV (z)). Observamos agora que {p} é o conjunto focal de S,
logo temos que

Jl(S) = JQ(S) == ---Jn—l(s) = 0.

Podemos entao comparar .J; com os campos de Jacobi em um espaco de
curvatura constante — K para concluir, através do Teorema de Rauch (pagina
215 de [M]), que

sinh(tv'K)

| Ji(t)] < i

de modo que

/B " (VV,VV) < (n— 1)K] {cothQ(t\/E) /f i wt} di

< (n— 1)K/ coth?(tV'K) (%) _ Vol(S)dt,

que deixa claro que se n > 3, a integral acima é finita. Agora vamos provar
que existe um campo de F(M) que atinge o infimo da conexao. Pondo

F(X)= /M|VX|2dM,X e F(M),

12



podemos tomar uma sequéncia W,, C HY(T'M), tal que

Temos ainda que
/ \W,[2dM = Vol(M).
M

Segue-se que W, é limitada em H'(T'M) e, como no teorema anterior, temos,
pelo Teorema 2.3, que W,, contém uma subsequéncia convergindo fracamente
a N' € H'(TM). Por outro lado, pelo Teorema de Rellich-Kondrachov W,
converge a N em L*(TM). Temos

(N—N',N—=N"),, =0

o que nos d4 N = N’. Assim, W,, converge em L? para N. Portanto, a menos
de uma subsequéncia, W,, converge qtp a N. Como |W,| = 1 qtp, segue-se
que |N| =1 gtp. O fato de que F(N) = §, é provado como no Teorema 2.2.
[ |

Os Teoremas 2.2 e 2.5, implicam nas seguintes desigualdades de Sobolev
para campos de vetores:

Corolédrio 2.6 Seja M uma variedade riemanniana compacta orientdvel nao
admitindo um campo paralelo de vetores (isto é, nio eviste X € H (T M) tal
que VX = 0, sendo V a conexdo riemanniana de M ). Entdo existe uma
constante \g > 0, dependendo apenas de M e da métrica de M tal que

1
/ | X[?dM < —/ IVX|*dM
M Ao Jur
para todo X € H(TM).

Coroldrio 2.7 Seja M uma variedade riemanniana compacta orientdvel de
dimensao maior ou igual a 3, nao admitindo um campo paralelo de vetores.
Entao existe uma constante 0g > 0 dependendo apenas de M e da métrica de
M tal que

Vol(M) < i/ IVX|2dM
50 M

para todo X € F(M).
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Iremos mostrar a relagao entre pontos criticos da conexao e o oper-
dador Laplaciano aproximado. Para tal faremos uso de algumas definigoes e
proposigoes como segue.

Definigcao 2.8 Seja M uma variedade riemanniana, e seja T um tensor em
M tal que, a cada p € M, T, é uma transformacao linear de T,M em T,M.
Definimos o divergente de T em p € M por

divT = Zn: (VuT) (E;)

i=1
sendo E; um referencial ortonormal em uma vizinhanga de p.
Lembramos que
(VxT) (V) = Vi (T(Y)) = T (VxY)

Para mostramos que div'T’ nao depende da base escolhida, tomamos uma
base ortonormal {F}} e escrevemos

Ei = zn: CLiij.
j=1

Segue-se que

n n

Z (Vg T)(E;) = Z (ajauwVp,T) (Fy)
— Z (Z aijaik> Vi, T(Fy).

Sendo (a;;) uma matriz ortogonal temos (a;;) " = (ax)" = (ax) de modo que

(aij)(an) = id (7)

ou seja

Z Q35 Qif, = 6jk (8)
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e assim
n n

S (VeD)(E) =Y (ViT) (F).

i=1 j=1

Note que para cada p € M,

vv.: T,M — T,M
v — V.,V

¢ linear de modo que — div VV estd bem definido e vale a

Proposicao 2.9 Seja M uma variedade riemanniana compacta, orientdvel,
sem bordo. Entao

- / (div V'V, W) dM = / (VW,VV)dM
M M

para todos V,W € Z(M).

Prova. Dados V,W € Z(M) definimos o campo Gy (W) € Z(M) como
segue. Dado p € M, seja E; um referencial ortonormal em uma vizinhanga
de p. Entao, nesta vizinhanca,

n

Gy(W):=> (Vg V.W)E,

i=1

Vamos mostrar que Gy (W) estd bem definido, ou seja, ndo depende do ref-
erencial escolhido. De maneira andloga a Definicao 2.8, facamos

j=1

Temos entao

i=1 i,j,k=1

= i (Z %‘aik> (Vi V,W) F.

Gk=1 \ i

15



Como vimos anteriormente o fato de (a;;) ser uma matriz ortogonal, implica
por (7) e (8) que

n n

S (VEV,W)E; = (V5 VW) F}.

i—1 i=1
Agora temos

div (Gy (W) = Z (V5 V. W) div(E;) + Eigrad (Vg V,W))

=1
n

=Y (Ve VW) (Vg E, E;) + (B, E; (V5 V,W) E;))

Ji=1

=Y (= (Ve ViW) (VB E) + B (Vi V, W) b;;)

jji=1

= 3 (~(Tyeumgnh W) + BTV W18,)

Gri=1
= i (— <VinEiV, W> + (Vg Ve V,W)+ (VgV, inW>)
]
= j(divVV, W)+ (VV,VIV),
portanto
[ div(@emyar = [ (VW) + (@V.vw) a.
Aplicando Stokes

- / (div VV, W) dM = / (VW,VV)dM.
M M

[ |
Observe que o resultado acima prova que divV é auto-adjunto:

Corolédrio 2.10 Seja M uma variedade riemanniana compacta, orientdvel,
sem bordo. Entao

/ (div V'V, W) dM = / (div VIV, V) dM.
M M
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Proposicao 2.11 Seja M uma variedade riemanniana compacta. Um campo
de vetores Vy é um ponto critico do funcional

VV|?
F(V)= fM'—Q’ V e HY(TM)\{0}

Jur IV
se e somente se Vo € Z(M) e satisfaz a equagao

—div V'V, = AVj, (9)

V1o|?
onde A = fM| 02’
Jus Vol

Prova. Provaremos primeiro que (9) é satisfeita fracamente, ou seja, que

| @ vm=a [ mw)

M
para todo W € H'(T'M). Definindo

_ Ju V(o + W)
Jar | (Vo + tW)?

f(t)

temos que f possui um ponto critico em ¢ = 0. Portanto f'(0) = 0. Mas

g(t) = h(t)

fe) = ([, (Vo +tW, Vy + tW))?
onde
g(t) = 2/ (VIV,VVj +tVW>/ (Vo +tW, Vo + tW)
h(t) = 2/ (VVo +tVW,VV, +tvw>/ (W, Vo +tW).
Dai
71(0) = 2 (YW VV0) Joy (Vo Vo) = 2 [y (VYo VV0) Jyy (W' Vo)

(fyy (Vo, Vo))

de modo que
2 [ (YW, VW) [o Vo, Vo) — 2[5, (VVo, VVo) [y, (W, Vo)
(s (Vo Vo))

17
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o2 [ (oW v [ 0ae -2 [ (W v [ 0 -0

M

@/ <VW,V%>/M<VO,%>=/M<V%,V%>/ (W, Vo)

M

@/ (VIV,VVp) = fﬂ? v‘tz’zy/Mww

ou seja

| wwowv=a [ . (10)

M

Usando técnicas conhecidas da teoria de EDP linear eliptica para regularizar
Vo, temos Vy € Z(M) e portanto pela Proposicao 2.9

—divVVy = A%.
|

Proposicao 2.12 Seja M uma variedade riemanniana compacta. Um campo
de vetores unitario N € F(M) é um ponto critico do funcional

F(X) :/ IVX|?, X € F(M)
M
se e somente se N satisfaz fracamente a equacao
—divVN = [VN’N

Prova. Faremos um raciocinio andlogo ao da proposicao anterior, definindo

neste caso f(t) da forma
/ ' (N (N +1X) tX)

com X € F(M). Como anteriormente, esta fungao possui um ponto critico
em t = 0 e, portanto, f'(0) = 0. No entanto

£(t) = /M (9(t), (1))

18



onde

1
gt =V N4V ! X
(N +tX,N +tX)2 (N +tX,N +tX)2

Dai

Fo) =2 [ (©.90) =0

M
Tendo-se
g(0) = VN,

e

g’(O) =-V <N,X>N+ VX,
obtemos

2/ (—V (N, X) N + VX,VN) = 0

& /M (VX,VN) = /M (V (N, X)N,VN)

Observe que dado um ponto p € M, e uma base ortonormal {e;}, na vizin-
hanca de p, temos, para cada 1,

<velN7N>:%el<NaN>:0

Portanto,
(VIN,X)N,VN) = zn:{@i((N,X))N,VaM + (N, X) (Ve N, Ve, N)}

= (N, X)(VN,V,N)
=1

= (N, X) (VN,VN)

Logo

/M<VX7VN>=/M(V(N,X)N,VN>

o /M (VX,VN) = /M (VN, VN) (N, X)

e portanto, pela Proposigao 2.9, temos —divVN = |[VN |2 N fracamente. m
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Proposicao 2.13 Seja M uma variedade riemanniana compacta orientdvel
de dimensao maior ou igual a 3. Sejam

5o = inf /\VX|2dM
XeF(M) [y

i, [VXPdM

Ay —
0 XeHl%TM)\{O} Jop |1 X 12dM

entao

8o > Xo Vol(M).

Prova. Denotamos por H,(TM) o conjunto dos campos X € H'(TM)
de norma L? igual a V', onde V = Vol(M), isto é

/ (X, X) = Vol(M).
Seja 0y, dado por
Sy = inf{E(X) ::/ (VX,VX) | X € H%,(TM)}.

Claramente temos 0y < §p, e pelos mesmos argumentos usados para demon-
strar o Teorema 2.2, sabemos que existe Xy € Hi,(T'M) tal que

Oy :/ (VXo, VXy) .
M
Usando os resultados das Proposicoes 2.9 e 2.11, temos que
(50 Z (5V = / <— div VX(),X()> = )\0/ <X0,X0> Z )\0 VOI(M)
M M

O que demostra a proposicao. m

3 Campos G-invariantes

Defini¢ao 3.1 Seja M uma variedade riemanniana e G C 1SO(M) um
subgrupo de Lie compacto, conexo. Dizemos que um campo de vetores V' de
M, é G-invariante se, Vo € M,

V(g(z)) = dg.(V(x)),Vg € G.
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Sendo G um grupo de Lie compacto, podemos considerar em G uma
meétrica riemanniana bi-invariante, ou seja, uma métrica na qual as translacoes
a esquerda Lgy(h) = gh e a direita R,(h) = hg sao isometrias. Esta métrica
em G estard sempre sendo tacitamente assumida no texto. Na integracao em
(G estaremos usando a medida dada por esta métrica.

Vamos no que segue mencionar alguns poucos fatos bésicos sobre acoes
de grupos que utilizaremos a frente.

Definicao 3.2 Sejam M uma variedade riemanniana e G um grupo agindo
em M. Dado p € M, a orbita de G passando por p é

G(p) ={9(p) | g€ G}

e o subgrupo de isotropia de G em p é

Gp,={9€G |g(p) =p}

Duas érbitas G(p) e G(q) sdo ditas do mesmo tipo se G, e G, sdo conju-
gados em G, ou seja, se existe g € G tal que G, = gG,g~*. Nés ordenamos,
parcialmente, os tipos de érbitas, da forma como segue:

(H) = (K)<39geG | K2gHyg™ ",

onde (H) denota a classe de conjugagao de H, grupo de isotropia.
Um fato conhecido que a seguir utilizaremos é o teorema abaixo, que pode
ser visto em [HL)]

Teorema 3.3 (drbita tipo principal) Seja M uma variedade coneza, e G um
grupo agindo diferenciavelmente em M. Entao existe um unico tipo de drbita
(H) tal que (H) = (K) para todo tipo de orbita (K) da a¢ao. E ainda, a
unido de todas as drbitas do tipo (H), a saber

M ={xeM |G, e (H)},
é uma variedade aberta densa e conexa de M.

As ¢rbitas do tipo (H), citadas no Teorema 3.3, sdo chamadas de 6rbitas
principais. As demais 6rbitas nos referiremos como singulares (inclusive as
excepcionais, ou seja, aquelas que tém a mesma dimensao de uma principal
mas o subgrupo de isotropia nao é conjugado ao subgrupo de isotropia de
uma principal).
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Definicao 3.4 Sejam M uma variedade riemanniana e G um grupo agindo
em M. Dizemos que G age em cohomogeneidade k, se a codimensdo das
orbitas principais de G € k.

Vamos considerar na maioria da vezes o caso em que G age em M com
cohomogeneidade 1. Por isso é conveniente observar alguns fatos bésicos,
bem como introduzir algumas notagoes, relacionadas a este tipo de acao, que
deverao ser usadas daqui para frente. Fazemos isto na secao que segue.

3.1 Acoes em cohomogeneidade 1.

Suponha que M ¢é uma variedade riemanniana compacta, sem bordo, e que
G C ISO(M), compacto, age com cohomogeneidade 1 em M. Entao, decorre
do Teorema 3.3 que o espaco quociente

— ={Gp) | pe M}

¢é difeomorfo a um circulo ou a um intervalo fechado. No primeiro caso G
nao tem orbitas singulares e podemos considerar uma curva fechada v, :
[0,4] — M parametrizada por comprimento de arco, ortogonal as érbitas
de G. No segundo caso, ou seja, M /G ¢é difeomorfo a um intervalo fechado,
G tem duas drbitas singulares, digamos O; e Oy e podemos considerar uma
curva v, : [0, ;] — M parametrizada por comprimento de arco, ortogonal as
érbitas de G, tal que 7,(0) € Oy € 7,(l1) € Oy. Denotamos por

v [0,0] = M

tanto 7, quanto ,, indistintamente. Note que a norma da segunda forma
fundamental e a curvatura média de cada érbita de G sao constantes ao longo
da o6rbita, ou seja, dependem apenas de s, pardmetro da curva.

Proposicao 3.5 Sejam M uma variedade riemanniana compacta, sem bordo,
e G C ISO(M), compacto, conexo, agindo com cohomogeneidade 1 em M.
Se v : [0,1] = M, é uma curva ortogonal as drbitas de G, entao v é uma
geodésica.

Prova. De acordo com o que vimos anteriormente, podemos tratar, in-
distintamente, os casos em que v é fechada ou nao. Vamos supor v para-
metrizada pelo comprimento de arco. Seja N, campo unitdrio ortogonal as
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6rbitas de G. Logo N(7y(s)) = £4/(s). Suponhamos N(y(s)) = +/(s). Sejam
p€ M esge€ 0,1, tal que v(sg) = p. A mostrar:

D~/

s=sog = 0.
dS| 0

Primeiro observe que
(VN N) = IN()((N, V) = 0. (1)
Por outro lado seja z € T,G(p). Mostremos que
(VyN,z)=0.
Existe X € Z(G) tal que X é Killing e X (p) = z. Portanto
(VyN,z) = (VNN, X) (p) = N(p)((N, X)) = (N, VnX) (p).

Como N é ortogonal as érbitas de GG, temos

(N,X)=0.

Consequentemente
(VNN,X)=—(N,VyX).

Como X ¢ Killing temos

(VNX,N) =0,
o que implica

(N,VyX)=0.
Portanto

(VyN,z) = (VNN,X) (p) = 0. (12)

Por (11) e (12), temos

(VyN)(p) =0,
como )

Z_Z|s=80 = (VyN) (p),

concluimos nossa demonstracao. ®
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Definigao 3.6 Nas mesmas condi¢des acima, definimos B(s), para cada s €
(0,1), como a sequnda forma fundamental da drbita G(v(s)) no ponto y(s),
ou seja

B(s)(u,v) = (Vyu)", u,v € Ty)G(7(5)).

Defini¢ao 3.7 Definimos a norma de B(s), e a denotamos por |B|(s), a
aplicacao

|B|:(0,]) = R,
dada por

n

BE(s) = Y (Vees?) (5),

ij=1

onde {e;} € uma base ortonormal de T, G(7(s)).

Definicao 3.8 Definimos a curvatura média ao longo das drbitas de um
grupo G C ISO(M) agindo em cohomogeneidade 1 como a aplica¢io H :
(0,1) = R que leva s € [0,1] na curvatura média de G(y(s)) na dire¢io do
vetor v'(s), normal a G(v(s)) no ponto v(s). Ou seja:

(= DH() = Y (Bls)ewe, 1),

onde {e;} € uma base ortonormal de T G(7(s)).
Iremos agora ver um exemplo de campo G—invariante na

Proposicao 3.9 Sejam M uma variedade riemanniana e G C ISO(M), um
subgrupo de Lie conexo, agindo em cohomogeneidade 1. Se N é um campo
unitdrio ortogonal as drbitas de G, entao N é um campo G—invariante.

Prova. Sejam z € M, N como na hipétese. A mostrar:
N(g(x)) = dg=(N(x)), Vg € G.
Dado Z € Ty)G(x) C Ty@yM temos

(N(g(2)),Z) = 0= (dg, " (N(9(2))),dg; " (2)) = 0.
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Como dg,; ' (Z) € T,G(z), temos dg,; ' (N(g(x))) LT,G(z). Além disso, usando
o fato de que a cohomogeneidade de G' é um, temos

dg, " N(g(x)) = £N(z),

ou seja
N(g(z)) = £dg.(N(z)). (13)

Agora, suponha que g = exp X, com X € T,G, onde exp : T.G — G ¢é a
exponencial em G. Seja g, = exp(tX). Entao, de acordo com (13), tem-se

N(gi(w)) = £d(gr)o(N(x))

para todo t > 0. Mas g9 = id, de modo que

N(x) = N(go(x)) = d(go)a(N(x)),

logo por continuidade, temos

N(g(x)) = dg.N(z).
|

Proposicao 3.10 Sejam M uma variedade riemanniana compacta orien-
tavel de dimensao maior ou igual a 2, e G C ISO(M), um subgrupo de Lie
conexo compacto agindo em cohomogeneidade 1. Se G deixa um ponto fixo,
Do, entao as orbitas de G sao esferas geodésicas centradas em py.

Prova. Seja p € M, e seja r = d(p,po). A mostrar G(p) = S,(po).
Tomando ¢ € G(p) temos g € G tal que ¢ = g(p). Dat

d(g(p), po) = d(9(p), 9(po)) = d(p,po) = r = G(p) C S(po).

Por outro lado G(p) é uma variedade fechada sem bordo e por ser G de
cohomogeneidade 1, G(p) possui a mesma dimensao de S,.(pg). Logo,

G(p) = Sr<p0)'

|
Vamos apresentar a seguir condigoes que garantam que o campo N é de
Sobolev. Para isso precisamos do
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Lema 3.11 Seja M uma variedade riemanianna compacta, orientdvel, N
um campo unitdrio, ortogonal as drbitas de um grupo G C ISO(M), agindo
em cohomogeneidade 1. Entao

(VN,VN) (p) = | B(s)[*
para todo p € G(7(s)).

Prova. Observamos primeiro que pela Proposicao 3.5 VyN = 0. Seja
agora p € M, e seja {ej,es,...,e,_1} uma base ortonormal na vizinhanga
de p, tal que {ej, ea,...,e, 1} diagonaliza a segunda forma fundamental da
6rbita G(p), e seja v uma geodésica parametrizada pelo comprimento de arco,
ortogonal as 6rbitas de G, tal que v(0) = p. Entao

[y

n— -1
(VN,VN) =Y (VN V,N)=> (e, \ies) = ZAZ |B|*.
1

1 i=

n

%

Teorema 3.12 Seja M wuma variedade riemanianna compacta, orientdvel,
de dimensao n, maior ou igual a trés, e seja G um grupo conexo, compacto
agindo por isometrias em M com cohomogeneidade 1. Suponha que ou G
nao tem orbita singular ou que as drbitas singulares de G tém dimensao no
mdximo n — 3. Seja N um campo unitdrio normal as orbitas de G. Entao

/ (VN,VN) < 0, (14)
M
ou seja, N € F(M).
Prova. Como mencionamos antes,
M/G ={G(p)lp € M}

é difeomorfo a um circulo ou a um intervalo fechado. Se M /G é difeomorfa a
um circulo é porque GG nao tém érbitas singulares e, nesse caso, N é um campo
diferencidvel definido globalmente em toda variedade. Portanto, neste caso,
(14) ¢ trivialmente verdadeiro. Como j4 foi posto anteriormente, se M/G ¢é
difeomorfo a um intervalo fechado, entao GG tem duas 6rbitas singulares, a
saber O; e Oy. Definimos f : M — [0, 00) por

f(p) = d(G(p), O1)
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sendo d a distancia riemanniana em M. Vamos mostrar que d(G(p),01) =
d(p, Oy). De fato, sejam r € G(p) e s € Oy tal que

d(r,s) = d(G(p), Or).
Como r € G(p), g € G tal que r = g(p). Portanto,
d(G(p), 01) = d(r,s) = d(g(p),s) = d(p,g~'(5)) = d(p,01) > d(G(p), Or).

Logo
d(p,01) = d(G(p), Ov),

e podemos redefinir f : M — [0, 00) por

f(p) = d(p, On).

Basta entao provarmos que, para algum s € (0, max f), pondo

Us = f_l([()? S])a

tem-se
/ <VN, VN) < 00,

S
jé que o mesmo raciocinio se aplicaria tomando Oy no lugar de O, e, na parte
restante de M que nao se integrou, N ¢é diferencidvel. Primeiro mostraremos
que

V)l =1,

para todo p € M\ (O U Oy) . Para tal, seja {ey, ..., e,—1} uma base ortonor-
mal de 7,G(p). Entdo o gradiente de f em p pode ser escrito como

Vfp) = dep(ei)ei, (15)

onde e, = N(p). Pela forma como foi definida, a fungad f é constante ao
longo das érbitas e portanto a igualdade (15), se resume a

V£(p) = dfp(en)en

Calculemos entao

|dfp(en)] -
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Para este célculo, tomemos qq e to, tal que p = exp, toN(qo). Seja v : (0,¢) —
M, dada por

a(t) = exp,, (to +1) N(qo)-
Temos que «(0) = p e ’(0) = N(p) = e,. Logo

Bylen) = 5 (F 00) (Blico
Mas
f(a(t) = f (exp,, (to +t) N(q0)) = to + ¢,
o que implica
dfp(en) =1,
e portanto
V()| = ldfp(en)| = 1. (16)

Vamos agora usar a férmula da codrea, Teorema 2.1, para M = U, M =R e
¢ = f. Neste caso || Jac f|| = |V f|, e usando (16), obtemos

(VN,VN) = 8 (VN,VN) w,dt, (17)
/ : [ /fl(t)

onde w; é a férma volume da 6rbita f~1(¢).
Como j& vimos, para cada t € (0, s| tem-se, em qualquer ponto de f~(t),

n—1
(VN.VN) = [B/* =Y X(1),
=1

onde \;(t) sdo as curvaturas principais de f (), que sdo constantes ao longo
de f~1(t). Assim, de (17), vem

/Us (VN,VN) = nz__i/ /fl(t) N (H)wdt < (n — 1)7 [)\Q(t) /fl(t) wt} dt

onde A\?(t) = max A}(t). Suponhamos que ); sejam calculadas com relagio a
normal apontado para a componente conexa de M\ f~1(¢) que contém Oy, e
que N seja tal normal. Assim, em particular, ocorre que se s é suficientemente
pequeno, entdo A(t) > 0 para t € (0,s]. Suponhamos entdo que s seja
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escolhido desta forma. Sejam ¢ € (0,s],q € f~'(t) ee € T, f~'(t) o autovetor
associado a A(t). Seja p € O; tal que

d(p.q) = d(Oy, f71(1)).

Seja K = max |Ky| + 1. Usando o Teorema da Comparacao do Hessiano,
(conforme [Y]) entre M e um espago simplesmente conexo de curvatura sec-
cional constante —K .obtemos para cada t € (0,7] , em qualquer ponto de

A2(t) < K coth?(tVK),

onde VK coth(t\/E ) é o Hessiano da fungao distancia de M, de modo que
/ (VN,VN) < (n—-1)K / {cothQ(t\/E) / wt} dt.
U 1)
0

Seja S = f~(s). Dado t € (0, s], seja ¢, : S — f~(¢) dada por
¢y(p) = exp,(s —t)N(p), p € S.

Entao o teorema de Fubini nos da

/f—1<t> o /s<¢t)*%

Podemos escrever (¢,)* w; = dw para alguma fungao § : M — R, sendo w a
forma volume em S, e assim obter

/ wt:/&u.
=) S

Dado p € 9, sendo Ej, ..., E,_; uma base ortonormal de 7,5 vem

0(p) = 6(p) - 1 =0(p)wp (Er, ey Bnr) = (6,)" (wi)p (B s Bpa)
= (Wi)o,p) (A(D)p(En), -, d(@y)p(En-1))
< d(D)p(Er)] - .. - [d(¢)p (B
=A@ [Tna ()]
onde cada J;(t) = d(¢,),(E;) ¢ um campo de Jacobi ao longo da geodésica

v(u) = exp,(uN(p)). Observamos agora que O; é o conjunto focal de S.
Como dim O, < dim S — 2 podemos supor que

|d(¢0)p(Ex)| = 0 = [d(¢o)p(E2)| -
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Segue-se que
Jl(S) =0= JQ(S).
Podemos entao comparar J; e J, com os campos de Jacobi em um espaco

de curvatura constante —K para concluir, através do Teorema de Rauch
(pdigina 215 de [M]), que

|[Ji(1)] < % i=1,2
de modo que
/ (VN,VN) < (n— 1)K/ [coth%tﬁ)/ wt] dt
U 0 f1@)
sinh(tv/K)

< (TL — 1)K/ COthQ(t\/E) (T) |J3(t)| et |Jn_1(t>| VOI(S)dt

S

= (n— 1)v01(5)/cosh2(t\/E) | J5(8)] - o | Juen ()] < o0

0

4 A G-simetrizacao de um campo

Nesta secao iremos introduzir o processo de simetrizagao de um campo
por um subgrupo de isometrias em uma variedade e provar diversas pro-
priedades.

Definigao 4.1 Sejam M wvariedade riemanniana compacta, G C 1SO(M)
um subgrupo de Lie compacto, e V- um campo de vetores em M. Introduzimos

o campo G—simetrizado de V, que denotamos por Vg, da sequinte forma.
Dado p € M, definimos

Volo) = i . (don) Vo)

sendo w a forma volume em G. Esta integral significa que, para todo u de

T,M,
Valp).) = e [ 1
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onde f: G — R é dada (para p e u fizados) por
f(g) = ((dg,) 'V (9(p)),u) -

Proposicao 4.2 Sejam M wma variedade riemanniana compacta, orien-
tavel, G C ISO(M) subgrupo compacto, e V. um campo de vetores em M.
Se Vi é o G—simetrizado de V, entao Vg é G—invariante.

Prova. Seja Vg, como ja definimos, o campo G—simetrizado de V. Entao
em cada p € M, Vi é dado por

Valo).) = g [ 7

onde u é um vetor qualquer de T, M e w a forma volume em G, e f : G — R
dada (para p e u fixados) por

f(g) = ((dg,) "'V (g(p)),u).

Seja h € G. Temos que provar que Vg (h(p)) = dh,(Ve(p)). Para isso, dado
u € T M qualquer, temos que mostrar que

(Va(h(p)), u) = (dhp(Va(p)), w)

ou seja, que

(Va(h(p)),u) = (Ve (p), (dhy) " (u)) .

Temos
(Velo). () () = 7 . =
onde
f(g) = ((dg,) 'V (g(p)), (dhy) " (u))
Walhv).v) = s [ Fo
onde

£(9) = {(dgn) 'V (g(h(p))),u) .
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Vamos agora verificar que f = fo¢,onde ¢ : G — G é dada por ¢(g) =
gh = g o h. Temos

Por outro lado, como ¢ é uma isometria de G' (¢ nada mais é do que a
translagao a direita por h, e a métrica de G é bi-invariante) é fécil de ver que
| Jac ¢| = 1. Assim, através de uma mudanga de varidveis, obtemos

(Vo) () = (Vo). (@)™ () = oy | 1

1 _
—m/(;fuacdw

_ v011<c:> /G For = (Va(h(p))).u)

Teorema 4.3 Sejam M wvariedade riemanniana compacta orientada, G C
ISO(M) subgrupo compacto e Vi a G-simetriza¢io de V€ =(M). Se V
satisfaz

—divVV = \V,

entao Vg satisfaz
—divVVg = A\Vs.

Para demonstrar esta proposi¢ao faremos uso dos seguintes lemas:

Lema 4.4 Seja X um campo de vetores de M. Seja g : M — M uma isome-
tria. Seja p € M. Entao

(Vy Xy, 2) (9) = (Vag,)X:dgy(2)) (9(p))

para todos os y,z € T,M, onde

Xy(q) = (dgg) (X (9(q))), ¢ € M.
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O campo X, definido acima ¢ dito o campo g—relacionado ao campo X.
Prova. Fixemos y,z € T,M. Sejam Y e Z campos de vetores de M tais

que
(18)

Y(9(p)) = dgy(y), Z(9(p)) = dgy(2).

Portanto Y, e Z, sao campos de vetores em M que estendem y e z. Logo,

<vagv z) (p) = <ngXga Zg> (p)
= %{Xg <Yg’ Zg> + Y;] <Zg’ Xg> - Zg <Xg’ Yg>
— ([Xy, Zg] . Yg) — ([Yy, Z4] . Xg) — ([ Xy, Yy, Zg) } (D).

Por outro lado, decorre de (18) que Y e Z s@o campos de vetores que estendem

dg,(y) e dgy(z) de modo que

(Vg X, dgp(2)) (9(p)) = (Vv X, Z) (g(p))
= X {Y.2) 4 Y {Z,X) - Z{X.Y)

- <[X7 Z] =Y> - <[Y’ Z] 7X> - <[X7Y ,Z>}(g(p))

Temos
X, (¥, Z,) (p) = 5 (V(a(0)), Z,(a(t)) |1=o

onde v : I — M é tal que o(0) = p e a/(0) = X,. Dai
Xg (Yg: Zg) = %<(d9a(t))_1(Y(g(a(t))))» (dga() ™ (Z(g(a(t))))) li=o
d

= 5 (Y(g(a(t)), Z(g(a(t))) le=o,

fazendo 5 = g o «, temos B(0) = g(a(0))
X(g(p)) e entdo
Xy (Yy, Zg) (p) = % (Y(g(a(t))), Z(g(a(t)))) l=o
=X (Y. Z) (9(p))-

De maneira andloga provamos as igualdades Y, (Z,, X,) (p) =Y (Z, X) (9(p))
e Z,(X,,Yy) (p) = Z(X,Y)(g9(p)). Quando as igualdades dos termos que
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envolvem colchetes temos, pelo fato de ser ¢ um difeomorfismo,

([U, V], W) (9(p) = ((dg.) [U, V], (dg)W) (p)
= ([(dg.)U, (dg.)V], (dg.)W) (p)
<[Uga Vg] ) Wg> (P)

Lema 4.5 Sejam M uma variedade riemanniana compacta orientdvel. Se-
jam V' um autovetor de —div V de autovalor A\ e g : M — M wma isometria.
Entao

divVV, = =AV,.

Prova. Para facilitar a redacao, dado p € M denotamos por dp a forma
volume de M em p. Para provar o lema, basta mostrar que

A W W) o= [ (V). I ) dy

para todo W € Z(M). Temos

YRALTS
) /M ((dgy) "V (9(p)), W (p)) dp =

Y /M (V(9(p)). dgy (W (p))) dp =

_ /M (VV(g(p)), Vg, (W)(p)) dp. (19)
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Por outro lado, usando o Lema 4.4,

(V(dg) ™V (9(p)). VW) = Z (g, 'V (9(0), Ve )
= Z Vg )V (9(p)), dgp(Ve,W))
= zn; ((dgp) ™" Vag,enV (9(P)), Ve, W)
= i ((d9p) " Vagy(enV (9(p)), Ve, (dgy) ™ 0 (dg,) W)
_i«dgp)1Vdgp<ei>V(g(p)),(d9p) 'V gy en) (dgp) W)

= Z (Vg V(9(D)), Vagy(endgp(W))
= (VV(g(p)), Vdg,(W)) .

Portanto por (19),

A/M<(dgp)‘1V(g(p))7W>dp=/M<V(dgp)‘1V(g(p)),VW>dp

— [ v vw)ap,
M
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Prova do Teorema 4.3.

A/J\J(Vg,W>dp:VOI)EG)/M/G<(dgp) W (g(p)), W) wdp
- o [ [ A (@) V) wdp
e L[ M) Vv

Voll(G /G | (o) Vo).~ div W) ds

i | () V). e W) wip

(Vi, — div VIV) dp,

I
=

onde, para as terceira e quarta igualdades, usamos o Lema 4.5 e a Proposicao
2.9. A prova do resultado decorre entao do Coroldrio 2.10. m

De acordo com o Teorema 4.3, dado um auto-vetor V, do operador — div V,
associado a um auto valor A, é possivel encontrar um auto vetor Vi , do op-
erador — div V, também associado ao auto valor A, sendo que Vi traz a van-
tagem de ser G—invariante. O processo de G—simetrizagao estaria & princi-
pio reduzindo o problema de encontrar auto vetores do operador — divV
aos campos (G—invariantes, salvo a possibilidade de Vi ser o campo nulo.
Trataremos disto no que segue.

Definicao 4.6 Seja M uma variedade riemanniana compacta e orientdvel.
Seja G C ISO(M) um subgrupo de Lie compacto. Seja V' um campo de
vetores de M. Dizemos que V tem G—média zero em p € M se

[ e =0
geoGo

para todo ¢ € ISO(M), onde wy é a forma volume em ¢G¢

Observamos que a igualdade acima significa que, para cada u € T,M,
vale zero a integral sobre ¢G¢ ' da funcio f : $G¢* — R dada por

flg) = (dg™" (V(g(p))),u).
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Corolério 4.7 Seja M uma variedade riemanniana compacta e orientdvel.
Seja G C ISO(M) um subgrupo de Lie compacto. Seja u valor critico da
conexao. Entao, uma das duas alternativas abaizo ocorre:

a) eziste um campo G— invariante V- em L(M) tal que F (V) = u;

b) todo ponto critico da conexdo de M com valor critico u tem G—média zero
em todos os pontos de M.

Prova. Decorre diretamente da Proposicao 4.2 e do Teorema 4.3. m

O teorema que iremos enunciar fornece condicoes suficientes para garantir
a existencia de campos G'—simetrizados nao nulos para todo campo V', em
espagos simétricos de posto 1:

Teorema 4.8 Sejam M espago simétrico compacto de posto 1 e G C ISO(M)
tal que G(p) = {p} para algum p € M. Suponha que a a¢ao pela derivada do
grupo de isotropias G, de G em T,M deixa um vetor nao nulo invariante,
ou seja existe v € TyM v # 0 tal que

dgy(v) = v, Vg € G,,.

Entao o espectro do operador —div'V nos espacos dos campos de norma L?
tqual a um é igual ao espectro deste operador nos campos G-invariantes de
norma L? igual a um.

Para provar o Teorema 4.8 faremos uso do seguinte

Lema 4.9 Sejam M, pe M,v € T,M e G C ISO(M), como acima. Sejam
T, uma sequéncia em M tal que x, — p eV € L(M) um ponto critico de F.
Se existe h € 1SO(M) tal que h(p) = q e dh;*(V(q)) = v, entio o campo
h—relacionado a 'V, V},, definido por

Vi(x) = (dha) ™ (V (h(2))),

é dado em p por

e Jo gz (Va(g(@a)))w
Vilp) = Jim S G )

Prova. Basta mostrar que

i), 200) = (tim Jo e IG5 7 & )
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Dado Z € Z(M), fixado n, tem-se

<fG dg, (Vi(g(2n)))w 2z )> _ Jo{dgz (Valg (), Z(za)) w
Vol(G(zy,)) 7V Vol(G(zn))

de modo que

fG <dg;n1 (Va(g(zn))), Z(x">> “ < sup <dg;n1(vh(g(xn)))v Z(x”)> .

inf (dg; ! (Vi(g(x2))). Z(2a)) < Vol(Gz.)

Ao tomarmos n — 00, obtem-se

inf {dg;* (Vilg(p))), Z(p)) < < lim Jo dg\jgl((‘ggg;) ) dg,Z(p)> < sup (g, (Vi(g(p))), Z(p)) ,

como ¢g(p) = p, temos

inf (46, (), 29) < ( Jim Je ey LIS 210) ) < sup (" Vi9). 20)

geG

Mas
Vi(p) = (dh),  (V(h(p)) = (dh), ' (V(q)) = v

de modo que, como dgp_l(v) = v para todo g € G, obtemos dgp_l(Vh(p)) =
Vi(p) para todo g € G, donde segue

< B

,Z<p>> < Vi(p), Z(0))

Assim,
Vi(p) = T}er)lo Jo dgifoizfg((i%g)))dg

]

Prova do Teorema 4.8. Seja V um campo de norma L? igual a 1 um
ponto critico da conexao. Como V' é nao nulo, existe ¢ € N tal que V(q) # 0.
Sendo M espaco simétrico compacto de posto 1, existe uma isometria h de
M tal que h(p) = q e dh,'(V(q)) = v. Seja V}, o campo h—relacionado a V.
Entao V;,(p) # 0. Seja V& o G-simetrizado de Vj,, ou seja, para z € M, temos

V) = G /| o (Vilata))e
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Vemos que V% é nao nulo. De fato: tomando uma sequéncia x, € M com
T, — p, temos, pelo Lema 4.9

v e dgn Vilg(n)w L Vi(g(a)
Vi(p) = lim = Vol(G(z)) —JE&VS(G(%))'

Portanto, se V2 = 0 entdo V,(p) = 0, absurdo. m

Podemos dar exemplos de grupos agindo como no enunciado do Teorema
4.8 na esfera, s6 que estes exemplos nao sao interessantes em vista do Teorema
6.5 que adiante vamos provar. Um exemplo interessante ¢ U(n — 1) agindo
no espago projetivo complexo

Un+1)

CF = Un) @ U(1)

para n > 2. Consideramos aqui as “inclusoes” naturais U(n — 1) < U(n) —
U(n + 1). Decorre entdao do Teorema 4.8 que o espectro de divV em CP"
sobre =Z(CP") coincide com o espectro de div V sobre os campos de CP" que
sao U(n — 1) invariantes.

5 Campos G-invariantes e pontos criticos do
funcional F.

5.1 Norma L? igual a um

Sejam M uma variedade riemanniana, G C ISO(M) um subgrupo de
Lie compacto agindo com cohomogeneidade 1 em M. No teorema que segue
usamos as notagoes da Subsecao 3.1: a geodésica v : [0,1] — M, a aplicacao
|B| : (0,]) = R e a aplicagao H : (0,1) — R.

Teorema 5.1 Seja L o operador em C?([0,1]) dado por
L(f) = =f"(s) +|BI* () f(s) + (n = DH(s)f'(s), [ € C*([0.1]).  (20)

Suponha que ou G ndo tem orbita singular ou que as orbitas singulares de G
tém dimensio no mdximo n — 3. Se existe f € C*([0,1]), tal que L(f) = \f
em (0,1) entao existe V € Z(M) nao nulo, G—invariante, tal que — div VV =

AV.
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Prova. Seja f € C?([0,1]) tal que L(f) = Af em (0,1). Definimos
V = gN onde N é o normal unitario ortogonal as érbitas de G e

g: M —R

¢ definida da seguinte forma: dado p € M 3ls € [0,1] tal que p € G(y(s));
entao

9(p) = f(s).
Decorre do Teorema 3.12 que V' € HY(TM). Além disso, é claro que V &
diferencidvel no aberto denso

U = M\{6rbitas singulares de G'}

(veja Teorema 3.3). Vamos provar que V' satisfaz a equagao — divVV = \V
em U. Como V € HY(TM), temos para todo W € Z(M),

/ (VV, VW) = / (V. V)

/ (— div VV, VIV)

U

[rww)

U

:/)\<V,W>.

M

Decorre que V satisfaz — divVV = AV fracamente em M e, portanto, por
teorema de regularizacao, V' é C* e satisfaz fortemente —divVV = AV em
todo M.

Dado p € M, seja s € (0,1), tal que p € G(y(s)). Seja {e1,e2,...,€n_1},
uma base ortonormal de 7,G(7(s)) na vizinhanca de p tal que {ey, €3, ..., €1}
diagonaliza a segunda forma fundamental de G(7(s)) em uma vizinhanga de
p. Entao

n—1
—divVV ==Y (V. V.,V = Vg, V) = VNVNV + Vg nV =
i=1
n—1
==Y (Ve, Ve,V = MVNV) = VN VNV + Ve, V.

=1
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Como ja visto anteriormente VN = 0. Logo a expressao div VV se resume

a
n—1

—divVV = =) (V. V.,V = \VyV) = VyVyV.
=1

Analisando separadamente cada parcela, temos:

n—1 n—1

D Ve VeV =) V.V (9N).

i=1 i=1

Observe que ;
¢i(9)(p) = —(9(a(t))) lio.

onde
a:l — M,

é uma curva tal que a(0) = p e &/(0) = e;. Observe que, neste caso, i # n,
logo temos a(t) € G(p). Entao

L0 ®) o= S (al)) =0,

Logo
ei(g)(p) =0 Vi <n.

Por outro lado, como p € G(v(s)), existe h € G tal que h(vy(s)) = p. Tome a
curva 7 = ho~. Claramente temos que 7 é uma geodésica, normal as érbitas
de GG passando por p e, portanto,

N(o)() = S (aFO)) s

Observamos que para todo t € (0,1), () = ho~v(t) € G(v(t)), e isto implica
que, pela forma como foi definida g(7(s)) = f(s). Logo,

Da mesma forma temos
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Consequentemente

n—1 n—1
> VeVegN =g V.V N =
=1 1=1

n—1
= —g) Vehiei =
=1

n—1
= —g> (NN
i=1

=—|B*(s)fN

n—1 n—1
D AVAV =) A Vy(gN) =
=1 i=1

n—1
=Y AiN(g)N.
=1

VNVNV = VNVN<gN) = N(N(g))N

Donde temos
—divVV =Y (g(\)2N + N(N(g))N) — N(N(g))N =
= (IBs)? f+(n—1)H(s)f — f") N.
= AfN = \V.

Como f ¢ C?[(0,1)], temos g € C?*(M), e acrescido do fato de que N € F (M),
temos V € HY(TM). m

Corolario 5.2 Seja M um espago simétrico compacto de posto 1 e dimensao
n. Seja
v:[0,] = M

uma geodésica parametrizada pelo comprimento de arco. Seja L o operador
em C?([0,1]) dado por

L(f) = —f"(s) + [B(s)" f(s) + (n = 1)H(s) f'(s), [ € C*([0,1)),
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onde s € (0,1), H(s) = curvatura média da esfera geodésica centrada em
7(0) e raio s = d(v(0),~(s)) com respeito av'(s), |B(s)| =norma da 2*forma
fundamental de S.o)(s). Se existe f € C*([0,1]), tal que L(f) = \f em (0,1)
entdao existe V € H1 (TM), tal que —divVV = AV.

Prova. Seja G o grupo de isotropia de ISO(M) no ponto v(0). Entao por
ser M um espacgo simétrico de posto um, GG age transitivamente nas esferas
geodésicas centradas em 7(0). O resultado decorre do Teorema 5.1 m

5.1.1 O Operador L nas hipersuperficies de rotacao em R"*!

No comego da Segao 5 nés consideramos uma variedade riemanniana M,
G C ISO(M) um subgrupo de Lie compacto agindo com cohomogeneidade 1
em M e as notagoes da Subsecao 3.1: a geodésica 7 : [0,1] — M, a aplicacao
|B| : (0,I) — R eaaplicagdo H : (0,1) — R. No que segue, iremos considerar
o caso particular em que M é uma hipersuperficie de rotacao de R"*!, gerada
por uma curva vy, e (G é o grupo rotacional que deixa fixo e, 1, ou seja,
G = O(n), que deixa fixo e,,1. Observe que neste caso v é uma geodésica
ortogonal as orbitas de O(n). Nestas condigoes podemos enunciar a

Proposicao 5.3 Sejam M wma hipersuperficie de rotacio de R"*1, gerada
pela curva

v :[0,1] = M,
dada por v(s) = (x(s),0,...,2(s)), onde s é o pardmetro comprimento de
arco, G = O(n), deizando firo e,.1. Entdo o operador dado em (20) se

EScreve como

’ 2 /
L — _ " _1 x(s) _1 _x(s) !/ 2 0 l )
(f) = =f"(s)+(n—1) (I@ f(s)+(n—1) 05) f'(s), feC([0,1])
Prova. Seja, de acordo com a hipétese, v(s) = (z(s),0, ..., 2(s)), a curva
geradora de M. Dado p = v(sp), fixo, seja ey, ..., e, uma base ortonormal de
T, (s9)M. Vamos mostrar que, para cada i, tem-se

_7'(s)
Ve, e;) = 21
(Ve ) ==, (21)
onde N é um campo de vetores tal que N(v(s)) = 7/(s). De fato, tomando a

curva

o(t) = cos (%) ((s), ..., 0) + sen (%) w(s)es + (0,0, 2(5), (22)
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temos,

Tem-se

o que implica
(Ve;N,d) + <fy’, c”> = 0.

Portanto o célculo de (Ve; N, ¢) se resume ao cdlculo de — <’y’ ) c”> . Segue-se
de (22), que

d(t) = —sen (%) (1,...,0) + cos (%) ;=

S ) = —$ cos (ﬁ) (1,..,0) %sen (%) .

Temos também que

De onde obtemos

<V€Z‘N, 6i> = <C”(O),fy’(())> - _

O que conclui nossa proposicao. m

Corolédrio 5.4 Nas condigoes anteriores, se M = S™ entao o operador L é
da forma

L(f) = — f"(s)+(n—1) (C°S<S>)2f<s>+<n—1> (-2 7o), 1 e ¥oum)

sen(s) ~ sen(s)
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5.2 Norma pontual igual a um

Teorema 5.5 Sejam M uma variedade riemanniana compacta, G C ISO(M)
com cohomogeneidade 1, N vetor unitdrio ortogonal as orbitas do grupo G.
Suponha que ou G nao tem orbita singular ou que as orbitas singulares de G
tém dimensao no madximo n — 3. Entao N é um ponto critico da conezao.

Prova. Sabemos pelo Teorema 3.12 que N é de Sobolev. Usando o fato
de que V = N é um caso particular do Teorema 5.1 onde f = 1, temos

—divVN = |B(s)]* N.
Portanto, pelo Lema 3.11, temos
—divVN = |[VN|’ N,

de forma que o resultado decorre da Proposicao 2.12. =

6 Os pontos criticos da conexao sobre os cam-
pos de norma L? igual a um na esfera S"

Nesta se¢ao iremos exibir o infimo da conexao em S™ sobre os campos de
norma L? igual a um. Para tal precisaremos de alguns resultados de interesse
proéprio.

Teorema 6.1 Seja M uma variedade riemanniana compacta, orientdvel.
Seja G C ISO(M) um subrupo de Lie compacto agindo em M com coho-
mogeneidade 1 e suponha que o subgrupo de isotropia de G em cada ponto
p de uma orbita principal de G age, pela derivada, transitivamente nas es-
feras centradas na origem de T,G. Seja X um campo G— invariante. Entao
X(p) L T,G para todo p pertencente a uma orbita principal de G.

Prova. Sejam p € M tal que G(p) é uma Orbita principal e v € T,G.
Mostremos que (X (p),v) = 0. Como X é G—invariante, temos

(X(p),v) = (dg, " (X(9(p))), v) = (X(9(p)), dgyv)
para todo g € GG, de modo que

(X0).0) = gy | (o (X))o
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onde w é a forma volume de G. Seja H o subgrupo de isotropia de G em p e
seja ¢ : G — G/H a projegao, onde

G
E—{nggeG}-

Entao, para f : G — R definida por

f(g) = (X(g(p)), dgpv) ,
usando o Teorema 2.1 com M = G e M = G/H obtemos

[ sty [ ([ SRR, ) g,

onde w, ¢ a forma volume de gH, e o, é a forma volume de G/H. Como
observamos antes, estamos considerando em GG a medida proveniente de uma
métrica bi-invariante em G. Neste caso, ||Jac¢|| de ¢ : G — G/H & sim-
plesmente dado como segue: Sejam = € G e ey, ..., ¢, uma base ortonormal
de T,(zH)*. Observe que se y = ¢(z), entdo vH = ¢~ '(y). Tem-se

k= dim% =dim G — dim H.
Seja fi, ..., fr uma base ortonormal de Ty, (G/H). Entao
|| Jac ¢(x)|| = Vollde,(e1), ..., do,(er)]
= |det ({d,(€). )0, 1) | = 1 (23)

Sendo assim, dado h € H

/G (dg, (X (9(p))), v) w = /G " ( /g ; (X((gh)(p)),d(gh)pv>wg> oy

Mas notamos que

/H<X<<gh><p>>,d<gh>pv>wg: (X b)) g dh0) 4
- / (X(9(p)). gy (dhy(0))) w,
= [, {5 X o)y (1)

- / (X ). dhy()
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Como H age transitivamente nas esferas de 7,G, a parte positiva da funcao
h — (X(p),dh,v) é menos sua parte negativa, de modo que

/H (X(p), dhyv) wy =0,

0 que prova o teorema. m

Proposicao 6.2 Seja M uma variedade riemanniana compacta, orientdvel,
n-dimensional. Seja G C ISO(M) um subrupo de Lie compacto agindo em M
com cohomogeneidade 1. Seja N, vetor unitdrio, ortogonal as drbitas do grupo
G. Suponha que ou G nao tem drbita singular ou que as orbitas singulares
de G tém dimensao no mdzximo n — 3. Seja W um campo G—invariante, tal
que

div VW = —AW.

Entao
divVV = -\V

onde V' é a projecao ortogonal de W sobre N.

Prova. Seja V a projecao ortogonal de W sobre N, ou seja, V =
(W,N)N. Sejam p € M e {e;} a base que diagonaliza a segunda forma
fundamental das ¢érbitas de G em p com relagdo a N(p). Usando as notagoes
|B| (s) e H(s) de maneira inteiramente andloga ao caso do Teorema 5.1 temos

n—1

divVV =3 (V. Ve; (W,N)N — Vg, ., (W,N)N) + VxVy (W,N) N
=1

= i (W, N) V., Ve:N — AV (W, N) N) + (VN VW, N) N

=1
— (W, N) Zv Ve;N — Z (VNW,N)YN) + (VyVNW,N) N

n—1
— (W, N) Z —AiVe,ei = > (N (VNW,N) N) + (Vy VAW, N) N
= =1
n—1
=Y =X (W,N)N =Y (N (VNW,N)N) + (VyVNW,N) N

=1

B(s)? (W, N)N — (n — 1)H(s) (VNW,N) N + (VyVyW,N) N.

i
L

~
Il
— =
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Logo

(div VV,N) = = [B(s)]* (W, N) = (n — 1)H(s) (VN W, N) + (VN VW, N).
(24)
Por outro lado

divVIW = (V. VeW = Vy, W)+ VyVyW

=N (V. Ve;W) — (n— D)H(s)VyW + VN VW,

i=1

o que implica em
n—1

(div VIV, N) = <Z (Ve,VeW) — (n—1)H(s)VyW + VNV W, N>
i=1

= <iV6iV€iW, N> —(n—1)H(s) (VNW,N) +(VNyVNW,N)

- Z(<v€iveiwv N>) o (n - 1)H<S) <VNVV, N> + <VNVNVV, N) .

n—1

Observamos que, escrevendo W em p como » (W, e;) e; + (W, N) N, temos
j=1
n—1 n—1n—1 n—1
> (Ve VeW,N)) =33 (Ve Ve (Wej) e;, N)) + > _ (Ve Ve; (W,N) N,N)
=1 i=1 j=1 =1
n—1n—1 n—1
=D (We;) (Ve Veie;, N)) + 3 (W, N) (Ve VeiN, N)
i=1 j=1 i=1
n—1 n—1
= ((W,e:) (Ve,Veier, NY) + > (W, — &), N)
i=1 i=1
n—1 n—1
= _(Wei) (\iVe,N,N)) + _)2)N, N)
=1 i=1
n—1
=D (Wiep) (=Afes, N)) = [B(s)[* (W. N)
i=1
= =B (W, N).
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Logo
(div VW, N) = — |B(s)]* (W, N) = (n — 1)H(s) (VN W, N) + (VN VW, N).
Por (24), temos

(div VWV, N) = (divVV, N},

ou seja,
divVV = (divVV,N) N = (divVW,N) N = =X (W, N) N = —=\V.

O que demonstra nossa proposicao. ®

Como ja mencionamos anteriormente, na introducao, Fabiano Britto, Vi-
cente Borrelli e Olga Gil, exibiram em [BBG], o minimo absoluto de F' no
espago F (M), nas esferas S>"*! n > 2. Iremos apresentar aqui, uma versio
deste resultado para campos de L(M).

6.1 O infimo da conexao sobre os campos de norma L?
igual a um na esfera S”

Lema 6.3 Seja X um campo qualquer da esfera S® C R com G—média
zero, onde G é um subgrupo ortogonal de isometrias cujas as orbitas sao
esferas (n — 1)— dimensionais em S". Seja v € R™ um vetor unitdrio
qualquer. Entao a funcgao

f:S" >R
dada por f(p) = (X(p),v) tem média zero em S™.

Prova. A provar: a fungao f : S" — R dada por f(p) = (X (p),v) tem
média zero em S".
Usando a férmula da codrea com a fungao h : S" — R, h(p) = d(p,v), sendo
d a distancia em S™, M = S", e M = R, temos

4f=/0”/h_l(t)f,

uma vez que || Jac h|| = ||Vh|| = 1. Naintegragao sobre h=1(t), t € [0, 7|,observamos
que h~1(t) sdo esferas S;"! C S™ com centro esférico no ponto v e raio t e
que estas esferas sao as érbitas do grupo

G = {g € 150(S") | g(v) = v}.
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Dado t € [0, 7], escolhemos p € h~1(t), e denotamos por H o subgrupo de
isotropia de G em p. Seja

(I % —>S?_1,

dada por ¢)(gH) = g(p). Observamos que ¢ é uma isometria. Definimos
entao

~ G
f:fowiﬁ—”R-

/h—l(w /= /Sz“ I= /?;' g

Temos agora

Sejam
G
G — =
0:G— T
L G = = ) ) _
a projecao de GG em T f = [ o¢. Usando a férmula da codrea, com f,

— G
M =G, M:E,temos

17= L= Jy L7

Mas f(gh) = fov (gh) = f (g9(p)) = f(g) para todos g € G e h € H. Logo
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mas

~
S
—
=

S——

e por hipdtese,

/G (dg, " X (g(p),v) = 0.

Portanto,
Vol(H) f=0,
sp—t
o que implica
f=0,
sp—t
Logo
[r=] Jo, e
- 0 Jh1(t)
[ ]

Lema 6.4 SejaV € L(S"), n > 2. Seja G um grupo ortogonal de isometrias
de S™ cujas orbitas sao esferas (n — 1)— dimensionais em S"™. Se V' possui
G—média zero, entao F(V) > mn — 1.

Prova. Escrevemos V' da forma

n+1

V= E aer,
k=1

o1



onde {e;} € uma base ortonormal do R"™. Seja p € S". Seja {F; }, referencial
geodésico de S™ em p. Entao, para cada 7, temos

(VeV) =VeV - (VeV,p)p
n+1

= Z (Ei(ak)ek - <V> E2>p) :

+1

= Z ((Bi(ar)ex, Bi(a)ex) — 2 (V. B;) {p, V5, V) + (V. E;)?)
k=1
n+1

= ((Eilan)er, Ei(ap)er) — (V. E;)?) .
k=1

Portanto
> VeV VEV) =) (Z (Ei(ar)er, Ei(ar)er) — (V. Ei>2) =
(VV,VV) = (lgrad(a)]®) — |V]* =

) =3 ([ laradtal?) - [ WP

= :Z: (/M ]grad(ak)|2) -1

Pelo Lema 6.3 temos que as funcoes a, possuem média zero em S"™. Por outro
lado, o primeiro auto valor nao nulo de uma funcao na esfera n-dimensional
é igual a sua dimensao. Podemos, com isso, usar a desigualdade de Sobolev
para fungoes, obtendo

F(V)>n [Z/M\(ak),z] 1.
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Como V € L(S"), temos

;/Muak)r?:/M;rW

:/M<v,v>:1.

F(V)>n-1

Portanto

Teorema 6.5 O menor autovalor de —divV na esfera S™, n > 2, é um, e

tem como autovetor a projecdo ortogonal sobre S™ de um campo constante do
R+,

Prova. Sejam v € R"" [v| = 1, e X a projegdo ortogonal sobre S" do
campo constante v, ou seja

X(z)=v—(zr,v)x, z€S"
Podemos com alguns cédlculos ver que X satisfaz
—divVX =X,

ou seja, X é um autovetor de autovalor 1 de —divV. Temos entao que
mostrar que 1 é o menor autovalor de — div V.

Seja W € L(S") um campo que minimiza F' em L (S"), ou seja, W é
um autovetor associado ao menor autovalor, digamos A, de —div V. Temos
entdo que mostrar que A > 1. Seja G o subgrupo de isotropia de Iso(S™) em
.

Se W possui G—média zero entao decorre do Lema 6.4 que A = F(W) >
1, provando o teorema neste caso. Suponha entao que W nao possua G—média
zero. Entao o G—simetrizado de W é nao nulo e, pela Proposicao 2.11, temos

—div VWG = )\WG (25)

Pelo Teorema 6.1, temos que Wg ¢ um miiltiplo do vetor N unitério, nor-
mal as orbitas de G, digamos Wg = hN, sendo h : S” — R uma fungao
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G —invariante. Seja agora 7 : [0, 7] — S" uma geodésica minimizante parame-
trizada pelo comprimento de arco, ortogonal as 6rbitas de G tal que v(0) = v.
Definindo f : (0,7) — R por

cos® s oS S
L(f)=(n—1 —(n—1 =)
R R e S (EY:
Notamos entao
2
L(sens):(n—l)COS Ssens—(n—l)cosscoss+sens:sens,

sen? s sen s

ou seja, a fungdo sen s para s € (0, 7) € uma autofungao para L com autovalor
1. Como ela nao troca de sinal no intervalo (0, 7) segue-se que sen s, neste
intervalo, é a primeira auto-fun¢ao nao nula asssociada a este operador. Segue
daf que A > 1, concluindo a prova do Teorema 6.5. =

Observagao 6.6 O campo X, acima, é invariante por G, grupo de rota¢ao
que deixa v fixo. De fato. Dados x € S" e g € G, temos

dg.(X(z)) = dg, (v — (x,v) x)
= dg(v) — dg, ((z,v) x)
=v — (x,v) dg,x
=v—(z,v) g(x)
=v— (2,97 (v)) g(2)
=v—(g(z),v) g(z)
= X(g(x)).
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