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Il est impossible d’étudier les (Euvres des grands mathématiciens, et
meéme celles des petits, sans remarquer et sans distinguer deux tendances
opposées, ou plutdt deux sortes d’esprits entierement différents. Les uns
sont avant tout préoccupés de la logique, a lire leurs ouvrages, on est
tenté de croire qu’ils n’ont avancé que pas a pas, avec la méthode d’un
Vauban qui pousse ses travaux d’approche contre une place forte, sans
rien abandonner au hasard. Les autres se laissent guider par I'intuition et
font du premier coup des conquétes rapides, mais quelquefois précaires,
ainsi que de hardis cavaliers d’avant-garde.

Ce n’est pas la matiere qu’ils traitent qui leur impose I'une ou 'autre
méthode. Sil'on dit souvent des premiers qu’ils sont des analystes et si
I'on appelle les autres géometres, cela n’empéche pas que les uns restent
analystes, méme quand ils font de la Géométrie, tandis que les autres
sont encore des géometres, méme s’ils s’occupent d’Analyse pure. C’est
la nature méme de leur esprit qui les fait logiciens ou intuitifs, et ils ne
peuvent pas la dépouiller quand ils abordent un sujet nouveau.

Ce n’est pas non plus I’éducation qui a developpé en eux l'une des
deux tendances et qui a étouffe 'autre. On nait mathématicien, on ne
le devient pas, et il semble aussi qu'on nait géometre, ou qu’on nait
analyste.

Henri Poincaré (em La valeur de la science)
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Resumo. Sob novas perspectivas, discutimos aspectos da otimizagao ergédica
sobre espacos compactos. No capitulo inicial, introduzimos func¢bes para maxi-
mizagao relativa: as aplicacoes beta e alfa. Depois de um estudo sistematico acerca
de regularidades, investigamos aproximagcoes de certos valores destas funcoes a par-
tir de 6rbitas periddicas. Estabelecemos ainda que a diferencial de uma aplicagao
alfa dita o comportamento assintético das trajetérias otimais. No segundo capitulo,
propomos um modelo para abordar questoes de otimizacao referentes aos homeo-
morfismos expansivos. Uma versdo do problema de Aubry-Mather em dindmica
simbdlica é sugerida. Amparados na hipdtese transitiva, constatamos a existéncia
também neste contexto de subacGes para potenciais Holder. Uma férmula de re-
presentacao para subacoes estritas é encontrada, a qual nos conduz naturalmente
a um teorema de classificacao para estas subagoes.

Résumé. Sous nouvelles perspectives, nous discutons des aspects de ’optimisa-
tion ergodique sur les espaces compacts. Dans le chapitre initial, nous introduisons
des fonctions pour la maximisation relative: les applications béta et alpha. Apres
une étude systématique a propos de régularités, nous enquétons sur comment se
rapprocher de certaines valeurs de ces fonctions en utilisant des orbites périodiques.
Nous établissons encore que la différentielle d’une application alpha dicte le com-
portement asymptotique des trajectoires optimales. Dans le deuxieme chapitre,
nous proposons un modele pour traiter des questions d’optimisation concernant les
homéomorphismes expansifs. Une version du probleme d’Aubry-Mather dans la dy-
namique symbolique est suggérée. Aidés par I'hypothese de transitivité, aussi dans
ce contexte nous vérifions l'existence de sous-actions pour les potentiels Hélder.
Une formule de représentation pour les sous-actions strictes est trouvée, ce qui
nous conduit naturellement & un théoreme de classification pour ces sous-actions.

Abstract. Under new perspectives, we discuss aspects of the ergodic optimiza-
tion on compact spaces. In the initial chapter, we introduce functions for relative
maximization: the beta and alpha applications. After a systematic study concern-
ing regularities, we investigate how to approximate certain values of these functions
using periodic orbits. We establish yet that the differential of an alpha application
dictates the asymptotic behavior of the optimal trajectories. In the second chap-
ter, we propose a model to treat optimization questions regarding the expansive
homeomorphisms. A version of the Aubry-Mather problem in symbolic dynamics
is suggested. Aided by the transitive hypothesis, also in this context we verify the
existence of sub-actions for Holder potentials. A representation formula for strict
sub-actions is found, which drives us naturally to a classification theorem for these
sub-actions.
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Funcoes para Maximizacao Relativa

1.0. INTRODUGAO

Tomemos X um espac¢o métrico compacto. Considere M o conjunto das
probabilidades sobre os borelianos de X. Lembre que M é um conjunto
convexo e, quando munido da topologia fraca*, torna-se um espaco me-
trizavel compacto. Sendo T : X — X uma funcao continua, denotamos por
M o subconjunto de M das probabilidades T-invariantes. Como sabido,
o conjunto M trata-se também de um compacto convexo.

Dada aplicacio A € C°(X), atentamos para a constante

= [ A

Esta definicao dista da gratuidade. Isto porque a caracterizagao das proba-
bilidades T-invariantes cuja integral da funcao A atinge o valor maximo (54
consiste em um dos objetivos centrais da otimizacao ergddica sobre espagos
compactos. Detalhes acerca das questoes de otimizacao em teoria ergddica
abordadas por esta teoria nascente encontram-se nas notas de Oliver Jen-
kinson (veja [19]).

Neste trabalho, inicialmente poremos o problema de descricao de proba-
bilidades maximizantes em uma formulacao mais abrangente. Ao introduzir
um vinculo, ou melhor, ao introduzir uma aplicacao continua definida em X
assumindo valores em R", estenderemos o conceito da constante maximal
B4 ao de uma funcao real definida em um subconjunto convexo de R", em
um conjunto de rotacdo. Esta aplicacao concava serd chamada de funcdo
beta e sua transformada de Fenchel, de fun¢do alfa.

Na primeira secao, todas as defini¢oes serao realizadas cuidadosamente.
Aproveitaremos para expor algumas propriedades elementares relativas a es-
tes conceitos. Varios fatos sao conhecidos e constam da literatura, portanto
muitas vezes adotaremos uma atitude meramente compilatoria, agrupando
informacoes dispersas.

O topico seguinte se destinara ao estudo do comportamento de aplicagoes
alfas e betas frente a uma alteracao do termo em posicao de pivo, isto €,
frente a uma modificagdo do vinculo. Mostraremos, por exemplo, o carater
Lipschitz da correspondéncia associando vinculos a valores de fungoes alfas.
No tocante a influéncia sobre as fungoes betas, constataremos tipicamente
continuidade da respectiva associacao.
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Faremos ainda um exame atento da possibilidade de, empregando pro-
babilidades suportadas em drbitas periddicas, aproximar valores de fungoes
alfas e betas. Assim nos contentaremos a avaliar este problema especifica-
mente no ambiente da dindmica simbdlica. Sob a hipdtese de recorréncia
simultanea (a ser discutida no momento oportuno), conseguiremos construir
orbitas periddicas desempenhando a tarefa.

Concluiremos apresentando um teorema que descortina uma inaguar-
dada ligacao entre a diferencial de uma aplicacao alfa e o comportamento
assintético de determinadas trajetorias. Na demonstragao deste teorema, o
conceito de subagao nao esconderd seu mérito. KEsta nocao tem sido alvo
de muitos estudos, tais como os de Artur Oscar Lopes e Philippe Thieullen
[25, 26], Rafael Rigao Souza [33] e Flavia Malta Branco [4].

Este trabalho pode ser visto como uma anélise de propriedades da fungao
beta — uma generalizacao da constante maximal 34 — e de sua transformada
de Fenchel. Por outro lado, uma vez que o grafico de uma aplicacao beta
é parte do bordo de um conjunto de rotacdo contido em R™!, este estudo
igualmente traz informagoes pertinentes sobre tal conjunto. No entanto,
por certo nao o faz de maneira tao explicita como, por exemplo, Jarostaw
Kwapisz [20, 21, 22] para conjuntos de rotacdo determinados a partir de
funcdes continuas do toro T? homotépicas & identidade, Thierry Bousch
[5] e Oliver Jenkinson [17] quando analisando o conjunto de baricentros de
probabilidades invariantes para uma aplicacdo continua do circulo em si
mesmo ou Krystyna Ziemian [34] em dindmica simbdlica.

1.1. PRIMEIRAS NOCOES

Comecemos por evidenciar o linguajar basico que utilizaremos em todo
este estudo. Nada obstante, ressalva-se que nao procederemos aqui de ma-
neira exaustiva. Nas proximas secoes, toda vez que for necessario, nao nos
furtaremos o direito de incorporar novos termos a nosso vocabulario de tra-
balho.

Seja ¢ : X — R™ uma aplicacdo continua com fungoes coordenadas
©1,.-.,0n. Temos, entdo, um mapa induzido ¢, : Mp — R™ dado por

ox(p) = (/ w1 du, ... ,/gpn du). Claramente, ¢, é uma funcao continua

e afim.

Chamamos ¢, (u) de vetor de rotagao da medida p € Mp. (Quando
n = 1, optaremos por empregar a expressao numero de rotacao da medida.)
Repare que a imagem ¢,(Mp) C R™ é um conjunto compacto convexo,
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herdando isto de Mp. Denominamos ¢.(Mrg) por conjunto de rotagao.
Para h € ¢, (Mr), afibra ¢, 1(h) é chamada classe de rotagao de h. Também
oy 1(h) C Mp é um conjunto compacto convexo.

Se pensamos a aplicacao induzida ., como uma projecao de um conjunto
convexo (possivelmente contido em um espago de dimensao infinita) sobre o
conjunto de rotagao, acabaremos por indagar sobre a sorte dos pontos extre-
mais envolvidos. Uma resposta a esta questao fornece o primeiro resultado
a salientar.

Proposigao 0: Para mapa induzido ¢, : M7 — ¢.(Mr), destacam-se:
(i) se a fibra o, }(h) consiste em uma tnica probabilidade ergédica, entao
h é um ponto extremal de ¢, (Mr);

(ii) se h é um ponto extremal de (M), entdo os pontos extremais de
o, 1(h) sao probabilidades ergédicas.

Na verdade, tal proposicao vem a ser uma versao apenas escrita em
termos gerais de resultados apresentados por Oliver Jenkinson (consulte os
lemas 3.2 e 3.3 de [16]) em sua tese de doutorado.

Um conceito fundamental a ser introduzido é o de aplicacao beta. Para
A € C%(X), definimos a funcao 84 : p«(Mr71) — R pondo

Ba(h) :Sup{/A du:ueso*‘l(h)}-

Neste contexto, chamamos a aplicacao ¢ de vinculo e a funcao A de poten-
cial. Objetos de particular interesse serao as probabilidades pertencentes
a classe de rotacao de h que, sobre tal conjunto, maximizam a integral do
potencial A. Em termos mais claros, consideremos

mah) = {we g [ Adu=pa .

Caso pu € M pertenca a este conjunto, dizemos que p é uma probabilidade
(A, h)-maximizante.

Algumas observacoes sdo pertinentes. Sendo a classe de rotacdo de h um
conjunto compacto, é facil comprovar que M 4(h) é um conjunto compacto
nao vazio. Disto advém que a fungao (54 : p«(M7) — R é uma aplicagao
concava. Mais ainda, como a correspondéncia u — [ A du é continua, segue

que a funcao B4 é continua em todo o conjunto de rotagao.
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Tais propriedades de uma aplicagao beta, por sua vez, legitimam a ob-
tencdo de uma funcgéo concava a4 : R™ — R via transformada de Fenchel
aas(c) = min e, h) — Ba(h)].
(€)=, _min[(e.h) ~ Aa(h)
Uma tal aplicagao é chamada uma funcao alfa.

E interessante examinar os comportamentos das aplicagoes beta e alfa
quando os parametros que as definem sao alterados. Por exemplo, podemos
questionar o que a mudanca de potencial acarreta a uma funcao beta. A
resposta nao porta complexidade. Fixado h € ¢.(Mr), de maneira natural
obtemos uma funcdo B(h) : C°(X) — R que, a cada potencial A, simples-
mente associa o valor S4(h). Esta aplicacdo, nao é dificil constatar, resulta
ser Lipschitz, com Lip(5(h)) < 1.

Uma, primeira conseqiiéncia deste fato é o carater também Lipschitz de
uma funcao alfa (valendo Lip(a4) < ||¢ll0), eis que temos a escritura

ag(c) = — max _ h).
(c) T Ba—ieny(h)
Efetivamente, ao tomarmos h' € ¢.(Mr) tal que aa(c') = =B py (M),
sobressai

aa(e) = aal) < Ba (W) = Bar iy () < e — ¢ )] < llgellolle — ¢

Um segundo imediato efeito consiste na seguinte versao da desigualdade
de Fenchel

Ba(h) + ap(c) Ba(h) + {c,h) — Br(h)

<
< (¢ h) + [|A = Bllo-

Porém, ao empregar esta desigualdade, vemos que igualmente é Lipschitz a
aplicagdo que faz corresponder a4(c) a cada potencial A, isto é, a fungao
a(c) : C°(X) — R, observando Lip(a(c)) < 1.

Algumas propriedades das aplicacdes B(h), a(c) : C°(X) — R estdo re-
sumidas na proposicao abaixo, cuja prova serd omitida por ser mera con-
seqiiéncia das definigoes.

Proposigao 1: Sejam A, B € C%(X),a € Ret,t' €[0,1] comt+t = 1.
Entdo as fungoes B(h), alc) : C°(X) — R verificam

(1) 5aA(h) = |a‘ﬁsgn(a)A(h);

(i) Bat+Bor—B+a(h) = Ba(h) +a; (Vi) aarBor—Bta(c) = aalc) — a;
(iti) Bayp(h) < Ba(h) + Br(h);

(iV) 5tA+t’B(h) < tﬂA(h) + tlﬁB(h); (Vii) atA+t’B(C) > tOéA(C) + t’aB(c);
(v) A < B implica Sa(h) < fg(h); (viil)) A < B implica aa(c) > ap(c).
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Repare que expressoes correspondentes aos itens (i) e (iii) acima seriam
aqa(c) = |alaggnaalc/lal) (para a # 0) e aarp(c+ ) > aalc) + ap(d),
as quais nao vém a ser propriedades da aplicacao a(c).

Ao redefinir uma funcédo beta, a modificacao do potencial ainda redes-
creve o conjunto das probabilidades maximizantes. Todavia, tipicamente
uma particularidade prevalece. A fim de expd-la, lembremos que, como cos-
tumeiro, um conjunto ¢ dito residual se contém uma interseccao enumerdvel
de conjuntos abertos e densos.

Proposicao 2: Assuma que h € @.(Mrp). Existe um subconjunto
residual G = G(h) C C°(X) tal que, para cada potencial A € G, o conjunto
M 4(h) contém uma tunica probabilidade.

Este resultado, na verdade, decorre de uma formulagao mais geral (con-
sulte a proposi¢ao 10 de [10]) obtida por Gonzalo Contreras, Artur Oscar
Lopes e Philippe Thieullen em seu estudo sobre medidas que minimizam o
expoente de Lyapunov para aplicagoes expansoras do circulo. Uma ressalva
deve ser feita. Apesar de os autores fixarem como espaco S, a demonstracao
apresentada vale para qualquer espaco métrico compacto X.

1.2. INFLUENCIAS DO VINCULO

Nosso objetivo agora sera discutir como a alteragao do vinculo afeta as
funcoes beta e alfa. Necessitamos adotar uma notacao que indique esta
dependéncia. Desta maneira, para mostrar a qual vinculo nos referimos,
designaremos as decorrentes aplicacoes beta e alfa e o respectivo conjunto
das probabilidades (A, h)-maximizantes escrevendo simplesmente 54 o, @4,
em A#,(h).

Tirando proveito da recém-estabelecida representacao, realizemos um
pequeno desvio antes de avangar sobre a questao central. A fim de contentar
os aficionados do género, sao listadas algumas propriedades no espirito da
proposicao 1. Para tanto, sejam A, B € C%(X), p,v € C°(X,R"), a € R¥,
beR"et,t' €[0,1] com ¢+t = 1. Entao, sucedem:

(i) ﬁA,ago(h) = BA,(p(h/a)a aA,ago(C) = aA,ga(aC);

(i) Ba,ptrpor—p+b(h) = Bap(h —b), aa prpor—ypri(c) = aa,(c) + (¢, b);
(ill) aatBptu(c) 2 aap(c) + apy(c);

(iv) Aty Baprep(c) 2 taa,(c) + tapy(c);

(v) Map(h) "My y(h') #0 = tBap(h) +t'Bay(h) < Bapryp(h+1).

A verificagdo destes itens fica a cargo do leitor.
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Ao iniciar a investigacao da relacao entre vinculos e as fungoes beta e
alfa, perceba que a dificuldade inicial reside no fato de o vinculo determinar
inclusive o dominio de uma aplicagao beta. Logo, precisamos primeiramente
estabelecer qual efeito a mudanca deste parametro produz sobre o conjunto
de rotacao.

Mantendo este propdsito em mente, para Y espago métrico completo,
denotaremos por K(Y) a colecao de seus subconjuntos compactos. Munida
com a métrica de Hausdorff, IC(Y") torna-se igualmente espago métrico com-
pleto. Tais informacoes representam a totalidade dos requisitos para enun-
ciar a proposi¢gdo que esclarece a influéncia do vinculo sobre o conjunto de
rotacao. Para demonstréi-la, nada obstante, resta observar que a aplicacao
% 1 O%X,R") — C%( Mg, R"™) é um operador linear limitado, com norma
menor ou igual a 1.

Proposi¢dao 3: Seja I'r : C%(X,R") — K(R") aplicacdo dada por
I'r(p) = p«(Mr7). Entao I'r é Lipschitz, com Lip(I'r) < 1.

Prova:

Repare que, para quaisquer ¢, € C°(X,R") e u € My, ocorre

d(ps(p), YuMr)) = VérﬂlﬁTHso*(u)—w*(V)ll

s (1) — () |
H(‘P - ¢)*||0
o — ¥llo-

ININ TN

Entretanto, pela construcao da métrica de Hausdorff, este argumento basta
para estabelecer a proposicao. O

Em certos contextos, a uma aplicacio T' € C°(X, X) naturalmente asso-
ciamos uma funcdo o7 € C%(X,R"™). Isto ocorre, por exemplo, nos trabalhos
sobre conjuntos de rotagao obtidos a partir de homeomorfismos do toro n-
dimensional homotdépicos a identidade ou quando se quer analisar o espectro
dos expoentes de Lyapunov de uma aplicacao diferenciavel. Assim, moti-
vados pela proposicao acima, podemos questionar qual a regularidade do
mapa T — (@7)«(Mrp). A proposicao 4 se encarrega de responder a esta
demanda.

Proposigdao 4: Considere Y/ C C°(X, X) munido da topologia indu-
zida. Seja T € U — pr € C9(X,R") correspondéncia continua. Entdo a
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aplicacao Iy : U — KC(R™) definida por I'y(T') = (¢1)« (M) é semicontinua
superiormente.

Prova:

Se a semicontinuidade superior da fungao I'yy nao fosse valida, isto sig-
nificaria a existéncia de uma aplicacao T € U e de algum € > 0 para os
quais poderfamos determinar uma seqiiéncia {T;} C U convergente a T,
bem como uma seqiiéncia {p;} C M satisfazendo tanto p; € M7, quanto
d((¢1;) (1), T (T)) = €. Todavia, disporfamos de uma subseqiiéncia {;, }
convergente a u € M. Assim sendo, a possibilidade de, para qualquer funcao
f € C°(X,R), passar ao limite na identidade

/foTjk d:“’jk :/fd:ujk

estabeleceria a contradigao: p € Mrp e d((or)«(1), (p1)«(MT)) > €. O

Para conjuntos de rotagao definidos a partir de aplicacées continuas do
toro T" homotdpicas a identidade, resultado no espirito da proposicao an-
terior foi demonstrado tanto por Michal Misiurewicz e Krystyna Ziemian
(veja o teorema 2.10 de [29]), quanto por Michael Robert Herman (consulte
a secao 10 do capitulo 1 de [14]).

Prosseguimos agora a procura pela influéncia do vinculo sobre as fungoes
alfa e beta. O préximo lema nos sera 1til nesta tarefa.

Lema 5: Dado ¢ € C°(X,R") vinculo, fixe h € ¢.(Mr7). Considere
uma seqiiéncia de vinculos {¢;} convergindo a ¢. Segue que

() T d(h, ()« (Magp(h))) = 0;

(i) Tim d(h, p.(Ta6;(h))) = 0 quando h € (p;).(Mr);

(iif) lim d(h, p.(Map, (h)))) = 0 quando h; € (p))«(¢y" (h)-

Prova:

Ao empregarmos raciocinio similar ao utilizado na proposicao 3, obtemos

d(W, he(May (R'))) < [Jtb — |0, donde resultam imediatamente os itens
i) e (ii).

Demais, sucede d(h, 0«(TMap,; (hj))) < |h—hjll +d(hj, @(TM Ay, (hj)))-
Conseqiientemente, para a segunda parcela, tal como no parigrafo anterior,
temos d(hyj, p«(Ma,,,(hj))) < |loj — @llo. E para a primeira, ao selecionar-
m0s 1 € 5 ()N () (1), estabelecemos [y | = [lpe (1) — (93)+ ()] <
e — ¢jllo, concluindo a demonstracao do item (iii). O
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Asseguradas as convergéncias acima, podemos, por exemplo, constatar
uma espécie de continuidade hologrdfica da aplicacao beta como funcao do
vinculo. A seguir, aproveitamos também para determinar a continuidade da
aplicacao alfa em relacao ao mesmo parametro.

Proposicao 6: Sobre o comportamento das fungoes beta e alfa frente a
modificacao do vinculo, temos os seguintes resultados.

(I) Para um vinculo ¢ € CYX,R"), tome h € @.(Mr). Seja {¢;}
seqiiéncia de vinculos convergente a ¢. Assuma {h;} seqiiéncia de vetores
de R" satisfazendo h; € (¢;)«(Ma,,(h)). Entdo lim B4, (hj) = Ba,(h).

(II) Fixado ¢ € R™, a correspondéncia ¢ — au,(c) é Lipschitz, com
Lip(aa,.(¢)) < [|]-

Prova:

(I) Inicialmente, repare que, em razao da escolha de h;, ocorre B4 ,(h) <
BAg, (hj). Defina, por conseguinte, seqiiéncia {n;} C R™ tal que, para cada
indice j, o vetor n; € @ (M a,,;(hy)) cumpre ||h—n;]| = d(h, (M a4, (hy)))-
Naturalmente, obtemos B4,,(h) < Bap,(h;) < Ba,(n;). Além disso, pelo
item (iii) do lema acima, garantimos que lim7; = h, de modo a legitimar
lim B4,0(nj) = Bae(h).

(IT) Dado € > 0, considere h € @,(Mq) cumprindo (c,h) — Ba,(h) <
aap(c) + €/2. Em seguida, tome probabilidade p € ¢;'(h) satisfazendo

Adp > fa,(h)—€/2. Logo, (¢, p«(i)) —/A dp < agp(c)+e. Ademais,
se 1 € CY(X,R") é igualmente vinculo, a desigualdade de Fenchel fornece

aA#,(c)—i—/A dp < aay(c)+Bay (1)) < (¢, 9. (n)). Portanto, constata-

mos aq,p(c) —aap(c) < (¢, (v—p)(n))+e <[]l —¢llo+e. E oresultado
decorre dos papéis simétricos desempenhados por ¢ e ¢ e da arbitrariedade
de e. O

A presenca da seqiiéncia {h;} na proposicao 6.1 traz um determinado
grau de desapontamento. Mesmo que, em virtude do item (i) do lema 5,
possamos escolhé-la convergindo para h, a inquietagao permanece: enfim,
quando lim B4, (h) = Ba,(h)? O primeiro aspecto a ser reparado é a
necessidade de garantir h € (¢;)(Mry). Entretanto, caso h € int(¢.(Mr)),
a proposicao 3 assegura que, para vinculo 1 suficientemente préximo de
@, ocorre h € int(¢.(Mr)). Esta hipétese adicional permite atender aos
insatisfeitos.
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Proposigao 7: Sendo ¢ € C%(X,R") vinculo, assuma h € int(p,(Mr7)).
Dada {¢;} uma seqiiéncia arbitraria de vinculos convergente a ¢, sucede
lim B4,4,(h) = Bap(h).

Prova:

Pelo exposto acima, sem perda de generalidade, podemos admitir que
h € int((p;)«(Mr)). Porém, necessitaremos de uma versao mais forte desta
suposicao. Afortunadamente, a prépria proposicao 3 nos permite assumir
que D¢[h] C int((p;)«(Mr)), onde Dc[h] é uma bola fechada de centro h e
raio € > 0 contida em int(p,(Mr7)).

Defina, em seguida, uma seqiiéncia de probabilidades {u;} C M4 ,(h)
tal que, para cada indice j, temos ||h — (©;)«(t5)]| = d(h, (¢j)«(Ma,(R))).
Pondo hj = (¢;)«(;), atribuimos

1B = Ryl

i —
h—hill+ S
= sl + 5
Escreva, entéo, h; = h; + ej_l(h — hj). Repare que, em razao do item (i)
do lema 5, para indice j suficientemente grande, acontece |h — h;|| < €/3.
Com isto, para tais indices, verificamos h;» € D.[h] C int((¢;)«(Mr)), isto
é, obtemos h’; = (¢;).(y;) para alguma probabilidade T-invariante p”.
Ponha, para j suficientemente grande, = e;u’; + (1 — €;)p;. Note que
(@)« (1]) = €l + (1 — €j)h; = h. Logo, se nj € @«(Map,(h)) cumpre
|h —njll = d(h, p«(M a,,,(h))), constatamos

€ /A dpy + (1 = €;)Bap(h) = /A dpj < Bag,(h) < Bap(n;)-
E o resultado segue diretamente dos itens (i) e (ii) do lema 5. O

A proposicao acima admite uma demonstragao mais direta, porém talvez
menos instrutiva. Na verdade, bastaria simplesmente aplicar a conclusao da
proposicao 3 as funcoes ® = (¢, A) e ®; = (¢;,A). Tal argumento sera
explorado adiante no texto?.

1.3. APROXIMAGAO POR ORBITAS PERIODICAS

Embora, nesta secao, restrinjamos a classe de sistemas dinamicos a ser
examinada, limitando-nos a estudar o problema de aproximacao por érbitas

2Veja, por exemplo, a prova da proposicio 13.
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periddicas no contexto da dinamica simbélica, tracamos um roteiro geral em
certos aspectos. Este roteiro descreve de que maneira, quando o propdsito
é estimar determinados valores de uma aplicagdo beta ou de uma fungao
alfa, podemos encontrar probabilidades suportadas em érbitas periddicas
realizando tal empreitada.

Inicialmente, convém alguns comentdrios sobre definicoes e notacoes.
Observe que, num espago de probabilidade (Y, B,v) qualquer, dada uma
aplicacao integravel f : Y — R™, temos ainda a idéia de vetor de rotagao da
medida v. A integrabilidade, de fato, desempenha o papel principal quando

escrevemos fy(v) = </ fidv,..., / fn dv) . Frente a uma fungao ergddica

F :Y — Y, convencionamos b(f) para indicar o conjunto dos elementos
de Y que, para a aplicacdo f € L'(Y,B,v), satisfazem o teorema ergédico
de Birkhoff. Para a funcao caracteristica de um conjunto mensuravel D,

contudo, preferiremos denotéa-lo por b(D) Ademais, atentando apenas para
k—1

a mensurabilidade de F', colocamos S f = Z f o FJ para k > 0. Também
i=0

poremos Spf = 0. ’

Mantidas as circunstancias acima, consideramos Z(D) o conjunto dos
elementos z de D tais que, para qualquer € > 0, existe inteiro positivo L
cumprindo FL(z) € D, bem como |Spf(z) — Lf«(v)|| < e. Assim sendo,
dizemos que a funcao integrével f é simultaneamente recorrente (em relagao
a probabilidade v) se, para todo D € B, ocorre v(Z(D)) = v(D). (Quando
n = 1, simplesmente diremos que a aplicagao f é recorrente.) A respeito de
tal propriedade, a proposicao a seguir fornece uma condicao suficiente para
que certa fungao a verifique.

Proposicao 8: Seja (Y,B,r) um espago de probabilidade. Considere
uma aplicagdo ergddica F' : Y — Y e uma fungao integravel f : ¥ — R”
satisfazendo

lim 1

Jim 1Sk (y) = kS (v)] =0

para v-quase todo ponto y € Y. Entao f é simultaneamente recorrente.

Repare que, se n = 1, para toda aplicacao integravel, temos de imediato,
gracas ao teorema ergddico de Birkhoff, o limite exigido. Em termos mais
claros, decorre da proposicao 8 que qualquer funcao integravel f: Y — R é
recorrente. Este resultado foi empregado por Ricardo Mané em um de seus
trabalhos sobre medidas minimizantes para sistemas lagrangianos (consulte
o lema 2.2 de [28]). Nada obstante, duas décadas antes, teorema do qual
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decorre tal versdo unidimensional fora obtido por Giles Atkinson em [1].
De mais a mais, a demonstracao que serd apresentada para o caso geral,
em verdade, consiste em uma reformulacao de uma prova proposta para a
situagao particular utilizada por Mané. A demonstracao para o caso n = 1
em questao é a publicada por Gonzalo Contreras e Renato Iturriaga em seu
livro acerca de minimizantes globais para sistemas lagrangianos autonomos
(veja o lema 3-6.4 de [9]).

Prova:

Sem perda de generalidade, podemos tomar f,(v) = 0. Seja D € B com
v(D) > 0. Ao assumir € > 0, notaremos Z(D) ao conjunto de pontos z € D
para os quais hé inteiro positivo L tal que F'*(2) € D e ||S.f(2)|| < e. Como
E(D) =N E1/;(D), basta mostrar que v(Z(D)) = v(D).

Fixe y € DN b(f) N b(D) N b(E(D)) tal que lim k=" ||Sif(y)|| =
0. Sejam, por conseguinte, Iy < Lo < ... os inteiros positivos tais que
FLx(y) € D. Definindo ay, = Sy, f(y), considere ainda

R=A{k:V m>k, |lam—arl]|>€} e R =RN{1,...k}.

Note entao que, para cada [ € {1,...k} — Ry, existe necessariamente
m > | cumprindo ||S.,,—1, fF(FY(y))| = |lam — || < €. Em outros termos,
le{l,...k} — Ry implica F¥(y) € Z.(D). Logo, constatamos

L+ #{1 <l <k:F"(y) ¢ E(D)}
#{0<j < Ly:F/(y) € D-E(D)}.

1+#R, >
>

Com isto, uma vez que

Li—1
v(D —E¢(D)) = lim fk > xp-=.0)(F ().
7=0

a proposicao estara demonstrada no momento em que obtivermos uma sub-
seqliéncia de {(#Ry)/Ly} convergindo a zero.

Se R for um conjunto finito, ndo ha o que argumentar. Suponha R
conjunto infinito. Dai, pela construgao deste, segue {ay : k € R} ilimitado.
Assim sendo, escolha uma sequéncia infinita S C R tal que, para todo k € S,

Jax]l = max ).

Ao denotar a bola aberta centrada em vy € R™ de raio p > 0 por D,(v),
observamos que, dado k € S, Dcjo(a;) C Djjqy|j+¢/2(0) para cada | € Ry.
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Além disso, pela prépria definicao de R, estas bolas D, /Q(al), l € Ry, sao
disjuntas. Conseqilientemente,

Ry < (’E;Q =3 (Misseron (2

j=0

2

Lembrando que lim k=™ ||Sy f(y)|| = 0, verificar

I # Ry,
1m ——-

=0
keS Ly

é tarefa corriqueira. O

Diante de uma aplicacao f simultaneamente recorrente em relacao a uma
probabilidade v, dado conjunto mensurdvel D de medida positiva, observe
que, ao escrever =/ (D) = Z(Z/~Y(D)), acontece v((Z/(D)) = v(D) > 0.
Em particular, se tivermos E € B com v(E) = 1, entdo (Z/ (D) N E # (.
Este simples fato desempenhara papel crucial na prova do préximo resul-
tado. Contudo, apesar de seu carater geral, precisaremos de mais elementos
para desenvolver tal demonstracao. Assim, nosso estudo serd conduzido em
direcao a dinamica simbdlica.

Comecemos, nada obstante, lembrando ou apresentando conceitos nao
restritos a este ambiente. Dado um ponto periédico x € X de periodo M,
naturalmente temos a probabilidade T-invariante por este definida, a saber

1 M-1
H= #orb Z 5 Zde(x)
j=0

yEorb

Uma maneira adicional de se referir a uma tal medida p serd chamando-a
de probabilidade periédica. Ao tomar x,y € X e inteiro positivo k, outro
item a ser rememorado é a sintese entre a métrica e a dindmica guardada
por
dk(l‘,y) = nax d(T](l‘),T](y))
0<j<k

Atraira nossa atencao uma colegao especial de potenciais, qual seja, o sub-
conjunto dos potenciais Walters. Uma aplicacio f € CY(X) é uma aplicagio
Walters se simplesmente admitir um moédulo de Walters, isto é, se existir
funcao H : RT™ — Rt U {400} crescente, nula e continua em zero, tal que

VseRY, VE>0,Va,yeX, dyle,y) <s= |Sf(x) - Sef(y)| < H(s).
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Na construcao de fungoes de subagao e no exame de medidas maximizan-
tes, esta condicao de regularidade foi introduzida por Thierry Bousch em
[6]. Trata-se, a bem da verdade, de uma condi¢ao assaz abrangente. Com
efeito, para sistemas dinamicos hiperbédlicos, o conjunto das aplicacoes Wal-
ters contém (veja a defini¢ao-proposicao 2 de [6]) as fungoes de variacao
somavel, em conseqiiéncia as funcoes Holder sao ai exemplos de aplicagoes
Walters.

Seja finalmente o : ¥ — X um subshift de tipo finito. Dada constante
A € (0,1), adotamos para ¥ a métrica d(x,y) = M\*, onde x,y € ¥, x =
(xo,21,...), ¥ = (Yo,¥1,...) e k = min{j : z; # y;}. Recordamos ainda
que uma funcao continua g : ¥ — R™ depende de um numero finito de
coordenadas se existir inteiro j > 0 tal que g(x) = g¢g(y) quando zp =
Yo, ---,x; = y;. Caso se exija precisao, diremos que esta aplicacao depende
de 7 + 1 coordenadas.

Teorema 9: Scjam ¢ € C°(X,Q") um vinculo que depende de um
numero finito de coordenadas e A um potencial Walters. Assuma ainda
 simultaneamente recorrente em relacao a uma probabilidade ergddica
v € o, 1(r), onde r € p.(M,) N Q™. Entdo, para cada ¢ > 0, existe uma

probabilidade periédica p € ¢, !(r) tal que ‘/ Adv— /A du‘ <e.

Prova:

Tome x € supp(v). Para inteiro [ > 0, designamos a bola aberta cen-
trada em x de raio igual a Al por D; = {y € X 1 y; =a; V0 <j <}
Seja H um médulo de Walters para o potencial A. Dado ¢ > 0, escolhe-
mos [ suficientemente grande (tomando-o inclusive maior que o niimero de
coordenadas do qual depende ¢) de modo a acontecer H(\') < ¢/2.

O fato de o vinculo ¢ : ¥ — Q" depender de um ntmero finito de
coordenadas obriga sua imagem a se reduzir a um conjunto finito de ve-
tores com coordenadas racionais. Supondo-as escritas na forma de fragoes
irredutiveis, seja o inteiro positivo () produto de seus denominadores. Da
mesma forma, consideremos o inteiro positivo ¢ produto dos denominadores
das coordenadas de r.

A recorréncia simultanea da aplicagdo ¢ garante a existéncia de um ponto
y € NEZ/(D;) N b(A). Com isto, obtemos inteiro positivo My tal que, para
qualquer M > M, sucede

1

‘MSMA(y) —/A dv

<€
5
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Ademais, como em especifico y € EM0(D;), de simples argumento indu-
tivo resulta a existéncia de inteiros positivos L, ..., Ly, satisfazendo tanto
olittli(y) € 2Mo=F(D;) quanto

k
1 1
188t 24(¥) = (i + L)) < —5 Zl PR}

para todo k € {1..., My}.

Ponha M = Ly + ...+ Ly, > My. Tome, a seguir, ponto periédico
z € ¥ dado pela repeticao da palavra (yo,...,ynm—1). Enfim, seja pu a
probabilidade c-invariante por z definida. Falta apenas verificar que tal
probabilidade cumpre as exigéncias.

Inicialmente, devido ao fato de termos tomado [ maior que o niimero de
coordenadas do qual depende o vinculo ¢, constatamos (o7 (y)) = p(07(z))
quando j € {0,...,M — 1}. Logo,

1 &1 11
M [[pu(p) = 7|l = [Smp(y) — Mo« (v)|| < qQ; DESE 0 2
Uma vez que QM. (1) = QSye(z) € Z", a desigualdade acima assegura
@+(1t) = r. Além disso, repare que dys(y,z) < Al implica
/Ad — L oAl = = 1SmA@) — SuA®E)| < —H(\) < &
H M MAY)| = M M MAY)| = M 9’
o que encerra a demonstragao. O

H& duas maneiras de interpretar a conclusao do teorema acima. A pri-
meira é sugerida pelo bem conhecido fato segundo o qual um homeomorfismo
do circulo de nimero de rotagao racional possui um ponto peridédico, cujo
periodo é igual ao denominador deste racional. Tal ponto de vista segue o
mesmo espirito, por exemplo, do teorema de John Franks para conjuntos de
rotacdo determinados a partir de homeomorfismos do toro T? homotépicos
a identidade (veja [12]). No contexto da dindmica simbdlica, um resultado
deste género foi ja demonstrado por Ziemian (consulte o teorema 4.2 de [34]).
A diferenca entre o resultado de Ziemian e o aqui obtido reside na hipdtese
de transitividade. Ao abrirmos mao desta suposicao, contudo, fomos levados
a introduzir a condicao de recorréncia simultanea. Assim, temos o imediato
corolério.

Corolario 10: Suponha que ¢ € C%(3,Q") depende de um niimero fi-
nito de coordenadas. Dado 7 € ¢,(M,)NQ", se houver na fibra ¢, !(r) uma
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probabilidade ergédica em relagao a qual ¢ é simultaneamente recorrente,
entao a esta fibra também pertence uma probabilidade periddica.

A segunda conseqiiéncia do teorema 9 estd na possibilidade de fornecer
uma descricdo especial a uma aplicagao beta. A questao da descrigao é par-
ticularmente interessante. Tao interessante que adiaremos a apresentagao
do segundo corolario para que possamos nos deter brevemente sobre este
ponto.

Em geral, para uma funcao alfa, podemos apontar as caracterizacgoes:

anee) = min [((eip) =) du

= sup min((c,p) — A+ f — foT)(x)
feCco(Xx) reX

1
wGReg(22@>_A’T) ki»n;o kSk(<C7 90> )(x)

= inf liminf%Sk((c, o) — A)(z),

zeX k—oo

onde Reg(f,T) denota simplesmente o conjunto dos pontos x € X para os
quais estd assegurada a existéncia do limite de k= 1Sy f(x) quando k tende
a infinito. A primeira das igualdades acima, o leitor notard, decorre sem
dificuldade da definigao da aplicacao alfa. A segunda expressao é a versao
dual da anterior obtida recentemente por Lucian Radu (veja [31]). A partir
da primeira, as duas ultimas identidades podem ser asseguradas via o te-
orema ergddico de Birkhoff. Os detalhistas, se desejarem, podem obté-las
adaptando lemas contidos no trabalho de Brian Rank Hunt e Guo Cheng
Yuan (consulte os lemas 2.3 e 2.4 de [15]).

Em relacdo a representacao de uma fungao beta, sempre verificamos a
férmula dual

Pap(h) = O S max(A+f —foT —(c,p—h))(z).

Ao empregar o teorema de dualidade de Fenchel-Rockafellar®, Radu estabe-
leceu tal igualdade em [31]. A partir desta e das identidades acima, conse-

3No segundo capitulo, em uma situaco distinta, usaremos este tipo de argumento para
derivar uma férmula dual (veja o teorema 17).
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guimos as caracterizagoes:

Bag(h) = inf Ba(epno0)

ceR”

1
= inf sup lim —Si(A —{c,o — h))(x)

1
= inf suplimsup —Sig(4 — (¢, — h))(x).
cER™ e X koo k

Por sua vez, o teorema 9 assegura o seguinte para subshifts de tipo finito.

Corolario 11: Considere ¢ € C%(2,Q") um vinculo que depende de
um nuimero finito de coordenadas e A um potencial Walters. Tomando
r € pi(My) NQ", assuma a existéncia de uma medida (A, r)-maximizante
ergddica, em relagao a qual ¢ é simultaneamente recorrente. Entao

Bap(r) =sup {/ Adp - € ;1 (r), u probabilidade periédica} .

O grau de aplicabilidade do corolario acima, admitamos, fica muito cir-
cunscrito diante da necessidade de encontrar probabilidade maximizante em
relagdo a qual o vinculo seja simultaneamente recorrente. Porém, se nos
concentramos apenas em vinculos tomando valores em ), a proposigao 8,
como vimos, garante imediatamente a recorréncia.

Em todo caso, pode ainda parecer um tanto localizado ou até talvez
limitado aproximar valores de pontos racionais de uma aplicacao beta uni-
camente sob a hipétese de existéncia de probabilidade maximizante ergddica.
No entanto, sob pena de, doravante nesta secao, assumir que nosso subshift
de tipo finito ¢ : ¥ — X é transitivo, temos o resultado a seguir.

Teorema 12: Tome g € C°(X, R") aplicacio que depende de um ntimero
finito de coordenadas. Todo ponto do interior do conjunto de rotacao
gx(My) é vetor de rotagdo de uma probabilidade ergddica.

Este teorema foi obtido (consulte o teorema 4.6 de [34]) por Ziemian
quando a funcao g depende de duas coordenadas. Por passagem a uma
representagao em palavras maiores de X, o leitor familiarizado com este ar-
gumento perceberd que o caso geral se reduz a situacao tratada por Ziemian.
Aos nao habituados, o capitulo inicial de [23] serd esclarecedor.
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Igualmente é 1til deixar patente, clara a importancia topoldgica das
aplicacoes que dependem de um ntmero finito de coordenadas. Para tanto,
seja D C R™ um subconjunto denso. Se, por alguns instantes, notarmos
F;(D) a colecdo das fungdes de C°(%, D) que dependem de j+1 coordenadas,
facilmente constatamos que |JF;(D) é denso em C°(X,R"). Mais ainda,
dada aplicacdo g € C°(X,R"), sem dificuldade podemos construir seqiiéncia
{g;} convergente a g tal que g; € F;(D) para cada indice j > 0.

Proposicao 13: Suponha ¢ € C°(X,Q) um vinculo que depende de
um nimero finito de coordenadas e A um potencial Walters. Considere um
nimero racional r € int(p«(M,)). Para qualquer ¢ > 0, h& probabilidade

periédica p € ;1 (r) tal que Ba,(r) — e < /A dpu.

Prova:

Levando em conta o teorema 9, fixado € > 0, basta assegurar a existéncia
de uma probabilidade ergédica v com nimero de rotagao r satisfazendo

Bap(r) —e < /A dv. Pondo @ = (p, A), a estratégia entdo reside em

empregar o fato do gréfico da aplicacao 34, fazer parte do bordo do conjunto
de rotacao ®,(M,). Assim sendo, se este conjunto de rotacao se reduz a
um segmento, note que a existéncia de uma probabilidade ergddica tal como
solicitada decorre imediatamente do teorema 12.

Resta-nos, portanto, examinar a outra possibilidade: int(®.(M,)) # 0.
Primeiro, seja {A;} C C°(X) seqiiéncia convergente a A na qual cada fungao
A; depende de j + 1 coordenadas. Note que o gréafico da aplicacao (34,, ¢
parte do bordo do conjunto de rotagdo ®.(M,). Tome, por conseguinte,
n > Ba(r)—e/2 tal que (r,n) € int(P.(M,)). Ao colocarmos ; = (¢, A;),
da proposicao 3 resulta (r,n) € int((®;).«(M,)) para indice j suficientemente
grande, o qual pode ser suposto inclusive cumprindo ||A4; — A|lgp < €/2. Pelo
teorema 12, existe probabilidade ergddica v € M, satisfazendo (®;).(v) =

(r,m), ou melhor, tal que ¢.(v) =re /Aj dv =1n> fa,,(r) — €/2. Porém,

uma vez que
‘/Aj du—/A dv

sucede /A dv > Ba,(r) — e O

€
<114 - Al < 5.

Se, apds a proposicao 7, ainda restavam duvidas sobre a utilidade de
apreciar as aplicacdes de CY(X,R") que definem conjuntos de rotacio de
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interior nao vazio, agora tais desconfiancas devem ter completamente desa-
parecido. Entretanto, outra inquietagao pode ter de repente surgido. O que
caracteriza as fungoes a serem evitadas? Qual(is) propriedade(s) forga(m)
int(i2. (M) = 07

No contexto em que nos encontramos, ha uma resposta satisfatoria para
esta demanda. Para apresenta-la, todavia, é conveniente trazer a tona mais
vocabulos e fatos comuns ao quadro geral. Uma funcio g € C°(X), recorde-
mos, é um cobordo (topoldgico) quando existir uma aplicagio f € C(X) tal
que g = foT — f. Repare que todo cobordo é trivialmente uma funcao Wal-
ters. Ademais, duas aplicacoes pertencentes a C°(X) sdo ditas cohomélogas
caso sua diferenca seja um cobordo.

De resultados obtidos por Bousch (em [6], retome o teorema 4 partindo
do teorema 1), decorre uma versao do teorema de Livsic particularmente
interessante, a saber, uma aplicacdo f € CY(X) é cohomébloga a uma cons-
tante se, e somente se, f é uma funcdo Walters e int(f.(M,)) = 0. Uma
funcao que depende de nimero finito de coordenadas, convém ressaltar, é
um exemplo especial de aplicagao Walters.

Corolario 14: Seja ¢ € C°(X,Q) um vinculo que depende de um
nimero finito de coordenadas, ndo cohomdélogo a uma constante. Assuma A
um potencial Walters. Para cada ¢ € R, dado € > 0, existe um ntimero racio-
nal r € int(¢.(M,y)) e uma probabilidade periédica p € ;! (r) satisfazendo

er— [ Adp < agy(c) +e

1.4. SUBAGOES E DIFERENCIABILIDADE DE FUNCOES ALFAS

Obteremos um resultado relacionando o comportamento assintético de
trajetorias otimais relativas a certas subagoes e as diferenciais de uma fungao

alfa. Relembremos que, dado um potencial A, uma aplicacdo u € C°(X) é
dita uma subacgao (para A) se

M

A4+u—uoT < f40(0) = max /Ad,u,.
pe

Um retrospecto é talvez aconselhdvel. As construgoes iniciais de subagoes
se deram no contexto da dindmica simbdlica. Em 1999, em [32], Sergey
V. Savchenko publicou um teorema garantindo a existéncia de subagoes
para potenciais Holder. Em seguida, para aplicagoes expansoras do circulo,
sucederam-se os trabalhos de Bousch (veja [5]) e de Contreras, Lopes e
Thieullen (consulte [10]). Em 2001, ao estudar rotagao, entropia e estados
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de equilibrio em [18], Oliver Jenkinson apresentou uma versao mais abran-
gente do teorema de Savchenko, incluindo todos os potenciais de variagao
soméavel. Em continuacao a suas respectivas pesquisas, Bousch sintetizou
em [6] os resultados precedentes ao determinar subagbes para potenciais
Walters tanto no caso expansivo, quanto no caso hiperbdlico, e Lopes e
Thieullen (veja [25]) concentraram-se em difeomorfismos de Anosov para
estabelecer subacoes para potenciais Holder. Convém ainda frisar que a
existéncia de subagoes pode ser naturalmente discutida no caso de fluxos,
como nos mostram, por exemplo, os trabalhos de Lopes e Thieullen [26],
de Mark Pollicott e Richard Sharp [30] ou de Artur Oscar Lopes, Vladimir
Rosas e Rafael Oswaldo Ruggiero [24].

Um dos papéis mais importantes desempenhado pelas subacoes consiste
na localizacao dos suportes das probabilidades maximizantes. Em termos
mais claros, se colocamos A* = A+ u — u o T, sem dificuldade verificamos

M 0(0) = {1 € My : supp(u) C (A*) ™ (Ba0(0))} -

Por sua nitida importancia, o conjunto compacto M4 (u) = (A%)~(84,0(0))
ndo escapara de batismo, sendo denominado um conjunto de Mané?. Deste
modo, se tomarmos uma aplicagao f € C°(RT,RT) com f(0) = 0 e defi-
nirmos Af(x) = A(x) — f(d(x,Ma(u))), observaremos uma propriedade de
persisténcia: 74, 0(0) = M .4,0(0).

Caracterizar qualquer comportamento de subacoes frente a variacao do
potencial vem a ser uma questao nao elementar. Ainda assim, a proposicao
a seguir, mesmo guardando sua valia, nao escapa do titulo de amostra de
uma resposta rudimentar.

Consideraremos (X, T) uma dindmica transitiva, expansiva e possuindo
nimero de pré-imagens localmente constante. Lembre que a expansividade
é estabelecida a partir da existéncia de constantes ¢ > 0 e k > 1 tais que
d(xz,y) < ¢ implica rkd(x,y) < d(T'(z),T(y)). O fato de o numero de pré-
imagens ser assumido localmente constante indica, entao, haver £ > 0 tal
que, quando d(z',y') < £ e x € T~1(2), podemos determinar y € T~(y/)
cumprindo d(z,y) < C.

Recordemos ainda que, para uma aplicacdao 6-Holder f, a sua constante
de Holder é simplesmente

. _ |f(x) — f(y)]
Holdo(£) = swp i)

4Tendo seu estudo encontrado inspiracido em idéias de Ricardo Mafié para sistemas
lagrangianos, esta nomenclatura foi sugerida por Contreras, Lopes e Thieullen em [10].
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Como de costume, munimos C?(X) com a norma || - ||o = Holdg(-) + || - [|o-

Proposicao 15: Tome (X,T) um sistema dinamico transitivo, expan-
sivo e possuindo nimero de pré-imagens localmente constante. Seja {B;}
uma seqiiéncia de funcdes §-Holder convergindo em C?(X) a um potencial
A. Entao, para cada indice j, podemos encontrar uma subacao v; para o
potencial Bj, de modo que qualquer ponto de acumulacao da seqiiéncia {v;}
seja uma subagao para A.

Prova:

Basta construir uma seqiiéncia {v;} pré-compacta. Com efeito, como
0B;0(0) = Bj +vj —vjoT,

se u € C%(X) é um ponto de acumulagio de {v;}, a simples passagem ao
limite mostra que a funcdo u é uma subacao para A.

Nada obstante, na situacao suposta, dado um potencial §-Hélder B, é
possivel estabelecer uma subacgao v para B que satisfaz

o(@) ~v0)] < "ot (e ) se d(ay) <€ e
260
k?—1

v]lo < Holdg(B) < + Kdiam(X)9> ,

sendo o inteiro positivo K dependente apenas de £. Para uma prova desta
afirmacao, consulte, por exemplo, a demonstragao do teorema 4.7 de [19].
Uma vez que estamos supondo convergéncia em CG(X ), obtemos as-
sim uma seqiiéncia {v;} eqilicontinua e uniformemente limitada, donde pré-
compacta. O

Uma subacao u para um potencial §-Holder A deve obedecer
u(z) — 2u(T(z)) + u(T?(z)) > —Holdg(A) d(z, T(z))"
para todo x € M 4(u). De fato, uma vez que
(A+u—uoT)(x) =L400) e (A+u—uoT)(T(x)) < Baon(0),

valida-se a relagao de regularidade anterior por simples subtracao. Ademais,
para ponto x pertencente ao suporte de uma probabilidade maximizante,
claramente temos

lu(z) — 2u(T(x)) + u(TQ(x))‘ < Holdg(A) d(z, T(x))’.
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Bousch foi capaz de construir (veja o teorema 1 de [6]) subagao u para
potencial Walters A tal que

uly) = Tﬁ?ﬁym +u—Ban(0)(x). (1)

Para tanto, considerou dinamica (X,7) transitiva e verificando a proprie-
dade de expansao fraca. Lembremos que um sistema dinamico (X,7') cum-
pre a propriedade de expansio fraca se a aplicacdo T~ ! : K(X) — K(X) é
1-Lipschitz com respeito a métrica de Hausdorff.

Neste contexto, diremos que uma seqiiéncia {z;} C X é uma trajetéria
otimal (associada ao potencial A) quando T'(xj41) = z; e

u(z;) = A(@je1) + u(jp1) — Ba0(0).

Em geral, como observado na se¢ao precedente, verificamos a igualdade
aAp(c) = =Ba—(cp)0(0). Este é o derradeiro requisito para a formulagao
do préoximo teorema.

Teorema 16: Seja (X,T') um sistema dinamico transitivo que satisfaz a
propriedade de expansio fraca. Considere um potencial Walters A € C°(X),
bem como um vinculo Walters ¢ € C°(X,R"). Dada uma trajetéria otimal
{x;} C X associada ao potencial A — (c, ¢), temos

o

-1

L S™ o)) = Dang(o)

lim —
J

Il
o

desde que a aplicacao a4, seja diferencidvel em ¢ € R™.

Prova:

Diretamente da definicao sucede

N
—_

uc(zo) = uc(zr) + ) [A(x5) — (¢, p(x5)) + aap(c)].

<.
Il
=)

Tome p > 0 ey € R" com ||7]| = 1. Sendo a aplicagao uei,y € CO(X)
uma subagao para o potencial A — (¢ + pv, ¢), a qual ainda obedece a iden-
tidade (1), constatamos

T
L

Uetpry(T0) = Uet py (1) + [A(x5) — (c+ pv, () + aaplc+py)].

<.
Il
o
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Por simples subtragao, averiguamos

k—1
—2|ue — Uetpyllo < Z (o7, (25)) + aap(c) — aaplc+ py)]
=0

k—1
= p< o) — /ﬁDaA,«:(CM> + o(kp),
=0

J

de modo a garantir

k—1
p <,1, ;0 () — Daay(0), 7> =0 (;) +o(p).

Assim, ao fazer k tender a infinito e em seguida considerar p arbitraria-
mente pequeno, obtemos

k—oo

k—1
. 1
<hm sup - Z o(xj) — Dagp(c), 'Y> =0

§=0
para todo v € R" com ||v]| = 1, ou seja,
=
lim sup Z Z o(xj) = Doy ,(c).
k—oo -
7=0
O mesmo argumento pode ser empregado para o limite inferior. ([l

O leitor notard que, na demonstracao apresentada, as hipéteses sobre a
dinamica, o potencial e o vinculo sao secunddrias. O elemento central do ra-
ciocinio apéia-se na existéncia de subagoes satisfazendo a identidade (1), as
quais sao denominadas de subagoes estritas. Portanto, o teorema acima po-
deria ser reformulado para qualquer contexto no qual a igualdade em questao
estivesse assegurada. E isto sequer se restringe a otimizagao ergddica sobre
espagos compactos. Diogo Aguiar Gomes, por exemplo, obteve recentemente
resultado andlogo (consulte o teorema 6.2 de [13]) ao examinar o problema
discreto de Aubry-Mather.



Problema de Aubry-Mather em Dinamica Simbdlica

2.0. DESCRICAO DO MODELO

Um trabalho em via de ser publicado de Artur Oscar Lopes e Philippe
Thieullen [27] revela conexoes entre a questao variacional de Aubry-Mather
em mecanica lagrangiana e aspectos da otimizagao ergédica em dinamica
simbdlica. Por si sé, esta aproximacgao de teorias motiva a propor uma
versao do problema de Aubry-Mather para subshifts de tipo finito.

Esta, entretanto, nao é a tnica razao para apresentar um novo ambi-
ente para otimizagao em dindmica simbdlica. Pesquisadores que examinam
o modelo da capitulo precedente (X,T, M) buscando inspiragdo na teo-
ria de Aubry-Mather, por vezes, ressentem-se do impedimento de raciocinar
em termos de uma primeira maximizacdo, da impossibilidade de introdu-
zir nogoes como segmentos maximais. (Para aqueles que desconhecem a
importancia deste ponto de vista variacional na referida teoria, a leitura do
artigo sistematizador de Victor Bangert [2] é mais do que recomendada.) Al-
guns destes matematicos receberdao com contentamento, portanto, a noticia
de que tal limitacao nao estd presente no modelo que passamos a expor.

Para tanto, fixamos um alfabeto finito A = {s1,...,sy}. Ao tomar-
mos o : X — X um subshift de tipo finito, como sempre estd subenten-
dida uma matriz de transicdo determinando as palavras permitidas. As-
sim, introduzimos o subshift dual o* : ¥* — ¥* utilizando como matriz de
transicao a transposta da original. E possivel, desta forma, identificar o
espaco da dinamica (ﬁ),&), a extensao natural de (3,0), com um subcon-
junto de ¥* x ¥. De fato, se convencionamos denotar y = (..., y1,¥p) € X*
e x = (xg,r1,...) € X, entao 3 serd exatamente o conjunto dos pontos
(v,x) =(...,y1,%]x0,x1,...) € X* X X tais que a palavra (yp, o) é permi-
tida.

Consideremos, para cada inteiro positivo j, aplicacdo 77 : pIPy pondo

Tj(y,x) = Tg,(x) = (Yj—1,---+Y0,%0, 1, .. .)-

Observe que 57 (y,x) = (0"} (y), ().

Lembre que M simboliza o conjunto das probabilidades sobre os bore-
lianos de 3. Tendo como inspiragao as formulagoes de Gomes [13] para o
problema discreto de Aubry-Mather, podemos, a partir da funcdo 7 = 7!,
definir o subconjunto compacto convexo

Mo_{ueM /fry ) dfiy, ) /f ) di(y,x) ¥ f € C°(Z )}
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Repare que Mgz C M. Além disso, nao ¢é dificil constatar que, quando
w* X pu € My, necessariamente temos p € M,. Mais ainda, se i € My,
entao fi o 7r1_1 € M,, onde 71 : £ — X é a projecdo candnica. De fato, caso
f € C°(%), ocorre

[ oot diioni ) = [ footx) dity.x) -
/foary x)) dji(y, x) /f ) djily, x) /f d(ji o 7 ) (x).

No entanto, My nao contém apenas probabilidades -invariantes. Com
efeito, se x € X é um ponto periddico de periodo M, fixe qualquer subcon-
junto {y?,...,y™~1} C ©* respeitando yg =Ty—145 para 0 < j < M — 1.
Logo, é facil confirmar

M-1

Z JX(SOJX)EMO

7=0

De um ponto de vista puramente abstrato, para a otimizagao ergédica hé
pouca diferenca em relacao a qual subconjunto compacto convexo das pro-
babilidades sobre os borelianos é feita a maximizacao. Na verdade, uma
adaptagao da proposicao 10 de [10] assegura que, ao fixar um conjunto
compacto convexo N' C M, uma aplicagao Holder genérica admite uma
tinica probabilidade maximizante em N. (A caracterizagao de tal probabili-
dade, no entanto, pode dar lugar a conjecturas!) De mais a mais, o modelo
(3,8, Mp) esté subentendido no trabalho de Alexandre Baraviera, Artur
Oscar Lopes e Philippe Thieullen sobre um principio de grandes desvios
para estados de equilibrio de potenciais Holder (veja [3]).

Por outro lado, se quisermos limitar nossa atencao a maximizacao da
integral de uma funcao A € C°(X), é importante destacar que nenhum novo
valor maximal sera encontrado, pois

a A(x) di(y,x) = ma A(x) du(
e [ ) dity.x0 = max [ AGe) dux

Com efeito, nao sé temos a correspondéncia i1 € Mgy — fi o 711_1 € M,
preservando a integracio em C°(X), como observamos a mesma propriedade
sendo obedecida pelo mapa 1 € M, — pom o6t € M,.

Tal como no capitulo anterior, se ¢ € Co(i, R™) possui aplicagoes coor-
denadas ¢1, ..., @y, consideramos o mapa induzido ¢, € C°(Mg, R?) dado
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por .(0) =  [[i13.%) diy. ). [[n(yx) dityx) ). Desta ma

neira, ao supor A € C' 0(2), podemos novamente introduzir uma fungao beta
Bap : px(Mo) — R definindo

Bapt) = max | Alyx) di(y. ),
peps (h) J

bem como uma aplicagao alfa a4, : R™ — R colocando

Qaple) =, min ((e.h) ~ Bap(h)]

Estas funcoes se comportam da mesma forma que suas restrigoes a M.
Por exemplo, uma aplicacdo (54, é concava e continua em ¢,(Mp) e uma
funcao alfa a4, ainda é Lipschitz, com Lip(aa,) < |l¢llo. Mais uma
razao para mantermos as denominagoes anteriores, tal como vinculo para
a aplicagdo ¢ e potencial para a fungdo A

Na proxima secao, nossa atencao sera voltada para a obtencao da iden-
tidade dual

Ba0(0) = feiéﬁf(g) (;gg&[fl(y, x) + f(x) = f(1y(x))].

Também nos concentraremos em respostas para a questao implicita, mais
precisamente, empregaremos nossos esforgos para a construgao de aplicagoes
u € C%(X) realizando o infimo da expressdo anterior. Primeiramente, bus-
caremos funcgoes satisfazendo

u(x) = min [u(ry(x)) = Ay, %) + Ba,0(0)]
onde, para cada ponto x € ¥, denotamos por X} o subconjunto dos elemen-
tos y € ¥* tais que (y,x) € 3. Mostraremos que, sob a hipétese de transiti-
vidade, para um potencial 6-Holder A, sempre podemos encontrar uma tal
solucdo dual, uma subagdo estrita u € C?(X). Nao nos limitaremos a esta
resposta. Ainda para o caso Holder, porém assumindo topologicamente mi-
zing a dinamica (X, 0), determinaremos subacao estrita Holder de cardter
maximal. Avidos, extrapolaremos estas construgoes. Novamente no con-
texto transitivo, introduziremos a barreira de Peierls S4 : ¥x ¥ — RU{+o0}
para estabelecer uma familia a um parametro de subagoes estritas Holder,
a saber, {Sa(x,-)}xen(a), onde Q(A) indicara o conjunto dos pontos néo-

errantes com respeito ao potencial A € C’a(f]). Todos os conceitos apenas
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mencionados, caros leitores, serao evidentemente precisados no momento
oportuno.

Adiante, o bindémio subagao-suporte serd alvo de nosso exame. Veremos,
por exemplo, propriedade dos suportes de probabilidades pertencentes a
My, bem como de probabilidades maximizantes, ou seja, pertencentes ao
conjunto

Mo = {1 € Mo [ Av.x) dily. x) = as(0) |

Os principais resultados desta segdo, no entanto, comecarao a ser revela-
dos quando argumentarmos que uma subacao estrita v € C°(X) para um
potencial A € C?(X) deve cumprir a identidade

u(x) = inf [u(x) + Sa(x. 5]

Sob a hipétese de transitividade, este teorema e sua reciproca permitirao,
via uma bijecao isométrica, caracterizar o conjunto das subagoes estritas
para um potencial Holder. Ainda neste contexto, voltaremos entao o foco
para o suporte de probabilidades maximizantes mostrando que i € 1 4(0)
com fi o m; " ergddica implica 7 (supp(f1)) C Q(A). Isto nos conduzird
espontaneamente a outras questoes, como, por exemplo, a possibilidade de
refinar conjuntos de Mané.

Enfim, ressalva-se que adotaremos a simplicidade estética. Uma vez
que, neste capitulo, a énfase nao mais estard concentrada em aspectos de
maximizacao relativa, empregaremos preferencialmente as notacoes (G4 e
M 4 no lugar de 540(0) € M 4,0(0).

2.1. PERGUNTA DUAL E RESPOSTAS

Iniciamos enunciando a primeira meta desta secao.

Teorema 17: Seja um potencial A € C°(3). Entéo obtemos

Pa= feicl%f(z) (yrgggi[A(y,x) + f(x) = fry(x))]-

Este teorema é apenas uma conseqiiéncia do teorema de dualidade de
Fenchel-Rockafellar. Além disso, resultado similar foi estabelecido por Radu
[31] para o modelo habitual (X, T, Mr).
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Sejamos, nao obstante, explicitos. Primeiro tomemos correspondéncia
convexa F : CY(¥) — R colocando F(g) = max(A + g). Considere, por
conseguinte, o subconjunto

C={geC'):g(y,x) = f(x) — f(ry(x)) para certa f € C°(X)}.

Com isto, estabelecemos correspondéncia concava G : CO(2) — R U {—oo}
fazendo G(g) = 0 se g € C e simplesmente G(g) = —oc caso contrario.

Seja S o conjunto das medidas com sinal sobre os borelianos de 3. Re-
corde que as respectivas transformadas de Fenchel, F* : § — RU {+o0} e
G*: S — RU{—o0}, sao definidas pondo

Fr(i) = sup {/E o(y.) dﬂ(y,x>—F<g>] ¢

geCO(%)

G )= int | [y dity.x) - (o)

geCo(x)

Escrevendo, entao,

So— {MES [ 1060 ity = [ 760 dity.x) ¥ f € O >},

temos o seguinte resultado.

Lema 18: Mantidas as notacgoes acima, verificamos

- / Aly, x) dji(y,x) se ji € M
>

F* (i) = e
+o00 caso contrario
S se i € S
GH(p) = { —00 caso contrario
Prova:

Assumamos que i € S seja nao positiva, isto é, que atribua medida
negativa a algum boreliano. Assim, podemos determinar uma seqiiéncia

{g;} € CO(%,R™) com lim/ 9j(y,x)dfu(y,x) = +o00. Uma vez que F(g;) <
)
F(0) < +o0, isto garante F™*(1) = 400.
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Suponhamos, entdo, 1 € S tal que & > 0 e ﬂ(i) # 1. Neste caso,
observamos

sup | [[adity.x) - Fla)

a€R

sup [/ig(y,X) dﬂ(y,X)—F(g)]

geco(s)

v

= 21615 [a(ﬂ(i) —-1)— F(O)] = +00.

Por outro lado, quando consideramos ji € M, diretamente da desigual-
dade [ Aly.x) dity, %)+ [ g(y.%) dily.x) < Flg) advém
b by

—/EA(Y,X) dii(y,x) = sup [/ig(y,X) dﬂ(y,X)—F(Q)]-

geCo(s)

Uma vez que F(—A) = 0, isto encerra a caracterizagao da transformada F™.
Quanto & aplicacdo G*, se fi ¢ Sp, had funcio f € C°(X) tal que

[f(w(x)) di(y, %) # / £(x) da(y, x). Logo, temos
> >

G*(3) = it / 9y, %) di(y, x)

geC Jsu

< infa [ [Fr60) = ()] dily,x) = —cx.

a€eR
Ademais, para i € Sy, claramente G*(j1) = 0. O

Este lema contém toda a informacao que precisamos para obter a ex-

pressao dual da constante 54 = max / Ay, x) di(y,x).
peEMo J$

Prova do Teorema 17:

Uma vez que a correspondéncia F' é Lipschitz, o teorema de dualidade
de Fenchel-Rockafellar assegura

sup [G(g) — F(g)] = inf [F*(4) — G" ()]
geCO(E) He

Desta forma, pelo lema 18,

sup | — maxA(A+g)(y,x)] = inf {—/ Ay, x) di(y,x)
geC (y,x)EX peMo b
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E a definicdo do conjunto C permite, enfim, estabelecer a identidade reque-
rida. O

A exemplo do trabalho de Radu (consulte [31]), empregando uma argu-
mentacao um pouco mais refinada, temos a férmula dual para uma aplicagao
beta

Ba(h) = inf max (A+ fom — fomos t—{c,o—h))(y,x).

v (£.)€CO(2)XR" (yx)es: ’ ’

De qualquer modo, a igualdade descortinada pelo teorema 17 merece por
si 86 nossa andlise. Efetivamente, esta traz uma pergunta natural. Pode-
mos encontrar funcoes realizando o infimo da expressao dual? De maneira
equivalente, ha aplicacdo u € C°(X) tal que

Aduom —uomod + < fa?

Por mera extrapolagdao, denominaremos uma tal solucao u da questao dual
também de subagao (para A). O préximo resultado garantira a existéncia
de subacao para um potencial #-Holder, mais ainda, como alertado na secao
introdutdria deste capitulo, esta primeira resposta respeitara uma identidade
funcional.

Teorema 19: Seja o : X — X um subshift de tipo finito transitivo. Para
cada potencial A € C?(%), ha uma aplicacao u € C?(X) cumprindo

u(x) = min [u(ry (x)) — Ay, x) + Sa]. (2)
yeix

Prova:

Dado p € (0,1], definimos o operador nio linear £, : C°(X) — C%(%)
colocando

L,(f)(x) = p min [f(1y(x)) — A(y,x)].

yery

Uma vez que £, é p-Lipschitz, considere, quando 0 < p < 1, seu ponto fixo
u, € CO(D).

O primeiro fato a ser notado é a eqiiicontinuidade da familia {u,}. Com
efeito, observe que X7, = X%, quando d(x%,x%) < \. Assim, se tomamos
y" € %, satisfazendo u,(x°) = plu,(ry0(x?)) — A(y?, x°)], imediatamente
temos u,(X°) < pluy(ry0(x%)) — A(y®,x°)]. Logo, pondo x' = 7y0(x°) e
x! = 7y0(x7), verificamos a desigualdade

p(x0) — 1, (x0) < p[A(y",x") = A(y®, 2")] + plup(%1) = u,(x1)].



OTIMIZAGAO ERGODICA 35

Desta forma, ao fazer x/ = 7;-1(x/ 1) e %/ = 7,-1(%~1), prosseguimos
indutivamente obtendo y? € X7, tal que u,(x’) = plu,(7y; (x7)) — A(y’, x7)].
Como conseqiiéncia desta construgao, resulta

N
—

up (%) = up(x") < 37 A, x7) = Al %)+ M fup(R) — (o)
de modo que
(%) —up(x) < S PAG x) - Ay %))
j=0

Holdg(A) i pPHd(xd, x7)?

<
=0
< Héldg(A)d(x",x%)? ) " pI+1N0
=0
pHOldg(A) o _oye

Desta majoragao segue que a familia {u,} é uniformemente #-Holder (em
particular, eqiiicontinua).

Outro aspecto a destacar é a oscilacao uniformemente limitada desta
colegao de pontos fixos. De fato, repare que, para todo (y,x) € i,

Up(x) — min Up < P[Up(Ty(X)) — A(y,x)] — minp[up o7 o 71— A]
< pmax A — A(y,x)] + pluy(1y(x)) — minu,)]
<

Holdg(A) + u,(1y(x)) — minu,.

Lembre que (¥, o) é um sistema dindmico transitivo. Podemos, entao, deter-
minar um conjunto finito {(y’, k;)} C £* x N escolhendo, para cada par de
simbplos 5,5 € A, uma palavra permitida (yij_l, ..., 4}) tal que yij_l =
e (y),s) é palavra permitida. Por conseguinte, dado x € ¥ com z¢ = s, a
desigualdade

up(x) —minu, < k;Holdg(A) + Up(Tkj

4 (%))~ minu,

assegura

max  [u,(x) — u,(X)] < k;jHoldg(A) + MAQ.

ro=Ss, To=s' 1-— )\0
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Portanto, ao colocar K = max k;, deduzimos

0
max [u,(x) — u,(X)] < (K + 1 i )\6> Holdy(A),

X, XEY

isto ¢, a familia {u,} possui oscilacao uniformemente limitada.

Em conseqiiéncia, a familia {u, — maxwu,} é pré-compacta. Note que
temos u, — maxu, = (p — 1) maxu, + L,(u, — maxu,). Dai, se a aplicacao
u (necessariamente #-Holder) é um ponto de acumulagao de {u, — maxu,}
quando p tende a 1, vale u = a + £1(u) para uma constante a € R

Falta mostrar que a = 64. Seja A= A+uonm; —uom o6 +. Como
A< a, para i1 € Mg ocorre

/Ay7 di(y,x) /Ay, ) diy, x) < a,
donde B4 < a. Demais, note que

a=max A(y,x) VxeX.
yeTE

Deste modo, dado x° € %, tome y°? € ¥%o cumprindo A(y x ) = a. Ao por

x = yi—1(zi-1), indutivamente considere yl € ¥, tal que A(yﬂ x/) = a.
Seja, entao, 1 € M um ponto de acumulacao da seqiiéncia de probabilidades

1 k—1

Claramente vale / Z(y,x) di(y,x) = a. Logo, se comprovarmos i € My,
5

teremos a < 34. No entanto, eis que, para qualquer f € C°(X), ocorre

k—

[ 170000 = 090 dinty)| = Z - 6]
=0
2
- %’f >) < =11 fllo
a simples passagem ao limite garante que i € M. (|

O resultado acima pode ser visto como analogo ao famoso teorema es-
tabelecido por Albert Fathi no contexto dos fluxos lagrangianos (veja [11]).
Em otimizagao ergédica sobre espacos compactos, mais especificamente para
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sistemas dinamicos transitivos que satisfacam a propriedade de expansao
fraca, Bousch (consulte [6]) explorou, tal como acabamos de fazer, a idéia
de construir subacdes a partir de pontos de acumulagao associados a uma
familia de pontos fixos de contracoes.

A bem da verdade, a marca de generalizagdo do teorema anterior é
indisfarcavel. De fato, ao tomar um potencial A € C?(X), notemos que
AoT € Ca(fl). Portanto, sob a hipotese de transitividade, asseguramos a
existéncia de uma aplicagio u € C?(X) satisfazendo

u(x) = min [u(ry(x)) = Ao 7(y, %) + faor).

Como Baor = fa = Imax / A(x) du(x), pondo z = 7y (x), tombamos sobre
ne o Jy

situacoes familiares:

u(x) = min (u — A+ Ba)(2).
o(z)=x

Mais importante do que as inspiragoes sao as aplicacoes do teorema 19.
Olhando atentamente para sua demonstracao, fica evidente que poderiamos
apresentar um resultado semelhante a proposi¢ao 15. Além disso, como a
igualdade aa ,(c) = —Ba—(c),0(0) é preservada na formulagao atual, po-
demos sem dificuldade assegurar a versao do teorema 16 deste contexto.
Por simples analogia, quando contarmos com uma subacio u € C°(X) obe-
decendo a igualdade funcional (2), adotaremos a expressao subagao estrita
para a esta nos referir. Dizemos ainda que a seqiiéncia {y/,x/} C $ ¢ uma
trajetéria otimal (associada ao potencial A) caso aconteca x? = Tyi-1 (x/~h)
e valha u(x’/) = u(x’t!) — A(y’,x7) + Ba0(0). Assim, sob a hipdtese de
transitividade, se o potencial A e o vinculo ¢ sao Holder, toda trajetéria

otimal {y’,x’} associada a A — {c, ) deve cumprir

k—1

Jim % >_w(yx)) = Daap(c)
7=0

desde que a funcao a4, seja diferencidvel no ponto ¢ € R"™.

O rapido vislumbre do poderio do teorema 19 talvez ja chame a atengao.
Nada obstante, nao contentes com apenas uma solucao para a pergunta
dual, formularemos uma segunda resposta. Para tanto, recorde que um
sistema dinamico topoldgico (X, T) é dito topologicamente mizing se, para
quaisquer conjuntos abertos nao-vazios D, F C X, ha inteiro K > 0 tal que
TF(D) N E # () para todo k > K.
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Proposicao 20: Considere o : ¥ — X um subshift de tipo finito to-
pologicamente mizing. Tome um potencial A € C?(3). Entfio existe uma
subagao estrita ugq € CG(E,R*) tal que, para uma subacio u € CO(Z,R7)
arbitraria, acontece ug > u.

Uma subagao dada como acima (nao necessariamente Holder, tampouco
obrigatoriamente estrita) chamaremos de subagao maximal.

Prova:

Sem perda de generalidade, podemos assumir 34 = 0. Dai, para cada
x € X, coloque

k-1
ua(x) = inf —ZA(yj,xj) k>0, x"=x, y/ e 2, xIT = Tyj(Xj)
j=0

(Convencionamos soma nula no caso k = 0.)
Suponha momentaneamente que, além da boa definigao, estd assegurada
a regularidade Holder da aplicacio uy. Note entdo que, pondo y* = y e

xY = x, ocorre

k k—1
Aly,x) = Y AW, X)) =Y AT xt
=0 =0
k—1 ‘
< =) AT —ua(x)
=0

Claramente x' = 7y0(x°) = 7y(x). Deste modo, como a desigualdade vale

para todo inteiro & > 0 e quaisquer pontos (y',x'),...,(y* x*) € S tais
que x/ 1 = 7 (x7), decorre A(y,x) < ua(ry(x)) — ua(x), isto é, us é uma
subagao para o potencial A.

Na realidade, estamos diante de uma subacgao estrita. Basta obser-
var que, para cada x € X, podemos determinar um ponto y € X% tal
que A(y,x) > ua(1y(x)) — ua(x). De fato, fixado p > 0, tome pontos
(O, x9), ..., (y* LxF ) e comx?=xexitl = 7y (x7), satisfazendo

k—1

—ZA(yj,xj) <ua(x)+p.
=0
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Temos, portanto, uma familia {yo}p>0 C ¥%. Seja y um ponto de acu-
mulagao desta familia quando p tende a zero. Uma vez que

N
—_

UA(TYO(X)) - A(yovx) < - . A(yj’xj)’

i
o)

a passagem ao limite produz ua(7y(x)) — A(y, x) < ua(x).
Vejamos agora que a aplicacao u 4 foi bem definida. Recorde que, quando
X € ¥ é um ponto peridédico de periodo k, elegidos pontos y7 € ¥* com

k—1
~ 1
G = Tjo— (j+1), temos fi = Z(S i X Ogk-i(z) € M. Portanto,
j =0
k—1 ' .
= S AWM =k [ Aly,x) dity.x) 2 0.
=0 >

Mantendo este fato em mente, dado x € X, escolha livremente pontos
(y9,x9),..., (y* 1, xk"1) € & cumprindo x° = x e xI*t! = 7y (x7). Como
(X,0) é topologicamente mizing, existe um inteiro K > 0 tal que, caso
k > K, podemos encontrar um ponto periédico X de periodo k satisfazendo
d(x*, %) < A=K onde xF = 751 (x*71). Assim, ao fazer 7 = yJ quando
K <j<k-—1, segue

k—
> )

k—1 ..

< ' Holdg (A
-3 A o) < D L al,
7=0

donde imediatamente u 4 resulta bem definida.

A aplicacao u 4 é, na verdade, #-Holder. Com efeito, fixados x, X € ¥ com
d(x,%) < A, considere mais uma vez pontos (y",x%),..., (y* 1, x¥1) ¢ )y
obedecendo x" = x e x/*1 = Tyi (x7). Sendo assim, ao colocar x° = x, faca
%It = 7,;(x7). Logo, eis que

k—1 k—1
. s HOldQ(A) —\0
E‘o A(YJ7XJ ]Eo Aly 7, x7)| < Wd(& x)",

a arbitrariedade da colegio {(x?,y7)} assegura

Holdg(A)

)\ d(x,x)°.

lua(x) —ua(X)] <
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Tampouco ha dificuldade em comprovar o carater maximal da subagao
u4. Basta perceber que qualquer subacio u € C(X,R™) verifica

k-1 k—1
u(x) < ulryeor (X)) = Y Ay, %) < =D Ay, %)
=0 =0
quando k >0, x* =x, y? € ¥¥; e xIT! = 7;(x). O

Apesar da proposi¢ao anterior, nao € evidente que devamos presumir
a existéncia de uma subacao de cardter minimal. De qualquer modo, se
supomos transitividade, dado um potencial A € Ca(f]), uma abordagem
inicial a esta ponderacao ¢ fornecida pela funcao Uf’e € CY%X) definida
simplesmente por

U4 = int{u € C*(E) : usubagdo para A, Holdg(u) < K, maxu = 0}.

Certamente a subagao Uf’e guarda certo aspecto minimal!

Tal como no trabalho de Contreras, Lopes e Thieullen [10], avolumam-
se analogias com conceitos de mecéanica lagrangiana. Assim, chamaremos
de caminho comecando, a menos de € > 0, em x € ¥ e terminando em
% € ¥ a quaisquer pontos (y°,x%),..., (y* 1, x¥1) € 3 satisfazendo x° = x,
xIth = 7;(x7) e d(ryr-1(x*71),x) < e. Designaremos por P(x,X,€) 0
conjunto de tais caminhos.

Um ponto x € ¥ serd classificado como nao-errante com respeito a um
potencial A € C9(2) quando, para todo € > 0, pudermos determinar um
caminho {(y%,x%),..., (y* 1, x¥"1)} € P(x,x, €) tal que

k—
ZA Ba)(y?,x7)| <e.
5=0

Denotaremos por 2(A) o conjunto dos pontos nao-errantes com respeito a
A. Quando o potencial é Hélder, nao é dificil averiguar que Q2(A) é um
conjunto compacto invariante. Convém ressaltar também que se trata de
um conjunto nao vazio.

Lema 21: Se 0 : X — X é um subshift de tipo finito transitivo, entao,
para todo potencial A € C?(3), resulta Q(A) # (.

Prova:

Seja u € C(X) subacdo assegurada pelo teorema 19. Dado x° € ¥, tome
y" € X%, satisfazendo a identidade u(x") = u(ry0(x°)) — A(y®,x") + 4. Ao
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escrever x/t1 = Tyi (x7), prossiga de maneira indutiva determinando um
ponto y/ T € X¥ ., tal que u(x/t) = u(ryisi (x7T)) — A(y7 T, 2T + B4
Seja, por conseguinte, x € ¥ limite de uma subseqiiéncia {x/™}.

Vejamos que x € Q(A). Antes de qualquer argumento, observe que, caso
ma > myq, a definicio da seqiiéncia {x’} fornece

g —1
= 3 (A= B ) =l - ).

j:jml

Fixado € > 0, considere inteiro I > 0 tal que x',x"” € ¥ e d(x/,x") < X
implicam |u(x") — u(x")| < €/2. Podemos supor [ tao grande quanto preciso
de modo a também validar

Holdy(A) €
! 9 ol €
max{)\, -0 A }<2.

Desta forma, considere um indice mg suficientemente grande assegurando
d(x/m, x) < A'/2 para qualquer m > mg. Ao tomar mo > m; > myg, coloque
k = jmy, — Jm,- Eis que ¥} = E*]m , é legitima a escolha y7 = y/™11J para
0 < j <k —1. Finalmente, fa(;a XO =xexitl = Ty ;i (X7). Primeiro, temos
{(¥°,%9),..., ("1, xF 1)} € P(x,x,¢). De fato, basta perceber que
d(Tgr-1 (X1, x) < d(rgr-1 (RF71), xIm2) + d(xPm2, x) < M4 N < e

Além disso, como d(x7m1, xIm2) < A, constatamos

k—
ZA Ba) (¥, %)| <
7=0

k—1 jmg_l
<DAFL ) - Y A ®)| + Juxm) — u(xim)| <
j=0 j:j’ml
HO].d@(A) ol €
Portanto, x € Q(A). O

Dados dois pontos x,x € ¥, definimos a barreira de Peierls pondo

Sa(x,x) = lim 5§ (x, %),

e—0
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onde

k—1
Ry X,X) = inf A BA y X]
Al {(y9.%x0),..., (k=L xk—1)}eP(x,%,¢) ]Z(:) )

Nao deixe de observar que Q(A) = {x € ¥ : Sa(x,x) = 0}.

Para a questao dual, é interessante o papel desempenhado pela barreira
de Peierls. Isto porque esta nos permite fornecer para um potencial Holder
uma familia a um pardmetro de subacoes igualmente Holder.

A demonstracao deste resultado solicita conhecimento de uma propri-
edade da barreira de Peierls. A fim de apresentéd-la, contudo, precisamos
introduzir a nogdo de u-conexdo. Se u € C°(X) é uma subagio para o
potencial A € Co(f]), dizemos que o ponto x € ¥ estd u-conectado ao
ponto X € ¥ e indicamos x — % quando, para todo € > 0, houver caminho
{(y°,x0),...,(y" 1, xF 1} € P(x,%,¢) tal que

k—
ZA Ba)( y X]) (u(x) —u(x))| < e
j=0

Note que x € 2(A) assegura x 2 x para qualquer subacio u.

Lema 22: Considere um potencial 4 € C°(2). Dada v € C°(X) uma
subagao para A, para quaisquer x,X € 3, vale S4(x,X) > u(X) —u(x). Além
disso, a igualdade ocorre se, e s6 se, X — X.

Antes de demonstrar o lema, aproveitamos para fazer um apontamento
importante. Exibida uma das principais propriedades da barreira de Pei-
erls, convém no minimo comunicar outra de idéntica relevancia: se A é um
potencial §-Holder, entdao Sa(x,x) < Sa(x,X) + Sa(X,x) para quaisquer
pontos x,X,X € Y. A verificacao deste fato fica, contudo, a cargo do leitor.

Prova:

Fixe p > 0. Tome ¢ € (0,p) tal que |u(x') — u(x”)] < p quando
x',x” € ¥ cumprem d(x/,x"”) < e. Seja, por conseguinte, um caminho
0 x9), ..., (y*F 1 xF 1) € P(x, %, €). Uma vez que
{(y°,x"), ..., (y", X, q

k—

u(X) — u(x) — p < u(x’) — u(Tyr—1( Z (A—Ba)(y?,x%),

j=0

,_\
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sem dificuldade derivamos u(X) — u(x) — p < S4(x,X), bastando assumir p
arbitrariamente pequeno para produzir a desigualdade requerida.

Se Sa(x,%x) = u(X) — u(x), entdo da definigao da barreira de Peierls
de imediato concluimos x — X. Reciprocamente, suponha que X esteja
u-conectado a x. Tome p > 0. Dado e € (0,p), escolha um caminho
{(y°,x°),...,(y* 1, x*1)} € P(x,%, ¢) cumprindo

k—1
Y (A=) x) = (u(x) — u(x))| < e

j=0

Observe que

E
—_

) (A= L)y, %) < u(®) — u(x) + e < u(%) —u(x) +p

i
o

obriga S4(x,X) < u(X) —u(x) + p. Logo, a possibilidade de fazer p arbitra-
riamente pequeno estabelece, neste caso, a desigualdade oposta. O

Podemos agora resgatar a proposicao posta em lista de espera.

Proposicao 23: Suponha que o : ¥ — ¥ é um subshift de tipo finito
transitivo. Seja A um potencial -Holder. Entao, para cada x € Q(A), a
aplicacao S4(x, ) é uma subacao estrita §-Holder.

Prova:

Dado x € Q(A), em vista do lema 22, a boa definigao de Sa(x, -) estard
estabelecida caso mostremos que S4(x,X) < 400 para qualquer X € X.

Suponha, entdo, € > 0 arbitrdrio. Fixado ¢ € (0,)], considere um
caminho {(y%,x%),..., (y* 1, x¥"1)} € P(x,%, ¢) satisfazendo

N
—_

N (A -Ba)(y, %) < §4(x,%) + e
i

Il
o

Como x € Q(A), podemos tomar {(y°,%°), ..., (71, xF 1)} € P(x,x,¢/2),
com M\e' < ¢/2, tal que

Eall
|
_

(A= Ba) ¥, %)| <

.
I
=}
N o
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Assim sendo, faca y/ = y97F para k < j < k + k. Em seguida, repare
k _ 50 * Nk . . i1 ‘ .
que y¥ = y° € X%, = ETyk_l(xk*)’ o que permite definir x/* = 7,;(x’)
parak—1<j<k+k—1. ) )
Afirmamos que {(y%,x°),..., (y*TF=1 x¥+=1)} € P(x, %, ¢). De fato,
d(T it (xFHE1) %) <

< d(rpenios () e (5) 4 d(rgr (R0, %) <

2
Além disso, facilmente verificamos
k+k—1 k—1 .
o o Holdg(A
> Ayl ) - YAy w)| < ol ey
j=k =0 B
Portanto, de pronto constatamos
k+k—1 .
o Holdy(A / 3
1060 € = 3 (A=) < TR+ SR + e
j:

de modo a assegurar

Holdg(A)

T (€)) 85 (%),

Sa(x,x) <
Estando bem definida, quando x € Q(A), a aplicacdo Sa(x,-), vejamos
que se trata de uma funcao 6-Holder.
Para tanto, sejam X,x € ¥ pontos tais que d(X,x) < \. Fixe p > 0.
Dado € > 0, considere um caminho {(y%,x°),..., (y* 1, x* 1)} € P(x,%,¢),
com N1 < € tal que

Ea
—_

=) (A= Ba)(y’,x7) < Si(x, %) + p.
J

I
o

Colocando 3/ = yJ para 0 < j < k, pondo X = X e, enfim, defi-
nindo X/t = Ty %7) quando 0 < j < k — 1, sem dificuldades confirmamos
{(7°,%9),..., ("1, %)} € P(x,%,2€), bem como

k-1 -1
—ZA(y],X]) > — A(yj7i])
J=0 J

E

_ Holdy(4)

0
11—\ )

Hi

d(x,

I
o
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Logo, temos a seguinte sucessao de desigualdades

Sa(x,x) > S%(x,X)
A~
=0
> Y- a5 - T g0,
=0
> Sie(x,x)—Wd(x,x)H— p.

Assim, ao fazer € tender a zero e ao supor em seguida p arbitrariamente
pequeno, resulta

donde de imediato decorre S(x,-) € C/(%).

Falta apenas mostrar que tal aplicagao é uma subacao estrita.

Tome ponto (¥,X) € . Caso {(y',x),...,(y" x")} P(x,79(X),€),
ponha y0 =Yy, xV=%e repare que

k k—1
AF.R) —Ba = D (A=B,x) =D (A= Ba)(y ™, x/T
j=0 7=0
k—1

IN

(A= By, x) — S4(x,%).
7=0

Desta maneira, pela arbitrariedade do caminho considerado, concluimos
A(y,x) — Ba < S9(x,19(x)) — S5(x,X). A passagem ao limite, portanto,
estabelece que se trata de uma subacdo para o potencial A.

A fim de verificar que determinamos, na verdade, uma subacao estrita,
devemos ser capazes de encontrar, para cada X € ¥, um ponto y € X%
cumprindo Sa(x,X) = Sa(x,73(X)) — A(y,X) + B4. Dado € > 0, seja
{(¥%,x%),...,(y* 1, x¥"1)} € P(x,%, €) caminho tal que

T
L

(A =By ,x7) < 85(x,%) + e

<.
Il
o
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Isto define uma familia {y"}.~o C X%. Tome y € ¥% um ponto de acu-
mulacao desta familia quando € tende a zero. Observe que

k-1

S5(x, 7y (%)) — (A= Ba)(y°, %) < =D (A= Ba)(y',x).

=0

Como temos 7y0(X) = 73(X) para e suficientemente pequeno, ao fazé-lo ar-
bitrariamente pequeno em S (x,7y(X)) — (4 — Ba)(y’, X) < S(x,X) +

findamos a discussao. O

Nao encerrariamos esta secao sem discutir a versao do teorema de LivSic
para o modelo (f), d,Mp). A bem da verdade, estes comentarios poderiam
ter sido feitos logo apds a demonstragao do teorema 19. De qualquer modo,
em nova extrapolacao, diremos que uma aplicacdo A € C’O(i) é cohomologa
a uma constante a € R quando existir uma funcdo v € C%(X) tal que
A+vuom —uom o6t =a.

Sendo assim, assuma que ¢ : 3 — X é um subshift de tipo finito transitivo
e suponha que A é um potencial #-Holder. Entao m 4 = My se, e somente
se, A é cohomologo a G4.

A suficiéncia é 6bvia. Reciprocamente, uma vez que M 4 = Mg implica
Ba = —B_a, considere aplicacoes u,u’ € C?(X) satisfazendo

A+uom —uomod 1 <f4 e fu<A—dom+uomos L.
Logo, temos (u+u')om; < (u+u')om o6~ L. Neste caso, porém, a hipdtese
de transitividade obriga que a fungao u + u’ seja identicamente constante,
donde decorre a igualdade buscada.

2.2. SUBACOES E SUPORTES

Como o titulo sugere, esta secao é dedicada a analise de temas incidindo
sobre a interacao entre as subagoes e os suportes de probabilidades perten-
centes a Mg. Um elemento unificador destes dois conceitos continua sendo
o de conjunto de Mafé. Frente a qualquer subacao u € C°(X) para um
potencial A € Co(f]), ao definir a funcdo A* = A4+ uom —uom o6 !,
novamente extrapolamos a nomenclatura original dizendo que o conjunto
My (u) = (A%)~1(B4) é um conjunto de Mafié. Seu papel sobre a localizagao
dos suportes das probabilidades maximizantes nao desaparece.

Proposigdo 24: Dada uma subacio arbitrdria v € C°(¥) para um
potencial A € C°(X), considere M 4(u) seu respectivo conjunto de Mané.
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Entao

Ma = {jt € Mo :supp(fr) C Ma(u)}.

Independente do contexto, a prova deste tipo de afirmacao se reduz ao
bem conhecido fato que assegura ser nula quase toda parte uma aplicagao
mensuravel nao negativa cuja integral resulte nula. Por isto, serd sempre
deixada a cargo do leitor.

A préxima proposicao nao se contenta apenas com as probabilidades
maximizantes e foca todas as probabilidades pertencentes a M. Temos,
deste modo, a seguinte propriedade do suporte de uma tal probabilidade.

Proposicao 25: Seja i € My. Quase todo ponto (y,x) € supp(j1) é da
forma (y, 7y/(x)) com (5, %) € supp().

Prova:

Considere o conjunto

R={(y,x) €supp(ft) : x # 75(X) ¥ (¥y,%) € supp(f1)} -
Suponhamos que fi(R) = ¢ > 0. Ponha R = m(R). Por conseguinte, sejam
D C ¥ subconjunto compacto e £ C ¥ subconjunto aberto satisfazendo
D CRCE com (ion;)(E — D) < ¢/2. Fixe aplicacdo f € C°(%,[0,1])
cumprindo f|p =1 e flz_g = 0. Uma vez que 7; ' (R) Nsupp(fi) = R, de
pronto verificamos

Assim sendo, tome uma seqiiéncia de aplicagdes {f;} C CY(%,[0,1]) tal
que f; T Xg-p- Pelo teorema da convergéncia monétona, constatamos

/2 xE-p(ry(x)) difly,x) = lim [ f;(ry(x)) dit(y,x)

Jj—oo J$

= lim 2fj(x) dfi(y,x)

J—o0

— i NE- D)) <

N ™

Note, entao, que a definicao de R produz / Xr(1y(x)) di(y,x) = 0.
supp (/1)
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Logo, como 0 < f < xg, vale

[ dio < [ el e0) dity.x)
by supp(f)

N ™

< / Xl dily ) <

Estamos, todavia, diante de uma contradicio, pois f € CY(X). Portanto,

nada resta a concluir sendo fi(R) = 0. O

Na proxima proposicao, destacamos relagoes de regularidade que uma
subacdo estrita u € CY(X) deve respeitar.

Proposigao 26: Considere u € C%(X) uma subacio estrita para um
potencial A € CY(X). Tome M4 (u) o respectivo conjunto de Mané. Entao,
se (y,x) € M4(u), ocorrem:

(i) u(o(x)) — 2u(x) + u(ry(x)) < A(y,x) — A(6(y, x));
(ii) ’U,(T)Q,((L‘)) — 2u(1y(x)) + 2u(x) — u(o(x
) = 2A(y, x) + A(6~ (y, %))

Ademais, quando (y,x), (¥,X) € My (u) satisfazem d(x,%x) < A, verifica-se

(iif) u(ry (%)) + u(7y (X)) — u(ry (%)) — u(ry(x)) =
> A(}_’, X) + A(ya i) - A(y,X) - A(y) )_()'

Prova:

Observe que, gracas a igualdade (2), valem
u(x) = u(ty(x)) — Ay, x) + Ba,
u(o(x)) < u(x) — A(6(y,x)) + 04 e

u(ry(x)) < u(ry(x)) = A(67 (v,x)) + Ba.

O item (i) decorre diretamente das duas primeiras expressoes. Por outro
lado, as duas desigualdades produzem

u(ry (%)) = u(o(x)) > ul(ry(x)) = u(x) + A@G(y, x)) + A6 (y,%)) — 284

Logo, na desigualdade acima, basta adicionar a identidade multiplicada por
dois para derivar o item (ii).
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Quanto ao item (iii), a hipdtese d(x,%X) < A\ assegura 35 = ¥%. Assim,
legitimamos as seguintes expressoes

u(x) = u(ry(x)) — Ay, x) + B4, u(x) = u(1y(x)) — A(¥, %) + B4,

u(x) <u(ry(x)) = Ay, %) + fa e u(X) < u(ry (X)) — Aly, %) + Ba.

E o resultado sucede de imediatas subtracoes. ]

O préoximo teorema fornece uma caracterizagao das subagoes obtidas
no teorema 19, tornando evidente igualmente uma interacao entre estas
aplicacoes e a familia de subagoes estabelecidas na proposicao 23.

Teorema 27: Seja u € C°(X) uma subacio estrita para o potencial
A€ C%2). Entao

u(x) = xeig(fA) [u(x) + Sa(x,x)].

Prova:

Do lema 22, imediatamente segue que

u(x) < inf [u(x)+ Sa(x,X)].

T xeQ(A)
Ademais, garantiremos a identidade se pudermos assegurar a existéncia de
um ponto x € Q(A) satisfazendo x % X. Passemos, entdo, a construcio de
um tal ponto.

Para tanto, seja {(y?,x7)} C ¥ uma trajetéria otimal associada ao po-
tencial A tal que x° = X. Assuma, em seguida, x € ¥ limite de uma
subseqiiéncia {x/m}.

Como a demonstragdo do lema 21 fornece exatamente x € 2(A), falta
apenas mostrar que x % %. Tome € > 0. Escolha inteiro [ > 0 de maneira a
obrigar |u(x’) — u(x")| < € sempre que x,x” € ¥ cumprirem d(x’,x") < A\
Assuma [ satisfazendo ainda A < e. Fixe indice m suficientemente grande
tal que d(x,x) < Al. Com isto, ponha k = jy,.

Inicialmente, repare que d(Tyk—l(Xk_l),X) = d(x’m,x) < e. Logo, as-
seguramos {(y%,x%),...,(y* L, x* 1} € P(x,%,¢). Ademais, lembrando
que

T
L

(A= By, %) = (u(x") — u(x)) =0,

<.
Il
o
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sem dificuldade obtemos
k .
Z (A= Ba)(y”,x) — (u(x) — u(x))| = [u(x) — u(x)| <e,
=0

0 que encerra a prova. O

O teorema 27 deixa claro a importancia do conjunto dos pontos nao-
errantes com respeito a um potencial Holder. O corolario abaixo sintetiza o
papel deste conjunto na determinacao das subacoes estritas.

Corolario 28: Sejam u,u’ € C°(X) subacdes estritas para o potencial
A e C%2). Sewu < u em QA), entdo u < v’ em ¥. Em particular, a
igualdade em (A) o mesmo estabelece em X.

O teorema 27 admite uma reciproca. Na obtencao deste resultado nos
concentraremos.

Teorema 29: Seja o : X — X um subshift de tipo finito transitivo.
Tome um potencial A € C?(X). Assuma que a aplicacdo f : Q(A) — R é
limitada inferiormente. Entao

u(x) = inf [£(0) + Sa(x.5)

define uma subagao estrita §-Holder. Além disso, se f(X) — f(x) < Sa(x,X)
para quaisquer x,X € (2(A), resulta u = f em Q(A).

Prova:

A boa definicao da funcao u : ¥ — R prescinde de discussdo. Vejamos
que se trata de uma aplicacdo Holder. Sejam x,x € ¥ pontos cumprindo
d(x,x) < A. Fixe € > 0. Considere x € Q(A) tal que f(x)+ Sa(x,x) <
u(x) + €. Segue da demonstragao da proposi¢ao 23

Holdg(A)
1—\°

(x,%)’.

u(X) —u(x) —e < Sa(x,%x) — Sa(x,x) <
Da arbitrariedade de €, portanto, garantimos u € C’H(E).
Tampouco é dificil mostrar que v é uma subacdo para o potencial A.
Com efeito, tome um ponto (y,x) € X. Dado € > 0, escolha x € Q(A)
satisfazendo f(x) + Sa(x,7y(X)) < u(ry(x)) + €. Como

u(x) —u(1y(x)) — € < Sa(x,%) = Sa(x, 75(x)) < fa - A(y, %),
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novamente o argumento baseia-se na possibilidade de fazer € tender a zero.
O carater estrito também é herdado das subagoes Sa(x,:), x € Q(A).
De fato, fixando X € ¥, escolha ponto x/ € Q(A) tal que

. . 1
f(x) + Sa(x!,x) <u(x) + G
Determine, para cada indice j, um ponto y’/ € X% satisfazendo

SA(Xja)_() = SA(Xja Tyi ()_()) - A(yja)_() + Ba.

Seja, por conseguinte, y € X% um ponto de acumulacio da seqiiéncia {y’}.
Eis que u(7y (X)) < f(x7) + Sa(x7, 74 (X)), temos

u(rys (%)) — A(y?, %) + fa < u(x) + j

donde u(ry (%)) — A(¥,%) + Ba < u(%).

Por fim, suponha que f(X)—f(x) < Sa(x,X) para quaisquer x, X € (A4).
Dai, as desigualdades u(x) < f(x) < f(x) + Sa(x,x) vdlidas para todo
x € Q(A) implicam imediatamente v = f em Q(A). O

Uma das principais conseqiiéncias do teorema anterior é o reconheci-
mento de uma espécie de supremacia Holder para subagoes. De modo pre-
ciso, estando em mente o lema 22, segue o corolario.

Corolario 30: Suponha que ¢ : ¥ — X é um subshift de tipo finito
transitivo. Se u € C°(X) é uma subacdo para um potencial A € C?(X),
entao ulg(4) € 0-Holder.

Juntos os teoremas 27 e 29 asseguram que toda subagao estrita para
um potencial Holder é obrigatoriamente Holder. Mais ainda, estes teoremas
permitem descrever o conjunto de tais subagoes.

Teorema 31: Considere o : 3 — ¥ um subshift de tipo finito transitivo.
Seja A um potencial 6-Holder. Entao hda uma correspondéncia bijetiva e
isométrica entre o conjunto das subagoes estritas para A e o conjunto das
funcoes f € C°(Q(A)) satisfazendo f(X)—f(x) < Sa(x,X) parax,x € Q(A).

Prova:

Analisemos a correspondéncia

froup= inf 1) + Salx. )
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O teorema 29 assegura a boa definicao e a injetividade desta aplicagdo. Ja
o teorema 27 garante a sobrejetividade. Além disso, estamos diante de uma
isometria. Com efeito, se X € X, fixado € > 0, tome x € Q(A) tal que
f(x) +Sa(x,%) < up(x)+ €. Logo, verificamos

ug(X) —uyp(x) —e < g(x) = f(x) < |If = gllo-

Ao fazer e tender a zero, a arbitrariedade do ponto X e o papel simétrico das
aplicagoes f e g determinam [luy — ugllo < ||f — gllo. Porém, uyloa) = f e
uglo(ay = g implicam [[uy — ugllo = ||f = gllo- O

Teorema comparavel ao acima consta da literatura em mecanica classica.
Em [8], para um lagrangiano convexo superlinear definido em uma vari-
edade compacta, Gonzalo Contreras caracteriza as solugoes KAM fracas
da equacao de Hamilton-Jacobi em termos de seus valores em cada classe
estatica e do potencial acao de Mané.

Desde o teorema 27, somente um dos temas mirados por esta se¢ao vem
sendo abordado. Examinemos como o suporte de probabilidades maximi-
zantes contribui para enriquecer as discussoes ora conduzidas. Contamos
com um resultado preliminar.

Lema 32: Considere uma seqiiéncia {a;} C R para a qual temos

1 k
lim ka::laj—b.

k—o0
Seja R um subconjunto dos inteiros positivos satisfazendo
N S .
lim —#{jeR:j<k}>0.
k—oo k

Entao, para todo € > 0 e qualquer inteiro positivo K, existem ki,ke € R
tais que ko > k1 > K e

ko

Z aj—(kg—kl)b < €.

j=k1+1

Este lema foi utilizado por Mané em [28]. Assumindo-o tacitamente,
lograremos a seguinte proposicao.
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Proposicao 33: Suponha o : ¥ — ¥ um subshift de tipo finito tran-
sitivo e A um potencial §-Holder. Assuma ji € M 4 com jio L ergédica.
Entao 7 (supp(it)) C Q(A).

Prova:

Basta argumentar que (1o, 1)(Q2(A)) = 1. Fixe € > 0. Denotemos por
(A, €) o conjunto dos pontos x € 3 para os quais podemos encontrar um
caminho {(y%,x%),..., (y* 1, x*"1)} € P(x,x,¢€) com

k—
ZA Ba)(y?,x))| <e.
§=0

Como Q(A) = (A, 1/4), é suficiente mostrar que (fiom; 1)(Q(A,€)) =1
Tome inteiro [ > 0 suficientemente grande de modo a garantir 2\ < e.
Se supomos (fiom; ) (1 (supp(fz)) — (A, €)) > 0, somos obrigados a admitir
a existéncia de x € 7 (supp(j2)) tal que (1o 7w 1) (D; — Q(A,€)) > 0, onde
D, representa a bola aberta de raio \' centrada no ponto x.
Desta forma, considere um ponto X € 71 (supp(/t)) cumprindo

hm #{O<]<k‘ 0l (X) € Dy — Q(A,€)} > 0.

Pela proposi¢ao 25, podemos assumir que, para todo indice j > 0, ha ponto
39 € B tal que (37,09 (%)) € supp() e 09} (x) = 74, (09 (%)),

Sendo u € C%(¥) uma subacao arbitraria para A, a proposicio 24 fornece
A7, 09(%)) — Ba = u(0?71(X)) — u(c’(X)). Defina, enfim,

aj =u(0? "1 (%)) —u(d!(x)) e R={j:0’(x) € D;—Q(A,e)}.

Aplicando o lema anterior, asseguramos a existéncia de ki, ks € R, com
1 < k1 < ko, tais que

ko ko
S (A-B0F @) =] D af<e
J=k1+1 j=k1+1

Porém, uma vez que o¥1(X),0*2(X) € Dy, resulta d( 1(%), 0k (%)) < 2AL

Logo, {(3%2,0% (X)), .., (¥* 1,0+ (%))} € P(o*2(x), 0% (x),¢) obriga
k2(x) € Q(A, €), contrariando o fato de k estar em R.

Frente a este absurdo, constatamos que (ji o 7 1) (A4, €)) = 1. O
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Um comentario deve ser feito sobre a hipétese de ergodicidade assumida
na proposicao anterior. Lembrando que a adicao de uma constante nao
altera o papel desempenhado por uma subagao especifica, é importante ter
em mente o fator condicionante imposto por aquela suposicao.

Proposicao 34: Tome probabilidade i € T 4 tal que fiom; L ¢ ergédica.
Se u,u’ € C°(X) sdo subagdes para A € C°(%), entdo u —u’ é identicamente
constante em 1 (supp(fi)).

Prova:

Seja x € 71 (supp(fr)). Podemos empregar a proposicao 25 para estabe-
lecer ponto (y,X) € supp(ft) com x = 73(X). Da proposigao 24, resulta

u(X) —u(x) = —A(y, %) + fa = v/(X) — (),

de modo que (u —u')(x) = (u —u')(X) = (u — u') 0 0(x). Portanto, temos
u—u' = (u—u')oo em 7 (supp(1)). Assim, como a probabilidade ji o7 *
é ergddica, segue u — u' constante em 7 (supp(ft)). O

Retomemos as hipoteses de transitividade para a dinamica e de continui-
dade Holder para o potencial. Dado M4 (u) um conjunto de Mané qualquer,
em geral vale Q(A) C m (M4 (u)). Apenas o ordindrio consta nesta afirmacao
quando u € C(’(E) é uma subacao estrita, visto que seu respectivo conjunto
de Mané exagera ao verificar w1 (My(u)) = 2. O fato, no entanto, nao faz
excecoes. Com efeito, pelo teorema 29, toda subacdo u € C°(X) para o
potencial A se comporta em (A) como uma subagao estrita.

Em resumo, temos entao as inclusoes

U mi(supp(fr)) € Q(A) C ﬂ 71 (Mg (u)).
AEM 4 ueC0(s)
flom; ! ergédica u subagao

Em determinados casos para o modelo (X,T, Mr), dado um potencial
Holder A, sabe-se que uma probabilidade é maximizante se, e somente se, seu
suporte estd contido no conjunto dos pontos nao-errantes com respeito a A.
Isto ocorre, por exemplo, para aplicagoes expansoras do circulo (proposi¢ao
15.ii de [10]) ou para difeomorfismos de Anosov (lemas 12 e 13 de [25]).

Tal fato nos leva a questionar se, a fim de concluir que i € 1M 4, bastaria
verificar /i o ;! ergédica com 7 (supp(f1)) C Q(A). A resposta, para a
surpresa de alguns, é negativa.
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Eis o contra-exemplo. Tome A : {0,1}* — R dependendo de trés co-
ordenadas tal que A(1,1]1) > A(s, s'|s”) quando s + ' + s” < 2. Se indi-
camos por ss’ ora o ponto periédico (s,s,...,s,8,...) € X, ora o ponto
periédico (...,s,s',...,s,s") € ¥, temos 6(11.11), d(01,11) € Mo satisfazendo
d(11,11) © =0y = d(01,11) © 71 '. Nao obstante, enquanto d(11,11) ¢ uma
probabilidade maximizante, claramente d(y;,11) ¢ My.

A segunda inclusdo também inspira questionamentos. Uma indagagao
natural antepoe-se: quao irrelevante pode vir a ser um dos conjuntos com-
plementares 71 (M4 (u)) — Q(A)? A proposigao abaixo esforga-se pela busca
de uma resposta.

Proposicao 35: Seja o : X — 3 um subshift de tipo finito transitivo.
Assuma A € C?(3) um potencial ndo cohomélogo a uma constante. Tome
u € CY(X) uma subacio arbitraria para A. Entdo, para cada inteiro positivo
k, h& subacio Uy, € C°(X) cumprindo

k-1

T (Ma(U) € () o7 (w1 (Ma(w):
j=0

Mais ainda, se u for §-Holder, U, também o sera.

Prova:

Comecamos com A* = A+uom —uom o6 ! < fa.

Dados k£ > 0 e x € ¥, chamamos de caminho de tamanho k terminando
no ponto x quaisquer pontos (y°,x%),..., (y* 1, x¥1) ¢ ¥ que verifiquem
x' = x e x/t = 7;(x?) para 0 < j < k — 1. Indiquemos por Py(x) o
conjunto de tais caminhos. Repare que evidentemente

para {(y%,x°),..., (y* 1, x¥"1)} € Pp(x).
k-2

a identidade

> A(yl, o" 1 (x) =
=0
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Defina, por conseguinte, a aplicacdo W : ¥ — R colocando

k—1
1 . .
W(x) = max - E GA(y Y oI (x

)= (0051000 T e 00 ki ( >

Uma vez que a correspondéncia x — max A(y,o(x)) é #-Holder, o mesmo
Yo=20
vale para a funcao W.

Tome um ponto (y,x) € 3. Determine, em seguida, algum caminho
(5,1 (), -, (v52, 0(%)), (v, %)} € Pilo~) (x)) satisfazendo

Faga y*~! = y. Como {(y',0*2(x)),...,(y* 1, %)} € Pr_1(c" Hry(x))),
constatamos

Aly,x) + W(x) - W(ry(x)) <
1 k—1 1 k—1
< A(y"'x) + - JA(Y L oF I (x)) — = DALY o (%)) =
=0 =0
= ’ ’
1Y Al )
=0

Portanto, se pormos U, = W + k~1Sju, derivamos

ALy, )+ Ui(x) ~ Unlry () <
<

N

ou seja, U é uma subacao para o potencial A.

Falta argumentar que tal subagao cumpre o solicitado. Para tanto, raci-
ocinaremos percorrendo em sentido contrario o roteiro da construcao de Uy.
Desta forma, sendo x € 71 (M4 (Uy)), necessariamente existe um caminho
{(¥°, " 1(x)),...,(y* 1, x)} € Pp(c" 1 (x)) satisfazendo

1

N

k—1
M Ay, 0P (x)) = Ba,
j=0
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de modo a obrigar A%(y?,c*"177(x)) = B4. Em outros termos, concluimos
que o¥~17J(x) € 71 (M4(u)) para todo j € {0,..., k—1}. O

A demonstragdo acima, reconhecamos, achou inspiracdo na estratégia
empregada por Thierry Bousch [7] para a obtengdo de um lema de Mané
bilateral.

No entanto, a relevancia da proposicao 35, o leitor cauteloso concordaré,
s6 fica atestada caso apresentemos algum exemplo de subagao nao estrita.
Mantidas as hipdteses sobre a dinamica e o potencial, assuma, entao, que
U € CG(E) é uma subagao estrita. Sendo assim, suponha a existéncia de um

ponto (y°,x°) € 3 satisfazendo A(y°,x%) = max Aly,x%) e
Yo="Yq

A(yo,xo) + u(xo) — u(7y0 (XO)) < Ba

(Se a funcdo A € CY(X) ndo é cohomdloga a uma constante, o potencial
A o7 claramente cumpre esta exigéncia.) Com isto, segue que a aplicagao
U € C9(%) definida como

U(x) = 3l (x)) +ulx)] + 5 max Aly, 0(x))

é uma subacgao nao estrita para A. De fato, a fungao U nada mais é do que
a subagao Us presente na prova da proposi¢ao anterior. Ademais, note que,
para todo y € ¥* 0 (x0)?

Yy
Ay, 790 (x7)) + U(1y0(x°)) = U(ry(1y0(x°))) <
< S[AQy, 7yo (x°) + u(Tyo (x°)) — ulry (Tyo (x°)))] +

+ IR+ ulx?) — ulryo ()] < i,

—

2

ou seja, 1yo(x°) ¢ m (Ma(U)).
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