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Resumo

Neste trabalho apresentaremos a formulacao da teoria eletromagnética cldssica
em termos de espinores de duas componentes. Em particular, obteremos explicita-
mente as equagoes de onda para fotons de ambas helicidades. Para isso, primeiro
trataremos explicitamente da formulagao covariante da teoria eletromagnética cléds-
sica. Explicitaremos também o homomorfismo entre o grupo SL(2,C) e o grupo de

Lorentz restrito.

PALAVRAS-CHAVE: Espaco de Minkowski. Espinores. Equacoes de Maxwell.
Equancao de Onda.

vii



Abstract

In this work the two-component spinor formulation of the classical theory of
electromagnetic fields is presented. In particular, we obtain explicitly the wave equa-
tion for photons of both helicities. For this purpose, we present first the formulation
of the theory in Minkowski spacetime together with the homomorphism between

SL(2,C) and the restricted Lorentz group.

KEY WORDS: Minkowski space. Spinors. Maxwell equations. Wave equantion.
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Capitulo 1
Introducao

Neste trabalho apresentaremos a teoria eletromagnética cldssica em termos de
espinores de duas componentes. Dentre as motivagoes para desenvolvermos tal for-
mulagao, podemos citar o fato que formulacoes de teorias fisicas bem estabelecidas,
com base na existéncia de formalismos alternativos, podem propiciar conforto com-
putacional e simplicidade formal, além de interpretagoes fisicas antes nao-devisaveis.
A teoria eletromagnética em sua formulagao covariante [8] mostra-se "livre"de sis-
temas de referéncia, dai um dos motivos desta formulacao: obtermos equacoes de
movimento que sejam independentes de sistemas de referéncia. Este fato também
ocorre quando formulamos a teoria eletromagnética em termos de espinores de duas
componentes. Veremos ainda que as equagoes de onda para fétons surgem de modo
natural. Espinores foram introduzidos [1] na fisica teérica com o intuito de descrever
fungoes de onda de sistemas quanticos com espin. Dirac utilizou espinores de quatro
componentes para a descri¢ao de sua teoria relativistica [1]. A teoria dos espinores
em relatividade foi formalizada por Infeld e van der Waerden, entre 1929 e 1933 [1].

Uma das caracteristicas mais importantes da abordagem da teoria de Maxwell
em termos de espinores de duas componentes, é o fato que todos os seis graus de
liberdade eletromagnéticos sao localmente representados por um par de espinores
de dois indices simétricos. A um nivel clédssico, as equacoes de campo descrevem
a propagacao de campos "sem massa'"com spin +1. O bivetor eletromagnético é
responsavel por levar toda informacao a respeito dos graus de liberdade dos campos
a todos os pontos do espaco tempo. A teoria completa aparece como um sistema de
quatro equagoes diferenciais lineares complexas (oito reais) de primeira ordem para

cada uma das componentes dos campos. Em relacao a abordagem em espaco-tempo



real [2], o sistema inteiro de equagoes de campo pode ser considerado como sendo
formado por duas "metades" (Hermitianas) SL(2, C)-covariantes. A primeira metade
é constituida pelas chamadas identidades de Bianchi da teoria [2]. A segunda metade
é constituida por equagoes envolvendo derivadas apropriadas dos campos juntamente
com as fontes.

Aqui, estamos basicamente interessados em derivar a teoria eletromagnética
completa no espaco de Minkowski real M a partir de dois principios variacionais. A
idéia chave na qual repousam nossos procedimentos é olhar a primeira "metade"da
teoria como uma "teoria complementar"a qual pode ser efetivamente combinada
com a outra parte. Usaremos a forma espinorial da densidade eletromagnética
lagrangeana convencional sobre M para obter a segunda metade das equagoes de
Maxwell a partir de um dos principios variacionais. As equagoes de movimento re-
sultantes envolvem, entao, a versao espinorial da densidade Lagrangeana de Maxwell.
A agao relevante ¢ definida sobre uma subvariedade limitada de M.

Ao levar-se a cabo ambos os principios variacionais, assumimos que variagoes
arbitrarias do potencial eletromagnético se anulam sobre a fronteira da subvariedade.
Ambos os campos serao tomados como continuos sobre o fecho da subvariedade.
Veremos que as equacoes de onda para os campos e potenciais emergem como uma
consequéncia da estrutura formal das equagoes de campo.

Esta dissertacao estd organizada da seguinte maneira. No capitulo 2 apresen-
tamos a formulagao covariante da teoria eletromagnética. Este capitulo é dividido
em trés secoes. Na secao 2.1, fazemos uma descricao do espago de Minkowski real,
bem como a apresentacao do cédlculo tensorial. A secao 2.2 é destinada a apresen-
tagao da estrutura causal. Nesta secao, apresentamos o grupo de Lorentz, o qual
aparece formalmente como um conjunto de matrizes (4 x 4) que deixa a métrica
Minkowskiana invariante, descrevemos sua operacionalidade, definimos suas com-
ponentes e introduzimos o homomorfismo entre o grupo SL(2, C) e a componente
ortéerona prépria [2], sem esquecer da estrutura causal. Na Segao 2.3, apresentamos,
propriamente dito, a formulagao covariante (em espago de Minkowski real) da teoria
eletromagnética cldssica. Nela, apresentamos as equagoes de Maxwell na formulacao
tradicional e, logo apds, obtemos explicitamente as equagoes de campo a partir de
um principio variacional e das chamadas identidades de Bianchi [2]. E, de posse das
equacoes de campo, obtemos as equacoes de onda para o potencial e para os campos.

O capitulo 3 é dedicado a introdugao do calculo espinorial, e é dividido em
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seis secoes. Na secao 3.1 fazemos uma breve introducao aos espinores. Na secao
3.2, apresentamos os espinores métricos, bem como os mecanismos para "levantar'e
"abaixar"indices espinoriais. O produto interno de espinores é apresentado a seguir,
na secao 3.3. O mecanismo que nos permite escrever espinores em diferentes sis-
temas de base é apresentado na secao 3.4. Na secao 3.5 apresentamos as operagoes
bésicas com espinores. E, na secao 3.6, os simbolos de Infeld-van der Waerden sao
apresentados como "objetos conectores"entre tensores-mundo e espinores.

No capitulo 4, apresentamos a teoria eletromagnética cldssica em termos de es-
pinores de duas componentes. Este capitulo é dividido em duas se¢bes. A secao 4.1
trata das equacoes de Maxwell no R3. Nela faremos uma breve revisao de algumas
definicoes béasicas. A primeira "metade"das equacoes aparece como um conjunto de
identidades, nao como equagoes de movimento. A seguir, formulamos o principio
variacional e apresentamos as equacoes de movimento juntamente com as integrais
de carga. As equagoes de ondas eletromagnéticas sao derivadas a seguir. Na secao
4.2, introduzimos explicitamente a definicao espinorial do tensor momento-energia
eletromagnético, e, a seguir, desenvolvemos a expressao para a energia eletromag-
nética. Por fim, as integrais cineméticas covariantes sao apresentadas. Neste estdgio,
obtemos uma expressao para o vetor de Poynting.

As conclusoes sao apresentadas no capitulo 5. E, no capitulo 6, temos o apéndice
onde alguns calculos que nao foram exibidos no texto principal sao apresentados de
modo mais detalhado.

Neste trabalho adota-se o sistema de unidades natural, onde em particular
¢ = h = 1. Utilizaremos letras latinas maitsculas nao-linhadas e "linhadas"para
rotular componentes de espinores e suas respectivas complexa conjugada. Consid-
eraremos, aqui, apenas espinores conectados com objetos geométricos definidos no
espago-tempo de Minkowski real. Usaremos o simbolo "0"para representar derivada

parcial. Ao longo do trabalho apresentaremos mais notagao conforme for necessdrio.
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Capitulo 2

O Espaco de Minkowski Real

O espago de Minkowski real Ml é o ambiente fisico no qual a teoria da relatividade
especial é formulada. Topologicamente, M = R x R?, e M é equipado com um tensor

métrico covariante 7, dado por

1 0 O
0 -1
v) = = (n"). 2.1
) =10 o _1 o (") (2.1)
0o 0 0 -1
Notemos que a assinatura métrica [3, 4] usada é (+ — ——). Eventualmente pode-se

usar a assinatura métrica (— + ++), mas nesse trabalho usaremos a primeira.
Eventos em M sao representados por x*, assim usaremos indices gregos como
rotuladores, u,v,..., A =0,1,2,3 e trabalharemos com coordenadas cartesianas, de

modo que

ot = (20 2t 2? 2%), (2.2)

onde z° = c.t (c é a velocidade da luz no védcuo) é a coordenada temporal e 2! = z,
2?2 =y e 2° = 2 sdo coordenadas espaciais.
O intervalo entre dois eventos é dado por ds? = 1, dz*dx”. Este intervalo posto

de maneira explicita fica

ds* = (dz°)? — (da')? — (d2®)* — (da*)?. (2.3)
Existe n* tal que [5, 6]
1l sep=v
V=4," = , 2.4
Tl ! 0 sepu#v 24
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onde n* é o tensor métrico contravariante de M, e 0,” ¢ o chamado delta de Kro-
necker. Assim podemos notar que (1,,) = (7**).

Dispomos de mecanismos elementares para mover indices, tais como

Ty = mAI/\ = T],LLOCEO + 77;L1951 + 77/125172 + Uu3$37 (2.5)

ot = 7710\1‘)\ — nuomo + nulxl + 77“2$2 + 77“3333. (2.6)
Assim, tem-se as correspondencias

2 =xg, 2l = —11, 22 = —x,, 2% = —x3, (2.7)

ou ainda
2% =x, ¥ = -z, k=1,2,3. (2.8)

Assim, notamos que a métrica (a qual escolhemos) mantem a orientacao temporal e
inverte a espacial.

O produto escalar entre dois 4-vetores de M é expresso por

Nuwaty” = at'y,. (2.9)

Em virtude da simetria de 7,,, tem-se

Mty = 2y, = 1 eyn = 2" (2.10)

2.1 Tensores em M

Tensores sao mapeamentos multilineares. Tensores que possuem p indices su-

periores sao chamados contravariantes, assim [5-7]
Mx M x...xM— R, com p cépias de M. (2.11)

Em componentes,
TH* =2t Ry’ ®@...Q 2 (2.12)

O tensor T*"-* ¢ um tensor de valencia (a,0), e o simbolo ® denota produto tensorial.
Denotamos por M* o dual do espaco vetorial M, o conjunto de todas as funcoes

lineares reais sobre M. Entao, para um elemento de M*, temos um mapeamento
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M* x M* x ... x M* — R com b cépias. Tensores que possuem todos os indices

inferiores sao chamados tensores covariantes. Assim,
U,uzz..‘)\ 2$M®yy®...®2)\, (213)

onde Uy, € um tensor de valencia (0, b). Tensores do tipo W”V"')‘agw, que possuem
a indices superiores e b inferiores sao chamados de tensores mistos e possuem valencia
(a,b).

Operacgoes com tensores

Temos operacoes que podemos realizar com tensores, cujo resultado sao novos

tensores. Sao elas: soma, produto, contracao e substituicao indicial. Temos:

e Soma: é comutativa e estritamente para tensores de mesma valencia, sendo que

0 novo tensor possui a mesma valencia dos tensores somados. Por exemplo,

TH g A UMy g = W5 . (2.14)

e Produto: ¢ linear, distributivo com relagao a soma e nao é comutativo. O
produto de tensores leva-nos a novos tensores cujas valencias sao dadas como

a “soma'das valencias dos tensores originais. Por exemplo,
W=T@U— W25 . =T" U ., (2.15)

tal que W tem valencia (a,b) se T""* possui valencia (a,0) e U,p. ., possui

valencia (0, b).

e Contracdo: pegam tensores de valencia (a,b) e levam a tensores de valencia

(a—1,b—1). Por exemplo,

W,ul/...)\aﬁmv N WO—VH)\O(U...’}/ — VV“.AOC...’Y' (216)

e Substituicao indicial: a operacao de substituicao indicial mantem valencias e

pode ser aplicada a quaisquer indices (contraidos ou livres). Por exemplo,

WAy WPy, (2.17)

Operagoes de Simetria

14



As operagoes de simetria utilizadas na dlgebra tensorial sao chamadas de simetriza-
¢ao e antissimetrizagao. Estas operacoes atuam em estruturas indiciais, nao depen-
dendo se os indices sao covariantes ou contravariantes. Além disso, elas fornecem
configuragoes independentes do cardter geométrico dos objetos considerados.

Notagao: A operacao de simetrizagao é denotada por parénteses, e a operacao

de antissimetrizagao, por colchetes. Um tensor ¢ dito ser simétricose A,, = A,,. Um

tensor antissimétrico satisfaz B, = —B,,. Temos a seguir exemplos das operagoes:
1
A(;W) = §(A;w + Al/u)a (218)
© 1
By, = §(BW —B,,). (2.19)

Mais geralmente, temos as expansoes (que envolvem permutagoes ciclicas de n in-

dices)

|

1
A(uu...)\) - n_(Ap,y...)\ + Av,u..)\ +...+ A)\,u.-.l/)' (220)

Por exemplo, para n = 3,
1
A(Ml/)\) = g(A,uzx)\ + AV;L)\ + A,u)\u + A)\;w + A)\V,u + Azx)\,u,>- (221)
Observe que a expressao (2.20) pode ser escrita como
1
Aguny = 372G + 21 Ay + 2 A00),)- (2.22)

Assim, para um tensor simétrico com n indices, temos
1
Agu.n) = —(Auow) + Ay + o+ Argw)- (2.23)

Similarmente, para um tensor antissimétrico temos

1

B[,ul/.../\} = E(B/ux...)\ - Bl/u...)\ +.F (_1)N St B)\/L...V)? (224)

onde (—1)" controla as paridades (para antissimetria). Por exemplo, para n = 3,

1
B[;w/\] = i(B/u/)\ - B;},)\V + Bl/)\u - Bl/uz\ + B)\;UJ - B)\Vu)
1
= g(?!BM[M] — Q!By[lp\] + 2!B)\[,W]). (2.25)
Assim, para um tensor antissimétrico com n indices, temos
1 ne
Biuw.x) = = (Buy..n) = Bupuaj + -+ (=1)" Brjp.))- (2.26)
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2.2 Estrutura causal

As leis fisicas que governam o comportamento de campos e particulas sao ex-
pressas em M. Por outro lado, as leis fisicas que descrevem a natureza sao indepen-
dentes da escolha de sistemas de coordenadas: um processo fisico ocorre sem levar
em conta a escolha do sistema de coordenadas do observador [4, 7]. Consequente-
mente, a transformacao entre diferentes sistemas de referéncia, e as quantidades que
sao invariantes sobre essas transformacoes, assumem uma importancia fundamental.

Sistemas de referéncia no qual particulas livres movem-se uniformemente sao
chamadas sistemas de referéncia inerciais. Este conceito, formalmente, é o mesmo
tanto em mecénica cldssica como na teoria da relatividade especial.

Na mecénica cldssica, a correspondencia entre diferentes sistemas inerciais é ex-
pressa pelas leis de transformacao de Galileu: dois sistemas de coordenadas movendo-
se um em relacao ao outro com velocidade relativa constante sao mecénicamente
equivalentes. As leis de Newton sao formalmente as mesmas para todos os sistemas
inerciais.

Leis fisicas mais gerais (ou teorias) podem nao ser vdlidas para a classe de
sistemas galileanos. No caso da propagacao de ondas eletromagnéticas no vécuo, foi
estabelecido experimentalmente que a velocidade ¢ é a mesma para todos os sistemas
inerciais, contrariamente & regra galileana de adicao de velocidades. Do ponto de
vista tedrico, a propagacao da luz é corretamente descrita pelas equacoes de Maxwell,
as quais nao sao validas em sistemas galileanos. Matematicamente, as equacoes de
Maxwell ndo sao invariantes sob transformacoes de Galileu.

Esta dificuldade foi solucionada pela teoria da relatividade especial. As trans-
formacoes de Lorentz desenvolvidas abaixo definem uma nova classe de sistemas
inerciais para fendmenos eletromagnéticos e, por causa disto, acredita-se que as re-

lacoes de fendmenos fisicos com observadores sao as mesmas para toda fisica.

O grupo de Lorentz
O grupo de Lorentz é o conjunto de todas as matrizes (4 x 4) que satisfazem a
relacao
L'nL = n, (2.27)

com “T"” denotando transposicao matricial, o stmbolo “=" significa igual por defini¢ao,
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L% L°% L% L%
LYy LYy LYy LYy
L=(L")= 1272 g2 g2 | (2.28)
0 1 2 3
L3, L3 L3, L3
Aqui, adotamos a convengao: LT = (L,”). Assim, o grupo de Lorentz deixa 7,

invariante. Mais explicitamente, a defini¢ao (2.27) é expressa por

Nuw = L ao L7 (2.29)

Operacionalidade do grupo de Lorentz

Vamos considerar um evento visto por um observador em um referencial S e
também visto por outro observador localizado num outro referencial S’. Visto pelo
observador S, o evento possui coordenadas dadas por z*, enquanto que visto pelo
observador ', o evento possui coordenadas dada por 2’#. As duas observagoes podem

ser relacionadas por

' = LF,a". (2.30)
Explicitamente,
:LJO LOO L01 L02 L03 .CEO
x/l B Llo Lll le Ll3 J}l (2 31)
22 L20 L21 L22 ng 72 ’
$/3 L30 L31 L32 L33 1,3

O grupo de Lorentz pode ser definido como o grupo que mantém invariante
o produto escalar x* -y, = invariante. As transformacoes de Lorentz relacionam
eventos em M. Finalmente, uma transformacao de Lorentz L mapeia um espaco-

tempo em outro, preservando o produto escalar:
(Lx) - (Ly) =z -y. (2.32)

O grupo de Lorentz L possui quatro componentes, cada qual podendo ser conec-
tada no sentido que algum ponto de uma componente pode ser conectado continua-
mente & algum outro ponto de outra, mas nenhuma transformagao de Lorentz pode

conectar uma em outra. As componentes do grupo de Lorentz emergem quando

17



tomamos o determinante da equacao (2.27). Tem-se, entao, (lembrando que o deter-

minante da transposta de uma matriz ¢ igual ao determinante da matriz original)
|L|?> = (det L)? =1 = [det(L*,)]?, (2.33)

ou seja
det (L*,) = £1. (2.34)

Pondo pp = v =0 em (2.29), vem
Moo = Lo e L0, (2.35)

e, com base na Eq. (2.33), obtemos explicitamente

3

(L%)? = S (L) = 1. (2.36)

i=1

Transformacoes de Lorentz sao determinadas por seis parametros reais. Classi-
ficamos as transformacoes de Lorentz, de acordo com o sinal de L%, em dois grupos:
transformacoes ortécronas LT com L% > 0, e transformacoes anti-ortécronas L' com
L% < 0. Sob L', o sinal da componente zero de vetores tipo-tempo nao mudam: L'
mapeia uma dire¢ao temporal na mesma direcao temporal; esta componente opera
dentro de uma classe equivalente de vetores tipo-tempo. Por outro lado, L' muda
o sinal de 2° e conecta duas classes diferentes de direcoes temporais. Entao, dev-
ido a Eq. (2.34), temos quatro componentes para o grupo de Lorentz, as quais sao
caracterizadas pelo valor de det (L*,) e pelo sinal de L%. Assim, temos as quatro

possibilidades:

(L) =+1, L% = +1,
Ll tdet(L) = -1, L% = +1,
(L)=+1, L%=-1
L' :det(L) = -1, L% = —1. (2.39)

A intersecao de L' com L, fornece o grupo de Lorentz restrito LL. Por isso obtemos
as seguintes quatro componentes do grupo de Lorentz: LL, LT_, Li, L' . Estas sdo
desconectadas, isto €, dois elementos do grupo em diferentes componentes nao podem
ser conectados continuamente um com o outro.

A componente que temos particular interesse é LL. Associado com o grupo

de Lorentz Ll, estd o grupo de matrizes complexas (2 x 2) unimodulares, o qual

18



denotamos por SL(2,C). Tal associacao desempenha um papel crucial na formulagao

a ser considerada aqui (ver Capitulo 4).

O homomorfismo entre SL(2,C') e o grupo de Lorentz restrito

Discutiremos agora uma correspondéncia (um homomorfismo) [2, 8-11] entre
o grupo unimodular SL(2,C) de matrizes complexas (2 x 2) e o grupo de Lorentz
ortécrono préprio LL Isto nos permitire introduzir as entidades bdsicas chamadas
espinores. Ambos grupos sao de seis parametros, e a correspondéncia a ser discutida
¢ uma generalizagao do homomorfismo entre o grupo de rotagoes 3-D e o grupo
unimodular-unitério 2-D.

Mais precisamente, queremos mostrar que se A ¢ uma matriz unimodular (2x2),

entdo para +A corresponde uma transformagao de Lorentz L(A), tal que

+A - L(A) e L, (2.40)

e esta correspondéncia preserva a lei da multiplica¢ao (isto ¢, um homomorfismo na

linguagem matemética):

+(AB) — L(A)L(B) = L(AB). (2.41)

Assim, o homomorfismo é dois-para-um. Ambos +A e — A estao associados com
a mesma transformacao de Lorentz. Mostraremos esta importante correspondéncia
explicitamente na seguinte forma: deixe X ser qualquer matriz hermitiana (2 x 2).
Qualquer matriz (2 x 2) pode ser escrita como uma combinagao linear da identidade
e trés matrizes (2 x 2) de base. Entao, com I denotando a matriz identidade (2 x 2),

temos

(2.42)

3

0 ) ) 5 20+ 23 abt —ig?
X=zx'l4+z0,+2"0+2°03 = ,

ot +ix? 20 —x
onde os coeficientes z°, z!', 22, 2% sao nimeros reais e as matrizes de base ¢ sdo

escolhidas como as matrizes hermitianas de Pauli

(o 1) (o —i) (1 0 )
o1 = R 09 — . s O3 = . (243)
10 i 0 0 —1

Escrevendo oy = I, podemos usar a notacao concisa

X =o,2". (2.44)

19



Agora deixemos A ser uma matriz complexa unimodular arbitréria , ou seja

det A =1. (2.45)
Entao X'7 é novamente uma matriz hermitiana (2 x 2) e deve ser da forma

X' =a"o,. (2.46)

Agora det X' = det X, ou explicitamente

2 2 2 2 /2 2 12 2
% — ot -2 -2 =2 -2t -2 (2.47)

Por isso, a matriz transformacao X'’ induz a transformacao nos coeficientes z*, que
é uma transformacao de Lorentz L(A)x’ = L(A)z. Para encontra-la explicitamente,
notemos que

Ltavo, = Azto, AT = 2t Ao, AT, (2.48)
ou comparando os coeficientes de x*

"o, = Ao, A" (2.49)

Para obter L*,, multiplicamos ambos os lados com o, e tomamos o trago, o que
nos leva a
1 1
[L(A)*, = §tT’(O'MAO'VAT) = §tr(J“A0VAT). (2.50)
Esta é a correspondéncia desejada. Claramente as matrizes A e —A geram a mesma
L(A)~,.

Estrutura causal
Cada M possui uma magnitude de x*. O espago-tempo é dividido em trés cones

abertos conectados e, de acordo com a terminologia das Refs. [12, 13], temos:
2"z, >0, com 2° = 0
2"z, =0, com 2° = 0 (2.51)
atr, <0,

0

No primeiro caso de (2.51), se z” > 0, temos um vetor tipo-tempo futuro, que

corresponde a regiao I’ na figura (1). Se z°

< 0 teremos um vetor tipo-tempo
passado, e este corresponde a regiao I”. No segundo caso de (2.51), temos um vetor
tipo luz (ou vetor nulo) com uma classificacao causal (futuro e passado) que é a
mesma de antes. No terceiro caso de (2.51) temos um vetor tipo espago que, na

figura (1), correspondem as regices 1" e I1".
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vetor tipo-tempe futuro

wetor tipo-luz futuro

&vetar tipo-tempo passado

Fig. 01 Cone de Luz - O'Donnell; P, Introduction to 2-Spinor in General Relativity
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2.3 Formulagao covariante do eletromagnetismo

As equagos de Maxwell na formulacao tradicional

As equacoes de Maxwell para campos elétrico Ee magnético B produzidos por

uma dada densidade de carga p e uma densidade de corrente J sdo 6, 14]

ﬁE_::pa
VxB-—=
P T
. . 0B
VxE+=— =0
% +8t ’
V-B=0. (2.52)

Estas equagoes podem ser escritas numa formulacao covariante a partir do

principio variacional Minkowskiano.

Principio Variacional Minkowskiano

A partir do principio variacional Minkowskiano podemos obter as equagoes
dinamicas de Maxwell, ou seja as equagoes que envolvem fontes, na sua formulacao
covariante. A vantagem de se escrever as equagoes de Maxwell na formulagao covari-
ante é que obtém-se equacoes “livres de sistemas de referéncia”

O principio variacional é dado por [3]:

5 / Ld'z =0, (2.53)
Q

onde L é a densidade lagrangeana que é dada por:
1

L — EFNVFMV + Auj’u, (254)

onde F),, ¢ o tensor eletromagnético. Este tensor “carrega” informacao a respeito do

campo elétrico E e do campo magnético B , de acordo com [5]

0 E FE, F;
~E, 0 -B; B
F,, = ! L (2.55)
~E, By 0 -B

—E3s —By DB 0

Podemos relacionar o tensor eletromagnético com o 4-potencial (1é-se quadri-

potencial) A, o qual traz informagao [14] a respeito do potencial eletrostético ¢ e do
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potencial magnético A, de modo que A* = (A%, A!, A2, A3) = (¢, A), onde fica claro
que A = ¢ e Al = A comi=1,2,3 O termo J* na equacdo (2.54) ¢ chamado 4-
corrente e estd relacionado com a densidade de carga p e com a densidade de corrente
7, de modo que J* = (j°, %, j2,7%) = (p, j) onde vemos que j° = p e ji = j. Temos
ainda a relagao [3] entre o tensor eletromagnético F,, e o 4-potencial A4,
F.=0,A, —0,A,. (2.56)
Substituindo (2.54) em (2.53) obtemos
1
5 / (— F F™ + A, J")d'z = 0, (2.57)
onde
1
dz = qicmAeda Adz¥ A da* A da?, (2.58)
¢é o elemento de 4-volume e

+1 para p=0, v=1, A=2, 0=3
gHAT = 0 se qualquer dois indices forem iguais (2.59)
—1 para qualquer permutagao impar u # v

é o simbolo de Levi-Civita [6,7]. Sabendo que § comuta com a integral, vem

/ [ia(FWFW) +6(A,JM)d s = 0. (2.60)
q 167

Como J* nao sente a atuacao de d, devemos ter 6.J* = 0 e, temos ainda

0[Fly F*] = 6F,, F* + F,, 0 F* = 2F"GF,,. (2.61)

Substituindo (2.61) em (2.60) obtemos

1
/ [—(2F"§F,,) + J'§A,)d 'z = 0. (2.62)
Agora, substituindo o tensor eletromagnético (2.56) na equacdo acima, resulta
1
/Q [gF’““é(@uA,, —8,A,) + J'A,)d = 0. (2.63)

Com ¢ atuando nos termos dentro dos parenteses, lembrando ainda que § comuta

com 0, obtemos

1 1
/Q (8—F“”8M5A1, - 8—7TF“”81,5AM + JHSA)d e = 0. (2.64)

™
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Permutando p e v no primeiro termo de (2.64), e lembrando que o tensor eletromag-

nético (2.56) é antissimétrico, ou seja, F** = —F"" obtemos
/ (—iFWa SA, — Fmo,5A, + JU5A )d*z =0 (2.65)
q 8m R 8 v a ' ’

Agrupando os termos adequadamente, vem

1
/Q (" 0,84, + JU5A,)d's = 0. (2.66)

Integrando por partes a primeira destas integrais, obtemos!

1 1 1
/ ——F“”é?yéAMd‘lx = — —F“”éAud?’:vV + = / 5AN6VF’“’d4x, (2.67)
Q T Ja

m o 4m
onde 02 denota a fronteira de €2. A integral de fronteira de (2.67) pode ser negli-
genciada pois 04, = 0 sobre 9€). Assim,

1 1
/ F"9,0A,d'r = — / §A,0,F*d*x. (2.68)
Q 4T Jo

4n

Substituindo (2.68) em (2.66) e pondo 0A,, em evidéncia

1
/Q (E&,FW + J“) §A,d'r = 0. (2.69)

De acordo com o principio de acao mfnima, as variagoes 0 A, sao arbitrdrias e entao

os coeficientes dos 0 A, devem ser nulos [3]. Assim

0, F" = —4xJ” (2.70)

que é a equagao que inicialmente buscdvamos. A equagao (2.70) estd relacionada com
as duas primeiras equagoes (2.52), nos fornecendo entao quatro equagoes numéricas, e
demonstrando vividamente a economia da notacao de tensores. A titulo de exemplo,
no apéndice Al é mostrado explicitamente como obtemos as duas primeiras equagoes
(2.52) a partir da equagao (2.70).

A partir do tensor eletromagnético, eq (2.56), podemos obter as duas ultimas

equacoes (2.52) na sua formulacao covariante

O Foy = 0, (2.71)

LA expressdo para d°z, serd mostrada explicitamente mais tarde (ver Segdao 1 do capitulo 4).
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que é equivalente a
0, F™ =0, (2.72)

onde F** & o tensor de Maxwell dual, dado por

1
Fr — ggﬂWFM. (2.73)

As equagoes (2.70) e (2.71) sao as equagbes de Maxwell na forma covariante ou
forma manifestamente invariante, pois as equagoes sao explicitamente invariante sob
transformacao de Lorentz.

Da equacdo (2.70) com auxilio de (2.56) podemos ainda obter a equacdo de

onda para o potencial da maneira como segue

0, (0" AY — OV AF) = 4nJ", (2.74)
0A" — 0"0,A" = 4nJ”, (2.75)
onde 9,0" = I ¢ o operador D’Alembertiano e 9, comuta com 9. Temos o calibre
de Lorentz
0 = -
0, A" =5+ V- A=0. (2.76)

Entao, obtemos a equacao de onda que buscdvamos
OAY = 4nJ”. (2.77)

Agora, aplicando o operador D’Alembertiano na equacao (2.56) obtemos a equagao

de onda para os campos.

OF,, = 0,04, — 0,04, (2.78)
onde usamos o fato que [J comuta com dy ou seja, [[J, 9,] = 0, resulta

OF,, =4n(0,J, — 0,J,), (2.79)
que pode ser melhor organizado e escrita como

OF,, = 8791, (2.80)

a qual envolve o rotacional covariante de J,. Assim, a equagao (2.77) é a equagao

de onda para o potencial e a equagao (2.80) é a equagao de onda para os campos.
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Capitulo 3
Calculo Espinorial

nsiderarem r j métri A m inor vari-
Consideraremos agora objetos geométricos, , chamados “espinores” cova

antes, os quais sao definidos sobre um espaco complexo bi-dimensional C? - espaco
de espin, identificado com o espaco de representacao de Ll, que é o espaco onde

SL(2,C) opera. Tais objetos obedecem a lei de transformacao [9]
V= sa"Yp, A, B=1,2. (3.1)
A matriz de transformagao s,® € SL(2,C), tal que a inversa de (3.1) é

Ya = SZIB'(M%’ (32)

onde

SABSBIC = (5AC, (33)

e 04 é o delta de Kronecker espinorial nao-linhado.

3.1 Espinor métrico

Ao introduzirmos uma “métrica” no espacgo de espin estabelecemos um mecan-
ismo que nos permite relacionar componentes covariantes de espinores com suas
correspondentes componentes contravariantes, ou vice-versa.

Escolhemos um espinor métrico que seja invariante sob transformacoes de espin
unimodulares [10]. Somente espinores antissimétricos sao invariantes sob SL(2,C).
Entao selecionamos um € que seja antissimétrico e invariante. O espinor métrico €4p

ou (EAB ) atua no espago de espinores C2. Assim temos o espinor métrico covariante
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[10]

€4p = €ap (invariante),

€ap = —€pa (antissimétrico). (3.4)

Temos para o espinor métrico contravariante as mesmas exigéncias, ou seja, invari-

ancia sob SL(2,C) e antissimetria.

€48 = A8 (invariante),

(AB _ _ BA

(antissimétrico), (3.5)

juntamente com as versoes linhadas de (3.4) e (3.5).
As equagdes (3.4 e 3.5) fornecem-nos dispositivos com os quais podemos levantar

e abaixar indices de espinores. Assim, para o espinor métrico covariante temos [13]

EMean =&, (3.6)
e
A enn =g (3.7)
Alguns exemplos,
&p=E"ean, nz =n"Vean. (3.8)

De modo semelhante para a forma contravariante do espinor métrico, temos [10]

ePerp =6, (3.9)
e
NP = (3.10)
Por exemplo,
¢ =B ' = NPy (3.11)

De posse da propriedade de antissimetria do espinor métrico covariante podemos

escrever a equagao (3.8) como segue

!

{p = —epal’, np = —epae”, (3.12)

e, de modo semelhante, da antissimetria do espinor métrico contravariante, podemos

escrever a equagao (3.11) da forma a seguir

’ 1Al

¢t = =L, Y = —np e (3.13)
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O espinor métrico covariante pode ser representado de forma canonica [3, 13]
0 1
(€aB) = ( 10 ) = (earmr), (3.14)

e de modo semelhante escrevemos o tensor métrico contravariante na forma canoénica

AB\ __ 0 1 _ €A’B'
(e >—(_10)—< ) (3.15)

Daqui em diante, denotaremos por S e S* os espagos de espinores contravariantes e

covariantes, respectivamente.

3.2 O produto interno

Ao introduzir o conceito de espinor métrico obtivemos um mecanismo que nos
permitiu introduzir o conceito de produto interno de espinores. Define-se o produto
interno dos espinores ¢ e (* pertencentes respectivamente a S e S* pela seguinte

forma bilinear nao-hermitiana

v(1, ¢*) = e PypCeca (3.16)

Usando-se a primeira equacao em (3.8) e (3.11) conclui-se que o produto interno é
definido por uma aplicacao que associa os espinores ¥, (* a um nimero complexo,
isto & [10]

V{1, C*) = $ACa, (3.17)

que satisfaz as seguintes propriedades:

a) Invariancia sob SL(2, C)

V(' ") = v, ). (3.18)

b) Bilinearidade
v(v, aC” + BEY) = av(v, )+ Br(y, &), (3.19)
v(ANY + 7, ) = A, ) +v(e, ), (3.19b)

sendo «, [, A, 7 nimeros complexos arbitrarios.
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V¢ = —e"“Yoeap(? = “eappel”, (3.20a)
= —6“pc(? = =M. (3.20Db)

Esta tltima propriedade permite-nos escrever

d)
V@b? C*> = _I/(Ca w*) (321)

3.3 Transformacoes lineares

Assim como tensores, espinores também podem ser escritos em diferentes sis-
temas de base, realizando transformagoes lineares de suas componentes, isto é, efetuando-
se transformacgoes de espin. A transformacao de Lorentz que restitui o referencial
minkowskiano original deve ser correspondida por uma transformacao de espin que
restitui as componentes espinoriais originais. Uma transformacao de espin em S
induz uma transformacao de espin em S*. A conexao entre duas transformagoes é

feita através da operacionalidade de SL(2,C'). Assim,

A A B
¢4 =s"pE”7,

My =nps " a. (3.22)

O produto interno dos espinores da (3.22) leva-nos a

&y = EMna. (3.23)

3.4 Operacoes basicas com espinores

Pode-se realizar védrias operacoes com espinores, cujo resultado é um novo es-
pinor. Sao elas [10]: adi¢do, multiplicacao espinorial, substitui¢ao indicial, conju-
gacgao espinorial, contragao e multiplicagao de espinores por nimeros complexos.

Adigao

A operacao de adicao envolve espinores de mesma estrutura indicial, cujo resul-
tado ¢ um novo espinor com a mesma estrutura indicial dos espinores somados. Por

exemplo,
AB'CD AB'CD AB'CD
é_ E'F'G + X E'FIG — < E'F'G- (324)
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Multiplicagao Espinorial
A multiplicagao espinorial é definida de modo que o resultado é um espinor
cujas componentes possuem estrutura indicial obtida por acoplamento das estruturas

indiciais das componentes dos espinores multiplicados. Por exemplo,

AC E A C'E
pp =&BXD (3.25)
Substitui¢ao Indicial
A operagao de substituicao indicial entre espinores consiste em substituir alguns
(ou todos) dos simbolos indiciais por outros de mesma natureza que sejam diferentes

dos sfmbolos eventualmente remanescentes. Por exemplo,
AB' LB’
o — 7 mrp (3.26)

Conjugacao Espinorial

Para incorporar vetores-mundo!, é necessdrio incluir uma operacao de conju-
gacdo complexa. Considere um elemento ¢* de S. Pelo fato de S ser um espaco
vetorial sobre um corpo complexo C nao implica que o complexo conjugado de )%
¢ também um elemento de S. Realmente nao é [12]. O complexo conjugado de um
elemento de S deve pertencer a um espaco vetorial inteiramente novo. A operacao
de conjugacao de espinores é definida pelo seguinte mecanismo para as componentes
de um espinor [10]

Xy u'v’ Uv X'y’
A T —>( T Al (3.27)

Podemos observar que o niimero de indices covariantes nao linhados é igual ao niimero
de indices covariantes linhados e que o nimero de indices contravariantes linhados
¢ igual ao nimero de indices contravariantes linhados. Uma dupla aplicagao da
conjugacao complexa a um espinor restaura a configuragao original.

Contracao

A operagao de contragao é realizada quando se iguala um indice contravariante
a um indice covariante do mesmo tipo (linhados ou nao-linhados). O resultado é um
gAB’

espinor de valéncia diferente da original. Por exemplo no espinor pE igualamos

os indices £’ e B’, assim realizando a operagao de contracao

¢ o= x"p. (3.28)

!vetores-mundo e tensores-mundo sdo vetores e tensores que atuam no espaco de Minkowski
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Multiplicagao de Espinores por Nimeros Complexos
A operacao de multiplicacao de um dado espinor por um certo niimero complexo
tem, por resultado, um espinor cujas componentes sao obtidas multiplicando-se o

nimero complexo pelas correspondentes componentes do espinor dado. Por exemplo

X" Ax°
_ , 3.29
X! ] [ Ax! ] (329

3.5 Conexoes entre tensores-mundo e espinores

A

Muitas equacoes tensoriais da relatividade especial possuem uma forma muito
simples e elegante se escrita na forma de equagoes espinoriais, além do fato que com-
plicagoes, inerentes na manipulacao de tensores-mundo, sao notavelmente reduzidas.

A conexao entre tensores-mundo e espinores é obtida por meio dos simbolos de
Infeld-van der Waerden [2, 10, 15], denotados por JuAA,. Estes simbolos representam
quatro matrizes Hermitianas 2 x 2, isto é, as trés matrizes espin de Pauli e a matriz

unidade além do fator 2-2. Explicitamente [2, 10, 16]

ary_ 1100 Cawy_ L]0
(UO >_\/§_01]a (1 ) \/511017

aay L | 0 UAA’:L 10
(") = = _iO], (05 ﬂlo _1]. (3.30)

’ , .
Podemos notar que 0,44" transforma-se como vetor-mundo sobre o indice x e como

A

. L, . o, ol . .
um tensor de espin sobre os indices AA’. Declarar que 0,*?" ¢ Hermitiano significa

5,48 =g, (3.31)

onde, por definic¢ao,
5,48 =o,45. (3.32)

A relacao entre os simbolos de Infeld-van der Waerden e o tensor métrico 1, é
expressa por

AA' _ BB
Nuw = €apearp o, 0,77 (3.33)

tal que, introduzindo as equagoes

UMAAIUVAAI = (S#V, (334)
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! !

G“AA/UMBB = EABEA/B y (335)

podemos mostrar que a (3.33) é equivalente a

Nuw0" an 0" ppr = €apearp. (3.36)

i ~
BB estabelecem a conexao entre as componentes dos

Entao, as quantidades o 44 e 7,
objetos correspondentes. Assim, um vetor de componentes z* definido no sistema de
coordenadas cartesianas retangulares no espago-tempo minkowskiano corresponde a

AA

. / . ~ .
um espinor de componentes x| 0s quais sao relacionados tal como segue

!’

ot = oty gt (3.37)
A forma covariante da equagao (3.37) é dada por
T, = O'MAA,I‘AA/. (338)

As inversas das equagoes (3.37) e (3.38) sdo escritas como

AN _ AN __Ax
™ =0, wpn =0, 2 (3.39)

~ ~ /
Se z# (ou x,) sao componentes de um vetor real entao zA4

(ou z44/) sd0 com-
ponentes de um espinor hermitiano; isto é garantido pelo fato que as matrizes o*,
de componentes 0/ 44 sao hermitianas, bem como as matrizes o, de componetes
O'MAA/. A extensao desta regra é estabelecida efetuando-se produtos tensoriais do

espaco-tempo de Minkowski. Assim, tem-se a seguinte associagao

THA — b o g . 0 oo TAN BB CC" (3.40)
cuja forma covariante é dada por

Ur = 0,240,806, Uswpp. cor (3.41)

As inversas das equagoes (3.40) e (3.41) sao escritas como

AA'BB’..CC' _ AA" _ BB’ cc’ VoA
T o o coLo\T T TR

=0, .

Uawpp..cor =" aa0"pp ... 0" ccrUs . (3.42)
O deslocamento de indices tipo espago-tempo (ou do tipo espinor) é realizado pela
atuagao do tensor métrico (ou do espinor métrico). Por exemplo

BC

v ' AA! AB_A'CY
ot qnr = n"0,7" epaccrar, 0,77 = e’ e (3.43)
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Capitulo 4

Formulacao Espinorial da Teoria
de Maxwell

4.1 A primeira “metade” como identidades

Deixemos 7 ser um subconjunto aberto conectado de M. Para o bivetor eletro-

magnético (covariante) sobre 7, temos a expressao [2]
FAA’BB’(:E) :28[AA’(I)BB’](ZE)7 (41)

onde ®pp () é um potencial eletromagnético hermitiano, d44 denota o operador
derivada parcial 9/90z44" e os colchetes denotam antisimetrizacio sobre os pares de
indices. Sabendo que F),,(x) é um bivetor, ou seja, ¢ um tensor antissimétrico de
segunda ordem,

Fu(2) = ~Fyy(a), (4.2)

e, pela correspondéncia estabelecida na subsecao 3.6, pode-se escrever
FAA’BB’<x) = _FBB’AA’(x)- (43)

Da antissimetria do bivetor eletromagnético vem

Faapp(v) = %[FAA’BB’(x) — Fppaa(x)], (4.4)
tal que, somando e subtraindo o termo Fg4 ap/, vem
Faapp(7) = %[FAA’BB’(I) + Fparap ()
— Fpaap (%) — Fppraa ()], (4.5)
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que organizando melhor leva-nos a
Fanpp (v) = Z[Faasp (x) — Fparap (v)]

+

N — o —

[Fpaap (v) — Fppraa(x)].

(4.6)

Da equagao (4.6) podemos ver que a primeira parcela no lado direito é antissimétrica

nos indices A e B e simétrica nos indices A/ e B/, enquanto que a segunda parcela no

lado direito é antissimétrica nos indices A/ e B/ simétrica nos indices A e B. Agora,

usando a relac@o simbdlica [2]

§paB — &ppa = fDCC’YAB,

no lado direito da equagao (4.6), obtemos

Fanpp (x) — Fparap (z) = eapFo® ap (),

e
Fpuwap (z) — Fepan(z) = Fpac'® (2)eap.

Substituindo (4.8) e (4.9) em (4.6)

1 c 1 o

Fanpp(z) = §€ABFC ap(z) + §FBAC’ (x)earp,

e definindo

_ 1.

¢A/B'(SU) = §FC A’B’(x>7

1 .

pap(x) = §FBAC'C (z),

encontramos

Fanpp (7)) = ¢pap(v)earn + eapdap (z).

(4.7)

(4.10)

(4.11)

(4.12)

(4.13)

Os campos espinoriais conjugados que participam em (4.13) sdo chamados espinores

eletromagnéticos [2]. Aqui eles sdo vistos como dependentes na medida em que os

(seis) graus de liberdade levados pela teoria sdo descritos por um ou outro deles

em qualquer z* € 7 [17]. A sua simetria produz

Ph(z) = 0= ¢ ().
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A relacao entre os campos e o potencial pode ser imediatamente estabelecida

por “transvecting”!' ambos (4.1) e (4.13) com e*?" e ¢AP. Entdo aplicando pela

direita 4’5" na (4.13) obtemos

Faapp(2)e*? = expdap(@)e® + eapdarp (2)e?'?. (4.15)
Da antissimetria de €'’ vem
—Fanpp (2)e® Y = —cape® ¥ dap(x) — eape® Y dap (2), (4.16)

tal que, contraindo com B’, resulta

!/

Fanp™ (2) = ex™ dap(@) + eapdiy (2). (4.17)
Sabendo que €44 = 2 e usando a equacio (4.14) somos levados a
FAA/BA,<I') = 2¢AB({L‘) (418)

A equagao (4.1) pode ser escrita da seguinte forma

Faapp(7) = 0anPpp (v) — OppPaa (), (4.19)
tal que
e"P Faapp () = 040 ®h (2) + Opa @3 (2), (4.20)
ou
Faanp™ (2) = 0400} (2) + 0pp @K (2). (4.21)

Agora, no segundo termo a direita na equagao (4.21) fazemos a substituigao indicial

Al por B/, para obter
Fanp™ () = 0aa®3 (v) + Oap®] (). (4.22)

Na equagao (4.22) podemos notar a simetria nos indices A e B. Entdo podemos

escrever

Fanp™ (2) = 2004 %) (2). (4.23)

Igualando (4.18) e (4.23), obtemos

QSAB(ZE) == 8A/(A<I)§')(:r) (424)

! Transvecting: Acoplar com contracdes
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Um procedimento semelhante ao que deu origem a (4.24) leva-nos &
Q_SA’B’ (ZL‘) = aA(A/q)é/) (LU) (425)

Asidentidades (4.24) e (4.25) tomam uma forma simples se adotarmos a seguinte

relagao de calibre de Lorentz [17]
Owa® () =0, s @y (z) = 0. (4.26)
Com efeito,

20wa®3) () = Dara®f () = Darp® (2) = 0,

De (4.24) podemos escrever
dap(x) = %aAqu)g' (x) + %OA/BCIDﬁ'(x). (4.28)
Entao, substituindo (4.27) em (4.28) obtemos
Gap(r) = 00 a®y (2), (4.29)
e de modo semelhante para
g (1) = Dpp P (), (4.30)

restituindo as Eqgs. (4.24) e (4.25).
A primeira metade da teoria consiste de (4.29) e (4.30) junto com as equagoes

de campo que surgem de um célculo direto
a[qu](:E) = 8[“&}1%] = 8[[M8V}<I>ﬂ =0. (4.31)

O procedimento que nos leva de (4.31) a equagdo abaixo pode ser encontrado no
apéndice A2
0" F,(x)=0, (4.32)
com *F,,(x) sendo o bivetor eletromagnético dual que é representado por [2]
*FAA/BB/(I‘) = Z [EABQEA’B’CL‘) — EA’B’QbAB(x)] . (433)
De (4.32) usando a correspondéncia estabelecida na se¢ao 3.6 obtemos
8AA/*

Fuapp(x) =0, (4.34)
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tal que com a substituicao de (4.33) fica
10 [eapdap (x) — expdan(z)] =0, (4.35)

O dap(x) = 0 dap(), (4.36)

e com €2 atuando pela direita, vem

05 darp ()€’ = O3 ap(x)e, (4.37)
Op " Pap(x) = Opdap(x)e”, (4.38)
M Pap(x) = 0505 (2). (4.39)

Agora com €5'“" atuando pela direita na equacio (4.39), temos

0" oap ()" = O e 9 (w), (4.40)
0795 () = 01V 95 (). (4.41)
Fazendo a substitui¢ao indicial C' por B e C7 por B/ em (4.40) e (4.41), resulta
0" PGl () = 047 o (), (4.42)
tal que, apds algumas substituicoes indiciais, encontramos
0P g () = 017 i (), (4.43)

que é a equacao de campo acima referida. Estas (equacdo 4.43) sao as identidades
de Bianchi da teoria. Elas formam um sistema de 4 equacoes diferenciais parciais

lineares complexas de primeira ordem.

Principio variacional

Construiremos agora o principio variacional o qual produz as equagoes de movi-
mento para a teoria inteira. Primeiro construiremos a acao para a segunda metade
[17].

A forma 2-espinor da densidade Lagrangeana eletromagnética convencional com-

pleta ¢ escrita explicitamente como [17]

Ly = 8%[¢AB($)¢AB($) + Gap (2)™ 7 ()] + Y (1) P an (). (4.44)
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Nesta expressao, o 4-vetor j44'(z) é a densidade de corrente eletromagnética (real)
que representa o papel de uma fonte para o campo e potencial. Podemos reescrever
(4.44) como

LY = Liire + Lint, (4.45)

onde Ly ¢ a parte livre de L] que carrega o termo conjugado bilinear envolvendo
o campo, e L;,; representa a parte de interagao que aparece simplesmente como o
produto interno de ®,(z) como j#(x). Agora, usando (4.24) e (4.25) como dado
abaixo

(bAB — aB/(AcI)B)B” (EA/B’ — aB(A’q)B’)B7 (446)

produzimos a expressao

Llivre = [aA’(A(I)g/) (aB’(A(I)B)BI) + 8A(A'(I)g/) (aB(A/(I)B,)B)]. (447)

1
8T
A agao formal para esta segunda “metade” é entao

S[LA = / Lifd*a, (4.48)

enquanto o principio dindmico é
SS[LA =6 / Lid'z =0, (4.49)
onde d*x = ﬁsuwgdaﬂ‘ Adx’ A dz? A dz® é um elemento do 4-volume de 7 com

€,u~s sendo o simbolo de Levi-Civita e o simbolo A denota o produto exterior. Para

introduzir a densidade Lagrangeana explicita para a primeira metade, é 1til definir
Llivre - Lesq + Ldi’/‘) (450)

onde L.y, € Lg;, se referem respectivamente as helicidades dos fétons (f6tons, gi-
rando no sentido convencional de mao esquerda e no sentido de méao direita). Estas

quantidade podem ser reescritas como

1
Lesq = 8_€AC€BD¢AB¢CD7 (451)
m
e
1 I ! ! ! = -
Lair = gEA P pupdop. (4.52)

A densidade Lagrangeana para a outra metade é escolhida como
Lﬁj = i(Lesq - Ldir)u (453)
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com o correspondente principio variacional sendo

§S[LA,] =6 / LY,d*s = 0. (4.54)

T

Assumimos que todas as quantidades ocorrendo nas densidades Lagrangeanas
anteriores sao continuas e suaves em 7. Quando a declaracao variacional é calculada,
a densidade de corrente é mantida fixa enquanto variacoes arbitrdrias do potencial
sdo tomadas nulas sobre a fronteira 97 de 7 (tal como antes). Quando desnvolvemos
os principios, também assumimos que a J-variacao (local) novamente comuta com o
d-operador [17].

Equagoes de movimento e integrais de carga

No que segue [17], veremos primeiro que a prescri¢ao variacional bdsica dada
antes habilita-nos a expressar a teoria completa como equacoes de movimento car-
regando a densidade Lagrangeana (4.45) e (4.53). Mostraremos ainda como nossa
prescricao pode tornar-se ainda mais sustentdvel através de procedimentos para
derivar a segunda metade das equacoes de campo. O procedimento envolvendo a
primeira "metade"de fato, parece ser essencialmente o mesmo como o referido acima.
Por esta razao, escreveremos abaixo as correspondentes equagoes de movimento sem
trabalhar explicitamente o correspondente principio (4.54). Subsequentemente as
integrais de carga da teoria serao exibidas.

As expressoes (4.44) e (4.45) junto com (4.24) e (4.25) sugerem transcrever
(4.49) como *

aLeSq A’ 8Ldr”~ A
———— 040D =0 0D%,
/T(&ZMB(?C) w405 7) Oparp () ¢ ()
aLz‘mﬁ A
— D pu d*r = 0. 4.55
+(9<I>AA/(:C) aar(x))d'x (4.55)

Devido a simetria dos campos, podemos abandonar a simetrizacao em torno dos

parénteses de (4.55) sem qualquer perda na generalidade. Entao

aLesq A’ aLd“n A
—————— 0409 + ———0440D%,
| Gt b (a) + 5 Db (0
aLz‘mﬁ 4
+a(I)AA/([IJ) (SCI)AA/(ZC))d z = 0. (456)

2Tal procedimento pode ser encontrado no apéndice.
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Separando a expressao acima em trés integrais, escrevemos

aLesq A’ 4 aLd“n A 74
— 2 02 0®% (2)d*x+ | —————— 040 0P5,d"x
/Tad)AB(a:) wad®s (DTt | B 0avoPs
aLint 4
+ | —————6D 44 (x)d* 2 = 0. 4.57
| 5560 an(a) (457

Realizaremos integracoes por parte, separadamente, em cada uma das duas primeiras
integrais da expressao (4.57). Comecgaremos pela primeira, a qual denotaremos por
I.

oL
I = — O 40D d*
- Oap(x) 5 (@)
8Lesq A’ / Al aLesq 4
— — 0P Brys— | 6B O d*x 4.58
/aT a¢AB(ilU) B(z) raa T B(x) AA3¢AB( ) ( )

Fazendo a substituicdo ®4 (z) = e ®¢p(2) na segunda integral do lado direito de
(4.58) produz

OLesqy 4
Opap(z) e (4.59)

e estd atuando somente em ® g podemos escrever

L , ’ !
[ / 0 esq 5<I>A ( )d3$A/A _ /66A C (I)C/B([L')aA/A
or 00ap(x) T

’ !’
sabendo que § comuta com €4'¢

(4.59) com a alteragdo na segunda integral da maneira como é dado abaixo

Les ! el Les
I = / 0 1 5@‘4 ( )d3$A'A — /EA ¢ GA/AQ(SCDC/B( )d4l' (460)
0 T

- 0bap(z) O ap(x)
Da antissimetria do espinor métrico e4'¢" = —&'A’
aL ! 1 Al aL
I= 5 (z)dPx a0 +/eCAa A 5B (z)d e, 4.61
o B0aa(a) 0 AT [T OGPt (46
com €“’4" atuando aqui em 944 produz
oL , , OL
I= 58 (v)dPrara + / 0§ —=4 5<1> p(x)d . 4.62
or 09ap(T) aa 4 0pap(x o5(®) (4.62)

Fazendo a substituicao indicial C7 por A/ na segunda integral do lado direito de
(4.62)

oL / , OL
I = ——L 50 () d w4 + / 04 ——1-6® yrp(x)d . 4.63
 Doun(r) AA X Boun (1) aB(7) (4.63)
Permutando A com B, e lembrando da simetria de ¢pap(x) = ¢pa(z), vem
oL , , OL
I= 5P (x)dPwara + / — 5<1> (z)d*=. 4.64
or 0045() AF ] 6y ) 460



Um procedimento semelhante ao que foi feito para obter-se (4.64) empregamos
para obter a segunda integral da expressao (4.57), a qual denotamos por II, produz

a expressao abaixo

I = M&@A,(m)d?’lﬂf,&l —+ /6®A/A(x)8‘4,
57 8¢A’B’($) T

Agora, substituindo (4.64) e (4.65) em (4.57) obtemos

L ’ ! Les
/ &(5@% (a:)d31:A/A—|—/8A 0 1 5(I)AA’( )d4ﬂf+
19}

8Ldir

4
Doms (@) d*x. (4.65)

r 0bap(x) P 9¢ap(x)
aLdir A 3 / aLdir 4
54 (2)Praa+ [ 0P aa(x)0h ———dra+
o D () DTt [ OPaaln)On 5l
0Ly
" §Dyu(x)d = 4.
T (1) (x)d*z =0, (4.66)

que, melhor organizada fica

L : Lair
/ < OLesq 5O (2 )+_a—d)5c1>g,(x)> P+

8¢AB( ) 8¢A/B/ (ZL‘
014 esq 814/ ° dir + int ) 5P A ur d4 _ 0’ 4.67

onde d3x A4 € o elemento espinor da 3-hipersuperficie de drea de 07 associada com
d®z,. A primeira integral que aparece em (4.67) é calculada sobre as superficies de
limitagao. Os limites de integracao em relagao as coordenadas estao no infinito, onde
o campo se anula. Para os limites temporais de integracgao, isto é, para os instantes
inicial e final, a variacao dos potenciais é nula, pois de acordo com o principio de acao
minima, os potenciais sdo conhecidos nesses instantes [3]. Entao a primeira integral
de (4.67) é nula. Colocando 6P 44 em evidéncia na integral que sobra obtemos
, OL OLg; oL;
/ (aA a¢A;(q ) 104, aGBA/:Ex) + aqm;(tx)) 5P pu(z)d*z = 0. (4.68)

De acordo com o principio da agdo minima, as variagoes d® 44/ () sao arbitrarias

e entao os coeficientes dos 0P 44/ (z) devem ser nulos, assim obtemos a equacao de
movimento 5L oL 5L

G el B, Sl L el LI} 4.69

B aQbAB([E) B 8¢A/B/(l‘) aq)AA/($> ( )
Com o uso de (4.51) e (4.52) e também com Ly, = JA' (2)® 44/ (2) na equagio (4.69)

obtemos

0

1,4/

55 chB( )[chB( )¢ (2)] + aB'&bA/—B/()MA'B'(xM ()]
0 /
+ m [JAA ($)(I)AA/($)} = 0. (470)
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Por Leibniz encontramos [18]

0 AB — 94CD (4
m[¢AB($)¢ (x)} = 207" (1), (4.71)

e de modo semelhante para seu conjugado. Assim, podemos escrever (4.69) como
1 ! 1 — Al R/ !
05 (2077 (2)) + —05/(20" 7 (2)) + T4 (2) = 0. (4.72)
AT AT
Com mais alguns calculos® chegamos a
OPA pa(x) + 0P ¢ () = dmJ A (2). (4.73)
Das identidades de Bianchi (4.43) a expressao (4.73) torna-se
OPA pa () = 2m T (2), (4.74)

e de maneira semelhante para seu conjugado entao obtemos as equagoes de campo
invariantes

OPA oA () = 2n T () = 04 oih (). (4.75)

A teoria completa sobre T consiste das equagoes que obtivemos pela combinacao
de (4.43) com (4.73). Na auséncia de fontes (J,(z) = 0) a propagagao dos campos
parece, entretanto, ser governada pelas equagoes de campo livre sem massa para spin
+1.

OB () = 0 = 048 o (). (4.76)

As equagoes (4.75) e (4.76) sao as equagoes de Maxwell na forma espinorial.
Deduziremos agora uma expressao 2-espinor para a integral de carga total car-
regada por j*(x). Para isto consideramos uma hipersuperficie tipo-espago ¥ em M,
dada por
Y={a"eT|f(x)=0 com (0"f(x))0,f(x)> 0} (4.77)

De fato, nao é estritamente necessdrio assumir aqui que X seja a fronteira de 7. Em
vez disto, o ponto crucial no que diz respeito a nosso propdsito imediato é supor
mais adiante que a funcao f(x) e sua derivada primeira sejam continuas sobre 3,
tal que (4.77) pode ser considerada como uma defini¢do de uma subvariedade nao-

singular tri-dimensional de M com uma fronteira bidimensional suave 0¥ C 7 [17]. A

3Ver apéndice.
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carga total das fontes pode ser expressa em termos da derivada covariante do bivetor

eletromagnético por

1

Q] = Gy / 0 F"™ (2)e poda™ A dx A da”. (4.78)

Explicitamente,

1 1
Q] = Ar [/2 8“FN0(55)560123CZ$1 Adx? A dx?

1

— / 8#F“1 (I)§€1230d$2 A dx® A da®
E .
1

+ / 0NF“2(33)562301da:3 A dx® A dxt
E .

1
— / 8HF“3(13)§63012da:0 VAN dﬂ?l VAN d$2:| . (479)
2 .

Agora executando algumas integracoes em cada uma das integrais da expressao (4.79)

4 e usando a relacao do tensor-mundo eletromagnético dual

1

“F(z) = §5W,AFW(@, (4.80)
chegamos a expressao
Q5] = ﬁ /aE “Fo(2)da A da, (4.81)
a qual combinamos com (4.33)
Qs = % /8 [eandu () = cxmoan(e)]da™ £ do™, (4.82)

e encontramos

1 ,
Q] = —dm [ ¢f(x)dvy Adoh.
2m %

Usando (4.13) podemos reescrever (4.78) como
QY] = ijm / OPY oA (2)dx) A daacr A dat),
= —%e / OPA o (x)da®, (4.83)
onde a segunda igualdade é devido a identidade de Bianchi (4.43)

Equacoes de onda

Ymaiores detalhes estdao no apéndice.
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A teoria eletromagnética, como anteriormente formulada, d4 origem a um sis-
tema de equagdes de onda em 7. Quatro destas equagoes envolvem P44/ (x) com
jaar(z) e sdo consideradas como equivalentes a segunda “metade"da teoria. Real-
mente, eles constituem a equacao de onda convencional para o potencial que pode
em particular tomar a condigdo de calibre de Lorentz [17]. As outras equagoes en-
volvem os campos junto com uma derivada da densidade de corrente. Serd visto que
o enunciado explicito da conservagao da carga volta a ser uma consequéncia imediata
do 1ltimo conjunto de equagoes sempre que as propriedades de simetria dos campos
forem efetivamente levadas em conta.

Vamos considerar a equagao (4.24) com 94, operando em ambos os lados

8é/¢AB(a:) = aé/aA/(Aq)gl) (:C) (4.84)
Fazendo uso da relagao
A/ A/ 1
8A/A<I>B (l’) = 8A/(A<I>B)(x) + 56,43/\(%), (485)
obtemos X
aé/¢AB($) = aé/aA/A(I)g/(l') — §8é/€ABA<£U), (486)
ou ainda
A A Al 1
8C/¢AB($) = 00,8A/A<I>B (x) — 580/3/\(56). (487)
Usando o desdobramento [17]
1
8é/8AA/ = 8@,,80/),4 —+ 8[%,8,4/],4 = §6A/C/D, (488)
obtemos . .
8£,¢A3(x) = §€A/C/D(I)g/(l’) — 58@/3/\(1‘), (489)

tal que, com ®per () = B4 (2)eacr na equacio acima, vem

205 dap(x) = OPper(z) — Oerp(), (4.90)
onde O = 0,0", e A(x) = 0,27(z) = 0. Usando (4.75) somos levados a

O® 4 (z) = dnJaa(x) + OaaA(x), (4.91)

de onde, na auséncia de fontes, ®44/(z) satisfaz a equacao de onda P44/ () =

8AA/A(I>.
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Para deduzir a equacao de onda envolvendo campos, adotaremos um proced-
imento similar ao que produziu (4.91)°, mas fazendo uso de qualquer uma das
equacoes (4.75). Neste caso trabalharemos com o lado esquerdo da equagao de campo.

Com efeito
OB i (2) = 2m T (x), (4.92)

com J4¢ operando na equagao acima
Drc (aBA’qsg(x)) — e (szAA’ @)) . (4.93)

Substituindo ¢4 (x) = egpdPA(x), vem

Do (aBA’eBDgstA(x)) — Owo (%JAA’(J:)) : (4.94)
tal que, lembrando que ¢4? é simétrico, obtemos
Oy (ag’quD(x)) — e (27TJAA/ (:17)) : (4.95)
e
8A/08§'¢AB(95) = 27T8A/0JAA/(SC), (496)
onde efetuamos algumas substitui¢oes indiciais. A partir das expressoes acima (4.88),
obtemos .
QECBDMB(Q;) = 2100 J M (), (4.97)
cop0¢" () = 4mdac I (2). (4.98)

Agora, na Eq. (4.98), escrevemos JA4' (1) = ¢4’ J4, ()

ccp09"? () = drdxc (7 i (x)) (4.99)
ecp¢*P (z) = 4mdB Jh (x), (4.100)
Cod(x) = 4nd5 T4 (x), (4.101)

tal que, com uma substituicao indicial adequada e algumas manipulagoes, obtemos
Ooa(z) = 404 JS (z). (4.102)
Aplicando, pela direira, €4p nos dois lados da expressao acima, vem

D¢DC<$) = 47raDC/ng($)- (4103)

Sver apéndice.
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Finalmente, com algumas substitui¢oes indiciais adequadas obtemos
Ogap(x) = 4mdan Jh (2). (4.104)

Em adicao, através de um procedimento semelhante ao que foi empregado para obter
(4.104), encontramos
DQEA’B’(:E) = 47TaAA/J§/(I'). (4105)

As equagoes (4.104) e (4.105) sao as equagoes de onda para os campos.
Uma consequéncia importante da teoria é o fato que ela dé origem a conservacao
da carga. Podemos ver isso fazendo uso da equacdo (4.14). Assim, com ¢4 atuando

pela direita nos dois lados de (4.104)
Ooap(x)eP = dndnjs (x)eP4, (4.106)
D¢ (x) = 4mdan i (z), (4.107)
e de maneira semelhante para (4.105), de modo que
D¢ () = O¢h (2) = 0 = dndan ™ (), (4.108)

que envolve a equagao que acima nos referimos.

A divergencia nula de j#(z) é equivalente a qualquer uma das equagoes
Oaiaipy (x) =0, Oaarjp(x) = 0. (4.109)

Sabendo que 0y Aaj;f/ = O A@%' + OM/[A@%/ e considerando as equagoes (4.109),

conclui-se que as equagoes (4.104) e (4.105) podem ser reescritas como
O ap(x) = 470xajm(r), Doap(x) = 470w jf(x). (4.110)

O enunciado do principio de conservacao de carga envolvida em (4.108) também
pode ser estabelecido como identidades triviais carregando os seguintes operadores

diferenciais conjugados anti-simétricos

1

.AB = (9A,[A8§] = §€ABD7 (4111&)
1

.A’B’ = 814[14/814/} = §EA/B/D. (4.111b)

Com efeito, de (4.108) com algumas substitui¢oes indiciais, temos

1Al

DGAB¢BA<$> == DGA/B/gBB A

!

(2) = 4md 0 (), (4.112)
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eap P4 () = €4 p 0P () = 4mdpu j*4 (2), (4.113)
tal que usando as equagoes (4.111a e 4.111b), vem
oM, 30" (1) = 2M 0" P (2) = 470, 5" (x), (4.114)
W 50"" (2) = Wapd™? () = 270,5" (2), (4.115)
onde 0,j"(z) = 0aaj* (z). Na auséncia de fontes as equagdes (4.110) ficam
O¢ap(r) =0, Opap(x) = 0. (4.116)

Sob estas circunstancias (auséncia de fonte) cada componente dos campos satisfaz
as equagoes de onda homogéneas ordindrias. Este resultado é equivalente ao fato de

que os campos livres satisfazem as equagoes (4.76).

4.2 O tensor momento-energia eletromagnético

Derivaremos agora a expressao de Penrose [2]para o tensor momento-energia
eletromagnética [17]. A idéia aqui é comegar com uma expressao definida 2-espinor
para o tensor ao invés de transcrever sua forma convencional em termos de 2-
espinores. A construcao das integrais para o momento angular dos campos serd

realizada de uma maneira direta pelo uso da expressdo para 1), ().

A expressao de Penrose

Nossa relacao inicial para algum x® € 7 é escrita como

Taapp () = €ap€arp Lijvre

aLlivre
— 20144 Pocr 4.117
[AA CC](x)ﬁ[ﬁBBICI)CC/ (l’)] ) ( )
tal que, com o uso de (4.1) e (4.13), podemos reescrever (4.117) como
Tanwpp = €apéarp Liivre
n 8Llivre
— (€arcr o) =—mm—— - 4.118
(eacrdac + eacdacr) 5T Doy ( )

Na expressao acima, trabalharemos melhor o termo envolvendo a derivada de Lj;,e.

Para isso, faremos uso da expressao (4.47). Assim, obtemos

aLlivre 1

A[OPB D ()] = ar <€B’Cl¢g($> +e5995, ($)> . (4.119)
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Substituindo (4.119) em (4.118) leva-nos a

Taa BB = €ABEA' B Liipre
1

CAr [(EA'C’¢AC +eachaer) (ep ¢ () + echbg:(x))] : (4.120)

Trabalhando melhor os termos dentro dos colchetes

Taapp () = €apeap Lijre
1

— E [€A/C/¢A0(ZL')€B/C’¢g(IL’) + eAngA’C’(x)GB’Clgbg(m)

+ e pac(x)ep 95 (x) + eacdacr ($)630¢§(I)] : (4.121)

Observando que no lado direito dentro do colchetes da equacao acima, o primeiro
termo pode ser escrito como € : g AC¢>§ e o segundo termo como —qﬁgec A, € de modo

semelhante para o terceiro e quarto termos, apds algumas manipulacoes obtemos

TanBp ($) = €AB€a B Lijyre + E 2¢AB(I)€5A/B' ($)
— carpac ()0 (x) GABGZ;A/C'(@@%(?F)] : (4.122)
A equagao (4.50) junto com (4.51) e (4.52), quando substituida na equagao acima,
leva-nos a
1 el / -
Taapp(T) = g ABEA D [¢CD($)¢CD($) + ¢ (x)dorpr (CU)]
1 > - o
—|— E |:2¢AB¢A’B’ — 6A’B’¢AC¢§ — 6AB¢A’C’¢g/:| . (4123)

De modo mais explicito
1 - el /
Tyapp (r) = o [EABEA’B’QbCD(x)QbCD(x) + eapean dorp (v) 7" (575)}
1 O c y (ol
+ o 204948 — €arpPACPE — €ABOAC' PR |- (4.124)
Agora usando a relacao [17]
CD(.y _ C (Y c
€apep ()07 (x) = 2¢cia() g (7) = 2040 (7)P5(2), (4.125)

48



e seu conjugado obtemos

TAA’BB’(x) = %EA/B’ (2¢A0(x)¢g(x))

+ s (20a0 (@05(0) + 5-6a8(0)um (2)

8
1 1 - —
- EGA’B’¢AC(x)¢g<$) — ycapdac (@) B (), (4.126)

o primeiro e o quarto termos a direita em (4.126) se cancelam, bem como o segundo

e quinto termos, restando apenas o terceiro termo, que consequentemente produz

1

Tanpp (z) = %QbAB(«T)QZA’B’ (). (4.127)

A equagao (4.127) é a versao de Penrose de T}, ().
aAA’

Da expressao de Penrose (4.127), com atuando pela esquerda,

! 1 !/ -
I Tawpp = %aAA (papdanp), (4.128)

se usarmos a regra de Leibniz [18§]

/ 1 / —
aAA TAA/BB/<LIZ') = % |:8AA ¢AB(x)¢A’B’(x)
+ (ZﬁABaAAI(%A’B’ ($>] ) (4.129)
€ esCrevermos
GaB = €acdG € dap = oDy, (4.130)
/ 1 / -
O Tawpp(2) = 5 0™ (eacd§ (@) ()

+ papd (eAf(yc?S%? (az))} : (4.131)

no primeiro termo no lado direito permutando A com C' e no segundo termo a direita

permutando A/ com C/

! 1 ! -
O Ty () = o |07 ccadip(@)arm ()

2
+ $ap(1)04C o bl (@] , (4.132)
obtemos
O T (1) = o [0 630w (1) + an(@)0dFH()] . (4133
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Agora, escrevendo

04 =0YPepa, 04 =0"epa, (4.134)
: 1w _
o4 Tanpp (z) = Y. o4 BGBA¢§($)¢A'B' (z)
+ dap ()04 e a o (:c)] , (4.135)

e usando a equagao de campo (4.75) na expressao acima

/ ]_ . i - . !
8AA TAA’BB’(x) = % (GAB27TJAA (ZL’)gbA/B/(:E) + gbAB(ZL’)EA/B/QT(']AA (l‘)) y (4136)

com algumas manipulagoes

0" Tawpp (x) = ji (2)dap (2) + ji ()¢an(x), (4.137)

. , . v . ’
e com um arbitrdrio, mas hermitiano ¢#% € 7 operando em ambos os lados da

equagao acima, obtemos
EBB AN Ty () = EPP 8 (2)parp () + €85 A (1) dap(2). (4.138)

Lembrando que
2Re(z) = 2 + Z, (4.139)

com isso

PP M Ty wpp () = 2Re (533/]’%‘/ ($)¢AB(5E)> > (4.140)

e na auséncia de fontes a equagao (4.137) produz a equacao da divergéncia
N Tawpp (z) =0, (4.141)
que parece concordar com o fato que nossa expressao para 1), (z) nao envolve fontes.

Expressao para a energia eletromagnética

Antes de introduzirmos as integrais explicitas para a energia dos campos, re-
alizaremos a computacao da expressao 2-espinor associada com T%(z). Esta dltima
quantidade parece ser idéntica a densidade de energia carregada pelo campo. Fare-
mos uso das matrizes espin que estabelece a correspondéncia entre tensores em M e

espinores em C?, conforme apresentado na segao (3.6).
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A densidade de energia dos campos é definida sobre 7 por

T%(2) = Tin(x) = 03 o™ Tasom(v)
= ot o Gan(0) G (0), (1.142)

usando (0§'") tal como dado na secio 3.6, vem

Too(x) = Too(x) = %[ o OOI%O( )QEO'O'( ) + 0’00/0(1)1/<Z501($)<50'1'(13)
+ Ollggolgbl()(x)q_sl’()’( ) + 0'01/0'31/¢11<I)§51/1’ (l’)i|, (4143)

onde os termos para oY e ofP com A # A’ ¢ B # B’ anularam-se. Calculando

com %, resulta

TP (z) = Too(x) = i [|¢oo($)|2 + [ (z) > + 2|¢01($)|2}, (4.144)

a qual é positivo-definida sobre 7.

Para ver que a equagao (4.144) é idéntica a expressao elementar para a densidade
de energia eletromagnética, é conveniente assumir que 7 = T x V, com T sendo um
subespaco uni-dimensional de R e V uma subvariedade tridimensional de R3. Neste
estdgio, o fecho de V é ainda tomado como compacto tanto quanto para garantir
a correspondéncia com um adequado volume no R?® com uma fronteira dV suave.
Podemos entao calcular as relacoes relevantes pelo uso do campo complexo 3-vetor

de Penrose (com x° = t) [17]
C(t,7) = E(t,7) —iB(t,7), teT, ZTeV, (4.145)

onde E(t, &) e B(t,7) sio os campos elétrico e magnético respectivamente [2]. Deve
ser observado que as componentes dentro de M = R x R? devem ser desconectadas
de tal modo que a componente R3 agora carrega a usual assinatura métrica (+ + +)
ao invés de (- - -). As relagoes explicitas entre as (trés) componentes independentes

de pap(x) e as de C(t, T), sdo assim supridas por [17]

doo(x) = 3[C1(t, T) — iCa(t, 7)),
(/501(1’) = —%Cs(t7f) = ¢10($)7 (4-146>
gbn (27) = %[Cl (t, f) + ZOQ(t, f)]

De acordo com [£|? = &€, a equacdo (4.146) pode ser escrita como segue

Too(t,7) = 1 (Guo(@) oy (2) + bua(2)vw(e) + o (@)dow(a)) . (4147
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Novamente, de (4.143) podemos expressar, também (4.48), como dado abaixo

|b00(2) [ = oo ()P0 (z) = 3 [C3(t, T) + C3(t, Z)],
|01 (2)]> = dor(x)dor () = 3C3(t, T) = |pro(x) %, (4.148)
(@) = on(@)du(z) = L[C2E,7) + C(t, 7))
Substituindo (4.148) em (4.147) leva-nos a
Too(t, &) = % (CY+C5+C3). (4.149)

Agora substituimos (4.145) em (4.149), e com o uso de (4.143) finalmente obtemos

a expressao para a densidade de energia eletromagnética
[Ez(t, 7) + B(t, :E)] , (4.150)

onde

B*(t, %) = Bi(t,%) + B3(t,%) + B3(t, 7). (4.151)
Portanto a energia eletromagnética em T, armazenada em V, é dada por

0= 3 [ [omla) + on()F + 24oum(@)] . (1.152)

a qual envolve o 3-volume sobre V
d*r = dx' A da® A da®. (4.153)

A integral de energia (4.152) nao é covariante. Para escrever uma expressao
manifestamente covariante, devemos supor que 3 C 7 (ver (4.77)). A integral para

a energia eletromagnética na sua forma covariante é entao dada por

clz] = o / 0P G () B (2)d e (4.154)

onde d®>z 44/ é o elemento espinorial da 3-hipersuperficie drea de ¥ (ver (4.67)). No
integrando de (4.154), as componentes podem ser escritas explicitamente de modo a

produzir a expressao

=22 [ {[on@P + ou)] o
+ [l¢oo(@)* + |01 () P] @11/
— 2Re [¢00<£L’)50/1/(1’) -+ ¢01($)51/1/ (CE)} dgl‘lol}, (4.155)
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a qual é, com x° =const, reduzida a (4.154) quando tomamos ¥ = V. Para estab-
elecer isto, realizamos as computagoes explicitamente. De (4.154) e usando alguns

resultados obtidos na se¢@o (3.6) tais como

ot =, 0" (4.156a)
al‘:‘A' = e BB ol ., (4.156Db)

e ainda com d*z 4 = oy ,,d*x,,, obtemos

1 , —
e[X] = o / o8B o (1) (1) e nyda’ A da* A da’. (4.157)
TJw
Apés algumas manipulacoes, vem

1 ! - Al
e[X] = Py /z ooP i (x) () [0 preorazda’ A da? A da?

+ 0'114A/€1230d1'0 N d.Iz VAN d.ﬁlﬁg + 0'12414/623016&%0 VAN dl‘l VAN dl’g

+ O-iAle.gOlexO N d[El AN dlEﬂ s (4158)
a qual torna-se
2m

— 00 da® A da? A da® + 0% da® A dat A da?
— 0% 4dz® Ada' A da?). (4.159)

elX] = —/ o8B pa(x) i () [0 udat A da® A da?
s

0

Entao, com x” =constante, e usando equacao (4.142), conclui-se a equacao (4.154) é

reduzida a

e(t) = / Too(z)dx' A da® A da®. (4.160)
v

Integrais cinemadticas covariantes

Veremos nesta subse¢ao que a integral envolvida na expressao (4.154) pode ser
identificada com a componente temporal do quadri-vetor momento-energia da teoria.
Assim, buscaremos uma expressao covariante para o quadri-vetor momento-energia

eletromagético. Para isso faremos uso da expressao [§]
pr= / TH &3y, (4.161)
)

Novamente usando os objetos conectores da segao (3.6), podemos escrever a equagao

acima como segue

ol ™3] = /E ot oy TP (Y Broen, (4.162)
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tal que lembrando ainda que 035,0{¢" = ¢ 56" p, obtemos
P[] = / TAYBE By pp. (4.163)
)

Abaixando indices da equacao (4.163), apds substituir Prpp = egpegpddzPP e

fazer algumas manipulagoes, obtemos
pan[Z] = / Tanppd®z5?. (4.164)
)
Assim, usando a expressdo de Penrose (4.127), resulta
panls] = 5o [ oanl@)owm (). (1.165)
tal que apds efetuar-se alguns movimentos indiciais, vem
panls) = 5= [ K@@ dace. (4.1660

Agora, com as substituicoes indiciais C' por B e C7 por B/ finalmente obtemos a

expressao covariante para o quadri-vetor momento-energia eletromagnético
1 —
panls) = 5 [ GR@ @) n. (1167)
b

A componente temporal po[¥] = 0§ paa[X] = p°[¥] identica-se com (4.154),

enquanto que as componentes espaciais p*[3] = —pg[3], sdo expressas como
P[E] = ok ], (4.169a)

1 - Al R/

PIE = 5 [ Ahas @5 @ (4.169b)
b

Sempre que % é "identificado"com V (ver (4.160)), a covaridncia do integrando de

(4.169b) ¢é perdida. Sob estas circunstancias podemos proceder a derivagao explicita

de p*[¥] utilizando-se da expressao acima, tal que

1 \' B!
Pl = _ﬂ/ ot () AP @)UgB'd%u
b
1

= To- /E 04" (@) () [0 prepryda’ A dat A da”]. (4.170)

0

Pondo (4.170) de modo explicito e lembrando que z” =constante, obtemos

1 _
pF[t] = 5 / o w0 (2)pA B (2) [0 pdxt A dz® A da?]. (4.171)
T Jy
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Tendo em vista a escolha métrica que fizemos (2.1), a substituicao ¢*8(z) = —pAe“?

e seu conjugado complexo, fornece
pr[t] = — / ok 10§ i () %ﬁ (z)dx' A d2® A da?, (4.172)
Y

tal que permutando A com C, A/ com C’ e em seguida fazendo-se a substituicao

indicial de C' por B e C'7 por B/, vem

1 , -,
P = 5 [ ot obpoeli @, (4.173)
Finalmente, obtemos
pr(t) = /V To(z)dPz, (4.174)
onde
1 / D
Ty(z) = gaé‘ Y ohpoh(@)oh (v), (4.175)

a qual é a expressdo convencional (ndo-covariante) definida para o momento linear
carregado pelo campo.

Procederemos agora a derivagao das expressoes 2-espinoriais para as densidades
T%(x). Para isso, escrevemos a expressao (4.177) de modo explicito com auxilio de
(3.30)

1 ! B’ / -/
Ty (@) = 5-0bp 00" &0 (€)6y () + 00" 1 ()1 (v)]

= Lok [O )5 (@) + P (@) (o). (4.176)

Para k = 1, tem-se

73(5) = Lob [0 @8 (0) + 68058 ()], (a1

tal que, aplicando 7;; em ambos os lados, resulta

2 —p .y
T3 a)ms = b [6 )58 (@) + P (2)58 )]

V2

Tor() = 2= 0vpm [68 (0)38 (2) + 08 ()58 (2)]. (4.178)

!

Agora substituindo o155 = epcepcrot®
T _ Q CC'[ B . \IB B{.\TB' 4179
oi(x) = 4 EBCEBCIOy (90 (2)¢y () + &7 (2)er ()], (4.179)
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e atuando com ego e seu complexo conjugado nos termos dentro do colchetes da

equagao (4.179), leva-nos a

Tor(z) = 4[0_100 [pco(2)dero () + por () dernr ()] (4.180)

De modo explicito, lembrando que de acordo com (3.30) os termos para C' = C” se

anulam, sobrando apenas

ﬁ[ 01’ <¢00( Yoo () + ¢01(x)§51,1,(x))

+ U%O, <¢10($)§E0'0’($) + ¢11($)Q30'1' (x)ﬂ . (4.181)

Tgl(l‘)

Com mais algumas manipulagoes somos levados a

Toy(z) = i [%1(@(@_50'0'(%) + by (I)) + dor1(7) (¢00(I) + ¢11(x))} , (4.182)

tal que lembrando de (4.139), podemos reescrever a expressao 4.182 como

Tor(x) = %%e [%1 (2) (Boror (z) + &1/11(@)} : (4.183)
Em adicéio, procedendo de modo semelhante com k = 2 e k = 3, obtem-se
Ton(a) = ~T3 () = 5~ Re{boa () B (2) + G ()]},
Tyo(r) = ~T3(x) = 5-Tm{dow () 60 (x) — doo()]}
Tos(2) = ~T3(r) = 1-{oml@)” — lou (@)}, (1184)

As expressoes para T¢(x) como dadas explicitamente acima podem ser vistas
como as componentes no R? do vetor de Poynting P*(¢, Z). Isto pode ser prontamente
estabelecido substituindo (4.148) em (4.184)%. Assim

_ 1

P(t,x):47TE( 7) x B(t, T). (4.185)

Consequentemente, obtemos a seguinte integral para a poténcia eletromagnética

atravessando 0V em um ¢ € T [17]:

II(t) = / P*(t,7)dSy = / V' (t, &)d’z, (4.186)
ov \%

onde dS; é um elemento de superficie bidimensional de 0V em um Z.

6ver apéndice.

o6



Para construirmos a estrutura covariante do momento angular, temos que fazer

uso de algumas expressoes encontradas em [8]
Ly = xupy — 2D, (4.187)

Com efeito, substituindo em (4.187) a expressao

pul¥] E/T;wdgwy, (4.188)
b
obtemos
L% = / z, T ada™ — / x, Tada?, (4.189)
b b
a qual pode ser reescrita como
LX) =2 /2 v Topda™. (4.190)

Aplicando (3.30) em ambos os lados da expressao acima
o 0hp L[] = 2/ oy Tpnda?, (4.191)
2

e substituindo d®z* = aéc,d?’xccl dentro de

O-ZA/O-EB’L/JV[E] == 2/EO-i;A/U%B/I[MTI/])\Uéc/ng‘CC/, (4.192)
encontramos
Lawpp[Z] =2 / 2aa Tepicod® s, (4.193)
=

onde os colhetes denotam antisimetrizacao sobre os pares de indices, tal como antes.

Sabendo que o tensor momento angular L,, ¢ um bivetor, podemos escrever

1
Laapp[¥] = 2 (LAA’BB’ [X] = Lppraa [ED (4.194)

Entao, somando e subtraindo Lapp /2]

1
LAA’BB’[E] = é(LAA’BB’[E] + LABB’A’[Z] - LABB’A’[E] - LBB’AA’[E])a (4195)

e rearranjando termos, vem

1 1
Laxss[S] = 5 ( Lawss|S] — Lagsa [2]) +5 (LABB,A, %] — Lppan [z]). (4.196)
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Podemos ver que o primeiro termo no lado direito de (4.198) é simétrico nos indices
A, B e antissimétrico nos indices A’, B’, enquanto que o segundo termo é simétrico

nos indices A’, B’ e antissimétrico nos indices A, B. Usando a relagao [2]

2U(4p = Vap — Upa = 4V, (4.197)
obtemos
LAA’BB’[Z] :OZABEA’B’—‘[_@A’B’EAB- (4198)
onde
1 / 1
aAB = QLABM’M , C_YA/B/ = §LB/A/MM. (4199)

Entao, podemos escrever a expressao (4.199) na forma integral, conforme dado abaixo
Laapp[E] = / (eaprttapco () + eapfiapoc () &z (4.200)
by

Podemos ainda obter a densidade de momento angular conjugada através de um

procedimento semelhante ao que deu origem as expressoes (4.24) e (4.25). Para isso,

A'B’

aplicaremos € na expressao (4.193), tal que

Lawpp[S]e? = [/ zanTppeodz® _/wBB/TAA'CC/dngC, e (4.201)
> >

Entao, substituindo a expressao de Penrose (4.127) na expressao acima, vem

1

P Laxpp (Y] = %(/ Tandpo(r)pper(x)eV B d®xC
>

— / 2 Pac(r)pac (x)eV P a9, (4.202)
)
a qual, apds algumas manipulacoes, nos leva a

Lanpp[Se? = —% [IM'Aéf)BC(J?)(IB%/ (x) + zarppac(x) o (x)] &Pz
>
(4.203)

Notando a simetria nos indices A e B, podemos reescrever a expressao acima
/ ! ]_ - ’ !
LAA’BB’ [E]GA B — —; / xM’(A¢B)C(x)¢% (a:)d?’xcc . (4204)
b

Agora, fazemos €45 atuar na expressao

’

Laasp [E]EAIB, = / [EA'B//LABCC'@)EA v GABﬂA’B’CC’(x)EA,B/ d3xcc” (4.205)
by
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tal que
Laiypp [Z]EA,B/ = — /z: |:€A/A,/LABCC/ () — eABuﬁ:CC,} d32°°". (4.206)
Pelas condigoes de simetria ,uﬁicc, =0, e também devido a e4*" = 2, encontramos
Laapp [E]GA/B/ = —2/ PJABCC’(CU)dngC/- (4207)
b

Por fim, igualando (4.26) e (4.207)

! 1 - ! !
—2/ /LABCC/([IZ')dSI’CC = —; / xM’(A¢B)C’($)¢AC/{ ($)d3$oo s (4208)
b b
e aplicando d®z°“" em ambos os lados, finalmente obtemos
1 —
papccr (r) = %$M/(A¢B)C($)¢% (z) = papyco (o). (4.209)

Adotando um procedimento semelhante, obtemos

1 _
farpcc (T) = %xM(A’QSB’)C’ (2)¢¢ (x) = figarprocr (2). (4.210)

As propriedades de simetria destas densidades p podem ser consideradas como

equivalentes as relagoes de traco e-espinor. Assim, temos

A AB
Haccr = € HBaccr
00 01 10 11
= € logoccr + € ocer + € orcer + €7 oo

= pioccr — porcer = 0, (4.211)

De maneira semelhante, obtemos

Wace () = 0 = iy (@), (4.212)
a qual realmente parece ser equivalente a propriedade de bivetor

M2 8] = 0. (4.213)
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Capitulo 5
Conclusoes

As equacgoes que descrevem fendmenos naturais devem ser independentes de sis-
temas de referéncia. A teoria eletromagnética cldssica, na sua formulagao tradicional
(na forma vetorial), é dependente de um sistema de referéncia, dai a necessidade da
formulacao covariante da teoria eletromagnética classica em termos do potencial A,
e do campo F),,. Esta formulacao, em termos de tensores, ¢ "livre"de sistemas de
referéncia. O mesmo ocorre na formulacao espinorial.

A representacao espinorial do grupo de Lorentz, em termos de espinores de
duas componentes, é mais fundamenteal no sentido que as representacoes vetoriais e
tensoriais podem ser construidas pela combinacio destes objetos. E af que repousa
a importancia da representacao da teoria eletromagnética em termos de espinores de
duas componentes.

Um dos grandes triunfos da formulagao espinorial da teoria eletromagnética é o
fato de que funcoes de onda para fétons surgem naturalmente. A estética envolvida
na representacao espinorial das equagoes de campo, bem como o conforto computa-
cional e a abrangéncia de tratamento sao outros pontos relevantes do formalismo.
Porém, continuamos com oito equagoes numéricas de Maxwell, lembrando que na
formulagao vetorial da teoria temos duas equagoes numeéricas mais duas vetoriais, as

quais totalizam as oito equacoes mencionadas.
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Apéndice

Aqui, mostramos com mais detalhes alguns dos calculos apresentados ao longo

da dissertacao.

Apéndice A1l
Mostraremos aqui, que as duas primeiras equagoes (2.52) podem ser

obtidas a partir da formulagao covariante

Temos equagao (2.70) escrita da maneira como segue

oMF,, =4nJ,. (5.1)
Com p = 0,1,2,3 obtemos
O Fy, + 0'Fyy + 0*Fy, + 0P Fy, = 41, (5.2)
Para a primeira equagao (2.52) tomamos v = 0

O Fog + O Fyg + 0*Fyy + 0 F39 = 41y, (5.3)

=

De acordo com (2.55) e com J* = (p,J) podemos escrever a equagao acima como
segue
(91E1 + 82E2 + 83E3 == 47Tp, (54)

que pode ser escrito como

OE, OE, OF.
=4 .
o oy * 0z P (5:5)

- - 0G, 0G oG, - - .
lembrando que V - G = + =24 , entao a equacao acima fica
ox Jy 0z

—

V- E = 4mp. (5.6)
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Agora, para a segunda equagao (2.52) partimos de (5.2) comecando com v = 1

obtemos

80F01 + 81F11 + 82F21 + 83F31 = 47TJ1. (57)
Um raciocinio semelhante ao que deu origem a equagao (5.4) leva-nos a equagao
abaixo OE iy .
= = Y = 4rJ, 5.8
o oy 02w (58)
de maneira semalhante para v = 2
oE, 0B, 0B,
— =4nJ, 5.9
at "o ox v (5.9)
cv=? OE. 0B, OB
Y2 —AnJ,. 5.0
ot ox Jy m (5.0)
Agora, somamos as equagoes (5.8), (5.9) e (5.0) e encontramos
0 0B, OB 0B, 0B
v Eq; B Ez . z Y z T
gp(Eot Byt H( oy © 8z>+<8x 8z)+
0B, 0B,
- =dn(J, + J, + J.), 5.11
(8x+8y> m(Jo + Jy + J2) (5.11)
que com o auxilio do rotacional
- oG, 0G,\~ oG 0G, \~ oG G, \~
G = = — 1) Lo+ - =)k 5.12
VX (ay 8z)z+(8z 8x)j+(8x 8y)’ (5.12)
pode ser melhor organizada e escrita como dado abaixo
. . OFE .
VX B—— =A4nJ. (5.13)
ot
Apéndice A2
Prova da equagao (4.32)
Temos a equagao (4.31)
Optin) = 0.0, Py) = 940,124 = 0, (5.14)
abrindo as contas
aqu + aVFw + 8’YFMV = (a[ual’q)ﬂ - a['/auq)vl) +
(3@87@“] - a[vavq)u}) +
(010, ®y) — 0, 0,®y)) (5.15)
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usando a comutatividade dos 0’s obtemos e trabalhando com cada uma das partes

do lado direito da equagao (5.15)

0Py = 01,0, ) — 0,0, (5.16)
w0 P = 00y Py — O 0, ) (5.17)
O 0 By = Oy 0Dy — D@, (5.18)

Agora, fazemos (5.16)+(5.17)+(5.18)
(a0 Py + OO Py + O, 0, Py = 0,0, Py — 0,0, P — 0,0, P, — 010, P+
0,0,®, — 0,0,%, — 0,0,®, — 0,0,P,+
0,0,%, — 0,0,%, — 0,0,®, — 0,0,9,. (5.19)

Entao, de (5.15) e (5.19) chegamos a
0uFy + 0, + 0, F,, =0, (5.20)

O Fyy =0, (5.21)

onde usamos a comutatividade dos 0’s. Estas relacoes evidentementes equivalem a

mesma coisa como declarado
o F,, =0. (5.22)

Apéndice A3
Prova da equacgao 4.55
De (4.49) junto com (4.45) obtemos

SS[LA =6 / (Lfree + Ling)d*x = 0. (5.23)

Na equacao acima, fazendo a substituicao Lge = Lip + Ly € lembrando que 0

comuta com [, obtemos
/[(SLlh + 0L,y + 5Lmt] d*x = 0. (5.24)

Agora, de acordo com [21], um deslocamento virtual arbitrério 67; pode ser conectado

com o deslocamento virtual dg; por 67; = i g—gﬁqj Para a nossa situacao
oL
oLy = > 5 i’; Span. (5.25)
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Entao, fazendo uso da expressao (5.25) na equagao (5.24), obtemos

0Ly, OLyy - OLiny 4
/7{8%3(@5@13( ) + Dow (@) >(5¢A/B/(x) b 5 a0 () |die =0, (5.26)

lembrando das espressoes ¢ap(x) = Jar A(I)B)( 7) e gap(z) = 8A/(AQ>‘§') (x) e sabendo

que 6 comuta com 0, entao, estas toma a forma sob atuacao de
5¢AB(~T> = aA/(A&I)g/)(:U) e 5§5A’B’(x) = 8A(A/5<I>§,)(x) (527)

Finalmente, substituindo (5.27) em (5.26)

8Llh Al 8Lrh A
—————— 040D + ———04 4 0D%
/T[(%AB@) w(40®5)(7) O arp () ™ ()

aLint

_— / d4 = U. 2
+8‘1)AA/(CL’)5(I)AA (I) z=0 (5 8)

Apéndice A4
Prova da equacgao 4.73

Trabalhando, separadamente, com cada uma das partes da equacao (4.69)

o5 aqi[;}(L = = 0 > chB( )(¢AB¢AB)
O o aA/KaZfAf))(bAB Ce)

Sabendo que

5(045(@)0" (@)) = (3645(2))8"" (2) + Pan(2) (66" (2))

= 208 (1) ap (). (5.30)
Entao,
w OLu 1 (o ap
O 5] = 508 2<¢ (x)), (5.31)
A 3Llh 1 X 6B (3

Substituindo ¢A8(x) = ¢A¢eBP gbcp(x) na equacao acima

. 0L 1 ,
A th L qa( ac_BD
%5 Opap(z) 47raB <6 € QSCD(m))’ (5.33)
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_ L DB\nA' AC 34
gt = (=)0 i (a). (5:31)
! aL 1 !
A i _ L opaa
lop (@) 47T8 op(x). (5.35)
Trocando D por B no lado direito da equagao (5.49)
! 6.[/ ]. ’
o I — _ Z 9B g (). (5.36)

B Opap(x) C4r

Um procedimento semelhante ao que deu origem a equagao (5.36) pode ser empregado

na segunda soma do lado esquerdo da equagao (4.69) para obtermos

aL h ]_ 1 — Al
oa —"  — _ _— 9B 54 (2). 5.37
B 8¢A/B’(x> 47T B ( ) ( )

E, por iltimo temos também

aLmt a CAA!
e @ /
a(I)AA’ (l’) 8(I)AA’ (.73) (.] ('CB) AA ('CB)> ’
Ol ax
DD (@) J (). (5.38)

Substituindo (5.36), (5.37) e (5.38) em (4.69) encontramos

1 ’ 1 1= Al . ’
— -0 op(x) = 0" o () + M (2) = 0, (5.39)

0" ¢g(x) + 07 o (x) = dmj Y (), (5.40)

que é a equagao (4.73)
Com auxilio de (5.36), (5.37) e (5.38) podemos expressar (4.69) como

/ [jAA' () — iaBAlﬂﬁg(x) _ iaAB' b (m)} 00 pa(z)d z+

47
aLlh A aLrh A 5
/af {595,4—3(@5@3 (z) + &EA/—B/(Q:)M)B'(I)} Ve (5.41)
Mas, sabemos que
. )
6ap(r)  Dban() (sﬁAEW (@) (5.42)

Conforme usado em (4.69), a expressao (5.42) fica

0L 1, ap, \Obas()
0oan(e) ~ 570 ogan(a) (5.43)
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8Llh _ 1 4B
96 a5(x) 47T¢ ) >4

Um procedimento semelhante ao que foi usado para obter (5.44) pode ser empregado

para encontrar
aLrh 1 —A/B/

OQEA/B/(QZ) B 47
Substituindo (5.44) e (5.45) em (5.41) produz

aary L opara L oapow 4
/T [ @) = 0P ) — -0V G| ()t

/ Lm“bAB( )0® () + ﬁéA’B'(fr)@AI(x)] x40 = 0. (5.46)

(). (5.45)

que, multiplicada por 47

/ [47rjAA’ (z) — 8P4 ¢4 (z) — 9B G4, (:c)] 5B 41 () d ot

/ {quB(x)dcbg’ (z) + qﬁA/B’(x)é@‘g,(z)} Braa =0, (5.47)
que evidentemente produz (4.75). Em virtude de (4.24), a equacao (4.75) toma a
forma oL oL oL
o 0 o + 55 ), (5.48)
8[83/(ACI)§) ((E):| a[aB(A’®§/)(:U):| AA’(»I)

Agora, um procedimento similar ao que de origem a (4.71) produz as equagoes de
movimento invariante da primeira "metade"

AT B' AT N
Opap(x) Oparp(z)

que efetivamente reestabelece a identidade de Bianchi (4.43).

o =0, (5.49)

Apéndice A5
Integral de Carga

Trabalharemos separadamente com cada uma das quatro integrais (4.79)

1 1
/ auFuo(x)geougdl‘l VAN dl‘z VAN dx?’ = / 80F00( )geglggdl‘ VAN dl’ VAN dl’ +
2 .

1
/GFI( )560123d$ /\dl’ /\dﬂ? +

/8F2 —60123d$ /\dlL’ /\dCU +/8F3 —60123d$ /\d!E /\d!E (550)
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sabendo que F% = F1! = 22 = ['33 = () e organizando melhor obtemos
/EﬁuF”O(a:)%eougdxl Adz? A dad = /ZalFlo(a:)%eougda:l Adz? A dxd—
/EOQFQO(I)%engde Adzt Adx? + /E 83F30<£L‘)%€0123d$3 Adzt Ndx?. (5.51)
Integrando

1 1
/ a#FuO(fE)—‘E()lggdlL'l A d.’L’2 A dl’g = / Flo( )—‘eglggdl’ A dl’
5 3! % 3!

1 1
/ F20<$)—60123dl’1 A dl’g + / F3O(I)—60123dl’1 AN d.T2, (552)
[))) 3! ) 3!

e de maneira semelhante para cada uma das outras partes. Entao podemos escrever

a equacao abaixo

1 1 1
QR = 4—{/ FYx )—,60123d$ A dz® / F®(2) = egrasda® A da+
™ o)) 3! o% 3!

1 1
/ F30< )_60123d=7: A dl’ / FO ( )—61230d$ A d{L’
ox 3' 3'

F21 —612306117 /\di’ +/ —61230(11‘ /\dZL‘
P

joi}
Q

|

A
/ 02 —623016133' /\dlC +/ F12 —62301d$ /\dl' +
10)

Q

>

/ F32 —62301d$ VAN dlL’ / F03 —63012d17 VAN dl’ +
> ()M

IR

Apéndice A6

Mostraremos agora a equagao (4.91)

Q

|

13 —63012d$ VAN dﬂ? / F23 —63012dI A dl’ } (553)
ox

Partindo da equacao abaixo

28é/¢AB($) = D(I)BC/(I') — 8C/BA(3:), (554)

_8AD’

usando 5)6 = ecrp 0P = ecipOP'A = eprcr € também ¢ap(1) = eppd () =

—gbgeDB na eq acima

2[—8AD/€D/C/} [—QZSQ(JI)GDB} = D‘I)Bcl(l’) — aC/BA(]I), (555)
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2047 o8 (v)ecrprepp = OPper(z) — dorpA(), (5.56)

chamando a equacao (4.75)
AL OB (x) = 21 PP (1), (5.57)

Substituindo (5.57) em (5.56)

2 |:27TjDD/([E)] €Ec'D'EBD — D(I)BC/(JI) — 8C/BA(95), (558)
4mjPP (@)ecrprepp = OPper(2) — dorp(), (5.59)
47TjBC/(ZL') = D(I)BC/<CL’) - QC/BA(x). (560)

Fazendo a substitui¢ao indicial: B por A e C’ por A/ na equagao (5.60)
47TjAA/(£U) = Dq)AA’ (LE) - 8AA/A(37), (561)

WOFPY (%) = 47TjAA/<$) -+ 8AA/A(£C). (562)

Apéndice A7
Prova da equagao (4.185)
Na primeira das equagoes (4.184), substituimos (4.146), com isso obtemos
1.
—1

TOl(x) - 81

(Ca(t, 2)Cs(t, &) — Cs(t, ) Ca(t, L)), (5.63)

e, através de um procedimento semelhante encontramos,

1

Toa(w) = —i(Co(t, D)CH(1,7) = Calt, H)C(1,), (5.64)

Agora fazendo uso de () nas equagoes (5.63), (5.64) e (5.65) fornece

1

Ty (Z’) = E [EZBZ - EyBZ]a (566)
1

Too() = o~ |E.B, — E,B.], (5.67)
1

As equacoes acima podem ser identificadas como componentes do produto vetorial

de E (t,7) e B (t,7), de modo que obtemos a equac¢ao que buscavamos.
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