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Resumo

Este trabalho trata do controle 6timo de sistemas descritos por Equacdes Diferenciais Es-
tocéasticas (EDE). Os resultados apresentados podem ser divididos em trés partes. A primeira
delas aborda um problema de controle 6timo nao-linear sendo investigada a possibilidade de
considerar como controles admissiveis processos adaptadalgabra gerada pelo estadg”.

As hipéteses de um resultado disponivel na literatura séo relaxadas e estende-se a classe de prob-
lemas para os quais existe um subconjunto de processos de c@njrdé quevu € Uy, 21 é

igual ac-algebra gerada pelo processo de WiefierComo consequiéncia, mostra-se que, dado

ume > 0, pode-se construir um controle em malha fechada guétiéno na classe de controles
limitados nolL? e adaptados #;. Na segunda parte, estuda-se o problema de otimizac&o Linear
Quadratico (LQ) de sistemas excitados aditivamente por martingales quadrado integraveis tanto
continuos quanto descontinuos. Dois casos principais sdo considerados: sistema sem saltos e
com saltos Markovianos nos pardmetros. No primeiro caso, além do disturbio aditivo considera-
se casos de sistemas com distarbios multiplicativos tanto de Wiener quanto de Poisson. Para
0s problemas com observacfes completas o controle 6timo € determinado explicitamente, de-
pendendo da solucdo de uma equacao de Riccati, e para problemas com observacfes parciais
os resultados obtidos séo interpretados como uma condi¢do necessaria para validade do princi-
pio de equivaléncia a certeza. A principal contribuicdo nesta parte do trabalho € mostrar que

0 caso de sistemas excitados por martingale quadrado integraveis pode ser tratado de maneira
similar ao caso classico sendo apresentadas solugdes explicitas. Na terceira parte, é abordado o
problema de controle Linear Exponencial Quadratico Gaussiano (LEQG) de sistemas lineares
excitados pelo processo de Wiener restrigindo-se os controles admissiveis a processos con-
stantes por partes com observacdes restritas a apenas certos instantes de tempodin@ados

Sao analisados casos com observacdes sem ruido e observagdes ruidosas sendo mostrado qu

ambos os problemas podem ser estudados por métodos diretos.



Abstract

This work deals with the optimal control of systems described by Stochadtieréntial
Equations. The results presented here can be separated in three parts. In the first one, it is
studied, in a nonlinear stochastic optimal control, the viability of considering as the set of ad-
missible controls processes which are adapted torthedgebra generated by the state process
ZY. The hypothesis of a result available in the literature, which assures the existence of sub-
setU,, of admissible controls such thdt € U, 2" equals ther-algebra generated by the
Wiener proces¥; are relaxed. As a main consequence, it is shown that given-am, it is
possible to pick a closed-loop control whichei®ptimal in the class of control process limited
in the L? sense and adapted ¥. In the second part, the Linear Quadratic stochastic opti-
mal control of systems driven by continuous and discontinuous square integrable martingales is
studied. Two main cases are considered: systems without jumps and systems with Markovian
jumps in its parameters. In the case of systems without jumps it is considered not only systems
with additive disturbances but also systems with Wiener or Poisson multiplicative disturbances.
With the assumption of complete observations the optimal control is determined, depending on
the solution of a Riccati equation, and in the case of partial observations the results are shown to
be equivalent to a necessary condition to a problem satisfy the certainty equivalence principle.
The main contribution in this part is to show that systems with general square integrable mar-
tingales disturbances can be tackled similarly to the case with Wiener disturbance. In the last
part, it is dealt with the Linear Exponential Quadratic Gaussian problem restricting the class
of admissible controls to piecewise constant process and assuming that the observations of the
state process are available only at certain, fiagatiori, instants of time. It is considered the
case with noiseless and noisy observations. The main contribution in this part is to show that

both problems can be solved using direct methods.
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R Conjunto dos numeros reais
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a~ N(mP) A variavel aleatoriar tem distribuicdo normal com médme varianciaP
M>0(M>0) AmatrizM € M,(R) é semidefinida positiva (definida positiva), ou seja,

X"Mx >0 (X"Mx > 0),¥x e R"

Mpm(R) Conjunto das matrizes reais de dimengdom

Mi(R) Conjunto das matrizes reais quadradas de omlem
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Mo Conjunto dos martingales quadrado integraikisom Mg = 0
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1 Introducao

“Take time to consider. The smallest

point may be the most essential.”

—SHERLOCK HOLMES
The Adventure of the Red Circle

Sir Arthur Conan Doyle

A teoria de controle estocastico concerne o estudo de sistemas 0s quais exibem fenbmenos
aleatdrios, geralmente induzidos por distarbios relacionados a fatores néo inteiramente con-
hecidos ou desconsiderados no mod&®oONEYAMA , 1983. Por exemplo, uma aeronave em
vbo esté continuamente sujeita a variagdes atmosféricas as quais sdo, em geral, modeladas por
processos estocastic&&=AL, 1993. Ainda, no estudo do movimento de um satélite na atmos-
fera superior deve-se levar em consideracéo as rapidas variagdes do campo magnético terrestre
e densidade atmosférica as quais sao convenientemente modeladas por processos estocasticos
(SARGIROW, 1970apudARNOLD, 1974 p.199-201) eBISWAS, 1998apudDAMM, 2002, p.

45-47). Outros exemplos de sistemas modelados por processos estocasticos e de interesse no
setor aeroespacial podem ser encontrados, por exempl&ARAS et al, 2000 YONEYAMA
et al, 2001, STOICA; YAESH, 2002. Aplicacbes em financas sao discutidas, por exemplo, em

(CAJUEIRQ, 2002 e suas referéncias. Uma discussao sobre o modelamento de sistemas de-
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scritos por equacdes diferenciais estocéasticas pode ser encontrada, por exemaaGBre(

al., 2006 JACOB, 2006).

Neste trabalho, em particular, estudam-se alguns aspectos particulares da teoria de controle
otimo de sistemas descritos por equacdes diferencias estocastiEMiNG; RISHEL, 1975
BORKAR, 1988 FLEMING; SONER 1993 YONG; ZHOU, 1999 BORKAR, 2005 PHAM, 2005

ASTROM, 2006. Os resultados obtidos podem ser divididos em trés partes.

Na primeira parte, considera-se um sistema descrito por uma EDE n&o-linear excitada por
um processo de Wiener e discute-se a otimalidade de controles em malha fechada. Devido a
influéncia do processo de controle no estado do sistema ndo se pode considerar, peb menos
priori, como controles admissiveis processos adaptadesagebra gerada pelo estad".

As hipoteses de um resultado disponivel na literatBENSOUSSAN 1983 séo relaxadas e
estende-se a classe de problemas para o0s quais existe um subconjunto de processos de controle
Uy, tal queYu € U, Z;" é igual ac-algebra gerada pelo processo de Wiewer Como
consequéncia, mostra-se que, dadoeum0, pode-se construir um controle em malha fechada

que ée-6timo na classe de controles limitadoslfoe adaptados #;.

Na segunda parte, é estudado o problema de otimizag&o linear quadratico (LQ) de sistemas

lineares excitados por martingales quadrado integraveis.

Mais recentemente, iniciando, aparentemente, com o trabalBbeleet al(1999, a classe
de problemas estocasticos LQ voltou a receber grande ateDg&m( ZHOU, 200Q RAMI et
al., 200Q RAMI; ZHOU, 200Q RAMI et al., 2001, CHEN; YONG, 2001, RAMI et al., 2007, YAO et
al., 2001 TANG, 2003 HU; ZHOU, 2003 CHEN; ZHOU, 2004 HU; ZHOU, 2005a HU; ZHOU,
2005H. Em particular,Hu e Zhou(2005h estudaram o problema de controle LQ de EDE
lineares excitadas por um movimento Browniano. De certa forma inspirado neste trabalho, onde

foi considerado o problema LQ assumindo disturbios diferentes do processo de Wiener, nesta
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tese considera-se o estudo do problema de controle estocastico de sistemas descritos por EDE
excitadas por martingales quadrado integraveis dentre os quais estéo incluidos, por exemplo, o
processo de Wiener e 0 processo de Poisson compensado. S&o considerados tanto sistemas con
saltos Markovianos nos parametros como sistemas sem saltos. Ao invés de abordar o problema
usando o principio da otimalidade de Bellman ou o principio do maximo de Pontryagin sdo
empregados resultados da teoria de célculo estocastico com relagdo a martingales quadrado
integraveis e argumentos de “completar os quadrados” para fatorar a funcéo custo, dependendo
da solucéo de uma equacao Riccati, de maneira conveniente para o estudo do problema de

controle 6timo.

Finalmente, na terceira parte sera abordado o problema de controle Linear Exponencial
Quadratico Gaussiano (LEQG). Esta classe de problemas tem recebido grande atencéo nos uti-
mos anos RUNOLFSSON 1994a RUNOLFSSON 1994 CHARALAMBOUS, 1997 CHAR-
ALAMBOUS; ELLIOTT, 1997 CHARALAMBOUS; ELLIOTT, 1998 YONEYAMA, 2001, LIM;

ZHOU, 2005. Um dos motivos para este interesse deve-se a conexao de problemas desta classe
com certos jogos diferenciais e problemas de contiQld GLOVER; DOYLE, 1988 GLOVER,

1989 JAMES, 1992. Alem disto, problemas desta classe tém se mostrado bastante interes-
santes em diversas aplicacfes como, por exemlo, em ecornd@WwsARD; MATHESON, 1972,

no guiamento de misseiSKEYER 1976 LIN; LEE, 1995 LIAW; CHEN, 2004 e no pouso de

uma aeronaveLEFEBVRE, 1998. Uma excelente discussdo sobre propriedades interessantes

de funcionais custo do tipo exponencial de uma integral pode ser encontrada por exemplo em
(KUMAR; SCHUPPEN 1981J). No presente trabalho, dois casos particulares do problema LEQG

nos quais a classe de controles admissiveis é restringida a processos constantes por partes sao es
tudados usando argumentos analogos aos empregada$Ay; CAGLAYAN , 1976 JOHN-

SON, 1991 no estudo de problema LQG com controles também restritos a processos constantes
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por partes.

1.1 Contribui¢des do trabalho

Dentre os resultados apresentados merecem destaque:

e Discussdo sobre a possibilidade de se considerar controles admissiveis processos adapta-
dos ar—algebra gerada pelo estado e a extensédo de um resultado da literatura envolvendo

esta questao;

e Estudo do problema de otimizacdo LQ para sistemas descritos por equacdes diferenci-
ais estocasticas lineares excitadas por martingales quadrado integraveis tanto continuos
guanto descontinuos. Mostra-se que os problemas considerados podem ser estudados
empregando-se resultados da teoria de célculo estocastico com relacdo a martingales
guadrado integraveis para se fatorar o funcional custo de maneira conveniente. Considera-

se tanto o caso com observacfes completas quanto parciais.

e Parte dos resultados do item anterior sdo estendidos para o problema de otimizacéo LQ
de sistemas descritos por equacdes diferenciais estocasticas com saltos Markovianos nos
parametros. Analogamente ao caso sem saltos, mostra-se que os funcionais custo po-
dem ser fatorados de maneira conveniente. Considera-se tanto o caso com observacoes

completas quanto parciais.

e Estudo do problema LEQG admitindo controles admissiveis restritos a classe de proces-
S0s constantes por partes e assumindo que o controlador recebe informacdo apenas em
certos instantes de tempo fixad@griori. Mostra-se que dois problemas particulares

desta classe podem, sob certas condi¢des, ser reduzidos a problemas discretos equiva-
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lentes sem restricdes os quais admitem uma representacao fechada para a solugao.

Os resultados apresentados nesta tese serdo apresentados tamtshvenyQNEYAMA ,

2008¢ SILVA; YONEYAMA , 20083 SILVA; YONEYAMA , 2008h SILVA; YONEYAMA , 20089

1.2 Organizacao do trabalho

No Capitulo2 é apresentado um pequeno resumo dos resultados da teoria de processos

estocasticos de importancia para o entendimento dos resultados apresentados neste trabalho.

No Capitulo3 sdo apresentados os resultados referentes a otimalidade de processos de con-

trole adaptados @—algebra gerada pelo estado.

Nos Capitulogl e 5 apresentam-se, respectivamente, os resultados referentes aos problemas
de otimizacdo LQ de sistemas descritos por equacdes diferenciais estocasticas lineares sem

saltos e com saltos Markovianos excitadas por Martingales quadrado integraveis.
O Capitulo6 apresenta os resultados referentes aos dois problemas LEQG estudados.

Por fim, no Capitul@ serao feitos alguns comentérios finais e dadas algumas sugestdes para

trabalhos futuros.

Adicionalmente, no Apéndicé& discute-se 0s conceitos de separacdo e equivaléncia a

certeza na teoria de controle 6timo de sistemas descritos por EDE.



2 Processos estocasticos e calculo

estocastico

“I hear and | forget. | see and |

remember. | do and | understand."

—CONFuUCIUS

Neste capitulo, apresentam-se as definicdes e os resultados classicos que serao utilizados
nos capitulos subseqiientes. Ainda, a notacdo empregada neste trabalho sera estabelecida. E
importante ressaltar que néao serdo apresentadas as definicbes mais gerais nem mesmo as ver-
sbes mais fortes dos resultados disponiveis na literatura, mas apenas aquelas no nivel adequado
para o entendimento dos resultados apresentados nos demais capitulos. Maiores detalhes sobre
resultados em teoria da medida podem ser obtidos, por exempldy@mB( 1994 BARTLE
1995 FERNANDEZ 2002 VESTRUR2003. Detalhes sobre a teoria de probabilidade e pro-
cessos estocasticos podem ser vistos, por exempla,|BMBER; SHIRYAYEM 977, ELLIOTT,

1982 CHUNG; WILLIAMS 1990 KARATZAS; SHREVEL99]1, SHIRYAEY 1995 GIKHMAN;
SKOROKHOD 1996 DUDLEY, 2002 KALLENBERG 2002 KRYLOV 2002 BRZEZNIAK; ZA-
STAWNIAK 2003 CAPINSKI; KOPP, 2003 AGGOUN; ELLIOTT 2004 e sobre a teoria de EDE
podem ser obtidos, por exemplo, eBCHUSS 1980 IKEDA; WATANABE 1981 SOBCZYK

1991, KUNITA, 1997 BKSENDAL 200Q PROTTER2004 FRIEDMAN 2006.
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2.1 Probabilidade e variaveis aleatérias

SejaQ um conjunto arbitrario € uma cole¢éo de subconjuntos@e

Definicdo 2.1 gr—algebra). O conjunto.# é dito ser umar—algebradeQ se, e somente se,

@ Qe .7,
(b) paratodos A, ..., A,,...taisque A € .%, tem-sd J, A, € 7,
(c) se Ae .#,entdo A:=Q\Ae 7.

Definicdo 2.2 (Espago mensuravelNo caso em que# € umaoc—algebra deQ o par (Q, .%)

€ chamado despago mensuravel
Definicdo 2.3 (Evento).Os elementos d& sdo chamadosventos

Definicdo 2.4 (Medida de probabilidade).Diz queP & umamedida de probabilidadem

(Q, 7), ou em%, se, e somente se,

(@) P(A) >0, YAe Z,
(b) P(Q)=1

(c) paratoda sequéncia de conjuntos disjunt@s.A , A,, ..., A, € #, tem-se que

P(OAn]:iP(An). (2.1)
n=1

n=1

Definicdo 2.5 (Espaco de probabilidade)Umespaco de probabilidadeuma tripla(Q, .#, P)

formada por um conjunt®, umac—algebra.# deQ e uma medida de probabilidadeem.7.

Definicdo 2.6 (Conjunto de medida nula).Seja(Q,.#,P). Um conjunto Nc Q é dito de

medida nulase existe unN € 7, N C N, tal queP (N) =0.
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Definicdo 2.7 (Espaco de probabilidade completo)Jm espaco de probabilidad€, .7, P) é

dito completose, e somente s&; contém todos o0s conjuntos de medida rala

Definicdo 2.8 (Variavel aleatéria). Um mapeamenta — X(w) € RY, w € Q é dito uma
variavel aleatériaem(Q, .#) com valores enfRY, Z(RY) se, e somente se, 0 mapeamento X

for .7 | (RY)-mensuravel.

Observacédo 2.1.Sejam(Q,.#,P) um espaco de probabilidade e,X,,... uma sequéncia

de variaveis aleatorias. Assuma que esta sequéncia € de Cauchy em medida, ou seja, dado
e > 0tem-seimmp_e P ({w € Q : || Xn(w) — Xp(w)ll > €}) = 0. Caso(Q, .#,P) ndo seja um
espaco de probabilidade completo ndo se pode garamnfirjori, que existe uma Unica variavel
aleatdria X tal que

im P ({w € Q  Xy(w) = X(@)I| > ]} = 0. (2.2)

Se(Q,.#,P) for um espaco de probabilidade completo, entretanto, sempre existe X satis-
fazendo a Equaci(®.?) e, além disso, s& for outra variavel aleatéria satisfazend@.?2),
entdoP ({w € Q : X(w) # X(w)}) = 0. Assim, sgQ.,.7.P) é um espaco de probabilidade
completo, o conjunta® formado por todas as variaveis aleatoérias @& .#, P) € uma algebra

e contém todos os limites de seqliéncias de variaveis aleatérias que sao de Cauchy em medida.

Definicdo 2.9 g—algebra gerada). Sejam(Q2, .%, P) um espaco de probabilidade e X uma var-
iavel aleatdria. A menor sukr—algebra de# com relacdo a qual X é mensuravel é denotada

por o(X) e € denominada—algebra gerada pokKX.

Lema 2.1 (Doob-Dynkin). Sejam(€, ., P) um espaco de probabilidade e X: Q — R¢

variaveis aleatdrias neste espaco. Entdo, ¥(&)-mensuravel se, e somente se, existe uma
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funcéo Borel mensuravel:gR? — RY tal que
Y = g(X). (2.3)

DemonstracaoVeja, por exemplo, a proposi¢éo 3 na pagina 8rRi&X; SWIFT, 2006). m]

Definicdo 2.10 (Distribuicdo de uma variavel aleatéria) Sejam(Q2, .#, P) um espaco de prob-
abilidade e X: (Q,.%) — (RY, #(RY) uma variavel aleatoria. A medida de probabilidage

em(RY, Z(RY)), definida por
ux(A) =P ({w e Q : X(w) € A)),Ac BRY, (2.4)

é chamadalistribuicédo de X

Definicdo 2.11 (Esperanca)Sejam(Q2,.%#, P) um espaco de probabilidade e X uma variavel

aleatdria Lebesgue integravel. A esperanca de X com relag&eé definida por

am:wa. (2.5)

Definicdo 2.12 (Média e variancia).Sejam(Q2, ., P) um espago de probabilidade e X uma
variavel aleatoria Lebesgue integravel. Define-senédiade X por m:= E[X]. Se X for

quadrado integravel, define-sevarianciade X porvar(X) := E[(X — m)(X —m)T].

Definicdo 2.13 (Variavel aleatoria Gaussiana)Sejam(Q, .#, P) um espaco de probabilidade
e Xe L%((Q, .#,P),RY). Diz-se que X é uma variavel aleatéria Gaussiana com médiaRt

e varianciaz € S se a sua func¢éo densidade de probabilidade é dada por:

f(X) = 1 exp(—%(x -m)Tz(x - m)), x e RY. (2.6)

V()i detz
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Defini¢cdo 2.14 (Variavel aleatdria de PoissonDiz que N é uma variavel aleatoria de Poisson

com médial se, e somente se, N tem valoresiém

P(we Q|N(w) =n) = exp(—/l)ﬁ—:], neN. (2.7)

Definicdo 2.15 (Eventos independentesBejam(Q,.#,P) um espacgo de probabilidade e

A, B e 7. Os eventos A e B séo ditos independentes se
P(AnB)=P(A)P(B).

Definicdo 2.16 (Esperanca condicional)Sejanm? uma subs—algebra de# e X uma variavel
aleatdria integravel. Define-seesperanca condicional de X dad® como a variavel aletoria

E[X|¥] tal que:
(@) E[X|¥4] é¥49—-mensuravel;
(b) paratodo Ac ¢4

E[X|9]dP = | XdP (2.8)
I} I}

A A

2.2 Processos estocasticos

Definicdo 2.17 (Processo estocasticdejam/ € R e(Q, .#, P) um espaco de probabilidade.
Define-se unprocesso estocasticem (Q2,.%#,P) como uma familia de variaveis aleatérias

{X, t € 7} definidas enfQ, .#, P) com valores er(le, ,@(Rd)).

Definicdo 2.18 (Realizagdo)Para cadaw € Q, o mapeamento (elemento (&) t —

X(t,w), t € 7, € chamadaealizacdodo processo estocastico=X{X, t € 7}.
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Observacédo 2.2.Neste trabalhoy™ = [0,t;] com § fixadoa priori e, portanto, 0S processos
estocasticos considerados sao familg®-enumeraveigle variaveis aleatorias. Como, por
definicdo,o—éalgebras sdo fechadas apenas para operacfes enumeraveis tem-se que, por ex-
emplo, conjunto$X; > X,t € 7} = Ner { X, t € 7} N0 sdo, pelo menaspriori, eventos. Este
detalhe técnico é, em diversas situacfes de interesse, resolvido substituindo-se o conjunto néo-
enumeravey por um subconjunt@” c 7 enuméravel e denso. Geralmente, estes argumentos
séo baseados neeparabilidadedo processo estocasticoX({X;, t € 7}, por exemplo, quando

0 processo X {X;, t € 7} € quase sempre continuo.

Definicdo 2.19 (Processo estocastico mensuraveal)m processo estocasticoX{X;, t € 7}
¢ dito mensuravelse, para qualquer A& Z(RY), o conjuntof{(t,w) € 7 x Q : X(t,w) € A} €

BT)® F.

Definicdo 2.20 (Filtracao). Seja(Q2,.#,P) um espaco de probabilidade completo. Uma fil-
tracdo {Zi}1=0 Neste espago € uma sequéncia de-subalgebras de# que é crescente, ou

seja, tal queZs C %, s< t.

Definicdo 2.21 (Hip6teses usuais)Jm espaco de probabilidade filtrad®, .7, {.F }i0, P) €

dito satisfazer adipoteses usuaise, e somente se,

(a) %o contém todos os subconjuntos de medida nul@de

(b) = Net Zs, paratodo te R.

Definicdo 2.22 (Processo estocastico adaptad®Jm processo estocastico X {X;, t€ 7} &
dito adaptado a filtracad.#i}ic+ Se, e somente se, para tode {7~ a varidvel aleatéria Xé

F—mensuravel.

Definicdo 2.23 (Processo estocéstico previsivel)m processo estocastico X {X;, te 7} é
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dito previsivelse, e somente se, ele for mensuravel com relagée&gebra deQ2 x 7~ gerada

por todos 0s processos continuos pela esquerda com limites pela direita.

Definicdo 2.24 (Processo estocastico opcional)m processo estocastico X {X;, t€ 7} &
dito opcionalse, e somente se, ele for mensuravel com relagae&lgebra deQ x 7 gerada

por todos 0s processos continuos pela direita com limites pela esquerda.

Definicdo 2.25 (Processo estocastico crescentedm processo estocastico mensuravekX
{X;, t € 7} com valores erk é ditocrescentese, e somente se;-B.t. realizacao t— X(t, w) €

continua pela direita e crescente.

Definicdo 2.26 (Processo cadlaglJm processo estocastico X é dito ser cadlag(continue
a droite, limite a gauchese suas realizacfes séo func¢des continuas pela direita com limite pela

esquerda.

Definicdo 2.27 (Processo de Poissorlym processo de Poissatom intensidadd > 0 é um

processo cadlag, adaptado, com valoresidénN = (N;, %) tal que:

(@ No=0;
(b) paraO < s<t, N; — Ns é independente d&;
(c) para0O < s<t, Ny — Ng tem distribuicdo de Poisson com média— s).

Definicdo 2.28 (Processo de Poisson compensad8gja N um processo de Poisson com in-
tensidadel. Define-se @rocesso de Poisson compensaassociado a N como o procesip
dado por:

Nt = Nt —At, teR. (29)

Definicdo 2.29 (Processo de Wiener eil). Um processo w= (W, -%;) com valores enR e

realizacdes continuas é dito ser yomocesso de Wienarnidimensional se, e somente se,
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(@ wo =0;
(b) para0O < s<t, w — ws € independente dé;
(c) paraO<s<t,w—ws~ N(O,t-79).

Definicdo 2.30 (Processo de Wiener effi?). Um processo w= (W, %), W = (Wi, ..., wo),
com valores enRY e realizages continuas € dito ser yrocesso de Wiener niRY se, e

somente se,'w (W,.%),i=1,...,d sdo processos de Wiener unidimensionais independentes.

Definicdo 2.31 (Martingale). Sejam(Q, .#,{.% }i-0, P) um espago de probabilidade filtrado e
M = {M,, t € R*} um processo estocastico definido neste espa¢co com valoiRs@mrocesso

M é dito um(.#, P)—-martingalese, e somente se,

e M é adaptado §.%}o;
e E[|[M{]] < o0, Yt € R*;
e E[M{|.7g =X5,0< s<t < +00.

Definicdo 2.32 (Martingale quadrado integravel).Sejam(Q,.#,{.% }1=0, P) um espaco de
probabilidade filtrado e M= {M,, t € R*} um martingale continuo pela direita. O martingale

M é dito quadrado integravel se, e somentel:‘s%!\/lf] < o0, Vt € R*.

Notacado 2.1.0 conjunto dos martingales quadrado integraveis M tal que=\VD sera deno-
tado por.#>. O conjunto dos martingales quadrado integraveis continuos M tal qye M

sera denotado par/z;.

Exemplo 2.1. O processo de Wiener € um exemplo classico de processg’£mo processo
de Poisson compensado é um exemplo classico de process#erk importante observar

também que o processo de Poisson ndo é um martingale.
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Proposicdo 2.1.Seja X= (X, %) um martingale quadrado integravel. Existe um anico pro-

cesso previsivel crescer(teX, X), -%#) tal que
XZ = Mg+ (X, X, (2.10)

onde M= (M, %) é um martingale continuo pela direita(¥, X)o = X2.

Demonstracdo.Ver, por exemplo,AGGOUN; ELLIOTT, 2004 p.84). O

Definicdo 2.33.Seja X= (X, %;) um martingale quadrado integravel. O processo previsivel
crescenté(X, X);, %), cuja existéncia e unicidade foi estabelecida na Proposik:&c chamado

variagao quadratica previsivel d¥.
Proposicao 2.2.Seja X = (X, %) um martingale quadrado integravel. Entdo, X pode ser
decomposto unicamente da seguinte forma

X = X+ X4, (2.11)

onde X é um martingale continuo e um martingale descontinuo.

DemonstracdoVer, por exemploAGGOUN; ELLIOTT, 2004 p.84). O

Proposicdo 2.3.Seja X= (X, %) um martingale quadrado integravel € % X9 sua decom-

posi¢cdo Unica dada pela Proposicad. Entéo,

[X Xl = (X X%+ ) (Xs = Xs )2, (2.12)

s<t

€ um processo opcional crescente.
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Demonstracao.Veja, por exemplo,AGGOUN; ELLIOTT, 2004 p.85). m]

Definicdo 2.34 (Variacdo quadratica opcional).Seja X= (X, -%;) um martingale quadrado
integravel. O processo opcional crescente da Proposi:@@ chamadovariacao quadratica

opcional deX.

Exemplo 2.2. Seja w um processo de Wiener. Entdo, pode-se mostrar que
(W, Wy = [w, w]; = t. (2.13)
Exemplo 2.3. Seja N um processo de Poisson com parametientdo, pode-se mostrar que:

(N, N = Ay, (2.14)

[N, N]; = N:. (2.15)

Detalhes podem ser encontrados, por exemplo,AARGOUN; ELLIOTT 2004 p.85).

Definicdo 2.35.Sejam X= (X, %) e Y = (Y, %) dois martingales quadrado integraveis.

Define-se, entao:

1
XYh=3 (X4 Y. X+ Y = (X X = (Y, Y)), (2.16)

[X. Y] = %([X+Y,X+Y]t— [X, Xl - [Y. Y1), (2.17)

as variacdes quadraticas cruzadas previsiveis e opcionais, respectivamente.

Proposicéo 2.4.As realizacdes dgX, X]; sGoP—q.s. continuas pela direita com limites pela
esquerda e de variacéo finita em subconjuntos compactds. d&inda, [ X, X]; < +oco P—(Q.S

para cadate 7.
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Demonstracao.Veja, por exemplo,AGGOUN; ELLIOTT, 2004 p.96). m]

Definicdo 2.36 (Martingales ortogonais) Sejam XY dois martingales quadrado integraveis.

Os martingales X e Y sdo chamadwtogonaisquando(X, Y); = 0 P—q.s., paratodo € 7.

Observacao 2.3.Sejam XY dois martingales quadrado integraveis. Os martingales X e Y sao

ortogonais se, e somente se, XY é um martingale.

2.3 Calculo estocastico

2.3.1 Integral de It0

Sejaw = (W, -%;) um processo de Wiener.

Definicdo 2.37.Denote por H o conjunto de todos os processos estocasticos (fi, %)
mensuraveis tais que:

t
E [f fszds] < oo, Vt > 0, P-g.c. (2.18)
0

Ainda, defina a seguinte norma end H

I Fllp2 = EUOt fgds]. (2.19)

Definicdo 2.38.Um processo estocasticdd, t) € dito simples no intervalo [0,t] se, e somente

se, (0, w) € constante e paras(0,1],

f(80)= ) G (9, (2.20)
k=0

onde0 =t, <t; < ... <t, =té&uma particdo do intervalf0, t] independente de e cada
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ge(w) € F;,~mensuravel cort [g2] < co.
Definicdo 2.39.Denote porS? o conjunto de todos 0s processos estocasticos simplesem H

Definicdo 2.40 (Integral de Itd para processos er8?). Se fe S? aintegral de Itdde f com

relacdo a w é definida por:

1(f) = f t fdws := Z f (t, W)Wy, — Wh,). (2.21)
0 k

Teorema 2.1.Seja f e H2. Entdo, existe uma variave(f) aleatéria limitada no B tal que
I(f) = lim I(f,), onde o limite é no sentido d& ke f, € uma seqliéncia de processos$hrue

converge, no sentido do’Lpara f. Ainda, [f) é independente da escolha da seqiiéngia f

DemonstracdoVeja, por exemplo, AGGOUN; ELLIOTT, 2004 p. 93). O

Definicdo 2.41.A variavel aleatoria (f) do teorema anterior € definida comardgegral de 1t6

de f com relacéo a w

Observacéo 2.4 0 caso particular em que o integrando € uma funcao deterministica € chamada
deintegral de Wiener Maiores detalhes sobre esta integral podem ser encontrados, por exem-

plo, em PAVIS 1977, p.84-89).

Teorema 2.2 (Condicado de Novikov)Sejam w t € [0,t], um processo de Wiener IiJ,

f .= (fl, s f”) : Q x[0,t;] —» R" um processo previsivel tal que

tf
f I fullPdt < +o0 P-q.s. (2.22)
0

n t ] 1 t
= ldw, — = fs[°ds|. 2.2
At(f) exp(;‘f; fsdws 2]; “ ” dS] ( 3)
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1 (Y

E [exp(E f ||fs||2dt) < +00. (2.24)
0

Entao,

E|Aq(F)] =1 (2.25)
Demonstracao.Veja, por exemplo,ELLIOTT, 1982 p. 178). O

Teorema 2.3 (Teorema de Girsanov)Sejam w, t € [0, t;], um processo de Wiener i3 e

f = (fl, e f“) : Q x[0,t;] — R" um processo previsivel satisfazeffd®?. Se
E|Au(f)] =1, (2.26)
ondeA(f) é dado pela Equacé.23, entédo
P(A) = fA Ay (f)dP,  VAe.Z (2.27)
€ uma medida de probabilidade €@, .7) e

t
Wt =W - f fst (228)
0

€ um processo de Wiener €, .7, P).

DemonstracdoVeja, por exemplo,ELLIOTT, 1982 p.169). O

32
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2.3.2 Integracéo estocastica com relacdo a Martingales quadrado inte-
graveis

Definicdo 2.42.Seja Me .#,. Denote por B((M, M)) o conjunto dos processos estocasticos
previsiveis ftais que:

12y = EUO f2d(M, M)S] < 0. (2.29)

Teorema 2.4.Sejam Me .#, e f € L2((M, M)). A integral estocasticd; := fot fdMs é

caracterizada como o unico elemento.@& tal que para todo e .#, tem-se

E[l.Y.] = EUOO fsd<M,Y>s] - EUW fsd[M,Y]s}. (2.30)
0 0

Demonstracdo.Veja, por exemplo,AGGOUN; ELLIOTT, 2004 p.96). |

Proposicao 2.5.Sejam Xum martingale quadrado integravel previsivel g lvin martingale

guadrado integravel com realizacfes continuas pela direita. Entéo,

t
Y, = f X, dM, (2.31)
0

€ um martingale quadrado integravel com média zero o qual possui uma versao com realizacdes

continuas pela direita.

Demonstracdo.Veja, por exemplo, o teorema 2.5 na pagina 38aUNG; WILLIAMS, 1990.

O
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2.3.3 Formula de It6—Doléans-Dade—Meyer

Teorema 2.5 (It—Doléans-Dade—Meyer)Sejam Z= (Z, %), Z = [Z}...Z{"]T a soma de
um martingale em#, e um processo de variacdo limitada €, x) uma fungéo continuamente

diferenciavel emt e de classé €m x. Entdoy(t, Z,) satisfaz:

w(t, Z) = w(0,Zp) +f (S Zs)ds+
0
+Z‘fo‘l//xi(s’zy)dzis+
1 t ic —zjc
+§%}L¢x‘xl(azs)d<z ,ZJ >s+

i

O<s<t

CYARCPARSIACTA VAR
ondeAZ. = (ZL - ZL).

DemonstracéoVeja, por exemplo,ELLIOTT, 1982 p. 138) e KRISHNAN, 2005 p. 184). O

Corolario 2.1. Seja X= (X, -%#) a soma de um martingale em#, e um processo de variagdo
limitada. Entéo,

t
0

tem uma Unica solucao :

Ay = exp(xt - %(XC, x°>t) ﬂ (1 + AXs) exp(=AXy). (2.33)

s<t

DemonstracdoBasta usar o Teorenfa5 Detalhes podem ser econtrados, por exemplo, em

(AGGOUN; ELLIOTT, 2004 p. 105-106). O

Exemplo 2.4. Sejam wum processo de Wiener g, Nim processo de Poisson com parametro
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A. Assuma que ye N séo independentes. Considere 0 processo:

t t
0 0
Aplicando o Corolario2.1 mostra-se que:

X, = Xe exp(o-(Bt _By- %(t _9—a(t- s)) [T@+any.

s<r<t

Corolario 2.2. Sejam X e Y dois martingales quadrado integraveis. Entao,

t t
0 0

s<t

Demonstracdo.Segue diretamente do Teoreha.

2.3.4 Equacgo0es diferenciais estocasticas

(2.34)

(2.35)

(2.36)

Teorema 2.6.Sejamu : R* xR" - R"eo : R* x R" — R™Mtais que, dados ,IN € R, existe

uma constante kK 0, dependendo apenas de T e N, de forma que paraljdg N, ||yl < N

e0<t<T tem-se:

lIke(t, ) — p(E I+ Mlor(t, X) — o (E, Y < K]Ix = VI,

[Ike(t, 11+ [lor(t, x) < KL+ [IX]).

(2.37)

(2.38)

Ainda, considere w (W, -%) um processo de Wiener independente dena variavel aleatéria

limitada no sentido do 1. Entéo, existe um Gnicox (x, .%;), com realizacdes continuas, que
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€ solucdo de
dx = u(t, X)dt + o (t, X)dw,
(2.39)
Xo = @,
e tal que
E [Osug ||xt||2] < C(1+E |llelP], (2.40)
<t<
onde C depende apenasde Ke T.
DemonstracdoVeja, por exempo,HRIEDMAN, 2006. O

Teorema 2.7.Sejam Za soma de um martingale em#, e um processo de variacao limitada e

a uma variavel aleatoria finita??p—mensuravel. Considere:fR* x Q x R — R tal que:

(a) paracada xe R, (t,w) — f(t,w, X) € cadlag e adaptado &;

(b) paracada(t, w), |f(t, w, X) — f(t,w,y)| < K(w)|x - Y| para alguma variavel aleatoria finita

K.
Entao,
X = Xo + fot f(s -, Xs)dZ, (2.41)
admite uma unica solugéo.
DemonstracdoVeja, por exemplo,KROTTER 2004 p.249-250). O

Proposicéo 2.6 (Representagdo fechada para a solugéo de EDE linea8gjam At), C(t) €

L>([0, t¢]; R™"), b,oj € LA([0, t;]; R"), € L%, (& R") e % solugéo forte de

dx = [A(t)X + b(t)] dt + Zm: |CiOx + oj(t) | W,
=1 (2.42)

Xo =1].
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Considere aindd®d;}o solucao forte de

dd, = A(t)Ddt + Z C;(yDdW,
=1 (2.43)

Dy = In><n-

Entdo,{®; 1} existe, é solucéo forte de

do;t = @)t

~AM) + ) cf(t)] dt— Z O IC(t)dW,
=1 =1 (2.44)

-1
(DO = Inxn.

t
Xt:®t{n+f (Dgl
0

Demonstracao.Ver, por exemplo, K(LOEDEN; PLATEN, 1999 p. 110), {ONG; ZHOU, 1999

b(s) — Zm: Cj(9oj(s)|ds+ Zm: ft (D(s)‘la,-(s)dwg}. (2.45)
=1 j=1 Y0

p. 47) e (IPTSER; SHIRYAYEYV, 1977 p. 144). O

Observacéo 2.5.No caso vetorial (n> 1) a matriz fundamental de solucdes, solucao forte da
Equacaq2.43, ndo pode, em geral, ser obtida explicitamente mesmo quando todas as matrizes

séo constantes. Se, entretanto, as matriz€3 A. ., C,, forem constantes e:

AG=CA e GC;=CC, i j=12....m, (2.46)
entao
1 m my ) )
Dy = exp[[A -3 Z(ci)z) (t—to) + > Ci(WE W) (2.47)
i=1 i=1

Para mais detalhes ver, por exempl&l OEDEN; PLATEN 1999 p.151).
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2.4 Cadeia de Markov continua no tempo

Definicdo 2.43.Um processo estocastico continuo no teréipe {6, t € R*}, com espaco de
estados finitaS = {s;, S, ..., Sy} definido em um espaco de probabilida@® .#, P) é uma

cadeia de Markowse para todo,tu e R*e0<r < u,

P(bhu=510u=5.6 =s) =P (Xu = 504 = §), (2.48)

para quaisquer estados, s;, sc € S.

A cadeia de Marko¥ = {6, t € R*} é ditahomogénease

P (6w = Sj 160 = 5) = m;;(t) (2.49)

é independente de u.

A familiaIl(t) = (mj(t)), t € R* € chamadaemi-grupo de transicdda cadeia de Markov
homogéned = {6, t e R} e os elementos; ;(t),i, j = 1,..., N dell(t) sdo chamadoproba-

bilidades de transicao

Proposicéo 2.7.As probabilidades de transi¢can;(t),i, j = 1,..., N, te R* satisfazem:
o mj(t) > 0;
o YiLimi(t) =1
o mj(t+9) = I8, mu(t)myi(s), se R*.

Demonstracdo.Consequéncia imediata da definicdo das probabilidades de transi¢cdo.o
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Observacéo 2.6 (Chapman-Kolmogorov)Da proposicéo anterior € facil ver qué(t + s) =

TI(t)I1(s). Mais detalhes, ver por exempl®TROOCK?20095.

Teorema 2.8.Sejaf = {6, t e R"} uma cadeia de Markov homogénea com semi-grupo de

transicaoll(t) := (m j(t)), te R* tal que

1 sei=|,
|t|n(1) ﬂij(t) = ﬂij(O) = (250)
0 sei#j.
Entéo, as probabilidades de transicég;(t),i, j = 1,..., N s@ouniformemente continuagm

teR".

Demonstracdo.Veja, por exemplo, o terema 1 na pagina 304 e a hipotese (d) na pagina 303 de

(GIKHMAN; SKOROKHOD, 1998. O

Teorema 2.9. Sejaf{II(t)};cx- UM semigrupo de transi¢do continuo. Entdo, os limites

T ﬂ'ii(h) -1
Ay o= lim PR (2.51)
e
(-0
A = Hn%%,i 1, (2.52)

existem e satisfazearo < 1 <0e0 < 4 < +oo.

DemonstracdoVeja, por exemplo, os teoremas 2, na pagina 304, e 4, na pagina 308, de

(GIKHMAN; SKOROKHOD, 1996). O
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Observagéo 2.7.

. . Ajh+o(h),  sei#j
P(6un=Jl0=1i) = (2.53)

1+ Aijh+o(h), sei=].

Definicéo 2.44.A matrizA := (/lij) € chamadagerador infinitesimalda cadeia de Markov

homogéned = {6;, t € R"}.

Observacdo 2.8.Sejaf = {6;, t e R*} uma cadeia de Markov homogénea com espaco de
estados finito. Entao, comﬁ?‘zlmj(h) = 1, segue, imediatamente, qug € finito e; =

N
= 2j=1j#i Aij

Proposicao 2.8 (Equacdes de Kolmogorov)Sejad = {6;, t e R*} uma cadeia de Markov
homogénea com espaco de estados finito e semigrupo de transicao cantinuentao,I1(t)

satisfaZli(0) =l e

@) dgtn(t) = TI()A, (2.54)
(b) dEtH(t) = AII(t), (2.55)
ondeA é o gerador infinitesimal do semigrupb
Proposicéo 2.9.Sejam gt) == P (6, =i),i =1,....N ep(t) := [p(t) p2(t) ... pn()] €
RN. Ent&o,
d
220 = A"P(,
(2.56)
P(0) = po.
Ainda,

p(t) = exp(AT(t - 9))p(s) = exp(A(t - 5))"p(s). (2.57)
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DemonstracdoSejamt,he R* e j € {1,..., N}, entdo,
P(6t+h = j) = P(0t+h = j,gt = 1"-'a0t = N)
n n
=Y POn=56=i)= > POun=]jl6=0)P 6 =i)
i=1 i=1
(2.58)

N
> (ih+o()P (6 = i) + (1 + jh + o()P (6 = )

i=Li%]

N
PO =)+ ) AP (6 =) +ofh).
i=1

Tomando o limite quandb — 0, e empregando notacao vetorial, o resultado segue. O

Definicdo 2.45.Definag; : S > R,i=1,...,N por

1, sex=s;
$i(X) = (2.59)
0, sex#s.
e definag : S — RN por
() = [¢1() P2(¥) ... (] (2.60)

Lema 2.2. Sejamd = {6, t € R*} uma cadeia de Markov homogéneg(typ:= P (6, = i), | =

1,....,Nep() :=[p(t) pot) ... pn()]" € RN. Entéo,

E[¢(6)] = p(b). (2.61)

41
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Demonstracéo.

E[#(60)] P(s1)pa(t) + ... + d(sn)pn(t)

erpa(t) +... +expn(t)

= p(t).
m]
Lema 2.3.Se t> s, entacE [¢(6;) | o(6s)] = exp[AT(t — 9)]6s.
Demonstracéo.
El[¢@)] o(0s)] = E[#(6)16s = €] Xjpeyy + ... + E[@(6) |05 = en] Xpo=en)
= eXpAT(t - 9]eXigey + ... + EXPIAT(t - S]enX (g ey
= exp[AT(t - 9)]bs.
m]
Proposicéo 2.10.Sejamt e R* e¥%, := 0 (fs, 0 < s<t). O processo
t
Vi = ¢(6,) — ¢(6o) — f A"¢O-)du,0<t < ty, (2.62)
0

€ um(P, %) —martingale quadrado integravel com realiza¢des continuas pela direita.

Demonstracaolnicialmente, com®@; tem realizacfes continuas pela direita, segue, imediata-
mente, quev; também tem realiza¢des continuas pela direita. Ainda, cemé uma matriz

finita, existeK € R, tal quelq;| < K, i, j =1,...,N. Assim, cada componente ¥fg 0 <t < ts,
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é limitada (V|| < 2 + Kt;) e, portantoV;, 0 < t < t; € limitada o que implica que é quadrado

integravel.

Agora, tomeg > s. Vy = 0.

EIV - Vsl 7 = E[¢(et)—¢(es)— [ tAT¢(eu-)du|5fs]

- E|o@)- 409 - [ AT (6, ) dul o0)
= B 70190 - [ ATEIBE) 00 du
= explA"(t- 910 469 - [ AT explA” (U 91962 du
— eIt~ 906~ 900 - [ el MCEL I PP
= explA”(t— 916, — 4(6) — (XPIA"(t— 9] — 1) $(6)
= 0.

Portanto, BV, |.ZJ = VeV = {V,, t € R*} é um martingale. 0

Observacéo 2.90 resultado acima pode ser obtido mesmo no caso em§énao-constante.

2.5 Comentarios finais

O objetivo deste capitulo foi o de sumarizar os resultados disponiveis na literatura que for-
mam o ferramental matematico basico para os problemas tratados neste trabalho, bem com

estabelecer a notacéo a ser empregada nos capitulos subsequentes.



3 Otimalidade de controles em malha

fechada

“One service mathematics has rendered
the human race. It has put common sense
back where in belongs, on the topmost
shelf next to the dusty canister labelled

‘discarded nonsense™

—Eric TempLE BELL

Nesta parte do trabalho discute-se a otimalidade de controles em malha fechada em prob-

lemas com observacédo completa do estado.

3.1 Introducéao

Sejam Q,.7,{%}0,P) um espago de probabilidade filtrado satisfazendo as condi¢des
usuaisw = (W, %;) um processo de Wiener 3™ e um sistema descrito por

dx = f(t, %, u) dt + o (t, X, up) dwy
(3.1)

X =&
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onde{x} € o processo de estado do sistefug, € 0 processo de controlé,é uma variavel
aleatédria cuja funcéo distribuicdo de probabilidade é conhecida. Os mapearmer@s;] x

R"xRY - R"eco : [0,t;] x R" x RY - R™™M s&o conhecidoa priori.
Assuma que a performance do sistema a ser controlado é adequadamente caracterizada por
um certo funcional custo:

J:;U — R
(3.2)

u o E[fLE X u)dt+ ¥
onde os mapeamentds: [0,t;] x R"xR?Y - Re¥ : R" — R séo fixadosa priori e U
€ um certo conjunto de processos, também fixadgwiori, tal que: (1) para cada € U a
equacaod.1) admite solucax“ no sentido forte; (2) para cada par X") (ou pares, na falta de
unicidade) a performance do sistema é admitida ser adequadamente mensurada pelo funcional

custod.

Definicdo 3.1.Um conjuntol{ € um conjunto de controles admissiveis se, e somente se, para

u € U as condigdes (1) e (2) anteriores sao satisfeitas.

Observacédo 3.1.Como feito usualmente na literatura, apenas para simplificar a notagéo, o
funcional custo sera denotado explicitando apenas a sua dependéncia com o processo de cont-

role, ficando implicita a sua dependéncia do processo de estado x

Defini¢éo 3.2 (Controle 6timo emi{). Um processo de control@y; }ieo,; € dito 6timo eni/
guando U € U e:

J(u) = LQL J(u). (3.3)

Definicdo 3.3 (Controlee-6timo em ). Dadoe > 0, 0 processo de controles }i-o € chamado
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e-6timo se

I < inf I() +e. (3.4)

Exemplo 3.1.Seja f: [r,271] — R dada por: x— X. Naturalmente, fr) = Minyej 2, f(X) €
Ax* € Q tal que f(X*) = MiNy(z 2400 f(X). Agora, dadce > 0tome ge [x, 7 + €] N Q qualquer
(sempre existe poi@ € denso enk). Como Q) = q < 7+ € = iNfye[r 27 F(X) + € tem-se que

g€ Qnn, 21] é e-6timo emn, 271].

Naturalmente, a escolha da classe de controles admisgi\@ssiderado em um problema
particular deve refletir pelo menos dois fatores. O primeiro deles deve ser as restricdes impostas
pelo projetista para implementacdo do controle, e o segundo sdo condicbes matematicas que

garantam que o problema esta bem definido.

SejamU um subconjunto ndo-vazio &' e {“}iefor;) UMa sub-filtrac@o de%}icpoy,) Satis-

fazendo as condi¢des usuais.

Observacgéo 3.2 Ao assumit4 C .7 excluem-se os problemas de controle antecipativos, como

por exemploYONEYAMA1983 p. 251-253).

Considerd; = [t,t,1),1 =0,...,N =1, Iy = {t;}, Xa a funcéo indicadora do conjunto A,

e defina os seguintes conjuntos:

N
WOL’HZZ{UZZQXIHQEU,iZl,...,N} (35)
i=0
Uov = {ulu: [0,t;] - U é mensuravel (3.6)
N
Uyq = {u = Z 0 X; 10 Q— U, % -adaptado =0,..., N} (3.7)
i=0

Uy = {ulu [0, t¢] x Q — U, u é%;-progressivamente mensuré}vel (3.8)

No caso particular em qué = {to, to + Tams t1 + Tams - - - » tn_1 + Tamd, S€ra utilizada a seguinte
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notacdoUo .. (respectivamentd{y 1, ) no lugar dello, i (respectivamente{y ).

Observacédo 3.3.Quando o controlador ndo recebe informacéo alguma durante a operacao
do sistema, o processo de controle considerado é uma fung¢do apenas do tempo,;isto &, u
u(t,w) = f(t), onde f: T —» U é A(T)/A(R)-mensuravel. Estes controles sdo geralmente
denominadogm malha abertéFLEMING; RISHEL 1975 pagina 151) eAVIS 1977, pagina
152). Os conjunto9{o. 1 € UoL englobam, respectivamente, os controles em malha aberta

discretos e continuos.
Notacdo 3.1.0 conjunto das fun¢deg : R" — RY Lipschitz continuas sera denotado por

Lip(R™; RY).

Sejamf, o e £ definidas ao se estabelecer o problea)( Para cada € Lip(R™; RY), seja

{Z/} solucéo forte (existe sob certas hipéteses, MBTSER; SHIRYAYEV, 1977, p.126-151))

de
dz = f(t,z,¢(z)) dt+ o(t, z, ¥(z)) dW
(3.9)
Z=¢
Defina
Vue = {ulu = y(Z), 2 solugdo deg.9), v € Lip(R"; RY)} (3.10)

Nos casos: (1) : [0,t;] x R"” — RY Lipschitz continua no segundo argumento;42)[0, t;] x
R" — RY comy(t,z) = K(t)z para um cert : [0,t;] — R™d de class&C?; (3) ¢ : [0, t;] x
C([0, t;]; R") — R Lipschitz continua no segundo argumento (considerando o eSpeqm a

norma do sup) &(t, zoy,) = ¥(t, Zoy); define-semutatis mutandisVu, Vim € Vya.

Observacédo 3.4.Até o momento foi imposta apenas uma restricdo ao conjunto U: ele é ndo-
vazio. Em casos de interesse, U pode ser, por exemplo, um conjunto finito, compacto ou con-

veXo.
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Observacédo 3.5.Em certos problemas de controle 6timo estocastico, as classes de controles
descritas anteriormente podem nao ser suficientemente “ricas” e o controle 6timo néo exis-
ti. No caso deterministico,YOUNG 1969 introduziu o conceito de controle relaxado, e a
contrapartida no caso estocastico foi feita erLEMING, 1977). Borkar (2005 define ainda:
precise controlgrecise feedback contrglgrecise Markov contro]precise stationary Markov

controlse randomized controls

Nesta parte do trabalho atencéo é fixada sobre a possibilidade de se considerar como con-

troles admissiveis processos da claige com

G =o0(xs,0<s<t), (3.11)

ou seja, o controlador tem acesso apenas ao estado do sistema e nao a toda evolugcao passada d:
processo de Wiener como eNNG; ZHOU, 1999. Ao tentar considerar tal classe de controles
admissiveis, entretanto, um problema técnico surgealgebra¥; dada pela Equacags.(l) é

uma funcéo do controle admissivel aplicado, ou seja; &, sdo dois processos de controle
distintos entéo, pelo menaspriori, o (X!, 0 < s<t) # o (x2, 0 < s<t), ondex e x*2 sdo,
respectivamente, as solucdes fortes da Equeg:dpduando os processos de controjee u,

sdo aplicados. Desta forma, a clagég ndo estd bem definida uma vez que o procesdeve

ser adaptado @-algebrar (x5, 0 < s<t), a qual depende do procesgsgara sua defini¢cao.

Para uma certa classe de problemas (matriz de difusdo sem processo de controle e in-

vertivel), Bensoussarf1983 mostrou que existe um conjunto de controles admissilgjs
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denso ent/’, (ver Equacdo3.21)) onde se verifica

oc(x,0<s<t)=0(x2,0<s<t)=0c(W;s,0<s<t), VYu,W e Uy, (3.12)

it 3() = inf I() (3.13)

2
uels,

ou seja, para uma certa classe de problemas basta considerar como controles admissiveis a
classel(, ao invés dell?, (ou Uy) quando se deseja admitir apenas controles adaptados ao
estado do sistema. Tal resultado, entretanto, € aplicavel a uma classe restrita de problemas, prin-
cipalmente por considerar apenas casos em que a matriz de difusdo € invertivel. Por exemplo,
exclui o modelo da dinamica de um satélite movendo-se em Orbita circular sob a influéncia de
variagOes rapidas na densidade da atmosfera propost8pRG(ROW, 1970apudARNOLD,

1974 p. 199) (neste modelo a matriz de difusédo tem dimensé)2

Neste capitulo, mostra-se que a classe de problemas consideraBlENSOUSSAN 1983
pode ser estendida (matriz de difusdo dependente do processo de controle e com posto igual ao
namero de colunas) e sdo destacadas algumas das consequéncias deste resultado (por exemplo
seu* é 6timo em%?,, entdo dada > 0 pode-se construir, a partir d&, um processo de

controleu € U, em malha fechada, quesétimo).

Ainda, algumas alternativas empregadas em outros trabalhos para considerar controles ad-
missiveis adaptados ao estado e contornar a dependéneidldabra gerada pelo estado no

processo de controle sdo discutidas.

O trabalho neste capitulo est4 organizado na forma descrita a seguir. NaBS&¢&sta-
belecida a notacdo e o problema a ser estudado € formulado rigorosamente. Na.3sg§éo
apresentados os resultados principais. Uma discusséo sobre algumas abordagens disponiveis na

literatura para contornar o problema técnico descrito nesta secdo sdo discutidas nasecdo



CAPITULO 3. OTIMALIDADE DE CONTROLES EM MALHA FECHADA 50

Alguns comentarios finais sdo feitos na Seg&o

Os resultados apresentados neste capitulo foram submetidos para pub$0aggay ONEYAMA ,

20089.

3.2 Notacéao e formulacéo do problema

Sejam{#}ioy,) a filtragem gerada pelo processo de WiejWe} completada com os con-
juntos de medida nula® c RY ndo-vazio. Considere o problema descrito pelas Equacées
(3.1) e (3.2, ¢ € R" (deterministicd), os mapeamentos : [0,t;] x R"xRY - R"eo :

[0,t] x R" x RY — R™™ satisfazendo:

Hipoteses 3.1 (Existéncia e unicidade de solucéo forte).

1. f e C([0, T] x R" x U);
2. f(-,-,v) € C}{[0, T] x R") para todo ve U;
3. o € CY([0, T] x R");

4. para alguma constante € 0:

Ifil + 1T < C, oyl + oy <C, (3.14)
[f(t,x, V)| < C(A+ X + V), (3.15)
lo(t, X, v)| < C(1 + |X)). (3.16)

e 0s mapeamentdas: [0,t;] x R"xRY - R e¥ : R" — R satisfazendo

lAssume-se& € R" deterministico apenas para simplificar a notacdo. Gaseja uma variavel aleatoria,
limitada no sentido d&?, basta considerar, em todo este capité#lo\/ o-(¢) no lugar de¥;.
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Hipéteses 3.2 (Funcional custo).

1. L:[0,T] x R"x RY — R continuamente diferenciavel com relaca(xau);
2. ¥ : R" - R continuamente diferenciavel;

3. para alguma constante € O:

ILx(t, x, u)l < C(L + X + |ul), (3.17)
ILu(t, % U)l < C(L + X + |ul), (3.18)
L(t,0,0) € L([0, T], Zio1, ) (3.19)
(X < C(L + [X). (3.20)

Ainda, considere 0 seguinte conjunto
U, = Uy L0, t] X Q, By ® 7, 1 ® P; RY) (3.21)

ondel; é a medida de Lebesgue é&m

Da teoria de EDE (no sentido de 1td) com coeficientes aleatdrios progressivamente men-
suraveis, ver por exempl@fiou, 1998 p. 48-50) ou FLEMING; SONER 1993 p.397-402),
para cadal € U2, sob as Hip6tese®. 1, a EDE (.1) admite uma Unica (no sentigmthwisé

solugéo forte', a qual tenP-a.s. realizagdes continuas.

Ainda, para cada € U?,, sob as Hipdtese®. 2, o funcional custo3.2) esta bem definido,

uma vez que as integracdes sdo possiveis e finitas.

Como para cada € U2, a EDE @.1) admite uma Unica (no sentigiathwisg solug&o forte

e o custo 8.2 estd bem definido, tem-se, ver Definic@id, que?/?, define um conjunto de
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controles admissiveis para o problerigl)-(3.2).

Para cada controle admissivedssocie a seguinte filtragem:

2l =0(x,0<s<t), tel0,ts]. (3.22)

O sobrescritau na equacao anterior serd mantido para enfatizar que a filtragem depende do

controle.

Considere o seguinte subconjunto dos controles admissiveis:

Uy = {ue U’ | u é2;"— mensuravelq.t.t}. (3.23)

Hipodteses 3.3.

1. o(t, x, u) é uniformemente limitada,
2. o(t, x, u) admite inversa pela esquerddtEx, u), para todo(t, X, u) no dominio der;

3. E(t, x, u) & uniformemente limitada.

Finalmente, na Sec&3, € demonstrado, sob as hipétesed-3.3), que:

1. .2¢" = 27" = #, Vt € [0,1;] seuy, U, séo elementos arbitrarios dé,;
2. Uy € um subconjunto denso dé&,;

3. seu* é 6timo em%?,, dadoe > O é sempre possivel encontrar wne U tal que

J(u) < J(u) + €.
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3.3 A constancia dar-algebra gerada pelo estado

Lema 3.1. O conjuntol, definido em(3.23 é n&o-vazio.
DemonstracdoBasta observar quét, ) := f(t), ondef € L%([0, T], By, 4;RY) e f é con-
tinua, pertence &/,,. O

Proposicao 3.1.Considere o sistema descrito pela Equa¢dd). Se ue U, e as hipoteses
3.1-3.3forem vélidas, entao:

2=, Ytel0,T]. (3.24)
Demonstracao.Sejau € U arbitrario (existe devido ao lental).

AinclusdoZ;" € #; segue da definigéo de solugéo forte (\@PTSER; SHIRYAYEV, 1977,

definicdo 8, p.127)) e do fato deser controle admissivel.
Para demonstrar a igualdade44) basta demonstrar qug C 2", Vt € [0, t¢].

Para mostrar qu&; c 2", defina, inicialmentez = o(t, X, u;). Naturalmente, como
o é, por hipétese, continua e uniformemente limitada seguezgiem martingale continuo
adaptado aZ{" C #; tal que t(zzl) < oo. Logo, ; = fot z,dws esta bem definido e € um

martingale continuo adaptaddZa com processo de variacdo quadratica

t
(an= [ zzds (3.25)
0

Agora, lembrando que:

t t
X =&+ f f(s X, ug)ds+ f (S, XS, Ug)dws, (3.26)
0 0

segue quey = X' — Xg — fot f(s x¢, u)dse, portantog; € adaptado &".
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Comoa; € um Z;"-martingale continuo quadrado integraveEg, x, u) € uniformemente

limitada segue qug, := fot E(s, x¢, us)das esta bem definido e, além disgpe adaptado &Y.

Por outro lado, do corolario 2.20 na pagina 145 &hARATZAS; SHREVE, 199)), tem-se

que:

t
B f E(s %, Ugor(s, X, Ue)dws (3.27)
0

t
0
Agora, com@s; = w; e € adaptado &;" segue que:
W< 2, Yt € [0, t¢]. (3.29)

Lembrando que € U, foi tomado arbitrario, o resultado segue. O

Observacédo 3.6.A igualdade(3.24) é vélida apenas para controlesai. No lema3.1foi
ressaltado qud{ # 0 e, na proxima proposicéo, mostra-se que o fechdecoincide com
Uuz,.

Lema 3.2. Seja Ne N. Defina k:= tﬁf e considere o conjunt®, k, 2k, ... Nk} (uma particao de

[0,t]). Tome ve U7, e ce U quaisquer. Defina

c se te [0,K)
VE(t, w) = (3.30)

L (::)kv(s, w)ds sete[nk(n+1K),ne(L2,....,N-1}.

Sob estas condicfes segue que:
1. el

2. 0TI IV¢ = V|[?dA; ® P — 0as N — o (ou seja, k— 0).
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DemonstracaoA idéia da demonstragdo € empregar a técnica usada na demonstracdo do lema

2.4, pagina 132 deK@ARATZAS; SHREVE, 1991). O

Proposicédo 3.2.Assuma que as hipétesdd-3.3 sdo validas. Sob estas hipotesHg € um

subconjunto denso d&?, .

Demonstracdo.Sejamv e (LIZW e V& definido no lema3.2 Como, pelo resultado anterior,
V¢ — v no sentido dd_? (quanddk — 0) eV¥, v € U2, ¥k, para concluir a demonstracéo desta

proposicéo basta mostrar ques Uy, Vk.

Para isto, denote a soluc&o forte da EBH) correspondente ao controlepor x¢ e defina

2= (X, 0<s<t), te[0.t].

Agora, procedendo como na demonstracdo da Propo3igéem-se que 0s processgs:=
(s XV dWs e B = [ E(s, X, V)dak = w; estdo bem definidos.
Para concluir a demonstracéo basta proceder por inducao finitat P4fak] segue que

VK = ¢ € RY (c é deterministico e definido no Len®&?) e, portantov é adaptado &% e

(procedendo como na Proposi¢aa):
W= tel0,K. (3.31)

Assume-se qu#; = 2%, t e [(n- 1)k nk] e mostra-se que vale para [nk, (n+ 1)k]. De
fato, pela hipdtese indutiva é adaptado #; = 2;%, t € [(n— 1)k, nk] e, conseqlientementé,
é adaptado &%, t € [nk, (n + 1)K] e, portantoaf e 8¢ sdo adaptados &:, t € [nk, (n + 1)K].
Comopk = w; segue que:

W= 2K Vtel0t]. (3.32)

Assim, segue que € U 0 que termina com a demonstragao. |
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Lema 3.3. O funcional custo J da Equac¢d8.2) sob as hip6tese®.2 é continuo no sentido do

L2.

Demonstracdo.Segue das hipotes8, lema de Grénwall e desigualdade de Cauchy-Schwarz.

Ver, por exemplo, um esboco na pagina 6 BENSOUSSAN 1983. m|

Proposicéo 3.3.Sob as hipotese3(1-3.3) segue que:

inf J(u) = inf J(u) (3.33)
uel?, Ul
Demonstracdo.Consequéncia imediata da Proposi8&de do Lema3.3. ]

Observacédo 3.7.Naturalmente, o resultado da Proposi¢c&8a® é valido para qualquer fun-

cional custo continuo no sentido dé.L

3.4 Discussao

Observagéo 3.8.A imposicdo der ser uniformemente limitada ej, t;] x R" x RY € bastante
restritiva. No caso em que & RY for compacto, os controles admissiveis fored) B¢ for

L2 limitada, entdo pode-se mostrar (usando o lema de Gr(')nwall)F:q[naax)gsgf ||xS||2] <
K(1+ E [||§||2]) e, conseqiientement@D C R" compacto tal quexe D P-a.s.,Vt € [0, t;].
Neste caso, considerandoseestrita a0, t;] x D x U, esta imposicao é trivialmente satisfeita

uma vez que a € continua e o seu dominio € compacto.

Observacao 3.9.Naturalmente, o resultado da Proposi¢ad@ néo implica quedu* 6timo em
U nem quedv, 6timo em‘u; (ver Observaca@.1, na pagina46, considerando f definida
no aberto). De fato, qualquer um dos dois pode existir sem que 0 outro exista. No caso em que

dv,, usando a construcao no Ler3a&2 constroi-se, a partir de,y um controlee-6timo entiAy.
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Na literatura, existem pelo menos trés formulagdes alternativas que visam a contornar, ao
invés de atacar, o problema técnicer-@algebra gerada pelo estado, a qual deseja-se (de forma a
tornar o cenario mais realista) que o processo de controle seja adaptado, depende explicitamente
do processo de controle. A saber: (1) restringir a classe de controles admissiveis a uma das
classesVue, Vim, Vm, 0UuVya; (2) teorema de Girsanov; (3) controles adaptadesaigebra

Zi =0 (X, 0< s<t-¢€) ondee > 0 é dado.
A sequir, discute-se brevemente estas trés abordagens.

(1) Restricdo da classe de controles admissivei€onsidere o problema(1)- (3.2) sob
as Hipdtese8.1e 3.3 Neste caso, uma vez qiéye € Vv € Vnat C ‘LI; tem-se

inf J(u) > inf J(u) > i
ueVm ue

ueVue

nf JU) > inf J(u) = inf J(U), (3.34)
VNat UEW?”/ uelUe

e, portanto, o custo 6timo (o controle 6timo pode nem existir) pode aumentar a medida em
gue se restringe a classe de controles admissiveis. As desigualdades anteriores podem ser estri-
tas, por exemplo, quando o controle 6timo &fy for bang-bang(restringindo os controles a
funcdes Lipschitz do estado exclui-se contrdlasg-bang. No problema LQG a igualdade se

verifica ao considerady;, Vat e‘LLf,/ como controles admissiveis.

Observacado 3.10.No caso em qué/y4 Sao 0s candidatos a controle admissivel, EDEs com
deriva e difuséo, da forma f [0, t{],C([0,t¢]; R") - R" e o : [0, t],C([O, t¢]; R") —» R™M,

respectivamente, precisam ser consideradas. Veja, por exempiiEYAMA1983 p. 44-51).

(2) Emprego do teorema de Girsanov:Uma outra abordagem consiste em considerar as
solugdes no sentido de Girsanov. A principal limitacao desta abordagem, no entendimento deste
autor, é assumir que o estafde} e o processo de Wien@\;} tem a mesma dimenséo e que a

matriz de difusdo e a sua inversa séo uniformemente limitadas. No caso em que a dimensao do
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processo de Wiener € menor ou igual ao estado um possivel contorno para esta limitacdo pode

ser considerar

o(t,xu) = [&(t, X U) el ,—X,-] (3.35)

onde | € a matriz identidade,> 0 dado e considerar um processo de Wiener com dimenséao

maior (j componentes a mais).

(3) Controles adaptados a uma informacéo atrasadaNo caso em que o controle é as-
sumido adaptado &, = o (x5, 0< s<t-¢), para cada > 0, se o controle admissivalé
adaptado & e LP limitado ent&o sob as Hipotes@sl a EDE tem solucéo forte e gera uma
o-algebra independente do controle (para demonstrar basta proceder por inducéo nos intervalos
[ne, (n+ 1)e)). Esta abordagem elimina, por exemplo as restricdes rigidas na matriz de difusao.

Por outro lado, introduz, por exemplo, o problema de entender o que acontece guartilo

3.5 Comentarios finais

Esta parte do trabalho investigou a possibilidade de se definir os controles admissiveis como
processos adaptados ao estado do sistemas (problemas com observacdes completas). Neste
sentido, as condi¢des de um resultado da literatura foram relaxadas e estende-se a classe de
problemas para 0s quais existe um subconjunto de processos de cofiirtded quevu € Uy,

Z:Y é igual acr-algebra gerada pelo processo de Wiefier



4 Controle otimo de sistemas lineares
excitados por martingales quadrado

Integraveis

“One often gets the impression that [the
algebraic Riccati] equation in fact
constitutes the bottleneck of all linear

system theory"

—J. C. WLLEMS

4.1 Introducao

O termo controle 6timo linear quadratico (LQ) refere-se a uma classe de problemas de con-
trole 6timo em que a dindmica do sistema a ser controlado € linear tanto no estado quanto no
controle e o custo a ser minimizado € quadratico nestas duas variaveis. No caso determinis-
tico, ou seja, no caso em que a evolucdo do estado do sistema é descrito por uma equacéo
diferencial ordinéria linear, estudos pioneiros foram apresentadoBEIrONIAN et al., 1958

KALMAN , 1960. Extensfes para o caso estocastico, em que o estado do sistema € descrito por
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uma equacéo diferencial estocastica, foram apresentadas inicialmenk&SRINER, 1962

WONHAM, 1968h McLANE, 1971, BISMUT, 1976. Devido ao esforco combinado de diversos
pesquisadores durante os ultimos 50 anos foi possivel se estabelecer uma teoria extremamente
rica para esta classe de problemas, tanto no caso deterministico quanto estocastico. Mais recen-
temente, inciando, aparentemente, c@HEN et al, 1998, a classe de problemas estocasticos

LQ voltou a receber grande atencd8tHEN; ZHOU, 200Q RAMI et al., 2000 RAMI; ZHOU,

200Q RAMI et al., 2007; CHEN; YONG, 200L RAMI et al., 2001 YAO et al, 2001, TANG, 2003

HU; ZHOU, 2003 CHEN; ZHOU, 2004 HU; ZHOU, 2005a HU; ZHOU, 20050. Entraram em

foco os chamados problemas estocasticos LQ indefinidos, nos quais as matrizes peso da funcdo
ndo sdo necessariamente matrizes defihida® controle LQ de sistemas lineares excitados

pelo movimento Browniano fracionarieéi(J; ZHOU, 20058H. Uma revisdo detalhada do prob-

lema LQ estocastico indefinido por ser encontrada, por exempla2&onQ, 2007).

Nesta parte do trabalho, de certa forma inspirado pelo trabalheldiezHOU, 20050,
estuda-se o problema LQ de sistemas descritos por equacdes diferenciais estocasticas excitadas
por martingales quadrado integraveis tanto continuos quanto descontinuos. Conforme men-
cionado no Capitul@, tanto o processo de Wiener quanto o processo de Poisson compensado
pertencem a esta classe de processos estocasticos, de forma que os resultados apresentados aq

podem ser especializados para estes processos estocasticos.

Para se analisar este problema serdo usados os resultados do célculo estocastico sumarizados
no Capitulo2, em especial as férmulas de mudanca de variaveis, e argumentos de “completar
os quadrados” empregados, por exemplo, BENSOUSSAN 2004 e ASTROM, 2006 p.286-

292) ao estudar o caso classico de sistemas excitados pelo processo de Wiener. Um fato, de

certa forma supreendente, € que embora se estude sistemas com excitagcdes mais gerais que a:

IClassicamente, é exigido que a matriz peso do estado e do controle na fungdo custo sejam, respectivamente,
positiva semidefinida e positiva definida.
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comumente encontradas na literatura, o problema de controle 6timo é reduzido, analogamente

ao caso classico, ao estudo da existéncia de solu¢des de equacdes diferenciais de Riccati e, tanto
0 custo 6timo quanto o controle 6timo sdo obtidos explicitamente (dependendo da solucdo da

equacdao de Riccati associada).

No caso com observagbes completas, sdo estudados quatro casos particulares: (a) EDE
linear excitada aditivamente por um martingdec .5 (ver Notacad.1, na pagina27); (b)
EDE linear excitada tanto aditivamente por um martinddle ./ quanto por processos de
Wiener dependentes do estado e do controle; (c) EDE excitada aditivamente por um martingale
M € .,; (d) EDE linear excitada tanto aditivamente por um martingdle .#¢ quanto por

processos de Poisson compensados multiplicados pelo processo de controle e pelo estado.

No caso com observacgoes parciais, ou seja, em que 0s processos de controle sdo assumidos
adaptados &%}0 uma sub-filtracdo da filtracde (Ms, 0 < s<t), t > 0, mostra-se que o
funcional custo também pode ser reescrito de forma conveniente para o estudo do problema
de controle 6timo. Este resultado pode ser interpretado como uma condi¢cdo necessdria para a
validade do principio de equivaléncia a certeza para EDE excitadas aditivameMe=paf;.
llustra-se a aplicacéo deste resultado para o caso classico de sistemas excitados por um processa

de Wiener.

Mais detalhes sobre o problema LQ deterministico pode ser obtido, por exempidOem (
RATO et al, 1995 ATHANS; FALB, 2006 ANDERSON; MOORE 2007) e em suas referéncias. O
caso estocastico é estudado, por exemplo,FBNIING; RISHEL, 1975 DAVIS, 1977 CHEN

et al, 1995 YONG; ZHOU, 1999 BENSOUSSAN 2004 ASTROM, 2006).

Um estudo sobre a estabilidade de sistemas lineares excitados por martingales quadrado

integraveis pode ser encontrada, por exemplo,@RIGORIU, 2001).
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Os resultados deste capitulo serdo apresentados, tambésil e YONEYAMA , 20083.

Este capitulo esta organizado da seguinte forma. Na Se2&erdo estudados 0s casos (a)
e (b) descritos acima. Os casos (c) e (d) sdo estudados na &£8cada Secdat.4 estuda-
se 0 caso com observacfes parciais para sistemas excitados por martingales continuos. Além
disso, a aplicacéo deste resultado sera ilustrada para o caso classico de sistemas excitados por

processos de Wiener. Finalmente, na SeL&gerao tecidos alguns comentarios finais.

4.2 Sistemas excitados por martingales continuos: observacoes

completas

Lema 4.1. Sejam Se 8™, v,b e R" e ce R. Entéo,

e VISV+20V+C= (v + S‘lb)T S (v + S‘lb) +c—-b'Sp:
e VISv+2b'v+cCc>c—b'S b VYve R

e VISv+2b'v+c=c—-Db"S b se, e somente se=/-S1b.

Demonstracdolmediato. O

4.2.1 Formulacéo dos problemas

Sejam ,.7,{.% }0,P) um espago de probabilidade filtrado satisfazendo as condi¢des
usuais,& uma variavel aleatéria limitada no sentido b com médiau, e E [xoxg] = Py,
W = (W,.%), i =1,...,k processos de Wiener unidimensionait= (M, %), um (%, P)-

martingale quadrado integravéd, € .Z;, et; € [0, o) fixadoa priori.
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Problema 4.1. Considere um sistema descrito por

dx = [A(t)x + B(t)u; + g(t)] dt + dM,,
(4.1)

X =&,

onde A: [0,t;] - Mun(R), B : [0,t;] - Mum(R) € g: [0,tf] — R" sdo mapeamentos

continuos. Assuma que a performance do sistema possa ser adequadamente mensurada por:

te
J(u) = E[ X Q(t)% + u R()udt + x; Fxq, | (4.2)
0
onde Q: [0,t;] —» S™, R: [0,t;] - S™ sdo mapeamentos continuos & S,

Denote pori{; 0 conjunto de todos 0s process@s-progressivamente mensuraveis tais que
para cada ue U; a Equacao4.1) admite solugéao %e o funcional custo dado pela Equagao

(4.2), calculado no paiu, x"), esteja bem definido.

Encontrar, se existir, ue U, tal que:

3() = inf (). (4.3)

Problema 4.2. Considere um sistema descrito por

k
dx = (ADX + B+ gO) dt+ > (Ci(t)x + Di(B)u, + (1)) cwi + dM,
= (4.4)

ong’

onde A: [0,t{] = Mun(R), B: [0,t] = Mum(R), 9: [0,ti] = R", C; : [0,t:] = Mnn(R),

D;i : [0,t] = Mpxm(R), fi : [0,t:] > Mna(R), i =1,...,k, SG0 mapeamentos continuos.

Assuma que W= (W,. %), i = 1,....k, M = (M,,.%#) e ¢ séo independentes e que a
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performance do sistema possa ser adequadamente mensurada por:

i
Ju,x) = E [f [% Q)X + U R(t)u; + 2q(t) "% + 2r(t) "u] dt + X Fx;, + 2h"x, |,  (4.5)
0

onde Q: [0,t;] = S™, R: [0,t;] = 8™, q:[0,t;] — R", r : [0,t{] — R™ s&o mapeamentos

continuos, Fe S e he R".

Denote porld, o conjunto de todos 0s processgs-progressivamente mensuraveis tais que
para cada ue U, a Equacdo4.4) admite solugao %e o funcional custo dado pela Equagao

(4.5), calculado no palu, x), esteja bem definido.

Encontrar, se existir, ue U, tal que:

I(w) = inf 3. (4.6)

4.2.2 Estudo do Problemat.1

Proposicao 4.1.Sejam At), B(t), R(t) e Q(t) nas condi¢bes do Problerdal. Entdo, a equacgéo

de diferencial de Riccati

K(0) + AQ)TK (D) + KOA®D — KOBOR ()BT (K () + Q(t) = 0,
(4.7)

K(tf) = F,
admite uma solugéo K[0,t;] — S™.

DemonstracdoVeja, por exemplo, WONHAM, 19683, (WONHAM, 1970, (DAVIS, 1977,

p.161-162). O

Proposicao 4.2.Sejam At), B(t), R(t) e gt) nas condi¢bes do Problendal e K(t) solucdo da
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Equacao(4.7). Entédo, a equacao diferencial

k(t) + | At) - BOR™(t) B(t)K(t)]T k(t) + K(t)g(t) = 0,

(4.8)
k(t;) =0,
admite uma solugéo k[0, t;] — R".
Demonstracdo.Segue da teoria de equacdes diferenciais ordinarias lineares. |

Teorema 4.1. Sejam ue U; qualquer e x a solucdo da Equacéd.1) quando u é aplicado.

Entéo, para cada pafu, x") o custo dado pela Equacdd.2) pode ser reescrito como:

J(U) = tr (K(O)Po) + 7 K(0) + E fo ) 297 (Ok()dt| + E j; t tr (K(O)d(M, M)t)] -

- E[ ) K" () BOR2(t)B" ()k(t)dt| +
0

v | [ [ RHOBTO (O + KO RO [+ ROBTO (k% + k]
0

(4.9)

Demonstracdo.SejaV(t, X) := x"K(t)x + 2x"k(t) comK e k solucdes de4.7) e (4.8), respec-
tivamente. Aplicando a formula de It6—Doléans-Dade-Meyer, Teoizmaa pagina34, em

V(t, X)) e observando quéx, = 0 P—q.s., obtém-se:

V(tr, %) = V(0, %) + fo ) [%K®)% +2x7k(®)] dt+
(4.10)

i - - 1_ t
+f0 [dXTK (0% + x K (©)dx + 2dxTk(t)] + zfo tr (2K ()M, M,).

Agora, da definicéo d¥ e das Equacted (7) e (4.8), tem-se qué/(ts, X, ) = X/ Fx, € comox
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€ solucdo de4.1) quandou é aplicado segue que:

X Fxe, = X3 K(0)Xo + X7 K(0) + fo " | XK (t)x + 2x7k(t)] dt+
+ fo ) {[AMxdt + Bt)udt + g(t)dt + dM ] K(t)x} +
+ fo ) XK (t) [A(t)xdt + B(t)udt + g(t)dt + dM]} + (4.11)
+ fo ) {2[AM)xdt + B(tyudt + g(t)dt + dM " k(t)} +

+f(;tr(K(t)d<M,M)t).

Somandofot X Q(t)x + u R(t)u;,dt em ambos os lados da equagéao anterior, lembrand#& (iye

€ simétrica e reordenando, obtém-se:

f | X' Q)X + U Rudt + X\ Fxi, = X5 K(0)x0 + X k(0)+
0
+ ftf u’ RO + 2[BT (1)(K(t)x + k(t))]" udt+
0
+ f ) X [K(t) + ATOK (D) + KA + Q)] xdt+
0 (4.12)

N fo o [k(t) + A" (OK(D) + K(©g()] dt+

tf

tf
+ f 29" (Hk(t)dt + [dMK(t)x + X K(t)d M, + 2d M, k(t)] +
0 0

+£tr(K(t)d<M,M)t).

Do Lemad.1comv = u, S = R(t), b = BT (t)(K(t)x + k(t)) ec = O:

U Rt + 2 [BT (KO + k)] =
= [+ RA©BTM) (K@)x + k()] RO [u + RAEBTM) (KX + k(D)| -
(4.13)
- X K®BOR BT OK X — 2 [BOR (B OK®)] k-

- K" ()BH)R ()BT (B)K(1),



CAPITULO 4. CONTROLE OTIMO DE SISTEMAS LINEARES EXCITADOS POR
MARTINGALES QUADRADO INTEGRAVEIS 67

Substituindo a Equacad (L3 em @.12 e reorganizando, obtém-se:

ft X Q(t)X: + uf R)udt + x;, Fx;, = X3 K(0)xo + x5 k(0)+
0
+ f ) |ue+ REDBT®) (KO)x + k)] RO [+ REOBT(R) (KO + k(D) | dt+
0
+ f ) XK (1) + ATOK () + KDAR) - KOB®R ()BT (HK(L) + Q)] xdt+
0
+ fo 2 [k(t) + (A - BORH()BT(OK() k(t) + K(t)g(t)] dt+
+ f ) 297 (Hk(t)dt + f ) [dM K ()% + X K(®)d M, + 2d M K(t)] -
0 0
- f K™ ()BR(t)BT (t)k(t)dt + f tr (K(Od(M, M)y) .
0 0

(4.14)

ComoK(t) ek(t) séo solucdes del(7) e (4.8), respectivamente, tem-se

ft X Q(t)%: + uf Rudt + x;, Fxi, = X3 K(0)xo + x5 k(0)+
0
+ f ) |uc+ REDBT®) (KX + k)] RO [u+ REOBT(R) (KO + k(B)| dt+
0
+ f ) 297 (tk()dt + f ) [dMTK ()% + % K(t)dM, + 2d M k()] -
0 0
- f K™ () B(R 1(t) BT (t)k(t)dt + f tr (K(t)d(M, M),) .
0 0

(4.15)

Agora, por hipotesd/ € .#; e, portanto, usando a Proposi¢b da pagina83, tem-se que:

E [ f ) [AMTK (0% + X K(©)dM, + 2dMTk(0)]| = 0. (4.16)
0
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Finalmente, tomando a esperanca dm %, obtém-se

E [fo X Q(t)x + u R(t)udt + xtTfotf] = E [xK(0)xo] + E [x3k(0)] +

+E f tf U+ REDBT(0) (K()x + k)] R [u+ REOBT(R) (K()x + k)] dt| +
0

+E f ) 297 (Ok@®)dt| + E f tr (K(t)d(M, M>t] [ f kT(t)B(t)Frl(t)BT(t)k(t)dt].
0

(4.17)

Corolario 4.1. Sejam At), B(t) e Rt) nas condi¢des do Problendal, K(t) e k(t) solucdo das

Equacbeg4.7) e (4.8), respectivamente. Entao,

U = —R0)BT(E) (K(Dy: + k@) . t € [0, t¢], (4.18)

onde

dy: = [(A®t) - BOR OB (K () v - BOR ()BT (DK(E) + g(t)| dt + dM,

(4.19)
Yo =&,
etalquete U, e
J(u") < J(U),Yu € U;. (4.20)
Ainda,
J(u) = tr (K(0)Po) + gk(0) + E ftf 2g" (Hk()dt| + E ft tr (K()d(M, M)y | -
0 0 (4.21)

_E [ f ) kT(t)B(t)R”l(t)BT(t)k(t)dt] :
0

Demonstracado.Segue diretamente do Teorema. O



CAPITULO 4. CONTROLE OTIMO DE SISTEMAS LINEARES EXCITADOS POR
MARTINGALES QUADRADO INTEGRAVEIS 69

4.2.3 Estudo do Problem&t.2

SejamB(t), R(t), r(t), Ci(t), Di(t), fi(t), i = 1,...,k dados na definicdo do Problem&.
Definal : [0,tf] x 8™ — M™MR), R : [0,tf] x S© — M™MR) e T[0,t;] x S x R" — R"

dados por

k
Pt K(D) = KOBO + ) CTOKMDi().
i=1

k
Rt K(D) = R + Y DT (OKODi(D), (4.22)
i=1

k

T(t, K(1), K1) = Z DT (K (1) fi(t) + BT(H)k(t) + r(t).

i=1

Proposicao 4.3.Sejam At), B(t), Ci(t), Di(t), i = 1,..., k dados na definicdo do Problerda2

Entdo, a equacao diferencial matricial

k
I+ ATOK® + KTAD + > CTOKOCH + Q-
a = (4.23)

= T(t, K(0) - Rt K®) - T (L K(©) =0,
admite uma solugéo K[0,t;] — S™.

DemonstracdoBasta usar o método de quasi-lineariza@@L(MAN, 1955 e aproximacoes
sucessivas como originalmente feito emINHAM, 19683. Ver, também,\WONHAM, 197Q

p. 152). O

Proposicao 4.4.Sejam At), B(t), g(t), Ci(t), Di(t), fi(t), i = 1,...,k, Rt), q(t) e r(t) dados na

definicdo do Problemd.2 e K(t) solucdo dg4.23. Entdo, a equacao diferencial

3—'t‘<t) + [AT(1) - T(t. KR KD)BT ()| k(t) + a(t) + KBg(t)+
K (4.24)

k
+ ; Cl(OK O fi(t) — T(t, KO)RT(t, K() - | r(t) + Z DI KOt | =0

i=1
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admite uma solugéo k[0, t;] — R".

Demonstracdo.Segue da teoria de equacgdes diferenciais ordinarias lineares. m]

Teorema 4.2. Sejam ue U, qualquer e x a solucdo da Equacéb.4) quando u é aplicado.

Entdo, para cada pafu, x") o custo dado pela Equac¢dd.5) pode ser reescrito como:

18] tf k
() = tr (K(0)Po) + 213 K(0) + fo 29" (Ok(t)dt + fo 3 TOKOHOdt-
i=1

- ftf TT(t, K(t), ()R, K(L)) - T(t, K(t), k(t))dt + E ftf tr (K(t)d(MM)) [ +
0 0

(4.25)
+ fo f i+ R K() [T7(E K©)x + T(E K(D), k(t))]}T -R(t, K(t))-

u+ R K@) [T7(E K ©)% + T K. kD) dt

DemonstracdoDefinac' : [0,t;] x R" X RY — Mpq(R), & : [0,t1] X R" X R — M(R),

o [0,t] x R" x RY — Maxk+n(R) dadas por

a'(t, x, U) := Ci(t)x + Di(t)u + fi(t), (4.26)
F(tx u) = [t xu) ..ot x )], (4.27)
o(t,x,u) :=[o(t, X, u) lnxn], (4.28)

e,V = [wtl oW MIT]T. Naturalmente, a Equacaé.{) pode ser reescrita como:
dx = (A()x + B(t)u + g(t)) dt + o (t, X, U)dV,. (4.29)

ConsidereV/(t, x) = X" K(t)x + 2x"k(t) ondeK(t) e k(t) sdo solucdes det (23 e (4.24), respec-
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tivamente. Da férmula de It6—Doléans-Dade—Meyer, observanda xjue O:

V(tr, %) = V(0, %) + f tf | XKt + 2 k(t)] dt+
0
+ f ) [dx K(t)x + X K(t)dx + 2dx k()] + (4.30)
0

L
+tr ( f K(t)or(t, X, U)o (t, X, U)d(V, \7>t) .
0

De (4.29 obtém-se

Vit ) = VO + [ XK + 2 ko) dis

+ ftf [(A(t)xt + B(t)u; + g(t)) dt + o (t, X, ut)d\7t]T K(t) %+
0

it

+ | KO [(ADX + B + 9) dt+ ot %, u)d¥ |+ (4.31)
0

+ f "2 |(AM)X + Bu + g(B) dt + o (t, x, w)d¥] " k(®)+
0

te
+tr ( f K(©)o(t, X, u)d(V, Vo (t, X, ut)) .
0

Reordenando,

V(ts, x;,) = V(O, Xo) + ftf X [K(t) +AT(HOK(L) + K(t)A(t)] X dt+
0
+ f ) 2 [k(t) + K()g(t) + AT(Dk(t)| dt+
0

+ ftf 2[BT()K(t)x + BT(k(t)]" udt + ftf 297 (t)k(t)+
0 0 (4.32)

tt
+tr ( f K)o (t, %, u)d(V, \7>t) o T (t, X, U)+
0

tf . tf .
+ dV{ o T (t, X, U)K ()% + X K)o (t, %, u)dVi+
0 0
s .
+ dV{ o T (t, X, Up)K(t).
0
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Agora, comow, W), = gijt, (W, M) = O, i, j = 1,... ktem-se que

. et Okxn
(V,V) = , (4.33)

Onxk (M, M)y

e, portanto,

t
tr (f K@®)or(t, e, u)dV, Vo' (t, %, Ut)) =
0

1+ Ikadt kan
= tr f K(t)or(t, X, U) ol (t, X, W) | =
° Onck  OKM, M),
s tf
=tr f K(t)o(t, xt,ut)ET(t,xt,ut)dt)Hr( f K(t)d(M,M)t):
0 0

t

18] k
fo K(t);o-i(t, X, U)oy (L, xt,ut)dt)+tr( fo
k
1

KO0t % o7 (6 %, u)d " K@M, M) =
Ztr(fo K)o (t, X U)o (t, X, W) t)+tr(fo K(t)d(M M))
k

Il
—+
=

K (t)d(M, M)t) =

t

oy (t, %, U)K(t)oi(t, X, U)dt + tr(ftf K(t)d(M, M)t) =

0 4H 0

. K

3 ©% + DU+ 1) KO C0% + DOu + () des

0 a1

i
+tr ( f K (t)d(M, M)t) =
0

s k
- fo {x: [Zci(t)K(t)ci(t)
i=1

,_,,

T

U+

k
X+ 2 [Z D (OK(®) (Ci()x: + fi(t))
i=1

k Kk k
2 | Y COKORM |+ [Z DIKODI®)|u+ Y [H))TK () fi(t)]} +
r (ft K(®)d(M, |v|>t).
0

(4.34)

Substituindo4.34) na Equacao4.32), somandcfotf [X Q)% + U R(t)u: + 2q(t) "% + 2r (t) "u;] dt
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em ambos os lados dé.82 e reeordenando obtém-se:

t
fo [% Q)X + U R(t)u; + 2q(t) "% + 2r (t) "uy] dt + X Fx;, + 2%, =

k
K(t) + ATOK () + KOAD + Q(t) + > CIK(Ci() | xdt+

i=1

tf
:V(O,x0)+f X
0

di+

it . k
e [k(t) KO0 + ATOKO + a0 + > CTOKO £
i=1
+ftf u; R(t, K(t))udt+
0
; f "I K(O)x + Tt K(), k)] udts
0
s tp K t
; fo 29" (Ok(t)dt + fo ;fi OK (O f()dt + fo tr (K1) d(M, M) +

s N tf ~ Lt ~
+ | dVo (L%, u)KOX + | X K@®o(t, %, u)dVi + | dV o (L, X, u)K(t).
0

° 0
(4.35)
Agora, seja
=, " WRE KO 200 KO - TEKOKO wdt (@.36)
0
Pelo Lem&ad.1
I = fo | {u -+ RHE K () [T7 (8 K(@)x + T(E K(D), k(t))]}T CR(L, K(1))-
: {Ut + Rt K() [T (8 K(®)x: + Tt K(D), k(t))]} _ (4.37)

= [Tt K(@)x + 1L K, k)] RHE K@) [T ( K©)% + Tt KO, kD)] dt,
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reordenando

- [ " fues R KO) T KO+ T KO, k) R K(O)
0
{ue+ R K(®) [T7(E KO)X + T K, k)] -
- [ X KR KO @ KO)xdt- (4.38)
0

- f ) 2% T(t, K()R(t, K(1))Y(t, K(t), k(t))dt—
0

- f ) TT(t, K (1), k)R, K(D)Y(t, K(), k(t))dt.
0

Substituindo 4.38 em @.35 e reordenando obtém-se:

[ 5 Q%+ wROU + 20075+ 2107wl s X[, + 2%, =
0
=V + [ U RCKO) T KO+ T KO KO)) R KO)
A+ R K D) [T7 (4 K (©)% + T K, k(t)]} dt+
tf . k
+ f(; X lK(t) + A"K(t) + K(O)A(t) + Q(t) + Z Ci(HK(Ci(t)-
— T(t, KO)RL(t, K (L, K(t))] X dt+

—_— ) (4.39)
+ fo 2% [k(t) + K(1)g(t) + AT(Dk() + q(t) + Z Gl OK®)fi(t)-

i=1
— I(t, KR (L, K(1)T(t, K(t), k(t))] dt—
- ftf Tt K(), k)R, K(1)T(t, K(t), k(t))dt + fn S
Otf k y t? ~
3 2 HOKO IO+ [ oMM+ [ o 6wk

f . tr
+ f X K)o (t, %, u)dV; + dV{ o (t, %, U)K(t).
0 0
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Agora, comaK (t) e k(t) satisfazem, respectivamenté,Z3 e (4.24),

Aty
E d\/tTO'T(t, X, Ut)K(t)Xt] = O,
| VO

.
E X K)o (t, X, ut)dvt] =0, (4.40)
| JO
.

El | dVio™(t % ut)k(t)] =0,
| JO

tomando a esperanca eth39 obtém-se4.25. m|

Corolario 4.2. Sejam At), B(t), g(t), Ci(t), Di(t), fi(t), R(t), Q(t), q(t) e r(t) nas condi¢bes do
Problema4.2, K(t) e Kt) solucédo das Equactdd.23 e (4.24), respectivamente, E(t, K(t)),

R(t) e Y(t, K(t), k(t)) definidos pela Equacé@.22). Entéo,
u = —R7E K () [T (L K(D)y: + Y(t, K(t), k()] t € [0, 1], (4.41)

onde

dy = [(A(t) — BOR™(t, KA (L, K(1)) yi - BOR (L, KO)T(t, K(1). k() + g(t)] dt+

k
+ ) (G - DRt KNI (1 K®) v — DRt KO)T(E, K(), k(D) + ()| ] + dM
i=1

Yo =&,
(4.42)
etalquete Uy e
J(u") < J(U),Yu € U,. (4.43)
Ainda,
t tr K
J(u?) = tr (K(0)Po) + 2uj k(0) + f 29" (t)k(t)dt + f Z fTOK () fi(t)dt—
° oo (4.44)

_ f ) Tt K (), k)R, K(1)) - T, K(t), k{D)dt + E f ) tr(K(t)d(MM)t)].
0 0
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Demonstracdo.Segue diretamente do Teorema. m]

4.3 Sistemas excitados por martingales descontinuos: obser-

vacoes completas

4.3.1 Formulacao dos problemas

Sejam Q, .7 {F }=0,P), &, M = (M, %) et; € [0,00) coOmo na Secad.2 Assuma que
em @, 7 ,{7 }0, P) estejam definidos tambéni = (N!,.%), i = 1,2, 3, processos de Poisson

unidimensionais com parametrasi = 1,2, 3, eM = (M, %) € 5.

Denote polN!, i = 1, 2,3, os processos de Poisson compensados associbids-al, 2, 3,
ou seja,

Nl =N —At, i=123 (4.45)

Problema 4.3. Considere um sistema descrito por

dx = [A(t)x + B(t)u + g(t)] dt + dM,,
(4.46)

onf’

onde A: [0,t;] - Mun(R), B : [0,t;] - Mum(R) € g: [0,tf] — R" s&o mapeamentos
continuos. Assuma qud; e ¢ sdo independentes e a performance do sistema possa ser ade-

guadamente mensurada por:
te
J(u) = E[ X Q(t)%: + uf R()udt + X Fx, |, (4.47)
0

onde Q: [0,t;] — S™, R: [0,t;] - S™ sdo mapeamentos continuos & S,
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Denote poridz o conjunto de todos 0s process&—progressivamente mensuraveis tais

gue para cada ue Us; a Equacao(4.46 admite solucéo e o funcional custo dado pela

Equacéo(4.47), calculado no paxu, x), esteja bem definido.

Encontrar, se existir, ue U5 tal que:

I(w) = inf ). (4.48)

Problema 4.4. Considere um sistema descrito por

dx = (A()x + B(t)u, + g(t)) dt + C(t)xdN? + D(t)udN2 + f(t)dNS + d M,
(4.49)

X0 = ¢,
onde A: [0,tf] —» Mumn(R), B : [0,t1] » Mum(R), g: [0,ti] — R", C: [0,t;] = Mnn(R),
D : [0,t:] = Mpm(R), T :[0,t] » Mna(R), S&o mapeamentos continuos.

Assuma quél!, i = 1, 2,3, M, e¢ sdo independentes e que a performance do sistema possa

ser adequadamente mensurada por:

Ju) =E [fotf [x" Q(t)%: + u R()u] dt + x| Fx, (4.50)

onde Q: [0,t;] —» S™ e R: [0,t{] — S™, sdo mapeamentos continuosc S e he R".

Denote porid, o conjunto de todos 0s process&z—progressivamente mensuraveis tais
gue para cada ue U, a Equacao(4.49 admite solucéo ke o funcional custo dado pela

Equacao(4.50), calculado no paxu, x), esteja bem definido.
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Encontrar, se existir, ue U, tal que:

3() = inf (). (4.51)

4.3.2 Estudo do Problem&t.3

Nos problemas desta secao, diferentemente dos problemas da secao amenég é

necessariamente nulo, ou seja, o estado do sistema apresenta saltos.

Lema 4.2. Sejam ue U3 qualquer, x a solugdo da Equacéb.46) quando u é aplicado, K) e

k(t) solucbes das Equactés7) e (4.9), respectivamente. Defina,

Ji = Z (X K(9)Xs + 2xIK(S) — XL K(S)Xs — 2xL k(S) — (2xI K(9) + 2k™(5)) Axs}.  (4.52)

s<t

Entao,

J = Z(AMS)TK(s)(AMS). (4.53)

s<t
Demonstracdo.Comox; = X- + AX;, da definicdo dd, segue que

Js = Z {(Xs + AXs) TK(S)(Xs + AXs) + 2(Xs- + AXs) TK(S) — XL K()Xs — 2xZ K(9)-

s<t

—2xI K(t)Axs — 2KT(S)AXs) (4.54)

= Z AXIK(S)AXs.

s<t

Agora, Vvt € [0, t{]

AX = AM;, (4.55)

e, portanto, o resultado segue. |
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Teorema 4.3.Sejam ue U3 qualquer, x a solugdo da Equacé.46 quando u é aplicado, K

e k solucdes das Equaco@s?) e (4.9), respectivamente. Entdo, para cada garx) o custo

dado pela Equaca@t.47) pode ser reescrito como:

J(u) = tr (K(0)Po) + ugk(0) + E j; t tr (K(t)d(M©, |\7|°>t)] -

ZAMSTK(S)AIVIS} +

s<t

f ) 297 (Dk(b)dt| + E
0

-E [ f ) K" (H)BHR(t)BT (Hk(t)dt| + E
0

+E f "+ REQBT() (KO + KO)|| RO [+ REOBT 0 (KO + k(0)] dt] |
0

(4.56)

DemonstracdoBasta proceder como na demonstracdo do Teorefreobservar qué; inde-

pende deis € Us. O

Corolario 4.3. Sejam At), B(t) e Rt) nas condi¢bes do Problenda3, K(t) e kt) solucédo das

Equacdeg4.7) e (4.9), respectivamente. Entéo,
uf == —R (0BT (t) (K(t)y: + k(1)) , t € [0, t¢], (4.57)

onde

dy; = [(A®t) - BOR OB (YK () v - BOR ()BT (DK(E) + g(t)| dt + dN,,
(4.58)

Yo =¢&.

Ainda,

J(u) = tr (K(0)Po) + uik(0) + E fo t tr(K(t)d<|\7I°, |\7|C>t)] -

> ANIIK(9)AM,

s<t

f ) 297 (Ok(®)dt| + E
0

(4.59)

-~ E[ ) KT (t) B(t)R‘l(t)BT(t)k(t)dt] +E
0
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Demonstracdo.Segue diretamente do Teoreha&. m]

4.3.3 Estudo do Problemat.4

Proposicdo 4.5.SejamN', i = 1,2, 3 processos de Poisson compensados independentes com

parametrosy;, i = 1,2, 3. Entdo,P—q.s.

. .. |0 sei# |,
AN AR = (4.60)
AN! sei=j.

13

Demonstrac&o.O casa = j é imediato visto quaN! é sempre 1 ou 0. Considere agoa j.

Pela regra do produto, Corolaro2 na pagina5, tem-se:

. t ~ ~ t . ~ ~ ~
N Ng:foN;dN;+fo NLdR; + > AR AR, (4.61)

s<t

Agora, aplicando o operador esperanca na equacéo acima e lembrando que 0s processos sao

independentes e pertencenvg, obtém-se:

E{Z AN ANJ] =0. (4.62)

s<t
Finalmente, com®; > 0 eN/ > 0 o resultado segue. O

Proposicao 4.6.Sejam At), B(t), R(t), D(t) e 1, como na definicdo do Problendad. Entéo, a
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equacao diferencial de Riccati generalizéda

K(t) + AT()K (1) + KAL) + Q(t) + 1,CT (K (t)C(t)-

— K()B(t) (R(t) + L,DT()K(t)D(t)) ™ BT ()K(t) = O, (4.63)

K(ts) = F,
admite uma solucéo K[0,t;] — S™.

DemonstracaoBasta usar o método de quasi-linearizag@@L( MAN, 1955 e aproximacgdes
sucessivas como originalmente feito aMQNHAM, 19683. Ver também\WONHAM, 197Q p.

162). i
Proposicéo 4.7.Sejam At), B(t), R(t), D(t), 1, e gt) como na definicdo do Problerdad e K(t)

solucéo da Equaca@t.63. Entéo, a equacdao diferencial

K(t) + [AT(t) - K()B(t) (R() + 12DT (YK (OD®)] k(t) + K(t)g(t) = O, (4.6
k(ts) =0,

admite uma solugéo k[0, t;] — R".
Lema 4.3. Sejam ue U, qualquer, x a solucdo da Equaci#b.49 quando u é aplicado, K) e

k(t) solucbes das Equactés 63 e (4.64), respectivamente. Defina,

J = Z {XK(9)Xs + 2XIK(S) — XL K(9)Xs — 2xLK(S) — (2XZK(9) + 2k™(5)) AXs},  (4.65)

s<t

2Wonham(1970 utiliza a terminologia equag&o racional.
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Entao,

_ ‘ T T 1 : TN 2 : T 3
J, = fo X CT (9K (5)C(s)Xs dNL + fo ul DT()K(s)D(s)dN? + fo fT(S)K(9)f(S)dNE.

(4.66)
DemonstracdoDa definicdo da), segue que
Js = Z {(Xs + AXs) "K(S)(Xs + AXg) + 2(Xs- + AXs) "K(S) — X&- K(9)Xs — 2XLk(5)—
s<t
—2xT K(t)Axs — 2KT(S)AXs) (4.67)
= Z AXIK(S)AXs.
s<t
Agora,
Axs = C(9)xs ANL + D(s)us AN2 + f(s)ANZ, (4.68)

Substituindo a Equacad.6d na Equacao4.67) e usando a Proposicdos segue:

J = Z {X;CT(S)K(S)C(S)XgANsl +ul DT(S)K(S)D(S)US_AK@ + fT(S)K(S)f(S)AI(I?} (4.69)

s<t

Finalmente, comaN; = AN}, i = 1,2,3 eN}, i = 1,2,3, sdo puramente descontinuos o

resultado segue (observe ghendo sdo puramente descontinuos). |

Lema 4.4. Seja J definido pela equacéd.65 Entéo,
t
E[J] = f {AxECT(K(S)C(9)Xs + A2uL DT (K (S)D(S)us + A3 T(K(s) f(s)} dt. (4.70)
0

Demonstracdo.Segue do lema anterior e da Proposigdona pagina33. ]

Teorema 4.4.Sejam ue U3 qualquer e x a solugcéo da Equacé®49 quando u é aplicado.
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Entéo, para cada pafu, x") o custo dado pela Equa¢dd.50 pode ser reescrito como:

J(u) = tr (K(0)Po) + u{ k(0) + E fotf K@M, M) | +

+ ftf [2g7k(t) + 223 f (9K () F () — kT (1) B(t) (R(t) + DT (t)K(t)D(t)) BT (t)k(t)] +
0

" fotf [+ (R + 12D (OK D)™ BT() (K% + k)] (R + 12D (OKOD() -

U+ (R + DT OK D)™ BT(1) (KO + k(1)) ]
(4.71)
DemonstracdoAplicando a féormula de It6—Doléans-Dade—Meyer

L

tf . .
Vit %) =V(030) + [ XK + 2k dt [ [TKOX + X Kdx + 20Xk +
0 0
t
+ tr(f K(t)d(M, M)t) + J.
0
Agora, observando qui!, i = 1,2,3, sdo martingales quadrado integraveis, usando o Lema

4.4 e procedendo analogamente como na demonstracédo dos Teerdness.2 o resultado

segue. O

Coroléario 4.4. Sejam At), B(t) e Rt) nas condi¢cdes do Problenda2, K(t) e k(t) solucbes das

Equacteg4.63 e (4.64), respectivamente. Entao,

u; = —RE) BT () (K(B)y: + k(1) .t € [0, ], (4.72)
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ondeR(t) := (R(t) + ,DT ()K(t)D(t)) e y satisfaz

dy: = |(A®t) - Rt BT ()K(1)) y: — R(t) BT ()k(t) + g(t)| dt+

+ C(t)y:dN! — D()R(1) BT (1) (K (t)y: + k(t)) dNZ + f(t)dNS + d M, (4.73)

yO:f’

étalquetie U e

J(U) < J(u), Yu € U, (4.74)

Ainda,

t
f K(t)d(M, M),
0

J(u) = tr (K(0)Po) + 1gk(0) + E +
. (4.75)
f
+ f [297k(t) + 243 T (s)K(5) f(s) — KT (1) B(t) (R(t) + 1.D" ()K(t)D(t)) BT (Hk(1)] -
0
Demonstracdo.Segue diretamente da Teorera |
Observacéo 4.1.Considere um sistema descrito por
dx = (A(t)x + B(t)u, + g(t)) dt + C(t)xdN! + D(t)udN? + f(t)dN> + dM,
(4.76)
X0 =&,
onde N, i = 1,2, 3, sdo processos de Poisson com parameiro = 1,2, 3. Como os Nnéo

sdo martingales, os resultados desta se¢do ndo podem ser aplicados diretamente. Para estudar
sistemas excitados por processos de Poisson basta observar qu@oddih ser decompostos
como:

N = NI+ A, (4.77)
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ondeN' € ., (processos de Poisson compensados) e, entéo, rees¢4ev@rcomo:

dx = (/S(t)xt + B(t)u + §(t)) dt + C(O)xdN? + D(t)udN? + f(B)dN? + dM,, (4.78)
onde
At) == A®t) + 2,C(b), (4.79)
B(t) := B(t) + 1,D(t), (4.80)
g(t) = g(t) + A3 (b). (4.81)

O sistema descrito pd¢.78 pode, entdo, ser estudado empregando os resultados desta secao.

Observacédo 4.2.Resultados analogos ao desta se¢édo podem ser derivados considerando-se

um sistema descrito por:

k
dx = (A)x + B(t)u, + g(t)) dt + Z Ci)x + Diu + fi(D) dNti + dM;
=1 (4.82)

X0 = ¢,

ondeN' sdo processos de Poisson compensados independentes.

4.4 Sistemas excitados por martingales continuos: observacoes
parciais

Sejam Q, .7 ,{F }0,P), M = (M, %) e ¢ como na Sec¢éd.2 e {#};-o uma sub-filtracédo

Teorema 4.5.Considere um sistema descrito pela EQIEL) com performance adequadamente
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mensurada pelo funcional cust$.2). Denote pori{, o conjunto dos processos estocasticos u

adaptados &% progressivamente mensuraveis e limitados no sentidd dgbr, = E[x, | #].

Entéo, o funcional custt.2) pode ser reescrito como:

J(u) = tr(K(0)Po) + E ) U + R(t)BT(H)K (1) X ! R(t) (u + R(t)BT()K (D) & )| +
0

+E f ) tr (KOBOR (BT (KM E[(x ~ %) (% — %)7 | 2]) dt| + (4.83)
0

t
+tr (f K(H)d(M, |v|>t)
0

DemonstracdoBasta observar que [E a(t)z | %] = E[(z — 2)"a(t)(z — Z) | %] — Z a(t)z,

ondez = E[z| %], e proceder como na demonstracdo do Teorérha O

Observacao 4.3 0 resultado do Teoren¥a5pode ser interpretado como uma condi¢c&o necessaria

para a validade do principio de equivaléncia a certeza. Basta observar que se

E[(x - %)(% = %)" 1] (4.84)

independer do processo de controle, a minimizacad488 é analoga ao caso com obser-

vacoes completas considerando-se o estado dadé&por

Exemplo 4.1 (Equivaléncia a certeza no problema LQG)Assuma que& é uma variavel
aleatdria gaussiana e considerg &/t dois processos de Wiener n e m dimensionais, respec-

tivamente, definidos e, .#, {.% }i-0, P) € tais que¢ é independente de;we . Defina os
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processos %e y solucdes fortes de

dX = A@)X7dt + dw,
(4.85)
X =&,
dy? = C(t)yPdt + dw,
(4.86)
¥ =0.
Para cada u quadrado integravel consideteexy solu¢cbepathwisede
dx' = (A(t)x' + B(t)u) dt,
(4.87)
X =0,
dy; = C(t)y;dt,
(4.88)
Yo =0.

Considere que, para cada u quadrado integravel, o estado do sistema a ser controlado seja

dado por:

% = X+ X, (4.89)

0 processo de observacdes seja dado por

Yo=Y+ W, (4.90)

e gque a performance do sistema seja adequadamente mensurada pelo funcion@.g2usto



CAPITULO 4. CONTROLE OTIMO DE SISTEMAS LINEARES EXCITADOS POR

MARTINGALES QUADRADO INTEGRAVEIS 88
Defina

%0 =0(y2.0<s<t), (4.91)

Y =0(ys, 0<s<H), (4.92)

Agora se yé adaptado &° tem-se quejyé adaptado &° e, pela Equagédg4.90, tem-se
que y é adaptado &°. Logo, %" ¢ #,°. Analogamente, sg & adaptado & obtém-se que

%0 cH.

Considere como conjunto de controles admissiveis 0s processos quadrado inte@faveis
tais que wé adaptado &;° e a%;Y. Da discussdo anterior tem-se que para lyq, %° = %"
Ainda, para esta classe de controles admissiveis pode-se mostrar, ver detallBSNSD(S-

SAN 2004 p. 31), quek; é solucao de

d% = (A()% + B(O)u)dt + TICT (1) (dy; — C()%dD) ,

(4.93)
Xo = Hos
onde Kt) é solucéo de:
— TI(t) + ADII() + TI(HAT(t) — II()CT (HCHIIE) + 1, = O,
(4.94)

11(0) = P(0).

Considere

U = -R(B (DK M)z, (4.95)
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onde Kt) é solucao dé€4.7) e z € dado por:

dz = |A(t) - BOR ()BT ()K(t) | zdt + TI()CT (t) (dB; — C(t)zd),

(4.96)
Zy = Mo,
day = [A(t) - BOR ()BT (DK (t)| exdlt + dwy,

(4.97)
ag =&,
dﬁt = C(t)a/tdt + th,

(4.98)
Bo=0.

Agora, do Teorem#4.5) e observando quE[(xt — X)X — %) " | @to] independe de & Uy

(direto das Equac0e@l.93 e (4.949), pode-se concluir que:
J(u*) < J(u), Yu € Uyg. (4.99)

A validade do principio de equivaléncia a certeza para este problema segue observando que
guando u é aplicado en{4.93 a solucdo desta equacao'g, € [0, t;], P—q.s., igual ay (para

detalhes ver, por exempldAVIS 1977, p.178)).

Observacao 4.4.Uma discussédo sobre os principios de equivaléncia a certeza e separagao é

apresenta no Apéndidk paginals2

4.5 Comentarios finais

Nesta capitulo foram estudados problemas de otimizacdo LQ estocasticos de sistemas ex-
citados por martingales quadrado integraveis tanto continuos quanto descontinuos. Nos casos

em que as excitacdes dependiam do estado ou do controle estas foram restritas a processos de
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Wiener e Poisson. Mostra-se que os problemas podem ser estudados empregando-se a formula

de It6—Doléans-Dade—Meyer e solucdes de certas equacOes diferenciais para se reescrever o
funcional custo de forma conveniente para o estudo dos problemas de controle 6timo. No caso
com observacdes completas foram obtidas solu¢des explicitas para os problemas estudados. No
caso com observacgdes parciais, observa-se que o funcional custo reescrito pode ser interpre-
tado como uma condicao necessaria para a validade do principio de equivaléncia a certeza. A

aplicacao desta condic&o necessaria é exemplificada no problema LQG classico.



5 Controle 6timo de sistemas lineares com
saltos Markovianos excitados por

martingales quadrado integraveis

“First principles, Clarice. Simplicity.
Read Marcus Aurelius. Of each
particular thing, ask: What is it, in itself,

what is its nature...?"

The Silence of the Lambs

—Dr. HANNIBAL LECTER

Neste capitulo sera estudado o problema de otimizacao Linear Quadratrico para sistemas
descritos por Equacdes Diferenciais Estocasticas lineares com saltos Markovianos nos paramet-
ros excitadas tanto por Martingales quadrado integraveis continuos quanto descontinuos. Os
resultados apresentados diferem dos trabalho disponiveis na literatura consultada pelo fato
de se considerar os sistemas excitados por uma classe mais geral de disturbios, bem como a
utilizacdo da férmula de It6—Daleans-Dade—Meyer para o estudo desta classe de problemas

usando argumentos de completar os quadrados, ao invés do principio da otimalidade de Bell-
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man ou do maximo de Pontryagin. Uma observacao interessante € que mesmo considerando

0 sistema submetido a disturbios ndo necessariamente iguais a um certo processo de Wiener
o problema de otimizacdo LQ em estudo recai, analogamente ao caso classico, no estudo de
certas equacg0es diferencias de Riccati acopladas. Os resultados obtidos séo particularizados

para o estudo de sistemas excitados por processos de Poisson compensados ou nao.

5.1 Introducéao

Nesta parte do trabalho atencdo sera fixada sobre sistemas os quais podem estar sujeitos
a variacGes abruptas nos seus parametros devidas, por exemplo, a falhas aleatérias de certos
componentes do sistema, distlurbios ambientais abruptos, alteracdes na conexao entre sistemas,
mudancas abruptas e aleatdrias no ponto de operacdo de um certo sistema nédo-linear, dentre
outros. Veja, por exemploMARITON, 199Q p. 1-21), para exemplos de sistemas praticos que
se enquadram nesta categoria. Em particular, neste trabalho, consideram-se sistemas descritos
por EDE com parametros sujeitos a variacbes abruptas modeladas por uma certa cadeia de

Markov.

Desde os trabalhos pioneiros envolvendo esta classe de sisteR#eVSKII; LIDSKII,
1961a KRASOVSKII; LIDSKII, 1961 KRASOVSKII; LIDSKII, 1961¢ WONHAM, 197Q FRAGOSQ
1986 FRAGOSO; HEMERLY, 1991), diversos aspectos envolvendo sistemas descritos por EDE
com saltos Markovianos nos parametros foram investigados. Veja, por exeMpRITON,
1990 JI; CHIZECK, 1992 LI; ZHOU, 2002 LI et al, 2003 DRAGAN; MOROZAN, 2004
ROCHA, 2004 FRAGOSO; ROCHA 2005 LIU et al., 2005 FRAGOSO; COSTA 2005 e suas
referéncias. Exemplos de aplicacdes no setor aeroespacial envolvendo sistemas com saltos

Markovianos nos parametros podem ser encontradas, por exempl6ABMAS et al, 200Q
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STOICA; YAESH, 2002.

Em geral, os trabalhos disponiveis na literatura envolvendo sistemas lineares com saltos

Markovianos tratam apenas do caso de sistemas excitados por processos de WieMaREmM (

TON, 199Q p.161-165) é estudado o caso de sistemas excitados por processos de Poisson com-
pensados. Aqui considera-se o sistema excitado aditivamente por um martingale quadrado in-
tegravel continuo ou descontiuo e emprega-se, analogamente ao capitulo anterior, a formula de
It6—Doléans-Dade—Meyer para reescrever o funcional custo, dependendo da solucédo de uma
certa equacao de Riccati, de forma conveniente para se estudar o problema de controle 6timo.
Casos de sistemas excitados por processos de Poisson compensados ou ndo sao estudados com

casos particulares dos resultados apresentados.

Uma versao preliminar deste capitulo foi submetida para public&tBe{ YONEYAMA ,

2008H.

Este capitulo sera organizado da seguinte forma. Na Se2aaaso de sistemas excitados
por martingales quadrado integraveis continuos € estudado. O caso de martingales descontin-
uos € estudado na Secad@. Na Secéddb.4 0 caso com observacdes parciais sera estudado.

Finalmente, na Sec¢&b5 sdo tecidos alguns comentarios finais.

5.2 Sistemas excitados por Martingales quadrado integraveis

continuos com observacdes completas

5.2.1 Formulacédo do problema

Sejam Q,.7,{.% }=0,P) um espaco de probabilidade filtrado satisfazendo as condi¢des

usuaisg = {6, t € R*} uma cadeia de Markov homogénea, com trajetdrias continuas pela di-
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reita, espaco de estados finip e semigrupo de transicdo contini@(t)}icz+. Assuma, sem

perda de generalidade, q8e= {e;, e, ...,ex}, ondee,i = 1,..., N, sdo os elementos da base

canonica d®RN. Denote porA o gerador infinitesimal do semigrupo contin@ii(t) }cx+ .

Observacédo 5.1.Ao considerasS = {ey, ..., ey} tem-se que, Definicdo2.45 é tal quep(d) =

6.

Pela Proposicdd.10 paginad?2, tem-se qué = {6, t € R*} satisfaz

dgt = ATGt—dt + dN[, (51)

onde{N}i»q € A>.

Observacao 5.2.Apenas a distribuicdo do estado inctgl do sistema descrito pela Equacéo

5.1é assumido conhecidopriori.

Agora, sejanM = (M, %) € .45 e £ uma certa variavel aletéria limitada no sentidoldo

Assuma queN, 8y, M e ¢ sdo independentes.
Problema 5.1.Denote porl{ o conjunto de todos 0s processos estocastigegprogressivamente
mensuraveis tais que para cada&{ o sistema

dX[ = [A(t, Ht)xt + B(t, Ht)ut + g(t)] dt + th
(5.2)

onf’

onde At,e) : [0,t:] = Mnn(R), B(t,&) : [0,ti] = Mum(R),i=1,...,Nedt):[0,t;] - R"

séo continuos, admite uma solucgablimitada no sentido do & Assuma que a performance
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do sistema seja adequadamente mensurada pelo funcional:

L
Ju)=E [f X Q(t, )% + U R(t, )udt + X' Fx, | . (5.3)
0

onde @t,e) : [0,t;] — S™(R), Rt,e) : [0,ty]] - S™(R), i = 1,...,N, sdo continuos e

F € SY(R). O problema estudado consiste em encontrar um certolf tal que:
J(u) = inf J(u). (5.4)
uel

Observacédo 5.3.Como para cada processo de controle admissiVed grocesso limitado no
sentido do B, tem-se que o funcional custo da Equa¢a®) esta bem definido para cada par

(u, x). Conforme feito usualmente na literatura escrever-se-a ape@gs J

Na proxima secao, o funcional custs.d) sera reescrito, empregando a férmula de It6—

Doledns-Dade—Meyer e a solugdo de uma certa equacao de Riccati, de forma conveniente para

0 estudo do Problenma 1

5.2.2 Estudo do Problemd.1

Antes do resultado principal desta sec¢édo, TeorBriiaser demostrado, alguns resultados

prelimiares e definicbes relevantes serdo apresentadas.

Lema 5.1. Seja ue U arbitrario. Denote por x a solugédo dg.2) associada ao controle u.

Entéo, para todo £ [0, t;] A% = 0 P—Q.S., ou seja, quase toda realizacéo de x é continua.

Demonstracao.Segue do fato d& ser continuo. m]

Definicéo 5.1 (Produto de Kronecker).Dadas duas matrizes & My.n(R) € Be Mp(R), 0
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produto de Kroneckede A por B, denotado por & B, € dado por

a]_]_B a]_nB

A®B:=| : i € Munpang(R). (5.5)

amB - amB|

Proposicdo 5.1.Sejam AA € Miun(R), B, B € Mpyg(R), C € Mo (R), D € Mgr(R) € € R.

Entao,

(@ (A+A)eB=AB+A®B;
(b) A®(B+B)=A®B+AQB;
(c) a(A®B) = (eA) ® B= A® (aB);

(d) (AC)® (BD) = (A® B)(C® D).

Demonstracdo.Consequéncia imediata da definicdo. Ver, por exem@BEWER 1978 e

suas referéncias. O

Notacao 5.1.Para simplificar a notacéo, defina

(@) A =[Au(t) A(t) ... Au(D)] € Mann(R) Onde AL) == A(t,e),i=1,...,N;
(b) B(t) :=[By(t) Ba(t) ... Bn(t)] € Mnpxmn(R) onde B(t) := B(t,e),i=1,...,N;
() Q) ==[Qu(t) Qu(t) ... QOn()] € Mnn(R) Onde Q(t) := Q(t,&),i=1,...,N;

(d) R(t) :=[Ra(t) Ru(t) ... Rn(t)] € Mmmn(R) onde R(t) .= R(t,&),i=1,...,N.
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Lema 5.2. A EDE da Equacadg5.2) pode ser reescrita como

dx = A®) (6 ® |) xdt+
(5.6)

+ B(t) (6 ® 1)) wdt + g(t)dt + d M.
Demonstracdo.Consequéncia imediata das defini¢des. m]

Proposicao 5.2 (Equacéo de Riccati - Existéncia de soluca@ejam At), Bi(t), Qi(t), R(t),
i = 1,...,N como na formulagéo do Problental. Entdo, existem Kt) : [0,t;,] — S™(R),

i =1,...,N continuas tais que:

N
Ki(t) + ATKi(®) + K (OA®) - KOBIORO BT OKI® + ) 4K (1) + Q(®) = 0,
=1 (5.7)

Ki(ty) = F, i=12..,N.

DemonstracdoBasta usar o método de quasi-lineariza@@L(MAN, 1955 e aproximacoes
sucessivas como originalmente feito emMgNHAM, 19683. Os detalhes podem ser encontra-

dos, por exemplo, emM\(ONHAM, 197Q p. 193-194). m|

Observacao 5.4.E interessante ressaltar que, embora se considere neste trabalho sistemas
excitados por martingales quadrado integraveis continuos quaisquer, a equacdo de Riccati
(5.7) associada a este problema é igual a estudada quando se considera sistemas excitados

pelo processo de WiendFRAGOSQ 1986 p. 57) e FRAGOSO; HEMERLYL99], p. 2557).
Lema 5.3. As Equacde$s.7),i = 1,... N, podem ser reescritas como:
KD(& & lnan) + [AR) (& ® Inen)] T [K(A)(& ® Inen)] + [K(1)(& ® Inen)] [AM) (& ® Irn)] —

— [K)(& ® lnxn)] [BA)(E ® lnm)] [RO)(E @ )] " [BO)(& @ lixm)] T [K(E)(E ® lnen)] +

+ KO(AT ® lnwn)(& @ Inxn) + [Q()(E ® )] = 0.
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Ainda, comd; € {ey, ... ey} tem-se:

FO) (G ® len) + [AD O @ lr)] T [K OO @ )] + [KE) 6k ® 1er)] [AR) G ® len)] —
- [W(t)(gt ® Inxn)] [B(t)(gt ® Inxn)] [R(t)(et ® Imxm)] 1 [B(t)(gt ® |n><n)]—r [W(t)(gt ® Inxn)] +

+ KA(AT ® Inxn) (6 ® Inxn) + [QM)(6: ® Inxn)] = O, € [0, t].
Demonstracdo.Segue diretamente da definicdo do produto de Kronecker. m|

Proposicao 5.3.Sejam At), Bi(t), R(t), A e gt) dadas na formulacdo do Problendal. Entéo,

as equacoes diferenciais acopladas

N
ki(®) + ATk (1) - Ki®B(OR (1B (Hk + Z Aijk;(t) + Ki()g(t) = 0,

=1 (5.8)
k(ts) =0, i=1,..., N,
adimitem solugdes k[0,tf] - R",i=1,...,N.
Demonstracdo.Segue da teoria de equacgOes diferenciais lineares. m]

Definicdo 5.2.Sejam K(t), ki(t), i = 1,..., N solucdes d€5.7) e (5.9), respectivamente. Defina

(@) K(t) = [Ki(t) ... Kn(t)] € Munn(R);

(b) k(t) = [ka(t) ... kn(B)] € Mnun(R);

(©) V :[to,ts] x R"x RN — R dada por:

V(t, %, 6) = XK@ ® 1) + 2X k()6 (5.9)
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Observagéo 5.5.Da defini¢cdo de V, Equac¢db.9), e das Equacoed.7) e (5.9):

V(tf, th,Gt,) = Xt:Fth. (510)

Notacédo 5.2.0s elementos da base candnicaRloserdo denotados p&,i=1,...,n.

Lema5.4.Seja V: R x R" x RN — R definido pelas Equacdés.?), (5.9) e (5.9). Entao,

T

ov

ov
Vx(t, X, 9) = (9_)(1(1:’ X, 6) (9_)(2

Y
tLX6) ... —(tx6
(t. %, 6) o (b %0)

ST )0 ® L)X + XK ()0 ® I )y + 28T K()0

= € Mnxl(R),
BT ()0 ® lnn)X + XTKD)(O D |nen)Br + 28TK(1)6
a [0V d [0V
VX X(t, X, Q) = |:8_X (8_)(1) (X, 9) .. 6_)( (a) (X, 0)]
-
%2 AX10%n
oo Y
| OXmdx1 x|
28TKMO® Inn)er -+ 28 K()(0 ® lnun)€n
72é;|1—7<(t)(9 ® Inxn)el T 2@:{7{('{)(0 ® Inxn)en_

= K({)(0 ® lnun) € Muxn(R)
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oV ov ov

Vg(t, X, 9) = 6_31(t’ X, 9) a—ez(t, X, 0) e %(t, X, 9)

XTHK (1) (61 ® lnxn)X + 2XTK(t)ey

= ' € MNXl(R)’

| XTK(D)(en © Inxn) X + 2XTK(t)en |

— |9 (Vv 9 (V.
Vyo(t, X, 0) == [89 (66'1)(t’ X,0) ... % (aeN)(t’ X, 9)]

= Onxn € Musn(R).

Demonstracdo.Segue diretamente da defini¢ao. O

Lema 5.5. Seja V definido pelas Equacdgs?), (5.8) e (5.9). Entdo,Vt € [0, tf]
Ji = V([ %, 6) = V(t, %, 6c-) = [V (6, %, 6:-) (% — %) + Vg (8 X, 6-) (6 — 6:-)] = 0. (5.11)

Demonstracaolnicialmente, coma é P—q.s. continuo, tem-se que para tdado[0, t{] Ax =

0 P-q.s. e, portanto:
J = V(t, %, 60) = V(t, X, 6-) — V) (t, X, 6-) (6 — 6-) .
Da definicdo d&/ e do Lemab.4:
J = (XKD ® Inn) X + 2% k(D6} — (X K10 ® Incn) X + 2% k(1)0r-} -

N
= DKW @ lnan) X6 - 01) + 23 K(D)ey (6] — 61}
j=1
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Reagrupando e usando as propriedades do produto de Kronecker, Propdsigat&Em-se:

N
Ji = X K () ((6: — 61-) ® lnwn) X — X K (1) ((Z € 6 - Htj)) ® Inxn) X¢

-1
= X% K1) (6 — 6:-) ® lnwn) X = X K (1) (6 — 61-) ® lnwn) X

=0.

Teorema 5.1.Sejam K(t), ki(t), i = 1,..., N solucdes d€5.7) e (5.8), respectivamente. Para
cada ue U denote por x a solucdo d&.2). Entdo, para cada pafu, x) o funcional cust@5.3)

pode ser reescrito como:

J(u) = E [%K(0)(Bo ® Inxn)%o] + 2E [%g K(0)bo] + E ) KO0 ® Inxn)d(M, M>t] -
0

-E [etT kT(t) [B(t)(et ® Imxm)] [R(t)(gt ® |m><m)]_1 [B(t)(et ® Imxm)]—r k(t)gt] +
(5.12)

+EL&Wm+mm@®mmwﬂﬂm@®mmwrmm&®wm&+

+ RO ® )] ™ [BOE: @ Il KO [y

Demonstracao Aplicando a formula de It6—Doléans-Dade—Meyer a funcéo V, dada pela Equacéo

(5.9, obtém-se:

tf
V(tf, th, Qtf) = V(O, Xo, 90) + f Vt(t, X, Ht—)dt+
0

tf s
+ f V;—(t, Xt, Ht‘)dxt + f Vg(t, X, 9(—)d9t+
° 0 (5.13)

+ZJS.

tr | Vixt, X 0-) - Via(t, Xi, 6:-) [| d(MS, M) d(M€, N€),
+=1r f
Vox(t, %, 0c-)  Vao(t, X, 6) || (N, M®);  d(N°, N°); Oss<t

2 1Jo

Como, por hipoteseM e .#Z; tem-se queM® = M e comoM e N € .#, sdo martingales



CAPITULO 5. CONTROLE OTIMO DE SISTEMAS LINEARES COM SALTOS
MARKOVIANOS EXCITADOS POR MARTINGALES QUADRADO INTEGRAVEIS 102

independentes, tem-se qUd®, N¢); = On € (NS, M®); = Onxn. Além disso, pelo Lem&.4,

Ve = Onxn €, pelo Lemdb.5, para todd € [0, t¢], J; = 0. Assim,

te
Vit X 6) = V(0. %o, 60) + f Vilt, % 6 )dtr
0
s ts
+f VXT(t,xt,Gt)dxt+f Vy (t, %, 6-)d6+ (5.14)
0 0

Lt
+ % tr (f Vxx(t, X, gt’)d<M’ M>t)
0

Usando o Lem&.4 mais uma vez, obtém-se:

L . .
V(tr. %, 6,) = V(0. o, fo) + f [XTHWO © 1) + 27 k(D)6 | dt+
0

n s .
+ Z f [ KOO ® lna)X + X KO ® Incn)&) + 28] k(D) | dX+
=10

N (5.15)
+ Z f [} H) (& ® Inen) % + 267 K(t)e; | A6+
=10
te
rie( [ 0 8 1ndov, ).
0
Agora, usando as propriedades do produto de Kronecker, Prop&sicabtém-se:
tf . .
V(tr, %, 0) = V(0. %o, 8) + f [ KOO © o)X + 24 kD6 |dir
0
s s s
+ dx K () (6 ® Ingn) X + X K1) (O ® lnxn)dx + f 2d X" k(t)6;-+
. © b (5.16)
f

L
v [ K ([0 ) X + f 2TK(t)d6+
0 0

te
+ tr( K (B ® lnen) (M, |v|>t) dt.
0
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Das Equagte(l) e (5.2):

V(tr, X, 6) = V(O, Xo, 60) + fo ) [ X KOO ® Inn)% + 2X k(D)6 | dt+
+ fo ) ([AD) (- ® 1) xdt+ B(1) (6 © 1) et + g(t)dt + dM]™ K1) (- ® Inen) %) +
+ fo ) XKD (0 ® lnen) [AR) (B ® 1) %dt + B(E) (6 @ 1) tedt + g(O)dt + d M} +
+ fo "2 [A®M) (@ ® 1) xdt+ B(D) (6 ® 1) udt + g(t)dt + d M| ™ K(t)6;+
+ otf XK () [(AT0-dt + AN ® Len] X+
+ fo ) 2XTK(t) (AT6-dt + dNy) +
+ tr( Otf KOG ® lnn)d(M, M),

(5.17)

Novamente, utilizando propriedades do produto de Kronecker, Propdsiabtém-se:

ftf X K@) (AT0-dt+ dN) ® lpun) X =

to

s ts
= f X () (AT 0-dt® lnyn) X + f X HK() (AN ® lnn) X, (5.18)
to to

s L
= f X K@) (AT ® Inxn) (0 @ lnen) X% dt + f X K () (AN ® nen) X
to to

Substituindo .18 em 6.17), somandofotf X" Q(t, 6)% + Ul R(t, ;)u,dt em ambos os mem-

bros, aplicando o operador esperanca, reorganizando e lembrand¢tgue, 6;,) = X, FXx;,,
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| f " AT OKQ @ @ |nxn)xt)] _o,
| JO

E [ (X K@) (O ® lnxn)d Mt)] =0,
| Jo

.
E dm, k(t)@t] =0, (5.19)
|JO

o

el [ K@) (AN ® ) xt] _o
| JO

ot
Ef 2xtTk(t)dN[]:O,
|JO

obtém-se:

J(u) = E[V(0, X0, 6o)] +

+E| [ [0 1) + [AO6 © )] KO © 1]+

+ [K (OO0 & lnan)] [AM)(Or- @ Incn)] +
+7((t) (AT ® In><n) (Ht* ® In><n) + Q(t)(gt ® Inxn)] Xtdt] +

+E| [ 2 [0+ A0 & Ll KOG+ KOG nll 00+ (5.20)

+k(t)AT6,dt]] +

-~ te
LV o

+E f ) 2 {[B(t)(etf ® lmam)] " (KO (6 ® lnn) X + k(t)gt)}T Ut

+

+E

i s t
+E tl’( Kt) (0 @ Inn)d(M, M)t) f 297 (Hk(t)6-dt|.
L 0 0
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Agora usando o Lemé&.1:

U TR ® lmxn)] U+ 2{[BOE ® Imx)] T (KOG ® Inxo) X + KB} 1 =
= [[ut + [REE ® Tman)] ™ [BOE @ lmm)] T [K O @ )] X+
+ RO @ )] ™ [BOE @ )] KO y01,09
=X [K R @ lnen)] [BO G @ lien)] [RE) (0 ® Iner)] ™ [BO (6 @ Iem)] T [K @01 ® )] X
= 20 KOO @ 1)l [BO ® Iman)] [RO G @ lien)] ™ [BO)r @ Imear)] ™ k()61

— 67 K" (0 [BO O ® )] [RO G ® lincen)] ™ [BO) (6 © )] ™ K (D)6

Substituindo a Equacéd.@1) na Equacéaos.20 e lembrando qu;(t), ki(t), i = 1,..., N séo

solucdes deq.7) e (5.8), respectivamente, o resultado segue. m|

Corolario 5.1. Sejam A1), Bi(t), git) e R(t),i=1,..., N nas condi¢des do Problendal, K;(t)

ek),i=1,..., N, solucdes das Equaco€s?) e (5.9), respectivamente. Entao,
U = = [ROG @ lmen)] ™ [BOO @ lsen)] " {IK D) (G ® )] Y1 + k(D) . € [0, 1], (5.22)

onde

dy = [(A®) = [BE)E ® Imem)] [RE) (% @ lmem)] ™ [BO) (0 © Iman)] " [K (A (O @ n)]) Yt =
~ [BO® ® lnan)] [RO)(6 @ Inen)] ™ [BEO @ © lman)] ™ k()6 + g(1)| dt + M,

Yo =¢,

(5.23)
etalqueteUe

J(u*) < J(u),Yue U. (5.24)
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Ainda,

J(U) = E [%9K(0)(fo ® Inxn)Xo] + 2E [%K(0)6o] + E ) KO ® Inxn)d(M, Mh] -
0 (5.25)
—E (67K () [BO)(E: ® Imer)] [RE) (01 ® )] ™ (B @ leer)] " k(D
Demonstracdo.Segue diretamente do Teorefa. m|

5.3 Sistemas excitados por Martingales quadrado integraveis

descontinuos com observagdes completas

5.3.1 Formulacédo do problema

Sejam ,.Z,{Z }s0, P), 0 = {6, t € R*} e £ como na Secdb.2 M = (M, %) € 4, e

T :={te[0,t;]| A6 # O, paraalgum =1,..., N} (5.26)

7" :={te[0,t;]|AM, # 0, paraalgum = 1,...,N}. (5.27)

Assumaqug 7' =0.

Problema 5.2. Considere um sistema descrito por:

dx = [A(t, 6)% + B(t, 6)u; + g(t)] dt + dM;
(5.28)

X = ¢,

onde Kt’ a) : [O9tf] - Mnxn(R)’ B(t9 Q) : [O9tf] - Mnxm(R)1 I = 1" ) Ne qt) : [O’tf] - R"

sdo continuos. Assuma que a performance do sistema seja adequadamente mensurada pelo
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funcional:

tf
\](U) =E [f X;I—Q(t, Ht)xt + UITR(t, Qt)utdt + XtTfFth . (529)
0

onde t,e) : [0,t;] - S™(R), Rt,e) : [0,t;]] - S™(R), i = 1,...,N, sdo continuos e

F € SOR).

Denote por{ o conjunto de todos 0s process@s—progressivamente mensuraveis limita-

dos no 2. Encontrar, se existir, um certd & U tal que:

J(u) = inf IW). (5.30)

5.3.2 Estudo do Problemda.2

Lema 5.6. Sejam ue U arbitrario, V dada por(5.7), (5.8) e (5.9), 6; solucéo de5.1) e %

solucéo dg€5.42 quando u é aplicado.

Iy = ) (VG X0 60) = V(L X, 6) = Vit X, 6 )AX = Vi(t, X, 61 )AG) (5.31)
S<t¢
Entao,
3y = > AN [K()(05® )] AMs. (5.32)
17'/
Demonstracao Analoga a demonstracéo dos Lerdage 5.5. m]

Proposicao 5.4.Sejam K(t), ki(t),i = 1,..., N solu¢des d€.7) e (5.9), respectivamente. Para

cada ue U denote por x a solucédo d&.42 quando u € aplicado. Entdo, para cada far x)
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o funcional custd5.3) pode ser reescrito como:

J(U) = E [x3K(0)(6o ® lnxn)Xo] + 2E [x5 k(0)do] + E ) K1) (0 ® lnn)d(ME, |\7|°>t] +
0

+E

ZAMSTK(S)AIVIS]—
-7'/

—E[67K O [BO ® L) [ROE ® )] * [BOG © Il kD] + O3

+E f f||ut+[7€(t)(9t®lmxm)]‘1 [BO) 6 ® )] [KE) (6 ® )] X+

0

+ RO ® lnan)] ™ [BO©: @ lnan)] " KOG ooty

DemonstracdoBasta observar quex, = AM, e proceder como na demonstracdo dos Teoremas

51 O

Coroléario 5.2. Sejam At), Bi(t) e R(t), i = 1,...,N nas condi¢cdes do Problenta2, K;(t) e

ki(t),i =1,...,N, solugdes das Equaco€s?) e (5.8), respectivamente. Entao,
Ui = = [RO)(6: ® linan)] ™ [BO)(6 ® lnan)] " {IK(0)(6: ® Inxn)] Yt + k(D)) , t € [0, 1], (5.34)

onde

dyt = [(A®) = [BE)E ® lmem)] [RE) (O & lmam)] ™ [BO) (O © Iman)] T [K(E) (0 © 1en)]) Yt =

~[BO)(6: & lman)] [RO) O @ )] [BEO) (01 @ Iencr)] T k(D + 9(1)| dt + AN,

Yo =&,
(5.35)

etalquete Ue

J(u’) < J(u),Yu e U, (5.36)
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Ainda,

J(U) = E[XK(0)(Bo ® lnxn)Xo] + 2E [XJK(0)6o] + E Otf KOG ® lnxn)d(MC, MO | +
+E Z AI\7ISTK(S)AI\7IS] - (5.37)
=
~ E[G7KT O [BO ® )] [ROE ® )] [BO)(@ ® Imem)] " (D]
Demonstracdo.Segue diretamente do Teorefa. m|

Exemplo 5.1 (Sistema excitado por um processo de Poisson compensaddynsidere o
Problema5.1comM = o(t)N, ondeN é um processo de Poisson compensado unidimensional

com parametrol e o : [0 : t{] = M1 (R) continua. Neste caso,

~

(M°, M® =0, (5.38)

E - f ) 20T OK (O (D)t (5.39)
0

D ANIK(9)AN,
47'/
Assim, o controle 6timo é dado p(#.34)-(5.35 e o custo 6timo é:

() = E LK) ool + 2E DGO + [ a0 OKOer(c
(5.40)

-E [HtTkT(t) [B(t)(gt ® Imxm)] [R(t)(gt ® Im><m)] - [B(t)(et ® |m><m)]T k(t)et] .

Exemplo 5.2 (Sistema excitado por um processo de PoissoRponsidere o Problem&.1com

M = o(t)N%, onde N é um processo de Poisson unidimensional com paramegro- : [0 :

t;] = Mn1(R) continua. Como Nindo é um martingale, o resultado desta sec&do ndo pode ser
aplicado diretamente. Para aplicar o resultado basta observar gti@dtle ser decomposto
como:

N = NI+ at, (5.41)
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ondeN! € .#, (processo de Poisson compensado), de forma(54¢) comM = o(t)N* pode

ser reescrito como:

dx = [At, 6)% + B(t, 6)u; + §(t)] dt + o-(t)dNE,
(5.42)

onf’

ondeg(t) = g(t) + Ao (t). ComoN? € .4 o resultado desta secéo pode ser aplicado como feito

no exemplo anterior.

5.4 Sistemas excitados por Martingales quadrado integraveis

com observacoes parciais
Sejam Q, .7 ,{F}i0.P), M = (M, %) € .5 e & como na Secad.2 e {%}i-o uma sub-
filtracdo de{.% }i0 tal queos (s, 0 < s<t) C ¢4, Vt € [0, t¢].

Lema5.7.Sejam = (z, %) ea = (a, %) processos estocasticos definidos(@n%, {.¥ }=o, P)

ez = E[z|4]. Assuma que; é adaptado &;. Entéo,

E[Z ezl = E[tr (i E[(& - 2)(z - 2)T 14])] + E [§ 2] (5.43)

Demonstracdo.Segue diretamente das propriedadas da esperanca condicional. O

Teorema 5.2.Considere um sistema descrito pela EQE2) com g= 0! e performance ad-
equadamente mensurada pelo funcional c(St8). Denote pord, 0 conjunto dos processos

estocasticos wadaptados &, progressivamente mensuaraveis limitados no sentido’de L

1 Apenas para simplificar a notacao.
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por X := E[x] %. Entéo o funcional cust(.3) pode ser reescrito como:

t

J(u) = E [%K(0)(6o ® Inxn)Xo] + 2E [Xk(0)0o] + E KOO ® lncn)d(M, M) | +
0

" fo 11 ([K OO © o)l [BO: © )] [ROE © Imar)] [BO @ )]
KO0 )] E[0% ~ %)(x = )7 %] d)] +
| [+ [ROO ® )] [BOGS ] KOS o) x] [

(5.44)

onde K(t), i =1,...,N sao solucdes d&.7).

DemonstracdoBasta usar o Lema.7 e proceder como na demonstracédo do Teorerha O

Observacéo 5.6.0 resultado do Teorem@a.2, analogamente ao Teorendab, pode ser inter-
pretado como uma condicdo necessaria para a validade do principio de equivaléncia a certeza.

Basta observar que se

E[(% - %)(% — )" |4] (5.45)

independer do processo de controle a minimizacaa®d¥) é analoga ao caso com obser-

vacdes completas considerando-se o estado dadé por

Observacéo 5.7 0 principio de equivaléncia a certeza para o caso classico de sistema excitado
pelo processo de Wiener, sob a hipotese de observacgéo da variavel de saltos, pode ser derivada
usando o Teorem&.2 procedendo analogamente ao Exempld As equagdes do filtro de
Kalman para esta classe de sistemas pode ser encontrada, por exempMABRIMQN 1990

p. 151-155).
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5.5 Comentarios finais

Neste capitulo foram estudados trés problemas de otimizacao LQ de sistemas lineares com
saltos Markovianos nos parametros e excitados por Martingales quadrado integraveis tanto con-
tinuos quanto descontinuos. Ao invés de se abordar os problemas demonstrando-se a validade
do principio da otimalidade de Bellman ou do maximo de Pontryagin, mostrou-se que empre-
gando a formula de It6—Doléans-Dade—Meyer e solugcbes de certas equacdes diferenciais, 0s
funcionais custo podiam ser reescritos de maneira conveniente para o estudo dos problemas
de controle 6timo. Nos dois casos com observacdes completas, tanto do estado quanto das
variaveis de salto, solucdes explicitas para os problemas de controle foram obtidas. Um fato in-
teressante é que, mesmo considerando sistemas excitados por martingales quadrado integraveis,
0S quais ndo possuem necessariamente incrementos independentes ou séo processos de Marko
como os processos de Wiener ou Poisson compensados, 0s processos de controle 6timo séo
iguais aqueles dos casos classicos. No caso com observacgdes parciais, destaca-se que o fun-
cional custo reescrito pode ser interpretado como uma condi¢cdo necessaria para a validade do

principio de equivaléncia a certeza.

E importante ressaltar que o problema mais geral de um sistema descrito por

k
dx = [A(t, )% + B(t, 6)u, + g(t)] dt + Z [Ci(t, 6-)% + Di(t, 6-)ue + fi(t, 6-)] drj+

i=1

+ O'(t, Qt—)d Mt

X = ¢,

onden; é um processo de Wiener ou de Poisson ndo necessariamente compensado, com perfor-
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mance mensurada por

L
Ju) =E [f X Q(t, 6% + U R(t, 6)u + 2K' (L, 6% + 2r T (t, ) udt + X' Fx, + 2h" X, |,
0

pode ser estudado como feito neste capitulo.



6 Problema LEQG com observacoes
restritas a certos instantes de tempo e

controles constantes por partes

“...Itis argued that the choice of the
performance index to be optimized is
arbitrary and subjective, perhaps only a
matter of taste... These are naive
objections and cannot be accepted from

the scientific point of view."

— RupoLr EmiL KALMAN

Neste capitulo estuda-se o controle 6timo de sistemas descritos por EDE lineares excitadas
por um processo de Wiener com funcional custo a exponencial de um fung¢édo quadrética. Dois
casos com observacgdes parciais sao estudados: (1) o estado do sistema é observado sem ruido
apenas em certos instantes de tempo fixadgsiori; (2) o controlador recebe informacdes
ruidosas do estado do sistema apenas em certos instantes de tempo &ados Em am-
bos os casos os controles admissiveis séo restritos a classe de fungdes constantes por partes

adaptados a uma certa—algebra. A contribuicdo desta parte do trabalho é mostrar que os
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problemas originais em tempo continuo com restricdes podiam ser convertidos a problemas

discretos equivalentes sem restricées os quais admitem solucao fechada.

6.1 Introducéao

Uma classe de problemas nateoria de controle estocastico que tem recebido bastante atencao
nos ultimos anos é aquela em que o funcional custo € a exponencial de uma irtgraéptial-
of-integral performance indgXRUNOLFSSON 19943 RUNOLFSSON 1994 CHARALAM-

BOUS, 1997 CHARALAMBOUS; ELLIOTT, 1997 CHARALAMBOUS; ELLIOTT, 1998 LIM;

ZHOU, 2005. Um dos motivos para este interesse deve-se a conexao de problemas desta classe
com certos jogos diferenciais e problemas de contigld GLOVER; DOYLE, 1988 GLOVER,

1989 JAMES, 1992. Além disto, problemas desta classe tém se mostrado bastante interes-
santes em diversas aplicagbes, como por exemlo, em econtd@wWsARD; MATHESON, 1972,

no guiamento de misseiSKEYER 1976 LIN; LEE, 1995 LIAW; CHEN, 2004 e no pouso de

uma aeronaveLEFEBVRE, 19989. Uma excelente discusséo sobre propriedades interessantes
de funcionais custo do tipo exponencial de uma integral pode ser encontrada, por exemplo, em

(KUMAR; SCHUPPEN 1981).

Problemas desta classe foram inicialmente formulados e resolvidaxapobsor(1973
para o caso de sistemas lineares com custo a exponencial da integral de uma funcao quadratica,
o chamado problema Linear Exponencial Quadratico Gaussiano (LEQG) tanto para o caso
continuo quanto discreto. Ainda eACOBSON 1973, foi demostrada a equivaléncia en-
tre a solucdo dos problemas LEQG discreto e continuo com a de jogos (diferenciais) lineares

guadraticos cooperativos e ndo-cooperativos.

Casos particulares do problema LEQG com observagles parciais, tanto para o problema
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continuo quanto discreto, foram estudados inicialmente PREYER et aj. 1974). No caso

continuo o problema foi estudado ainda pePEYER 1976 e (KUMAR; SCHUPPEN 1981).

Ainda em SPEYER et al.1974) foi demonstrado que o principio da equivaléncia a certeza nao

€ mais valido para problemas LEQG mas o principio da separacao ainda o #A&BEON

1977 os resultados para os problemas LEQG com observacdes completas e parciais, continuos

e discretos, conhecidos até entdo foram sumarizados.

Um problema LEQG discreto com observacdes parciais bastante geral foi inicialmente for-
mulado e resolvido emNHITTLE, 1981 WHITTLE, 1990. A extensao destes resultados para
0 tempo continuo foi esbocada inicialmente @BNSOUSSAN; VAN SCHUPPENL984) sendo

os detalhes apresentados 8BNISOUSSAN; VAN SCHUPPENL985 BENSOUSSAN 2004.

Dentre os trabalhos mais recentes envolvendo o problema LEQG podem ser citados ainda
(WHITTLE, 199Q ELLIOTT et al, 1995 COLLINGS, 1995 COLLINGS et al, 1996 CHAR-

ALAMBOUS; HIBEY, 1996 WHITTLE, 1996 YONEYAMA , 2001).

Nesta parte do trabalho, é discutido o problema de controle 6timo estocastico LEQG no
gual o estado do sistema a ser controlado € descrito por uma EDE excitada por um processo
de Wiener e o funcional custo é do tipo exponencial quadratico terminal comS8RHBYER

1976. Ainda, os controles admissiveis sao restritos a processos constantes por partes.

A contribuicdo desta parte do trabalho consiste na solucdo de dois problemas LEQG com
observacoes parciais, para 0s quais mostra-se que € possivel empregar argumentos diretos como
em (HALYO; CAGLAYAN , 1976 JOHNSON 1991): mostra-se que o problema original continuo
no tempo com restricbes nos controles admissiveis pode ser convertido em um problema de

controle étimo discreto equivalente o qual admite solucao fechada.

Problemas da classe estudada nesta parte do trabalho foram estudados aft@ieerANIA
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2001 empregando métodos diferentes.

Os resultados apresentados aqui serdo apresentados tamb8iVanYONEYAMA , 200849.

Este capitulo esta organizado na forma apresentada a seguir. Na6Sega@roblemas a
serem estudados serdo formulados. Na Séc¢aalguns resultados preliminares serao deriva-
dos. Nas Secoeks4 e 6.5as solugcdes para os problemas propostos sdo apresentadas. Por fim,

na Seca®.6 sao tecidos alguns comentarios finais.

6.2 Formulacao dos problemas

Sejam ,.7,{.% }0,P) um espacgo de probabilidade filtrado satisfazendo as condi¢des
usuaist; € [0, +o0), £ uma variavel aleatéria Gaussiana com méujee varianciaPy € S™,
w = (W, %) ev = (%, F) processos de Wiener de dimensg@ g, respectivamente. Assuma

quew, v e¢ sao independentes.

Considere um sistema descrito por:

dx = (A)% + B()u)dt + o(t)dw
(6.1)

X =&,

ondeA : [0,t;] = Mun(R), B : [0,t1] = Mnm(R) €0 : [0,t;] = Miyq SAO0 mapeamentos

continuos por partese(t)o " (t) € S™, Vt € [0, t¢].

Assuma que a performance do sistema a ser controlado seja adequadamente mensurada por:

tf
Jieqe(u) = E l,u exp(g [f u R()udt + xtTfotfm, uEeR, (6.2)
0

ondeR: [0,t;] — S™ é um mapeamento continuo por partds e S™.



CAPITULO 6. PROBLEMA LEQG COM OBSERVACOES RESTRITAS A CERTOS
INSTANTES DE TEMPO E CONTROLES CONSTANTES POR PARTES 118

ObservagcZo 6.1 Considere uma fung&o :f[0, +c0) — R dada por (x) = uexp(4Xx). Observe

que seu > 0:

O<pu<f(X)<+o0 (6.3)

eseu<O:

u< f(x)<O0. (6.4)
Assim, parg: € R o funcional custd6.2) é tal que Jeqs(U) > —co (problema bem posto).

Sejall = {ty, t3,...,tn}, comty = 0 ety = tf uma particdo de [Q¢].

Lema 6.1. O conjuntoly ;; dado por

N-1
Uyn = {u = Z Ok X[tetin) 1 Ok - Q = U, %, -adaptadok =0,...,N - 1}, (6.5)
k=0

G =0 ([Xor--» %)) 1 € [t tier). k=0,...,N -1, (6.6)

esta bem definido.

DemonstracaoProceder por indugéo finita para mostrar ggéndepende de, seu € Uy .

O

Problema 6.1 (Observac¢des sem ruido)Considere um sistema descrito pela Equa@?ad).
Assuma gue a performance do sistema é adequadamente mensurada pelo funciof@lusto

Encontrar, se existir, ue Uy 11, ondeUy 1 é definido pelas Equactés.b) e (6.6), tal que:

JLeqe(U’) = uei&fm JLeqc(U). (6.7)
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Considere agora que estao disponiveis apenas observacgdes do tipo

() = C(K)xg + vy, K

I
o
pd

(6.8)
ondefv}i., € uma seqiiéncia i.i.d de variaveis aleatérias Gaussianas com média zero e variancia
V(K) > 0.

Lema 6.2. O conjuntolU ; dado por

N-1
Uy = {u = Z Ok X[tetin) 1 Ok - Q = U, % -adaptadok = 0,...,N - 1}, (6.9)
k=0

Y = 0'([y0,. .. ,ytk]),t € [tk,tk+1), k=0,...,N-1, (610)

esta bem definido.

Demonstracao Proceder por indugéo finita para mostrar ggendepende de, seu € Uy 1.

O

Problema 6.2 (Observacdes ruidosas)Considere um sistema descrito pela Equa¢ad).
Assuma que a performance do sistema € adequadamente mensurada pelo funciof@usto

Encontrar, se existir, Ue Uy 11, ondelUy € definido pelas Equactés.9) e (6.10), tal que:

JLeqe(U’) = ueiqgg;n JLeqc(U). (6.11)
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6.3 Resultados Preliminares

6.3.1 Problema LEQG discreto com observacOes completas

Nesta sec¢édo, alguns dos resultadosid€OBSON 1973 e (JACOBSON 1977, p. 9-18) de
interesse para o estudo dos problemas considerados neste capitulo seréo detalhados visando &

esclarecer sob que hipéteses os resultados da $ets&o validos.

Considere um sistema descrito por

X1 = Ag(K)Xi + Bg(K)uk + og(K)wi,
6.12)

Xo=¢&
ondeAq : {0,...,N-1} - Myn(R), Bg: {0,...,N-1} - Myd(R),oq:{0,...,N-1} —
Mixg(R), (Wi, € uma seqiiéncia de variaveis aleatérias independentes t&l gua/(0, W(K)),
W(k) € 8%, ¥k € {0,...,N — 1}, e£ é uma variavel aleatéria independente{\ﬁlg'k\'=O com dis-

tribuicéon, fixada.

Assuma que a performance do sistema a ser controlado seja adequadamente mensurada por

=

Jieqe(U) = uE

N—
eXp(g [Z (% Qa(K) X + U Ra(K)u) + X Fdxwm (6.13)

k=

ondeu € R, Qq(K), Fqg € S™(R), Ry(k) € S™(R), Vk € {0,...,N - 1}.
O problema considerado nesta secéo consiste em determinar uma sequéncia de controles
Uy, ..., Uy tal queu; € adaptado & (x;, i =0,...,k) que minimiza o funcional custd®(13

(dentre todas as sequéncias de controle adaptadas).
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Teorema 6.1.Se 0, x), V(1, X), ..., V(N, x) satisfazem:
V(K X) = in1‘d [exp(’% (X" Qu(K)x + vTRd(k)v)) -E[V(k+ 1, Ag(K)x + Bg(K)V + og(K)wi)] |,
VeR!
V(N,X) = u exp(gxT Fd(N)x), ¥x e R",
(6.14)
e o infimo é atingido por(k, x), k=0,..., N-1,entdoy, k=0,..., N-1dada por ¢ = v(k, z)
onde
Zer1 = Ad(K)Zc + Ba(K)V(K; Z) + a(K)w,
(6.15)
2 =¢,
minimiza o funcional cust(.13 e € tal que ) € adaptadoar (x;, i =0,...,k),k=0,...,N-
1. Além disso, o custo 6timo é dado poOyo).
DemonstracdoUma demonstracdo formal segue os argumentosEdel@TT et al, 1995
p.265-289). i
Proposicédo 6.1.Sejam : {0,1,...,N} > Re S:{0,1,...,N} - 8" (R) solu¢des de
-1
o(K) = a(k + 1)(\/det(lq — 1W(K)o T (K)S(K + 1)o-d(k))) k=0,...,N-1
(6.16)
a(N) =1,
e
S(K) = Qu(k) + A7 (K) (S(k + 1) - S(k + 1)Ba(WR; (KB (KS(k + 1)) Au(K), 6.17)

S(N) = Fq,
onde,Ry(k) = (Ra(k) + B (S(k + 1)Bq(K)) &

-1

S(k+1) = S(k+ 1)+ uS(k+ Lora(k) (WK) — uod (S + Dog(K)) ~ og (WS(k+1). (6.18)

121
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Entao,

V(K X) = pa(K) exp(%xTS(k)x) (6.19)

€ solucdo d€6.14). Ainda, para cada patk, x), k=0,1,...,N—-1, xe R", o infimo en{6.14)
€ alcancado por

Vi(k, X) = ~M(K)x, (6.20)

onde
M(K) = (Rd(k) + Bg(k)§(k+ 1)Bd(k))_1 BdT(k)§(k + DA4(K),k=0,1,...,N- 1 (6.21)

Observacédo 6.2.Ao0 assumir que existe S{0,1,...,N} —» S™(R) na Proposi¢cads.1 esta

sendo assumido que

W(K) = (W™(K) - uof (K)S(k + 1)ora(k)) > O, (6.22)

R(K) := Ry(k) + BJ (K)S(k + 1)Bq(k) > O. (6.23)

No casou < 0 é facil provar por inducéo qu&V(k) € S™, k=0,...,N — 1. No casqu > 0,
dependendo dos autovalores d€k)y matriz de covariancia do ruido do estado, pode ser que
W(K) ndo seja invertivel. Aqui, assume-se que os ruidos possuem intensidade suficientemente

“pequenas” para garantir quéV(k) € S™, k=0,...,N - 1.

Antes da demonstrac&o da Proposigad)(serdo demonstrados alguns lemas.

Lema 6.3. Seja [k, X) dado pela Equaca(s.19. Entéo,

E[V(K+ 1, AgK)X + Bg(K)V + og(KWi))] =
(6.24)

— (k) - exp(% (Ag(K)X + Ba(KV)™ S(K) (Ag(K)X + Bd(k)v)), kK=0,... N-1,
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ondeS(k) é dado pela Equacé(5.19.

Demonstracéo.

E[V(K+ 1, Ag(K)X + Ba(K)V + ora(W)] =
—E [W(k +1) exp('% (Aa(K)X + Ba(K)V + (KW ™ S(K + 1) (Ag(K)X + Ba(k)V + o-d(k)wk))]
— pa(k+ 1) exp('% (Ag()X + By(KV)™ S(K + 1) (Ag(K)X + Bd(k)v))-

E [exp(% W o5 (KS(K + DoKW + 2 (Ag(K)X + Ba(kV)™ S(k + 1)ad(k)wk))] .
Agora, comow ~ N(0, W(k)) tem-se
E[V(k+ 1, Ay(K)X + Ba(K)V + og(K)wi)] =

= ik + 1) exp( (AKX + Ba(kv)” Sk + 1) (Ag()x + Ba(kV)}

[ exp(5 095k + Dl + 2(Aa(9x+ Bl Slkc+ Do)

. W HQwd
Ty OO 21 o)

_ pa(k+ 1)
V20" det(W(K)

exp( 5 (Aa(kx-+ Bo(9V)” S(k+ 1) (Aa(Kx+ Ba(9)}

- f exp( 5 WLog (9S(k-+ irallm + 2 (A + Ba(kY)” S(k + Dira(w) |

- exp(—%W[W‘l(k)Wk) AW

3 pa(k+ 1)
20 det(W(K))

: fR q exp(—% (\,\,;\/“V(k)wk + 2V_VT(k)wk)) dwy,

exp( 5 (A + Ba(l)” S(k-+ 1) (Aa(x+ Bo(9v))

ondeW(k) é dado pela Equac&6.22 e W(K) := —po § (K)S(k + 1) (Ag(K)x + By(K)V).

Usando o Lemd.1, para completar os quadrados, lembrando que, por hipétese, ver Obser-
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vacgéo6.2, W(k) € S% esta bem definido, tem-se

E[V(K+ 1, Ag(K)x + By(K)V + og(K)\wy)] =

\/(zn)q det(W-1(k))
V(2r)" det(W(k))
1

| fR \/(2n)q det(W-1(k))

= pa(k+ 1) exp(’ (Al + Ba9v)” S(k-+ 1) (Aa(9x + Bo(k) |

exp(_% ((Wk + WHIOW(K) ' W(k) (wi + w_l(k)v_v(k)))) i

: exp(%V_VT(k)\TV‘l(k)V_V(k)).
Agora, como a integral na equacao anterior € igual a 1,

detW (k) = det[(w-l(k) — uo S (RS + 1)o-d(k))_1]
_ det[(lq — WK (IS + Dra(k) W(k)]

-1
b

= det(W(K)) |det(1q — uW(K)og (S(Kk + L)oa(K)) |
e, da definicdo de(k), segue
E[V(K+ 1, Ag(K)X + Ba(K)V + oa(K)wi)] =

= (K9 exp( 5 (Aa(9x+ Bo(9)” S(k+ 1) (Aa()x-+ Baln) |

: exp(%V_VT(k)\TV‘l(k)V_V(k)).

O resultado segue da equac&o anterior e da definici¥(k)jede S(k + 1), Equacéof.19. o
Lema 6.4. Seja V dado pela Equacd6.19. Entéo,
exp( (" Qu(x + V'Ri(V)) - E V(K + L Aq()x + BV + ra(Iwe)] =

= u-a(K)- exp(’% (v+ MK (Ra(K) + BIS(k+ 1)By(K) (v + M(k)x)). (6.25)

: exp'% X"S(K)X,
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onde Sk) é dada pela Equaca(s.17).

DemonstracdoUsando o resultado do Lenga3, tem-se

exp(g (X" Qq(K)X + vTRd(k)v)) CE[V(K + 1, Ag(K)X + Ba(K)V + ora(Kw)] =
- exp('% (X" Qu(K)x + vTRd(k)v)) - (k) exp('% (Aa(K)X + Ba(K)V)T S(k + 1) (Ag(K)X + Bd(k)v))
= (k) exp( 5 (X" QuIx + V" Re(KV)
: exp(’% (xTAdT(k)é'(k + 1)A4(K)X + 2x" AT (K)S(k + 1)By(K)v + V' B] (K)S(K) Bd(k)v))
— pa(K) exp(% (v (RaK) + BF(RIS(k + 1)Ba(K)) v+ 2x7 A (W S(k + 1)Bd(k)v))-

- exp(5X7 (Qu) + ATk + DA(K) x|

Do Lema4.1, Observaca6.2 e da Equacads(2)):

exp(’% (X Qa(K)x + vTRd(k)v)) CE[V(K+ 1, AgK)X + Ba(K)V + ora(K)Wid)] =
= ua(K) exp(g v+ MK)X)T (Ra(k) + BFS(k + 1)Bd(k))‘1 (v + M(k)x))-
: exp[—’% (xTAg (K)S(k + 1)Ba(k) (Ra(k) + BfS(k + 1)5(,(k))‘l Bl (K)S(k + 1)A] (k)x)]-

: exp(g X" (Qu(k) + A} (WS(K + 1)A(K)) x).
Usando a Equacaé(17), definicdo de&s(k), k=0, ..., N, obtém-se
exp(g (X" Qu(K)X + vTRd(k)v)) CE V(K + 1, Ag(K)X + Bo(K)V + g (wi)] =

- ya(K) exp('% (v+ MKNT (Ra(k) + BIS(k+ 1)Bu() (v + M(k)x))-

. expngS(k)x.
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Lema 6.5. Seja V dada pela Equacd6.19. Entéo,

in [exp(g (X" Qu(k)x + vTRd(k)v)) CEV(K+ 1, Ag(K)X + By(K)V + o-d(k)wk)]] _ exp(ngS(k)x).

(6.26)
Demonstracdo.Segue diretamente do Ler6al. O

Demonstracdo da Proposi¢d6.1). Proceder por inducao finita ekne usar os resultados dos

lemas anteriores. i

Observacao 6.3.0bserve que nas demostracdes das proposi¢cdes anteriores foi explicitamente
empregado a natureza exponencial da distribucdo Gaussiana.débserve também que

nao foi suposta ser necessariamente Gaussiana.

6.3.2 Problema LEQG discreto com observac0es parciais

Nesta se¢do, analogamente a secéo anterior, detalhes de alguns dos resul&RBsER (
et al, 1974 e (JACOBSON 1977, p. 24-32) serdo apresentados visando a esclarecer sob que

hipoteses os resultados da Se6&sao validos.

Considere o sistema descrito p6tX2, agora impond@ ~ N(0,Yy). Assuma o seguinte
processo de observacoes

Y = Ca(K) X + Vi, (6.27)

ondeCq : {O,...,N} - Mmn(R) € {vk}lt'=0 € uma sequéncia de variaveis aleatorias indepen-
dentes tal quey ~ N(0,V(K), V(k) > 0. Assuma ainda que as sequUéndiad o, {Wilr-o
e ¢ sao independentes. O problema considerado nesta secdo consiste em minimizar o fun-

cional custo §.13, assumindaQy(k) = 0, k = 0,1,...,N — 1, e que caday é adaptado a
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o(y,i=0,...,k).

Antes de ser apresentado o resultado principal desta se¢éo, TébBamdo apresentados

alguns resultados preliminares.

Teorema 6.2 (Kalman-Bucy, 1961)Sejam x e y, dados por(6.12) e (6.27), respectivamente,

com y adaptado &%, onde

Y=0(,i=0,...,k, k=01,...,N. (6.28)
Defina

%= E[x 1], (6.29)

PG, J) = E[(m — Rij) (% - >2i|j)T],k =0,1,...,N. (6.30)

Entdo, KO, 0) = var(X) e, parak=1,...,N,

P(k. k) = P(k.k = 1) (In = Ca(k) " (Ca(k)P(k. k = 1)CF (K) + V(K) " Ca(k)P(k. k - 1)),

P(k, k- 1) = Ag(k - 1)P(k — 1, k = 1)A] (k - 1) + o-g(KW(K — 1)or3 (K).
(6.31)

Ainda,

Kk = Rige-1 + K(K)yi (6.32)

K- = Ad(K = D)Regpe-1 + Bk = D1, (6.33)
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onde
¥k = Yk — E[Yil %1l = Vi — Yk, (6.34)
¥k = Yk — Ca(K) k-1, (6.35)
e
K(K) = P(k, KIC (KV(K). (6.36)
Demonstracdo.Veja, por exemplo,GONCALVES, 2009. m|

Notacado 6.1.Empregar-se-a a seguinte notacao

)“(k = )’Zk“(, k= O, cen N, (637)

PK) = Pk K, k=0, ...,N. (6.38)

Lema 6.6. O processo g:= X — Xk € independente déx.

Demonstracdo.Veja, por exemplo,GONCALVES, 2009. O

Lema 6.7. {yk}Ezo € uma sequéncia de variaveis aleatorias Gaussianas com média zero e var-
iancia

I'(k) = E [y ] = Ca(K)P(k k = 1)Ci(K) + V(K) (6.39)
tal queyy € independente d&_;.

Demonstracdo.Veja, por exemplo,GONCALVES, 2009. |

Lema 6.8. Sejam xe y dados por(6.12) e (6.27), respectivamente, com adaptado &% (ver
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Equacaon(6.28). Entéo,

E[exp(%xﬁ Fde) | %] =
(6.40)

= [det(l, - kPNIF )] ? exp( 525 [Folla - kPIN)Fo) ] %5

Demonstracdo.Como, pelo Teorem@.2, a distribuicdo deq dadoZy € N (Xn, P(N)) tem-se:

E[exp(’%xﬁ Fde) | %] =

exp(—%(x — &n) TPH(N) (X - >“<N))dx (6.41)

. 1
= fRn exp(’%x Fdx) \/m
1
2

(—uXTFax+ (x = &) TPHN)(x - XN)))dx

1
(20" detP(N) f " exp(

Agora, pelo Lemat.1,

- qu‘r Fax + (X - )'ZN)T P_l(N)(X B )?N) _
=x' (P_l(N) - ﬂFd) X— ZX-NF P_l(N)X + 2& P—ls\(N _
= (X - (P_l(N) - ﬂFd)_l P_l(N)s\(N)T (P—l(N) - /JFd) (X _ (P—l(N) _ /le)_l P_l(N))’ZN) N

Iy (P—l(N) — PN (PN) - uFa) P—l(N)) L.

(6.42)
Ainda,
P(N) = PH(N) (P(N) - uFg)  PH(N) =
=P(N) - PH(N) (I - uP(N)Fq)* =
= P(N) [In = (In = uP(N)Fo) "] = (6.43)

= P (N){[(1n = kP(N)Fq) — In] (In = tP(N)Fo) ™} =

= —uFg(1 - uP(N)Fg) ™.
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Agora, substituindo.42 e (6.43 em 6.41) obtém-se:

E[exp(%xﬁ Fde) | ZZ/N] =

(2" det(P1(N) - uFq)

2 detP(N) exp( 5XFo(1 - HPINIFo) 5 ) (6.44)
. f ! exp(x - 07 (PHN) - uFa) (x - R)dx

= (20" det(PA(N) - uF )

-1 . ~ . , .
ondex:= (P—l(N) - de) P-}(N)&y. Observando que a integral na equacao anterior ¢ igual a

1leque:
(@) det(P () - o det(l, — uP(N)Fa)) 6.45
raeery - et kPR (6.45)
o resultado segue. O

Lema 6.9. Sejam xe y dados por(6.12) e (6.27), respectivamente, com adaptado &% (ver
Equacao(6.28). Considere ainda, € {1, ..., N}, I'(i) dado por(6.39, K(i) dado por(6.36) e
M e S™ tal que:

T(i) := T72(i) — uK"()MK(i) > O. (6.46)

Entao,

1
Jdet(l - uKTHMK ()

E [exp(5 M%) 14 = exp(5% M%) (6.47)

ondeX;i-; € dado por(6.33 e

M = M+ uMK(i) (T74() - uKT(i)MK(i))_l KT(@i)M. (6.48)
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Demonstracaolnicialmente, usand®(32), segue que

E [exp(%ﬁ I\Wfq) | @1] =
=E [exp'% (Rt + K@) ™ M (Riioa + K(i)yi) | 4 (6.49)

= exp(5%51M%-1) - E|exp(5 (T KT OMK )y + 2%, MK ()n)) 191

pois Xi-1 € %_;-mensuravel. Comg; € independente d&_,, tem-se que
H Her S0 &
E|exp(5% M%) 1911 = exp(5 %5 M%1) - W0, (6.50)

onde

W(X) = E [exp(’% (KT MK i)y +2X M K(i)yi))] . (6.51)

Agora, comoy; ~ N (0,T'(i)) (ver Lema6.7) pode-se calcular explicitamente a esperanca na

definicdo deV(X):

exp(-3y"T X))
V(2r)mdetl (i)

- \/(z,r)mlTr(. meeXp(—%(f (F_l(i)—ﬂKT(i)MK(i))y—ZyYTMK(i)y))dy

Y(X) = [R ) exp(% (Y"KT()MK(i)y + 2X'M K(i)y)) dy

—(Zﬂ)m = f m ( (v i)y - 205" MK(u)y))dy,

(6.52)
ondel (i) é dado por§.46).
Do Lema4.], tem-se que
Y T(i)y - 2uX" MK(i)y =
(6.53)

=(y- ,jf—l(i)KT(i)W)T (i) (y = uC KT ([))MX) - 12X MK () ()KT ()M
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Substituindo §.53 em (6.52), obtém-se:

— detl™1(i) - .
Y(X) = dett() exp( MK @) 2(i)K (|)Mx)
f exp(—% (v- yf‘l(i)KT(i)Mi)Tf(i) (v- uf‘l(i)KT(i)MY))dy
"’ \/(271)’“ detl™(i)
Agora,

exp(—% (v- pf‘l(i)KT(i)Mi)T ) (v - u’f—l(i)KT(i)l\“/iy))dy =1

fR”‘ \ (@) det1()
\/m R L
detl'(i) \/det(F(i)F(i)) \/det(l - ﬂKT(i)MK(i)F(i))

Portanto,

Y(X) = ! exp(’“‘;f M K(i)f‘l(i)KT(i)MX) (6.54)
Jdet(l - iK™ HMK@I())

Substituindo a Equacaé.64) na Equacéaoq.50:

exp(‘s %7, MK 1)K (i) M1

Jdet(1 - kKT (MK @HI())

E[eXp(% M )|§,I/_ ] = eXp(gfﬁE_ll\Wﬁn_l)-

(6.55)
1

~Jaet{l -k OMKAI)

eXp(%%—lmﬁli—l)

Lema 6.10. Sejam x e y dados por(6.12 e (6.27), respectivamente, com adaptado &%

(ver Equacdo(6.28). Considere ainda, E {1,...,N}, I'(i) dado por(6.39, K(i) dado por
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(6.36 e M € S™ satisfazend@6.46). Entéo,

E

, (6.56)

i-1 H i—_2 T K ,\__’ -
”eXp[g [Z 0y Ro(K)ui + mx]] | @] _ exP( Zich WR( )ui)w 1 Uir)
\/det(l — uKT()MK (i) (i)

k=0

ondeM é dado por(6.48) e

O(X, U) = p exp('% (U™ (Rai — 1)+ B (i - YMBq(i — 1)) u+ 2x" AJ(i - 1)MBq(i — 1)u)).

. exp(%‘xTAg (i = DHMAG(i - 1)x).

(6.57)
DemonstracdoBasta usar os Lemasle6.9. O
Lema 6.11. Seja®(x, u) dado por(6.57). Assuma que
R "= (Ru(i - 1) + BJ (i - MBy(i - 1)) > O, (6.58)
e defina
u' = R BI(i - LMAG(i — 1) (6.59)
Entéo,
D(x, u") = inf O(x,V), (6.60)
veRd
e

DX, U") = 1 exp[’%xTAg(i — 1)(M = MBu(i — DR; (i — B — M) Au(i - 1)x] (6.61)

DemonstracdoBasta usar o Lemé. 1 O

Teorema 6.3.Sejam x e y dados por(6.12 e (6.27), respectivamente, com adaptado &%
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(ver Equacad6.28). Considere ainda, ), K(k) eT'(k), k € {1,..., N}, dadas, respectiva-

mente, poK(6.31) (ver Notacadb.1), (6.36) e (6.39. Se para todo k {0,..., N -1}

Ru(K) = Ra(K) + B(KQ(k + 1)Bu(K) > O,

Ta(K) := T (k) — uKT(K)QK)K(K) > 0,

ondeQ(k) e Q(K), k=N, ..., 0 sdo dados por

Q(N) = Fq (I - uP(N)Fq)™*

Q(N) = Q(N) + £Q(N)K(N)TG*(N)KT(N)Q(N),

(6.62)
Qlk—1) = AT(k— 1)Q(K) (1 - Ba(k - )R (k - 1)BF (k- 1)Q(K)) Aa(k - 1),
Qk—1) = Qk - 1) + uQ(k — DK (k- DIk — 1K™ (k- 1)Q(k - 1),
entao
inf o = a(0) exp(%ma 6(0)mo), (6.63)
onde ng := E[Xo] e @(0) é obtido por
a(N) = (det(l — uP(N)Fq)) /2
(6.64)
a(k - 1) = oK) (det(l - iK™ QK KIK)) .
Ainda, a seqUéncia de controles 6timos é dada por:
U= -MKR.k=0,1,...,N -1, (6.65)

onde

M(K) = (R(K) + By (WQ(K + 1)By(K) " BIKIQK + A(K) (6.66)
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e X € dado por(6.32 (ver Teoremd.?2).

Demonstracdo.Segue do teorema fundamental ME(ER et al, 1971, p.769), do Teorem@.2

e dos Lema$.8 6.9, 6.10e6.11 O

6.4 Problema LEQG continuo com controles baseados em

observacoes discretas sem ruido

Proposicao 6.2.Sejam At), B(t), o(t), R{t), F, £ e w como na definicdo do Problen@al
Denote por®d(t, s) a matriz de transicdo associada {tp Se existena : {0,...,N} - R e

S:{0,...,N} - 8™ dadas por(6.16), (6.17) e (6.18 quando

Ad(K) = D(tir1, t), (6.67)
By(K) = ftk s, SB(S (6.68)
ad(K) = In, (6.69)
w9 = [ " Ot 9790 (90, 905 (6.70)
Qu(K) = 0, (6.71)
Ry(K) = ft ! Ryt 6.72)
Fq=F, | (6.73)
ento,
u = ZN] M(K)% Xt (6.74)
=

onde MK) é dado por(6.21), é tal que t € Uy € U minimiza o funcional cust@.2) em

Uy 1.
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DemonstracaoBasta observar que para cada Uy et € [t, t;1), @ Equacdoq.1) pode ser

reescrita como:

X(t) = O(t, t) %, + I(t, Ly, + E(L, 1), (6.75)

onde,I'(t, ty) := ft: D(t, 9)B(s)ds e &(t, ty) = ft: d(t, s)o(s)dWs. Ainda, usando propriedades
da integral de Wiener pode-se mostrar g8}’ ,, onde&, = &(t.1, 1), € uma seqiiéncia de

variaveis aleatérias Gaussianas i.i.d com média zero e variancia

var(e) = [ " lten, 9790 (9D (s, Y0 (6.76)

ty

Além disso, usand®(79, para cadal € Uy 0 custo 6.2) pode ser reescrito como:

N-1
Jieqe(u) = u exp[% Z Uy Ra(K) Uy, + xtTfoth, (6.77)
k=0
onde,
1
Ry(K) == f R(t)dt. (6.78)
tk

ComoR(t) € 8™ segue qu&y(k) € S™. Observe ainda que, por hipotesé)o'(t) € S™, e
assimwW(k) > 0. Agora, a demonstracao segue procedendo como na 6&;aassumindo um

sistema descrito por

Xty = O(tkr1, 1) X, + T(tkrr, ti)Uy, + E(tkan, ), (6.79)

onde,I'(tx,1, tk) = ftktk” O(tsr, B(9)ASs e &b, 1) = ft: ®(t,1, S)o(s)dWs, e funcional custo

(6.77). O
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6.5 Problema LEQG continuo com controles baseados em

observacoes discretas ruidosas

Proposicdo 6.3.Sejam At), B(t), o(t), R(t), F, &, C(tk), w: e v, como na definicdo do Problema
6.2 Denote por®d(t, s) a matriz de transi¢cdo associada dtA Se existem R), K(k), I'(k),
Q(k) ea(k) k € {1,..., N}, dadas, respectivamente, p@.31) (ver Notacads.1), (6.36),(6.39,
(6.62 e (6.64 quando A(K), Bq(k), W(K), Qq(K), Ry(k) e Fy sédo dadas como na Proposicad®

e, Gi(k) = C(tk) e & = v, entao,

N
U = " MKt (6.80)
k=0
onde MK) € dado por(6.66).
DemonstracdoBasta proceder como na Proposi¢ade Secad®.3.2 O

Observacédo 6.4.0bserve que assim como eRA(LYO; CAGLAYAN1976 a separacéo con-
tinua valida mesmo ao se considerar os controles admissiveis restritos a processos constantes

por partes.

6.6 Comentarios finais

O controle de sistemas descritos por EDE e observacdes discretas no tempo constitui, do
ponto de vista de aplica¢des, uma importante classe de problemas de controle estocastico com
observacoes parciais. Para esta classe, entretanto, mesmo no caso onde o estado do sistema ¢
observado sem incertezas (mas em instante discretos) uma representacao fechada para a solucao

de facil implementacdo em computadores digitais, ndo pode, em geral, ser obtida.
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A contribuicdo desta parte do trabalho consistiu em mostrar que dois problemas do tipo

LEQG com controles restritos a processos constantes por partes poderiam, assim ceilo em (
LYO; CAGLAYAN, 1976 (JOHNSON 199)), ser resolvidos convertendo os problemas originais

com restricdes a problemas discretos equivalentes.



7 Conclusao

“Learn from yesterday, live for today,
hope for tomorrow. The important thing

is not to stop questioning”

—ALBERT EINSTEIN

Esta tese tratou, principalmente, do problema de otimizacdo LQ para sistemas descritos por
Equacg6es Diferenciais Estocasticas, com e sem saltos Markovianos nos parametros, excitadas
por martingales quadrado integraveis. Mostrou-se que problemas desta classe podem ser estuda-
dos empregando-se a formula de It6—Doléans-Dade—Meyer para fatorar os funcionais custos de
forma conveniente para a solucéo dos problemas de controle 6timo. Um fato interessante € que
embora sejam consideradas excitacdes mais gerais, as quais ndo sao necessariamente Marko-
vianas ou possuem incrementos independentes e estacionarios como os processos de Wiener
ou de Poisson, os problemas considerados recaem no estudo da existéncia de solugéo de certas
equacdes diferenciais de Riccati. Ainda, observa-se que como a variacdo quadratica previsivel
do processo de Wiener e do processo Poisson com param@ompensados ou ndo) séo, re-
spectivamentg, e At, ou seja, funcdes lineares do tempo, sistemas excitados por Processos de
Wiener ou de Poisson dependentes do estado ou do processo de controle podem ser tratados
de forma analoga. Nos casos com observacdes parciais, destaca-se que o custo fatorado pode

ser interpretado como uma condi¢cao necesséria para a validade do principio de equivaléncia a
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certeza.

Além disto, foi considerado um sistema néo-linear excitado por um processo de Wiener, e
discutiu-se a possibilidade de se considerar como controles admissiveis processos adaptados a
o—algebra gerada pelo estado. A contribuicdo desta parte do trabalho, consistiu em aprensentar
uma extenséo de um resultado da literatura envolvendo esta questédo. Ainda, como contribui¢ao
deste trabalho, foi mostrado que dois problemas do tipo LEQG com controles admissiveis restri-
tos a classe de processos constantes por partes e assumindo que o controlador recebe informacac
apenas em certos instantes de tempo fixadpsori podiam ser estudados diretamente como

feito em HALYO; CAGLAYAN , 1976 JOHNSON 1991 para problemas LQG.

Uma discusséo sobre os principios de separacdo e equivaléncia a certeza, bem como uma
breve revisédo da literatura envolvendo este principios, para sistemas descritos por (EDE), foi

apresentada no Apéndice A.

7.1 Sugestoes para trabalhos futuros

Naturalmente, diversos aspectos dos problemas investigados neste trabalho ainda podem ser
estudados. A seguir, indica-se uma pequena amostra de trabalhos que podem, futuramente, dar

continuidade ao presente estudo.
e Estudar o problema do Capitudgara sistemas excitados por martingales quadrado inte-
graveis diferentes do processo de Wiener;

¢ Investigar o problema de controle de sistemas lineares com saltos Markovianos excitados

por movimentos Brownianos fracionarios;

e Estudar o problema de controle estocasticoestudado emHINRICHSEN; PRITCHARD
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1998 BOUHTOURI et al, 1999 considerando sistemas excitados por processos de Pois-

son,

e Considerar os problemas do Capit6loom horizontes infinitos;

e Aplicagbes numéricas empregando os resultados derivados no Cégitwkoo problema

de guiamento do missel estudado SREYER 1976.
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Apéndice A - Teoremas da separacao e a
propriedade de equivaléncia a certeza na

teoria de controle estocastico

Neste Apéndice apresenta-se uma revisdo dos conceitos separacao e de equivaléncia a
certeza disponiveis na literatura e sdo ressaltadas algumas dificuldades técnicas que devem ser

enfrentadas ao se tentar estabelecer um teorema da separa¢ao ou de equivaléncia a certeza.

A.1 Introducéao

Problemas de controle estocastico 6timo com observacdes parciais sdo, em geral, de dificil
solucdo uma vez que os problemas de filtragem e de controle 6timo precisam ser resolvidos
simultaneamente. Existem, entretanto, classes de problemas, aquelas onde o principio da sep-
aracdo ou o de equivaléncia a certeza sao validos, para 0s quais os problemas de filtragem e

controle 6timo podem ser resolvidos separadamente.

Nesta parte do trabalho, atencéo é fixada nos principios da separagéo e de equivaléncia a

certeza para problemas de controle estocastico 6timo.



APENDICE A. TEOREMAS DA SEPARACAO E A PROPRIEDADE DE EQUIVALENCIA
A CERTEZA NA TEORIA DE CONTROLE ESTOCASTICO 153

Este apéndice esta organizado na forma descrita a seguir. NaAS@cgao apresentados

0s principios da separacao e de equivaléncia a certeza para os problemas de interesse. Ainda
nesta secdo, alguns resultados disponiveis na literatura Gteis para ilustrar alguns detalhes da
teoria sdo destacados (por exemplo, a validade do principio da separacdo depende da classe de
controles admissiveis considerada). Em seguida, na $e8asera feita uma breve revisao dos
teoremas da separacae deequivaléncia a certezadisponiveis na literatura. Nao se deseja
apresentar uma listagem exaustiva, 0 que seria, acredita-se, impossivel, mas apenas destacar

alguns resultados disponiveis na literatura.

A.2 Revisao dos principios da separacao e de equivaléncia a

certeza

Nesta secao, os conceitos de separacao e equivaléncia a certeza seréo revisados. As definicoe
explicitas apresentadas nesta séf@am formuladas baseadas nas discussdes feitad QK ELL;
JACOBS 1971) e (BAR-SHALOM,; TSE, 1974 para sistemas discreto8ENSOUSSAN 2004

p.51-52, 222-267) eDAVIS, 1977, p.182) para sistemas continuos.

Considere um sistema descrito p8rl) com observagdes

dy = h(t, X_s) dt+ oy (dVe,  t> 6,
(A.1)

yS:O’ OSSS&C’

ondes, > 0 é fixado e os mapeamentos|0, t;]xR" — R', oy : [0,t;] — R™*™ s&o conhecidos

a priori.

!Naturalmente outras formulacées precisas podem ser dadas para os principios da separaco e de equivaléncia
a certeza.
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Definicdo A.1. O problema de controle estocésti€d1)-(3.2)-(A.1) é dito satisfazer @rinci-

pio da separacd@m uma classe de controles admissidéise, e somente se, o controle 6timo

u* emU for da forma ¢ = ®s(t, E[% | %]) ondeds : [0, t;] x R" — R é mensuravel.

Definicdo A.2. Define-se o problema de controle 6timo deterministico associado ao problema

(3.D-(3.2-(A.1) como o problema:

% = f(t, x(t), u(t)), X(0)eR" (A.2)
inf [ftf L(s, x(9), u(s))ds+ P(x(ts)) |, (A.3)
uel | Jo

onde?{ é o maior subconjunto d& formado por processos que ndo dependen de) e que

constituem controles admissiveis para o problema determinigi@)-(A.3).

Definicdo A.3. O problema de controle estocasti¢®1)-(3.2)-(A.1) é dito satisfazer @rinci-
pio de equivaléncia a certezam uma classe de controles admissiise, e somente se, 0
controle 6timo g(t) para o problema deterministico associado for da forr@)u= ®ce(t, X(t)),
ondedck : [0, ;] x RY € mensuravel, e;u= Oce(t, E[% | %]) for o controle 6timo eni/ para

0 problema estocastico original.

Observacado A.1.Nas definicdes.1le A.3 € importante enfatizar que € assumido g4énde-

pendente do processo de controle @/.

Observacédo A.2.Para um mesmo problen{d.1)-(3.2)-(A.1), a possibilidade de se demonstrar
um teorema da separagao ou de equivaléncia a certeza depende da classe de controles admis-
siveis consideradasVitsenhause(il968 apresenta um problema LQG no qual o principio da
separacao ndo é valido ao se considerar controles admissiveis fun¢gdes mensuraveis apenas da

saida mais recente, ou seja, H y(Y«).
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Observacédo A.3.Segue das definicbes anteriores que satisfazer o principio da sepatacao

€ uma condicdo necessaria, mas nao suficiente, para um prolfe®d3.2)-(A.1) satisfazer
o principio de equivaléncia a certegdd. Um exemplo de problema que satisfaz o principio da

separagcdo mas nao o de equivaléncia a certeza € apresentadePEIVIER et al.1974).

Observacédo A.4.Um exemplo de problema onde o principio da separa¢édo nao € valido, en-
tretanto, o controlador 6timo € uma funcéo linear do estado infomé&tivaqual tem mesma
dimensao do estado do sistema mas néo é o primeiro momento condicional (a melhor estima-
tiva, no sentido dos minimos quadrados, do estado), € apresentadBENBQUSSAN; VAN
SCHUPPEN 1985 e (BENSOUSSAN2004 p.53-71). Neste problema, a dindmica do sistema é
linear, as observacgdes sao lineares, os ruidos sdo gaussianos, mas o custo é ndo-quadratico (é

a exponencial de uma funcéo quadratica) e ndo satisfaz as hipotes@sOHAM 1968h.

Observacédo A.5.A identificacdo de outras classes de problemas nas quais o estado informa-
tivo tem dimenséo finita, mas ndo coincide com o primeiro momento condicional, esta sendo
conduzida, por exemplo, e@HARALAMBOUS; ELLIOT;T1997), (CHARALAMBOUS; ELLIOT,T

1999, (CHARALAMBOUS 1999 e (CHARALAMBOUS; ELLIOT,T2000. Embora para estes
problemas o principio da separacao classico ndo seja valido, do ponto de vista computacional,

os resultados séo tdo importantes quanto estabelecer a separagao.

Observacédo A.6.Nas definicdes anteriores, assim como BENSOUSSAN004), o problema
de filtragem 6tima resolvido é o minimos quadrados. Definicbes semelhantes poderiam ser
dadas assumido-se que os filtros admissiveis sdo apenas os lineareKUMAR; VARAIYA

1986 p. 119) para um exemplo de separacao quando se considera apenas os filtros lineares.

Do inglés,information state
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A.3 Teoremas da separacao e de equivaléncia a certeza na

literatura

Apenas o caso de sistemas descritos por EDE sera abordado. Para o caso discreto um

possivel ponto de partida para um estudo semelhaméT&ENHAUSEN 1971).

Uma breve listagem de alguns resultados disponiveis na literatura, envolvendo o problema

(3.D-(3.2-(A.1), é apresentada a seguir.

e (POTTER 19649 Teorema da separac¢ao para o problema LQG classico;

¢ (WONHAM, 19681 Demonstra a separagao para um sistema descrito por uma EDE linear
no estado e ndo-linear no controle, observacdes lineares (e de mesma dimensao do estado
- restricdo artificial do ponto de vista das aplicacdes), custo ndo-quadratico (forma de
Lagrange), horizonte finito fixad@priori e controles admissiveis o conjurttfy,,, com
U um conjunto compacto. Este resultado exclui o caso da separacgéo para LQG classico;

e (LINDQUIST, 1969 Considera o problema LQG incluindo atrasos apenas na funcéo
custo. A classe de controles admissiveis considerdda;é

e (TSE 1971 Demonstracéo rigorosa da equivaléncia a certeza para o problema LQG clas-
sico usando a técnica d&/ONHAM, 1968D;

e (BALAKRISHNAN, 1972 O problema LQG com ruidos do estado e de observacées cor-
relacionados é estudado empregando ferramentas de analise funcional. Devido a corre-
lacdo entre os ruidos o resultado demonstrado € a separacao;

e (BROOKS 1972 A dindmica do sistema é estendida para considerar casos mais gerais
que o de uma EDE linear;

e (LINDQUIST, 1973: Considera a dinamica de forma mais geral que o de uma solucéo
de uma EDE linear. A partir do resultado geral obtém a equivaléncia a certeza para o
problema LQG classico e demonstra a separacdo para o caso de ruido de observagao
colorido. Considera também sistemas com atrasos no controle. Os controles admissiveis
sa0Unaty;

e (DAVIS, 1976 Considera o problema estudado péonham(1968t empregando o con-
ceito de solucdes fracas. O objetivo € relaxar a restricdo das observacdes e 0 processo de
estado terem a mesma dimensao;

e (HALYO; CAGLAYAN , 1976 Mostra que a separacao continua valida para o problema
LQG classico quando se considera observacdes discretas e controles constantes por partes;



APENDICE A. TEOREMAS DA SEPARACAO E A PROPRIEDADE DE EQUIVALENCIA
A CERTEZA NA TEORIA DE CONTROLE ESTOCASTICO 157

e (SCHMOTZER; BLANKENSHIR 1978 Prop6em uma demonstragcdo mais simples para o
caso em que a EDE tem atraso no estadadquist (1980 aponta um erro na demon-
stracéo (despreza a dependéncia do controte-algebra gerada pelo estado);

e (UCHIDA; SHIMEMURA, 1979 Demonstram a separacao para problemas com dinamica
linear, e processo de observagéo nao-linear, e ruidos ndo-gaussianos;

e (UCHIDA, 1980 Demonstra um teorema da separagdo para sistemas com atrasos nos
controles e nas observacgoes;

e (UCHIDA, 1983 Demonstra a equivaléncia a certeza para problemas LQ sem ruido no
estado, e controles limitados;

e (RISHEL, 1999 Considera sistemas lineares, custo quadrético e ruido a soma de um pro-
cesso de Wiener e um processo de Markov (ndo-observado). E demonstrado um teorema
de equivaléncia a certeza para esta classe de problemas.

Observacdo A.7.EmFleming e Rishe{1975 p. 187-195) eBensoussa2004 p. 222-267)

alguns outros trabalhos que tratam da separacao e de equivaléncia a certeza séo revisados.

Observacdo A.8.Neste apéndice foram discutidos apenas o0s conceitos de separagcao e de
equivaléncia a certeza, os conceitosqi@se-separacdu separacao aproximada, podem ser

encontrados, por exemplo, eniii; MOORE, 1997) e BENSOUSSAN2004 p.261-267).

Observacado A.9.0 problema LQG classico foi estudado ainda év\(I1S 1977, p.173-182),
onde foi definida uma certa classe de controles admissiveis que envolviam apenas funcionais

lineares das observacoes.
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Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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