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Resumo

Este trabalho trata do controle ótimo de sistemas descritos por Equações Diferenciais Es-

tocásticas (EDE). Os resultados apresentados podem ser divididos em três partes. A primeira

delas aborda um problema de controle ótimo não-linear sendo investigada a possibilidade de

considerar como controles admissíveis processos adaptados àσ-álgebra gerada pelo estadoX u
t .

As hipóteses de um resultado disponível na literatura são relaxadas e estende-se à classe de prob-

lemas para os quais existe um subconjunto de processos de controleUcl, tal que∀u ∈ Ucl, X u
t é

igual àσ-álgebra gerada pelo processo de WienerWt. Como conseqüência, mostra-se que, dado

umε > 0, pode-se construir um controle em malha fechada que éε-ótimo na classe de controles

limitados noL2 e adaptados àWt. Na segunda parte, estuda-se o problema de otimização Linear

Quadrático (LQ) de sistemas excitados aditivamente por martingales quadrado integráveis tanto

contínuos quanto descontínuos. Dois casos principais são considerados: sistema sem saltos e

com saltos Markovianos nos parâmetros. No primeiro caso, além do distúrbio aditivo considera-

se casos de sistemas com distúrbios multiplicativos tanto de Wiener quanto de Poisson. Para

os problemas com observações completas o controle ótimo é determinado explicitamente, de-

pendendo da solução de uma equação de Riccati, e para problemas com observações parciais

os resultados obtidos são interpretados como uma condição necessária para validade do princí-

pio de equivalência à certeza. A principal contribuição nesta parte do trabalho é mostrar que

o caso de sistemas excitados por martingale quadrado integráveis pode ser tratado de maneira

similar ao caso clássico sendo apresentadas soluções explícitas. Na terceira parte, é abordado o

problema de controle Linear Exponencial Quadrático Gaussiano (LEQG) de sistemas lineares

excitados pelo processo de Wiener restrigindo-se os controles admissíveis a processos con-

stantes por partes com observações restritas a apenas certos instantes de tempo fixadosa priori.

São analisados casos com observações sem ruído e observações ruidosas sendo mostrado que

ambos os problemas podem ser estudados por métodos diretos.



Abstract

This work deals with the optimal control of systems described by Stochastic Differential

Equations. The results presented here can be separated in three parts. In the first one, it is

studied, in a nonlinear stochastic optimal control, the viability of considering as the set of ad-

missible controls processes which are adapted to theσ−algebra generated by the state process

X u
t . The hypothesis of a result available in the literature, which assures the existence of sub-

setUcl, of admissible controls such that∀u ∈ Ucl X u
t equals theσ-algebra generated by the

Wiener processWt are relaxed. As a main consequence, it is shown that given anε > 0, it is

possible to pick a closed-loop control which isε-optimal in the class of control process limited

in the L2 sense and adapted toWt. In the second part, the Linear Quadratic stochastic opti-

mal control of systems driven by continuous and discontinuous square integrable martingales is

studied. Two main cases are considered: systems without jumps and systems with Markovian

jumps in its parameters. In the case of systems without jumps it is considered not only systems

with additive disturbances but also systems with Wiener or Poisson multiplicative disturbances.

With the assumption of complete observations the optimal control is determined, depending on

the solution of a Riccati equation, and in the case of partial observations the results are shown to

be equivalent to a necessary condition to a problem satisfy the certainty equivalence principle.

The main contribution in this part is to show that systems with general square integrable mar-

tingales disturbances can be tackled similarly to the case with Wiener disturbance. In the last

part, it is dealt with the Linear Exponential Quadratic Gaussian problem restricting the class

of admissible controls to piecewise constant process and assuming that the observations of the

state process are available only at certain, fixeda priori, instants of time. It is considered the

case with noiseless and noisy observations. The main contribution in this part is to show that

both problems can be solved using direct methods.
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1 Introdução

“Take time to consider. The smallest

point may be the most essential."

–S H

The Adventure of the Red Circle

Sir Arthur Conan Doyle

A teoria de controle estocástico concerne o estudo de sistemas os quais exibem fenômenos

aleatórios, geralmente induzidos por distúrbios relacionados a fatores não inteiramente con-

hecidos ou desconsiderados no modelo (YONEYAMA , 1983). Por exemplo, uma aeronave em

vôo está continuamente sujeita a variações atmosféricas as quais são, em geral, modeladas por

processos estocásticos (BEAL, 1993). Ainda, no estudo do movimento de um satélite na atmos-

fera superior deve-se levar em consideração as rápidas variações do campo magnético terrestre

e densidade atmosférica as quais são convenientemente modeladas por processos estocásticos

(SARGIROW, 1970apudARNOLD, 1974, p.199-201) e (BISWAS, 1998apudDAMM , 2002, p.

45-47). Outros exemplos de sistemas modelados por processos estocásticos e de interesse no

setor aeroespacial podem ser encontrados, por exemplo, em (FARIAS et al., 2000; YONEYAMA

et al., 2001; STOICA; YAESH, 2002). Aplicações em finanças são discutidas, por exemplo, em

(CAJUEIRO, 2002) e suas referências. Uma discussão sobre o modelamento de sistemas de-
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scritos por equações diferenciais estocásticas pode ser encontrada, por exemplo, em (JACOB et

al., 2006; JACOB, 2006).

Neste trabalho, em particular, estudam-se alguns aspectos particulares da teoria de controle

ótimo de sistemas descritos por equações diferencias estocásticas (FLEMING; RISHEL, 1975;

BORKAR, 1988; FLEMING; SONER, 1993; YONG; ZHOU, 1999; BORKAR, 2005; PHAM, 2005;

ÅSTRÖM, 2006). Os resultados obtidos podem ser divididos em três partes.

Na primeira parte, considera-se um sistema descrito por uma EDE não-linear excitada por

um processo de Wiener e discute-se a otimalidade de controles em malha fechada. Devido à

influência do processo de controle no estado do sistema não se pode considerar, pelo menosa

priori , como controles admissíveis processos adaptados àσ−álgebra gerada pelo estadoX u
t .

As hipóteses de um resultado disponível na literatura (BENSOUSSAN, 1983) são relaxadas e

estende-se à classe de problemas para os quais existe um subconjunto de processos de controle

Ucl, tal que∀u ∈ Ucl, X u
t é igual àσ-álgebra gerada pelo processo de WienerWt. Como

conseqüência, mostra-se que, dado umε > 0, pode-se construir um controle em malha fechada

que éε-ótimo na classe de controles limitados noL2 e adaptados àWt.

Na segunda parte, é estudado o problema de otimização linear quadrático (LQ) de sistemas

lineares excitados por martingales quadrado integráveis.

Mais recentemente, iniciando, aparentemente, com o trabalho deChen et al.(1998), a classe

de problemas estocásticos LQ voltou a receber grande atenção (CHEN; ZHOU, 2000; RAMI et

al., 2000; RAMI; ZHOU, 2000; RAMI et al., 2001; CHEN; YONG, 2001; RAMI et al., 2001; YAO et

al., 2001; TANG, 2003; HU; ZHOU, 2003; CHEN; ZHOU, 2004; HU; ZHOU, 2005a; HU; ZHOU,

2005b). Em particular,Hu e Zhou(2005b) estudaram o problema de controle LQ de EDE

lineares excitadas por um movimento Browniano. De certa forma inspirado neste trabalho, onde

foi considerado o problema LQ assumindo distúrbios diferentes do processo de Wiener, nesta
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tese considera-se o estudo do problema de controle estocástico de sistemas descritos por EDE

excitadas por martingales quadrado integráveis dentre os quais estão incluídos, por exemplo, o

processo de Wiener e o processo de Poisson compensado. São considerados tanto sistemas com

saltos Markovianos nos parâmetros como sistemas sem saltos. Ao invés de abordar o problema

usando o princípio da otimalidade de Bellman ou o princípio do máximo de Pontryagin são

empregados resultados da teoria de cálculo estocástico com relação a martingales quadrado

integráveis e argumentos de “completar os quadrados” para fatorar a função custo, dependendo

da solução de uma equação Riccati, de maneira conveniente para o estudo do problema de

controle ótimo.

Finalmente, na terceira parte será abordado o problema de controle Linear Exponencial

Quadrático Gaussiano (LEQG). Esta classe de problemas tem recebido grande atenção nos úti-

mos anos (RUNOLFSSON, 1994a; RUNOLFSSON, 1994b; CHARALAMBOUS, 1997; CHAR-

ALAMBOUS; ELLIOTT , 1997; CHARALAMBOUS; ELLIOTT, 1998; YONEYAMA , 2001; LIM;

ZHOU, 2005). Um dos motivos para este interesse deve-se à conexão de problemas desta classe

com certos jogos diferenciais e problemas de controleH∞ (GLOVER; DOYLE, 1988; GLOVER,

1989; JAMES, 1992). Além disto, problemas desta classe têm se mostrado bastante interes-

santes em diversas aplicações como, por exemlo, em economia (HOWARD; MATHESON, 1972),

no guiamento de mísseis (SPEYER, 1976; LIN; LEE, 1995; LIAW; CHEN, 2004) e no pouso de

uma aeronave (LEFEBVRE, 1998). Uma excelente discussão sobre propriedades interessantes

de funcionais custo do tipo exponencial de uma integral pode ser encontrada por exemplo em

(KUMAR; SCHUPPEN, 1981). No presente trabalho, dois casos particulares do problema LEQG

nos quais a classe de controles admissíveis é restringida a processos constantes por partes são es-

tudados usando argumentos análogos aos empregados por (HALYO; CAGLAYAN , 1976; JOHN-

SON, 1991) no estudo de problema LQG com controles também restritos a processos constantes
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por partes.

1.1 Contribuições do trabalho

Dentre os resultados apresentados merecem destaque:

• Discussão sobre a possibilidade de se considerar controles admissíveis processos adapta-

dos àσ−álgebra gerada pelo estado e a extensão de um resultado da literatura envolvendo

esta questão;

• Estudo do problema de otimização LQ para sistemas descritos por equações diferenci-

ais estocásticas lineares excitadas por martingales quadrado integráveis tanto contínuos

quanto descontínuos. Mostra-se que os problemas considerados podem ser estudados

empregando-se resultados da teoria de cálculo estocástico com relação a martingales

quadrado integráveis para se fatorar o funcional custo de maneira conveniente. Considera-

se tanto o caso com observações completas quanto parciais.

• Parte dos resultados do item anterior são estendidos para o problema de otimização LQ

de sistemas descritos por equações diferenciais estocásticas com saltos Markovianos nos

parâmetros. Analogamente ao caso sem saltos, mostra-se que os funcionais custo po-

dem ser fatorados de maneira conveniente. Considera-se tanto o caso com observações

completas quanto parciais.

• Estudo do problema LEQG admitindo controles admissíveis restritos à classe de proces-

sos constantes por partes e assumindo que o controlador recebe informação apenas em

certos instantes de tempo fixadosa priori. Mostra-se que dois problemas particulares

desta classe podem, sob certas condições, ser reduzidos a problemas discretos equiva-
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lentes sem restrições os quais admitem uma representação fechada para a solução.

Os resultados apresentados nesta tese serão apresentados também em: (SILVA; YONEYAMA ,

2008c; SILVA; YONEYAMA , 2008a; SILVA; YONEYAMA , 2008b; SILVA; YONEYAMA , 2008d)

1.2 Organização do trabalho

No Capítulo2 é apresentado um pequeno resumo dos resultados da teoria de processos

estocásticos de importância para o entendimento dos resultados apresentados neste trabalho.

No Capítulo3 são apresentados os resultados referentes à otimalidade de processos de con-

trole adaptados àσ−álgebra gerada pelo estado.

Nos Capítulos4 e5 apresentam-se, respectivamente, os resultados referentes aos problemas

de otimização LQ de sistemas descritos por equações diferenciais estocásticas lineares sem

saltos e com saltos Markovianos excitadas por Martingales quadrado integráveis.

O Capítulo6 apresenta os resultados referentes aos dois problemas LEQG estudados.

Por fim, no Capítulo7 serão feitos alguns comentários finais e dadas algumas sugestões para

trabalhos futuros.

Adicionalmente, no ApêndiceA discute-se os conceitos de separação e equivalência à

certeza na teoria de controle ótimo de sistemas descritos por EDE.



2 Processos estocásticos e cálculo

estocástico

“I hear and I forget. I see and I

remember. I do and I understand."

–C

Neste capítulo, apresentam-se as definições e os resultados clássicos que serão utilizados

nos capítulos subseqüentes. Ainda, a notação empregada neste trabalho será estabelecida. É

importante ressaltar que não serão apresentadas as definições mais gerais nem mesmo as ver-

sões mais fortes dos resultados disponíveis na literatura, mas apenas aquelas no nível adequado

para o entendimento dos resultados apresentados nos demais capítulos. Maiores detalhes sobre

resultados em teoria da medida podem ser obtidos, por exemplo, em (DOOB, 1994; BARTLE,

1995; FERNANDEZ, 2002; VESTRUP, 2003). Detalhes sobre a teoria de probabilidade e pro-

cessos estocásticos podem ser vistos, por exemplo, em (LIPTSER; SHIRYAYEV, 1977; ELLIOTT,

1982; CHUNG; WILLIAMS, 1990; KARATZAS; SHREVE, 1991; SHIRYAEV, 1995; GIKHMAN;

SKOROKHOD, 1996; DUDLEY, 2002; KALLENBERG, 2002; KRYLOV, 2002; BRZÉZNIAK; ZA-

STAWNIAK, 2003; CAPIŃSKI; KOPP, 2003; AGGOUN; ELLIOTT, 2004) e sobre a teoria de EDE

podem ser obtidos, por exemplo, em (SCHUSS, 1980; IKEDA; WATANABE, 1981; SOBCZYK,

1991; KUNITA, 1997; ØKSENDAL, 2000; PROTTER, 2004; FRIEDMAN, 2006).
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2.1 Probabilidade e variáveis aleatórias

SejaΩ um conjunto arbitrário eF uma coleção de subconjuntos deΩ.

Definição 2.1 (σ−álgebra). O conjuntoF é dito ser umaσ−álgebradeΩ se, e somente se,

(a) Ω ∈ F ,

(b) para todos A1, . . . ,An, . . . tais que An ∈ F , tem-se
⋃

n An ∈ F ,

(c) se A∈ F , então Ac B Ω\A ∈ F .

Definição 2.2 (Espaço mensurável).No caso em queF é umaσ−álgebra deΩ o par (Ω,F )

é chamado deespaço mensurável.

Definição 2.3 (Evento).Os elementos deF são chamadoseventos.

Definição 2.4 (Medida de probabilidade).Diz queP é umamedida de probabilidadeem

(Ω,F ), ou emF , se, e somente se,

(a) P (A) ≥ 0, ∀A ∈ F ,

(b) P (Ω) = 1,

(c) para toda seqüência de conjuntos disjuntos A1, . . . ,An, . . ., An ∈ F , tem-se que

P

 ∞⋃
n=1

An

 = ∞∑
n=1

P (An) . (2.1)

Definição 2.5 (Espaço de probabilidade).Umespaço de probabilidadeé uma tripla(Ω,F ,P)

formada por um conjuntoΩ, umaσ−álgebraF deΩ e uma medida de probabilidadeP emF .

Definição 2.6 (Conjunto de medida nula).Seja(Ω,F ,P). Um conjunto N⊂ Ω é dito de

medida nulase existe umN ∈ F , N ⊆ N, tal queP
(
N
)
= 0.
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Definição 2.7 (Espaço de probabilidade completo).Um espaço de probabilidade(Ω,F ,P) é

dito completose, e somente se,F contém todos os conjuntos de medida nulaΩ.

Definição 2.8 (Variável aleatória).Um mapeamentoω 7→ X(ω) ∈ Rd, ω ∈ Ω é dito uma

variável aleatóriaem(Ω,F ) com valores em(Rd,B(Rd)) se, e somente se, o mapeamento X

for F /B(Rd)−mensurável.

Observação 2.1.Sejam(Ω,F ,P) um espaço de probabilidade e X1,X2, . . . uma seqüência

de variáveis aleatórias. Assuma que esta seqüência é de Cauchy em medida, ou seja, dado

ε > 0 tem-selimm,n→∞ P ({ω ∈ Ω : ‖Xm(ω) − Xn(ω)‖ > ε}) = 0. Caso(Ω,F ,P) não seja um

espaço de probabilidade completo não se pode garantir,a priori, que existe uma única variável

aleatória X tal que

lim
n→∞

P ({ω ∈ Ω : ‖Xn(ω) − X(ω)‖ > ε}) = 0. (2.2)

Se (Ω,F ,P) for um espaço de probabilidade completo, entretanto, sempre existe X satis-

fazendo a Equação(2.2) e, além disso, seX for outra variável aleatória satisfazendo(2.2),

entãoP
({
ω ∈ Ω : X(ω) , X(ω)

})
= 0. Assim, se(Ω,F ,P) é um espaço de probabilidade

completo, o conjuntoL0 formado por todas as variáveis aleatórias de(Ω,F ,P) é uma álgebra

e contém todos os limites de seqüências de variáveis aleatórias que são de Cauchy em medida.

Definição 2.9 (σ−álgebra gerada).Sejam(Ω,F ,P) um espaço de probabilidade e X uma var-

iável aleatória. A menor sub−σ−álgebra deF com relação a qual X é mensurável é denotada

porσ(X) e é denominadaσ−álgebra gerada porX.

Lema 2.1 (Doob-Dynkin). Sejam(Ω,F ,P) um espaço de probabilidade e X,Y : Ω → Rd

variáveis aleatórias neste espaço. Então, Y éσ(X)−mensurável se, e somente se, existe uma
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função Borel mensurável g: Rd → Rd tal que

Y = g(X). (2.3)

Demonstração.Veja, por exemplo, a proposição 3 na página 8 de (RAO; SWIFT, 2006). �

Definição 2.10 (Distribuição de uma variável aleatória).Sejam(Ω,F ,P) um espaço de prob-

abilidade e X: (Ω,F ) → (Rd,B(Rd)) uma variável aleatória. A medida de probabilidadeµX

em(Rd,B(Rd)), definida por

µX(A) B P ({ω ∈ Ω : X(ω) ∈ A}) ,A ∈ B(Rd), (2.4)

é chamadadistribuição de X.

Definição 2.11 (Esperança).Sejam(Ω,F ,P) um espaço de probabilidade e X uma variável

aleatória Lebesgue integrável. A esperança de X com relação àP é definida por

E [X] B
∫
Ω

X dP. (2.5)

Definição 2.12 (Média e variância).Sejam(Ω,F ,P) um espaço de probabilidade e X uma

variável aleatória Lebesgue integrável. Define-se amédia de X por mB E [X]. Se X for

quadrado integrável, define-se avariânciade X porvar(X) B E
[
(X −m)(X −m)>

]
.

Definição 2.13 (Variável aleatória Gaussiana).Sejam(Ω,F ,P) um espaço de probabilidade

e X ∈ L2((Ω,F ,P),Rd). Diz-se que X é uma variável aleatória Gaussiana com média m∈ Rd

e variânciaΣ ∈ Sd+ se a sua função densidade de probabilidade é dada por:

f (x) =
1√

(2π)d detΣ
exp

(
−

1
2

(x−m)>Σ−1(x−m)

)
, x ∈ Rd. (2.6)
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Definição 2.14 (Variável aleatória de Poisson).Diz que N é uma variável aleatória de Poisson

com médiaλ se, e somente se, N tem valores emN e

P (ω ∈ Ω |N(ω) = n) = exp(−λ)
λn

n!
, n ∈ N. (2.7)

Definição 2.15 (Eventos independentes).Sejam(Ω,F ,P) um espaço de probabilidade e

A, B ∈ F . Os eventos A e B são ditos independentes se

P (A∩ B) = P (A) P (B) .

Definição 2.16 (Esperança condicional).SejamG uma sub-σ−álgebra deF e X uma variável

aleatória integrável. Define-se aesperança condicional de X dadoG como a variável aletória

E[X |G ] tal que:

(a) E[X |G ] éG−mensurável;

(b) para todo A∈ G ∫
A

E[X |G ] dP =
∫

A
XdP (2.8)

2.2 Processos estocásticos

Definição 2.17 (Processo estocástico).SejamT ⊆ R e (Ω,F ,P) um espaço de probabilidade.

Define-se umprocesso estocásticoem (Ω,F ,P) como uma família de variáveis aleatórias

{Xt, t ∈ T } definidas em(Ω,F ,P) com valores em
(
Rd,B(Rd)

)
.

Definição 2.18 (Realização).Para cadaω ∈ Ω, o mapeamento (elemento de(Rd)T ) t 7→

X(t, ω), t ∈ T , é chamadorealizaçãodo processo estocástico X= {Xt, t ∈ T }.
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Observação 2.2.Neste trabalho,T = [0, t f ] com tf fixadoa priori e, portanto, os processos

estocásticos considerados são famíliasnão-enumeráveisde variáveis aleatórias. Como, por

definição,σ−álgebras são fechadas apenas para operações enumeráveis tem-se que, por ex-

emplo, conjuntos{Xt ≥ x, t ∈ T } = ∩t∈T {Xt, t ∈ T } não são, pelo menosa priori, eventos. Este

detalhe técnico é, em diversas situações de interesse, resolvido substituindo-se o conjunto não-

enumerávelT por um subconjuntoT ′ ⊂ T enuméravel e denso. Geralmente, estes argumentos

são baseados naseparabilidadedo processo estocástico X= {Xt, t ∈ T }, por exemplo, quando

o processo X= {Xt, t ∈ T } é quase sempre contínuo.

Definição 2.19 (Processo estocástico mensurável).Um processo estocástico X= {Xt, t ∈ T }

é ditomensurávelse, para qualquer A∈ B(Rd), o conjunto{(t, ω) ∈ T ×Ω : X(t, ω) ∈ A} ∈

B(T ) ⊗F .

Definição 2.20 (Filtração).Seja(Ω,F ,P) um espaço de probabilidade completo. Uma fil-

tração {Ft}t≥0 neste espaço é uma seqüência de sub−σ−álgebras deF que é crescente, ou

seja, tal queFs ⊆ Ft, s≤ t.

Definição 2.21 (Hipóteses usuais).Um espaço de probabilidade filtrado(Ω,F , {F }t≥0,P) é

dito satisfazer ashipóteses usuaisse, e somente se,

(a) F0 contém todos os subconjuntos de medida nula deΩ;

(b) Ft =
⋂

s>t Fs, para todo t∈ R.

Definição 2.22 (Processo estocástico adaptado).Um processo estocástico X= {Xt, t ∈ T } é

dito adaptado à filtração{Ft}t∈T se, e somente se, para todo t∈ T a variável aleatória Xt é

Ft−mensurável.

Definição 2.23 (Processo estocástico previsível).Um processo estocástico X= {Xt, t ∈ T } é
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dito previsívelse, e somente se, ele for mensurável com relação àσ−álgebra deΩ × T gerada

por todos os processos contínuos pela esquerda com limites pela direita.

Definição 2.24 (Processo estocástico opcional).Um processo estocástico X= {Xt, t ∈ T } é

dito opcionalse, e somente se, ele for mensurável com relação àσ−álgebra deΩ × T gerada

por todos os processos contínuos pela direita com limites pela esquerda.

Definição 2.25 (Processo estocástico crescente).Um processo estocástico mensurável X=

{Xt, t ∈ T } com valores emR é ditocrescentese, e somente se, P−q.t. realização t7→ X(t, ω) é

contínua pela direita e crescente.

Definição 2.26 (Processo càdlàg).Um processo estocástico X é dito ser umcàdlàg(continue

à droite, limite à gauche) se suas realizações são funções contínuas pela direita com limite pela

esquerda.

Definição 2.27 (Processo de Poisson).Um processo de Poissoncom intensidadeλ > 0 é um

processo càdlàg, adaptado, com valores emN, N = (Nt,Ft) tal que:

(a) N0 = 0;

(b) para0 ≤ s< t, Nt − Ns é independente deFs;

(c) para0 ≤ s< t, Nt − Ns tem distribuição de Poisson com médiaλ(t − s).

Definição 2.28 (Processo de Poisson compensado).Seja N um processo de Poisson com in-

tensidadeλ. Define-se oprocesso de Poisson compensadoassociado a N como o processoÑt

dado por:

Ñt B Nt − λt, t ∈ R. (2.9)

Definição 2.29 (Processo de Wiener emR). Um processo w= (wt,Ft) com valores emR e

realizações contínuas é dito ser umprocesso de Wienerunidimensional se, e somente se,
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(a) w0 = 0;

(b) para0 ≤ s< t, wt − ws é independente deFs;

(c) para0 ≤ s< t, wt − ws ∼ N(0, t − s).

Definição 2.30 (Processo de Wiener emRd). Um processo w= (wt,Ft), wt = (w1
t , . . . ,w

d
t ),

com valores emRd e realizações contínuas é dito ser umprocesso de Wiener noRd se, e

somente se, wi = (wi
t,Ft), i = 1, . . . ,d são processos de Wiener unidimensionais independentes.

Definição 2.31 (Martingale). Sejam(Ω,F , {F }t≥0,P) um espaço de probabilidade filtrado e

M = {Mt, t ∈ R+} um processo estocástico definido neste espaço com valores emR. O processo

M é dito um(F , P)−martingalese, e somente se,

• M é adaptado à{Ft}t≥0;

• E [|Mt|] < ∞, ∀t ∈ R+;

• E[Mt |Fs] = Xs, 0 ≤ s< t < +∞.

Definição 2.32 (Martingale quadrado integrável).Sejam(Ω,F , {F }t≥0,P) um espaço de

probabilidade filtrado e M= {Mt, t ∈ R+} um martingale contínuo pela direita. O martingale

M é dito quadrado integrável se, e somente se,E
[
M2

t

]
< ∞, ∀t ∈ R+.

Notação 2.1.O conjunto dos martingales quadrado integráveis M tal que M0 = 0 será deno-

tado porM2. O conjunto dos martingales quadrado integráveis contínuos M tal que M0 = 0

será denotado porM c
2 .

Exemplo 2.1. O processo de Wiener é um exemplo clássico de processo emM c
2 e o processo

de Poisson compensado é um exemplo clássico de processo emM2. É importante observar

também que o processo de Poisson não é um martingale.
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Proposição 2.1.Seja X= (Xt,Ft) um martingale quadrado integrável. Existe um único pro-

cesso previsível crescente(〈X,X〉t,Ft) tal que

X2
t = Mt + 〈X,X〉t, (2.10)

onde M= (Mt,Ft) é um martingale contínuo pela direita e〈X,X〉0 = X2
0.

Demonstração.Ver, por exemplo, (AGGOUN; ELLIOTT, 2004, p.84). �

Definição 2.33.Seja X= (Xt,Ft) um martingale quadrado integrável. O processo previsível

crescente(〈X,X〉t,Ft), cuja existência e unicidade foi estabelecida na Proposição2.1, é chamado

variação quadrática previsível deX.

Proposição 2.2.Seja X = (Xt,Ft) um martingale quadrado integrável. Então, X pode ser

decomposto unicamente da seguinte forma

X = Xc + Xd, (2.11)

onde Xc é um martingale contínuo e Xd é um martingale descontínuo.

Demonstração.Ver, por exemplo (AGGOUN; ELLIOTT, 2004, p.84). �

Proposição 2.3.Seja X= (Xt,Ft) um martingale quadrado integrável e Xc + Xd sua decom-

posição única dada pela Proposição2.2. Então,

[X,X]t B 〈X
c,Xc〉t +

∑
s≤t

(Xs− Xs−)
2, (2.12)

é um processo opcional crescente.
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Demonstração.Veja, por exemplo, (AGGOUN; ELLIOTT, 2004, p.85). �

Definição 2.34 (Variação quadrática opcional).Seja X= (Xt,Ft) um martingale quadrado

integrável. O processo opcional crescente da Proposição2.3 é chamadovariação quadrática

opcional deX.

Exemplo 2.2.Seja w um processo de Wiener. Então, pode-se mostrar que

〈w,w〉t = [w,w]t = t. (2.13)

Exemplo 2.3.Seja N um processo de Poisson com parâmetroλ. Então, pode-se mostrar que:

〈N,N〉t = λt, (2.14)

[N,N]t = Nt. (2.15)

Detalhes podem ser encontrados, por exemplo, em (AGGOUN; ELLIOTT, 2004, p.85).

Definição 2.35.Sejam X= (Xt,Ft) e Y = (Yt,Ft) dois martingales quadrado integráveis.

Define-se, então:

〈X,Y〉t B
1
2

(〈X + Y,X + Y〉t − 〈X,X〉t − 〈Y,Y〉t) , (2.16)

[X,Y]t B
1
2

([X + Y,X + Y]t − [X,X]t − [Y,Y]t) , (2.17)

as variações quadráticas cruzadas previsíveis e opcionais, respectivamente.

Proposição 2.4.As realizações de[X,X]t sãoP−q.s. contínuas pela direita com limites pela

esquerda e de variação finita em subconjuntos compactos deT . Ainda, [X,X]t < +∞ P−q.s

para cada t∈ T .
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Demonstração.Veja, por exemplo, (AGGOUN; ELLIOTT, 2004, p.96). �

Definição 2.36 (Martingales ortogonais).Sejam X,Y dois martingales quadrado integráveis.

Os martingales X e Y são chamadosortogonaisquando〈X,Y〉t = 0 P−q.s., para todo t∈ T .

Observação 2.3.Sejam X,Y dois martingales quadrado integráveis. Os martingales X e Y são

ortogonais se, e somente se, XY é um martingale.

2.3 Cálculo estocástico

2.3.1 Integral de Itô

Sejaw = (wt,Ft) um processo de Wiener.

Definição 2.37.Denote por H2 o conjunto de todos os processos estocásticos f= ( ft,Ft)

mensuráveis tais que:

E

[∫ t

0
f 2
s ds

]
< ∞,∀t ≥ 0, P − q.c.. (2.18)

Ainda, defina a seguinte norma em H2

‖ f ‖H2 B E

[∫ t

0
f 2
s ds

]
. (2.19)

Definição 2.38.Um processo estocástico f(ω, t) é dito simples no intervalo [0,t] se, e somente

se, f(0, ω) é constante e para s∈ (0, t],

f (s, ω) =
n−1∑
k=0

gk(ω)X(tk,tk+1](s), (2.20)

onde0 = t0 < t1 < . . . < tn = t é uma partição do intervalo[0, t] independente deω e cada
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gk(w) éFtk−mensurável comE
[
g2

k

]
< ∞.

Definição 2.39.Denote porS2 o conjunto de todos os processos estocásticos simples em H2.

Definição 2.40 (Integral de Itô para processos emS2). Se f∈ S2 a integral de Itôde f com

relação à wt é definida por:

I ( f ) =
∫ t

0
fsdwsB

∑
k

f (tk, ω)(wtk+1 − wtk). (2.21)

Teorema 2.1.Seja f ∈ H2. Então, existe uma variável I( f ) aleatória limitada no L2 tal que

I ( f ) = lim I ( fn), onde o limite é no sentido do L2 e fn é uma seqüência de processos emS2 que

converge, no sentido do L2, para f . Ainda, I( f ) é independente da escolha da seqüência fn.

Demonstração.Veja, por exemplo, (AGGOUN; ELLIOTT, 2004, p. 93). �

Definição 2.41.A variável aleatória I( f ) do teorema anterior é definida como aintegral de Itô

de f com relação à wt.

Observação 2.4.O caso particular em que o integrando é uma função determinística é chamada

de integral de Wiener. Maiores detalhes sobre esta integral podem ser encontrados, por exem-

plo, em (DAVIS, 1977, p.84-89).

Teorema 2.2 (Condição de Novikov).Sejam wt, t ∈ [0, t f ], um processo de Wiener noRn,

f B
(
f 1, . . . , f n

)
: Ω × [0, t f ] → Rn um processo previsível tal que

∫ t f

0
‖ ft‖

2dt < +∞ P − q.s. (2.22)

e

Λt( f ) B exp

 n∑
i=1

∫ t

0
f i
sdwi

s−
1
2

∫ t

0
‖ fs‖

2ds

 . (2.23)
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Se

E

[
exp

(
1
2

∫ t f

0
‖ fs‖

2dt

)]
< +∞. (2.24)

Então,

E
[
Λt f ( f )

]
= 1. (2.25)

Demonstração.Veja, por exemplo, (ELLIOTT, 1982, p. 178). �

Teorema 2.3 (Teorema de Girsanov).Sejam wt, t ∈ [0, t f ], um processo de Wiener noRn e

f B
(
f 1, . . . , f n

)
: Ω × [0, t f ] → Rn um processo previsível satisfazendo(2.22). Se

E
[
Λt f ( f )

]
= 1, (2.26)

ondeΛt( f ) é dado pela Equação(2.23), então

P(A) B
∫

A
Λt f ( f )dP, ∀A ∈ F (2.27)

é uma medida de probabilidade em(Ω,F ) e

w̃t B wt −

∫ t

0
fsds (2.28)

é um processo de Wiener em(Ω,F ,P).

Demonstração.Veja, por exemplo, (ELLIOTT, 1982, p.169). �
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2.3.2 Integração estocástica com relação à Martingales quadrado inte-

gráveis

Definição 2.42.Seja M∈ M2. Denote por L2(〈M,M〉) o conjunto dos processos estocásticos

previsíveis ft tais que:

‖ f ‖2〈M,M〉 B E

[∫ ∞

0
f 2
s d〈M,M〉s

]
< ∞. (2.29)

Teorema 2.4. Sejam M ∈ M2 e f ∈ L2(〈M,M〉). A integral estocásticaIt B
∫ t

0
fsdMs é

caracterizada como o único elemento deM2 tal que para todo Y∈M2 tem-se

E [I∞Y∞] = E

[∫ ∞

0
fsd〈M,Y〉s

]
= E

[∫ ∞

0
fsd[M,Y]s

]
. (2.30)

Demonstração.Veja, por exemplo, (AGGOUN; ELLIOTT, 2004, p.96). �

Proposição 2.5.Sejam Xt um martingale quadrado integrável previsível e Mt um martingale

quadrado integrável com realizações contínuas pela direita. Então,

Yt B

∫ t

0
XtdMt, (2.31)

é um martingale quadrado integrável com média zero o qual possui uma versão com realizações

contínuas pela direita.

Demonstração.Veja, por exemplo, o teorema 2.5 na página 38 de (CHUNG; WILLIAMS , 1990).

�
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2.3.3 Fórmula de Itô–Doléans-Dade–Meyer

Teorema 2.5 (Itô–Doléans-Dade–Meyer).Sejam Z= (Zt,Ft), Zt =
[
Z1

t . . .Z
m
t

]>
a soma de

um martingale emM2 e um processo de variação limitada eψ(t, x) uma função continuamente

diferenciável em t e de classe C2 em x. Então,ψ(t,Zt) satisfaz:

ψ(t,Zt) = ψ(0,Z0) +
∫ t

0
ψt(s,Zs)ds+

+
∑

i

∫ t

0
ψxi (s,Zs−)dZi

s+

+
1
2

∑
i, j

∫ t

0
ψxi x j (s,Zs−)d

〈
Zi c,Z j c

〉
s
+

+
∑
0<s≤t

ψ(s,Zs) − ψ(s,Zs−) −
∑

i

ψxi (s,Zs−)∆Zi
s

 ,
onde∆Zi

sB (Zi
s− Zi

s−).

Demonstração.Veja, por exemplo, (ELLIOTT, 1982, p. 138) e (KRISHNAN, 2005, p. 184). �

Corolário 2.1. Seja X= (Xt,Ft) a soma de um martingale emM2 e um processo de variação

limitada. Então,

Λt = 1+
∫ t

0
Λs−dXs (2.32)

tem uma única solução :

Λt = exp

(
Xt −

1
2
〈Xc,Xc〉t

)∏
s≤t

(1+ ∆Xs) exp(−∆Xs). (2.33)

Demonstração.Basta usar o Teorema2.5. Detalhes podem ser econtrados, por exemplo, em

(AGGOUN; ELLIOTT, 2004, p. 105-106). �

Exemplo 2.4. Sejam wt um processo de Wiener e Nt, um processo de Poisson com parâmetro
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λ. Assuma que wt e Nt são independentes. Considere o processo:

Xt = X0 + σ

∫ t

0
Xs−dws+

∫ t

0
Xs−(dNs− λds). (2.34)

Aplicando o Corolário2.1mostra-se que:

Xt = Xs− exp
(
σ(Bt − Bs) −

σ

2
(t − s) − λ(t − s)

) ∏
s≤r≤t

(1+ ∆Nr) . (2.35)

Corolário 2.2. Sejam X e Y dois martingales quadrado integráveis. Então,

XtYt = X0Y0 +

∫ t

0
Xs−dYs+

∫ t

0
Ys−dXs+ 〈X

c,Yc〉t +
∑
s≤t

∆Xs∆Ys. (2.36)

Demonstração.Segue diretamente do Teorema2.5. �

2.3.4 Equações diferenciais estocásticas

Teorema 2.6.Sejamµ : R+ × Rn → Rn eσ : R+ × Rn → Rm tais que, dados T,N ∈ R, existe

uma constante K> 0, dependendo apenas de T e N, de forma que para todo‖x‖ ≤ N, ‖y‖ ≤ N

e0 ≤ t ≤ T tem-se:

‖µ(t, x) − µ(t, y)‖ + ‖σ(t, x) − σ(t, y)‖ < K‖x− y‖, (2.37)

‖µ(t, x)‖ + ‖σ(t, x) < K(1+ ‖x‖). (2.38)

Ainda, considere w= (wt,Ft) um processo de Wiener independente deα uma variável aleatória

limitada no sentido do L2. Então, existe um único x= (xt,Ft), com realizações contínuas, que
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é solução de 
dxt = µ(t, xt)dt+ σ(t, xt)dwt,

x0 = α,

(2.39)

e tal que

E

[
sup

0≤t≤T
‖xt‖

2

]
< C(1+ E

[
‖α‖2

]
, (2.40)

onde C depende apenas de K e T.

Demonstração.Veja, por exempo, (FRIEDMAN, 2006). �

Teorema 2.7.Sejam Zt a soma de um martingale emM2 e um processo de variação limitada e

α uma variável aleatória finitaF0−mensurável. Considere f: R+ ×Ω × R→ R tal que:

(a) para cada x∈ R, (t, ω) 7→ f (t, ω, x) é càdlàg e adaptado àFt;

(b) para cada(t, ω), | f (t, ω, x) − f (t, ω, y)| ≤ K(ω)|x− y| para alguma variável aleatória finita

K.

Então,

Xt = X0 +

∫ t

0
f (s, ·,Xs−)dZs, (2.41)

admite uma única solução.

Demonstração.Veja, por exemplo, (PROTTER, 2004, p.249-250). �

Proposição 2.6 (Representação fechada para a solução de EDE linear).Sejam A(t),C j(t) ∈

L∞([0, t f ]; Rn×n), b, σ j ∈ L2([0, t f ]; Rn), η ∈ L2
F0

(Ω;Rn) e xt solução forte de


dxt = [A(t)xt + b(t)] dt+

m∑
j=1

[
C j(t)xt + σ j(t)

]
dWj

t ,

x0 = η.

(2.42)
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Considere ainda{Φt}t≥0 solução forte de


dΦt = A(t)Φtdt+

m∑
j=1

C j(t)ΦtdWj
t ,

Φ0 = In×n.

(2.43)

Então,{Φ−1
t }t≥0 existe, é solução forte de


dΦ−1

t = Φ
−1
t

−A(t) +
m∑
j=1

C2
j (t)

 dt−
m1∑
j=1

Φ−1
t C j(t)dWj

t ,

Φ−1
0 = In×n.

(2.44)

e

xt = Φt

η +
∫ t

0
Φ−1

s

b(s) −
m∑
j=1

C j(s)σ j(s)

 ds+
m∑
j=1

∫ t

0
Φ(s)−1σ j(s)dWj

s

 . (2.45)

Demonstração.Ver, por exemplo, (KLOEDEN; PLATEN, 1999, p. 110), (YONG; ZHOU, 1999,

p. 47) e (LIPTSER; SHIRYAYEV, 1977, p. 144). �

Observação 2.5.No caso vetorial (n> 1) a matriz fundamental de soluções, solução forte da

Equação(2.43), não pode, em geral, ser obtida explicitamente mesmo quando todas as matrizes

são constantes. Se, entretanto, as matrizes A,C1, . . . ,Cm1 forem constantes e:

ACi = CiA e CiC j = C jCi , i, j = 1,2, . . . ,m1, (2.46)

então

Φt,t0 = exp

A− 1
2

m1∑
i=1

(Ci)
2

 (t − t0) +
m1∑
i=1

Ci(W
i
t −Wi

t0)

. (2.47)

Para mais detalhes ver, por exemplo, (KLOEDEN; PLATEN, 1999, p.151).
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2.4 Cadeia de Markov contínua no tempo

Definição 2.43.Um processo estocástico contínuo no tempoθ = {θt, t ∈ R+}, com espaço de

estados finitoS B {s1, s2, . . . , sN} definido em um espaço de probabilidade(Ω,F ,P) é uma

cadeia de Markovse para todo t,u ∈ R+e0 ≤ r ≤ u,

P
(
θt+u = sj | θu = si , θr = sk

)
= P

(
Xt+u = sj | θu = si

)
, (2.48)

para quaisquer estados si , sj , sk ∈ S.

A cadeia de Markovθ = {θt, t ∈ R+} é ditahomogênease

P
(
θt+u = sj | θu = si

)
C πi j (t) (2.49)

é independente de u.

A famíliaΠ(t) B
(
πi j (t)

)
, t ∈ R+ é chamadasemi-grupo de transiçãoda cadeia de Markov

homogêneaθ = {θt, t ∈ R+} e os elementosπi, j(t),i, j = 1, . . . ,N deΠ(t) são chamadosproba-

bilidades de transição.

Proposição 2.7.As probabilidades de transiçãoπi, j(t),i, j = 1, . . . ,N, t ∈ R+ satisfazem:

• πi j (t) ≥ 0;

•
∑N

j=1 πi j (t) = 1;

• πi j (t + s) =
∑N

k=1 πik(t)πk j(s), s∈ R+.

Demonstração.Conseqüência imediata da definição das probabilidades de transição.�
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Observação 2.6 (Chapman-Kolmogorov).Da proposição anterior é fácil ver queΠ(t + s) =

Π(t)Π(s). Mais detalhes, ver por exemplo (STROOCK, 2005).

Teorema 2.8. Sejaθ = {θt, t ∈ R+} uma cadeia de Markov homogênea com semi-grupo de

transiçãoΠ(t) B
(
πi j (t)

)
, t ∈ R+ tal que

lim
t→0

πi j (t) = πi j (0) =


1 se i= j,

0 se i, j.

(2.50)

Então, as probabilidades de transiçãoπi, j(t),i, j = 1, . . . ,N sãouniformemente contínuasem

t ∈ R+.

Demonstração.Veja, por exemplo, o terema 1 na página 304 e a hipótese (d) na página 303 de

(GIKHMAN; SKOROKHOD, 1996). �

Teorema 2.9.Seja{Π(t)}t∈R+ um semigrupo de transição contínuo. Então, os limites

λii B lim
h→0

πii (h) − 1
h

, (2.51)

e

λi j B lim
h→0

πi j (h) − 0

h
, i , j, (2.52)

existem e satisfazem−∞ ≤ λi ≤ 0 e0 ≤ λi j < +∞.

Demonstração.Veja, por exemplo, os teoremas 2, na página 304, e 4, na página 308, de

(GIKHMAN; SKOROKHOD, 1996). �
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Observação 2.7.

P (θt+h = j | θt = i) =


λi j h+ o(h), se i, j;

1+ λii h+ o(h), se i= j.

(2.53)

Definição 2.44.A matrizΛ B
(
λi j

)
é chamadagerador infinitesimalda cadeia de Markov

homogêneaθ = {θt, t ∈ R+}.

Observação 2.8.Sejaθ = {θt, t ∈ R+} uma cadeia de Markov homogênea com espaço de

estados finito. Então, como
∑N

j=1 πi j (h) = 1, segue, imediatamente, queλii é finito eλii =

−
∑N

j=1, j,i λi j

Proposição 2.8 (Equações de Kolmogorov).Sejaθ = {θt, t ∈ R+} uma cadeia de Markov

homogênea com espaço de estados finito e semigrupo de transição contínuoΠ(t). Então,Π(t)

satisfazΠ(0) = I e

(a)
d
dt
Π(t) = Π(t)Λ, (2.54)

(b)
d
dt
Π(t) = ΛΠ(t), (2.55)

ondeΛ é o gerador infinitesimal do semigrupoΠ.

Proposição 2.9.Sejam pi(t) B P (θt = i), i = 1, . . . ,N ep(t) B
[
p1(t) p2(t) . . . pN(t)

]>
∈

RN. Então, 
dp
dt

(t) = Λ>p(t),

p(0) = p0.

(2.56)

Ainda,

p(t) = exp
(
Λ>(t − s)

)
p(s) = exp(Λ(t − s))>p(s). (2.57)
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Demonstração.Sejamt,h ∈ R+ e j ∈ {1, . . . ,N}, então,

P (θt+h = j) = P (θt+h = j, θt = 1, . . . , θt = N)

=

n∑
i=1

P (θt+h = j, θt = i) =
n∑

i=1

P (θt+h = j | θt = i) P (θt = i)

=

N∑
i=1,i, j

(λi j h+ o(h))P (θt = i) + (1+ λ j j h+ o(h))P (θt = j)

= P (θt = j) +
N∑

i=1

λi j P (θt = i) + o(h).

(2.58)

Tomando o limite quandoh→ 0, e empregando notação vetorial, o resultado segue. �

Definição 2.45.Definaφi : S → R, i = 1, . . . ,N por

φi(x) B


1, se x= si;

0, se x, si.

(2.59)

e definaφ : S → RN por

φ(x) B
[
φ1(x) φ2(x) . . . φN(x)

]> . (2.60)

Lema 2.2. Sejamθ = {θt, t ∈ R+} uma cadeia de Markov homogênea, pi(t) B P (θt = i), i =

1, . . . ,N ep(t) B
[
p1(t) p2(t) . . . pN(t)

]>
∈ RN. Então,

E
[
φ(θt)

]
= p(t). (2.61)
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Demonstração.

E
[
φ(θt)

]
= φ(s1)p1(t) + . . . + φ(sN)pN(t)

= e1p1(t) + . . . + eN pN(t)

= p(t).

�

Lema 2.3. Se t≥ s, entãoE
[
φ(θt) | σ(θs)

]
= exp[Λ>(t − s)]θs.

Demonstração.

E
[
φ(θt) | σ(θs)

]
= E

[
φ(θt) | θs = e1

]
X{θs=e1} + . . . + E

[
φ(θt) | θs = eN

]
X{θs=eN}

= exp[Λ>(t − s)]e1X{θs=e1} + . . . + exp[Λ>(t − s)]eNX{θs=eN}

= exp[Λ>(t − s)]θs.

�

Proposição 2.10.Sejam tf ∈ R+ eGt B σ (θs , 0 ≤ s≤ t). O processo

Vt B φ(θt) − φ(θ0) −
∫ t

0
Λ>φ(θu−) du,0 ≤ t ≤ t f , (2.62)

é um(P,Gt)−martingale quadrado integrável com realizações contínuas pela direita.

Demonstração.Inicialmente, comoθt tem realizações contínuas pela direita, segue, imediata-

mente, queVt também tem realizações contínuas pela direita. Ainda, comoΛ> é uma matriz

finita, existeK ∈ R, tal que|qi j | < K, i, j = 1, . . . ,N. Assim, cada componente deVt, 0 ≤ t ≤ t f ,
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é limitada (|Vi
t | < 2 + Kt f ) e, portanto,Vt, 0 ≤ t ≤ t f é limitada o que implica que é quadrado

integrável.

Agora, tomet ≥ s. V0 = 0.

E[Vt − Vs |Fs] = E

[
φ(θt) − φ(θs) −

∫ t

s
Λ>φ(θu−) du|Fs

]
= E

[
φ(θt) − φ(θs) −

∫ t

s
Λ>φ(θu−) du| σ(θs)

]
= E

[
φ(θt) | σ(θs)

]
− φ(θs) −

∫ t

s
Λ> E

[
φ(θu−) | σ(θs)

]
du

= exp[Λ>(t − s)]θs− φ(θs) −
∫ t

s
Λ> exp[Λ>(u− s)]φ(θs) du

= exp[Λ>(t − s)]θs− φ(θs) −
∫ t

s

dexp[Λ>(u− s)]
du

duφ(θs)

= exp[Λ>(t − s)]θs− φ(θs) −
(
exp[Λ>(t − s)] − I

)
φ(θs)

= 0.

Portanto, E[Vt |Fs] = Vs eV = {Vt, t ∈ R+} é um martingale. �

Observação 2.9.O resultado acima pode ser obtido mesmo no caso em queΛ> é não-constante.

2.5 Comentários finais

O objetivo deste capítulo foi o de sumarizar os resultados disponíveis na literatura que for-

mam o ferramental matemático básico para os problemas tratados neste trabalho, bem com

estabelecer a notação a ser empregada nos capítulos subseqüentes.



3 Otimalidade de controles em malha

fechada

“One service mathematics has rendered

the human race. It has put common sense

back where in belongs, on the topmost

shelf next to the dusty canister labelled

‘discarded nonsense‘"

–E T B

Nesta parte do trabalho discute-se a otimalidade de controles em malha fechada em prob-

lemas com observação completa do estado.

3.1 Introdução

Sejam (Ω,F , {F }t≥0,P) um espaço de probabilidade filtrado satisfazendo as condições

usuais,w = (wt,Ft) um processo de Wiener noRm1 e um sistema descrito por


dxt = f (t, xt,ut) dt+ σ(t, xt,ut) dwt

x0 = ξ

(3.1)
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onde{xt} é o processo de estado do sistema,{ut} é o processo de controle,ξ é uma variável

aleatória cuja função distribuição de probabilidade é conhecida. Os mapeamentosf : [0, t f ] ×

Rn × Rd → Rn eσ : [0, t f ] × Rn × Rd → Rn×m1 são conhecidosa priori.

Assuma que a performance do sistema a ser controlado é adequadamente caracterizada por

um certo funcional custo:

J : U −→ R

u 7−→ E
[∫ t f

0
L(t, xu

t ,ut)dt+ Ψ(xu
t f

)
] (3.2)

onde os mapeamentosL : [0, t f ] × Rn × Rd → R e Ψ : Rn → R são fixadosa priori eU

é um certo conjunto de processos, também fixadoa priori, tal que: (1) para cadau ∈ U a

equação (3.1) admite soluçãoxu no sentido forte; (2) para cada par (u, xu) (ou pares, na falta de

unicidade) a performance do sistema é admitida ser adequadamente mensurada pelo funcional

custoJ.

Definição 3.1.Um conjuntoU é um conjunto de controles admissíveis se, e somente se, para

u ∈ U as condições (1) e (2) anteriores são satisfeitas.

Observação 3.1.Como feito usualmente na literatura, apenas para simplificar a notação, o

funcional custo será denotado explicitando apenas a sua dependência com o processo de cont-

role, ficando implícita a sua dependência do processo de estado xu.

Definição 3.2 (Controle ótimo emU). Um processo de controle{u∗t }t∈[0,t f ] é dito ótimo emU

quando u∗ ∈ U e:

J(u∗) = inf
u∈U

J(u). (3.3)

Definição 3.3 (Controleε-ótimo emU). Dadoε > 0, o processo de controle{uεt }t≥0 é chamado
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ε-ótimo se

J(uε) ≤ inf
u∈Uad

J(u) + ε. (3.4)

Exemplo 3.1. Seja f : [π,2π] → R dada por: x 7→ x. Naturalmente, f(π) = minx∈[π,2π] f (x) e

@x∗ ∈ Q tal que f(x∗) = minx∈[π,2π]∩Q f (x). Agora, dadoε > 0 tome q∈ [π, π + ε] ∩ Q qualquer

(sempre existe poisQ é denso emR). Como f(q) = q ≤ π + ε = inf x∈[π,2π] f (x) + ε tem-se que

q ∈ Q ∩ [π,2π] é ε-ótimo em[π,2π].

Naturalmente, a escolha da classe de controles admissíveisU considerado em um problema

particular deve refletir pelo menos dois fatores. O primeiro deles deve ser as restrições impostas

pelo projetista para implementação do controle, e o segundo são condições matemáticas que

garantam que o problema está bem definido.

SejamU um subconjunto não-vazio doRd e {Gt}t∈[0,t f ] uma sub-filtração de{Ft}t∈[0,t f ] satis-

fazendo as condições usuais.

Observação 3.2.Ao assumirGt ⊆ Ft excluem-se os problemas de controle antecipativos, como

por exemplo (YONEYAMA, 1983, p. 251-253).

ConsidereIi B [ti , ti+1), i = 0, . . . ,N − 1, IN = {t f }, XA a função indicadora do conjunto A,

e defina os seguintes conjuntos:

UOL,Π B

u =
N∑

i=0

ci XIi | ci ∈ U, i = 1, . . . ,N

 (3.5)

UOL B
{
u |u : [0, t f ] → U é mensurável

}
(3.6)

UG ,Π B

u =
N∑

i=0

gi XIi |gi : Ω→ U,Gti -adaptado, i = 0, . . . ,N

 (3.7)

UG B
{
u |u : [0, t f ] ×Ω→ U,u éGt-progressivamente mensurável

}
(3.8)

No caso particular em queΠ = {t0, t0 + Tams, t1 + Tams, . . . , tN−1 + Tams}, será utilizada a seguinte
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notação:UOL,Tams (respectivamente,UG ,Tams) no lugar deUOL,Π (respectivamente,UG ,Π).

Observação 3.3.Quando o controlador não recebe informação alguma durante a operação

do sistema, o processo de controle considerado é uma função apenas do tempo, isto é, ut =

u(t, ω) = f (t), onde f : T → U é B(T)/B(R)-mensurável. Estes controles são geralmente

denominadosem malha aberta(FLEMING; RISHEL, 1975, página 151) e (DAVIS, 1977, página

152). Os conjuntosUOL,Π eUOL englobam, respectivamente, os controles em malha aberta

discretos e contínuos.

Notação 3.1.O conjunto das funçõesψ : Rn → Rd Lipschitz contínuas será denotado por

Lip(Rn;Rd).

Sejamf , σ eξ definidas ao se estabelecer o problema (3.1). Para cadaψ ∈ Lip(Rn;Rd), seja

{zψt } solução forte (existe sob certas hipóteses, ver (LIPTSER; SHIRYAYEV, 1977, p.126-151))

de 
dzt = f (t, zt, ψ(zt)) dt+ σ(t, zt, ψ(zt)) dWt

z0 = ξ

(3.9)

Defina

VME B
{
u |ut = ψ(zψt ), zψ solução de (3.9), ψ ∈ Lip(Rn;Rd)

}
(3.10)

Nos casos: (1)ψ : [0, t f ] × Rn→ Rd Lipschitz contínua no segundo argumento; (2)ψ : [0, t f ] ×

Rn → Rd comψ(t, zt) = K(t)zt para um certoK : [0, t f ] → Rn×d de classeC1; (3) ψ : [0, t f ] ×

C([0, t f ]; Rn)→ Rd Lipschitz contínua no segundo argumento (considerando o espaçoC com a

norma do sup ) eψ(t, z[0,t f ]) = ψ(t, z[0,t]); define-se,mutatis mutandis,VM,VLM eVNat.

Observação 3.4.Até o momento foi imposta apenas uma restrição ao conjunto U: ele é não-

vazio. Em casos de interesse, U pode ser, por exemplo, um conjunto finito, compacto ou con-

vexo.
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Observação 3.5.Em certos problemas de controle ótimo estocástico, as classes de controles

descritas anteriormente podem não ser suficientemente “ricas” e o controle ótimo não exis-

tir. No caso determinístico, (YOUNG, 1969) introduziu o conceito de controle relaxado, e a

contrapartida no caso estocástico foi feita em (FLEMING, 1977). Borkar (2005) define ainda:

precise controls, precise feedback controls, precise Markov controls, precise stationary Markov

controlse randomized controls.

Nesta parte do trabalho atenção é fixada sobre a possibilidade de se considerar como con-

troles admissíveis processos da classeUG , com

Gt = σ (xs , 0 ≤ s≤ t) , (3.11)

ou seja, o controlador tem acesso apenas ao estado do sistema e não a toda evolução passada do

processo de Wiener como em (YONG; ZHOU, 1999). Ao tentar considerar tal classe de controles

admissíveis, entretanto, um problema técnico surge: aσ-álgebraGt dada pela Equação (3.11) é

uma função do controle admissível aplicado, ou seja, seu1 e u2 são dois processos de controle

distintos então, pelo menosa priori, σ
(
xu1

s , 0 ≤ s≤ t
)
, σ

(
xu2

s , 0 ≤ s≤ t
)
, ondexu1 e xu2 são,

respectivamente, as soluções fortes da Equação (3.1) quando os processos de controleu1 e u2

são aplicados. Desta forma, a classeUG não está bem definida uma vez que o processout deve

ser adaptado àσ-álgebraσ (xs , 0 ≤ s≤ t), a qual depende do processout para sua definição.

Para uma certa classe de problemas (matriz de difusão sem processo de controle e in-

vertível), Bensoussan(1983) mostrou que existe um conjunto de controles admissíveisUcl,
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denso emU2
W (ver Equação (3.21)) onde se verifica

σ
(
xu1

s , 0 ≤ s≤ t
)
= σ

(
xu2

s , 0 ≤ s≤ t
)
= σ (Ws , 0 ≤ s≤ t) , ∀u1,u2 ∈ Ucl, (3.12)

inf
u∈U2

W

J(u) = inf
u∈Ucl

J(u) (3.13)

ou seja, para uma certa classe de problemas basta considerar como controles admissíveis a

classeUcl ao invés deU2
W (ouUG ) quando se deseja admitir apenas controles adaptados ao

estado do sistema. Tal resultado, entretanto, é aplicável a uma classe restrita de problemas, prin-

cipalmente por considerar apenas casos em que a matriz de difusão é invertível. Por exemplo,

exclui o modelo da dinâmica de um satélite movendo-se em órbita circular sob a influência de

variações rápidas na densidade da atmosfera proposto por (SARGIROW, 1970apudARNOLD,

1974, p. 199) (neste modelo a matriz de difusão tem dimensão 2× 1).

Neste capítulo, mostra-se que a classe de problemas considerada em (BENSOUSSAN, 1983)

pode ser estendida (matriz de difusão dependente do processo de controle e com posto igual ao

número de colunas) e são destacadas algumas das conseqüências deste resultado (por exemplo,

se u∗ é ótimo emU2
W , então dadoε > 0 pode-se construir, a partir deu∗, um processo de

controleuε ∈ Ucl, em malha fechada, que éε-ótimo).

Ainda, algumas alternativas empregadas em outros trabalhos para considerar controles ad-

missíveis adaptados ao estado e contornar a dependência daσ-álgebra gerada pelo estado no

processo de controle são discutidas.

O trabalho neste capítulo está organizado na forma descrita a seguir. Na Seção3.2 é esta-

belecida a notação e o problema a ser estudado é formulado rigorosamente. Na Seção3.3 são

apresentados os resultados principais. Uma discussão sobre algumas abordagens disponíveis na

literatura para contornar o problema técnico descrito nesta seção são discutidas na Seção3.4.
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Alguns comentários finais são feitos na Seção3.5.

Os resultados apresentados neste capítulo foram submetidos para publicação (SILVA; YONEYAMA ,

2008c).

3.2 Notação e formulação do problema

Sejam{Wt}t∈[0,t f ] a filtragem gerada pelo processo de Wiener{Wt} completada com os con-

juntos de medida nula eU ⊆ Rd não-vazio. Considere o problema descrito pelas Equações

(3.1) e (3.2), ξ ∈ Rn (determinístico)1, os mapeamentosf : [0, t f ] × Rn × Rd → Rn e σ :

[0, t f ] × Rn × Rd → Rn×m1 satisfazendo:

Hipóteses 3.1 (Existência e unicidade de solução forte).

1. f ∈ C([0,T] × Rn × U);

2. f (·, ·, v) ∈ C1([0,T] × Rn) para todo v∈ U;

3. σ ∈ C1([0,T] × Rn);

4. para alguma constante C> 0:

| ft| + | fx| ≤ C, |σt| + |σx| ≤ C, (3.14)

| f (t, x, v)| ≤ C(1+ |x| + |v|), (3.15)

|σ(t, x, v)| ≤ C(1+ |x|). (3.16)

e os mapeamentosL : [0, t f ] × Rn × Rd → R eΨ : Rn→ R satisfazendo

1Assume-seξ ∈ Rn determinístico apenas para simplificar a notação. Casoξ seja uma variável aleatória,
limitada no sentido doL2, basta considerar, em todo este capítulo,Wt

∨
σ(ξ) no lugar deWt.
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Hipóteses 3.2 (Funcional custo).

1. L : [0,T] × Rn × Rd → R continuamente diferenciável com relação a(x,u);

2. Ψ : Rn→ R continuamente diferenciável;

3. para alguma constante C> 0:

|Lx(t, x,u)| ≤ C(1+ |x| + |u|), (3.17)

|Lu(t, x,u)| ≤ C(1+ |x| + |u|), (3.18)

L(t,0,0) ∈ L∞([0,T],B[0,T] , λ) (3.19)

Ψx(x)| ≤ C(1+ |x|). (3.20)

Ainda, considere o seguinte conjunto

U2
W B UW

⋂
L2([0, t f ] ×Ω,B[0,t f ] ⊗F , λ1 ⊗ P;Rd) (3.21)

ondeλ1 é a medida de Lebesgue emR.

Da teoria de EDE (no sentido de Itô) com coeficientes aleatórios progressivamente men-

suráveis, ver por exemplo (ZHOU, 1998, p. 48-50) ou (FLEMING; SONER, 1993, p.397-402),

para cadau ∈ U2
W , sob as Hipóteses3.1, a EDE (3.1) admite uma única (no sentidopathwise)

solução fortexu
t , a qual temP-a.s. realizações contínuas.

Ainda, para cadau ∈ U2
W , sob as Hipóteses3.2, o funcional custo (3.2) está bem definido,

uma vez que as integrações são possíveis e finitas.

Como para cadau ∈ U2
W a EDE (3.1) admite uma única (no sentidopathwise) solução forte

e o custo (3.2) está bem definido, tem-se, ver Definição3.1, queU2
W define um conjunto de
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controles admissíveis para o problema (3.1)-(3.2).

Para cada controle admissívelu associe a seguinte filtragem:

X u
t B σ

(
xu

s , 0 ≤ s≤ t
)
, t ∈ [0, t f ]. (3.22)

O sobrescritou na equação anterior será mantido para enfatizar que a filtragem depende do

controle.

Considere o seguinte subconjunto dos controles admissíveis:

Ucl B {u ∈ U
2
W | ut éX u

t −mensurável, q.t.t}. (3.23)

Hipóteses 3.3.

1. σ(t, x,u) é uniformemente limitada;

2. σ(t, x,u) admite inversa pela esquerda E(t, x,u), para todo(t, x,u) no domínio deσ;

3. E(t, x,u) é uniformemente limitada.

Finalmente, na Seção3.3, é demonstrado, sob as hipóteses (3.1-3.3), que:

1. X u1
t =X u2

t = Wt, ∀t ∈ [0, t f ] seu1,u2 são elementos arbitrários deUcl;

2. Ucl é um subconjunto denso deU2
W ;

3. se u∗ é ótimo emU2
W , dadoε > 0 é sempre possível encontrar umuε ∈ Ucl tal que

J(u∗) ≤ J(uε) + ε.



CAPÍTULO 3. OTIMALIDADE DE CONTROLES EM MALHA FECHADA 53

3.3 A constância daσ-álgebra gerada pelo estado

Lema 3.1. O conjuntoUcl definido em(3.23) é não-vazio.

Demonstração.Basta observar queu(t, ω) B f (t), onde f ∈ L2([0,T],B[0,t] , λ;Rd) e f é con-

tínua, pertence aUcl. �

Proposição 3.1.Considere o sistema descrito pela Equação(3.1). Se u∈ Ucl e as hipóteses

3.1-3.3forem válidas, então:

X u
t = Wt, ∀t ∈ [0,T]. (3.24)

Demonstração.Sejau ∈ Ucl arbitrário (existe devido ao lema3.1).

A inclusãoX u
t ⊆ Wt segue da definição de solução forte (ver (LIPTSER; SHIRYAYEV, 1977,

definição 8, p.127)) e do fato deu ser controle admissível.

Para demonstrar a igualdade (3.24) basta demonstrar queWt ⊆X u
t ,∀t ∈ [0, t f ].

Para mostrar queWt ⊆ X u
t , defina, inicialmente,zt B σ(t, xu

t ,ut). Naturalmente, como

σ é, por hipótese, contínua e uniformemente limitada segue quezt é um martingale contínuo

adaptado aX u
t ⊆ Wt tal que tr

(
zsz>s

)
< ∞. Logo, αt =

∫ t

0
zsdws está bem definido e é um

martingale contínuo adaptado aWt com processo de variação quadrática

〈α〉t =

∫ t

0
zsz
>
s ds. (3.25)

Agora, lembrando que:

xu
t = ξ +

∫ t

0
f (s, xu

s,us)ds+
∫ t

0
σ(s, xu

s,us)dws, (3.26)

segue queαt = xu
t − x0 −

∫ t

0
f (s, xu

s,us)dse, portanto,αt é adaptado aX u
t .
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Comoαt é umX u
t -martingale contínuo quadrado integrável eE(t, x,u) é uniformemente

limitada segue queβt B
∫ t

0
E(s, xu

s,us)dαs está bem definido e, além disso,βt é adaptado aX u
t .

Por outro lado, do corolário 2.20 na página 145 em (KARATZAS; SHREVE, 1991), tem-se

que:

βt =

∫ t

0
E(s, xu

s,us)σ(s, xu
s,us)dws (3.27)

=

∫ t

0
Im×mdws = wt. (3.28)

Agora, comoβt = wt e é adaptado aX u
t segue que:

Wt ⊆X u
t , ∀t ∈ [0, t f ]. (3.29)

Lembrando queu ∈ Ucl foi tomado arbitrário, o resultado segue. �

Observação 3.6.A igualdade(3.24) é válida apenas para controles u∈ Ucl. No lema3.1 foi

ressaltado queUcl , ∅ e, na próxima proposição, mostra-se que o fecho deUcl coincide com

U2
W .

Lema 3.2. Seja N∈ N. Defina kB t f

N e considere o conjunto{0, k,2k, . . .Nk} (uma partição de

[0, t f ]). Tome v∈ U2
W e c∈ U quaisquer. Defina

vk(t, ω) B


c se t∈ [0, k)

1
k

∫ nk

(n−1)k
v(s, ω)ds se t∈ [nk, (n+ 1)k),n ∈ {1,2, . . . ,N − 1}.

(3.30)

Sob estas condições segue que:

1. vk ∈ U2
W ;

2.
∫

[0,T]×Ω
‖vk − v‖2dλ1 ⊗ P→ 0 as N→ ∞ (ou seja, k→ 0).
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Demonstração.A idéia da demonstração é empregar a técnica usada na demonstração do lema

2.4, página 132 de (KARATZAS; SHREVE, 1991). �

Proposição 3.2.Assuma que as hipóteses3.1-3.3 são válidas. Sob estas hipótesesUcl é um

subconjunto denso deU2
W .

Demonstração.Sejamv ∈ U2
W e vk definido no lema3.2. Como, pelo resultado anterior,

vk → v no sentido doL2 (quandok→ 0) evk, v ∈ U2
W , ∀k, para concluir a demonstração desta

proposição basta mostrar quevk ∈ Ucl, ∀k.

Para isto, denote a solução forte da EDE (3.1) correspondente ao controlevk por xk e defina

X k
t B σ

(
xk

s , 0 ≤ s≤ t
)
, t ∈ [0, t f ].

Agora, procedendo como na demonstração da Proposição3.2tem-se que os processosαk
t B∫ t

0
σ(s, xk

s, v
k
s)dWs eβk

t B
∫ t

0
E(s, xk

s, v
k
s)dα

k
s = wt estão bem definidos.

Para concluir a demonstração basta proceder por indução finita. Parat ∈ [0, k] segue que

vk
t = c ∈ Rd (c é determinístico e definido no Lema3.2) e, portanto,vk

t é adaptado àX k
t e

(procedendo como na Proposição3.1):

Wt =X k
t , t ∈ [0, k]. (3.31)

Assume-se queWt = X k
t , t ∈ [(n− 1)k,nk] e mostra-se que vale parat ∈ [nk, (n+ 1)k]. De

fato, pela hipótese indutivavt é adaptado aWt =X k
t , t ∈ [(n− 1)k,nk] e, conseqüentemente,vk

t

é adaptado àX k
t , t ∈ [nk, (n+ 1)k] e, portanto,αk

t e βk
t são adaptados àX k

t , t ∈ [nk, (n+ 1)k].

Comoβk
t = wt segue que:

Wt =X k
t , ∀t ∈ [0, t f ]. (3.32)

Assim, segue quevk ∈ Ucl o que termina com a demonstração. �
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Lema 3.3. O funcional custo J da Equação(3.2) sob as hipóteses3.2é contínuo no sentido do

L2.

Demonstração.Segue das hipóteses3.2, lema de Grönwall e desigualdade de Cauchy-Schwarz.

Ver, por exemplo, um esboço na página 6 de (BENSOUSSAN, 1983). �

Proposição 3.3.Sob as hipótese (3.1-3.3) segue que:

inf
u∈U2

W

J(u) = inf
u∈Ucl

J(u) (3.33)

Demonstração.Conseqüência imediata da Proposição3.2e do Lema3.3. �

Observação 3.7.Naturalmente, o resultado da Proposição3.3 é válido para qualquer fun-

cional custo contínuo no sentido do L2.

3.4 Discussão

Observação 3.8.A imposição deσ ser uniformemente limitada em[0, t f ] ×Rn ×Rd é bastante

restritiva. No caso em que U⊆ Rd for compacto, os controles admissíveis forem U2
W e ξ for

L2 limitada, então pode-se mostrar (usando o lema de Grönwall) queE
[
max0≤s≤t f ||xs||

2
]
≤

K
(
1+ E

[
‖ξ‖2

])
e, conseqüentemente,∃D ⊆ Rn compacto tal que xt ∈ D P-a.s.,∀t ∈ [0, t f ].

Neste caso, considerando-seσ restrita a[0, t f ]×D×U, esta imposição é trivialmente satisfeita

uma vez que aσ é contínua e o seu domínio é compacto.

Observação 3.9.Naturalmente, o resultado da Proposição3.3 não implica que∃u∗ ótimo em

Ucl nem que∃v∗ ótimo emU2
W (ver Observação3.1, na página46, considerando f definida

no aberto). De fato, qualquer um dos dois pode existir sem que o outro exista. No caso em que

∃v∗, usando a construção no Lema3.2constrói-se, a partir de v∗, um controleε-ótimo emUcl.
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Na literatura, existem pelo menos três formulações alternativas que visam a contornar, ao

invés de atacar, o problema técnico: aσ-álgebra gerada pelo estado, a qual deseja-se (de forma a

tornar o cenário mais realista) que o processo de controle seja adaptado, depende explicitamente

do processo de controle. A saber: (1) restringir a classe de controles admissíveis a uma das

classesVME,VLM,VM, ouVNat; (2) teorema de Girsanov; (3) controles adaptados aσ-álgebra

Xt = σ (xs , 0 ≤ s≤ t − ε) ondeε > 0 é dado.

A seguir, discute-se brevemente estas três abordagens.

(1) Restrição da classe de controles admissíveis:Considere o problema (3.1)- (3.2) sob

as Hipóteses3.1e3.3. Neste caso, uma vez queVME ⊆ VM ⊆ VNat ⊆ U
2
W tem-se

inf
u∈VME

J(u) ≥ inf
u∈VM

J(u) ≥ inf
u∈VNat

J(u) ≥ inf
u∈U2

W

J(u) = inf
u∈Ucl

J(u), (3.34)

e, portanto, o custo ótimo (o controle ótimo pode nem existir) pode aumentar à medida em

que se restringe a classe de controles admissíveis. As desigualdades anteriores podem ser estri-

tas, por exemplo, quando o controle ótimo emUcl for bang-bang(restringindo os controles a

funções Lipschitz do estado exclui-se controlesbang-bang). No problema LQG a igualdade se

verifica ao considerarVM,VNat eU2
W como controles admissíveis.

Observação 3.10.No caso em queVNat são os candidatos a controle admissível, EDEs com

deriva e difusão, da forma f: [0, t f ],C([0, t f ]; Rn) → Rn eσ : [0, t f ],C([0, t f ]; Rn) → Rn×m1,

respectivamente, precisam ser consideradas. Veja, por exemplo, (YONEYAMA, 1983, p. 44-51).

(2) Emprego do teorema de Girsanov:Uma outra abordagem consiste em considerar as

soluções no sentido de Girsanov. A principal limitação desta abordagem, no entendimento deste

autor, é assumir que o estado{xt} e o processo de Wiener{Wt} tem a mesma dimensão e que a

matriz de difusão e a sua inversa são uniformemente limitadas. No caso em que a dimensão do
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processo de Wiener é menor ou igual ao estado um possível contorno para esta limitação pode

ser considerar

σ(t, x,u) =

[
σ̃(t, x,u) ε I j× j

]
(3.35)

onde I é a matriz identidade,ε > 0 dado e considerar um processo de Wiener com dimensão

maior (j componentes a mais).

(3) Controles adaptados a uma informação atrasada:No caso em que o controle é as-

sumido adaptado àX ε
t = σ (xs , 0 ≤ s≤ t − ε), para cadaε > 0, se o controle admissívelu é

adaptado aX ε
t e Lp limitado então sob as Hipóteses3.1 a EDE tem solução forte e gera uma

σ-álgebra independente do controle (para demonstrar basta proceder por indução nos intervalos

[nε, (n+ 1)ε)). Esta abordagem elimina, por exemplo as restrições rígidas na matriz de difusão.

Por outro lado, introduz, por exemplo, o problema de entender o que acontece quandoε → 0.

3.5 Comentários finais

Esta parte do trabalho investigou a possibilidade de se definir os controles admissíveis como

processos adaptados ao estado do sistemas (problemas com observações completas). Neste

sentido, as condições de um resultado da literatura foram relaxadas e estende-se a classe de

problemas para os quais existe um subconjunto de processos de controleUcl, tal que∀u ∈ Ucl,

X u
t é igual aσ-álgebra gerada pelo processo de WienerWt.



4 Controle ótimo de sistemas lineares

excitados por martingales quadrado

integráveis

“One often gets the impression that [the

algebraic Riccati] equation in fact

constitutes the bottleneck of all linear

system theory"

–J. C. W

4.1 Introdução

O termo controle ótimo linear quadrático (LQ) refere-se a uma classe de problemas de con-

trole ótimo em que a dinâmica do sistema a ser controlado é linear tanto no estado quanto no

controle e o custo a ser minimizado é quadrático nestas duas variáveis. No caso determinís-

tico, ou seja, no caso em que a evolução do estado do sistema é descrito por uma equação

diferencial ordinária linear, estudos pioneiros foram apresentados em (BELLMAN et al., 1958;

KALMAN , 1960). Extensões para o caso estocástico, em que o estado do sistema é descrito por
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uma equação diferencial estocástica, foram apresentadas inicialmente em (KUSHNER, 1962;

WONHAM, 1968b; McLANE, 1971; BISMUT, 1976). Devido ao esforço combinado de diversos

pesquisadores durante os últimos 50 anos foi possível se estabelecer uma teoria extremamente

rica para esta classe de problemas, tanto no caso determinístico quanto estocástico. Mais recen-

temente, inciando, aparentemente, com (CHEN et al., 1998), a classe de problemas estocásticos

LQ voltou a receber grande atenção (CHEN; ZHOU, 2000; RAMI et al., 2000; RAMI; ZHOU,

2000; RAMI et al., 2001; CHEN; YONG, 2001; RAMI et al., 2001; YAO et al., 2001; TANG, 2003;

HU; ZHOU, 2003; CHEN; ZHOU, 2004; HU; ZHOU, 2005a; HU; ZHOU, 2005b). Entraram em

foco os chamados problemas estocásticos LQ indefinidos, nos quais as matrizes peso da função

não são necessariamente matrizes definidas1, e o controle LQ de sistemas lineares excitados

pelo movimento Browniano fracionário (HU; ZHOU, 2005b). Uma revisão detalhada do prob-

lema LQ estocástico indefinido por ser encontrada, por exemplo, em (PAULO, 2007).

Nesta parte do trabalho, de certa forma inspirado pelo trabalho de (HU; ZHOU, 2005b),

estuda-se o problema LQ de sistemas descritos por equações diferenciais estocásticas excitadas

por martingales quadrado integráveis tanto contínuos quanto descontínuos. Conforme men-

cionado no Capítulo2, tanto o processo de Wiener quanto o processo de Poisson compensado

pertencem a esta classe de processos estocásticos, de forma que os resultados apresentados aqui

podem ser especializados para estes processos estocásticos.

Para se analisar este problema serão usados os resultados do cálculo estocástico sumarizados

no Capítulo2, em especial as fórmulas de mudança de variáveis, e argumentos de “completar

os quadrados” empregados, por exemplo, em (BENSOUSSAN, 2004) e (ÅSTRÖM, 2006, p.286-

292) ao estudar o caso clássico de sistemas excitados pelo processo de Wiener. Um fato, de

certa forma supreendente, é que embora se estude sistemas com excitações mais gerais que as

1Classicamente, é exigido que a matriz peso do estado e do controle na função custo sejam, respectivamente,
positiva semidefinida e positiva definida.
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comumente encontradas na literatura, o problema de controle ótimo é reduzido, analogamente

ao caso clássico, ao estudo da existência de soluções de equações diferenciais de Riccati e, tanto

o custo ótimo quanto o controle ótimo são obtidos explicitamente (dependendo da solução da

equação de Riccati associada).

No caso com observações completas, são estudados quatro casos particulares: (a) EDE

linear excitada aditivamente por um martingaleM ∈ M c
2 (ver Notação2.1, na página27); (b)

EDE linear excitada tanto aditivamente por um martingaleM ∈ M c
2 quanto por processos de

Wiener dependentes do estado e do controle; (c) EDE excitada aditivamente por um martingale

M̃ ∈ M2; (d) EDE linear excitada tanto aditivamente por um martingaleM ∈ M c
2 quanto por

processos de Poisson compensados multiplicados pelo processo de controle e pelo estado.

No caso com observações parciais, ou seja, em que os processos de controle são assumidos

adaptados à{Yt}t≥0 uma sub-filtração da filtraçãoσ (Ms , 0 ≤ s≤ t), t ≥ 0, mostra-se que o

funcional custo também pode ser reescrito de forma conveniente para o estudo do problema

de controle ótimo. Este resultado pode ser interpretado como uma condição necessária para a

validade do princípio de equivalência à certeza para EDE excitadas aditivamente porM ∈M c
2 .

Ilustra-se a aplicação deste resultado para o caso clássico de sistemas excitados por um processo

de Wiener.

Mais detalhes sobre o problema LQ determinístico pode ser obtido, por exemplo, em (DO-

RATO et al., 1995; ATHANS; FALB, 2006; ANDERSON; MOORE, 2007) e em suas referências. O

caso estocástico é estudado, por exemplo, em (FLEMING; RISHEL, 1975; DAVIS, 1977; CHEN

et al., 1995; YONG; ZHOU, 1999; BENSOUSSAN, 2004; ÅSTRÖM, 2006).

Um estudo sobre a estabilidade de sistemas lineares excitados por martingales quadrado

integráveis pode ser encontrada, por exemplo, em (GRIGORIU, 2001).
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Os resultados deste capítulo serão apresentados, também, em (SILVA; YONEYAMA , 2008a).

Este capítulo está organizado da seguinte forma. Na Seção4.2serão estudados os casos (a)

e (b) descritos acima. Os casos (c) e (d) são estudados na Seção4.3. Na Seção4.4 estuda-

se o caso com observações parciais para sistemas excitados por martingales contínuos. Além

disso, a aplicação deste resultado será ilustrada para o caso clássico de sistemas excitados por

processos de Wiener. Finalmente, na Seção4.5serão tecidos alguns comentários finais.

4.2 Sistemas excitados por martingales contínuos: observações

completas

Lema 4.1. Sejam S∈ Sn+, v,b ∈ Rn e c∈ R. Então,

• v>S v+ 2b>v+ c =
(
v+ S−1b

)>
S

(
v+ S−1b

)
+ c− b>S−1b;

• v>S v+ 2b>v+ c ≥ c− b>S−1b, ∀v ∈ Rn;

• v>S v+ 2b>v+ c = c− b>S−1b se, e somente se, v= −S−1b.

Demonstração.Imediato. �

4.2.1 Formulação dos problemas

Sejam (Ω,F , {F }t≥0,P) um espaço de probabilidade filtrado satisfazendo as condições

usuais,ξ uma variável aleatória limitada no sentido doL2 com médiaµ0 e E
[
x0x>0

]
= P0,

wi = (wi
t,Ft), i = 1, . . . , k, processos de Wiener unidimensionais,M = (Mt,Ft), um (Ft,P)-

martingale quadrado integrável,M ∈M c
2 , e t f ∈ [0,∞) fixadoa priori.
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Problema 4.1.Considere um sistema descrito por


dxt =

[
A(t)xt + B(t)ut + g(t)

]
dt+ dMt,

x0 = ξ,

(4.1)

onde A : [0, t f ] → Mn×n(R), B : [0, t f ] → Mn×m(R) e g : [0, t f ] → Rn são mapeamentos

contínuos. Assuma que a performance do sistema possa ser adequadamente mensurada por:

J(u) = E

[∫ t f

0
x>t Q(t)xt + u>t R(t)utdt+ x>t f

Fxt f

]
. (4.2)

onde Q: [0, t f ] → Sn0, R : [0, t f ] → Sm+ são mapeamentos contínuos e F∈ Sn0.

Denote porU1 o conjunto de todos os processosFt−progressivamente mensuráveis tais que

para cada u∈ U1 a Equação(4.1) admite solução xu e o funcional custo dado pela Equação

(4.2), calculado no par(u, xu), esteja bem definido.

Encontrar, se existir, u∗ ∈ U1 tal que:

J(u∗) = inf
u∈U1

J(u). (4.3)

Problema 4.2.Considere um sistema descrito por


dxt = (A(t)xt + B(t)ut + g(t)) dt+

k∑
i=1

(Ci(t)xt + Di(t)ut + fi(t)) dwi
t + dMt

x0 = ξ,

(4.4)

onde A: [0, t f ] → Mn×n(R), B : [0, t f ] → Mn×m(R), g : [0, t f ] → Rn, Ci : [0, t f ] → Mn×n(R),

Di : [0, t f ] →Mn×m(R), fi : [0, t f ] →Mn×1(R), i = 1, . . . , k, são mapeamentos contínuos.

Assuma que wi = (wi
t,Ft), i = 1, . . . , k, M = (Mt,Ft) e ξ são independentes e que a
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performance do sistema possa ser adequadamente mensurada por:

J(u, xu) = E

[∫ t f

0

[
x>t Q(t)xt + u>t R(t)ut + 2q(t)>xt + 2r(t)>ut

]
dt+ x>t f

Fxt f + 2h>xt f

]
, (4.5)

onde Q: [0, t f ] → Sn0, R : [0, t f ] → Sm+, q : [0, t f ] → Rn, r : [0, t f ] → Rm são mapeamentos

contínuos, F∈ Sn0 e h∈ Rn.

Denote porU2 o conjunto de todos os processosFt−progressivamente mensuráveis tais que

para cada u∈ U2 a Equação(4.4) admite solução xu e o funcional custo dado pela Equação

(4.5), calculado no par(u, xu), esteja bem definido.

Encontrar, se existir, u∗ ∈ U2 tal que:

J(u∗) = inf
u∈U2

J(u). (4.6)

4.2.2 Estudo do Problema4.1

Proposição 4.1.Sejam A(t), B(t), R(t) e Q(t) nas condições do Problema4.1. Então, a equação

de diferencial de Riccati


K̇(t) + A(t)>K(t) + K(t)A(t) − K(t)B(t)R−1(t)B>(t)K(t) + Q(t) = 0,

K(t f ) = F,

(4.7)

admite uma solução K: [0, t f ] → Sn0.

Demonstração.Veja, por exemplo, (WONHAM, 1968a), (WONHAM, 1970), (DAVIS, 1977,

p.161-162). �

Proposição 4.2.Sejam A(t), B(t), R(t) e g(t) nas condições do Problema4.1e K(t) solução da
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Equação(4.7). Então, a equação diferencial


k̇(t) +

[
A(t) − B(t)R−1(t)B(t)K(t)

]>
k(t) + K(t)g(t) = 0,

k(t f ) = 0,

(4.8)

admite uma solução k: [0, t f ] → Rn.

Demonstração.Segue da teoria de equações diferenciais ordinárias lineares. �

Teorema 4.1.Sejam u∈ U1 qualquer e x a solução da Equação(4.1) quando u é aplicado.

Então, para cada par(u, xu) o custo dado pela Equação(4.2) pode ser reescrito como:

J(u) = tr (K(0)P0) + µ
>
0 k(0)+ E

[∫ t f

0
2g>(t)k(t)dt

]
+ E

[∫ t

0
tr (K(t)d〈M,M〉t)

]
−

− E

[∫ t f

0
k>(t)B(t)R−1(t)B>(t)k(t)dt

]
+

+ E

[∫ t f

0

[
ut + R−1(t)B>(t) (K(t)xt + k(t))

]>
R(t)

[
ut + R−1(t)B>(t) (K(t)xt + k(t))

]
dt

]
.

(4.9)

Demonstração.SejaV(t, x) B x>K(t)x+ 2x>k(t) comK e k soluções de (4.7) e (4.8), respec-

tivamente. Aplicando a fórmula de Itô–Doléans-Dade-Meyer, Teorema2.5 na página34, em

V(t, xt) e observando que∆xt = 0 P−q.s., obtém-se:

V(t f , xt f ) = V(0, x0) +
∫ t f

0

[
xtK̇(t)xt + 2x>t k̇(t)

]
dt+

+

∫ t f

0

[
dx>t K(t)xt + xtK(t)dxt + 2dx>t k(t)

]
+

1
2

∫ t

0
tr (2K(t)d〈M,M〉t) .

(4.10)

Agora, da definição deV e das Equações (4.7) e (4.8), tem-se queV(t f , xt f ) = x>t f
Fxt f e comox
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é solução de (4.1) quandou é aplicado segue que:

x>t f
Fxt f = x>0 K(0)x0 + x>0 k(0)+

∫ t f

0

[
xtK̇(t)xt + 2x>t k̇(t)

]
dt+

+

∫ t f

0

{[
A(t)xtdt+ B(t)utdt+ g(t)dt+ dMt

]> K(t)xt

}
+

+

∫ t f

0

{
x>t K(t)

[
A(t)xtdt+ B(t)utdt+ g(t)dt+ dMt

]}
+

+

∫ t f

0

{
2
[
A(t)xtdt+ B(t)utdt+ g(t)dt+ dMt

]> k(t)
}
+

+

∫ t

0
tr (K(t)d〈M,M〉t) .

(4.11)

Somando
∫ t

0
x>t Q(t)xt + u>t R(t)utdt em ambos os lados da equação anterior, lembrando queK(t)

é simétrica e reordenando, obtém-se:

∫ t

0
x>t Q(t)xt + u>t R(t)utdt+ x>t f

Fxt f = x>0 K(0)x0 + x>0 k(0)+

+

∫ t f

0
u>t R(t)ut + 2

[
B>(t)(K(t)xt + k(t))

]> utdt+

+

∫ t f

0
x>t

[
K̇(t) + A>(t)K(t) + K(t)A(t) + Q(t)

]
xtdt+

+

∫ t f

0
2x>t

[
k̇(t) + A>(t)k(t) + K(t)g(t)

]
dt+

+

∫ t f

0
2g>(t)k(t)dt+

∫ t f

0

[
dM>t K(t)xt + x>t K(t)dMt + 2dM>t k(t)

]
+

+

∫ t

0
tr (K(t)d〈M,M〉t) .

(4.12)

Do Lema4.1comv = ut, S = R(t), b = B>(t)(K(t)xt + k(t)) ec = 0:

u>t R(t)ut + 2
[
B>(t)(K(t)xt + k(t))

]> ut =

=
[
ut + R−1(t)B>(t) (K(t)xt + k(t))

]>
R(t)

[
ut + R−1(t)B>(t) (K(t)xt + k(t))

]
−

− x>t K(t)B(t)R−1(t)B>(t)K(t)xt − 2x>t
[
B(t)R−1(t)B>(t)K(t)

]>
kt−

− k>(t)B(t)R−1(t)B>(t)k(t),

(4.13)
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Substituindo a Equação (4.13) em (4.12) e reorganizando, obtém-se:

∫ t

0
x>t Q(t)xt + u>t R(t)utdt+ x>t f

Fxt f = x>0 K(0)x0 + x>0 k(0)+

+

∫ t f

0

[
ut + R−1(t)B>(t) (K(t)xt + k(t))

]>
R(t)

[
ut + R−1(t)B>(t) (K(t)xt + k(t))

]
dt+

+

∫ t f

0
x>t

[
K̇(t) + A>(t)K(t) + K(t)A(t) − K(t)B(t)R−1(t)B>(t)K(t) + Q(t)

]
xtdt+

+

∫ t f

0
2x>t

[
k̇(t) +

(
A(t) − B(t)R−1(t)B>(t)K(t)

)>
k(t) + K(t)g(t)

]
dt+

+

∫ t f

0
2g>(t)k(t)dt+

∫ t f

0

[
dM>t K(t)xt + x>t K(t)dMt + 2dM>t k(t)

]
−

−

∫ t

0
k>(t)B(t)R−1(t)B>(t)k(t)dt+

∫ t

0
tr (K(t)d〈M,M〉t) .

(4.14)

ComoK(t) ek(t) são soluções de (4.7) e (4.8), respectivamente, tem-se

∫ t

0
x>t Q(t)xt + u>t R(t)utdt+ x>t f

Fxt f = x>0 K(0)x0 + x>0 k(0)+

+

∫ t f

0

[
ut + R−1(t)B>(t) (K(t)xt + k(t))

]>
R(t)

[
ut + R−1(t)B>(t) (K(t)xt + k(t))

]
dt+

+

∫ t f

0
2g>(t)k(t)dt+

∫ t f

0

[
dM>t K(t)xt + x>t K(t)dMt + 2dM>t k(t)

]
−

−

∫ t

0
k>(t)B(t)R−1(t)B>(t)k(t)dt+

∫ t

0
tr (K(t)d〈M,M〉t) .

(4.15)

Agora, por hipóteseM ∈M c
2 e, portanto, usando a Proposição2.5da página33, tem-se que:

E

[∫ t f

0

[
dM>t K(t)xt + x>t K(t)dMt + 2dM>t k(t)

]]
= 0. (4.16)
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Finalmente, tomando a esperança em (4.15), obtém-se

E

[∫ t

0
x>t Q(t)xt + u>t R(t)utdt+ x>t f

Fxt f

]
= E

[
x>0 K(0)x0

]
+ E

[
x>0 k(0)

]
+

+ E

[∫ t f

0

[
ut + R−1(t)B>(t) (K(t)xt + k(t))

]>
R(t)

[
ut + R−1(t)B>(t) (K(t)xt + k(t))

]
dt

]
+

+ E

[∫ t f

0
2g>(t)k(t)dt

]
+ E

[∫ t

0
tr (K(t)d〈M,M〉t)

]
− E

[∫ t

0
k>(t)B(t)R−1(t)B>(t)k(t)dt

]
.

(4.17)

�

Corolário 4.1. Sejam A(t), B(t) e R(t) nas condições do Problema4.1, K(t) e k(t) solução das

Equações(4.7) e (4.8), respectivamente. Então,

u∗t B −R−1(t)B>(t) (K(t)yt + k(t)) , t ∈ [0, t f ], (4.18)

onde


dyt =

[(
A(t) − B(t)R−1(t)B>(t)K(t)

)
yt − B(t)R−1(t)B>(t)k(t) + g(t)

]
dt+ dMt,

y0 = ξ,

(4.19)

é tal que u∗ ∈ U1 e

J(u∗) ≤ J(u),∀u ∈ U1. (4.20)

Ainda,

J(u∗) = tr (K(0)P0) + µ
>
0 k(0)+ E

[∫ t f

0
2g>(t)k(t)dt

]
+ E

[∫ t

0
tr (K(t)d〈M,M〉t)

]
−

− E

[∫ t f

0
k>(t)B(t)R−1(t)B>(t)k(t)dt

]
.

(4.21)

Demonstração.Segue diretamente do Teorema4.1. �
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4.2.3 Estudo do Problema4.2

SejamB(t), R(t), r(t), Ci(t), Di(t), fi(t), i = 1, . . . , k dados na definição do Problema4.2.

DefinaΓ : [0, t f ] × Sn0 → Mn×m(R), R : [0, t f ] × Sn0 → Mm×m(R) eΥ[0, t f ] × Sn0 × Rn → Rn

dados por

Γ(t,K(t)) B K(t)B(t) +
k∑

i=1

C>i (t)K(t)Di(t),

R(t,K(t)) B R(t) +
k∑

i=1

D>i (t)K(t)Di(t),

Υ(t,K(t), k(t)) B
k∑

i=1

D>i (t)K(t) fi(t) + B>(t)k(t) + r(t).

(4.22)

Proposição 4.3.Sejam A(t), B(t), Ci(t), Di(t), i = 1, . . . , k dados na definição do Problema4.2.

Então, a equação diferencial matricial

dK
dt

(t) + A>(t)K(t) + K>(t)A(t) +
k∑

i=1

C>i (t)K(t)Ci(t) + Q(t)−

− Γ(t,K(t)) · R−1(t,K(t)) · Γ>(t,K(t)) = 0,

(4.23)

admite uma solução K: [0, t f ] → Sn0.

Demonstração.Basta usar o método de quasi-linearização (BELLMAN , 1955) e aproximações

sucessivas como originalmente feito em (WONHAM, 1968a). Ver, também, (WONHAM, 1970,

p. 152). �

Proposição 4.4.Sejam A(t), B(t), g(t), Ci(t), Di(t), fi(t), i = 1, . . . , k, R(t), q(t) e r(t) dados na

definição do Problema4.2e K(t) solução de(4.23). Então, a equação diferencial

dk
dt

(t) +
[
A>(t) − Γ(t,K(t))R−1(t,K(t))B>(t)

]
k(t) + q(t) + K(t)g(t)+

+

k∑
i=1

C>i (t)K(t) fi(t) − Γ(t,K(t))R−1(t,K(t)) ·

r(t) + k∑
i=1

D>i (t)K(t) fi(t)

 = 0
(4.24)
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admite uma solução k: [0, t f ] → Rn.

Demonstração.Segue da teoria de equações diferenciais ordinárias lineares. �

Teorema 4.2.Sejam u∈ U2 qualquer e x a solução da Equação(4.4) quando u é aplicado.

Então, para cada par(u, xu) o custo dado pela Equação(4.5) pode ser reescrito como:

J(u) = tr (K(0)P0) + 2µ>0 k(0)+
∫ t f

0
2g>(t)k(t)dt+

∫ t f

0

k∑
i=1

f >i (t)K(t) fi(t)dt−

−

∫ t f

0
Υ>(t,K(t), k(t))R−1(t,K(t)) · Υ(t,K(t), k(t))dt+ E

[∫ t f

0
tr (K(t)d〈MM〉t)

]
+

+

∫ t f

0

{
ut + R

−1(t,K(t))
[
Γ>(t,K(t))xt + Υ(t,K(t), k(t))

]}>
· R(t,K(t))·

·
{
ut + R

−1(t,K(t))
[
Γ>(t,K(t))xt + Υ(t,K(t), k(t))

]}
dt.

(4.25)

Demonstração.Definaσi : [0, t f ] × Rn × Rd → Mn×1(R), σ̃ : [0, t f ] × Rn × Rd → Mn×k(R),

σ : [0, t f ] × Rn × Rd →Mn×k+n(R) dadas por

σi(t, x,u) B Ci(t)x+ Di(t)u+ fi(t), (4.26)

σ̃(t, x,u) B
[
σ1(t, x,u) . . . σk(t, x,u)

]
, (4.27)

σ(t, x,u) B
[
σ̃(t, x,u) In×n

]
, (4.28)

e, Ṽt B
[
w1

t . . . wk
t M>t

]>
. Naturalmente, a Equação (4.4) pode ser reescrita como:

dxt = (A(t)xt + B(t)ut + g(t)) dt+ σ(t, xt,ut)dṼt. (4.29)

ConsidereV(t, x) = x>K(t)x+ 2x>k(t) ondeK(t) e k(t) são soluções de (4.23) e (4.24), respec-
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tivamente. Da fórmula de Itô–Doléans-Dade–Meyer, observando que∆xt = 0:

V(t f , xt f ) = V(0, x0) +
∫ t f

0

[
xtK̇(t)xt + 2x>t k̇(t)

]
dt+

+

∫ t f

0

[
dx>t K(t)xt + x>t K(t)dxt + 2dx>t k(t)

]
+

+ tr

(∫ t f

0
K(t)σ(t, xt,ut)σ

>(t, xt,ut)d〈Ṽ, Ṽ〉t

)
.

(4.30)

De (4.29) obtém-se

V(t f , xt f ) = V(0, x0) +
∫ t f

0

[
x>t K̇(t)xt + 2x>t k̇(t)

]
dt+

+

∫ t f

0

[
(A(t)xt + B(t)ut + g(t)) dt+ σ(t, xt,ut)dṼt

]>
K(t)xt+

+

∫ t f

0
x>t K(t)

[
(A(t)xt + B(t)ut + g(t)) dt+ σ(t, xt,ut)dṼt

]
+

+

∫ t f

0
2
[
(A(t)xt + B(t)ut + g(t)) dt+ σ(t, xt,ut)dṼt

]>
k(t)+

+ tr

(∫ t f

0
K(t)σ(t, xt,ut)d〈Ṽ, Ṽ〉tσ

>(t, xt,ut)

)
.

(4.31)

Reordenando,

V(t f , xt f ) = V(0, x0) +
∫ t f

0
x>t

[
K̇(t) + A>(t)K(t) + K(t)A(t)

]
xtdt+

+

∫ t f

0
2x>t

[
k̇(t) + K(t)g(t) + A>(t)k(t)

]
dt+

+

∫ t f

0
2
[
B>(t)K(t)xt + B>(t)k(t)

]> utdt+
∫ t f

0
2g>(t)k(t)+

+ tr

(∫ t f

0
K(t)σ(t, xt,ut)d〈Ṽ, Ṽ〉t

)
σ>(t, xt,ut)+

+

∫ t f

0
dṼ>t σ

>(t, xt,ut)K(t)xt +

∫ t f

0
x>t K(t)σ(t, xt,ut)dṼt+

+

∫ t f

0
dṼ>t σ

>(t, xt,ut)k(t).

(4.32)
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Agora, como〈wi ,w j〉t = δi j t, 〈wi ,M〉t = 01×n, i, j = 1, . . . k tem-se que

〈Ṽ, Ṽ〉t =


Ik×kt 0k×n

0n×k 〈M,M〉t

 , (4.33)

e, portanto,

tr

(∫ t f

0
K(t)σ(t, xt,ut)d〈V,V〉tσ

>(t, xt,ut)

)
=

= tr


∫ t f

0
K(t)σ(t, xt,ut)


Ik×kdt 0k×n

0n×k d〈M,M〉t

σ>(t, xt,ut)

 =
= tr

(∫ t f

0
K(t)σ̃(t, xt,ut)σ̃

>(t, xt,ut)dt

)
+ tr

(∫ t f

0
K(t)d〈M,M〉t

)
=

= tr

∫ t f

0
K(t)

k∑
i=1

σi(t, xt,ut)σ
>
i (t, xt,ut)dt

 + tr

(∫ t f

0
K(t)d〈M,M〉t

)
=

=

k∑
i=1

tr

(∫ t f

0
K(t)σi(t, xt,ut)σ

>
i (t, xt,ut)dt

)
+ tr

(∫ t f

0
K(t)d〈M,M〉t

)
=

=

∫ t f

0

k∑
i=1

σ>i (t, xt,ut)K(t)σi(t, xt,ut)dt+ tr

(∫ t f

0
K(t)d〈M,M〉t

)
=

=

∫ t f

0

k∑
i=1

(Ci(t)xt + Di(t)ut + fi(t))
> K(t) (Ci(t)xt + Di(t)ut + fi(t)) dt+

+ tr

(∫ t f

0
K(t)d〈M,M〉t

)
=

=

∫ t f

0

x>t

 k∑
i=1

Ci(t)K(t)Ci(t)

 xt + 2

 k∑
i=1

D>i (t)K(t) (Ci(t)xt + fi(t))

> ut+

+2x>t

 k∑
i=1

Ci(t)K(t) fi(t)

 + u>t

 k∑
i=1

D>i K(t)Di(t)

 ut +

k∑
i=1

[
fi(t)

>K(t) fi(t)
]+

+ tr

(∫ t f

0
K(t)d〈M,M〉t

)
.

(4.34)

Substituindo (4.34) na Equação (4.32), somando
∫ t f

0

[
x>t Q(t)xt + u>t R(t)ut + 2q(t)>xt + 2r(t)>ut

]
dt
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em ambos os lados de (4.32) e reeordenando obtém-se:

∫ t f

0

[
x>t Q(t)xt + u>t R(t)ut + 2q(t)>xt + 2r(t)>ut

]
dt+ x>t f

Fxt f + 2h>xt f =

= V(0, x0) +
∫ t f

0
x>t

K̇(t) + A>(t)K(t) + K(t)A(t) + Q(t) +
k∑

i=1

Ci(t)K(t)Ci(t)

 xtdt+

+

∫ t f

0
2x>t

k̇(t) + K(t)g(t) + A>(t)K(t) + q(t) +
k∑

i=1

C>i (t)K(t) fi(t)

 dt+

+

∫ t f

0
u>t R(t,K(t))utdt+

+

∫ t f

0
2
[
Γ>(t,K(t))xt + Υ(t,K(t), k(t)

]> utdt+

+

∫ t f

0
2g>(t)k(t)dt+

∫ t f

0

k∑
i=1

f >i (t)K(t) fi(t)dt+
∫ t f

0
tr (K(t) d〈M,M〉t)+

+

∫ t f

0
dṼ>t σ

>(t, xt,ut)K(t)xt +

∫ t f

0
x>t K(t)σ(t, xt,ut)dṼt +

∫ t f

0
dṼ>t σ

>(t, xt,ut)k(t).

(4.35)

Agora, seja

I B
∫ t f

0

{
u>t R(t,K(t))ut + 2

[
Γ>(t,K(t))xt + Υ(t,K(t), k(t)

]> ut

}
dt. (4.36)

Pelo Lema4.1

I =
∫ t f

0

{
ut + R

−1(t,K(t))
[
Γ>(t,K(t))xt + Υ(t,K(t), k(t))

]}>
· R(t,K(t))·

·
{
ut + R

−1(t,K(t))
[
Γ>(t,K(t))xt + Υ(t,K(t), k(t))

]}
−

−
[
Γ>(t,K(t))xt + Υ(t,K(t), k(t))

]>
R−1(t,K(t))

[
Γ>(t,K(t))xt + Υ(t,K(t), k(t))

]
dt,

(4.37)
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reordenando

I =
∫ t f

0

{
ut + R

−1(t,K(t))
[
Γ>(t,K(t))xt + Υ(t,K(t), k(t))

]}>
· R(t,K(t))·

·
{
ut + R

−1(t,K(t))
[
Γ>(t,K(t))xt + Υ(t,K(t), k(t))

]}
−

−

∫ t f

0
x>t Γ(t,K(t))R−1(t,K(t))Γ>(t,K(t))xtdt−

−

∫ t f

0
2x>t Γ(t,K(t))R−1(t,K(t))Υ(t,K(t), k(t))dt−

−

∫ t f

0
Υ>(t,K(t), k(t))R−1(t,K(t))Υ(t,K(t), k(t))dt.

(4.38)

Substituindo (4.38) em (4.35) e reordenando obtém-se:

∫ t f

0

[
x>t Q(t)xt + u>t R(t)ut + 2q(t)>xt + 2r(t)>ut

]
dt+ x>t f

Fxt f + 2h>xt f =

= V(0, x0) +
∫ t f

0

{
ut + R

−1(t,K(t))
[
Γ>(t,K(t))xt + Υ(t,K(t), k(t))

]}>
· R(t,K(t))·

·
{
ut + R

−1(t,K(t))
[
Γ>(t,K(t))xt + Υ(t,K(t), k(t))

]}
dt+

+

∫ t f

0
x>t

K̇(t) + A>K(t) + K(t)A(t) + Q(t) +
k∑
i

Ci(t)K(t)Ci(t)−

− Γ(t,K(t))R−1(t,K(t))Γ>(t,K(t))
]

xtdt+

+

∫ t f

0
2x>t

k̇(t) + K(t)g(t) + A>(t)k(t) + q(t) +
k∑

i=1

C>i (t)K(t) fi(t)−

− Γ(t,K(t))R−1(t,K(t))Υ(t,K(t), k(t))
]
dt−

−

∫ t f

0
Υ>(t,K(t), k(t))R−1(t,K(t))Υ(t,K(t), k(t))dt+

∫ t f

0
2g>(t)k(t)dt+

+

∫ t f

0

k∑
i=1

fi(t)K(t) fi(t)dt+
∫ t f

0
tr (K(t)〈M,M〉t) +

∫ t f

0
dṼ>t σ

>(t, xt,ut)K(t)xt+

+

∫ t f

0
x>t K(t)σ(t, xt,ut)dṼt +

∫ t f

0
dṼ>t σ

>(t, xt,ut)k(t).

(4.39)



CAPÍTULO 4. CONTROLE ÓTIMO DE SISTEMAS LINEARES EXCITADOS POR
MARTINGALES QUADRADO INTEGRÁVEIS 75

Agora, comoK(t) ek(t) satisfazem, respectivamente, (4.23) e (4.24),

E

[∫ t f

0
dV>t σ

>(t, xt,ut)K(t)xt

]
= 0,

E

[∫ t f

0
x>t K(t)σ(t, xt,ut)dVt

]
= 0,

E

[∫ t f

0
dV>t σ

>(t, xt,ut)k(t)

]
= 0,

(4.40)

tomando a esperança em (4.39) obtém-se (4.25). �

Corolário 4.2. Sejam A(t), B(t), g(t), Ci(t), Di(t), fi(t), R(t), Q(t), q(t) e r(t) nas condições do

Problema4.2, K(t) e k(t) solução das Equações(4.23) e (4.24), respectivamente, eΓ(t,K(t)),

R(t) eΥ(t,K(t), k(t)) definidos pela Equação(4.22). Então,

u∗t B −R
−1(t,K(t))

[
Γ>(t,K(t))yt + Υ(t,K(t), k(t))

]
, t ∈ [0, t f ], (4.41)

onde



dyt =
[(

A(t) − B(t)R−1(t,K(t))Γ>(t,K(t))
)
yt − B(t)R−1(t,K(t))Υ(t,K(t), k(t)) + g(t)

]
dt+

+

k∑
i=1

[(
Ci(t) − Di(t)R

−1(t,K(t))Γ>(t,K(t)
)
yt − Di(t)R

−1(t,K(t))Υ(t,K(t), k(t)) + fi(t)
]
wi

t + dMt

y0 = ξ,

(4.42)

é tal que u∗ ∈ U2 e

J(u∗) ≤ J(u),∀u ∈ U2. (4.43)

Ainda,

J(u∗) = tr (K(0)P0) + 2µ>0 k(0)+
∫ t f

0
2g>(t)k(t)dt+

∫ t f

0

k∑
i=1

f >i (t)K(t) fi(t)dt−

−

∫ t f

0
Υ>(t,K(t), k(t))R−1(t,K(t)) · Υ(t,K(t), k(t))dt+ E

[∫ t f

0
tr (K(t)d〈MM〉t)

]
.

(4.44)
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Demonstração.Segue diretamente do Teorema4.2. �

4.3 Sistemas excitados por martingales descontínuos: obser-

vações completas

4.3.1 Formulação dos problemas

Sejam (Ω,F , {F }t≥0,P), ξ, M = (Mt,Ft) e t f ∈ [0,∞) como na Seção4.2. Assuma que

em (Ω,F , {F }t≥0,P) estejam definidos tambémNi = (Ni
t ,Ft), i = 1,2,3, processos de Poisson

unidimensionais com parâmetrosλi, i = 1,2,3, eM̃ = (M̃t,Ft) ∈M2.

Denote porÑi
t , i = 1,2,3, os processos de Poisson compensados associados aNi

t , i = 1,2,3,

ou seja,

Ñi
t = Ni

t − λit, i = 1,2,3. (4.45)

Problema 4.3.Considere um sistema descrito por


dxt =

[
A(t)xt + B(t)ut + g(t)

]
dt+ dM̃t,

x0 = ξ,

(4.46)

onde A : [0, t f ] → Mn×n(R), B : [0, t f ] → Mn×m(R) e g : [0, t f ] → Rn são mapeamentos

contínuos. Assuma quẽMt e ξ são independentes e a performance do sistema possa ser ade-

quadamente mensurada por:

J(u) = E

[∫ t f

0
x>t Q(t)xt + u>t R(t)utdt+ x>t f

Fxt f

]
, (4.47)

onde Q: [0, t f ] → Sn0, R : [0, t f ] → Sm+ são mapeamentos contínuos e F∈ Sn0.
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Denote porU3 o conjunto de todos os processosFt−progressivamente mensuráveis tais

que para cada u∈ U3 a Equação(4.46) admite solução xu e o funcional custo dado pela

Equação(4.47), calculado no par(u, xu), esteja bem definido.

Encontrar, se existir, u∗ ∈ U3 tal que:

J(u∗) = inf
u∈U3

J(u). (4.48)

Problema 4.4.Considere um sistema descrito por


dxt = (A(t)xt + B(t)ut + g(t)) dt+C(t)xtdÑ1

t + D(t)utdÑ2
t + f (t)dÑ3

t + dMt

x0 = ξ,

(4.49)

onde A: [0, t f ] → Mn×n(R), B : [0, t f ] → Mn×m(R), g : [0, t f ] → Rn, C : [0, t f ] → Mn×n(R),

D : [0, t f ] →Mn×m(R), f : [0, t f ] →Mn×1(R), são mapeamentos contínuos.

Assuma quẽNi
t , i = 1,2,3, Mt e ξ são independentes e que a performance do sistema possa

ser adequadamente mensurada por:

J(u) = E

[∫ t f

0

[
x>t Q(t)xt + u>t R(t)ut

]
dt+ x>t f

Fxt f

]
(4.50)

onde Q: [0, t f ] → Sn0 e R: [0, t f ] → Sm+, são mapeamentos contínuos, F∈ Sn0 e h∈ Rn.

Denote porU4 o conjunto de todos os processosFt−progressivamente mensuráveis tais

que para cada u∈ U4 a Equação(4.49) admite solução xu e o funcional custo dado pela

Equação(4.50), calculado no par(u, xu), esteja bem definido.
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Encontrar, se existir, u∗ ∈ U4 tal que:

J(u∗) = inf
u∈U4

J(u). (4.51)

4.3.2 Estudo do Problema4.3

Nos problemas desta seção, diferentemente dos problemas da seção anterior,∆xt não é

necessariamente nulo, ou seja, o estado do sistema apresenta saltos.

Lema 4.2. Sejam u∈ U3 qualquer, x a solução da Equação(4.46) quando u é aplicado, K(t) e

k(t) soluções das Equações(4.7) e (4.8), respectivamente. Defina,

Jt B
∑
s≤t

{
x>s K(s)xs+ 2x>s k(s) − x>s−K(s)xs− − 2x>s−k(s) −

(
2x>s−K(s) + 2k>(s)

)
∆xs

}
. (4.52)

Então,

Jt =
∑
s≤t

(∆M̃s)
>K(s)(∆M̃s). (4.53)

Demonstração.Comoxt = xt− + ∆xt, da definição doJt segue que

Js =
∑
s≤t

{
(xs− + ∆xs)

>K(s)(xs− + ∆xs) + 2(xs− + ∆xs)
>k(s) − x>s−K(s)xs− − 2x>s−k(s)−

−2x>s−K(t)∆xs− 2k>(s)∆xs
}

=
∑
s≤t

∆x>s K(s)∆xs.

(4.54)

Agora,∀t ∈ [0, t f ]

∆xt = ∆M̃t, (4.55)

e, portanto, o resultado segue. �
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Teorema 4.3.Sejam u∈ U3 qualquer, x a solução da Equação(4.46) quando u é aplicado, K

e k soluções das Equações(4.7) e (4.8), respectivamente. Então, para cada par(u, xu) o custo

dado pela Equação(4.47) pode ser reescrito como:

J(u) = tr (K(0)P0) + µ
>
0 k(0)+ E

[∫ t f

0
2g>(t)k(t)dt

]
+ E

[∫ t

0
tr

(
K(t)d〈M̃c, M̃c〉t

)]
−

− E

[∫ t f

0
k>(t)B(t)R−1(t)B>(t)k(t)dt

]
+ E

∑
s≤t

∆M̃>s K(s)∆M̃s

+
+ E

[∫ t f

0

[
ut + R−1(t)B>(t) (K(t)xt + k(t))

]>
R(t)

[
ut + R−1(t)B>(t) (K(t)xt + k(t))

]
dt

]
.

(4.56)

Demonstração.Basta proceder como na demonstração do Teorema4.1e observar queJt inde-

pende deu ∈ U3. �

Corolário 4.3. Sejam A(t), B(t) e R(t) nas condições do Problema4.3, K(t) e k(t) solução das

Equações(4.7) e (4.8), respectivamente. Então,

u∗t B −R−1(t)B>(t) (K(t)yt + k(t)) , t ∈ [0, t f ], (4.57)

onde


dyt =

[(
A(t) − B(t)R−1(t)B>(t)K(t)

)
yt − B(t)R−1(t)B>(t)k(t) + g(t)

]
dt+ dM̃t,

y0 = ξ.

(4.58)

Ainda,

J(u∗) = tr (K(0)P0) + µ
>
0 k(0)+ E

[∫ t f

0
2g>(t)k(t)dt

]
+ E

[∫ t

0
tr

(
K(t)d〈M̃c, M̃c〉t

)]
−

− E

[∫ t f

0
k>(t)B(t)R−1(t)B>(t)k(t)dt

]
+ E

∑
s≤t

∆M̃>s K(s)∆M̃s

 . (4.59)
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Demonstração.Segue diretamente do Teorema4.3. �

4.3.3 Estudo do Problema4.4

Proposição 4.5.SejamÑi, i = 1,2,3 processos de Poisson compensados independentes com

parâmetrosλi, i = 1,2,3. Então,P−q.s.

∆Ñi
t ∆Ñ j

t =


0 se i, j,

∆Ñi
t se i= j.

(4.60)

Demonstração.O casoi = j é imediato visto que∆Ñi
t é sempre 1 ou 0. Considere agorai , j.

Pela regra do produto, Corolário2.2na página35, tem-se:

Ñi
t Ñ j

t =

∫ t

0
Ñi

s−dÑ j
s +

∫ t

0
N j

s−dÑi
t +

∑
s≤t

∆Ñi
t ∆Ñ j

t . (4.61)

Agora, aplicando o operador esperança na equação acima e lembrando que os processos são

independentes e pertencem aM2, obtém-se:

E

∑
s≤t

∆Ñi
t ∆Ñ j

t

 = 0. (4.62)

Finalmente, comõNi
t ≥ 0 eÑ j

t ≥ 0 o resultado segue. �

Proposição 4.6.Sejam A(t), B(t), R(t), D(t) eλ2 como na definição do Problema4.4. Então, a
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equação diferencial de Riccati generalizada2



K̇(t) + A>(t)K(t) + K(t)A(t) + Q(t) + λ1C
>(t)K(t)C(t)−

− K(t)B(t)
(
R(t) + λ2D>(t)K(t)D(t)

)−1 B>(t)K(t) = 0,

K(t f ) = F,

(4.63)

admite uma solução K: [0, t f ] → Sn0.

Demonstração.Basta usar o método de quasi-linearização (BELLMAN , 1955) e aproximações

sucessivas como originalmente feito em (WONHAM, 1968a). Ver também (WONHAM, 1970, p.

162). �

Proposição 4.7.Sejam A(t), B(t), R(t), D(t), λ2 e g(t) como na definição do Problema4.4e K(t)

solução da Equação(4.63). Então, a equação diferencial


k̇(t) +

[
A>(t) − K(t)B(t)

(
R(t) + λ2D>(t)K(t)D(t

)]
k(t) + K(t)g(t) = 0,

k(t f ) = 0,

(4.64)

admite uma solução k: [0, t f ] → Rn.

Lema 4.3. Sejam u∈ U4 qualquer, x a solução da Equação(4.49) quando u é aplicado, K(t) e

k(t) soluções das Equações(4.63) e (4.64), respectivamente. Defina,

Jt B
∑
s≤t

{
x>s K(s)xs+ 2x>s k(s) − x>s−K(s)xs− − 2x>s−k(s) −

(
2x>s−K(s) + 2k>(s)

)
∆xs

}
, (4.65)

2Wonham(1970) utiliza a terminologia equação racional.
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Então,

Jt f =

∫ t f

0
x>s−C

>(s)K(s)C(s)xs−dN1
s +

∫ t f

0
u>s−D

>(s)K(s)D(s)dN2
s +

∫ t f

0
f >(s)K(s) f (s)dN3

s.

(4.66)

Demonstração.Da definição doJt segue que

Js =
∑
s≤t

{
(xs− + ∆xs)

>K(s)(xs− + ∆xs) + 2(xs− + ∆xs)
>k(s) − x>s−K(s)xs− − 2x>s−k(s)−

−2x>s−K(t)∆xs− 2k>(s)∆xs
}

=
∑
s≤t

∆x>s K(s)∆xs.

(4.67)

Agora,

∆xs = C(s)xs−∆Ñ1
s + D(s)us−∆Ñ2

s + f (s)∆Ñ3
s. (4.68)

Substituindo a Equação (4.68) na Equação (4.67) e usando a Proposição4.5segue:

Jt =
∑
s≤t

{
x>s−C

>(s)K(s)C(s)xs−∆Ñ1
s + u>s−D

>(s)K(s)D(s)us−∆Ñ2
s + f >(s)K(s) f (s)∆Ñ3

s

}
(4.69)

Finalmente, como∆Ñi
t = ∆Ni

t , i = 1,2,3 e Ni
t , i = 1,2,3, são puramente descontínuos o

resultado segue (observe queÑi
t não são puramente descontínuos). �

Lema 4.4. Seja Jt definido pela equação4.65. Então,

E [Jt] =
∫ t

0

{
λ1x>s−C

>(s)K(s)C(s)xs− + λ2u
>
s−D

>(s)K(s)D(s)us− + λ3 f >(s)K(s) f (s)
}
dt. (4.70)

Demonstração.Segue do lema anterior e da Proposição2.5na página33. �

Teorema 4.4.Sejam u∈ U3 qualquer e x a solução da Equação(4.49) quando u é aplicado.
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Então, para cada par(u, xu) o custo dado pela Equação(4.50) pode ser reescrito como:

J(u) = tr (K(0)P0) + µ
>
0 k(0)+ E

[∫ t f

0
K(t)d〈M,M〉t

]
+

+

∫ t f

0

[
2g>k(t) + 2λ3 f >(s)K(s) f (s) − k>(t)B(t)

(
R(t) + λ2D>(t)K(t)D(t)

)
B>(t)k(t)

]
+

+ E

[∫ t f

0

[
ut +

(
R(t) + λ2D>(t)K(t)D(t)

)−1 B>(t) (K(t)xt + k(t))
]> (

R(t) + λ2D>(t)K(t)D(t)
)
·

·
[
ut +

(
R(t) + λ2D>(t)K(t)D(t)

)−1 B>(t) (K(t)xt + k(t))
]]
.

(4.71)

Demonstração.Aplicando a fórmula de Itô–Doléans-Dade–Meyer

V(t f , xt f ) = V(0, x0) +
∫ t f

0

[
x>t K̇(t)xt + 2x>t k̇(t)

]
dt

∫ t f

0

[
dx>t K(t)xt− + x>t K(t)dxt + 2dx>t k(t)

]
+

+ tr

(∫ t f

0
K(t)d〈M,M〉t

)
+ Jt.

Agora, observando quẽNi
t , i = 1,2,3, são martingales quadrado integráveis, usando o Lema

4.4 e procedendo analogamente como na demonstração dos Teoremas4.1 e 4.2 o resultado

segue. �

Corolário 4.4. Sejam A(t), B(t) e R(t) nas condições do Problema4.2, K(t) e k(t) soluções das

Equações(4.63) e (4.64), respectivamente. Então,

u∗t B −R̃(t)−1B>(t) (K(t)yt + k(t)) , t ∈ [0, t f ], (4.72)
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ondeR̃(t) B
(
R(t) + λ2D>(t)K(t)D(t)

)
e y satisfaz



dyt =
[(

A(t) − R̃(t)−1B>(t)K(t)
)
yt − R̃(t)−1B>(t)k(t) + g(t)

]
dt+

+C(t)ytdÑ1
t − D(t)R̃(t)−1B>(t) (K(t)yt + k(t)) dÑ2

t + f (t)dÑ3
t + dMt,

y0 = ξ,

(4.73)

é tal que u∗ ∈ U1 e

J(u∗) ≤ J(u),∀u ∈ U1. (4.74)

Ainda,

J(u∗) = tr (K(0)P0) + µ
>
0 k(0)+ E

[∫ t f

0
K(t)d〈M,M〉t

]
+

+

∫ t f

0

[
2g>k(t) + 2λ3 f >(s)K(s) f (s) − k>(t)B(t)

(
R(t) + λ2D>(t)K(t)D(t)

)
B>(t)k(t)

]
.

(4.75)

Demonstração.Segue diretamente da Teorema4.4. �

Observação 4.1.Considere um sistema descrito por


dxt = (A(t)xt + B(t)ut + g(t)) dt+C(t)xtdN1

t + D(t)utdN2
t + f (t)dN3

t + dMt

x0 = ξ,

(4.76)

onde Ni, i = 1,2,3, são processos de Poisson com parâmetroλi, i = 1,2,3. Como os Ni não

são martingales, os resultados desta seção não podem ser aplicados diretamente. Para estudar

sistemas excitados por processos de Poisson basta observar que os Ni podem ser decompostos

como:

Ni
t = Ñi

t + λit, (4.77)
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ondeÑi ∈M2 (processos de Poisson compensados) e, então, reescrever(4.76) como:

dxt =
(
Ã(t)xt + B̃(t)ut + g̃(t)

)
dt+C(t)xtdÑ1

t + D(t)utdÑ2
t + f (t)dÑ3

t + dMt, (4.78)

onde

Ã(t) B A(t) + λ1C(t), (4.79)

B̃(t) B B(t) + λ2D(t), (4.80)

g̃(t) B g(t) + λ3 f (t). (4.81)

O sistema descrito por(4.78) pode, então, ser estudado empregando os resultados desta seção.

Observação 4.2.Resultados análogos ao desta seção podem ser derivados considerando-se

um sistema descrito por:


dxt = (A(t)xt + B(t)ut + g(t)) dt+

k∑
i=1

(Ci(t)xt + Di(t)ut + fi(t)) dÑi
t + dMt

x0 = ξ,

(4.82)

ondeÑi são processos de Poisson compensados independentes.

4.4 Sistemas excitados por martingales contínuos: observações

parciais

Sejam (Ω,F , {F }t≥0,P), M = (Mt,Ft) e ξ como na Seção4.2 e {Yt}t≥0 uma sub-filtração

de{Ft}t≥0.

Teorema 4.5.Considere um sistema descrito pela EDE(4.1) com performance adequadamente
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mensurada pelo funcional custo(4.2). Denote porUY o conjunto dos processos estocásticos ut

adaptados àYt progressivamente mensuráveis e limitados no sentido do L2 e porx̂t = E[xt |Yt].

Então, o funcional custo(4.2) pode ser reescrito como:

J(u) = tr (K(0)P0) + E

[∫ t f

0

(
ut + R−1(t)B>(t)K(t)x̂t

)>
R(t)

(
ut + R−1(t)B>(t)K(t)x̂t

)]
+

+ E

[∫ t f

0
tr

(
K(t)B(t)R−1(t)B>(t)K(t) E

[
(xt − x̂t)(xt − x̂t)

> |Yt
])

dt

]
+

+ tr

(∫ t f

0
K(t)d〈M,M〉t

) (4.83)

Demonstração.Basta observar que E
[
z>t α(t)zt |Yt

]
= E

[
(zt − ẑt)>α(t)(zt − ẑt) |Yt

]
− ẑ>t α(t)ẑt,

ondeẑt B E[zt |Yt], e proceder como na demonstração do Teorema4.1. �

Observação 4.3.O resultado do Teorema4.5pode ser interpretado como uma condição necessária

para a validade do princípio de equivalência à certeza. Basta observar que se

E
[
(xt − x̂t)(xt − x̂t)

> |Yt
]

(4.84)

independer do processo de controle, a minimização em(4.83) é análoga ao caso com obser-

vações completas considerando-se o estado dado porx̂t.

Exemplo 4.1 (Equivalência à certeza no problema LQG).Assuma queξ é uma variável

aleatória gaussiana e considere wt e vt dois processos de Wiener n e m dimensionais, respec-

tivamente, definidos em(Ω,F , {F }t≥0,P) e tais queξ é independente de wt e vt. Defina os
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processos x0 e y0 soluções fortes de


dx0

t = A(t)x0
t dt+ dwt,

x0
0 = ξ,

(4.85)


dy0

t = C(t)y0
t dt+ dvt,

y0
0 = 0.

(4.86)

Para cada u quadrado integrável considere xu e yu soluçõespathwisede


dxu

t =
(
A(t)xu

t + B(t)ut
)
dt,

xu
0 = 0,

(4.87)


dyu

t = C(t)yu
t dt,

yu
0 = 0.

(4.88)

Considere que, para cada u quadrado integrável, o estado do sistema a ser controlado seja

dado por:

xt = x0
t + xu

t , (4.89)

o processo de observações seja dado por

yt = y0
t + yu

t , (4.90)

e que a performance do sistema seja adequadamente mensurada pelo funcional custo(4.2).
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Defina

Y 0
t B σ

(
y0

s , 0 ≤ s≤ t
)
, (4.91)

Y u
t B σ (ys , 0 ≤ s≤ t) . (4.92)

Agora se ut é adaptado àY 0
t tem-se que yut é adaptado àY 0

t e, pela Equação(4.90), tem-se

que yt é adaptado àY 0
t . Logo,Y u

t ⊆ Y 0
t . Analogamente, se vt é adaptado àY u

t obtém-se que

Y 0
t ⊆ Y u

t .

Considere como conjunto de controles admissíveis os processos quadrado integráveisUad

tais que ut é adaptado àY 0
t e àY u

t . Da discussão anterior tem-se que para u∈ Uad, Y 0
t = Y u

t .

Ainda, para esta classe de controles admissíveis pode-se mostrar, ver detalhes em (BENSOUS-

SAN, 2004, p. 31), quêxt é solução de


dx̂t = (A(t)x̂t + B(t)ut)dt+ Π(t)C>(t) (dyt −C(t)x̂tdt) ,

x̂0 = µ0,

(4.93)

onde K(t) é solução de:


− Π̇(t) + A(t)Π(t) + Π(t)A>(t) − Π(t)C>(t)C(t)Π(t) + In = 0,

Π(0) = P(0).

(4.94)

Considere

u∗t = −R−1(t)B>(t)K(t)zt, (4.95)
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onde K(t) é solução de(4.7) e z é dado por:


dzt =

[
A(t) − B(t)R−1(t)B>(t)K(t)

]
ztdt+ Π(t)C>(t) (dβt −C(t)ztdt) ,

z0 = µ0,

(4.96)


dαt =

[
A(t) − B(t)R−1(t)B>(t)K(t)

]
αtdt+ dwt,

α0 = ξ,

(4.97)


dβt = C(t)αtdt+ dvt,

β0 = 0.

(4.98)

Agora, do Teorema(4.5) e observando queE
[
(xt − x̂t)(xt − x̂t)> |Y 0

t

]
independe de u∈ Uad

(direto das Equações(4.93) e (4.94)), pode-se concluir que:

J(u∗) ≤ J(u),∀u ∈ Uad. (4.99)

A validade do princípio de equivalência à certeza para este problema segue observando que

quando u∗ é aplicado em(4.93) a solução desta equação é,∀t ∈ [0, t f ], P−q.s., igual a y (para

detalhes ver, por exemplo, (DAVIS, 1977, p.178)).

Observação 4.4.Uma discussão sobre os princípios de equivalência à certeza e separação é

apresenta no ApêndiceA, página152.

4.5 Comentários finais

Nesta capítulo foram estudados problemas de otimização LQ estocásticos de sistemas ex-

citados por martingales quadrado integráveis tanto contínuos quanto descontínuos. Nos casos

em que as excitações dependiam do estado ou do controle estas foram restritas a processos de
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Wiener e Poisson. Mostra-se que os problemas podem ser estudados empregando-se a fórmula

de Itô–Doléans-Dade–Meyer e soluções de certas equações diferenciais para se reescrever o

funcional custo de forma conveniente para o estudo dos problemas de controle ótimo. No caso

com observações completas foram obtidas soluções explícitas para os problemas estudados. No

caso com observações parciais, observa-se que o funcional custo reescrito pode ser interpre-

tado como uma condição necessária para a validade do princípio de equivalência à certeza. A

aplicação desta condição necessária é exemplificada no problema LQG clássico.



5 Controle ótimo de sistemas lineares com

saltos Markovianos excitados por

martingales quadrado integráveis

“First principles, Clarice. Simplicity.

Read Marcus Aurelius. Of each

particular thing, ask: What is it, in itself,

what is its nature...?"

The Silence of the Lambs

–D. HANNIBAL LECTER

Neste capítulo será estudado o problema de otimização Linear Quadrátrico para sistemas

descritos por Equações Diferenciais Estocásticas lineares com saltos Markovianos nos parâmet-

ros excitadas tanto por Martingales quadrado integráveis contínuos quanto descontínuos. Os

resultados apresentados diferem dos trabalho disponíveis na literatura consultada pelo fato

de se considerar os sistemas excitados por uma classe mais geral de distúrbios, bem como a

utilização da fórmula de Itô–Daleáns-Dade–Meyer para o estudo desta classe de problemas

usando argumentos de completar os quadrados, ao invés do princípio da otimalidade de Bell-
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man ou do máximo de Pontryagin. Uma observação interessante é que mesmo considerando

o sistema submetido a distúrbios não necessariamente iguais a um certo processo de Wiener

o problema de otimização LQ em estudo recai, analogamente ao caso clássico, no estudo de

certas equações diferencias de Riccati acopladas. Os resultados obtidos são particularizados

para o estudo de sistemas excitados por processos de Poisson compensados ou não.

5.1 Introdução

Nesta parte do trabalho atenção será fixada sobre sistemas os quais podem estar sujeitos

a variações abruptas nos seus parâmetros devidas, por exemplo, a falhas aleatórias de certos

componentes do sistema, distúrbios ambientais abruptos, alterações na conexão entre sistemas,

mudanças abruptas e aleatórias no ponto de operação de um certo sistema não-linear, dentre

outros. Veja, por exemplo, (MARITON, 1990, p. 1-21), para exemplos de sistemas práticos que

se enquadram nesta categoria. Em particular, neste trabalho, consideram-se sistemas descritos

por EDE com parâmetros sujeitos a variações abruptas modeladas por uma certa cadeia de

Markov.

Desde os trabalhos pioneiros envolvendo esta classe de sistemas (KRASOVSKII; LIDSKII ,

1961a; KRASOVSKII; LIDSKII , 1961b; KRASOVSKII; LIDSKII , 1961c; WONHAM, 1970; FRAGOSO,

1986; FRAGOSO; HEMERLY, 1991), diversos aspectos envolvendo sistemas descritos por EDE

com saltos Markovianos nos parâmetros foram investigados. Veja, por exemplo, (MARITON,

1990; JI; CHIZECK, 1992; LI; ZHOU, 2002; LI et al., 2003; DRAGAN; MOROZAN, 2004;

ROCHA, 2004; FRAGOSO; ROCHA, 2005; LIU et al., 2005; FRAGOSO; COSTA, 2005) e suas

referências. Exemplos de aplicações no setor aeroespacial envolvendo sistemas com saltos

Markovianos nos parâmetros podem ser encontradas, por exemplo, em (FARIAS et al., 2000;
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STOICA; YAESH, 2002).

Em geral, os trabalhos disponíveis na literatura envolvendo sistemas lineares com saltos

Markovianos tratam apenas do caso de sistemas excitados por processos de Wiener. Em (MARI-

TON, 1990, p.161-165) é estudado o caso de sistemas excitados por processos de Poisson com-

pensados. Aqui considera-se o sistema excitado aditivamente por um martingale quadrado in-

tegrável contínuo ou descontíuo e emprega-se, analogamente ao capítulo anterior, a fórmula de

Itô–Doléans-Dade–Meyer para reescrever o funcional custo, dependendo da solução de uma

certa equação de Riccati, de forma conveniente para se estudar o problema de controle ótimo.

Casos de sistemas excitados por processos de Poisson compensados ou não são estudados como

casos particulares dos resultados apresentados.

Uma versão preliminar deste capítulo foi submetida para publicação (SILVA; YONEYAMA ,

2008b).

Este capítulo será organizado da seguinte forma. Na Seção5.2o caso de sistemas excitados

por martingales quadrado integráveis contínuos é estudado. O caso de martingales descontín-

uos é estudado na Seção5.3. Na Seção5.4 o caso com observações parciais será estudado.

Finalmente, na Seção5.5são tecidos alguns comentários finais.

5.2 Sistemas excitados por Martingales quadrado integráveis

contínuos com observações completas

5.2.1 Formulação do problema

Sejam (Ω,F , {F }t≥0,P) um espaço de probabilidade filtrado satisfazendo as condições

usuais,θ = {θt, t ∈ R+} uma cadeia de Markov homogênea, com trajetórias contínuas pela di-
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reita, espaço de estados finitoS, e semigrupo de transição contínuo{Π(t)}t∈R+. Assuma, sem

perda de generalidade, queS B {e1,e2, . . . ,eN}, ondeei, i = 1, . . . ,N, são os elementos da base

canônica doRN. Denote porΛ o gerador infinitesimal do semigrupo contínuo{Π(t)}t∈R+.

Observação 5.1.Ao considerarS = {e1, . . . ,eN} tem-se queφ, Definição2.45, é tal queφ(θ) =

θ.

Pela Proposição2.10, página42, tem-se queθ = {θt, t ∈ R+} satisfaz

dθt = Λ
>θt−dt+ dNt, (5.1)

onde{Nt}t≥0 ∈M2.

Observação 5.2.Apenas a distribuição do estado incialθ0 do sistema descrito pela Equação

5.1é assumido conhecidoa priori.

Agora, sejamM = (Mt,Ft) ∈M c
2 eξ uma certa variável aletória limitada no sentido doL2.

Assuma queN, θ0, M e ξ são independentes.

Problema 5.1.Denote porU o conjunto de todos os processos estocásticosFt−progressivamente

mensuráveis tais que para cada u∈ U o sistema


dxt =

[
A(t, θt)xt + B(t, θt)ut + g(t)

]
dt+ dMt

xo = ξ,

(5.2)

onde A(t,ei) : [0, t f ] →Mn×n(R), B(t,ei) : [0, t f ] →Mn×m(R), i = 1, . . . ,N e g(t) : [0, t f ] → Rn

são contínuos, admite uma solução xu limitada no sentido do L2. Assuma que a performance
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do sistema seja adequadamente mensurada pelo funcional:

J(u) = E

[∫ t f

0
x>t Q(t, θt)xt + u>t R(t, θt)utdt+ x>t f

Fxt f

]
. (5.3)

onde Q(t,ei) : [0, t f ] → Sn0(R), R(t,ei) : [0, t f ] → Sm+(R), i = 1, . . . ,N, são contínuos e

F ∈ Sn0(R). O problema estudado consiste em encontrar um certo u∗ ∈ U tal que:

J(u∗) = inf
u∈U

J(u). (5.4)

Observação 5.3.Como para cada processo de controle admissível xu é processo limitado no

sentido do L2, tem-se que o funcional custo da Equação(5.3) está bem definido para cada par

(u, xu). Conforme feito usualmente na literatura escrever-se-á apenas J(u).

Na próxima seção, o funcional custo (5.3) será reescrito, empregando a fórmula de Itô–

Doleáns-Dade–Meyer e a solução de uma certa equação de Riccati, de forma conveniente para

o estudo do Problema5.1.

5.2.2 Estudo do Problema5.1

Antes do resultado principal desta seção, Teorema5.1, ser demostrado, alguns resultados

prelimiares e definições relevantes serão apresentadas.

Lema 5.1. Seja u∈ U arbitrário. Denote por x a solução de(5.2) associada ao controle u.

Então, para todo t∈ [0, t f ] ∆xt = 0 P−q.s., ou seja, quase toda realização de x é contínua.

Demonstração.Segue do fato deM ser contínuo. �

Definição 5.1 (Produto de Kronecker).Dadas duas matrizes A∈ Mm×n(R) e B∈ Mp×q(R), o
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produto de Kroneckerde A por B, denotado por A⊗ B, é dado por

A⊗ BB


a11B · · · a1nB

...
. . .

...

am1B · · · amnB


∈ Mmp×nq(R). (5.5)

Proposição 5.1.Sejam A,A ∈ Mm×n(R), B, B ∈ Mp×q(R), C ∈ Mn×r(R), D ∈ Mq×r(R) eα ∈ R.

Então,

(a)
(
A+ A

)
⊗ B = A⊗ B+ A⊗ B;

(b) A⊗
(
B+ B

)
= A⊗ B+ A⊗ B;

(c) α (A⊗ B) = (αA) ⊗ B = A⊗ (αB);

(d) (AC) ⊗ (BD) = (A⊗ B)(C ⊗ D).

Demonstração.Conseqüência imediata da definição. Ver, por exemplo, (BREWER, 1978) e

suas referências. �

Notação 5.1.Para simplificar a notação, defina

(a) A(t) B [A1(t) A2(t) . . . AN(t)] ∈ Mn×nN(R) onde Ai(t) B A(t,ei), i = 1, . . . ,N;

(b) B(t) B [B1(t) B2(t) . . . BN(t)] ∈ Mn×mN(R) onde Bi(t) B B(t,ei), i = 1, . . . ,N;

(c) Q(t) B [Q1(t) Q2(t) . . . QN(t)] ∈ Mn×nN(R) onde Qi(t) B Q(t,ei), i = 1, . . . ,N;

(d) R(t) B [R1(t) R2(t) . . . RN(t)] ∈ Mm×mN(R) onde Ri(t) B R(t,ei), i = 1, . . . ,N.
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Lema 5.2. A EDE da Equação(5.2) pode ser reescrita como

dxt = A(t) (θt ⊗ In) xtdt+

+ B(t) (θt ⊗ In) utdt+ g(t)dt+ dMt.

(5.6)

Demonstração.Conseqüência imediata das definições. �

Proposição 5.2 (Equação de Riccati - Existência de solução).Sejam Ai(t), Bi(t), Qi(t), Ri(t),

i = 1, . . . ,N como na formulação do Problema5.1. Então, existem Ki(t) : [0, tt f ] → S
n0(R),

i = 1, . . . ,N contínuas tais que:


K̇i(t) + A>i Ki(t) + Ki(t)Ai(t) − Ki(t)Bi(t)Ri(t)

−1B>i (t)Ki(t) +
N∑

j=1

λi j K j(t) + Qi(t) = 0,

Ki(t f ) = F, i = 1,2, ...,N.

(5.7)

Demonstração.Basta usar o método de quasi-linearização (BELLMAN , 1955) e aproximações

sucessivas como originalmente feito em (WONHAM, 1968a). Os detalhes podem ser encontra-

dos, por exemplo, em (WONHAM, 1970, p. 193-194). �

Observação 5.4.É interessante ressaltar que, embora se considere neste trabalho sistemas

excitados por martingales quadrado integráveis contínuos quaisquer, a equação de Riccati

(5.7) associada a este problema é igual à estudada quando se considera sistemas excitados

pelo processo de Wiener (FRAGOSO, 1986, p. 57) e (FRAGOSO; HEMERLY, 1991, p. 2557).

Lema 5.3. As Equações(5.7), i = 1, . . .N, podem ser reescritas como:

K̇(t)(ei ⊗ In×n) + [A(t)(ei ⊗ In×n)]
> [K(t)(ei ⊗ In×n)] + [K(t)(ei ⊗ In×n)] [A(t)(ei ⊗ In×n)] −

− [K(t)(ei ⊗ In×n)] [B(t)(ei ⊗ Im×m)] [R(t)(ei ⊗ Im×m)]−1 [B(t)(ei ⊗ Im×m)]> [K(t)(ei ⊗ In×n)] +

+K(t)(Λ> ⊗ In×n)(ei ⊗ In×n) + [Q(t)(ei ⊗ In×n)] = 0.



CAPÍTULO 5. CONTROLE ÓTIMO DE SISTEMAS LINEARES COM SALTOS
MARKOVIANOS EXCITADOS POR MARTINGALES QUADRADO INTEGRÁVEIS 98

Ainda, comoθt ∈ {e1, . . .eN} tem-se:

K̇(t)(θt ⊗ In×n) + [A(t)(θt ⊗ In×n)]
> [K(t)(θt ⊗ In×n)] + [K(t)(θt ⊗ In×n)] [A(t)(θt ⊗ In×n)] −

− [K(t)(θt ⊗ In×n)] [B(t)(θt ⊗ In×n)] [R(t)(θt ⊗ Im×m)]−1 [B(t)(θt ⊗ In×n)]
> [K(t)(θt ⊗ In×n)] +

+K(t)(Λ> ⊗ In×n)(θt ⊗ In×n) + [Q(t)(θt ⊗ In×n)] = 0, t ∈ [0, t f ].

Demonstração.Segue diretamente da definição do produto de Kronecker. �

Proposição 5.3.Sejam Ai(t), Bi(t), Ri(t),Λ e g(t) dadas na formulação do Problema5.1. Então,

as equações diferenciais acopladas


k̇i(t) + A>i (t)ki(t) − Ki(t)Bi(t)Ri(t)B

>
i (t)ki +

N∑
j=1

λi j kj(t) + Ki(t)g(t) = 0,

k(t f ) = 0, i = 1, . . . ,N,

(5.8)

adimitem soluções ki : [0, t f ] → Rn, i = 1, . . . ,N.

Demonstração.Segue da teoria de equações diferenciais lineares. �

Definição 5.2.Sejam Ki(t), ki(t), i = 1, . . . ,N soluções de(5.7) e (5.8), respectivamente. Defina

(a) K(t) B [K1(t) . . .KN(t)] ∈ Mn×nN(R);

(b) k(t) B [k1(t) . . . kN(t)] ∈ Mn×N(R);

(c) V : [t0, t f ] × Rn × RN → R dada por:

V(t, x, θ) B x>K(t)(θ ⊗ IN)x+ 2x>k(t)θ. (5.9)
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Observação 5.5.Da definição de V, Equação(5.9), e das Equações(5.7) e (5.8):

V(t f , xt f , θt f ) = x>t f
Fxt f . (5.10)

Notação 5.2.Os elementos da base canônica doRn serão denotados por̃ei, i = 1, . . . ,n.

Lema 5.4. Seja V: R × Rn × RN → R definido pelas Equações(5.7), (5.8) e (5.9). Então,

Vx(t, x, θ) B

[
∂V
∂x1

(t, x, θ)
∂V
∂x2

(t, x, θ) . . .
∂V
∂xn

(t, x, θ)

]>

=


ẽ>1K(t)(θ ⊗ In×n)x+ x>K(t)(θ ⊗ In×n)ẽ1 + 2ẽ>1 k(t)θ

...

ẽ>nK(t)(θ ⊗ In×n)x+ x>K(t)(θ ⊗ In×n)ẽn + 2ẽ>n k(t)θ


∈ Mn×1(R),

Vx x(t, x, θ) B

[
∂

∂x

(
∂V
∂x1

)
(x, θ) . . .

∂

∂x

(
∂V
∂xn

)
(x, θ)

]

=



∂2V
∂x2

1
· · · ∂2V

∂x1∂xn

...
. . .

...

∂2V
∂xm∂x1

· · · ∂2V
∂x2

n



=


2ẽ>1K(t)(θ ⊗ In×n)e1 · · · 2ẽ>1K(t)(θ ⊗ In×n)en

...
. . .

...

2ẽ>nK(t)(θ ⊗ In×n)e1 · · · 2ẽ>nK(t)(θ ⊗ In×n)en


= K(t)(θ ⊗ In×n) ∈ Mn×n(R)
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Vθ(t, x, θ) B

[
∂V
∂θ1

(t, x, θ)
∂V
∂θ2

(t, x, θ) . . .
∂V
∂θN

(t, x, θ)

]>

=


x>K(t)(e1 ⊗ In×n)x+ 2x>k(t)e1

...

x>K(t)(eN ⊗ In×n)x+ 2x>k(t)en


∈ MN×1(R),

Vθ θ(t, x, θ) B

[
∂

∂θ

(
∂V
∂θ1

)
(t, x, θ) . . .

∂

∂θ

(
∂V
∂θN

)
(t, x, θ)

]
= 0N×N ∈ MN×N(R).

Demonstração.Segue diretamente da definição. �

Lema 5.5. Seja V definido pelas Equações(5.7), (5.8) e (5.9). Então,∀t ∈ [0, t f ]

Jt B V(t, xt, θt) − V(t, xt− , θt−) −
[
V>x (t, xt− , θt−) (xt − xt−) + V>θ (t, xt− , θt−) (θt − θt−)

]
= 0. (5.11)

Demonstração.Inicialmente, comox é P−q.s. contínuo, tem-se que para todot ∈ [0, t f ] ∆xt =

0 P−q.s. e, portanto:

Jt = V(t, xt, θt) − V(t, xt− , θt−) − V>θ (t, xt− , θt−) (θt − θt−) .

Da definição deV e do Lema5.4:

Jt =
{
x>t K(t)(θt ⊗ In×n)xt + 2x>t k(t)θt

}
−

{
x>t K(t)(θt− ⊗ In×n)xt + 2x>t k(t)θt−

}
−

−

N∑
j=1

{
x>t K(t)(ej ⊗ In×n)xt(θ

j
t − θ

j
t−) + 2x>t k(t)ej(θ

j
t − θ

j
t−)

}
.
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Reagrupando e usando as propriedades do produto de Kronecker, Proposição5.1, obtém-se:

Jt = x>t K(t) ((θt − θt−) ⊗ In×n) xt − x>t K(t)


 N∑

j=1

ej(θ
j
t − θ

j
t−)

 ⊗ In×n

 xt

= x>t K(t) ((θt − θt−) ⊗ In×n) xt − x>t K(t) ((θt − θt−) ⊗ In×n) xt.

= 0.

�

Teorema 5.1.Sejam Ki(t), ki(t), i = 1, . . . ,N soluções de(5.7) e (5.8), respectivamente. Para

cada u∈ U denote por x a solução de(5.2). Então, para cada par(u, x) o funcional custo(5.3)

pode ser reescrito como:

J(u) = E
[
x>0K(0)(θ0 ⊗ In×n)x0

]
+ 2E

[
x>0 k(0)θ0

]
+ E

[∫ t f

0
K(t)(θt ⊗ In×n)d〈M,M〉t

]
−

− E
[
θ>t k>(t) [B(t)(θt ⊗ Im×m)] [R(t)(θt ⊗ Im×m)]−1 [B(t)(θt ⊗ Im×m)]> k(t)θt

]
+

+ E

[∫ t f

0

∥∥∥ut + [R(t)(θt ⊗ Im×m)]−1 [B(t)(θt ⊗ Im×m)]> [K(t)(θt ⊗ In×n)] xt+

+ [R(t)(θt ⊗ Im×m)]−1 [B(t)(θt ⊗ Im×m)]> k(t)θt

] ∥∥∥
R(t)(θt⊗Im×m)

(5.12)

Demonstração.Aplicando a fórmula de Itô–Doléans-Dade–Meyer à função V, dada pela Equação

(5.9), obtém-se:

V(t f , xt f , θt f ) = V(0, x0, θ0) +
∫ t f

0
Vt(t, xt, θt−)dt+

+

∫ t f

0
V>x (t, xt, θt−)dxt +

∫ t f

0
V>θ (t, xt, θt−)dθt+

+
1
2

tr


∫ t f

0


Vxx(t, xt, θt−) Vxθ(t, xt, θt−)

Vθx(t, xt, θt−) Vθθ(t, xt, θt)



d〈Mc,Mc〉t d〈Mc,Nc〉t

d〈Nc,Mc〉t d〈Nc,Nc〉t


 +

∑
0≤s≤t

Js.

(5.13)

Como, por hipótese,M ∈ M c
2 tem-se queMc = M e comoM e N ∈ M2 são martingales
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independentes, tem-se que〈Mc,Nc〉t = 0n×N e 〈Nc,Mc〉t = 0N×n. Além disso, pelo Lema5.4,

Vθ θ = 0N×N e, pelo Lema5.5, para todot ∈ [0, t f ], Jt = 0. Assim,

V(t f , xt f , θt f ) = V(0, x0, θ0) +
∫ t f

0
Vt(t, xt, θt−)dt+

+

∫ t f

0
V>x (t, xt, θt−)dxt +

∫ t f

0
V>θ (t, xt, θt−)dθt+

+
1
2

tr

(∫ t f

0
Vxx(t, xt, θt−)d〈M,M〉t

) (5.14)

Usando o Lema5.4mais uma vez, obtém-se:

V(t f , xt f , θt f ) = V(0, x0, θ0) +
∫ t f

0

[
x>t K̇(t)(θt− ⊗ In×n)xt + 2x>t k̇(t)θt−

]
dt+

+

n∑
j=1

∫ t f

0

[
ẽ>j K(t)(θt− ⊗ In×n)xt + x>t K(t)(θt− ⊗ In×n)ẽj + 2ẽ>j k(t)θt−

]
dxj

t+

+

N∑
j=1

∫ t f

0

[
x>t K(t)

(
ej ⊗ In×n

)
xt + 2x>t k(t)ej

]
dθ j

t+

+ tr

(∫ t f

0
K(t)(θt− ⊗ In×n)d〈M,M〉t

)
.

(5.15)

Agora, usando as propriedades do produto de Kronecker, Proposição5.1, obtém-se:

V(t f , xt f , θt f ) = V(0, x0, θt0) +
∫ t f

0

[
x>t K̇(t)(θt− ⊗ In×n)xt + 2x>t k̇(t)θt−

]
dt+

+

∫ t f

0
dx>t K(t)(θt− ⊗ In×n)xt +

∫ t f

t0

x>t K(t)(θt− ⊗ In×n)dxt +

∫ t f

t0

2dx>t k(t)θt−+

+

∫ t f

0
x>t K(t) (dθt ⊗ In×n) xt +

∫ t f

0
2x>t k(t)dθt+

+ tr

(∫ t f

0
K(t)(θt− ⊗ In×n)d〈M,M〉t

)
dt.

(5.16)
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Das Equações (5.1) e (5.2):

V(t f , xt f , θt f ) = V(0, x0, θ0) +
∫ t f

0

[
x>t K̇(t)(θt− ⊗ In×n)xt + 2x>t k̇(t)θt−

]
dt+

+

∫ t f

0

{[
A(t) (θt− ⊗ In) xtdt+ B(t) (θt− ⊗ In) utdt+ g(t)dt+ dMt

]>
K(t)(θt− ⊗ In×n)xt

}
+

+

∫ t f

0

{
x>t K(t)(θt− ⊗ In×n)

[
A(t) (θt− ⊗ In) xtdt+ B(t) (θt− ⊗ In) utdt+ g(t)dt+ dMt

]}
+

+

∫ t f

0
2
[
A(t) (θt− ⊗ In) xtdt+ B(t) (θt− ⊗ In) utdt+ g(t)dt+ dMt

]> k(t)θt−+

+

∫ t f

0
x>t K(t)

[(
Λ>θt−dt+ dNt

)
⊗ In×n

]
xt+

+

∫ t f

0
2x>t k(t)

(
Λ>θt−dt+ dNt

)
+

+ tr

(∫ t f

0
K(t)(θt− ⊗ In×n)d〈M,M〉t

)
.

(5.17)

Novamente, utilizando propriedades do produto de Kronecker, Proposição5.1, obtém-se:

∫ t f

t0

x>t K(t)
((
Λ>θt−dt+ dNt

)
⊗ In×n

)
xt =

=

∫ t f

t0

x>t K(t)
(
Λ>θt−dt⊗ In×n

)
xt +

∫ t f

t0

x>t K(t) (dNt ⊗ In×n) xt

=

∫ t f

t0

x>t K(t)
(
Λ> ⊗ In×n

)
(θt− ⊗ In×n) xtdt+

∫ t f

t0

x>t K(t) (dNt ⊗ In×n) xt.

(5.18)

Substituindo (5.18) em (5.17), somando
∫ t f

0
x>Q(t, θt)xt + u>t R(t, θt)utdt em ambos os mem-

bros, aplicando o operador esperança, reorganizando e lembrando queV(t f , xt f , θt f ) = x>t f
Fxt f ,
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E

[∫ t f

0

(
dM>t (t)K(t)(θt− ⊗ In×n)xt

)]
= 0,

E

[∫ t f

0

(
x>t K(t)(θt− ⊗ In×n)dMt

)]
= 0,

E

[∫ t f

0
dM>t k(t)θt−

]
= 0,

E

[∫ t f

0
x>t K(t) (dNt ⊗ In×n) xt

]
= 0,

E

[∫ t f

0
2x>t k(t)dNt

]
= 0,

(5.19)

obtém-se:

J(u) = E [V(0, x0, θ0)] +

+ E

[∫ t f

0
x>t

[
K̇(t)(θt− ⊗ In×n) + [A(t)(θt− ⊗ In×n)]

> [K(t)(θt− ⊗ In×n)] +

+ [K(t)(θt− ⊗ In×n)] [A(t)(θt− ⊗ In×n)] +

+K(t)
(
Λ> ⊗ In×n

)
(θt− ⊗ In×n) + Q(t)(θt ⊗ In×n)

]
xtdt

]
+

+ E

[∫ t f

t0

2x>t
[
k̇(t)θt + [A(t)(θt ⊗ In×n)]

> k(t)θt + [K(t)(θt ⊗ In×n)] g(t)+

+k(t)Λ>θtdt
]]
+

+ E

[∫ t f

t0

u>t R(t)(θt ⊗ Im×m)ut

]
+

+ E

[∫ t f

t0

2
{
[B(t)(θt− ⊗ Im×m)]> (K(t)(θt− ⊗ In×n)xt + k(t)θt)

}>
ut

]
+

+ E

[
tr

(∫ t f

0
K(t)(θt− ⊗ In×n)d〈M,M〉t

)]
+ E

[∫ t f

0
2g>(t)k(t)θt−dt

]
.

(5.20)
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Agora usando o Lema4.1:

u>t [R(t)(θt ⊗ Im×m)] ut + 2
{
[B(t)(θt− ⊗ Im×m)]> (K(t)(θt− ⊗ In×n)xt + k(t)θt)

}>
ut =

=
∥∥∥ut + [R(t)(θt ⊗ Im×m)]−1 [B(t)(θt ⊗ Im×m)]> [K(t)(θt ⊗ In×n)] xt+

+ [R(t)(θt ⊗ Im×m)]−1 [B(t)(θt ⊗ Im×m)]> k(t)θt

∥∥∥
R(t)(θt⊗Im×m)

−

− x>t [K(t)(θt ⊗ In×n)] [B(t)(θt ⊗ Im×m)] [R(t)(θt ⊗ Im×m)]−1 [B(t)(θt ⊗ Im×m)]> [K(t)(θt ⊗ In×n)] xt−

− 2x>t [K(t)(θt ⊗ In×n)] [B(t)(θt ⊗ Im×m)] [R(t)(θt ⊗ Im×m)]−1 [B(t)(θt ⊗ Im×m)]> k(t)θt−

− θ>t k>(t) [B(t)(θt ⊗ Im×m)] [R(t)(θt ⊗ Im×m)]−1 [B(t)(θt ⊗ Im×m)]> k(t)θt.

(5.21)

Substituindo a Equação (5.21) na Equação (5.20) e lembrando queKi(t), ki(t), i = 1, . . . ,N são

soluções de (5.7) e (5.8), respectivamente, o resultado segue. �

Corolário 5.1. Sejam Ai(t), Bi(t), g(t) e Ri(t), i = 1, . . . ,N nas condições do Problema5.1, Ki(t)

e ki(t), i = 1, . . . ,N, soluções das Equações(5.7) e (5.8), respectivamente. Então,

u∗t B − [R(t)(θt ⊗ Im×m)]−1 [B(t)(θt ⊗ Im×m)]> {[K(t)(θt ⊗ In×n)] yt + k(t)θt} , t ∈ [0, t f ], (5.22)

onde



dyt =
[(

A(t) − [B(t)(θt ⊗ Im×m)] [R(t)(θt ⊗ Im×m)]−1 [B(t)(θt ⊗ Im×m)]> [K(t)(θt ⊗ In×n)]
)
yt −

− [B(t)(θt ⊗ Im×m)] [R(t)(θt ⊗ Im×m)]−1 [B(t)(θt ⊗ Im×m)]> k(t)θt + g(t)
]
dt+ dM̃t,

y0 = ξ,

(5.23)

é tal que u∗ ∈ U e

J(u∗) ≤ J(u),∀u ∈ U. (5.24)
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Ainda,

J(u) = E
[
x>0K(0)(θ0 ⊗ In×n)x0

]
+ 2E

[
x>0 k(0)θ0

]
+ E

[∫ t f

0
K(t)(θt ⊗ In×n)d〈M,M〉t

]
−

− E
[
θ>t k>(t) [B(t)(θt ⊗ Im×m)] [R(t)(θt ⊗ Im×m)]−1 [B(t)(θt ⊗ Im×m)]> k(t)θt

] (5.25)

Demonstração.Segue diretamente do Teorema5.1. �

5.3 Sistemas excitados por Martingales quadrado integráveis

descontínuos com observações completas

5.3.1 Formulação do problema

Sejam (Ω,F , {F }t≥0,P), θ = {θt, t ∈ R+} e ξ como na Seção5.2, M̃ = (M̃t,Ft) ∈M2 e

T B {t ∈ [0, t f ] |∆θt , 0, para algumi = 1, . . . ,N} (5.26)

T ′ B {t ∈ [0, t f ] |∆M̃t , 0, para algumi = 1, . . . ,N}. (5.27)

Assuma queT
⋂
T ′ = ∅.

Problema 5.2.Considere um sistema descrito por:


dxt =

[
A(t, θt)xt + B(t, θt)ut + g(t)

]
dt+ dM̃t

xo = ξ,

(5.28)

onde A(t,ei) : [0, t f ] →Mn×n(R), B(t,ei) : [0, t f ] →Mn×m(R), i = 1, . . . ,N e g(t) : [0, t f ] → Rn

são contínuos. Assuma que a performance do sistema seja adequadamente mensurada pelo
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funcional:

J(u) = E

[∫ t f

0
x>t Q(t, θt)xt + u>t R(t, θt)utdt+ x>t f

Fxt f

]
. (5.29)

onde Q(t,ei) : [0, t f ] → Sn0(R), R(t,ei) : [0, t f ] → Sm+(R), i = 1, . . . ,N, são contínuos e

F ∈ Sn0(R).

Denote porU o conjunto de todos os processosFt−progressivamente mensuráveis limita-

dos no L2. Encontrar, se existir, um certo u∗ ∈ U tal que:

J(u∗) = inf
u∈U

J(u). (5.30)

5.3.2 Estudo do Problema5.2

Lema 5.6. Sejam u∈ U arbitrário, V dada por(5.7), (5.8) e (5.9), θt solução de(5.1) e xt

solução de(5.42) quando u é aplicado.

Jt f B
∑
s≤t f

(V(t, xt, θt) − V(t, xt− , θt−) − Vx(t, xt− , θt−)∆xt − Vθ(t, xt− , θt−)∆θt) . (5.31)

Então,

Jt f =
∑
T ′

∆M̃>s [K(s)(θs⊗ In×n)] ∆M̃s. (5.32)

Demonstração.Análoga a demonstração dos Lemas4.2e5.5. �

Proposição 5.4.Sejam Ki(t), ki(t), i = 1, . . . ,N soluções de(5.7) e (5.8), respectivamente. Para

cada u∈ U denote por x a solução de(5.42) quando u é aplicado. Então, para cada par(u, x)
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o funcional custo(5.3) pode ser reescrito como:

J(u) = E
[
x>0K(0)(θ0 ⊗ In×n)x0

]
+ 2E

[
x>0 k(0)θ0

]
+ E

[∫ t f

0
K(t)(θt ⊗ In×n)d〈M̃

c, M̃c〉t

]
+

+ E

∑
T ′

∆M̃>s K(s)∆M̃s

−
− E

[
θ>t k>(t) [B(t)(θt ⊗ Im×m)] [R(t)(θt ⊗ Im×m)]−1 [B(t)(θt ⊗ Im×m)]> k(t)θt

]
+

+ E

[∫ t f

0

∥∥∥ut + [R(t)(θt ⊗ Im×m)]−1 [B(t)(θt ⊗ Im×m)]> [K(t)(θt ⊗ In×n)] xt+

+ [R(t)(θt ⊗ Im×m)]−1 [B(t)(θt ⊗ Im×m)]> k(t)θt

] ∥∥∥
R(t)(θt⊗Im×m)

.

(5.33)

Demonstração.Basta observar que∆xt = ∆M̃t e proceder como na demonstração dos Teoremas

5.1. �

Corolário 5.2. Sejam Ai(t), Bi(t) e Ri(t), i = 1, . . . ,N nas condições do Problema5.2, Ki(t) e

ki(t), i = 1, . . . ,N, soluções das Equações(5.7) e (5.8), respectivamente. Então,

u∗t B − [R(t)(θt ⊗ Im×m)]−1 [B(t)(θt ⊗ Im×m)]> {[K(t)(θt ⊗ In×n)] yt + k(t)θt} , t ∈ [0, t f ], (5.34)

onde



dyt =
[(

A(t) − [B(t)(θt ⊗ Im×m)] [R(t)(θt ⊗ Im×m)]−1 [B(t)(θt ⊗ Im×m)]> [K(t)(θt ⊗ In×n)]
)
yt −

− [B(t)(θt ⊗ Im×m)] [R(t)(θt ⊗ Im×m)]−1 [B(t)(θt ⊗ Im×m)]> k(t)θt + g(t)
]
dt+ dM̃t,

y0 = ξ,

(5.35)

é tal que u∗ ∈ U e

J(u∗) ≤ J(u),∀u ∈ U, (5.36)
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Ainda,

J(u) = E
[
x>0K(0)(θ0 ⊗ In×n)x0

]
+ 2E

[
x>0 k(0)θ0

]
+ E

[∫ t f

0
K(t)(θt ⊗ In×n)d〈M̃

c, M̃c〉t

]
+

+ E

∑
T ′

∆M̃>s K(s)∆M̃s

−
− E

[
θ>t k>(t) [B(t)(θt ⊗ Im×m)] [R(t)(θt ⊗ Im×m)]−1 [B(t)(θt ⊗ Im×m)]> k(t)θt

]
.

(5.37)

Demonstração.Segue diretamente do Teorema5.1. �

Exemplo 5.1 (Sistema excitado por um processo de Poisson compensado).Considere o

Problema5.1comM̃ = σ(t)Ñ, ondeÑ é um processo de Poisson compensado unidimensional

com parâmetroλ eσ : [0 : t f ] →Mn×1(R) contínua. Neste caso,

〈M̃c, M̃c〉 = 0, (5.38)

E

∑
T ′

∆M̃>s K(s)∆M̃s

 = ∫ t f

0
λσ>(t)K(t)σ(t)dt. (5.39)

Assim, o controle ótimo é dado por(5.34)-(5.35) e o custo ótimo é:

J(u) = E
[
x>0K(0)(θ0 ⊗ In×n)x0

]
+ 2E

[
x>0 k(0)θ0

]
+

∫ t f

0
λσ>(t)K(t)σ(t)dt−

− E
[
θ>t k>(t) [B(t)(θt ⊗ Im×m)] [R(t)(θt ⊗ Im×m)]−1 [B(t)(θt ⊗ Im×m)]> k(t)θt

]
.

(5.40)

Exemplo 5.2 (Sistema excitado por um processo de Poisson).Considere o Problema5.1com

M̃ = σ(t)N1, onde N1 é um processo de Poisson unidimensional com parâmetroλ eσ : [0 :

t f ] →Mn×1(R) contínua. Como N1 não é um martingale, o resultado desta seção não pode ser

aplicado diretamente. Para aplicar o resultado basta observar que N1 pode ser decomposto

como:

N1
t = Ñ1

t + λt, (5.41)



CAPÍTULO 5. CONTROLE ÓTIMO DE SISTEMAS LINEARES COM SALTOS
MARKOVIANOS EXCITADOS POR MARTINGALES QUADRADO INTEGRÁVEIS 110

ondeÑ1 ∈M2 (processo de Poisson compensado), de forma que(5.42) comM̃ = σ(t)N1 pode

ser reescrito como:


dxt =

[
A(t, θt)xt + B(t, θt)ut + g̃(t)

]
dt+ σ(t)dÑ1

t ,

xo = ξ,

(5.42)

ondeg̃(t) = g(t) + λσ(t). ComoÑ1 ∈M2 o resultado desta seção pode ser aplicado como feito

no exemplo anterior.

5.4 Sistemas excitados por Martingales quadrado integráveis

com observações parciais

Sejam (Ω,F , {F }t≥0,P), M = (Mt,Ft) ∈ M c
2 e ξ como na Seção4.2 e {Gt}t≥0 uma sub-

filtração de{Ft}t≥0 tal queσ (θs , 0 ≤ s≤ t) ⊆ Gt, ∀t ∈ [0, t f ].

Lema 5.7.Sejam z= (zt,Ft) eα = (αt,Ft) processos estocásticos definidos em(Ω,F , {F }t≥0,P)

e ẑt B E[z|Gt]. Assuma queαt é adaptado àGt. Então,

E
[
z>t αtzt

]
= E

[
tr

(
αt E

[
(zt − ẑt)(zt − ẑt)

> |Gt
])]
+ E

[
ẑ>t αtẑt

]
(5.43)

Demonstração.Segue diretamente das propriedadas da esperança condicional. �

Teorema 5.2.Considere um sistema descrito pela EDE(5.2) com g= 0 1 e performance ad-

equadamente mensurada pelo funcional custo(5.3). Denote porUG o conjunto dos processos

estocásticos ut adaptados àGt, progressivamente mensuaráveis limitados no sentido do L2, e

1Apenas para simplificar a notação.
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por x̂t B E [xt] Gt. Então o funcional custo(5.3) pode ser reescrito como:

J(u) = E
[
x>0K(0)(θ0 ⊗ In×n)x0

]
+ 2E

[
x>0 k(0)θ0

]
+ E

[∫ t f

0
K(t)(θt ⊗ In×n)d〈M,M〉t

]
+

+ E

[∫ t f

0
tr

(
[K(t)(θt ⊗ In×n)] [B(t)(θt ⊗ In×n)] [R(t)(θt ⊗ Im×m)]−1 [B(t)(θt ⊗ In×n)]

>
·

· [K(t)(θt ⊗ In×n)] E
[
(xt − x̂t)(xt − x̂t)

> |Gt
]
dt

)]
+

+ E

[∫ t f

0

∥∥∥ut + [R(t)(θt ⊗ Im×m)]−1 [B(t)(θt ⊗ Im×m)]> [K(t)(θt ⊗ In×n)] x̂t

] ∥∥∥
R(t)(θt⊗Im×m)

,

(5.44)

onde Ki(t), i = 1, . . . ,N são soluções de(5.7).

Demonstração.Basta usar o Lema5.7e proceder como na demonstração do Teorema5.1. �

Observação 5.6.O resultado do Teorema5.2, analogamente ao Teorema4.5, pode ser inter-

pretado como uma condição necessária para a validade do princípio de equivalência à certeza.

Basta observar que se

E
[
(xt − x̂t)(xt − x̂t)

> |Gt
]

(5.45)

independer do processo de controle a minimização em(5.44) é análoga ao caso com obser-

vações completas considerando-se o estado dado porx̂t.

Observação 5.7.O princípio de equivalência à certeza para o caso clássico de sistema excitado

pelo processo de Wiener, sob a hipótese de observação da variável de saltos, pode ser derivada

usando o Teorema5.2 procedendo analogamente ao Exemplo4.1. As equações do filtro de

Kalman para esta classe de sistemas pode ser encontrada, por exemplo, em (MARITON, 1990,

p. 151-155).
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5.5 Comentários finais

Neste capítulo foram estudados três problemas de otimização LQ de sistemas lineares com

saltos Markovianos nos parâmetros e excitados por Martingales quadrado integráveis tanto con-

tínuos quanto descontínuos. Ao invés de se abordar os problemas demonstrando-se a validade

do princípio da otimalidade de Bellman ou do máximo de Pontryagin, mostrou-se que empre-

gando a fórmula de Itô–Doléans-Dade–Meyer e soluções de certas equações diferenciais, os

funcionais custo podiam ser reescritos de maneira conveniente para o estudo dos problemas

de controle ótimo. Nos dois casos com observações completas, tanto do estado quanto das

variáveis de salto, soluções explícitas para os problemas de controle foram obtidas. Um fato in-

teressante é que, mesmo considerando sistemas excitados por martingales quadrado integráveis,

os quais não possuem necessariamente incrementos independentes ou são processos de Markov

como os processos de Wiener ou Poisson compensados, os processos de controle ótimo são

iguais àqueles dos casos clássicos. No caso com observações parciais, destaca-se que o fun-

cional custo reescrito pode ser interpretado como uma condição necessária para a validade do

princípio de equivalência à certeza.

É importante ressaltar que o problema mais geral de um sistema descrito por



dxt =
[
A(t, θt)xt + B(t, θt)ut + g(t)

]
dt+

k∑
i=1

[
Ci(t, θt−)xt + Di(t, θt−)ut + fi(t, θt−)

]
dni

t+

+ σ(t, θt−)dMt

xo = ξ,

ondeni
t é um processo de Wiener ou de Poisson não necessariamente compensado, com perfor-
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mance mensurada por

J(u) = E

[∫ t f

0
x>t Q(t, θt)xt + u>t R(t, θt)ut + 2k>(t, θt)xt + 2r>(t, θt)utdt+ x>t f

Fxt f + 2h>xt f

]
,

pode ser estudado como feito neste capítulo.



6 Problema LEQG com observações

restritas a certos instantes de tempo e

controles constantes por partes

“...It is argued that the choice of the

performance index to be optimized is

arbitrary and subjective, perhaps only a

matter of taste... These are naive

objections and cannot be accepted from

the scientific point of view."

– R E K

Neste capítulo estuda-se o controle ótimo de sistemas descritos por EDE lineares excitadas

por um processo de Wiener com funcional custo a exponencial de um função quadrática. Dois

casos com observações parciais são estudados: (1) o estado do sistema é observado sem ruído

apenas em certos instantes de tempo fixadosa priori; (2) o controlador recebe informações

ruidosas do estado do sistema apenas em certos instantes de tempo fixadosa priori. Em am-

bos os casos os controles admissíveis são restritos à classe de funções constantes por partes

adaptados a uma certaσ−álgebra. A contribuição desta parte do trabalho é mostrar que os
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problemas originais em tempo contínuo com restrições podiam ser convertidos a problemas

discretos equivalentes sem restrições os quais admitem solução fechada.

6.1 Introdução

Uma classe de problemas na teoria de controle estocástico que tem recebido bastante atenção

nos últimos anos é aquela em que o funcional custo é a exponencial de uma integral (exponential-

of-integral performance index) (RUNOLFSSON, 1994a; RUNOLFSSON, 1994b; CHARALAM-

BOUS, 1997; CHARALAMBOUS; ELLIOTT, 1997; CHARALAMBOUS; ELLIOTT, 1998; LIM;

ZHOU, 2005). Um dos motivos para este interesse deve-se à conexão de problemas desta classe

com certos jogos diferenciais e problemas de controleH∞ (GLOVER; DOYLE, 1988; GLOVER,

1989; JAMES, 1992). Além disto, problemas desta classe têm se mostrado bastante interes-

santes em diversas aplicações, como por exemlo, em economia (HOWARD; MATHESON, 1972),

no guiamento de mísseis (SPEYER, 1976; LIN; LEE, 1995; LIAW; CHEN, 2004) e no pouso de

uma aeronave (LEFEBVRE, 1998). Uma excelente discussão sobre propriedades interessantes

de funcionais custo do tipo exponencial de uma integral pode ser encontrada, por exemplo, em

(KUMAR; SCHUPPEN, 1981).

Problemas desta classe foram inicialmente formulados e resolvidos porJacobson(1973)

para o caso de sistemas lineares com custo a exponencial da integral de uma função quadrática,

o chamado problema Linear Exponencial Quadrático Gaussiano (LEQG) tanto para o caso

contínuo quanto discreto. Ainda em (JACOBSON, 1973), foi demostrada a equivalência en-

tre a solução dos problemas LEQG discreto e contínuo com a de jogos (diferenciais) lineares

quadráticos cooperativos e não-cooperativos.

Casos particulares do problema LEQG com observações parciais, tanto para o problema



CAPÍTULO 6. PROBLEMA LEQG COM OBSERVAÇÕES RESTRITAS A CERTOS
INSTANTES DE TEMPO E CONTROLES CONSTANTES POR PARTES 116

contínuo quanto discreto, foram estudados inicialmente por (SPEYER et al., 1974). No caso

contínuo o problema foi estudado ainda por (SPEYER, 1976) e (KUMAR; SCHUPPEN, 1981).

Ainda em (SPEYER et al., 1974) foi demonstrado que o princípio da equivalência à certeza não

é mais válido para problemas LEQG mas o princípio da separação ainda o é. Em (JACOBSON,

1977) os resultados para os problemas LEQG com observações completas e parciais, contínuos

e discretos, conhecidos até então foram sumarizados.

Um problema LEQG discreto com observações parciais bastante geral foi inicialmente for-

mulado e resolvido em (WHITTLE, 1981; WHITTLE, 1990). A extensão destes resultados para

o tempo contínuo foi esboçada inicialmente em (BENSOUSSAN; VAN SCHUPPEN, 1984) sendo

os detalhes apresentados em (BENSOUSSAN; VAN SCHUPPEN, 1985; BENSOUSSAN, 2004).

Dentre os trabalhos mais recentes envolvendo o problema LEQG podem ser citados ainda

(WHITTLE, 1990; ELLIOTT et al., 1995; COLLINGS, 1995; COLLINGS et al., 1996; CHAR-

ALAMBOUS; HIBEY , 1996; WHITTLE, 1996; YONEYAMA , 2001).

Nesta parte do trabalho, é discutido o problema de controle ótimo estocástico LEQG no

qual o estado do sistema a ser controlado é descrito por uma EDE excitada por um processo

de Wiener e o funcional custo é do tipo exponencial quadrático terminal como em (SPEYER,

1976). Ainda, os controles admissíveis são restritos a processos constantes por partes.

A contribuição desta parte do trabalho consiste na solução de dois problemas LEQG com

observações parciais, para os quais mostra-se que é possível empregar argumentos diretos como

em (HALYO; CAGLAYAN , 1976; JOHNSON, 1991): mostra-se que o problema original contínuo

no tempo com restrições nos controles admissíveis pode ser convertido em um problema de

controle ótimo discreto equivalente o qual admite solução fechada.

Problemas da classe estudada nesta parte do trabalho foram estudados ainda em (YONEYAMA ,
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2001) empregando métodos diferentes.

Os resultados apresentados aqui serão apresentados também em (SILVA; YONEYAMA , 2008d).

Este capítulo está organizado na forma apresentada a seguir. Na Seção6.2 os problemas a

serem estudados serão formulados. Na Seção6.3 alguns resultados preliminares serão deriva-

dos. Nas Seções6.4e 6.5as soluções para os problemas propostos são apresentadas. Por fim,

na Seção6.6são tecidos alguns comentários finais.

6.2 Formulação dos problemas

Sejam (Ω,F , {F }t≥0,P) um espaço de probabilidade filtrado satisfazendo as condições

usuais,t f ∈ [0,+∞), ξ uma variável aleatória Gaussiana com médiam0 e variânciaP0 ∈ S
n+,

w = (wt,Ft) e v = (vt,Ft) processos de Wiener de dimensãoq1 e q2 respectivamente. Assuma

quew, v e ξ são independentes.

Considere um sistema descrito por:


dxt = (A(t)xt + B(t)ut)dt+ σ(t)dwt

x0 = ξ,

(6.1)

ondeA : [0, t f ] → Mn×n(R), B : [0, t f ] → Mn×m(R) eσ : [0, t f ] → Mn×q1 são mapeamentos

contínuos por partes eσ(t)σ>(t) ∈ Sn+, ∀t ∈ [0, t f ].

Assuma que a performance do sistema a ser controlado seja adequadamente mensurada por:

JLEQG(u) B E

[
µexp

(
µ

2

[∫ t f

0
u>t R(t)utdt+ x>t f

Fxt f

])]
, µ ∈ R, (6.2)

ondeR : [0, t f ] → Sn+ é um mapeamento contínuo por partes eF ∈ Sn0.
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Observação 6.1.Considere uma função f: [0,+∞)→ R dada por f(x) = µexp
(
µ

2 x
)
. Observe

que seµ > 0:

0 < µ ≤ f (x) ≤ +∞ (6.3)

e seµ < 0:

µ ≤ f (x) < 0. (6.4)

Assim, paraµ ∈ R o funcional custo(6.2) é tal que JLEQG(u) > −∞ (problema bem posto).

SejaΠ B {t0, t1, . . . , tN}, comt0 = 0 etN = t f uma partição de [0, t f ].

Lema 6.1. O conjuntoUG ,Π dado por

UG ,Π B

u =
N−1∑
k=0

gkX[tk,tk+1) |gk : Ω→ U,Gtk-adaptado, k = 0, . . . ,N − 1

 , (6.5)

Gt B σ
(
[x0, . . . , xtk]

)
, t ∈ [tk, tk+1), k = 0, . . . ,N − 1, (6.6)

está bem definido.

Demonstração.Proceder por indução finita para mostrar queGt independe deu, seu ∈ UG ,Π.

�

Problema 6.1 (Observações sem ruído).Considere um sistema descrito pela Equação(6.1).

Assuma que a performance do sistema é adequadamente mensurada pelo funcional custo(6.2).

Encontrar, se existir, u∗ ∈ UG ,Π, ondeUG ,Π é definido pelas Equações(6.5) e (6.6), tal que:

JLEQG(u∗) = inf
u∈UG ,Π

JLEQG(u). (6.7)
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Considere agora que estão disponíveis apenas observações do tipo

y(tk) = C(k)xtk + vtk, k = 0, . . .N. (6.8)

onde{vtk}
N
k=0 é uma seqüência i.i.d de variáveis aleatórias Gaussianas com média zero e variância

V(k) > 0.

Lema 6.2. O conjuntoUY ,Π dado por

UY ,Π B

u =
N−1∑
k=0

gkX[tk,tk+1) |gk : Ω→ U,Ytk-adaptado, k = 0, . . . ,N − 1

 , (6.9)

Yt B σ
(
[y0, . . . , ytk]

)
, t ∈ [tk, tk+1), k = 0, . . . ,N − 1, (6.10)

está bem definido.

Demonstração.Proceder por indução finita para mostrar queYt independe deu, seu ∈ UY ,Π.

�

Problema 6.2 (Observações ruidosas).Considere um sistema descrito pela Equação(6.1).

Assuma que a performance do sistema é adequadamente mensurada pelo funcional custo(6.2).

Encontrar, se existir, u∗ ∈ UY ,Π, ondeUY ,Π é definido pelas Equações(6.9) e (6.10), tal que:

JLEQG(u∗) = inf
u∈UY ,Π

JLEQG(u). (6.11)
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6.3 Resultados Preliminares

6.3.1 Problema LEQG discreto com observações completas

Nesta seção, alguns dos resultados de (JACOBSON, 1973) e (JACOBSON, 1977, p. 9-18) de

interesse para o estudo dos problemas considerados neste capítulo serão detalhados visando a

esclarecer sob que hipóteses os resultados da Seção6.4são válidos.

Considere um sistema descrito por


xk+1 = Ad(k)xk + Bd(k)uk + σd(k)wk,

x0 = ξ

(6.12)

ondeAd : {0, . . . ,N − 1} → Mn×n(R), Bd : {0, . . . ,N − 1} → Mn×d(R), σd : {0, . . . ,N − 1} →

Mn×q(R), {wk}
N
k=0 é uma seqüência de variáveis aleatórias independentes tal quewk ∼ N(0,W(k)),

W(k) ∈ Sq+, ∀k ∈ {0, . . . ,N − 1}, eξ é uma variável aleatória independente de{wk}
N
k=0 com dis-

tribuiçãoπξ fixada.

Assuma que a performance do sistema a ser controlado seja adequadamente mensurada por

JLEQG(u) B µE

exp

µ2
N−1∑

k=0

(
x>k Qd(k)xk + u>k Rd(k)uk

)
+ x>NFdxN

 (6.13)

ondeµ ∈ R, Qd(k), Fd ∈ S
n0(R), Rd(k) ∈ Sn+(R), ∀k ∈ {0, . . . ,N − 1}.

O problema considerado nesta seção consiste em determinar uma seqüência de controles

u∗0, . . . ,u
∗
N tal queu∗k é adaptado àσ (xi , i = 0, . . . , k) que minimiza o funcional custo (6.13)

(dentre todas as seqüências de controle adaptadas).
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Teorema 6.1.Se V(0, x),V(1, x), . . . ,V(N, x) satisfazem:

V(k, x) = inf
v∈Rd

[
exp

(
µ

2
(
x>Qd(k)x+ v>Rd(k)v

))
· E [V(k+ 1,Ad(k)x+ Bd(k)v+ σd(k)wk)]

]
,

V(N, x) = µexp
(
µ

2
x>Fd(N)x

)
, ∀x ∈ Rn,

(6.14)

e o ínfimo é atingido por v(k, x), k = 0, . . . ,N−1, então u∗k, k = 0, . . . ,N−1dada por u∗k = v(k, zk)

onde 
zk+1 = Ad(k)zk + Bd(k)v(k, zk) + σd(k)wk,

z0 = ξ,

(6.15)

minimiza o funcional custo(6.13) e é tal que u∗k, é adaptado àσ (xi , i = 0, . . . , k), k = 0, . . . ,N−

1. Além disso, o custo ótimo é dado por V(0, x0).

Demonstração.Uma demonstração formal segue os argumentos de (ELLIOTT et al., 1995,

p.265-289). �

Proposição 6.1.Sejamα : {0,1, . . . ,N} → R e S : {0,1, . . . ,N} → Sn+(R) soluções de


α(k) = α(k+ 1)

(√
det

(
Iq − µW(k)σ>d (k)S(k+ 1)σd(k)

))−1

, k = 0, . . . ,N − 1

α(N) = 1,

(6.16)

e


S(k) = Qd(k) + A>d (k)

(
S̃(k+ 1)− S̃(k+ 1)Bd(k)R̃−1

d (k)B>d (k)S̃(k+ 1)
)
Ad(k),

S(N) = Fd,

(6.17)

onde,R̃d(k) B
(
Rd(k) + B>d (k)S̃(k+ 1)Bd(k)

)
e

S̃(k+1)B S(k+1)+µS(k+1)σd(k)
(
W−1(k) − µσ>d (k)S(k+ 1)σd(k)

)−1
σ>d (k)S(k+1). (6.18)
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Então,

V(k, x) = µα(k) exp
(
µ

2
x>S(k)x

)
(6.19)

é solução de(6.14). Ainda, para cada par(k, x), k = 0,1, . . . ,N − 1, x ∈ Rn, o ínfimo em(6.14)

é alcançado por

v∗(k, x) = −M(k)x, (6.20)

onde

M(k) =
(
Rd(k) + B>d (k)S̃(k+ 1)Bd(k)

)−1
B>d (k)S̃(k+ 1)Ad(k), k = 0,1, . . . ,N − 1. (6.21)

Observação 6.2.Ao assumir que existe S: {0,1, . . . ,N} → Sn+(R) na Proposição6.1 está

sendo assumido que

W̃(k) B
(
W−1(k) − µσ>d (k)S(k+ 1)σd(k)

)
> 0, (6.22)

R̃(k) B Rd(k) + B>d (k)S̃(k+ 1)Bd(k) > 0. (6.23)

No casoµ < 0 é fácil provar por indução quẽW(k) ∈ Sn+, k = 0, . . . ,N − 1. No casoµ > 0,

dependendo dos autovalores de W(k), matriz de covariância do ruído do estado, pode ser que

W̃(k) não seja invertível. Aqui, assume-se que os ruídos possuem intensidade suficientemente

“pequenas” para garantir quẽW(k) ∈ Sn+, k = 0, . . . ,N − 1.

Antes da demonstração da Proposição (6.1) serão demonstrados alguns lemas.

Lema 6.3. Seja V(k, x) dado pela Equação(6.19). Então,

E [V(k+ 1,Ad(k)x+ Bd(k)v+ σd(k)wk)] =

= µα(k) · exp
(
µ

2
(Ad(k)x+ Bd(k)v)> S̃(k) (Ad(k)x+ Bd(k)v)

)
, k = 0, . . . ,N − 1,

(6.24)
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ondeS̃(k) é dado pela Equação(6.18).

Demonstração.

E [V(k+ 1,Ad(k)x+ Bd(k)v+ σd(k)wk)] =

= E
[
µα(k+ 1) exp

(
µ

2
(Ad(k)x+ Bd(k)v+ σd(k)wk)

> S(k+ 1)(Ad(k)x+ Bd(k)v+ σd(k)wk)
)]

= µα(k+ 1) exp
(
µ

2
(Ad(k)x+ Bd(k)v)> S(k+ 1)(Ad(k)x+ Bd(k)v)

)
·

· E
[
exp

(
µ

2
(
w>kσ

>
d (k)S(k+ 1)σd(k)wk + 2(Ad(k)x+ Bd(k)v)> S(k+ 1)σd(k)wk

))]
.

Agora, comowk ∼ N(0,W(k)) tem-se

E [V(k+ 1,Ad(k)x+ Bd(k)v+ σd(k)wk)] =

= µα(k+ 1) exp
(
µ

2
(Ad(k)x+ Bd(k)v)> S(k+ 1)(Ad(k)x+ Bd(k)v)

)
·

·

∫
Rq

exp
(
µ

2
(
w>kσ

>
d (k)S(k+ 1)σd(k)wk + 2(Ad(k)x+ Bd(k)v)> S(k+ 1)σd(k)wk

))
·

·
1√

(2π)q det(W(k))
exp

(
−

1
2

w>k W−1(k)wk

)
dwk

=
µα(k+ 1)√

(2π)q det(W(k))
exp

(
µ

2
(Ad(k)x+ Bd(k)v)> S(k+ 1)(Ad(k)x+ Bd(k)v)

)
·

·

∫
Rq

exp
(
µ

2
(
w>kσ

>
d (k)S(k+ 1)σd(k)wk + 2(Ad(k)x+ Bd(k)v)> S(k+ 1)σd(k)wk

))
·

· exp

(
−

1
2

w>k W−1(k)wk

)
dwk

=
µα(k+ 1)√

(2π)q det(W(k))
exp

(
µ

2
(Ad(k)x+ Bd(k)v)> S(k+ 1)(Ad(k)x+ Bd(k)v)

)
·

·

∫
Rq

exp

(
−

1
2

(
w>k W̃(k)wk + 2W

>
(k)wk

))
dwk,

ondeW̃(k) é dado pela Equação (6.22) eW(k) B −µσ>d (k)S(k+ 1)(Ad(k)x+ Bd(k)v).

Usando o Lema4.1, para completar os quadrados, lembrando que, por hipótese, ver Obser-
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vação6.2, W̃(k) ∈ Sd+ está bem definido, tem-se

E [V(k+ 1,Ad(k)x+ Bd(k)v+ σd(k)wk)] =

= µα(k+ 1)

√
(2π)q det

(
W̃−1(k)

)
√

(2π)q det(W(k))
exp

(
µ

2
(Ad(k)x+ Bd(k)v)> S(k+ 1)(Ad(k)x+ Bd(k)v)

)
·

·

∫
Rq

1√
(2π)q det

(
W̃−1(k)

) exp

(
−

1
2

((
wk + W̃−1(k)W(k)

)>
W̃(k)

(
wk + W̃−1(k)W(k)

)))
dwk

· exp

(
1
2

W
>
(k)W̃−1(k)W(k)

)
.

Agora, como a integral na equação anterior é igual a 1,

detW̃−1(k) = det
[(

W−1(k) − µσ>d (k)S(k+ 1)σd(k)
)−1

]
= det

[(
Iq − µW(k)σ>d (k)S(k+ 1)σd(k)

)−1
W(k)

]
= det(W(k))

[
det

(
Iq − µW(k)σ>d (k)S(k+ 1)σd(k)

)]−1
,

e, da definição deα(k), segue

E [V(k+ 1,Ad(k)x+ Bd(k)v+ σd(k)wk)] =

= µα(k) exp
(
µ

2
(Ad(k)x+ Bd(k)v)> S(k+ 1)(Ad(k)x+ Bd(k)v)

)
·

· exp

(
1
2

W
>
(k)W̃−1(k)W(k)

)
.

O resultado segue da equação anterior e da definição deW(k) deS̃(k+ 1), Equação (6.18). �

Lema 6.4. Seja V dado pela Equação(6.19). Então,

exp
(
µ

2
(
x>Qd(k)x+ v>Rd(k)v

))
· E [V(k+ 1,Ad(k)x+ Bd(k)v+ σd(k)wk)] =

= µ · α(k) · exp
(
µ

2
(v+ M(k)x)>

(
Rd(k) + B>d S̃(k+ 1)Bd(k)

)−1
(v+ M(k)x)

)
·

· exp
µ

2
x>S(k)x,

(6.25)
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onde S(k) é dada pela Equação(6.17).

Demonstração.Usando o resultado do Lema6.3, tem-se

exp
(
µ

2
(
x>Qd(k)x+ v>Rd(k)v

))
· E [V(k+ 1,Ad(k)x+ Bd(k)v+ σd(k)wk)] =

= exp
(
µ

2
(
x>Qd(k)x+ v>Rd(k)v

))
· µα(k) exp

(
µ

2
(Ad(k)x+ Bd(k)v)> S̃(k+ 1)(Ad(k)x+ Bd(k)v)

)
= µα(k) exp

(
µ

2
(
x>Qd(k)x+ v>Rd(k)v

))
·

· exp
(
µ

2

(
x>A>d (k)S̃(k+ 1)Ad(k)x+ 2x>A>d (k)S̃(k+ 1)Bd(k)v+ v>B>d (k)S̃(k)Bd(k)v

))
= µα(k) exp

(
µ

2

(
v>

(
Rd(k) + B>d (k)S̃(k+ 1)Bd(k)

)
v+ 2x>A>d (k)S̃(k+ 1)Bd(k)v

))
·

· exp
(
µ

2
x>

(
Qd(k) + A>d (k)S̃(k+ 1)Ad(k)

)
x
)
.

Do Lema4.1, Observação6.2e da Equação (6.21):

exp
(
µ

2
(
x>Qd(k)x+ v>Rd(k)v

))
· E [V(k+ 1,Ad(k)x+ Bd(k)v+ σd(k)wk)] =

= µα(k) exp
(
µ

2
(v+ M(k)x)>

(
Rd(k) + B>d S̃(k+ 1)Bd(k)

)−1
(v+ M(k)x)

)
·

· exp
[
−
µ

2

(
x>A>d (k)S̃(k+ 1)Bd(k)

(
Rd(k) + B>d S̃(k+ 1)Bd(k)

)−1
B>d (k)S̃(k+ 1)A>d (k)x

)]
·

· exp
(
µ

2
x>

(
Qd(k) + A>d (k)S̃(k+ 1)Ad(k)

)
x
)
.

Usando a Equação (6.17), definição deS(k), k = 0, . . . ,N, obtém-se

exp
(
µ

2
(
x>Qd(k)x+ v>Rd(k)v

))
· E [V(k+ 1,Ad(k)x+ Bd(k)v+ σd(k)wk)] =

= µα(k) exp
(
µ

2
(v+ M(k)x)>

(
Rd(k) + B>d S̃(k+ 1)Bd(k)

)−1
(v+ M(k)x)

)
·

· exp
µ

2
x>S(k)x.

�



CAPÍTULO 6. PROBLEMA LEQG COM OBSERVAÇÕES RESTRITAS A CERTOS
INSTANTES DE TEMPO E CONTROLES CONSTANTES POR PARTES 126

Lema 6.5. Seja V dada pela Equação(6.19). Então,

inf
v∈Rd

[
exp

(
µ

2
(
x>Qd(k)x+ v>Rd(k)v

))
· E [V(k+ 1,Ad(k)x+ Bd(k)v+ σd(k)wk)]

]
= exp

(
µ

2
x>S(k)x

)
.

(6.26)

Demonstração.Segue diretamente do Lema6.4. �

Demonstração da Proposição(6.1). Proceder por indução finita emk e usar os resultados dos

lemas anteriores. �

Observação 6.3.Observe que nas demostrações das proposições anteriores foi explicitamente

empregado a natureza exponencial da distribução Gaussiana de wk. Observe também queξ

não foi suposta ser necessariamente Gaussiana.

6.3.2 Problema LEQG discreto com observações parciais

Nesta seção, analogamente à seção anterior, detalhes de alguns dos resultados de (SPEYER

et al., 1974) e (JACOBSON, 1977, p. 24-32) serão apresentados visando a esclarecer sob que

hipóteses os resultados da Seção6.5são válidos.

Considere o sistema descrito por (6.12), agora impondoξ ∼ N(0,Y0). Assuma o seguinte

processo de observações

yk = Cd(k)xk + vk, (6.27)

ondeCd : {0, . . . ,N} → Mm×n(R) e {vk}
N
k=0 é uma seqüência de variáveis aleatórias indepen-

dentes tal quevk ∼ N(0,V(k)), V(k) > 0. Assuma ainda que as seqüências{vk}
N
k=0, {wk}

N
k=0

e ξ são independentes. O problema considerado nesta seção consiste em minimizar o fun-

cional custo (6.13), assumindoQd(k) = 0, k = 0,1, . . . ,N − 1, e que cadauk é adaptado à
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σ (yi , i = 0, . . . , k).

Antes de ser apresentado o resultado principal desta seção, Teorema6.3, serão apresentados

alguns resultados preliminares.

Teorema 6.2 (Kalman-Bucy, 1961).Sejam xk e yk dados por(6.12) e (6.27), respectivamente,

com uk adaptado àYk, onde

Yk B σ (yi , i = 0, . . . , k) , k = 0,1, . . . ,N. (6.28)

Defina

x̂i| j B E
[
xi |Y j

]
, (6.29)

P(i, j) B E
[(

xi − x̂i| j

) (
xi − x̂i| j

)>]
, k = 0,1, . . . ,N. (6.30)

Então, P(0,0) = var(x0) e, para k= 1, . . . ,N,


P(k, k) = P(k, k− 1)

(
In −Cd(k)>

(
Cd(k)P(k, k− 1)C>d (k) + V(k)

)−1 Cd(k)P(k, k− 1)
)
,

P(k, k− 1) = Ad(k− 1)P(k− 1, k− 1)A>d (k− 1)+ σd(k)W(k− 1)σ>d (k).

(6.31)

Ainda,

x̂k|k = x̂k|k−1 + K(k)γk, (6.32)

x̂k|k−1 = Ad(k− 1)x̂k−1|k−1 + B(k− 1)uk−1, (6.33)
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onde

γk B yk − E
[
yk |Yk−1

]
= yk − ŷk|k−1, (6.34)

γk = yk −Cd(k)x̂k|k−1, (6.35)

e

K(k) = P(k, k)C>d (k)V−1(k). (6.36)

Demonstração.Veja, por exemplo, (GONÇALVES, 2005). �

Notação 6.1.Empregar-se-á a seguinte notação

x̂k B x̂k|k, k = 0, . . .N, (6.37)

P(k) B P(k, k), k = 0, . . . ,N. (6.38)

Lema 6.6. O processo ek B xk − x̂k|k é independente deYk.

Demonstração.Veja, por exemplo, (GONÇALVES, 2005). �

Lema 6.7. {γk}
N
k=0 é uma seqüência de variáveis aleatórias Gaussianas com média zero e var-

iância

Γ(k) B E
[
γkγ

>
k

]
= Cd(k)P(k, k− 1)C>d (k) + V(k) (6.39)

tal queγk é independente deYk−1.

Demonstração.Veja, por exemplo, (GONÇALVES, 2005). �

Lema 6.8. Sejam xk e yk dados por(6.12) e (6.27), respectivamente, com uk adaptado àYk (ver
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Equação(6.28)). Então,

E
[
exp

(
µ

2
x>NFdxN

)
|YN

]
=

=
[
det(In − µP(N)Fd)

]− 1
2 exp

(
µ

2
x̂>N

[
Fd(In − µP(N)Fd)

−1
]

x̂>N

)
.

(6.40)

Demonstração.Como, pelo Teorema6.2, a distribuição dexN dadoYN éN(x̂N,P(N)) tem-se:

E
[
exp

(
µ

2
x>NFdxN

)
|YN

]
=

=

∫
Rn

exp
(
µ

2
x>Fdx

) 1√
(2π)n detP(N)

exp

(
−

1
2

(x− x̂N)>P−1(N)(x− x̂N)

)
dx

=
1√

(2π)n detP(N)

∫
Rn

exp

(
−

1
2

(
−µx>Fdx+ (x− x̂N)>P−1(N)(x− x̂N)

))
dx.

(6.41)

Agora, pelo Lema4.1,

− µx>Fdx+ (x− x̂N)>P−1(N)(x− x̂N) =

= x>
(
P−1(N) − µFd

)
x− 2x̂>NP−1(N)x+ x̂>NP−1x̂N =

=

(
x−

(
P−1(N) − µFd

)−1
P−1(N)x̂N

)> (
P−1(N) − µFd

) (
x−

(
P−1(N) − µFd

)−1
P−1(N)x̂N

)
+

+ x̂>N

(
P−1(N) − P−1(N)

(
P−1(N) − µFd

)−1
P−1(N)

)
x̂N.

(6.42)

Ainda,

P−1(N) − P−1(N)
(
P−1(N) − µFd

)−1
P−1(N) =

= P−1(N) − P−1(N) (I − µP(N)Fd)
−1 =

= P−1(N)
[
In − (In − µP(N)Fd)

−1
]
=

= P−1(N)
{[

(In − µP(N)Fd) − In
]
(In − µP(N)Fd)

−1
}
=

= −µFd(1− µP(N)Fd)
−1.

(6.43)
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Agora, substituindo (6.42) e (6.43) em (6.41) obtém-se:

E
[
exp

(
µ

2
x>NFdxN

)
|YN

]
=

=

√
(2π)n det

(
P−1(N) − µFd

)−1√
(2π)n detP(N)

exp
(
µ

2
x̂>NFd(1− µP(N)Fd)

−1x̂N

)
·

·

∫
Rn

1√
(2π)n det

(
P−1(N) − µFd

)−1
exp(x− x̃)>

(
P−1(N) − µFd

)
(x− x̃)dx,

(6.44)

ondex̃B
(
P−1(N) − µFd

)−1
P−1(N)x̂N. Observando que a integral na equação anterior é igual a

1 e que: √
(2π)n det

(
P−1(N) − µFd

)−1√
(2π)n detP(N)

= (det(In − µP(N)Fd))
− 1

2 , (6.45)

o resultado segue. �

Lema 6.9. Sejam xk e yk dados por(6.12) e (6.27), respectivamente, com uk adaptado àYk (ver

Equação(6.28)). Considere ainda, i∈ {1, . . . ,N}, Γ(i) dado por(6.39), K(i) dado por(6.36) e

M̃ ∈ Sn+ tal que:

Γ̃(i) B Γ−1(i) − µK>(i)M̃K(i) > 0. (6.46)

Então,

E
[
exp

(
µ

2
x̂>i M̃x̂i

)
|Yi−1

]
=

1√
det

(
I − µK>(i)M̃K(i)Γ(i)

) exp
(
µ

2
x̂>i|i−1Mx̂i|i−1

)
, (6.47)

ondex̂i|i−1 é dado por(6.33) e

M B M̃ + µM̃K(i)
(
Γ−1(i) − µK>(i)M̃K(i)

)−1
K>(i)M̃. (6.48)
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Demonstração.Inicialmente, usando (6.32), segue que

E
[
exp

(
µ

2
x̂>i M̃x̂i

)
|Yi−1

]
=

= E
[
exp

µ

2
(
x̂i|i−1 + K(i)γi

)> M̃
(
x̂i|i−1 + K(i)γi

)
|Yi−1

]
= exp

(
µ

2
x̂>i|i−1M̃x̂i|i−1

)
· E

[
exp

(
µ

2

(
γ>i K>(i)M̃K(i)γi + 2x̂>i|i−1M̃K(i)γi

))
|Yi−1

]
,

(6.49)

pois x̂i|i−1 éYi−1-mensurável. Comoγi é independente deYi−1, tem-se que

E
[
exp

(
µ

2
x̂>i M̃x̂i

)
|Yi−1

]
= exp

(
µ

2
x̂>i|i−1M̃x̂i|i−1

)
· Ψ(x̂i|i−1), (6.50)

onde

Ψ(x) B E
[
exp

(
µ

2

(
γ>i K>(i)M̃K(i)γi + 2x>M̃K(i)γi

))]
. (6.51)

Agora, comoγi ∼ N (0,Γ(i)) (ver Lema6.7) pode-se calcular explicitamente a esperança na

definição deΨ(x):

Ψ(x) =
∫
Rm

exp
(
µ

2

(
γ>K>(i)M̃K(i)γ + 2x>M̃K(i)γ

))exp
(
−1

2γ
>Γ−1(i)γ

)
√

(2π)m detΓ(i)
dγ

=
1

√
(2π)m detΓ(i)

∫
Rm

exp

(
−

1
2

(
γ>

(
Γ−1(i) − µK>(i)M̃K(i)

)
γ − 2µx>M̃K(i)γ

))
dγ

=
1

√
(2π)m detΓ(i)

∫
Rm

exp

(
−

1
2

(
γ>Γ̃(i)γ − 2µx>M̃K(i)γ

))
dγ,

(6.52)

ondẽΓ(i) é dado por (6.46).

Do Lema4.1, tem-se que

γ>Γ̃(i)γ − 2µx>M̃K(i)γ =

=
(
γ − µΓ̃−1(i)K>(i)M̃x

)>
Γ̃(i)

(
γ − µΓ̃−1(i)K>(i)M̃x

)
− µ2x>M̃K(i )̃Γ−1(i)K>(i)M̃x.

(6.53)
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Substituindo (6.53) em (6.52), obtém-se:

Ψ(x) =

√
det̃Γ−1(i)
detΓ(i)

exp

(
µ2

2
x>M̃K(i )̃Γ−1(i)K>(i)M̃x

)
·

·

∫
Rm

1√
(2π)m det̃Γ−1(i)

exp

(
−

1
2

(
γ − µΓ̃−1(i)K>(i)M̃x

)>
Γ̃(i)

(
γ − µΓ̃−1(i)K>(i)M̃x

))
dγ

Agora,

∫
Rm

1√
(2π)m det̃Γ−1(i)

exp

(
−

1
2

(
γ − µΓ̃−1(i)K>(i)M̃x

)>
Γ̃(i)

(
γ − µΓ̃−1(i)K>(i)M̃x

))
dγ = 1

√
det̃Γ−1(i)
detΓ(i)

=
1√

det
(̃
Γ(i)Γ(i)

) = 1√
det

(
I − µK>(i)M̃K(i)Γ(i)

)
Portanto,

Ψ(x) =
1√

det
(
I − µK>(i)M̃K(i)Γ(i)

) exp

(
µ2

2
x>M̃K(i )̃Γ−1(i)K>(i)M̃x

)
(6.54)

Substituindo a Equação (6.54) na Equação (6.50):

E
[
exp

(
µ

2
x̂>i M̃x̂i

)
|Yi−1

]
= exp

(
µ

2
x̂>i|i−1M̃x̂i|i−1

)
·

exp
(
µ2

2 x̂>i|i−1M̃K(i )̃Γ−1(i)K>(i)M̃x̂i|i−1

)
√

det
(
I − µK>(i)M̃K(i)Γ(i)

)
=

1√
det

(
I − µK>(i)M̃K(i)Γ(i)

) exp
(
µ

2
x̂>i|i−1Mx̂i|i−1

) (6.55)

�

Lema 6.10. Sejam xk e yk dados por(6.12) e (6.27), respectivamente, com uk adaptado àYk

(ver Equação(6.28)). Considere ainda, i∈ {1, . . . ,N}, Γ(i) dado por(6.39), K(i) dado por



CAPÍTULO 6. PROBLEMA LEQG COM OBSERVAÇÕES RESTRITAS A CERTOS
INSTANTES DE TEMPO E CONTROLES CONSTANTES POR PARTES 133

(6.36) e M̃ ∈ Sn+ satisfazendo(6.46). Então,

E

µexp

µ2
 i−1∑

k=0

u>k Rd(k)uk + x̂>i M̃x̂i

 |Yi−1

 = exp
(
µ

2

∑i−2
k=0 u>k Rd(k)uk

)
Φ(x̂i−1,ui−1)√

det
(
I − µK>(i)M̃K(i)Γ(i)

) , (6.56)

ondeM é dado por(6.48) e

Φ(x,u) B µexp
(
µ

2

(
u>

(
Rd(i − 1)+ B>d (i − 1)MBd(i − 1)

)
u+ 2x>A>d (i − 1)MBd(i − 1)u

))
·

· exp
(
µ

2
x>A>d (i − 1)MAd(i − 1)x

)
.

(6.57)

Demonstração.Basta usar os Lemas4.1e6.9. �

Lema 6.11.SejaΦ(x,u) dado por(6.57). Assuma que

R
−1
B

(
Rd(i − 1)+ B>d (i − 1)MBd(i − 1)

)
> 0, (6.58)

e defina

u∗ = −R
−1

B>d (i − 1)MAd(i − 1)x. (6.59)

Então,

Φ(x,u∗) = inf
v∈Rd
Φ(x, v), (6.60)

e

Φ(x,u∗) = µexp
[
µ

2
x>A>d (i − 1)

(
M − MBd(i − 1)R̃−1

d (i − 1)B>d (i − 1)M
)
Ad(i − 1)x

]
(6.61)

Demonstração.Basta usar o Lema4.1. �

Teorema 6.3.Sejam xk e yk dados por(6.12) e (6.27), respectivamente, com uk adaptado àYk
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(ver Equação(6.28)). Considere ainda, P(k), K(k) e Γ(k), k ∈ {1, . . . ,N}, dadas, respectiva-

mente, por(6.31) (ver Notação6.1), (6.36) e (6.39). Se para todo k∈ {0, . . . ,N − 1}

R̃d(k) B Rd(k) + B>d (k)Q(k+ 1)Bd(k) > 0,

Γ̃d(k) B Γ−1(k) − µK>(k)Q̃(k)K(k) > 0,

ondeQ̃(k) e Q(k), k = N, . . . ,0 são dados por



Q̃(N) = Fd (I − µP(N)Fd)
−1

Q(N) = Q̃(N) + µQ̃(N)K(N)̃Γ−1
d (N)K>(N)Q̃(N),

Q̃(k− 1) = A>d (k− 1)Q(k)
(
I − Bd(k− 1)R̃−1

d (k− 1)B>d (k− 1)Q(k)
)
Ad(k− 1),

Q(k− 1) = Q̃(k− 1)+ µQ̃(k− 1)K(k− 1)̃Γ−1
d (k− 1)K>(k− 1)Q̃(k− 1),

(6.62)

então

inf
u∈U

JLEQG = µα(0) exp

(
1
2

m>0 Q(0)m0

)
, (6.63)

onde m0 B E [x0] eα(0) é obtido por


α(N) = (det(I − µP(N)Fd))

−1/2

α(k− 1) = α(k)
(
det

(
I − µK>(k)Q̃(k)K(k)Γ(k)

))−1/2
.

(6.64)

Ainda, a seqüência de controles ótimos é dada por:

u∗k = −M(k)x̂k, k = 0,1, . . . ,N − 1, (6.65)

onde

M(k) B
(
Rd(k) + B>d (k)Q(k+ 1)Bd(k)

)−1
B>d (k)Q(k+ 1)Ad(k) (6.66)
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e x̂k é dado por(6.32) (ver Teorema6.2).

Demonstração.Segue do teorema fundamental em (MEIER et al., 1971, p.769), do Teorema6.2

e dos Lemas6.8, 6.9, 6.10e6.11. �

6.4 Problema LEQG contínuo com controles baseados em

observações discretas sem ruído

Proposição 6.2.Sejam A(t), B(t), σ(t), R(t), F, ξ e wt como na definição do Problema6.1.

Denote porΦ(t, s) a matriz de transição associada à A(t). Se existemα : {0, . . . ,N} → R e

S : {0, . . . ,N} → Sn+ dadas por(6.16), (6.17) e (6.18) quando

Ad(k) = Φ(tk+1, tk), (6.67)

Bd(k) =
∫ tk+1

tk

Φ(tk+1, s)B(s)ds, (6.68)

σd(k) = In, (6.69)

W(k) =
∫ tk+1

tk

Φ(tk+1, s)σ(s)σ>(s)Φ(tk+1, s)ds, (6.70)

Qd(k) = 0, (6.71)

Rd(k) =
∫ tk+1

tk

R(t)dt, (6.72)

Fd = F, (6.73)

então,

u∗t =
N∑

k=0

M(k)xtkX[tk,tk+1), (6.74)

onde M(k) é dado por(6.21), é tal que u∗ ∈ UG ,Π e u∗ minimiza o funcional custo(6.2) em

UG ,Π.



CAPÍTULO 6. PROBLEMA LEQG COM OBSERVAÇÕES RESTRITAS A CERTOS
INSTANTES DE TEMPO E CONTROLES CONSTANTES POR PARTES 136

Demonstração.Basta observar que para cadau ∈ UG ,Π e t ∈ [tk, tk+1), a Equação (6.1) pode ser

reescrita como:

x(t) = Φ(t, tk)xtk + Γ(t, tk)utk + ξ(t, tk), (6.75)

onde,Γ(t, tk) B
∫ t

tk
Φ(t, s)B(s)ds e ξ(t, tk) B

∫ t

tk
Φ(t, s)σ(s)dWs. Ainda, usando propriedades

da integral de Wiener pode-se mostrar que{ξtk}
N
k=0, ondeξtk B ξ(tk+1, tk), é uma seqüência de

variáveis aleatórias Gaussianas i.i.d com média zero e variância

var(ξtk) =
∫ tk+1

tk

Φ(tk+1, s)σ(s)σ>(s)Φ>(tk+1, s)ds. (6.76)

Além disso, usando (6.79), para cadau ∈ UG ,Π o custo (6.2) pode ser reescrito como:

JLEQG(u) = µexp

µ2
N−1∑

k=0

u>tkRd(k)utk + x>t f
Fxt f

, (6.77)

onde,

Rd(k) B
∫ tk+1

tk

R(t)dt. (6.78)

ComoR(t) ∈ Sn+ segue queRd(k) ∈ Sn+. Observe ainda que, por hipóteseσ(t)σ>(t) ∈ Sn+, e

assimW(k) > 0. Agora, a demonstração segue procedendo como na Seção6.3.1assumindo um

sistema descrito por

xtk+1 = Φ(tk+1, tk)xtk + Γ(tk+1, tk)utk + ξ(tk+1, tk), (6.79)

onde,Γ(tk+1, tk) B
∫ tk+1

tk
Φ(tk+1, s)B(s)ds e ξ(tk+1, tk) B

∫ t

tk
Φ(tk+1, s)σ(s)dWs, e funcional custo

(6.77). �
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6.5 Problema LEQG contínuo com controles baseados em

observações discretas ruidosas

Proposição 6.3.Sejam A(t), B(t),σ(t), R(t), F, ξ, C(tk), wt e vtk como na definição do Problema

6.2. Denote porΦ(t, s) a matriz de transição associada à A(t). Se existem P(k), K(k), Γ(k),

Q(k) eα(k) k ∈ {1, . . . ,N}, dadas, respectivamente, por(6.31) (ver Notação6.1), (6.36),(6.39),

(6.62) e (6.64) quando Ad(k), Bd(k), W(k), Qd(k), Rd(k) e Fd são dadas como na Proposição6.2

e, Cd(k) = C(tk) e vk = vtk então,

u∗t =
N∑

k=0

M(k)x̂tkX[tk,tk+1), (6.80)

onde M(k) é dado por(6.66).

Demonstração.Basta proceder como na Proposição6.2e Seção6.3.2. �

Observação 6.4.Observe que assim como em (HALYO; CAGLAYAN, 1976) a separação con-

tinua válida mesmo ao se considerar os controles admissíveis restritos a processos constantes

por partes.

6.6 Comentários finais

O controle de sistemas descritos por EDE e observações discretas no tempo constitui, do

ponto de vista de aplicações, uma importante classe de problemas de controle estocástico com

observações parciais. Para esta classe, entretanto, mesmo no caso onde o estado do sistema é

observado sem incertezas (mas em instante discretos) uma representação fechada para a solução,

de fácil implementação em computadores digitais, não pode, em geral, ser obtida.
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A contribuição desta parte do trabalho consistiu em mostrar que dois problemas do tipo

LEQG com controles restritos a processos constantes por partes poderiam, assim como em (HA-

LYO; CAGLAYAN , 1976) (JOHNSON, 1991), ser resolvidos convertendo os problemas originais

com restrições à problemas discretos equivalentes.



7 Conclusão

“Learn from yesterday, live for today,

hope for tomorrow. The important thing

is not to stop questioning"

–A E

Esta tese tratou, principalmente, do problema de otimização LQ para sistemas descritos por

Equações Diferenciais Estocásticas, com e sem saltos Markovianos nos parâmetros, excitadas

por martingales quadrado integráveis. Mostrou-se que problemas desta classe podem ser estuda-

dos empregando-se a formula de Itô–Doléans-Dade–Meyer para fatorar os funcionais custos de

forma conveniente para a solução dos problemas de controle ótimo. Um fato interessante é que

embora sejam consideradas excitações mais gerais, as quais não são necessariamente Marko-

vianas ou possuem incrementos independentes e estacionários como os processos de Wiener

ou de Poisson, os problemas considerados recaem no estudo da existência de solução de certas

equações diferenciais de Riccati. Ainda, observa-se que como a variação quadrática previsível

do processo de Wiener e do processo Poisson com parâmetroλ (compensados ou não) são, re-

spectivamente,t e λt, ou seja, funções lineares do tempo, sistemas excitados por Processos de

Wiener ou de Poisson dependentes do estado ou do processo de controle podem ser tratados

de forma análoga. Nos casos com observações parciais, destaca-se que o custo fatorado pode

ser interpretado como uma condição necessária para a validade do princípio de equivalência à
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certeza.

Além disto, foi considerado um sistema não-linear excitado por um processo de Wiener, e

discutiu-se a possibilidade de se considerar como controles admissíveis processos adaptados à

σ−álgebra gerada pelo estado. A contribuição desta parte do trabalho, consistiu em aprensentar

uma extensão de um resultado da literatura envolvendo esta questão. Ainda, como contribuição

deste trabalho, foi mostrado que dois problemas do tipo LEQG com controles admissíveis restri-

tos à classe de processos constantes por partes e assumindo que o controlador recebe informação

apenas em certos instantes de tempo fixadosa priori podiam ser estudados diretamente como

feito em (HALYO; CAGLAYAN , 1976; JOHNSON, 1991) para problemas LQG.

Uma discussão sobre os princípios de separação e equivalência à certeza, bem como uma

breve revisão da literatura envolvendo este princípios, para sistemas descritos por (EDE), foi

apresentada no Apêndice A.

7.1 Sugestões para trabalhos futuros

Naturalmente, diversos aspectos dos problemas investigados neste trabalho ainda podem ser

estudados. A seguir, indica-se uma pequena amostra de trabalhos que podem, futuramente, dar

continuidade ao presente estudo.

• Estudar o problema do Capítulo3 para sistemas excitados por martingales quadrado inte-

gráveis diferentes do processo de Wiener;

• Investigar o problema de controle de sistemas lineares com saltos Markovianos excitados

por movimentos Brownianos fracionários;

• Estudar o problema de controle estocásticoH∞ estudado em (HINRICHSEN; PRITCHARD,
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1998; BOUHTOURI et al., 1999) considerando sistemas excitados por processos de Pois-

son;

• Considerar os problemas do Capítulo6 com horizontes infinitos;

• Aplicações numéricas empregando os resultados derivados no Capítulo6 para o problema

de guiamento do míssel estudado em (SPEYER, 1976).
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Apêndice A - Teoremas da separação e a

propriedade de equivalência à certeza na

teoria de controle estocástico

Neste Apêndice apresenta-se uma revisão dos conceitos separação e de equivalência à

certeza disponíveis na literatura e são ressaltadas algumas dificuldades técnicas que devem ser

enfrentadas ao se tentar estabelecer um teorema da separação ou de equivalência à certeza.

A.1 Introdução

Problemas de controle estocástico ótimo com observações parciais são, em geral, de difícil

solução uma vez que os problemas de filtragem e de controle ótimo precisam ser resolvidos

simultaneamente. Existem, entretanto, classes de problemas, aquelas onde o princípio da sep-

aração ou o de equivalência à certeza são válidos, para os quais os problemas de filtragem e

controle ótimo podem ser resolvidos separadamente.

Nesta parte do trabalho, atenção é fixada nos princípios da separação e de equivalência à

certeza para problemas de controle estocástico ótimo.
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Este apêndice está organizado na forma descrita a seguir. Na SeçãoA.2 serão apresentados

os princípios da separação e de equivalência à certeza para os problemas de interesse. Ainda

nesta seção, alguns resultados disponíveis na literatura úteis para ilustrar alguns detalhes da

teoria são destacados (por exemplo, a validade do princípio da separação depende da classe de

controles admissíveis considerada). Em seguida, na SeçãoA.3, será feita uma breve revisão dos

teoremas da separaçãoe deequivalência à certezadisponíveis na literatura. Não se deseja

apresentar uma listagem exaustiva, o que seria, acredita-se, impossível, mas apenas destacar

alguns resultados disponíveis na literatura.

A.2 Revisão dos princípios da separação e de equivalência à

certeza

Nesta seção, os conceitos de separação e equivalência à certeza serão revisados. As definições

explícitas apresentadas nesta seção1 foram formuladas baseadas nas discussões feitas em (PATCHELL;

JACOBS, 1971) e (BAR-SHALOM; TSE, 1974) para sistemas discretos; (BENSOUSSAN, 2004,

p.51-52, 222-267) e (DAVIS, 1977, p.182) para sistemas contínuos.

Considere um sistema descrito por (3.1) com observações


dyt = h(t, xt−δc) dt+ σy(t)dVt, t > δc,

ys = 0, 0 ≤ s≤ δc,

(A.1)

ondeδc ≥ 0 é fixado e os mapeamentosh : [0, t f ]×Rn→ Rl,σy : [0, t f ] → Rl×m2 são conhecidos

a priori.

1Naturalmente outras formulações precisas podem ser dadas para os princípios da separação e de equivalência
à certeza.
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Definição A.1. O problema de controle estocástico(3.1)-(3.2)-(A.1) é dito satisfazer oprincí-

pio da separaçãoem uma classe de controles admissíveisU se, e somente se, o controle ótimo

u∗ emU for da forma u∗t = ΦS(t,E[xt |Yt]) ondeΦS : [0, t f ] × Rn→ Rd é mensurável.

Definição A.2. Define-se o problema de controle ótimo determinístico associado ao problema

(3.1)-(3.2)-(A.1) como o problema:

dx
dt
= f (t, x(t),u(t)), x(0) ∈ Rn (A.2)

inf
u∈Ũ

[∫ t f

0
L(s, x(s),u(s))ds+ Ψ(x(t f ))

]
, (A.3)

ondeŨ é o maior subconjunto deU formado por processos que não dependem deω ∈ Ω e que

constituem controles admissíveis para o problema determinístico(A.2)-(A.3).

Definição A.3. O problema de controle estocástico(3.1)-(3.2)-(A.1) é dito satisfazer oprincí-

pio de equivalência à certezaem uma classe de controles admissíveisU se, e somente se, o

controle ótimo u∗d(t) para o problema determinístico associado for da forma u∗
d(t) = ΦCE(t, x(t)),

ondeΦCE : [0, t f ] × Rd é mensurável, e u∗t = ΦCE(t,E[xt |Yt]) for o controle ótimo emU para

o problema estocástico original.

Observação A.1.Nas definiçõesA.1e A.3é importante enfatizar que é assumido queYt inde-

pendente do processo de controle u∈ U.

Observação A.2.Para um mesmo problema(3.1)-(3.2)-(A.1), a possibilidade de se demonstrar

um teorema da separação ou de equivalência à certeza depende da classe de controles admis-

síveis consideradas.Witsenhausen(1968) apresenta um problema LQG no qual o princípio da

separação não é válido ao se considerar controles admissíveis funções mensuráveis apenas da

saída mais recente, ou seja, uk = γ(yk).
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Observação A.3.Segue das definições anteriores que satisfazer o princípio da separaçãoU

é uma condição necessária, mas não suficiente, para um problema(3.1)-(3.2)-(A.1) satisfazer

o princípio de equivalência à certezaU. Um exemplo de problema que satisfaz o princípio da

separação mas não o de equivalência à certeza é apresentado em (SPEYER et al., 1974).

Observação A.4.Um exemplo de problema onde o princípio da separação não é válido, en-

tretanto, o controlador ótimo é uma função linear do estado infomativo2, o qual tem mesma

dimensão do estado do sistema mas não é o primeiro momento condicional (a melhor estima-

tiva, no sentido dos mínimos quadrados, do estado), é apresentado em (BENSOUSSAN; VAN

SCHUPPEN, 1985) e (BENSOUSSAN, 2004, p.53-71). Neste problema, a dinâmica do sistema é

linear, as observações são lineares, os ruídos são gaussianos, mas o custo é não-quadrático (é

a exponencial de uma função quadrática) e não satisfaz as hipóteses de (WONHAM, 1968b).

Observação A.5.A identificação de outras classes de problemas nas quais o estado informa-

tivo tem dimensão finita, mas não coincide com o primeiro momento condicional, está sendo

conduzida, por exemplo, em (CHARALAMBOUS; ELLIOTT, 1997), (CHARALAMBOUS; ELLIOTT,

1998), (CHARALAMBOUS, 1999) e (CHARALAMBOUS; ELLIOTT, 2000). Embora para estes

problemas o princípio da separação clássico não seja válido, do ponto de vista computacional,

os resultados são tão importantes quanto estabelecer a separação.

Observação A.6.Nas definições anteriores, assim como em (BENSOUSSAN, 2004), o problema

de filtragem ótima resolvido é o mínimos quadrados. Definições semelhantes poderiam ser

dadas assumido-se que os filtros admissíveis são apenas os lineares. Ver (KUMAR; VARAIYA,

1986, p. 119) para um exemplo de separação quando se considera apenas os filtros lineares.

2Do inglês,information state.
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A.3 Teoremas da separação e de equivalência à certeza na

literatura

Apenas o caso de sistemas descritos por EDE será abordado. Para o caso discreto um

possível ponto de partida para um estudo semelhante é (WITSENHAUSEN, 1971).

Uma breve listagem de alguns resultados disponíveis na literatura, envolvendo o problema

(3.1)-(3.2)-(A.1), é apresentada a seguir.

• (POTTER, 1964) Teorema da separação para o problema LQG clássico;

• (WONHAM, 1968b) Demonstra a separação para um sistema descrito por uma EDE linear
no estado e não-linear no controle, observações lineares (e de mesma dimensão do estado
- restrição artificial do ponto de vista das aplicações), custo não-quadrático (forma de
Lagrange), horizonte finito fixadoa priori e controles admissíveis o conjuntoUNat,y com
U um conjunto compacto. Este resultado exclui o caso da separação para LQG clássico;

• (LINDQUIST, 1969) Considera o problema LQG incluindo atrasos apenas na função
custo. A classe de controles admissíveis considerada éUY ;

• (TSE, 1971) Demonstração rigorosa da equivalência à certeza para o problema LQG clás-
sico usando a técnica de (WONHAM, 1968b);

• (BALAKRISHNAN , 1972) O problema LQG com ruídos do estado e de observações cor-
relacionados é estudado empregando ferramentas de análise funcional. Devido à corre-
lação entre os ruídos o resultado demonstrado é a separação;

• (BROOKS, 1972) A dinâmica do sistema é estendida para considerar casos mais gerais
que o de uma EDE linear;

• (LINDQUIST, 1973): Considera a dinâmica de forma mais geral que o de uma solução
de uma EDE linear. A partir do resultado geral obtém a equivalência à certeza para o
problema LQG clássico e demonstra a separação para o caso de ruído de observação
colorido. Considera também sistemas com atrasos no controle. Os controles admissíveis
sãoUnat,y;

• (DAVIS, 1976) Considera o problema estudado porWonham(1968b) empregando o con-
ceito de soluções fracas. O objetivo é relaxar a restrição das observações e o processo de
estado terem a mesma dimensão;

• (HALYO; CAGLAYAN , 1976) Mostra que a separação continua válida para o problema
LQG clássico quando se considera observações discretas e controles constantes por partes;
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• (SCHMOTZER; BLANKENSHIP, 1978) Propõem uma demonstração mais simples para o
caso em que a EDE tem atraso no estado.Lindquist (1980) aponta um erro na demon-
stração (despreza a dependência do controle naσ-álgebra gerada pelo estado);

• (UCHIDA; SHIMEMURA, 1979) Demonstram a separação para problemas com dinâmica
linear, e processo de observação não-linear, e ruídos não-gaussianos;

• (UCHIDA, 1980) Demonstra um teorema da separação para sistemas com atrasos nos
controles e nas observações;

• (UCHIDA, 1983) Demonstra a equivalência à certeza para problemas LQ sem ruído no
estado, e controles limitados;

• (RISHEL, 1994) Considera sistemas lineares, custo quadrático e ruído a soma de um pro-
cesso de Wiener e um processo de Markov (não-observado). É demonstrado um teorema
de equivalência à certeza para esta classe de problemas.

Observação A.7.EmFleming e Rishel(1975, p. 187-195) eBensoussan(2004, p. 222-267)

alguns outros trabalhos que tratam da separação e de equivalência à certeza são revisados.

Observação A.8.Neste apêndice foram discutidos apenas os conceitos de separação e de

equivalência à certeza, os conceitos dequase-separaçãoou separação aproximada, podem ser

encontrados, por exemplo, em: (LIM; MOORE, 1997) e (BENSOUSSAN, 2004, p.261-267).

Observação A.9.O problema LQG clássico foi estudado ainda em (DAVIS, 1977, p.173-182),

onde foi definida uma certa classe de controles admissíveis que envolviam apenas funcionais

lineares das observações.
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