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Dr. Antônio Paques

Dra. Cydara Cavedon Ripoll

Dr. Yves Lequain

Data Da Defesa: 30 de Outubro de 2006.



Agradecimentos
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Resumo

Neste trabalho, apresentamos um algoritmo que nos permite decidir quando

derivações de k[x, y], do tipo Shamsuddin (isto é, derivações da forma

∂x + (a(x)y + b(x)) ∂y,

onde a(x), b(x) ∈ k[x] e k é um corpo de caracteŕıstica zero) são simples.

Provamos também a simplicidade das derivações do tipo quadráticas

∆p = ∂x + (y2 − p(x))∂y,

quando k é um corpo algebricamente fechado, onde p(x) ∈ k[x] é um polinômio

de grau ı́mpar.
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Abstract

In this work, we present an algorithm that allows us to decide when

derivations of k[x, y] of Shamsuddin type (that is, derivations of the form

∂x + (a(x)y + b(x)) ∂y,

where a(x), b(x) ∈ k[x] and k is a field of characteristic zero) are simple.

We also prove the simplicity of derivations of quadratic type

∆p = ∂x + (y2 − p(x))∂y,

where k is an algebraically closed field and p(x) ∈ k[x] is a polynomial of

odd degree.
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4 POLINÔMIOS DE DARBOUX E SOLU-
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1 INTRODUÇÃO

Sejam k um corpo de caracteŕıstica zero, x1, ..., xn indeterminadas sobre

k e k[x1, ..., xn] o anel de polinômios sobre k. Denotamos por Endk (k [x1, ..., xn])

a álgebra dos endomorfismos lineares de k[x1, ..., xn]. Exemplos de elemen-

tos pertencentes a esta álgebra são os operadores x̂i, cuja ação sobre um

polinômio de k[x1, ..., xn] é dada pelo produto pela indeterminada xi. Também

são elementos de Endk (k [x1, ..., xn]) os operadores ∂1, ..., ∂n, definidos por

∂i(f) = ∂f/∂xi, para todo f ∈ k[x1, ..., xn].

A n−ésima Álgebra de Weyl sobre k é definida como sendo a sub-álgebra

de Endk (k [x1, ..., xn]) , gerada pelos operadores lineares x̂1, ..., x̂n e ∂1, ..., ∂n.

Denotaremos a mesma por

An = k[x̂1, ..., x̂n] 〈∂1, ..., ∂n〉 .

Uma derivação de k [x1, ..., xn] é uma aplicação

d : k [x1, ..., xn] → k [x1, ..., xn]

que satisfaz

(i) d(a + b) = d(a) + d(b)

(ii) d(ab) = d(a)b + ad(b),

para todos a, b ∈ k [x1, ..., xn] . Prova-se que toda derivação de k [x1, ..., xn] é

da forma α1∂1 +α2∂2 + ...+αn∂n, com αi ∈ k[x1, ..., xn] para todo i = 1, ..., n.

Uma derivação d de k [x1, ..., xn] é dita simples se não existem ideais

próprios de k[x1, ..., xn] estáveis por d.

Dado o importante papel das Álgebras de Weyl, é natural tentar conhecer

sua estrutura. Sobre ideais maximais ćıclicos da álgebra de Weyl conhecem-se

já os seguintes resultados:
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Teorema 1.1 ([4], Corollary 3.3) Seja d = ∂1 + α2∂2 + ... + αn∂n uma

derivação de k[x1, ..., xn], com αi ∈ k[x1, ..., xn] , para todo i = 2, ..., n.

Suponha que existe γ ∈ k[x1, ..., xn] tal que An · (d + γ) é um ideal maxi-

mal à esquerda de An. Então d é uma derivação simples se αi ∈ k[x1, ..., xi],

para todo i = 2, ...n.

Corolário 1.2 Seja d = ∂1 + α2∂2 uma derivação de k[x1, x2], com

α2 ∈ k[x1, x2]. Se γ ∈ k[x1, x2] é tal que A2 · (d + γ) é um ideal maximal à

esquerda de A2 então d é simples.

O resultado a seguir garante a validade da rećıproca do corolário acima:

Teorema 1.3 ([1], Main Th.) Seja d = ∂1 + α2∂2 uma derivação simples

de k[x1, x2], com α2 ∈ k[x1, x2]. Então existe γ ∈ k[x1, x2] tal que A2 · (d+ γ)

é um ideal maximal à esquerda de A2.

Estes resultados nos mostram que o problema de se gerar ideais maxi-

mais para k[x1, x2] é bastante contemplado se sabemos reconhecer se uma

dada derivação é ou não simples. Apesar de saber-se ser simples a maioria

das derivações de k[x1, x2], o problema de saber-se reconhecer se uma dada

derivação é ou não simples não é amplamente resolvido.

O objetivo deste trabalho é:

- provar a simplicidade das derivações do tipo quadráticas

∆p = ∂x + (y2 − p(x))∂y,

quando k é um corpo algebricamente fechado, onde p(x) ∈ k[x] é um polinômio

de grau ı́mpar

- apresentar um algoritmo que nos permite decidir quando derivações de

k[x, y] do tipo Shamsuddin são simples.
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Tais resultados são devidos a A.Maciejewski, J.Moulin-Ollagnier e A.Nowicki,

e podem ser encontrados em [5] e em [6].

Esta dissertação estrutura-se então da seguinte forma:

No caṕıtulo 2, introduzimos algumas definições e resultados que são úteis

ao desenvolvimento deste trabalho. Em especial, tratamos de algumas ex-

tensões de uma derivação.

No caṕıtulo 3, estudamos extensões de uma derivação d de R a R[t] e

provamos o Teorema de Shamsuddin, principal resultado deste caṕıtulo, que

nos dá condições de decidir se conseguimos manter a simplicidade quando

estendemos uma derivação simples de k[x] a k[x, y]. Definimos derivações de

Shamsuddin e apresentamos um algoritmo que nos permite decidir se uma

derivação de k[x, y] do tipo Shamsuddin é ou não simples.

No caṕıtulo 4, definimos polinômio de Darboux para uma derivação de

k[x, y] e apresentamos a relação entre simplicidade e existência de polinômios

de Darboux, bem como a relação entre existência de polinômios de Darboux e

existência de soluções algébricas para certas equações diferenciais de primeira

ordem com coeficientes em k(x).

No caṕıtulo 5, considerando ainda a equação de Riccati da forma

t′ = t2 − p(x),

onde p = p(x) é um polinômio pertecente a k[x], provamos que, no caso de

k ser algebricamente fechado, suas soluções em k(x) (cuja existência, como

será mostrado no caṕıtulo 4, está relacionada com a simplicidade da derivação

∂x + (y2 − p(x))∂y), já são elementos de k(x).

Finalmente no caṕıtulo 6, abordamos a simplicidade das k−derivações de

k[x, y], da forma

∆p = ∂x + (y2 − p(x))∂y,
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onde p(x) ∈ k[x] e provamos o resultado mais importante deste trabalho:

se p(x) é um polinômio não nulo de grau ı́mpar, então ∆p é uma derivação

simples. Provamos também que nenhuma derivação d de k[x, y] da forma

d =
∂

∂x
+ (y2 − x2m + mxm−1)

∂

∂y
, m ∈ N∗.

é simples .

Em todo este trabalho, denotamos por

• k um corpo de caracteŕıstica zero (que, a partir do Caṕıtulo 5, passa

a ser considerado algebricamente fechado);

• k[x] o anel de polinômios com coeficientes em k a uma variável, con-

siderando grau 0 = −∞;

• k[x, y] o anel de polinômios com coeficientes em k a duas variáveis;

• k(x) o corpo das funções racionais com coeficientes em k em uma

variável x;

• k(x) o fecho algébrico de k(x);

• cfR o corpo de frações de um domı́nio R;

• RP a localização de um domı́nio R pelo sistema multiplicativo deter-

minado por um ideal primo P de R, isto é,

RP =
{c

s
| s ∈ R\P, c ∈ R

}
;

• d
dx

, o operador derivada em relação à variável x no anel k[x];

• f ′ = df
dx

a derivada de f ∈ k[x];
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• ∂

∂x
e

∂

∂y
os operadores derivadas parciais em relação às variáveis x e

y, respectivamente (ou ainda, resumidamente, ∂x e ∂y) no anel k[x, y].

Finalmente, por facilidade de escrita, denotamos simplesmente por
n,m∑
i,j=o

o duplo somatório
n∑

i=o

m∑
j=o

.
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2 PRELIMINARES

Neste caṕıtulo, estabeleceremos vários resultados que serão úteis para os

resultados principais. Tomaremos a liberdade de, em alguns deles, omitirmos

sua demonstração.

Definição 2.1 Seja S um anel. Uma aplicação d : S → S é dita derivação

de S, se para todo a, b ∈ S, d satisfaz

(i) d(a + b) = d(a) + d(b)

(ii) d(ab) = d(a)b + ad(b),

Proposição 2.2 A soma de derivações de um anel S é uma derivação.

Prova. Sejam d1, d2 derivações em S.

É claro que d1 + d2 preserva a soma. Ainda, para a, b ∈ S, temos

(d1 + d2)(ab) = d1(ab) + d2(ab)

= d1(a)b + ad1(b) + d2(a)b + ad2(b)

= (d1 + d2)(a)b + a(d1 + d2)(b),

e portanto (d1 + d2) é uma derivação de S.

Definição 2.3 Uma derivação d de k[x] é uma k-derivação se d(r) = 0,

para todo r ∈ k.

Exemplo 2.4 d
dx

é uma k-derivação de k[x].

Proposição 2.5 Se d é uma derivação de um anel comutativo com unidade

R , então para todo i ∈ N∗, temos d(ai) = iai−1d(a) para todo a ∈ R.

Prova. Mostraremos por indução. Para i = 1 temos que d(a) = 1a0d(a).
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Suponhamos que para i ≥ 1 vale d(ai) = iai−1d(a); então

d(ai+1) = d(aai) = d(a)ai + ad(ai)

= d(a)ai + aiai−1d(a)

= (i + 1)aid(a),

já que R é comutativo.

Proposição 2.6 Se d é uma k-derivação de k[x], então d = d(x)
d

dx
.

Prova. Seja g(x) ∈ k[x], digamos g(x) =
n∑

i=0

aix
i, com ai ∈ k. Então

d(g(x)) = d

(
n∑

i=0

aix
i

)
=

n∑
i=0

d
(
aix

i
)

d é k-derivação
=

n∑
i=0

aid
(
xi

)

Proposição 2.5
=

n∑
i=1

aiix
i−1d (x)

= d(x)
n∑

i=1

aiix
i−1 = d(x)

n∑
i=0

ai
d

dx

(
xi

)

d é k-derivação
= d(x)

∑n
i=0

d

dx
(aix

i) = d(x)
d

dx
(g(x)) .

Proposição 2.7 Se d é uma k-derivação de k[x, y], então

d = d(x)
∂

∂x
+ d(y)

∂

∂y
.

Prova. Seja h(x, y) ∈ k[x, y], digamos h(x, y) =

n,l∑

i,l=0

aijx
iyj, com aij ∈ k,

para cada i e cada j.
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Então

d(h(x, y)) = d

(
n,l∑

i,j=0

aijx
iyj

)
=

n,l∑
i,j=0

d(aijx
iyj)

d é k-derivação
=

n,l∑
i,j=0

aijd(xiyj)

=

n,l∑
i,j=0

aij(d(xi)yj + xid(yj))

Proposição 2.5
=

n,l∑
i,j=1

aij(ix
i−1d(x)yj + xijyj−1d(y))

=

n,l∑
i,j=0

aij(d(x)
∂

∂x
xiyj + xid(y)

∂

∂y
yj)

= d(x)
∂

∂x

(
n,l∑

i,j=0

aijx
iyj

)
+ d(y)

∂

∂y

(
n,l∑

i,j=0

aijx
iyj

)

= d(x)
∂

∂x
h(x, y) + d(y)

∂

∂y
h(x, y).

Observação 2.8 O resultado acima pode ser generalizado para k[x1, ..., xn].

Maiores detalhes podem ser encontrados em [7].

Definição 2.9 Seja d uma derivação de um anel comutativo R. Um ideal

I de R é um d-ideal se d(I) ⊆ I. Dizemos que R é d-simples ou que d é

uma derivação simples de R, se R não contém d-ideais além dos triviais

{0} e R.

Proposição 2.10 Seja I um ideal de um anel comutativo R, gerado pelos

elementos g1, ..., gs e seja d uma derivação de R. Então I é um d-ideal se, e

somente se, d(gi) ∈ I, para todo i = 1, ..., s.

Prova. Se I é um d-ideal então obviamente d(gi) ∈ I, para todo

i = 1, ..., s. Agora suponhamos que d(gi) ∈ I para todo i. Dáı, para todo
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g ∈ I, digamos g =
n∑

i=1

rigi, com ri ∈ R, temos

d(g) = d

(
n∑

i=1

rigi

)
=

n∑
i=1

d(rigi)

=
n∑

i=1

(d(ri)gi + rid(gi))

=
n∑

i=1

d(ri)gi +
n∑

i=1

rid(gi) ∈ I,

pois d(gi) ∈ I, para todo i, por hipótese.

Proposição 2.11 Seja d uma k-derivação não nula de k[x]. Então d é uma

k-derivação simples se, e só se, d(x) ∈ k∗. Em outras palavras as únicas

k-derivações simples de k[x] são da forma d = c
d

dx
, com c ∈ k∗.

Prova. (⇒) Seja d uma k-derivação simples não nula. Pela proposição

2.6 temos que d = d(x)
d

dx
, mas sendo d não nula, temos necessariamente

d(x) 6= 0 e conseqüentemente grau d(x) ≥ 0. Suponhamos por absurdo que

grau d(x) ≥ 1.

Ora, para todo h ∈ k[x], d(h) = d(x)
dh

dx
∈ d(x)k[x]; então o ideal

I = d(x)k[x] gerado por d(x) é um d-ideal de k[x].

Mas grau (d(h)) = grau (d(x)
dh

dx
) = grau d(x)+grau

dh

dx
≥ 1, para todo

h ∈ k[x]; dáı, para todo r ∈ k∗, temos r /∈ I. Portanto I é um d-ideal próprio

de k[x], absurdo.

(⇐) Sejam d = c
d

dx
, c ∈ k∗e I um d-ideal não-nulo de k[x]. A mostrar

I = k[x].

Sendo k[x] um domı́nio principal, existe g(x) ∈ k[x], tal que I = (g(x)) e

como I é não nulo temos grau g(x) ≥ 0.
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Suponhamos, por absurdo, que grau g(x) = n, n ≥ 1. Como I é d-ideal

temos d(g(x)) ∈ I. Mas ,

grau d(g(x)) = grau

(
c
dg

dx

)
= grau c + grau g′(x) = grau g′(x) = n− 1.

Por outro lado, como d(g(x)) ∈ I, existe h(x) ∈ k[x] tal que

d(g(x)) = g(x)h(x), logo grau d(g(x)) ≥ grau g(x) = n, o que é um absurdo.

Portanto grau g(x) = 0 e conseqüentemente I = (g(x)) = k[x], donde

conclúımos que d é simples.

Queremos agora falar sobre extensões de derivações. Para isto, relem-

bramos dois resultados sobre extesões de corpos.

Proposição 2.12 Seja L uma extensão algébrica do corpo k. Dado l ∈ L,

seja

n = min{grau f(x) | f(x) ∈ k[x]\{0} e f(l) = 0}.

Se p(x) ∈ k[x] é tal que p(l) = 0 então grau p(x) = n se e somente se

p(x) é irredut́ıvel.

Proposição 2.13 Sejam L uma extensão algébrica de k e l ∈ L. Então k[l]

é um corpo.

Notação 2.14 Se d é uma derivação de k e f(x) ∈ k[x], então denotaremos

por fd(x) o polinômio obtido aplicando d a todos os coeficientes de f. Ou

seja: se f(x) = anxn + an−1x
n−1 + ... + a1x + a0 então

fd(x) = d(an)xn + d(an−1)x
n−1 + ... + d(a1)x + d(a0).

Proposição 2.15 Sejam f(x) = anxn + an−1x
n−1 + ... + a1x + a0 ∈ k[x] e

d : k −→ k, uma derivação de k. Então a aplicação Λd : k[x] −→ k[x], dada

por

Λd(f(x)) = d(an)xn + d(an−1)x
n−1 + ... + d(a1)x + d(a0) = fd(x)
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é uma derivação de k[x] que estende d.

Prova. É claro que Λd estende d. Sejam f(x), g(x) ∈ k[x], tais que

f(x) = anxn + an−1x
n−1 + ... + a1x + a0

e

g(x) = bmxm + bm−1x
m−1 + ... + b1x + b0,

sem que m e n sejam necessariamente seus graus. Assim, podemos supor

n = m.

É fácil ver que Λd(f(x) + g(x)) = fd(x) + gd(x).

Afirmamos que Λd(f(x)g(x)) = Λd(f(x))g(x) + f(x)Λd(g(x)). De fato,

Λd(f(x)g(x)) = Λd(

n,m∑
i,j=o

aibjx
i+j)

=

n,m∑
i,j=o

d(aibj)x
i+j

=

n,m∑
i,j=o

(d(ai)bj + aid(bj))x
i+j

=

n,m∑
i,j=o

d(ai)bjx
i+j +

n,m∑
i,j=o

aid(bj)x
i+j

=

n,m∑
i,j=o

d(ai)x
ibjx

j +

n,m∑
i,j=o

aix
id(bj)x

j

= fd(x)g(x) + f(x)gd(x)

= Λd(f(x))g(x) + f(x)Λd(g(x)).

Logo, Λd é uma derivação de k[x].

Teorema 2.16 Sejam d uma derivação de k e α um elemento algébrico sobre

k. Então existe uma única derivação d∗ do corpo k[α] que estende d (isto é,

tal que d∗|k = d ). Tal derivação é induzida por d∗(α) = −pd(α)

p′(α)
, onde p(x)

é o polinômio mı́nimo de α em k[x].
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Prova. Suponhamos que grau p(x) = n, digamos,

p(x) = xn + bn−1x
n−1 + ... + b1x + b0.

Se existir uma derivação d∗ de k[α] tal que d∗|k = d, então deveremos

ter, pondo bn = 1 e lembrando que p(α) = 0,

0 = d∗(0)

= d∗
(

n∑
i=0

biα
i

)
=

n∑
i=0

d∗(biα
i)

=
n∑

i=0

d∗(bi)α
i +

n∑
i=0

bid
∗(αi)

=
n∑

i=0

d∗(bi)α
i +

n∑
i=0

biiα
i−1d∗(α)

d∗|k=d
=

n∑
i=0

d(bi)α
i + d∗(α)

n∑
i=0

biiα
i−1

= pd(α) + d∗(α)p′(α).

Pelo caráter minimal de n, temos p′(α) 6= 0, e conseqüentemente

d∗(α) = −pd(α)

p′(α)
. (1)

Ou seja: se existir uma derivação de k[α] estendendo d então necessaria-

mente ela deverá ser induzida por (1).

Sendo α algébrico sobre k, sabemos que {1, α, ..., αn−1} é base do k−espaço

vetorial k[α] e, para todo β ∈ k[α], existe um único f(x) ∈ k[x],

com grau f(x) ≤ n− 1 e tal que β = f(α).

Definimos então, para tal β ∈ k[α] e tal f(x) ∈ k[x],

d∗(β) = fd(α) + f ′(α)d∗(α).

Afirmamos d∗ é derivação.
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Dados β, γ ∈ k[α], sejam f(x), g(x) ∈ k[x], tais que grau f < n,

grau g < n, β = f(α) e γ = g(α).

Dáı:

d∗(β + γ) = (f + g)d(α) + (f + g)′(α)d∗(α) =

= (fd(α) + gd(α)) + [f ′(α) + g′(α)]d∗(α)

= fd(α) + f ′(α)d∗(α) + gd(α) + g′(α)d∗(α) = d∗(β) + d∗(γ).

Falta-nos mostrar que d∗(βγ) = d∗(β)γ + βd∗(γ), e para tal precisamos

saber quem é o polinômio de grau menor do que n que reproduz βγ quando

avaliado em α. Afirmamos que tal polinômio é o resto da divisão de f(x)g(x)

pelo polinômio minimal p(x). De fato, pelo algoritmo da divisão euclidiana

em k[x], existem únicos h(x) e r(x) tais que

f(x)g(x) = p(x)h(x) + r(x), (2)

com r(x) = 0 ou grau r < grau p = n.

Assim temos

βγ = f(α)g(α) = p(α)h(α) + r(α)
p(α)=0

= r(α),

logo βγ = r(α) e r(x) é o único polinômio de k[x] de grau menor que n tal

que βγ = r(α).

Dáı:

d∗(β)γ + βd∗(γ)

=
[
fd(α) + f ′(α)d∗(α)

]
g(α) + f(α)

[
(gd(α) + g′(α)d∗(α)

]

= fd(α)g(α) + f(α)gd(α) + [f ′(α)g(α) + f(α)g′(α)]d∗(α)

Prop. 2.15
= [f(x)g(x)]d (α) + [f(x)g(x)]′ (α)d∗(α)
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(2)
= [p(x)h(x)]d (α) + rd(α) + [p(x)h(x)]′ (α)d∗(α) + r′(α)d∗(α)

Prop. 2.15
= pd(α)h(α) + p(α)hd(α) + p′(α)h(α)d∗(α) + p(α)h′(α)d∗(α) + rd(α) + r′(α)d∗(α)

p(α)=0
= [pd(α) + p′(α)d∗(α)]h(α) + rd(α) + r′(α)d∗(α)

= 0.h(α) + d∗(βγ) = d∗(βγ).

Conclúımos então que d∗ é uma derivação.

Pela unicidade de r(x) temos que d∗ é a única derivação de k[α] tal que

d∗ |k= d e é dada por d∗(α) = −pd(α)

p′(α)
.

Corolário 2.17 Sejam d uma derivação de k e L uma extensão algébrica de

k. Existe uma única extensão de d a uma derivação de L.

Prova. Vamos aqui aplicar o lema de Zorn à famı́lia

F = {(U, d̃) | U corpo, k ⊆ U ⊆ L, d̃ é uma derivação de U que estende d}.

Pelo teorema anterior, F é não vazio. Definimos em F a seguinte ordem

parcial: dados (U, d̃) e (U1, d̃1) ∈ F ,

(U, d̃) ≤ (U1, d̃1)
def.⇔ U ⊆ U1 e d̃1 |U= d̃.

Seja F ′ um subconjunto totalmente ordenado de F . Queremos mostrar

que existe (Ā, d̄) ∈ F tal que (A′, d′) ≤ (Ā, d̄), para qualquer (A′, d′) ∈ F ′.

Seja

Ā = ∪(A′,d′)∈F ′A
′.

Como F ′ é totalmente ordenado, é fácil ver que Ā é corpo. Além disso,

k ⊆ Ā ⊆ L.

Definimos d̄ : Ā −→ Ā da seguinte maneira: pela definição de Ā, dado ā

∈ Ā, existe (A′, d′) ∈ F ′ tal que ā ∈ A′. Então definimos d̄(ā) = d′(ā).
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Notemos que d̄ está bem definido, pois se ā ∈ A′ e ā ∈ A′′, com (A′, d′),

(A′′, d′′) ∈ F ′, sendo F ′ totalmente ordenado temos (A′, d′) ≤ (A′′, d′′) ou

(A′, d′) ≥ (A′′, d′′). Em qualquer caso, temos d′(ā) = d′′(ā). Podemos então

dizer que d̄|A′ = d′. Em particular, d̄ estende d.

Afirmamos que d̄ é uma derivação de Ā que estende d.

De fato, sejam ā, b̄ ∈ Ā. Como Ā = ∪(A′,d′)∈F ′A′ sabemos que existem

(A′, d′), (A′′, d′′) ∈ F ′ tais que ā ∈ A′ e b̄ ∈ A′′. Sabemos também que

(A′, d′) ≤ (A′′, d′′) ou (A′, d′) ≥ (A′′, d′′). Supondo, sem perda de generali-

dade, que (A′, d′) ≤ (A′′, d′′), temos que

d̄(ā) = d′(ā) = d′′(ā) e d̄(b̄) = d′′(b̄),

Ainda, como ā + b̄ ∈ A′′ e āb̄ ∈ A′′, temos que

d̄(ā + b̄) = d′′(ā + b̄) = d′′(ā) + d′′(ā) = d̄(ā) + d̄(b̄)

e

d̄(āb̄) = d′′(āb̄) = d′′(ā)b̄ + ād′′(b̄) = d̄(ā)b̄ + ād̄(b̄)

Conseqüentemente temos que (Ā, d̄) ∈ F . Ainda, como A′ ⊆ Ā, d̄ |A′= d′

e (A′, d′) ≤ (Ā, d̄) para todo (A′, d′) ∈ F ′, conclui-se que (Ā, d̄) é cota superior

para F ′.

Mostramos assim que F é um sistema indutivo. Portanto, pelo Lema de

Zorn, existe (Ū , d̂) elemento máximo em F .

Afirmamos que Ū = L. Ora, se Ū  L então existe l ∈ L\Ū e Ū [l] é uma

extensão algébrica de Ū . Pelo teorema anterior, existe uma derivação d̃l de

Ū [l] estendendo d̂, tal que Ū ⊂ Ū [l] e d̃l |Ū= d̂, o que é um absurdo, pois

(Ū , d̂) é elemento máximo de F . Logo, Ū = L.

Como d̂ é extensão de todas as outras derivações, é fácil ver que é única,

e isto completa a prova.
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Teorema 2.18 Sejam R um domı́nio e d uma derivação de R. Então existe

uma única extensão de d a uma derivação no corpo de frações de R, a saber:

para cada
u

v
∈ cfR,

d̃ : cfR −→ cfR, d̃
(u

v

)
=

d(u)v − ud(b)

v2
. (3)

Prova. Mostraremos primeiramente que d̃ definida por (3) é uma derivação.

Dados
x

y
,
u

v
∈ cfR, temos que

d̃

(
x

y
+

u

v

)
= d̃

(
xv + yu

yv

)
=

d(xv + yu)yv − (xv + yu)d(yv)

(yv)2

=
(d(x)v + xd(v) + d(y)u + yd(u))yv − xvd(yv)− yud(yv)

y2v2

=
d(x)vyv + xd(v)yv + d(y)yv + yd(u)yv

y2v2

+
−xvd(y)v − xvyd(v)− yud(y)v − yuyd(v)

y2v2

=
d(x)v2y − xv2d(y) + d(u)y2v − uy2d(v)

y2v2

=
d(x)yv2 − xv2d(y)

y2v2
+

d(u)y2v − uy2d(v)

y2v2

=
d(x)y − xd(y)

y2
+

d(u)v − ud(v)

y2v2
= d̃

(
x

y

)
+ d̃

(u

v

)

e

d̃

(
x

y

u

v

)
= d̃

(
xu

yv

)
=

d(xu)yv − xud(yv)

(yv)2

=
(d(x)u + xd(u))yv − xu(d(y)v − y(d(v))

(yv)2

=
d(x)uyv + xd(u)yv − xud(y)v − xuy(d(v))

y2v2

=
(d(x)y − xd(y))uv

y2v2
+

xy(d(u)v − u(d(v))

y2v2
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=
(d(x)y − xd(y))

y2

(u

v

)
+

(
x

y

)
(d(u)v − u(d(v))

v2

= d̃

(
x

y

)
u

v
+

x

y
d̃

(u

v

)
.

Logo, d̃ é derivação.

Agora note que, como 1 ∈ R, temos que
u

1
= u, e portanto

d̃
(u

1

)
=

d(u)1− ud(1)

12
=

d(u)− u0

1
= d(u).

Assim d̃ é uma derivação que estende d a cfR.

Para mostrar a unicidade, suponhamos que existam derivações d̃ e d̄ no

corpo de frações de R que estendem d.

Observamos que, para cada
u

v
∈ cfR, como d̃ estende d, temos

0 = d̃(1) = d̃(vv−1) = d̃(v)v−1 + vd̃(v−1) = d(v)v−1 + vd̃(v−1),

dáı

d̃(v−1) =
−d(v)

v2
;

analogamente obtemos

d̄(v−1) =
−d(v)

v2
,

o que implica

d̄(v−1) = d̃(v−1).

Dáı,

d̃
(u

v

)
= d̃(u)v−1 − ud̃(v−1)

= d(u)v−1 − ud̃(v−1)
d̄(v−1)=d̃(v−1)

=

= d̄(u)v−1 − ud̄(v−1) = d̄(
u

v
),

portanto d̃ = d̄.
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Corolário 2.19 Sejam R um domı́nio e P um ideal primo de R. Se d̃ é a

derivação de cfR que estende d, então d̃|RP
é uma derivação de RP .

Prova. Pela proposição acima, temos que, dado
c

s
∈ RP ,

d̃
(c

s

)
=

d(c)s− cd(s)

s2
∈ RP ,

visto que, sendo P ideal primo e s ∈ R\P , tem-se s2 ∈ R\P .

Proposição 2.20 Seja I um d-ideal de R. Então IRP é um d̃-ideal de RP .

Prova. Como IRP =

{
i

s
| i ∈ I, s ∈ R\P

}
, temos que

d̃

(
i

s

)
=

d(i)s− id(s)

s2
.

Mas sendo I um d-ideal de R, obtemos que d(i)s, id(s) ∈ I e conseqüente-

mente d(i)s− id(s) ∈ I. Assim, como s2 ∈ R\P , temos que d̃

(
i

s

)
∈ IRP .

Logo, IRP é um d̃-ideal de RP .

Antes de encerrarmos este caṕıtulo, damos a seguir mais alguns exemplos

de d-ideais que nos serão úteis neste trabalho.

Teorema 2.21 Seja R um domı́nio que contém os racionais e que possui

um único ideal maximal M . Se M for radical de algum d-ideal de R então

M é um d-ideal.

Prova. Suponhamos que A é um d-ideal de R tal que
√

A = M.

Dado x ∈ M , afirmamos que d(x) ∈ M . De fato,

n = min{t ∈ N∗ | xt ∈ A} ⇒
xn ∈ A

A é d−ideal⇒
nxn−1d(x) = d(xn) ∈ A
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Como R ⊇ Q, temos que n é inverśıvel em R, e portanto

nxn−1d(x) ∈ A ⇒
xn−1d(x) ∈ A.

Dáı note que, se d(x) /∈ M , temos que d(x) é inverśıvel em R, visto que

M é o único maximal de R; mas então xn−1 ∈ A, o que contraria o caráter

minimal de n. Logo, conclúımos que d(x) ∈ M .

Corolário 2.22 Sejam R domı́nio que contém Q, A um d-ideal de R e P

um primo mı́nimo de A. Então P é d-ideal de R.

Prova. Como A d-ideal de R então ARP é d̃-ideal de RP pela

Proposição 2.20.

Como P é um primo mı́nimo de A, o único ideal primo de RP que contém

ARP é PRP . Logo,
√

ARP = PRP , que sabemos ser ideal máximo de RP .

Então, pelo teorema 2.21, PRP é um d̃-ideal de RP .

Note agora que, se x ∈ P, então
x

1
∈ PRP e

d(x)

1
= d̃(

x

1
) ∈ PRP , e

conseqüentemente d(x) ∈ P . Logo P é d-ideal.
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3 EXTENSÃO DE UMA DERIVAÇÃO DE

R A R[t] E O TEOREMA DE SHAMSUD-

DIN

Neste caṕıtulo, abordamos algumas maneiras de estender uma derivação

de um domı́nio ao anel de polinômios. O Teorema de Shamsuddin nos dá

condições de decidir se conseguimos manter a simplicidade. Finalmente,

definimos derivações de Shamsuddin e apresentamos um critério que nos per-

mite decidir se uma derivação de Shamsuddin é ou não simples. Encerramos

então o caṕıtulo com vários exemplos de derivações simples e não seimples.

Neste caṕıtulo supomos que todos os domı́nios considerados contêm Q.

Proposição 3.1 Sejam R um anel comutativo com unidade, t uma inde-

terminada sobre R e d uma derivação de R. Então podemos estender d a

uma única derivação d̃ do anel de polinômios R[t] pondo d̃(t) = h(t), onde

h(t) ∈ R[t].

Prova. Considere d∗ uma derivação de R[t] que estende d e satisfaz

d∗(t) = h(t).

Dado f =
n∑

i=0

ait
i ∈ R[t], temos

d∗(f) =
n∑

i=0

d∗(ait
i) =

n∑
i=0

(
d∗(ai)t

i + aiit
i−1d∗(t)

) d∗|R=d
=

=
n∑

i=0

d(ai)t
i +

n∑
i=1

aiit
i−1d∗(t) = fd(t) +

df

dt
h(t).

Decorre dáı que se existir uma derivação d̃ de R[t] que estende d e tal que

d̃(t) = h(t), então ela é única e

d̃(f) = fd(t) +
df

dt
h(t), (4)
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para todo f ∈ R[t].

Resta mostrar que d̃ dada por (4) é de fato uma derivação.

Dados f, g ∈ R[t].

d̃(f + g) = (f + g)d(t) +
d(f + g)

dt
h(t)

Prop. 2.15
=

= fd(t) + gd(t) +
df

dt
h(t) +

dg

dt
h(t) = d̃(f) + d̃(g)

Além disto

d̃(fg) = (fg)d(t) +

(
dfg

dt

)
h(t)

= fd(t)g + fgd(t) +
df

dt
h(t)g + f

dg

dt
h(t)

=

(
fd(t) +

df

dt
h(t)

)
g + f

(
gd(t) +

dg

dt
h(t)

)

= d̃(f)g + fd̃(g)

Portanto, d̃ dada por (4) é a única derivação do anel de polinômios R[t]

que estende d e satisfaz a condição d̃(t) = h(t)

Quando grau h(t) ≤ 1 podemos também preservar a simplicidade quando

passamos de R a R[t], como mostra o seguinte teorema:

Teorema 3.2 ([6],Teorema de Shamsuddin): Seja R um anel comutativo

contendo Q e seja d uma derivação simples de R. Dados a, b ∈ R estenda d

a única derivação d̃ do anel de polinômios R[t] tal que d̃(t) = at + b.

As seguintes condições são equivalentes.

(i) d̃ não é simples;

(ii) existe elemento r de R tal que d(r) = ar + b.

Prova. (ii)⇒(i): Afirmamos que o ideal gerado por (t− r) é um d̃-ideal

próprio de R[t], logo d̃ não é simples. De fato,

d̃(t− r) = d̃(t)− d̃(r) = at + b− ar − b = a(t− r) ∈ (t− r)R.
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Logo, como R é por hipótese comutativo, pela proposição 2.10 temos que o

ideal gerado por t − r é um d̃-ideal. Além disso (t − r)R é d̃-ideal próprio,

visto que 1 /∈ (t − r)R, pois se 1 ∈ (t − r)R então existiria u ∈ R[t]\{0} tal

que 1 = (t− r)u; dáı

0 = grau 1 = grau ((t− r)u)
r∈R, u6=0

= 1 + grau u ≥ 1.

Logo, d̃ não é simples.

(i)⇒(ii): Seja I um d̃-ideal não trivial de R[t].

Afirmação 1: I ∩R = (0).

Inicialmente note que I∩R é um d-ideal de R. De fato, tomando

m ∈ I∩R, temos d(m) ∈ R, pois d é derivação em R e como m ∈ I∩R, e I é

d̃-ideal próprio de R[t], segue que d(m) = d̃(m) ∈ I, portanto d(m) ∈ I ∩R.

Além disso, I ∩R é d-ideal próprio de R, pois como I é próprio, temos 1 /∈ I

e conseqüentemente I∩R 6= R . Sendo d simples conclúımos que I∩R = (0).

Sejam agora

n = min{grauf ; f ∈ I, f 6= 0}

e

σ(I) = {0} ∪ {r ∈ R; r é coeficiente ĺıder de f e grauf = n}.

Afirmação 2: σ(I) 6= {0}, n ≥ 1 e σ(I) é um ideal de R.

Por hipótese, I é ideal próprio; então, para qualquer f ∈ I, com f 6= 0

temos que grau f ≥ 1 e portanto n ≥ 1.

Seja g ∈ I tal que grau g = n e seja r coeficiente ĺıder de g; então r 6= 0

e r ∈ σ(I), portanto σ(I) 6= {0}.
Além disso σ(I) é ideal de R. De fato:

- Dados r, s ∈ σ(I), se r ou s é igual a zero, claramente r + s ∈ σ(I). Se
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forem ambos não nulos então existem f, g ∈ I, da forma

f = rtn +
n−1∑
i=0

rit
i e g = stn +

n−1∑
i=0

sit
i.

Como I é um ideal, segue que f + g ∈ I, mas

f + g = (r + s)tn +
n−1∑
i=0

(ri + si)t
i.

Se r + s = 0 então r + s ∈ σ(I). Se r + s 6= 0, temos grau f + g = n e r + s é

o coeficiente ĺıder de f + g, e portanto r + s ∈ σ(I). Assim, mostramos que,

em qualquer caso, se r, s ∈ σ(I) tem-se r + s ∈ σ(I).

- Sejam s ∈ R e r ∈ σ(I), então existe f ∈ I da forma

f = rtn + rn−1t
n−1 + ... + r1t + r0,

com ri ∈ R, para i ∈ {0, 1, ..., n− 1}; então

sf = srtn + srn−1t
n−1 + ... + sr1t + sr0 ∈ I.

Dáı, se s = 0, segue que sr = 0 e portanto sr ∈ σ(I). Se s 6= 0, então

grau sf = n e sr é o coeficiente ĺıder de sf, portanto rs ∈ σ(I). Assim,

mostramos que, em qualquer caso, se s ∈ R e r ∈ σ(I) tem-se sr ∈ σ(I), o

que conclui a prova da Afirmação 2.

Afirmação 3: σ(I) é um d-ideal de R. Sejam r ∈ σ(I), f =
n∑

i=o

rit
i ∈ I tal

que grau f = n e rn = r e

g = d̃(f)− naf,

onde a é tal que d̃(t) = at + b. Como f ∈ I e I é d̃-ideal, é claro que g ∈ I.

Além disso

g = d̃(f)− naf = d̃

(
n∑

i=0

rit
i

)
− na

n∑
i=0

rit
i

=
n∑

i=0

d̃(ri)t
i +

n∑
i=1

rid̃(ti)− na

n∑
i=0

rit
i prop. 2.5

=
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=
n∑

i=0

d(ri)t
i +

n∑
i=1

riit
i−1d̃(t)− na

n∑
i=0

rit
i =

=
n∑

i=0

d(ri)t
i +

n∑
i=1

riit
i−1(at + b)− na(

n∑
i=0

rit
i),

que tem para os coeficientes de tn e tn−1 as respectivas expressões

d(r) + rna− nar = d(r)

e

d(rn−1) + arn−1(n− 1) + rnb− narn−1 = rnb + d(rn−1)− arn−1.

Se d(r) 6= 0, temos que grau g = n, donde conclúımos que d(r) ∈ σ(I) e

se d(r) = 0 então obviamente d(r) ∈ σ(I). Assim σ(I) é um d-ideal de R.

A simplicidade de d e o fato que σ(I) 6= {0} implicam que σ(I) = R.

Portanto existe um polinômio mônico p ∈ I tal que grau p = n, isto é,

p = tn + rn−1t
n−1 + ... + r1t + r0, onde rn−1, ..., r1, r0 ∈ R. Considere o

polinômio h = d̃(p) − nap, refazendo os cálculos da afirmação 3, obteremos

que h ∈ I e

h = d(1)tn + [nb + d(rn−1)− arn−1]t
n−1 + sn−2t

n−2 + ... + s1t + s0,

onde sn−2, ..., s1, s0 ∈ R. Como d(1) = 0 então h = [nb+d(rn−1)−arn−1]t
n−1+

sn−2t
n−2 + ... + s1t + s0.

Agora pela minimalidade de n, nós deduzimos que h = 0, que implica

nb+d(rn−1)−arn−1 = 0. Considere l = −n−1rn−1 . Dáı temos nb+d(−nl)−
a(−nl) = 0. Segue que nb − (d(n)l + nd(l)) + anl = 0; como d(n) = 0,

obtemos nb− nd(l) + anl = 0.

Ainda, como Q ⊂ R, temos que b− d(l) + al = 0, ou seja, d(l) = al + b.

Assim, provamos que se d não for uma derivação simples, então existe

l ∈ R tal que d(l) = al + b.

Pela proposição 3.1 temos a unicidade, o que finaliza a prova.
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Definição 3.3 Dados a(x), b(x) ∈ k[x], denotaremos por D(a, b) a k-derivação

de k[x, y], definida por:




D(a, b)(x) = 1

D(a, b)(y) = a(x)y + b(x)
,

que é chamada derivação de Shamsuddin.

Em outras palavras, uma derivação de Shamsuddin em k[x, y] é uma

derivação da forma

∂x + (a(x)y + b(x)) ∂y,

onde a(x), b(x) ∈ k[x].

Note inicialmente que D(a, b)|k[x] = d
dx

, ou seja, D(a, b) é uma extensão

da derivação d
dx

de k[x]. Além disso, como d
dx

é uma k-derivação simples de

k[x], temos, pelo Teorema de Shamsuddin (Teorema 3.2):

Corolário 3.4 Para cada a, b ∈ k[x], a derivação D(a, b) de k[x, y] é simples

se e somente se não existe f ∈ k[x] tal que

f ′ = af + b.

Prova. Basta tomar, no teorema de Shamsuddin, R = k[x], t = y,

d = d
dx

e d̃ = D(a, b).

Nos próximos resultados, apresentamos alguns exemplos de derivações

D(a, b), as quais sabemos decidir se são ou não simples. Salientamos que

de [3], sabe-se que a ”grande maioria” das derivações de Shamsuddin são

simples.

Proposição 3.5 Dados a, b ∈ k[x] tem-se:

(i) D(a, 0) não é simples;

(ii) D(0, b) não é simples;

26



(iii) se b 6= 0 e grau b < grau a, então D(a, b) é simples;

(iv) se a 6= 0 6= b e grau b = grau a, então D(a, b) é simples se e somente

se b 6= αa, para todo α ∈ k∗.

Prova. (i) Visto que

D(a, 0)(y) = ay + 0 = ay ∈ (y) = yk[x, y],

conclúımos que o ideal gerado por y é um D(a, 0)-ideal próprio de k[x, y].

Logo, D(a, 0) não é uma derivação simples de k[x, y].

(ii) Seja h um polinômio de k[x] tal que h′ = b. Afirmamos que o ideal

gerado por y − h é um D(0, b)-ideal prórpio de k[x, y]. De fato,

D(0, b)(y − h) = D(0, b)(y)−D(0, b)(h) = b− b = 0 ∈ (y − h).

Portanto, D(0, b) não é simples.

(iii) Suponhamos que b 6= 0, grau b < grau a e que D(a, b) não é simples.

Então a 6= 0, pois grau a > grau b. Ainda, sendo D(a, b) não simples, temos,

pelo Corolário 3.4, que existe um polinômio f ∈ k[x] tal que

f ′ = af + b. (5)

Se f = 0 teŕıamos 0 = f ′ = a0 + b = b 6= 0, absurdo. Portanto, f 6= 0;

mas novamente neste caso chegamos a uma contradição analisando o grau

em (5):

(grauf)− 1 = grauf ′

= grau(af + b)
grau b<grau a e f 6=0

= grau(af) ≥ grauf.

(iv) Suponhamos a 6= 0 6= b e grau b = grau a.
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Se b = αa com α ∈ k∗, então afirmamos que o ideal gerado por y + α é

um D(a, b)-ideal próprio de k[x, y]. De fato,

D(a, b)(y + α) = D(a, b)(y) + D(a, b)(α)

= ay + b + 0 = ay + αa = a(y + α) ∈ (y + α)k[x, y],

e como 1 /∈ (y + α)k[x, y], então (y + α)k[x, y] é próprio de k[x, y].

Logo, D(a, b) não é uma derivação simples.

Para mostrar a rećıproca, suponhamos que D(a, b) não é simples. Pelo

Corolário 3.4, existe f ∈ k[x] tal que

f ′ = af + b.

Inicialmente, afirmamos que f ∈ k∗. De fato, se grau f ≥ 1, então

obtemos uma contradição analisando o grau nesta última igualdade:

(grau f)− 1 = grau f ′ = grau (af + b)
grau b= grau a e grau f≥1

=

= grau (af) ≥ grau f.

Agora se f = 0 então 0 = f ′ = a0 + b = b, absurdo.

Portanto, grau f = 0, ou seja, f ∈ k∗. Dáı 0 = f ′ = af + b, isto é,

b = (−f)a, ou seja, b = αa com α ∈ k∗, a saber, α = −f.

A partir do conhecimento de derivações não simples, podemos ainda gerar

outras derivações não simples:

Proposição 3.6 Sejam a, b, b1, b2 ∈ k[x] e α ∈ k. Então:

(i) Se D(a, b1) e D(a, b2) não são simples então D(a, b1+b2) não é simples

(ii) Se D(a, b) não é simples então D(a, αb) não é simples.

Prova. Se D(a, b1), D(a, b2) e D(a, b) não são simples então, pelo Corolário

3.4, existem f1, f2, f polinômios de k[x] tais que

f ′1 = af1 + b1, f ′2 = af2 + b2 e f ′ = af + b.
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Então

(f1 + f2)
′ = f ′1 + f ′2 = af1 + b1 + af2 + b2 = a(f1 + f2) + (b1 + b2)

e

(αf)′ = αf ′ = α(af + b) = a(αf) + αb.

Como (f1 + f2), ab, af, b1 + b2 ∈ k[x] conclúımos, pelo Corolário 3.4, que

D(a, b1 + b2) e D(a, αb) não são derivações simples.

Imediatamente da Proposição 3.5, obtemos os seguintes exemplos de

k-derivações simples de k[x, y].

Exemplo 3.7 Seja d = D(x, 1), isto é, d(y) = xy + 1. Como 1 6= 0 e

grau x > grau 1, temos, pela Proposição 3.5 (iii), que d é uma k-derivação

simples de k[x, y].

Exemplo 3.8 Seja d = D(x2 + x, x2), isto é, d(y) = (x2 + x)y + x2. Sendo

grau (x2 + x) = grau x2 e x2 6= α(x2 + x), para todo α ∈ k∗, temos, pela

Proposição 3.5 (iv), que d é uma k-derivação simples de k[x, y].

Note que, com a proposição 3.5, sabemos decidir facilmente se a derivação

D(a, b) é simples quando grau a ≥ grau b.

A próxima proposição trata do caso em que grau a < grau b, e juntamente

com a proposição 3.5 nos permitirá decidir quando uma derivação do tipo

D(a, b) é ou não simples.

Proposição 3.9 Sejam a, b ∈ k[x] com a 6= 0 e b = ca + r, onde c, r ∈ k[x]

e grau r < grau a. Então

D(a, b) é simples se e somente se D(a, c′ + r) é simples.
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Prova. Primeiro observe que, escrevendo c′ = ac + (−ac + c′), temos,

pelo Corolário 3.4, que D(a,−ac + c′) não é simples. Assim, se D(a, b) não é

simples, então, usando a Proposição 3.6 (i) temos que D(a, b− ac + c′) não

é simples. Mas

b− ac + c′ b=ca+r
= c′ + r.

Logo, se D(a, b) não é simples então D(a, c′ + r) não é simples.

Ainda, escrevendo (−c)′ = a(−c)+(ac−c′), temos, pelo Corolário 3.4, que

D(a, ac−c′) não é simples. Assim, se D(a, c′+r) não é simples então, usando

a Proposição 3.6 (i), temos que D(a, c′+ r+ac− c′) = D(a, ac+ r) = D(a, b)

não é simples.

Observação 3.10 As Proposições 3.5 e 3.9 nos fornecem um algoritmo efi-

ciente para decidir se uma derivação é ou não simples:

1) se grau b < grau a então D(a, b) é simples se e só se b 6= 0 (veja

Proposição 3.5 (i) e (iii));

2) se grau b = grau a, D(a, b) é simples se e só se b 6= αa, para todo

α ∈ k∗;

3) se grau b > grau a, efetua-se a divisão euclidiana de b por a e obtém-se

b = u1a + r1 com grau r1 < grau a.

Como grau b > grau a e grau r1 < grau a, temos

grau b = grau (u1a) = grau u1 + grau a.

Logo grau u1 ≤ grau b; dáı

grau u′1 < grau u1 ≤ grau b.

Como grau r1 < grau a < grau b, temos grau (u′1 + r1) < grau b.
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Se grau (u′1 + r1) > grau a, efetua-se novamente a divisão euclidiana e

obtém-se

u′1 + r1 = u2a + r2 com grau r2 < grau a;

como anteriormente, obtemos

grau(u′2 + r2) < grau(u′1 + r1) < graub.

Desta maneira existirá um natural n tal que

grau(u′n + rn) > grau a e u′n + rn = un+1a + rn+1,

com grau (u′n+1 + rn+1) ≤ grau a. Aplicando a Proposição 3.9 sucessiva

vezes obtemos

D(a, b) é simples ⇐⇒ D(a, u′1 + r1) é simples ⇐⇒ ... ⇐⇒ D(a, u′n + rn)

é simples ⇐⇒ D(a, u′n+1 + rn+1) é simples.

Como grau (u′n+1 + rn+1) ≤ grau a, sabemos decidir por 1) ou 2) se

D(a, u′n+1 + rn+1) é ou não simples, portanto sabemos decidir se D(a, b) é

ou não simples.

Exemplo 3.11 Vamos aplicar o algoritmo acima para decidir se D(a, b)

onde a = x3 + 1 e b = x8 + 3x5 + 1 é ou não simples. Efetuando a di-

visão euclidiana temos:

b = (x3 + 1)(x5 + 2x2)− 2x2 + 1,

de modo que,

u1 = x5 + 2x2 e r1 = −2x2 + 1.

Como u′1 + r1 = 5x4− 2x2 + 4x + 1 tem grau maior que a = x3 + 1, efetua-se

a divisão euclidiana de u′1 + r1 por a, encontrando

u2 = 5x e r2 = −2x2 − x + 1.
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Como u′2 + r2 = −2x2 − x + 6 tem grau menor que grau a, o processo pára

e temos

D(x3 + 1, x8 + 3x5 + 1) é simples ⇐⇒ D(x3 + 1,−2x2 − x + 6) é simples.

Como grau (−2x2−x+6) = 2 < grau (x3+1) e −2x2−x+6 6= 0, conclúımos

que D(x3 + 1,−2x2 − x + 6) é simples, e portanto D(x3 + 1, x8 + 3x5 + 1) é

simples.

Exemplo 3.12 Apliquemos novamente o algoritmo para decidir se a derivação

D(x, x3 + 1) é ou não simples.

Aplicando a divisão euclidiana temos

x3 + 1 = xx2 + 1,

de modo que

u1 = x2er1 = 1.

Como u′1 + r1 = 2x + 1 e grau (2x + 1) = grau a, o processo pára e temos

D(x, x3 + 1) é simples ⇐⇒ D(x, 2x + 1) é simples.

Pela Proposição 3.5 (iii) D(x, 2x + 1) é simples, pois 2x + 1 6= αx, para todo

α ∈ k∗, e conseqüentemente D(x, x3 + 1) é simples.

A próxima proposição decorre diretamente do algoritmo explicitado na

Observação 3.10:

Proposição 3.13 Seja n ∈ N. A derivação D(x, xn) é simples se e somente

se n é par.
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Prova. Aplicando a D(x, xn) o algoritmo descrito na Observação 3.10,

obtemos

xn = xxn−1 + 0

(n− 1)xn−2 = x((n− 1)xn−3) + 0

(n− 3)(n− 1)xn−4 = x((n− 3)(n− 1)xn−5) + 0

...

Observe que os polinômios que estão à esquerda de cada igualdade terão

graus pares, se n for par e terão graus ı́mpares se n for ı́mpar.

Pelo algoritmo, devemos efetuar a divisão euclidiana até obter pela primeira

vez à esquerda da igualdade, um polinômio t(x) tal que

grau (t(x)) ≤ grau x = 1. Sabemos que D(x, xn) é simples se e somente se

D(x, t(x)) é simples. Dáı:

(⇐) Se n = 2p, a primeira vez que teremos grau (t(x)) ≤ 1 no lado

esquerdo da igualdade será na (p+1)-ésima igualdade, quando teremos grau

(t(x)) = 0 e

t(x) = (2p− (2p− 1))...(2p− 3)(2p− 1)x2p−2p = 1.3.5....(2p− 1).

Como 1.3.5....(2p−1) 6= 0 , pela Proposição 3.5 (iii), D(x, 1.3.5....(2p−1))

é simples. Logo, D(x, xn) é simples.

(⇒) Se n = 2p + 1 a primeira vez que teremos t(x) tal que grau (t(x)) ≤
grau x = 1, no lado esquerdo da igualdade, ocorrerá na (p + 1)-ésima igual-

dade, quando teremos grau (t(x)) = 1 e

t(x) = (2p + 1− (2p− 1))...(2p + 1− 3)(2p + 1− 1)x = 2.4.6....(2p)x.

Pela Proposição 3.5 (iv), D(x, 2.4....(2p)x) não é simples, logo D(x, xn)

não é simples.
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Proposição 3.14 Seja a ∈ k[x], a 6= 0. Então para todo b ∈ k[x], existe um

único r ∈ k[x] com grau r < grau a e tal que D(a, b− r) não é simples.

Prova. Se grau b < grau a então a resposta já está dada pela Proposição

3.5(iii): D(a, b− r) não é simples se e só se r = b.

Se grau b = grau a pela divisão euclidiana temos

b = u1a + r,

com grau r < grau a e u1 ∈ k∗. Segue que b−r = u1a, logo pela Proposição

3.5 (iv), D(a, b− r) não é simples.

Se grau b > grau a, sendo a 6= 0, temos a seguinte seqüência de igual-

dades, provenientes da divisão euclidiana por a:




b = u1a + r1

u′1 + r1 = u2a + r2

u′2 + r2 = u3a + r3

....

(6)

Como já foi observado grau b > grau(u′1+r1) > grau(u′2+r2) > ..., portanto

existe n ∈ N∗ tal que grau (u′n + rn) < grau a, quando então

u′n + rn = 0.a + rn+1.

Somando as n + 1 igualdades em (6) termo a termo, obtemos

b+(u1+u2+...+un)′+r1+r2+...+rn = a(u1+u2+...+un)+r1+r2+...+rn+1,

ou ainda, denotandos rn+1 por r e u1 + u2 + ... + un por u,

b + u′ = au + r,

donde

b− r = au− u′.
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Logo, D(a, b− r) = D(a, au− u′).

Note agora que −u ∈ k[x] e

(−u)′ = b− r − au

= a(−u) + (au− u′).

Então D(a, au − u′) não é simples, pelo Corolário 3.4. Mas então

D(a, b− r) = D(a, au− u′) também não é simples.

Mostraremos agora a unicidade do polinômio r. Sejam s1, s2 ∈ k[x] tais

que grau s1 < grau a, grau s2 < grau a e que D(a, b − s1) e D(a, b − s2)

não são simples. Como D(a, b − s1) não é simples então D(a,−b + s1) não

é simples, pela Proposição 3.6 (ii). Segue da Proposição 3.6(i) que

D(a,−b + s1 + b − s2) = D(a, s1 − s2) não é simples. Mas grau

(s1 − s2) < grau a; deste modo, pela Proposição 3.5(iii), s1 − s2 = 0, isto é,

s1 = s2.
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4 POLINÔMIOS DE DARBOUX E SOLU-

ÇÕES ALGÉBRICAS DE EQUA-

ÇÕES DIFERENCIAIS

O objetivo deste caṕıtulo é definir polinômios de Darboux de derivações

de k[x, y] e relacioná-los com soluções algébricas de certas equações diferen-

cias parciais de primeira ordem com coeficientes em k(x).

Definição 4.1 Um polinômio f ∈ k[x1, ..., xn] é dito um polinômio de Dar-

boux de uma derivação d de k[x1, ..., xn] se f /∈ k e d(f) = λf , para algum

λ ∈ k[x1, ..., xn].

Proposição 4.2 Um polinômio f ∈ k[x1, x2, ..., xn] é um polinômio de Dar-

boux de uma derivação d de k[x1, ..., xn] se e só se fk[x1, x2, ..., xn] é um

d-ideal próprio de k[x1, ..., xn].

Prova. Observe que f /∈ k, se e só se {0} 6= fk[x1, ..., xn] 6= k[x1, ..., xn].

O restante da prova é imediata, a partir da Proposição 2.10 e da definição

acima.

Corolário 4.3 Nenhuma derivação simples de k[x, y] admite polinômio de

Darboux.

Antes de analisarmos a rećıproca deste corolário, salientamos a seguinte

propriedade dos polinômios de Darboux:

Proposição 4.4 Seja f um polinômio de Darboux de uma derivação d de

k[x, y].

i) Se f = gh, com g, h ∈ k[x, y]\k e mdc(g, h) = 1, então g e h são

polinômios de Darboux para d.
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ii) Se f = pr1
1 pr2

2 ....prt
t , onde ri ∈ N∗ e pi é irredut́ıvel para todo

i ∈ {1, ..., t}, então

a) cada pri
i é polinômio de Darboux para d;

b) cada pi é um polinômio de Darboux para d.

Prova. i) Seja λ ∈ k[x, y] tal que d(f) = λf . Então

λgh = λf = d(f) = d(gh) = d(g)h + gd(h),

donde

d(g)h = λgh− gd(h)

= g(λh− d(h)).

Dáı decorre que g divide d(g)h. Como mdc(g, h) = 1, conclúımos que g divide

d(g), ou seja, d(g) = ξg, com ξ ∈ k[x, y]. Logo g é também um polinômio de

Darboux para d.

Analogamente, prova-se que h é um polinômio de Darboux de d.

ii) A parte (a) é imediata a partir de (i); para a parte (b), vemos, a partir

de (a), que basta considerar o caso f = hn, com n ∈ N∗ e h irredut́ıvel.

Como hn é polinômio de Darboux para d, existe λ ∈ k[x, y] tal que

d(hn) = λhn; dáı,

λhn = d(hn) = nhn−1d(h)

assim temos

nd(h) = λh

donde

d(h) = n−1λh,

e portanto h é polinômio de Darboux para d.
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O lema a seguir é provado em [5] apenas para um corpo algebricamente

fechado. No entanto, o resultado vale para qualquer corpo de caracteŕıstica

zero. Inclúımos aqui então uma outra demonstração para o mesmo, que pode

ser encontrada em [4] e que vale também para n variáveis. Aqui trataremos

apenas o caso n = 2.

Lema 4.5 Seja d = ∂x + α2∂y uma derivação de k[x, y], onde α2 ∈ k[x, y],

e seja p ∈ k[x, y]\k[x] tal que

µd(p) = ηp,

para algum µ ∈ k[x]\{0} e η ∈ k[x, y]. Então, existem p̃ ∈ k[x, y]\k[x] e

λ ∈ k[x, y] tais que d(p̃) = λp̃.

Prova. Escrevamos p na forma

N∑
i=0

piy
i, onde pi ∈ k[x], para todo i, N ≥ 1, PN 6= 0

Denotando por α0 ∈ k[x]\{0} o conteúdo1 de p, podemos escrever

p = α0p̃,

onde p̃ ∈ k[x, y]\k[x] é primitivo em k[x][y].

Por hipótese,

µd(α0p̃) = µd(p) = ηp = ηα0p̃, (7)

1Dados um domı́nio fatorial D e f(x) ∈ D[x], digamos, f(x) =
∑n

i=0 aix
i, denominamos

conteúdo de f o máximo divisor comum dos coeficientes de f , e o denotamos por cont(f).

Dizemos que f(x) ∈ D[x] é primitivo em D[x] se cont(f) é invert́ıvel em D.

Lema de Gauss: Sejam D um domı́nio fatorial . Então

cont(fg) = cont(f)cont(g),

para quaisquer f(x), g(x) ∈ D[x].
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onde µ ∈ k[x]\{0}. Dáı, como também α0 ∈ k[x], temos

µcont(d(α0p̃)) = cont(µd(α0p̃) = cont(ηα0p̃)

Lema de Gauss
= α0cont(η)cont(p̃)

p̃ é primitivo
= α0cont(η).

Logo, µ divide ηα0, digamos,

ηα0 = µζ,

para algum ζ ∈ k[x, y].

Dáı

µd(α0p̃)
(7)
= ηα0p̃ = µζp̃.

Ainda, como µ 6= 0, obtemos

d(α0p̃) = ζp̃.

Dáı, como d é uma derivação,

ζp̃ = d(α0p̃) = α0d(p̃) + d(α0)p̃;

pondo λ := ζ − d(α0) ∈ k[x, y], obtemos

α0d(p̃) = λp̃. (8)

Repetimos então o argumento: como α0 ∈ k[x] e p̃ é primitivo, temos

α0cont(d(p̃)) = cont(α0d(p̃))

= cont(λp̃)
Lema de Gauss

= cont(λ)cont(p̃) = cont(λ),

e portanto α0 divide λ em k[x, y], digamos,

λ = α0η̃,
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para algum η̃ ∈ k[x, y]. Dáı (8) se reescreve

α0d(p̃) = α0η̃p̃,

e como α0 6= 0, obtemos

d(p̃) = η̃p̃,

o que completa prova.

Teorema 4.6 Seja d = ∂x + α2∂y uma k-derivação de k[x, y] onde

α2 ∈ k[x, y]. Então

a) as seguintes condições são equivalentes:

i) d não é simples;

ii) d tem um polinômio de Darboux;

iii) d tem um polinômio de Darboux irredut́ıvel.

b) Se d não é simples então

i) todo polinômio de Darboux f de d satisfaz grauy f ≥ 1;

ii) existe, a menos de multiplicação por um elemento de k∗, um único

polinômio de Darboux irredut́ıvel e mônico de d.

Prova. a) (i)=⇒(ii): Se k[x, y] não é d-simples então existe I um d-ideal

próprio de k[x, y]. Seja p(x, y) =
N∑

i=0

piy
i, p 6= 0 onde pi ∈ k[x], um polinômio

não nulo pertencente a I e com o menor grau em y.

1ocaso: N > 0. Pela divisão euclidiana (aplicada a d(p) e p considerados

como elementos em k(x)[y], temos que existe g ∈ k[x]\{0} tal que

gd(p) = hp + r,

para certos h, r ∈ k[x, y] satisfazendo

grauy(r) < grauy(p) ou r = 0.
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Sendo I um d-ideal, temos que r ∈ I, mas isto implica, pelo caráter minimal

de p, que r = 0. Portanto,

gd(p) = hp.

Como g ∈ k[x], o Lema 4.5 nos garante que existem λ ∈ k[x, y] e

p̃ ∈ k[x, y]\k[x] tais que

d(p̃) = λp̃.

Assim p̃ é um polinômio de Darboux de d.

2ocaso: N = 0, ou seja, p ∈ I ∩ k[x]\{0}. Dáı temos

p ∈ I ∩ k[x] e d(p) ∈ I e d(p) = ∂x(p) ∈ k[x] ⇒
p ∈ I ∩ k[x] e ∂x(p) ∈ I ∩ k[x] ⇒
p gera um ∂x-ideal não trivial de k[x],

absurdo, pois ∂x é uma derivação simples de k[x].

(ii)=⇒(iii) Decorre da proposição 4.4.

(iii)=⇒(i) é imediata pelo Corolário 4.3.

b) i) Para cada f ∈ k[x], digamos,

f =
n∑

i=0

aix
i,

onde n ∈ N e ai ∈ k, an 6= 0, temos

d(f) =
n∑

i=0

d(aix
i)

d é k-derivação
=

n∑
i=1

aiix
i−1d(x)

d|k[x]= ∂x

=
n∑

i=1

aiix
i−1,

e portanto graux d(f) = n − 1 < n = graux f . Assim, não existe

λ ∈ k[x, y] tal que d(f) = λf , ou seja, nenhum polinômio f ∈ k[x] pode

ser um polinômio de Darboux de d. Em outras palavras, todo polinômio de

Darboux f de d satisfaz grauy f ≥ 1.
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Provamos agora o ı́tem (ii) para o caso em que k é um corpo algebrica-

mente fechado (que é o caso em que vamos utilizá-lo), mas a afirmação vale

para qualquer corpo de caracteŕıstica zero.

Suponhamos que existam f1 e f2 ∈ k[x, y], polinômios de Darboux de d

irredut́ıveis e tais que f1 6= cf2, qualquer que seja c ∈ k∗. Então os ideais

f1k[x, y] e f2k[x, y] são distintos e, um vez sendo f1 e f2 irredut́ıveis, são

também ideais primos de altura 1. Pela Proposição 2.10 o ideal de k[x, y]

gerado por f1 e f2 é um d-ideal. Seja P um primo mı́nimo de (f1, f2). Pela

Proposição 2.22 P é um d-ideal. Como (f1) ⊂ (f1, f2) ⊆ P e (f1) é um

ideal primo, então P é um ideal máximo de k[x, y]. Sendo k algebricamente

fechado P = (x − α, y − β) com α, β ∈ k (Teorema 32 em [2]). Por outro

lado x− α ∈ P e d(x− α) = d(x)− d(α) = d(x) = 1 /∈ P , o que contradiz o

fato de P ser um d-ideal. Portanto existe um único polinômio irredut́ıvel de

Darboux, a menos de multiplicação por um fator de k∗.

Nos próximos resultados, dado r ∈ k(x), continuaremos a utilizar a

notação r′ para a derivada de r com respeito à única extensão da

derivação ∂/∂x : k(x) −→ k(x) para o fecho algébrico k(x) (veja Caṕıtulo

2).

Teorema 4.7 Seja d uma k-derivação de k[x, y] com d(x) = p(x, y) e

d(y) = q(x, y), e seja f ∈ k[x, y] um polinômio de Darboux para d. Se f

é irredut́ıvel então existe r ∈ k(x) tal que

p(x, r)r′ = q(x, r) e f(x, r) = 0,

a saber, qualquer raiz em k(x) da equação f(x, y) = 0 (com coeficientes em

k(x)).

Prova. Observe inicialmente que se existe um polinômio de Darboux f

para d então, pelo Teorema 4.6, d não é simples e grauyf ≥ 1. Escrevemos
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então

f(x, y) = Σn
i=0gi(x)yi,

onde n ≥ 1 e gi(x) ∈ k[x], para todo i ∈ {0, 1, ..., n}. Olhando f como um

elemento de k(x)[y] e sendo n = grauyf ≥ 1, temos que f tem uma raiz em

k(x), que vamos denotar por r :

0 = f(x, r) = Σn
i=0gi(x)ri.

Dáı, aplicando a derivação ( )′ à igualdade acima, obtemos

0 =
(
Σn

i=0gi(x)ri
)′

= Σn
i=0

(
gi(x)ri

)′

= Σn
i=0gi(x)′ri + Σn

i=0igi(x)ri−1r′

=
∂f

∂x
(x, r) + r′

∂f

∂y
(x, r), (9)

Por outro lado, pela Proposição 2.7, sabemos que, sendo d uma k-derivação

de k[x, y], temos

d(f) = d(x)
∂f

∂x
+ d(y)

∂f

∂y

= p(x, y)
∂f

∂x
+ q(x, y)

∂f

∂y
.

Agora, como f é um polinômio de Darboux para d, digamos,

d(f) = λf,

com λ ∈ k[x, y]\k, temos

p(x, y)
∂f

∂x
(x, y) + q(x, y)

∂f

∂y
(x, y) = d(f) = λ(x, y)f(x, y),

e, escrevendo esta igualdade para y = r, temos (lembrando que f(x, r) = 0)

p(x, r)
∂f

∂x
(x, r) + q(x, r)

∂f

∂y
(x, r) = 0. (10)
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Como f é por hipótese irredut́ıvel em k[x, y] = k[x][y] e como f(x, r) = 0,

então f é o polinômio mı́nimo de r sobre k(x). Ainda, como grauy f(x, y) ≥ 1

temos grauy
∂f

∂y
(x, y) ≥ 0, e portanto

∂f

∂y
(x, r) 6= 0. Dáı, de (10) obtemos

q(x, r) = −
∂f

∂x
(x, r)

∂f

∂y
(x, r)

p(x, r)
(9)
= r′p(x, r).

Teorema 4.8 Seja d uma k-derivação de k[x, y] com d(x) = p(x, y) e

d(y) = q(x, y). Se r ∈ k(x) é uma solução da equação diferencial

p(x, r)r′ = q(x, r), (11)

então seu polinômio minimal primitivo f em k[x, y] é um polinômio de Dar-

boux de d irredut́ıvel.

Prova. Como f(x, y) é o polinômio minimal primitivo de r em k[x, y],

então grauy f ≥ 1. Defina h ∈ k[x, y] por

h(x, y) = d(f(x, y)).

Afirmamos que h(x, r) = 0. De fato,

h(x, r) = d(f(x, y))(r)

= p(x, r)
∂f

∂x
(x, r) + q(x, r)

∂f

∂y
(x, r)

(11)
=

= p(x, r)
∂f

∂x
(x, r) + p(x, r)r′

∂f

∂y
(x, r)

= p(x, r)

[
∂f

∂x
(x, r) + r′

∂f

∂y
(x, r)

]

Mas
∂f

∂x
(x, r) +

∂f

∂y
(x, r).r′ =

∂

∂x
(f(x, r)) =

∂

∂x
(0) = 0,

e portanto

h(x, r) = p(x, r).0 = 0.
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Como f(x, y) é um polinômio minimal primitivo para r em k[x, y] e

h(x, r) = 0 conclúımos que h(x, y) deve ser um múltiplo de f em k(x)[y]:

d(f) = h = Λf.

para algum Λ = Λ(x, y) ∈ k(x)[y]. Afirmamos que Λ ∈ k[x][y], e portanto f

é um polinômio de Darboux para d.

De fato, escrevendo Λ na forma

Λ =
l(x)t(x, y)

g(x)
, (12)

onde l(x), g(x) ∈ k[x] e t(x, y) ∈ k[x, y], com t(x, y) primitivo como

polinômio na variável y, temos

l(x)t(x, y)f(x, y) = g(x)Λ(x, y)f(x, y) = g(x).d(f).

Como t(x, y) e f(x, y) são primitivos como polinômios em y, temos, pelo

Lema de Gauss, que t(x, y)f(x, y) também é primitivo e, como

l(x), g(x) ∈ k[x], obtemos

l(x)
t(x,y)f(x,y) é primitivo

= cont[l(x)t(x, y)f(x, y)]

= cont[g(x)d(f)] = g(x)cont(d(f)).

Dáı obtemos
l(x)

g(x)
= cont(d(f)) ∈ k[x],

donde, por (12),

Λ =
l(x)t(x, y)

g(x)
∈ k[x, y],

o que completa a prova.

Decorrem dos teoremas 4.7 e 4.8, os seguintes corolários:
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Corolário 4.9 Seja d uma k-derivação de k[x, y] com d(x) = p(x, y) e

d(y) = q(x, y), isto é,

d = p(x, y)∂x + q(x, y)∂y.

Então as seguintes condições são equivalentes:

(i) Existe um polinômio de Darboux f ∈ k[x, y] para d com grauyf ≥ 1.

(ii) Existe uma função racional r ∈ k(x) tal que p(x, r)r′ = q(x, r).

Para os próximos caṕıtulos, será útil destacarmos o próximo corolário:

Corolário 4.10 Seja d = ∂x + q(x, y)∂y uma k-derivação de k[x, y], onde

q(x, y) ∈ k[x, y], então

a) as seguintes condições são equivalentes:

i) d não é simples em k[x, y];

ii) Existe f polinômio irredut́ıvel de Darboux de d em k[x, y]

iii) Existe r ∈ k(x) tal que r′ = q(x, r).

b) Se d não é simples então todo polinômio de Darboux f de d satisfaz

grauy f ≥ 1 e existe um único polinômio de Darboux de d que é irredut́ıvel

e mônico.

c) As soluções em k(x) da equação diferencial z′ = q(x, z) são exatamente

as soluções (em k(x) ) da equação f(x, z) = 0.

Prova. Decorre dos Teoremas 4.6, 4.7 e 4.8.
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5 SOBRE UMA CLASSE DE EQUAÇÕES

DE RICCATI

Neste caṕıtulo, consideramos uma equação diferencial de Riccati da

forma

t′ = t2 − p(x), (13)

onde p = p(x) é um polinômio de k[x]. Nosso objetivo é saber decidir sobre

a simplicidade das k−derivações ∂x + (y2 − p(x))∂y, onde p(x) ∈ k[x] e que

denotaremos por ∆p :

∆p = ∂x + (y2 − p(x))∂y,

ou ainda: para cada p = p(x) ∈ k[x], ∆p denotará a k-derivação de k[x, y]

induzida por 



∆p(x) = 1

∆p(y) = y2 − p(x)

Uma importante simplificação acontece no caso em que k é algebricamente

fechado, a saber, as soluções algébricas são na verdade racionais.

Teorema 5.1 ([5], Theorem 5.1) Se k é algebricamente fechado então,

para cada p(x) ∈ k[x], a equação (13) não admite solução em k(x)\ k(x).

Em outras palavras, as soluções algébricas de (13), se existirem, são todas

racionais.

Prova. Suponha que existe t ∈ k(x)\k(x) que é solução de (13).

Seja f ∈ k(x)[y] o polinômio minimal para t sobre k(x). Como t /∈ k(x),

temos grauyf ≥ 2.

Seja K um corpo de fatoração de f sobre k(x) e sejam t1, ..., tn as n ráızes

de f em K. Como a caracteŕıstica de k é zero e f é irredut́ıvel em k(x)[y],
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temos que t = t1, ..., tn são todas distintas e

f = f(x, y) = yn − σ1y
n−1 + σ2y

n−2 − ... + (−1)nσn, (14)

onde n ≥ 2 e σi denotam os polinômios simétricos em t1, ..., tn.

Ainda, como a extensão k(x) ⊂ K é algébrica, a derivação d
dx

de k(x)

pode ser estendida de maneira única a uma derivação de K (veja Teorema

2.16) que podeŕıamos continuar denotando por ( )′ ou por ∂/∂x, mas que

aqui, para simplificação de escrita, vamos denotar por d. Assim, a equação

(13) se reescreve

d(t) = t2 − p(x) (15)

Afirmação 1: Se σ é um k(x)-automorfismo de K, então σdσ−1 é uma

derivação de K. De fato, dados a, b ∈ K, é claro que

(σdσ−1)(a + b) = σdσ−1(a) + σdσ−1(b).

Além disso,

(
σdσ−1

)
(ab) = (σd)

(
σ−1(a)σ−1(b)

)

= σ
[
d(σ−1(a))σ−1(b) + σ−1(a)d(σ−1(b))

]

=
(
σdσ−1

)
(a)b + a

(
σdσ−1

)
(b).

Afirmação 2: Se σ é um k(x)-automorfismo de K, então σdσ−1|k(x) =

d|k(x) = ∂/∂x, e portanto, pela unicidade da extensão de ∂/∂x a uma ex-

tensão algébrica, temos que σdσ−1 = d, ou ainda, σd = dσ.

De fato, dado m ∈ k(x), temos, uma vez que σ é um k(x)-automorfismo,

σdσ−1(m) = σd(m)
m∈k(x)

= σ
∂

∂x
(m) =

∂

∂x
(m).

Afirmação 3: Toda raiz ti de f (i = 1, ..., n ) é também solução de (15).
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De fato, para cada i ∈ {1, ..., n}, ti = σ(t) para algum σ ∈ Autk(x)(K).

Dáı,

d(ti) = d(σ(t))
σd=dσ

= σd(t)
(15)
=

= σ(t2 − p(x)) = σ(t)2 − σ(p(x))
σ|k(x)=identidade

=
σ(t)=ti

t2i − p(x).

Considere agora o discriminante de f , que denotamos por ∆. Como

f(x, y) =
n∏

i=1

(y − ti), temos

∆ = (−1)n(n−1)/2
∏

i 6=j

(ti − tj) ∈ k(x)

Afirmação 4: d(∆) = (−1)n(n−1)/2
∑

i6=j

d(ti − tj)
∏

m6=k, (m,k)6=(i,j)

(tm − tk).

A prova desta afirmação é feita por indução sobre n, e encontra-se no

Apêndice (veja seção 7.1).

Afirmação 5: O coeficiente σ1 de f (veja (14)) pode também ser dado

por

σ1 =
d(∆)

2(n− 1)∆
.

De fato, a partir da Afirmação 4 podemos calcular a derivada logaŕıtmica

de ∆:

d(∆)

∆
Afirm.4

=

(−1)n(n−1)/2
∑

i 6=j

d(ti − tj)
∏

m6=k, (m,k) 6=(i,j)

(tm − tk)

(−1)n(n−1)/2
∏

i6=j

(ti − tj)

=
∑

i6=j

d(ti − tj)

ti − tj
=

∑

i6=j

d(ti)− d(tj)

ti − tj

Afirm.3
=

=
∑

i6=j

t2i − p(x)− t2j + p(x)

ti − tj
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=
∑

i6=j

t2i − t2j
ti − tj

=
∑

i6=j

(ti − tj)(ti + tj)

ti − tj
=

∑

i6=j

(ti + tj)

= 2(n− 1)(t1 + t2 + ... + tn)
(14)
= 2(n− 1)σ1,

donde se obtém a expressão desejada.

Afirmação 6: Como ∆ ∈ k(x), podemos escrever ∆ =
h

g
, com h, g ∈ k[x]

e mdc(h, g) = 1. Dáı segue que

d(∆)

∆
=

h′g − hg′

hg
.

De fato,

d(∆) =
h′g − hg′

g2
,

e conseqüentemente,

d(∆)

∆
=

h′g − hg′

g2
.
g

h
=

h′g − hg′

hg
.

Afirmação 7: Sendo k algebricamente fechado, temos

h = m

u∏
i=1

(x− li)
ri e g = b

v∏
i=1

(x− ξi)
si , (16)

onde m, b ∈ k∗, l1, ..., lu, ξ1, ..., ξv ∈ k. Afirmamos que

σ1 =
∑
α∈R

λα

x− α
, (17)

onde λα ∈ Q e R = {l1, ..., lu, ξ1, ..., ξv}.
De fato, de 16 obtemos

h′ = m

u∑
i=1

ri(x− li)
ri−1

∏

j∈{1,...,u},j 6=i

(x− lj)
rj
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= m

u∑
i=1

ri

u∏
j=1

(x− lj)
rj

x− li

= m

u∏
j=1

(x− lj)
rj

u∑
i=1

ri
1

x− li

= mh

u∑
i=1

ri
1

x− li
,

e portanto
h′

h
=

u∑
i=1

ri

x− li
,

com ri ∈ N∗. Analogamente temos que

g′

g
=

v∑
i=1

si

(x− ξi)
,

com si ∈ N∗. Como

d(∆)

∆
=

h′g − hg′

hg
=

h′

h
− g′

g

=
u∑

i=1

ri

(x− li)
−

v∑
i=1

si

(x− ξi)

podemos escrever
d(∆)

∆
=

∑
α∈R

γα

x− α

onde R = {l1, ..., lu, ξ1, ..., ξv} e γα ∈ Z∗.
Logo,

σ1
Afirm.5

=
d(∆)

2(n− 1)∆
Afirm.6

=
1

2(n− 1)

h′g − hg′

hg
=

∑
α∈R

λα

x− α
,

onde λα = γα/2(n− 1) ∈ Q∗, para cada α ∈ R.

Afirmação 8: f é um polinômio de Darboux para a derivação

∆p =
∂

∂x
+ (y2 − p)

∂

∂y
,
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olhada como derivação de k(x)[y].

De fato, como f(x, y) ∈ k(x)[y], existem m(x), n(x) ∈ k[x] e

f1(x, y) ∈ k[x, y] primitivo tais que f(x, y) =
n(x)

m(x)
f1(x, y).

Como f é polinômio mı́nimo de t sobre k(x), f1 é polinômio minimal

primitivo de t. Logo pela Proposição 4.8, f1 é polinômio de Darboux de ∆p,

e portanto existe λ ∈ k[x, y] tal que ∆p(f1) = λf1. Decorre dáı que

∆p(f) = ∆p

( n

m
f1

)
= ∆p

( n

m

)
f1 +

n

m
∆p (f1)

= ∆p

( n

m

) [m

n

( n

m
f1

)]
+

n

m
λf1

=
[
∆p

( n

m

) m

n
+ λ

] n

m
f1 =

[
∆p

( n

m

) m

n
+ λ

]
f .

Logo f é um polinômio de Darboux para a derivação ∆p.

Afirmação 9: Seja β ∈ k(x)[y] tal que

∆p(f) = βf . (18)

Afirmamos que grauyβ = 1 e o coeficiente do seu termo em y é n.

De fato, da igualdade

βf = ∆p(f) =
∂f

∂x
+ (y2 − p)

∂f

∂y
,

e do fato que grauy

(
∂f

∂x
+ (y2 − p)

∂f

∂y

)
= 1 + grauyf, conclúımos que

grauyβ = 1.

Além disso, comparando coeficientes e tendo em vista que grauy
∂f

∂x
≤

grauyf, temos que o coeficiente do termo ĺıder em y de β é n. Portanto

β = ny + a, para algum a ∈ k(x). (19)

Passamos agora a estudar em detalhe o “termo constante” a ∈ k(x) de

(19)
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De (14), obtemos

∂f

∂x

σ0=1
=

n∑
i=1

(−1)iσ′iy
n−i ,

∂f

∂y
=

n−1∑
i=0

(−1)i(n− i)σiy
n−i−1 =

n∑
i=1

(−1)i−1(n− i + 1)σi−1y
n−i,

y2∂f

∂y
=

n∑
i=1

(−1)i−1(n− i + 1)σi−1y
n−i+2 =

n−2∑
i=−1

(−1)i+1(n− i− 1)σi+1y
n−i

−p
∂f

∂y
=

n∑
i=1

(−1)i(n− i + 1)pσi−1y
n−i

e portanto

∂f

∂x
+ (y2 − p)

∂f

∂y
=

n∑
i=1

(−1)iσ′iy
n−i +

n−2∑
i=−1

(−1)i+1(n− i− 1)σi+1y
n−i

+
n∑

i=1

(−1)i(n− i + 1)pσi−1y
n−i

= nyn+1 − (n− 1)σ1y
n

+
n−2∑
i=1

(−1)i [σ′i − (n− i− 1)σi+1 + (n− i + 1)pσi−1] y
n−i

+ (−1)n−1(σ′n−1 + 2pσn−2)y + (−1)n(σ′n + pσn−1) (20)

Por outro lado,

βf = (ny + a)f = (ny + a)
n∑

i=0

(−1)iσiy
n−i =

= nyn+1 + (n(−1)1σ1 + a(−1)0σ0)y
n

+
n−1∑
i=1

(
(−1)i+1nσi+1 + (−1)iaσi

)
yn−i + (−1)naσn

= nyn+1 + (a− nσ1)y
n

+
n−1∑
i=1

(−1)i (−nσi+1 + aσi) yn−i + (−1)naσn. (21)
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Comparando os coeficientes de yi nas igualdades (20) e (21) deduzimos

que

−(n− 1)σ1 = (a− nσ1),

ou seja,

σ1 = a;

para 1 ≤ i ≤ n− 1, deduzimos que

(−1)i(σ′i − (n− i− 1)σi+1 + (n− i + 1)pσi−1) = (−1)i(−nσi+1 + aσi),

ou ainda,

−(n− i− 1− n)σi+1 = −σ′i − (n− i + 1)pσi−1 + aσi,

o que nos leva a

(i + 1)σi+1 = aσi − σ′i − (n− i + 1)pσi−1.

Já para i = n, obtemos

(−1)n(σ′n + pσn−1) = (−1)naσn,

o que nos leva a

σ′n + pσn−1 = aσn,

e assim obtemos o seguinte sistema de n + 1 equações:

(Σ)





σ1 = a

2σ2 = aσ1 − σ′1 − np

3σ3 = aσ2 − σ′2 − (n− 1)pσ1

...

iσi = aσi−1 − σ′i−1 − (n + 2− i)pσi−2

...

nσn = aσn−1 − σ′n−1 − 2pσn−2

0 = aσn − σ′n − pσn−1

(22)
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Note que os coeficientes σi de f podem ser também pensados como uma

seqüência de funções racionais (σi)i∈N, definidas indutivamente por

σ0 = 1, σ1 = a

e, para 2 ≤ i ≤ n,

iσi = aσi−1 − σ′i−1 − (n + 2− i)pσi−2 (23)

e

σi = 0,

para i > n. Dáı, após feitas todas as substituições, a última equação de (Σ)

se torna uma equação diferencial para a.

Afirmação 10: Seja α um dos pólos de a = σ1 (veja (17)). Como

p(x) ∈ k[x], obviamente α não é pólo de p(x). Afirmamos no entanto que,

para todo i ∈ {1, 2, ..., n}.
i) α é um pólo de σi com ordem no máximo i;

ii) se denotarmos por σi a parte de σi que envolve o pólo α de ordem i

então

i!σi =
λα(λα + 1)...(λα + i− 1)

(x− α)i
, (24)

A prova desta afirmação é feita por indução sobre i, e encontra-se no

Apêndice (veja seção 7.2).

Afirmação 11: Para cada pólo α de σ1, o racional λα definido em (17)

satisfaz

λα ∈ {−1,−2, ...,−n},

e portanto a fórmula (24) vale também para i > n.

De fato, da última equação de (22) temos que

σn+1 = 0 = aσn − σ′n − pσn−1.
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Pela prova da Afirmação 10, α é um pólo de aσn = σ1σn e de −σ′n de ordem

no máximo n + 1 e é de ordem no máximo n − 1 como pólo de σn−1; dáı

conclúımos que, ainda denotando por σn+1 a parte de σn+1 que envolve o

pólo α de ordem n + 1, obtemos

0 = σn+1 = aσn − σ′n.

De (24) obtemos

σ′n = − 1

n!

nλα(λα + 1)...(λα + n− 1)

(x− α)n+1
,

e portanto

0 = aσn − σ′n

=
λα

x− α

1

n!

λα(λα + 1)...(λα + n− 1)

(x− α)n
+

1

n!

n(λα(λα + 1)...(λα + n− 1)

(x− α)n+1

=
1

n!

λα(λα + 1)...(λα + n− 1)(λα + n)

(x− α)n+1
;

com isso, obtemos a seguinte equação para cada λα :

λα(λα + 1)...(λα + n) = 0,

o que nos dá λα ∈ {0,−1,−2, ...,−n}; ainda, como α é um pólo σ1 temos

λα 6= 0. Isto completa prova da Afirmação 11.

Dividimos agora a prova em dois casos:

1 ocaso: p 6= 0.

Neste caso, grau p ≥ 0. Queremos estimar os graus e certos coeficientes

das funções racionais σ1, ..., σn. (Por grau de uma função racional queremos

significar a diferença

(grau do numerador) − (grau do denominador).)

Nesta etapa, p está fortemente envolvido, conforme nos mostra a afirmação

seguir:
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Afirmação 12: Se δ = grau(p) então, para cada i ∈ N,

grau(σ2i) = iδ enquanto 2i ≤ n

grau(σ2i+1) ≤ iδ − 1.

Esta afirmação está provada no Apêndice (veja seção 7.3).

Denotemos por p̂ o coeficiente ĺıder de p e, para cada i, por σ̂2i o coeficiente

em σ2i do termo de grau iδ, e por σ̂2i+1 o coeficiente em σ2i+1 do termo de

grau iδ − 1 (que pode ser nulo, pela Afirmação 12). É claro que σ̂j = 0 se

j > n.

Seja Λ o inteiro não negativo dado por

Λ = −
∑
α∈R

λα.

Obtemos então as seguintes relações envolvendo os σ̂i :

σ̂1 = −Λ, (25)

pois σ1 =
∑
α∈R

λα

x− α
. Ainda, por (23), obtemos





2σ̂2 = −np̂,

3σ̂3 = âσ2 − σ̂′2 − (n− 1)p̂σ1,

...

(2i)σ̂2i = −(n + 2− 2i)p̂σ2i−2, enquanto 2i ≤ n

(2i + 1)σ̂2i+1 = âσ2i − σ̂′2i − (n− 2i + 1)p̂σ2i−1,

enquanto 2i + 1 ≤ n

...

(26)

Observação: As fórmulas acima valem também para σ̂n+1:




(n + 1)σ̂n+1 = −p̂σn−1, se n for ı́mpar

(n + 1)σ̂n+1 = âσn − σ̂′n − p̂σn−1, se n for par
(27)
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De fato:

- se n é par, digamos, n = 2s, então

σ̂2s+1 = σ̂n+1 = 0
(22)
= âσ2s − σ̂′2s − p̂σ2s−1,

e portanto vale, para n = 2s,

(n + 1)σ̂n+1 = âσn − σ̂′n − p̂σn−1;

- se n é ı́mpar, digamos, n = 2s + 1, então

σ̂2s+2 = σ̂n+1 = 0
(22)
= −p̂σ2s,

e portanto vale também para n = 2s + 1,

(n + 1)σ̂n+1 = −p̂σn−1.

Afirmação 13: Para todo s ∈ N tem-se

σ̂2s = (−1)sp̂sM2s, enquanto 2s ≤ n + 1 (28)

e

σ̂2s+1 = (−1)s+1p̂sM2s+1, enquanto 2s + 1 ≤ n + 1, (29)

onde Mi são racionais definidos indutivamente por:

M0 = 1, M1 = Λ (30)

e, para s ≥ 1,

M2s =
n + 2− 2s

2s
M2(s−1), (31)

e

M2s+1 =
1

2s + 1
[(Λ + sδ)M2s + (n + 1− 2s)M2s−1]. (32)

(Note que os racionais M2s são não negativos enquanto 2s ≤ n + 2 e os

M2s+1 são não negativos enquanto 2s ≤ n + 1).
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A prova desta afirmação encontra-se no Apêndice (veja seção 7.4).

Afirmação 14: n é par.

Se n é ı́mpar, digamos, n = 2s + 1, temos:

0 = σ̂n+1 = σ̂2s+2 = σ̂2(s+1)
(28)
= (−1)s+1p̂s+1M2(s+1) = (−1)s+1p̂s+1Mn+1,

portanto M2(s+1) = Mn+1 = 0. Dáı segue que

0 = M2(s+1)
(31)
=

n + 2− 2(s + 1)

2(s + 1)
M2s,

o que implica

M2s = 0,

e conseqüentemente,

σ̂2s
(28)
= (−1)sp̂sM2s = 0,

o que é um aburdo, pois p 6= 0 e, pela Afirmação 12, grau σ2s = s× grau(p),

portanto σ̂2s 6= 0.

Escrevamos então n = 2s; como σn+1 = 0, temos, por (29)

0 = Mn+1 = M2s+1.

Deste modo,

0 = M2s+1
(32)
=

1

2s + 1
[(Λ + sδ)M2s + (n + 1− 2s)M2s−1],

como n = 2s

(Λ + sδ)Mn + Mn−1 = 0.

Como Mi ≥ 0, para todo i ≤ n + 1 e Mn 6= 0, temos que

(Λ + sδ)Mn + Mn−1 = 0 implica Λ + sδ = 0 e Mn−1 = 0.

Mas Λ ≥ 0, s > 0 e δ ≥ 0, portanto Λ = δ = 0.
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Conclúımos: se a equação diferencial (13) tem solução t ∈ k(x)\ k(x) e

p 6= 0 então devemos ter, por (17),

σ1 = Λ = 0 (33)

e

grau p = δ = 0, (34)

ou seja, p é um polinômio constante e o coeficiente σ1 de f é igual a zero.

Além disso f teria grau par n = 2s.

Afirmação 15: Para todo i ∈ N,

σ2i+1 = 0 e, enquanto 2i ≤ n, σ2i = (−1)i

(
s

i

)
pi;

em particular σ2i é constante, pois p é constante.

Esta afirmação está provada no Apêndice (veja seção 7.5).

Logo

f = y2s+(−1)1
(

s
1

)
p1y2(s−1)+...+(−1)s−1

(
s

s−1

)
ps−1y2+(−1)s

(
s
s

)
ps = (y2−p)s.

Como f foi suposto irredut́ıvel, devemos ter s = 1, ou seja,

f = y2 − p ∈ k[y].

Mas p ∈ k e k é por hipótese algebricamente fechado, então f não tem grau

2, absurdo.

Portanto, acabamos de provar que a equação diferencial (13), quando o

polinômio p é não nulo, não admite solução algébrica que não seja função

racional.
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2 ocaso: p = 0.

Aqui reescrevemos

σ1 =
∑
α∈R

λα

(x− α)
,

na forma

σ1 =
m∑

i=1

−1

(x− αi)
,

levando em conta que o conjunto R é finito e que λα ∈ {−1,−2, ...,−n}, para

cada α, onde m = −
∑
i∈j

λαi
(podendo acontecer αi = αj com i 6= j).

Afirmação 16: Para cada j ∈ {1, 2, ..., n}, tem-se

σj =
∑

1≤i1<i2<...<ij≤m

(−1)j

(x− αi1)(x− αi2)...(x− αij)

A prova desta afirmação encontra-se no Apêndice (veja seção 7.6).

Definimos agora

g(x, y) = ((x− α1)...(x− αm))f(x, y).

Como f = f(x, y) = yn − σ1y
n−1 + σ2y

n−2 − ... + (−1)nσn, pela Afirmação

16, é claro que g(x, y) ∈ k[x, y].

Como t ∈ k(x)\k(x) é tal que f(x, t) = 0, temos

g(x, t) = (x− α1)...(x− αm)f(x, t) = 0

Como g(x, y) ∈ k[x, y] ⊆ k(y)[x] e g(x, y) 6= 0, então g tem somente

um número finito de ráızes em k(y), em particular um número finito em k.

Sendo k infinito, existe α ∈ k tal que g(α, y) 6= 0. Por outro lado, g(x, t) = 0,

implica que g(α, t) = 0, logo t é ráız de um polinômio não nulo g(α, y) de

k[y], portanto t é algébrico sobre k. Sendo k algebricamente fechado temos

que t ∈ k, o que é um absurdo, pois por hipótese t ∈ k(x)\k(x).

Isto completa a prova do teorema.
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6 SIMPLICIDADE DAS k−DERIVAÇÕES

∂x + (y2 − p(x))∂y

Neste caṕıtulo, discutiremos a simplicidade das k-derivações de k[x, y]

∆p = ∂x + (y2 − p(x))∂y

definidas no caṕıtulo anterior. Estaremos em todo o caṕıtulo supondo que k é

algebricamente fechado, apesar de os resultados serem também válidos para

quaisquer corpos de caracteŕıstica zero.

Nas próximas duas proposições analisamos os polinômios de Darboux

de ∆p que satisfazem grauy f = 1. Antes observamos que, como os fatores

irredut́ıveis de um polinômio de Darboux são também polinômios de Darboux

(veja Proposição 4.4), podemos supor f irredut́ıvel em k[x, y].

Proposição 6.1 Seja f um polinômio de Darboux irredut́ıvel de ∆p. Supo-

nhamos que grauyf = 1, digamos, f = uy + v, onde u, v ∈ k[x], u 6= 0 e

mdc(u, v) = 1. Seja λ ∈ k[x, y] tal que

∆p(f) = λf,

então

a) λ = y + s para algum s ∈ k[x];

b) grau p = 2 grau s (talvez ambos iguais a −∞).

Prova. a) Desenvolvendo a igualdade λf = ∆p(f) temos

λ.(uy + v) = ∆p(uy + v) = ∆p(uy) + ∆p(v)

= ∆p(u)y + u∆p(y) + ∆p(v)
u,v∈k[x]

=

= u′y + u(y2 − p) + v′

= uy2 + u′y + v′ − pu, (35)
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o que implica, comparando os graus em y, que λ = y+s para algum s ∈ k[x].

b) Observe que sendo λ = y + s, temos

λf = (y + s)(uy + v) = uy2 + (su + v)y + sv. (36)

Comparando coeficientes em y de (35) e (36) obtemos

su = u′ − v e sv = v′ − pu. (37)

Isolando v na primeira igualdade em (37) e substituindo na segunda igual-

dade, obtemos

v = u′ − su ⇒
0 = v′ − pu− sv

0 = (u′ − su)′ − pu− s(u′ − su)

0 = u′′ − s′u− su′ − pu− su′ + s2u. (38)

Das igualdades em (37), notamos que p = 0 se e só se s = 0, e portanto

vale, neste caso, da igualdade em (38) obtemos

grau p = 2 grau s.

Agora suponhamos que p 6= 0 e s 6= 0. Então, de (37)

su + v = u′ ⇒ grau v = grau s + grau u

e

sv = v′ − pu ⇒ grau s + grau v = grau p + grau u.

Das duas implicações acima obtemos

grau s + grau s + grau u = grau p + grau u.
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Como u 6= 0, obtemos

grau p = 2 grau s,

o que completa a prova.

Proposição 6.2 Seja f um polinômio irredut́ıvel em k[x, y] tal que

grauyf = 1, digamos, f = uy + v ∈ k[x, y], com u,v ∈ k[x], u 6= 0 e

mdc(u, v) = 1. Seja r = −v/u ∈ k(x). Então as seguintes condições são

equivalentes:

(i) f é um polinômio de Darboux para ∆p;

(ii) r′ = r2 − p(x).

Prova. (i)⇒(ii) Decorre do Corolário 4.10.

(ii)⇒(i) É imediato do Teorema 4.8 e da unicidade do polinômio irre-

dut́ıvel de Darboux de ∆p (Teorema 4.6).

O teorema a seguir nos auxiliará no principal resultado deste trabalho,

que é o teorema 6.4.

Teorema 6.3 Se a derivação ∆p não é simples sobre k[x, y], então existe

um único polinômio irredut́ıvel de Darboux f ∈ k[x, y] de ∆p. Além disso

grauy f = 1.

Prova. Por hipótese ∆p não é simples. Pelo Teorema 4.6 existe e é único

f(x, y) ∈ k[x, y] polinômio irredut́ıvel de Darboux de ∆p. Além disso grauy

f ≥ 1. Seja r ∈ k(x) uma ráız de f(x, y) ∈ k(x)[y]. Pelo Corolário 4.10

temos

r′ = r2 − p.

Sendo assim, r é uma solução algébrica da equação diferencial

r′ = r2 − p.
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Pelo Teorema 5.1, esta solução é racional, isto é, r ∈ k(x).

Como r ∈ k(x) e é raiz do polinômio irredut́ıvel f(x, y), então grauy

f = 1. Se r = 0 então p = 0; dáı ∆p não é simples, pois f = y é polinômio

de Darboux de ∆p. Se r 6= 0, existem u, v ∈ k[x], u 6= 0 e mdc(u, v) = 1 tais

que r = −v

u
, pela Proposição 6.2 temos f(x, y) = uy + v é um polinômio de

Darboux de ∆p.

Teorema 6.4 Se p é um polinômio não nulo e de grau ı́mpar, então ∆p é

uma derivação simples.

Prova. Suponhamos que ∆p não seja simples. Pelo Teorema 6.3, existe

um polinômio de Darboux f para ∆p tal que grauy f = 1.

Pela Proposição 6.1, se λ denota o autovalor de f então

λ = y + s,

para algum s ∈ k[x] e grau(p) = 2 grau(s). Então grau(p) é um número par,

o que completa a prova.

No entanto algumas derivações ∆p com grau(p) par são também simples:

Proposição 6.5 Toda derivação d : k[x, y] −→ k[x, y] da forma

d =
∂

∂x
+ (y2 ± xn)

∂

∂y
, n ∈ N∗.

é simples.

Prova. Se n é ı́mpar então d é simples, pelo teorema acima.

Suponhamos então que n = 2m, com m ∈ N∗, e que d não é simples.

Então pelo Teorema 6.3 existe f um polinômio de Darboux de d da forma

f = uy + v,
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onde u, v ∈ k[x] e u 6= 0. Pela Proposição 6.1 temos que se λ denota o auto-

valor de f então λ = y + s para algum s ∈ k[x]. Além disso, necessariamente

n = 2grau s e por (38) temos

0 = u′′ − s′u− 2su′ + s2u− pu = u′′ − s′u− 2su′ + (s2 − p)u. (39)

Como p = ±x2m, temos que grau s = m. É fácil ver que grau u′′, grau

s′u, grau 2su′ são todos estritamente menores do que grau s + grau u =

m+grau u; conclúımos então que os graus maiores ou iguais do que m+grau u

estão todos envolvidos exclusivamente na parcela (s2− p)u e devem então se

anular. Ou ainda, como u 6= 0, que os coeficientes de grau maior ou igual do

que m em s2 − p devem todos se anular.

Como s 6= 0, pois 2 grau s = n ≥ 1, podemos escrever

s = smxm + ... + s1x + s0 =
m∑

k=0

skx
k,

onde s0, ..., sm ∈ k e sm 6= 0, temos

s2 − p =

(
2m∑

k=0

∑

i+j=k

sisjx
k

)
∓ x2m.

Como os coeficientes dos termos de grau maior ou igual do que m, de s2 − p

são nulos obtemos

s2
m ∓ 1 = 0 (40)

e, para k ∈ {m,m + 1, ..., 2m− 1},
∑

i+j=k

sisj = 0,

Como k é algebricamente fechado, um tal sm existe e é não nulo. Por

indução decrescente vamos obter

sm−1 = sm−2 = ... = s1 = s0 = 0.
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Segue dáı que s = smxm e (39) se reescreve neste caso na forma

0 = u′′ −msmxm−1u− 2smxmu′ + (s2
mx2m ∓ x2m)u

(40)
= u′′ −msmxm−1u− 2smxmu′. (41)

Sejam l coeficiente ĺıder de u e t = grau u. Como u 6= 0, temos t ≥ 1. Se

t = 0 então u ∈ k e em (41) temos

0 = −msmxm−1u,

mas m, sm, u não são nulos, absurdo. Segue então

grau u′′ < grau(msmxm−1u) = grau(2smxmu′),

portanto o coeficiente do termo de maior grau em (41) é

−msml − 2smlt = −sml(m + 2t),

que deve então se anular. Como sm 6= 0 e l 6= 0, segue que

m + 2t = 0,

que é uma contradição, pois t ≥ 0 e m > 0.

Portanto, não existe polinômio de Darboux para d, ou seja, d é simples,

como queŕıamos demonstrar.

Proposição 6.6 Toda derivação d de k[x, y] da forma

d =
∂

∂x
+ (y2 − x2m + mxm−1)

∂

∂y
, m ∈ N∗.

não é simples e seu polinômio irredut́ıvel de Darboux é y − xm.

Prova. Note que

d(y − xm) =
∂

∂x
(y − xm) + (y2 − x2m + mxm−1)

∂

∂y
(y − xm)

= −mxm−1 + y2 − x2m + mxm−1

= y2 − x2m = (y + xm)(y − xm),
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e portanto f = y − xm é polinômio de Darboux de d e y + xm é seu auto

valor.

Observação 6.7 Na demonstração acima, chegamos ao polinômio de Dar-

boux y−xm com o seguinte racioćınio: pelo Teorema 6.3, se d não for simples

então existe um polinômio de Darboux de grau 1 em y. Ainda, se isto acon-

tecer, pela Proposição 6.1, temos que se λ denota o autovalor de f então

λ = y + s para algum s ∈ k[x].

Inicialmente supondo que existe um polinômio f = uy + v, com u, v ∈
k[x], u 6= 0 tal que d(f) = λf . Como na prova da Proposição 6.5, chegaremos

a

u′′ − s′u− 2su′ + s2u− (x2m −mxm−1)u = 0. (42)

Seguindo com a mesma idéia da prova proposição 6.5, obteremos m =

grau s, digamos,

s =
m∑

k=0

skx
k,

donde

s2 =
2m∑

k=0

∑

i+j=k

sisjx
k,

e substituindo na expressão (42), obtemos

0 = u′′ − s′u− 2su′ + u

2m∑

k=0

∑

i+j=k

sisjx
k − (x2m −mxm−1)u

= u′′ − s′u− 2su′

+ u

[
(s2

m − 1)x2m +
2m−1∑

k=m

∑

i+j=k

sisjx
k +

(
m +

∑
i+j=m−1

sisj

)
xm−1 +

m−2∑

k=0

∑

i+j=k

sisjx
k

]

Como grau u′′, grau s′u, grau 2su′ são todos estritamente menores do

que m+ grau u, conclúımos que os coeficientes dos termos de grau maior ou

igual a m+grau u são todos provenientes exclusivamente da expressão entre

colchetes.
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Assim, obteremos

s2
m = 1,

∑

i+j=k

sisj = 0, para k ∈ {m, ..., 2m− 1},

o que nos dá

sm = ±1,

e, por indução decrescente, vamos obter

sm−1 = sm−2 = ... = s1 = s0 = 0.

Portanto s = ±xm e (42) fica

0 = u′′ − smmxm−1u− 2smxmu′ + x2mu− x2mu + mxm−1u

= u′′ − smmxm−1u− 2smxmu′ + mxm−1u

= u′′ + (−smm + m)xm−1u− 2smxmu′

Claramente a expressão acima envolve termos de grau no máximo igual a

m− 1 + grau u (lembre que u 6= 0). Assim, se l denota o coeficiente ĺıder de

u e t = grau u então, olhando o coeficiente do termo de grau m−1+grau u,

obtemos

(−smm + m)l − 2smtl = 0,

e como l 6= 0, chegamos a

−smm + m− 2smt = 0. (43)

Dáı, se sm = −1, obtemos

m + m + 2t = 0,
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o que é um absurdo, pois m > 0 e t ≥ 0. Conclúımos então que sm = 1,

s = xm e, de (43) que

0 = −m + m− 2t = −2t,

o que implica t = 0 e conseqüentemente u é constante.

Agora por (37) temos v = −us, portanto,

f = uy + v = uy − uxm

com u ∈ k∗. Logo, módulo produto por um elemento de k∗, y − xm é o

polinômio irredut́ıvel de Darboux de ∆p de k[x, y]. Pela Proposição 6.1 a)

seu autovalor é λ = y + s, isto é, y + xm.
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7 APÊNDICE

7.1 Prova da Afirmação 4 do Teorema 5.1:

Se f(x, y) =
n∏

i=1

(y − ti) então seu discriminante

∆ = (−1)n(n−1)/2
∏

i 6=j

(ti − tj) ∈ k(x)

satisfaz a igualdade

d(∆) = (−1)n(n−1)/2
∑

i6=j

d(ti − tj)
∏

m6=k, (m,k)6=(i,j)

(tm − tk).

Prova. Como d(∆) = (−1)n(n−1)/2d

(∏

i6=j

(ti − tj)

)
, não precisamos nos

preocupar com o fator (−1)n(n−1)/2. Provaremos por indução sobre n que

d

(∏

i6=j

(ti − tj)

)
=

∑

i6=j

d(ti − tj)
∏

m6=k, (m,k)6=(i,j)

(tm − tk).

Para n = 2 temos:

d


 ∏

i,j∈{1,2},i6=j

(ti − tj)


 = d[(t1 − t2)(t2 − t1)]

= d(t1 − t2)(t2 − t1) + (t1 − t2)d(t2 − t1)

=
∑

i,j∈{1,2},i6=j

d(ti − tj)
∏

m6=k, (m,k)6=(i,j)

(tm − tk)

Suponhamos que para n ≥ 2 vale

d


 ∏

i,j∈{1,...,n},i 6=j

(ti − tj)


 =

∑

i,j∈{1,...,n},i 6=j

d(ti−tj)
∏

m,k∈{1,..,n}, m 6=k, (m,k) 6=(i,,j)

(tm−tk).
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Dáı:

d


 ∏

i,j∈{1,...,n,n+1}, i6=j

(ti − tj)




= d


 ∏

i,j∈{1,...,n}, i 6=j

(ti − tj)
∏

r∈{1,...,n}
(tn+1 − tr)

∏

s∈{1,...,n}
(ts − tn+1)




= d


 ∏

i,j∈{1,...,n}, i 6=j

(ti − tj)


 ∏

r∈{1,...,n}
(tn+1 − tr)

∏

s∈{1,...,n}
(ts − tn+1)

+
∏

i,j∈{1,...,n}, i 6=j

(ti − tj) d


 ∏

r∈{1,...,n}
(tn+1 − tr)


 ∏

s∈{1,...,n}
(ts − tn+1)

+
∏

i,j∈{1,...,n}, i 6=j

(ti − tj)
∏

r∈{1,...,n}
(tn+1 − tr) d


 ∏

s∈{1,...,n}
(ts − tn+1)




HI
=

∑

i,j∈{1,...,n},i 6=j

d(ti − tj)
∏

m, k ∈ {1, .., n},
m 6= k, (m, k) 6= (i, , j)

(tm − tk)
∏

r∈{1,...,n}
(tn+1 − tr)

∏

s∈{1,...,n}
(ts − tn+1)

+
∑

r∈{1,...,n}
d(tn+1 − tr)

∏

m∈{1,...,n}, m 6=r

(tn+1 − tm)
∏

i,j∈{1,...,n}, i6=j

(ti − tj)
∏

s∈{1,...,n}
(ts − tn+1)

+
∑

s∈{1,...,n}
d(ts − tn+1)

∏

k∈{1,...,n}, k 6=s

(tk − tn+1)
∏

i,j∈{1,...,n}, i6=j

(ti − tj)
∏

r∈{1,...,n}
(tn+1 − tr)

=
∑

i,j∈{1,...,n},i 6=j

d(ti − tj)
∏

m,k∈{1,..,n+1}, m 6=k, (m,k) 6=(i,,j)

(tm − tk)

+
∑

r∈{1,...,n}
d(tn+1 − tr)

∏

m,k∈{1,..,n+1}, m 6=k, (m,k)6=(n+1,r)

(tm − tk)

+
∑

s∈{1,...,n}
d(ts − tn+1)

∏

m,k∈{1,..,n+1}, m 6=k, (m,k)6=(s,n+1)

(tm − tk)

=
∑

i,j∈{1,...,n+1},i6=j

d(ti − tj)
∏

m,k∈{1,..,n+1}, m 6=k, (m,k)6=(i,,j)

(tm − tk)
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7.2 Prova da Afirmação 10 do Teorema 5.1:

Seja α um dos pólos de a = σ1 (veja (17)). Então, para todo i ∈
{1, 2, ..., n},

i) α é um pólo de σi com ordem no máximo i;

ii) se denotarmos por σi a parte de σi que envolve o pólo α de ordem i

então

i!σi =
λα(λα + 1)...(λα + i− 1)

(x− α)i
, (44)

Prova. A prova é por indução sobre i. Por (17),

σ1 =
∑
α∈R

λα

x− α
, (45)

e então é claro que α é um pólo de σ1 com ordem 1. Além disso,

σ1 =
λα

(x− α)
,

portanto (44) é satisfeita para i = 1.

Para i = 2 temos (veja (22))

σ2 =
1

2
(aσ1 − σ′1 − np).

Como

aσ1 = σ1σ1 =
∑
α∈R

λ2
α

(x− α)2
+

∑

α,β∈R, β 6=α

λαλβ

(x− β)(x− α)

e

−σ′1 = −(
∑
α∈R

λα

x− α
)′ =

∑
α∈R

λα

(x− α)2
,

temos

σ2 =
1

2

(∑
α∈R

λ2
α

(x− α)2
+

∑

α,β∈R, β 6=α

λαλβ

(x− β)(x− α)
+

∑
α∈R

λα

(x− α)2
− np

)

=
1

2

(∑
α∈R

λ2
α + λα

(x− α)2
+

∑

α,β∈R, β 6=α

λαλβ

(x− β)(x− α)
− np

)
.
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Assim, vemos que α é pólo de σ2 de ordem no máximo 2.

Além disso,

σ2 =
1

2

λ2
α + λα

(x− α)2
,

donde

2!σ2 =
λα(λα + 1)

(x− α)2
.

Deste modo, ii) vale para i = 2.

Suponhamos que i) e ii) valem para i ∈ {2, ..., n− 1}.
Por (23), temos que

σi+1 =
1

i + 1
(aσi − σ′i − (n− i + 1))pσi−1).

Mas

aσi = σ1σi
HI (ii)

=
(45)

∑
α∈R

λα

x− α

1

i!

λα(λα + 1)...(λα + i− 1)

(x− α)i

+ parcelas envolvendo o pólo α com ordem ≤ i

=
∑
α∈R

1

i!

λα(λα(λα + 1)...(λα + i− 1))

(x− α)i+1
+ parcelas envolvendo α com ordem ≤ i;

por outro lado,

σ′i
HI (ii)

=

(
1

i!

λα(λα + 1)...(λα + i− 1)

(x− α)i
+ parcelas envolvendo α com ordem ≤ i− 1

)′

= − 1

i!

i.λα(λα + 1)...(λα + i− 1)

(x− α)i+1
+ parcelas envolvendo α com ordem ≤ i;

ainda, por hipótese, a ordem do pólo α em σi−1 é no máximo i−1. Conclúımos

então que α é um pólo de σi+1 com ordem no máximo i + 1. Além disso,

σi+1 =
1

i + 1

1

i!

λα(λα(λα + 1)...(λα + i− 1))

(x− α)i+1
+

+
1

i + 1

1

i!

i(λα(λα + 1)...(λα + i− 1)

(x− α)i+1
)

=
1

(i + 1)!

λα(λα + 1)...(λα + i− 1)(λα + i)

(x− α)i+1
,

e portanto, (ii) é também satisfeita por σi+1.
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7.3 Prova da Afirmação 12 do Teorema 5.1:

Se δ = grau(p) então, para cada i ∈ N,

grau(σ2i) = iδ enquanto 2i ≤ n

grau(σ2i+1) ≤ iδ − 1.

Prova. A prova é feita por indução sobre i.

Inicialmente observemos que se f(x), g(x) ∈ k[x] então

grau

(
f

g

)′
≤ grau f − grau g − 1 = grau

(
f

g

)
− 1,

uma vez que (
f

g

)′
=

f ′g − fg′

g2
.

Sendo σ0 = 1 temos que grau(σ0) = 0 = 0δ, e da Afirmação 5,

σ2×0+1 = σ1 =
d(∆)

2(n− 1)∆
,

onde ∆ ∈ k(x); então grau σ1 ≤ 0δ − 1 = −1.

Seja k ∈ {0, 1, ..., n− 1} e suponhamos que

grau(σ2i) = iδ e grau(σ2j+1) ≤ jδ − 1,

enquanto 2i ≤ k e 2j + 1 ≤ k. Dáı:

- se k for ı́mpar então, como k + 1 ≤ n e pondo k + 1 = 2(i + 1), temos

σk+1 = σ2(i+1)
(23)
=

1

2(i + 1)
(aσ2i+2−1 − σ′2i+2−1 − (n + 2− 2i− 2)pσ2i+2−2)

=
1

2i + 2
(aσ2i+1 − σ′2i+1 − (n− 2i)pσ2i);

dáı, pela hipótese de indução, temos:

grau (aσ2i+1) = grau (σ1σ2i+1) ≤ −1 + iδ − 1 = iδ − 2,

grau σ′2i+1 ≤ grau σ2i+1 − 1
HI≤ iδ − 1− 1 = iδ − 2
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grau pσ2i
HI
= δ + iδ = (i + 1)δ,

de modo que, neste caso, obtemos

grau σk+1 = grau(σ2(i+1)) = (i + 1)δ.

- se k for par então, como k + 1 ≤ n e pondo k + 1 = 2i, temos

σk+1 = σ2i+1
(23)
=

1

2i + 1
(aσ2i+1−1 − σ′2i+1−1 − (n + 2− 2i− 1)pσ2i+1−2)

=
1

2i + 1
(aσ2i − σ′2i − (n− 2i + 1)pσ2i−1);

dáı, pela hipótese de indução, temos:

grau (aσ2i) = grau (σ1σ2i) = −1 + iδ = iδ − 1,

grau σ′2i

HI≤ iδ − 1

grau pσ2i−1 = grau pσ2(i−1)+1

HI≤ δ + (i− 1)δ − 1 = iδ − 1,

de modo que, neste caso, obtemos

grau σk+1 = grau(σ2i+1) ≤ iδ − 1.

Logo grau(σ2i) = iδ enquanto 2i ≤ n e grau(σ2i+1) ≤ iδ − 1 para todo

i ∈ N.
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7.4 Prova da Afirmação 13 do Teorema 5.1:

Dado s ∈ N, tem-se

σ̂2s = (−1)sp̂sM2s, enquanto 2s ≤ n + 1

e

σ̂2s+1 = (−1)s+1p̂sM2s+1, enquanto 2s + 1 ≤ n + 1,

onde Mi são racionais definidos indutivamente por:

M0 = 1, M1 = Λ

e, para s ≥ 1,

M2s =
n + 2− 2s

2s
M2(s−1)

e

M2s+1 =
1

2s + 1
[(Λ + sδ)M2s + (n + 1− 2s)M2s−1].

Prova. A prova é por indução sobre s.

Para s = 0 temos

σ̂0 = 1 = (−1)0p̂0M2×0

e

σ̂1
(25)
= −Λ = (−1)1p̂0M1

Suponhamos que, dado i ∈ N tal que 2(i + 1) ≤ n + 1, tenhamos

σ̂2i = (−1)ip̂iM2i
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Dáı, como 2(i + 1) ≤ n + 1, podemos aplicar (26) e (27) e obter

σ̂2(i+1) =

= − 1

2(i + 1)
(n + 2− 2(i + 1)) ̂pσ2(i+1)−2

= − 1

2(i + 1)
(n− 2i)p̂σ̂2i

HI
=

= − 1

2(i + 1)
(n− 2i)p̂(−1)ip̂iM2i

=
(n− 2i)

2(i + 1)
(−1)i+1p̂i+1M2i.

Note ainda que

M2(i+1) =
(n + 2− 2(i + 1))

2(i + 1)
M2i

=
(n− 2i)

2(i + 1)
M2i

e portanto

σ̂2(i+1) = (−1)i+1p̂i+1M2(i+1), (46)

enquanto 2(i + 1) ≤ n + 1.

Suponhamos agora que dado i ∈ N tal que 2(i + 1) + 1 ≤ n + 1 tenhamos

σ̂2i = (−1)ip̂iM2i e σ̂2i+1 = (−1)i+1p̂iM2i+1.

Então vale (46). Ainda, como σ′2(i+1) tem grau ≤ (i + 1)δ − 1, temos, por

(46),

σ̂′2(i+1) = (i + 1)δ(−1)i+1p̂i+1M2(i+1), (47)
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de modo que, como 2(i + 1) + 1 ≤ n + 1, podemos aplicar (26) e (27) e obter

̂σ2(i+1)+1 =

=
1

2(i + 1) + 1

[
âσ2(i+1) − σ̂′2(i+1) − (n− 2(i + 1) + 1) ̂pσ2(i+1)−1

]
(47),(25)

=
(46)

=
1

2(i + 1) + 1

[−Λ(−1)i+1p̂i+1M2(i+1) − (i + 1)δ(−1)i+1p̂i+1M2(i+1) − (n− 2i− 1)p̂σ2i+1

]
=

=
1

2(i + 1) + 1

[
Λ(−1)ip̂i+1M2(i+1) + (i + 1)δ(−1)ip̂i+1M2(i+1) − (n− 2i− 1)p̂σ2i+1

] HI
=

=
1

2(i + 1) + 1

[
Λ(−1)ip̂i+1M2(i+1) + (i + 1)δ(−1)ip̂i+1M2(i+1) − (n− 2i− 1)p̂(−1)i+1p̂iM2i+1

]

=
1

2(i + 1) + 1

[
Λ(−1)ip̂i+1M2(i+1) + (i + 1)δ(−1)ip̂i+1M2(i+1) + (n− 2i− 1)(−1)ip̂i+1M2i+1

]

=
1

2(i + 1) + 1
(−1)ip̂i+1

[
M2(i+1)(Λ + (i + 1)δ) + (n− 2i− 1)M2i+1

]
.

Por outro lado,

M2(i+1)+1 =
1

2(i + 1) + 1

[
(Λ + (i + 1)δ)M2(i+1) + (n + 1− 2(i + 1))M2(i+1)−1

]

=
1

2(i + 1) + 1
[M2(i+1)(Λ + (i + 1)δ) + (n− 2i− 1)M2i+1],

e portanto

̂σ2(i+1)+1 = (−1)ip̂i+1M2(i+1)+1 = (−1)i+2p̂i+1M2(i+1)+1,

enquanto 2(i + 1) + 1 ≤ n.
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7.5 Prova da Afirmação 15 do Teorema 5.1:

Para todo i ∈ N,

σ2i+1 = 0

e, enquanto 2i ≤ n,

σ2i = (−1)i

(
s

i

)
pi.

Prova. A prova é por indução sobre i.

Inicialmente observamos p 6= 0 e p constante implica que p̂ = p.

Dáı, para i = 0 temos

σ0 = 1 = (−1)0

(
s

0

)
p0 e σ1

(33)
= 0.

Seja i ≥ 0 e suponhamos que, por indução, tenhamos

σ2i+1 = 0 e, σ2i = (−1)i

(
s

i

)
pi se 2i < n.

Então se 2(i + 1) ≤ n temos

σ2(i+1)
(22)
=

1

2(i + 1)

[
aσ2(i+1)−1 − σ′2(i+1)−1 − (n + 2− 2(i + 1))pσ2(i+1)−2

]

=
1

2(i + 1)

[
aσ2i+1 − σ′2i+1 − (n− 2i)pσ2i

] HI:σ2i+1=0, portanto σ′2i+1=0
=

= − n− 2i

2(i + 1)
pσ2i

HI
=

= − n− 2i

2(i + 1)
p(−1)i

(
s

i

)
pi n=2s

=

= (−1)i+1pi+1 2(s− i)

2(i + 1)

s!

i!(s− i)!

= (−1)i+1pi+1 s!

(i + 1)!(s− i− 1)!

= (−1)i+1

(
s

i + 1

)
pi+1
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Também se 2(i + 1) + 1 ≤ n, temos

σ2(i+1)+1
(22)
=

1

2(i + 1) + 1

[
aσ2(i+1)+1−1 − σ′2(i+1)+1−1 − (n + 2− (2(i + 1) + 1))pσ2(i+1)+1−2

]

=
1

2i + 3
[aσ2(i+1) − σ′2(i+1) − (n− 2i− 1)pσ2i+1]

a=0
=

HI: σ2i+1=0, portanto σ′2i+1=0
0,

o que completa a prova.
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7.6 Prova da Afirmação 16 do Teorema 5.1:

Para cada j ∈ {1, 2, ..., n}, tem-se

σj =
l∑

1≤i1<i2<...<ij≤m

(−1)j

(x− αi1)(x− αi2)...(x− αij)
.

Prova. A prova é por indução sobre j. Relembremos que reescrevemos

σ1 =
∑
α∈R

λα

(x− α)

na forma

σ1 =
m∑

i=1

−1

(x− αi)
,

levando em conta que o conjunto R é finito e que λα ∈ {−1,−2, ...,−n},
onde m = −

∑
α∈R

λα

Lembrando que a = σ1, temos

aσ1 = σ2
1 =

m∑
i=1

+1

(x− αi)2
+

∑
1≤i1<i2≤m

2

(x− αi1)(x− αi2)

e

σ′1 =
m∑

i=1

1

(x− αi)2
;

dáı, lembrando que p = 0, segue que

σ2
(22)
=

aσ1 − σ′1
2

=
∑

1≤i1<i2≤m

1

(x− αi1)(x− αi2)
,

e portanto a afirmação vale para j = 2.

Suponhamos que para j ∈ {2, ..., n− 1} vale

σj =
∑

1≤i1<i2<...<ij≤m

(−1)j

(x− αi1)(x− αi2)...(x− αij)
.

Por (22) obtemos

σj+1 =
aσj − σ′j

j + 1
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Mas

aσj
HI
=

=

(
m∑

i=1

−1

(x− αi)

)
 ∑

1≤i1<i2<...<ij≤m

(−1)j

(x− αi1)(x− αi2)...(x− αij)




=
m∑

i=1

∑
1≤i1<i2<...<ij≤m

(−1)j+1

(x− αi)(x− αi1)(x− αi2)...(x− αij)

=
∑

1≤i1<i2<...<ij≤m

(−1)j+1

(x− αi1)
2(x− αi2)...(x− αij)

+
∑

1≤i1<i2<...<ij≤m

(−1)j+1

(x− αi1)(x− αi2)
2...(x− αij)

+ ...

+
∑

1≤i1<i2<...<ij≤m

(−1)j+1

(x− αi1)(x− αi2)...(x− αij)
2

+
∑

1≤i1<i2<...<ij≤m

∑

i∈{1,...,m}\{i1,...,ij}

(−1)j+1

(x− αi)(x− αi1)(x− αi2)...(x− αij)

e

σ′j =


 ∑

1≤i1<i2<...<ij≤m

(−1)j

(x− αi1)(x− αi2)...(x− αij)



′

=
∑

1≤i1<i2<...<ij≤m

−((x− αi1)(x− αi2)...(x− αij))
′(−1)j

((x− αi1)(x− αi2)...(x− αij))
2

=
∑

1≤i1<i2<...<ij≤m

(−1)j+1

(x− αi1)
2(x− αi2)...(x− αij)

+
∑

1≤i1<i2<...<ij≤m

(−1)j+1

(x− αi1)(x− αi2)
2...(x− αij)

...

+
∑

1≤i1<i2<...<ij≤m

(−1)j+1

(x− αi1)(x− αi2)...(x− αij)
2
;
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então, depois dos cancelamentos obtemos

σj+1 =
1

j + 1

∑
1≤i1<i2<...<ij≤m

∑

i∈{1,...,m}\{i1,...,ij}

(−1)j+1

(x− αi)(x− αi1)(x− αi2)...(x− αij)

=
1

j + 1

∑
1≤i1<i2<...<ij<ij+1

≤m

(j + 1)(−1)j+1

(x− αi1)(x− αi2)...(x− αij)(x− αij+1
)

=
∑

1≤i1<i2<...<ij<ij+1
≤m

(−1)j+1

(x− αi1)(x− αi2)...(x− αij)(x− αij+1
)
.
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