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Resumo

Neste trabalho, estudamos um modelo bastante simplificado da interagao da matéria
com a radiacao, denominado modelo de Jaynes-Cummings. A matéria é representada
por um atomo, tratado como um sistema de dois niveis, em interagdo com um tinico
modo do campo eletromagnético. Estudamos o problema sob dois pontos de vista
diferentes: primeiramente, tratando ambos os sistemas como quanticos e, depois,
considerando o campo como um sistema classico e o atomo como quantico. Em
especial, nos concentramos em obter a inversao de populagao nos dois casos. No
contexto da teoria semi-classica, utilizamos, ainda, duas abordagens distintas: uma,
levando em consideragao o campo de reagao do atomo e, a outra, ignorando qualquer
efeito do atomo sobre o campo. Vimos que a primeira fornece uma descricao mais
préoxima da realidade, pois ela é capaz de prever o fendmeno da emissao espontanea
pelo atomo, o que nao acontece com a segunda. Analisamos também o efeito da
inclusao do ambiente na dinamica do sistema, tanto nos tratamentos classicos, como
no quantico.

Abstract

We studied a very simple model of the interaction between radiation and matter,
named Jaynes-Cummings model. Matter is represented by an atom, treated as a two
level system, which interacts with one single mode of the electromagnetic field. We
looked at the problem in two different ways: first, treating both systems as quantum
and later, considering the field as classical and the atom as quantum. In particular,
we concentrate in obtaining the population inversion in both cases. In the context
of semiclassical theory, we still used two distinct approachs: one, taking into account
the field reaction of the atom and, the other, ignoring any effect of the atom onto
the field. We verified that the first gives a more realistic description than the second
because it accounts for spontaneous emission by the atom. We still included the
environment on the description of both quantum and classical dynamics.
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INTRODUCAO

Estudamos a interacao entre a matéria e a radiacao utilizando um modelo bastante
simplificado, denominado Modelo de Jaynes-Cummings. Esse modelo, proposto em
1963 por E.T. Jaynes e F.W. Cummings [1], descreve a interacao entre um &tomo,
idealizado como um sistema quantico de dois niveis, e um tnico modo do campo
eletromagnético quantizado. O novo modelo revelou propriedades nao previstas pela
teoria classica (2], que sé puderam ser comprovadas experimentalmente alguns anos
mais tarde, em 1987 [3]; desde entao, ele vem sendo empregado, com sucesso, na
analise de experimentos na area de Otica Quantica.

O principal objetivo deste trabalho é determinar em que condi¢oes um tratamento
classico do campo fornece resultados compativeis com os da teoria quantica. Em par-
ticular, utilizamos como instrumento de comparacao a inversao de populacao, definida
como a diferenca entre as probabilidades de o dtomo estar nos estados fundamental
ou excitado.

Esta dissertacao estd organizada da seguinte maneira: no primeiro capitulo estao
descritos alguns conceitos importantes relativos a sistemas quanticos, que serao uti-
lizados ao longo do texto, tais como estados coerentes e emaranhamento. O segundo
capitulo comeca com uma deducao do hamiltoniano que descreve a interagao entre
atomo e campo a luz da teoria quantica, partindo de resultados conhecidos do eletro-
magnetismo classico. Em seguida, obtemos a dinamica do sistema para os hamilto-
nianos quantizado e semi-quantizado (campo cldssico). A dindmica semi-classica é
apresentada em duas versoes: na primeira, supomos que o campo tem apenas sua
evolucao livre, ou seja, que ele nao é afetado pela interacao com o dtomo; na se-
gunda, incluimos na analise o campo de reacao do atomo, da maneira descrita na
referéncia [1], o que conduz a um resultado nao previsto pela primeira: a emissao
espontanea pelo atomo. Estudamos, ainda, a consequéncia de se utilizar um campo
estocastico, com uma distribuicao de energia, ao invés de um campo com uma ener-
gia bem determinada. No terceiro capitulo, analisamos o efeito da inclusao de um
elemento dissipativo na dinamica do sistema, tanto na descri¢cao quantica quanto nas
semi-clédssicas.



1 CONCEITOS IMPORTANTES

Neste capitulo, serao apresentados alguns conceitos necessarios a descricao de
sistemas quanticos, que serao utilizados ao longo do texto.

1.1 Operador densidade

Sempre que o nosso conhecimento sobre um sistema for incompleto, isto é, quando
nao tivermos acesso a toda a informacao necessaria para descrevé-lo por um vetor de
estado |¢>, serd preciso descrevé-lo por um operador densidade, definido da seguinte

maneira:
p =" Pulthn)(tn] (1.1.1)

onde p, é a probabilidade de que o sistema esteja no estado ’¢n>, obedecendo as
condicoes: 0 <p, <1le an = 1.

n
No caso particular em que um p,, = 1 e os demais sao nulos, o estado do sistema

¢é completamente determinado; trata-se de um estado puro. No caso geral, dizemos
que o estado representa uma mistura estatistica. Um exemplo de sistema que pode
ser descrito por um estado de mistura ¢ a radiacao produzida pelos atomos da parede
de uma cavidade em equilibrio térmico a temperatura T. Seja H o hamiltoniano do
sistema; o estado que o descreve é chamado de estado térmico e tem a seguinte forma:

e~ BH

1
_ _ 1.1.2

onde T'r denota a operacao traco e k£ a constante de Boltzman.
Da definigao (1.1.1), com a condigao Z pn = 1, segue a seguinte propriedade:

Trp=1 (1.1.3)

Além disso, temos
Trp* <1 (1.1.4)

a igualdade sendo valida apenas para estados puros. Temos entao uma maneira de
saber se um sistema é ou nao puro, através da seguinte quantidade, conhecida como

entropia linear:
§=Trp—Trp? (1.1.5)



Assim, o estado é puro se e somente se § = 0. Vale notar que uma dinamica unitéaria
preserva a pureza do estado, isto é, § se mantém constante. Demonstragao:

p(t) = U(1)p(0)U (1
— () = URp(0)U (U @)p(0)U1 (1) = U ) ()T (2)

Tr(p(t) — p*(t)) = Tr(U MO (1) — U1 (O)T (1))

— Tr(p(0) — p*(0)) (1.1.6)

onde exploramos o fato de que o operador de evolugao U (t) é unitério e de que o trago
é ciclico.

Podemos calcular, utilizando o operador densidade, o valor esperado de um ob-
servavel A qualquer da seguinte maneira:

(A) =Tr(pA) (1.1.7)

Para sistemas com mais de um componente, define-se o operador densidade re-
duzido da seguinte maneira:

PA :T’I”S_A(ps) (118)

em que Trg_4 denota o trago sobre as variaveis dos demais subsistemas de .S diferentes
de A. Temos, pela definicao acima, que o valor esperado de um observavel da forma
04 ® Is_4, (onde I denota o operador identidade) pode ser escrito como:

(04 ® IS—A>S =Trs(psOa @ Is_a) =Tra(Trs—a(psOa @ Is_a)) =Tra(paOa)
=(04) 4 (1.1.9)

1.2 Emaranhamento de estados puros em sistemas bipartites

Considere um sistema composto de dois subsistemas: A e B. Seja W Ai } uma
base ortonormal para o espaco de A e {|¢Bg>} outra para o espaco de B. Sejam m, n,
com m < n, as dimensoes de A e B, respectivamente. O espaco do sistema composto
A+ B é gerado pelo conjunto de estados na forma |¢Ai> ® |¢Bj> e tem dimensao mn.
Portanto, um estado qualquer desse espago pode ser escrito como:

W) = Njlva,) @ [¢s;) (1.2.10)

i=1 j=1

Se, para alguma escolha de base, um dos coeficientes A;; for igual a 1 e os demais
forem nulos, o estado |\I/> ¢é dito fatoravel; do contrario, ele constitui um estado
emaranhado. Nessa situacao, nao ¢ possivel atribuir estados puros bem definidos a
cada subsistema.



Os coeficientes \;; podem ser tratados formalmente como uma matriz. Entao, se
para uma determinada base {‘al>} , {‘bj>} a matriz dos coeficientes for diagonal, o
estado global poderd ser escrito como [4]:

) = Z/\k’ak> ® | o) (1.2.11)
k=1

Na expressao acima escolhemos Ay real, o que pode ser feito incorporando-se as fases
aos estados da base. Além disso, como A? representa uma probabilidade, devemos ter

0 < A\¢ < 1. E, ainda, a exigéncia de normalizacao do estado implica em Z A2 =1

Essa decomposicao é chamada decomposicao de Schmidt. Dado um l:estado, se
nao existirem coeficientes repetidos, ela é tinica. O nimero de coeficientes nao nulos
necessario para descrever um estado puro é conhecido como nimero de Schmidt e esse
nimero ¢, no maximo, igual a dimensao do menor subespaco. Note que um estado
puro é fatoravel se e somente se seu nimero de Schmidt é 1. Entao, esse nimero pode
ser usado como uma medida de emaranhamento.

Outra forma de medir o emaranhamento em sistemas puros com apenas dois com-
ponentes é calcular Tr4p%, onde A representa algum dos subsistemas. Vamos esbogar
essa demonstracao utilizando a decomposicao de Schmidt. Para tanto, considere o
operador densidade correspondente ao estado 1.2.11:

p = Z/\k/\k/ ak,bk><a,€/,bk/ (1212)
k!
O operador densidade reduzido de A é dado por:
pa=Trgp = Z/\z‘ak><ak| (1.2.13)
k

Segue, entao,

k

E por fim
Traph =Y M<D AN=1 (1.2.15)
k
A igualdade Z)\k = 1 ¢ valida somente quando um dos coeficientes A; é 1 e os

demais sao nulos. Como vimos acima, isso implica que o estado é fatoravel. Esse
resultado sugere que T'r4p% possa ser usado como uma medida do emaranhamento.

Vejamos o que acontece quando calculamos o valor esperado de um observavel do
tipo A ® B em um estado que é fatoravel:

(A®B)orwm = A Bum (1.2.16)

4



Isso significa que se medimos os observaveis A e B simultaneamente, os valores encon-
trados para ambos sao estatisticamente independentes, isto é, nao existe correlacao
entre os dois subsistemas.

Algo diferente ocorre se repetimos o cdlculo anterior para um estado emaranhado.
Nesse caso, temos:

<A X B>\\I/> = Z )\k)\k/<ak/, b | A® B‘ak, bk>
k,k'
k,k!

Fica claro que (A ® B>|\p> #+ <A>‘\I}A><B>|\I}B>, ou seja, existe uma correlagao entre

os subsistemas e essa correlagao é de carater puramente quantico, o que implica
propriedades ndo descritiveis classicamente [5].
Vamos ver agora o que ocorre se o sistema encontra-se em uma mistura estatistica.

Consideremos p = Zpk|ak, bk><ak, bk‘. Assim,
k

(A® B),=Tr(pA® B)
= Zpk: (ans, birlag, be) (a, br| A @ Blaw, by )

kK

= > pi{ax| Alax) (o] Blbw) (1.2.18)

O resultado acima mostra que o sistema ¢é ainda correlacionado. Mas essa correlacao é
classica, o que se pode notar pela auséncia dos termos de interferéncia, que conectam
k’s diferentes.

1.3 Estados coerentes do campo eletromagnético

Nessa secao serao estudados apenas campos de um modo, mas todas as pro-
priedades aqui descritas podem ser estendidas para o caso de campos com varios mo-
dos. Podemos comegar definindo estados coerentes (ou quase-classicos, como também
sdo conhecidos) como autoestados do operador destruigao:

a‘a> = a|a> (1.3.19)

E possivel obter uma expressao para os estados coerentes em termos dos estados
de Fock. Para tanto, usaremos a propriedade de completeza da base (>, |n><n| =1),

o que leva a:
) = [n) (na) (1.3.20)

Para encontrar os coeficientes da expansao, projetamos a equagao (1.3.19) em <n| e
fazemos uso da relagao aT‘n> =vn+ 1’71 + 1>, que tem como correspondente dual

5



<n‘a =vn+ 1<n+1‘. Isso leva a seguinte relacao de recorréncia: v/n + 1 (n + 1|a) =
a (n|a). Ou, em termos do zeroésimo coeficiente,

n

(nfe) = N

Usando a condic@o de normalizagao, (o|a) = 1, temos:

(0] ? Z' — (0l =1

(0]cv) (1.3.21)

_la? <
Escolhendo (0|a) real, ficamos com (0]a) = e” 2. Temos agora uma expressao para
os estados coerentes em termos dos estados de Fock:

) = e F > j—%]n) (1.3.22)

Pela equacao acima, vemos que a probabilidade de encontrarmos |a> em algum

Ial

estado |n) segue uma distribuicao de Poisson: [(n|a)|? = e~lof , com valor médio

| ? ¢ desvio padréo ( <n2> — <n>2) = |al.
Os estados coerentes formam uma base supercompleta. Usando 1.3.22 pode-se

mostrar que a identidade nessa base é escrita como:

%/ la){a|d®a=1 (1.3.23)

onde d*a = dRe(a)dIm(a). Podemos, entao, expandir um estado arbitrario em
termos dos estados coerentes. Uma expansao em particular é bastante utilizada, a
chamada representacao P:

p:/P(a)‘aXa‘an (1.3.24)

A fungao P(a) é real (porque p = p') e normalizada (porque Trp = 1):

/P(a)d2a =1 (1.3.25)

O interesse pela funcao P reside no fato de que ela constitui uma maneira de deter-
minar se um campo possui analogo classico. Caso P(«a) seja positiva definida e nao
mais singular do que uma funcao delta, o campo possuira andlogo cldssico. Mesmo
possuindo as caracteristicas de uma densidade de probabilidade, a fun¢ao P(f) nao
pode ser interpretada como a probabilidade de ocorréncia do estado ’B>, ja que:

(Blp|B) = / ) (Bla) (a|B) d*a = / P(a)e” 1l 2o £ P(3) (1.3.26)



Da maneira como foram definidos os estados coerentes, resulta a propriedade
de que se calcularmos o valor esperado de algum observavel normalmente ordenado
(com a' sempre & esquerda de a) do campo, o valor obtido serd igual ao da funcao
classica correspondente; dai o outro nome de quase-classicos. Na teoria quantica da
fotodeteccao, por exemplo, a probabilidade de que um fotoelétron seja detectado é
dada por [6]:

p(r,t) =n(Y|E~(r,t) - E*(r,t)|v) (1.3.27)

onde n é a eficiéncia do detector e

- : h ik
E (r,t) = —i INE ija;e (kjr=wit)g,
J

: h i(kjr—w;
Ef(r,t) =1 el ;wjaje (kjr=wit)g,

Se calcularmos o valor esperado em 1.3.27 para um estado coerente de um modo, o
resultado serd que os operadores a e af serdio substituidos pelos nimeros a e a*. A
expressao obtida serd igual a da intensidade classica ‘E:;(r, t) ‘2 em que E}; representa
as componentes de frequéncias positivas do campo elétrico cldssico com amplitude
complexa a; no modo j.

1.4 Equacao Mestra

A equacao mestra é 1til na descricao de sistemas quanticos abertos, compostos por
um sistema de interesse, ao qual temos acesso, e outro, denominado reservatorio, que
possui um numero infinito de graus de liberdade, sobre os quais nao temos controle.
A dinamica do sistema total (sistema de interesse + reservatério) é unitaria e obedece
a equacao:

d 1

%pSR(t) == [H, psr(t)] (1.4.28)

onde S refere-se ao sistema de interesse e R ao reservatoério.

Solucoes para a dinamica do sistema fechado sao muito dificeis de ser obtidas *
devido ao grande ntimero de varidveis envolvidas. Mas como o que interessa realmente
é obter uma equacao que descreva a dinamica de S, o que se faz normalmente é obter
uma forma integral para o operador densidade total, partindo de 1.4.28, e entao
tomar o traco sobre as variaveis do reservatério. A dinamica assim obtida é nao
unitaria. Na obtencao da equagao mestra, em geral, supoe-se que o reservatério nao é
significativamente alterado pelo sistema e que efeitos de meméria sao despreziveis, de
maneira que, em média, nao hé correlagao entre os dois subsistemas. Dito de outra
forma, essa equagao descreve a evolucao do sistema numa escala de tempo longa em

Isalvo raros casos, como por exemplo o de um campo coerente em uma cavidade & temperatura

nula.



relagdo ao tempo em que sistema e reservatorio ficam correlacionados, mas pequena
em relacao a escala de tempo em que o sistema muda significativamente. (Para uma
deducao da equagao mestra, ver [7].)



2 INTERAQAO ATOMO-CAMPO

2.1 O modelo de Jaynes-Cummings

No modelo proposto em 1963 por E.T.Jaynes e F.W.Cummings [1], o dtomo é
tratado como um sistema quantico de dois niveis, interagindo com um tinico modo do
campo eletromagnético quantizado em uma cavidade nao dissipativa. As condi¢oes
impostas pelo modelo possibilitam uma solucao analitica da equacao de Schroedinger,
0 que o torna extremamente 1til na andlise de certos experimentos com cavidades, nos
quais essas condicoes sao aproximadamente verificadas. Nesta secao, sera apresentada
uma deducao do hamiltoniano para esse sistema.

Do eletromagnetismo classico, sabemos que a energia armazenada no campo é:

1 1
H,. = _/ (60E2 + —32) dx (2.1.1)
2y Ho

onde V representa o volume da cavidade.
As equagoes de Maxwell na auséncia de cargas e correntes sao:

V- E=0 (2.1.2a)
V-B=0 (2.1.2b)
0B
E=— 2.1.2
V X oy ( c)
1 OE
B=—— 2.1.2d
VX 2 ot ( )
Vamos definir B(x,t) = V x A. Da equagao 2.1.2c segue que E = —%—i‘. Es-
crevendo 2.1.2d em termos de A, obtemos:
1 0%°A
A=———
V xV x 2 p
1 0%°A
2 _

onde utilizamos o calibre de Coulomb, V - A = 0.
A solucao geral da equacao acima tem a forma:

At =3 V—le_ouxxmj(t) (2.14)

J



em que u;, g; satisfazem as equacoes:
Viu; = —kju, (2.1.5)
4 = —kic%q; (2.1.6)

k ¢é a constante de separacao das varidveis. As fungoes u; satisfazem a condicao de
ortonormalidade

/ uj-, . Uj = 5]']" (217)
1%

A componente do campo elétrico paralela a superficie S que delimita V' é nula, o
que implica:
ixux)| =0 (2.1.8)
Escrevendo E e B em termos de A (2.1.4), substituindo na expressao para a
energia do campo (2.1.1) e definindo p; = ¢;, obtemos:

1 c? .
m= 3 YA S [ ) ate @1

1
Ho€0

onde utilizamos a condigao de ortonormalidade (2.1.7) e ¢* =
Vamos utilizar a seguinte relacao

V-(fxg)=g-(Vx[f)=f-(Vxg) (2.1.10)
com f=u; e g=V xXuy,oque leva a:
(Vxuj) - (Vxuy)=V-(ux(Vxuy))+u-(VxVxuy) (2.1.11)

Utilizando o teorema da divergéncia no primeiro termo a direita, veremos que ele
se anula porque

’fl’(uj‘ X (VXUj/)) = (VXUj/)'(ﬁXllj) =0
na superficie. O segundo termo é
—uy - Vzu]'/ = ]{7]2/11] s Uy

Utilizando os resultados acima e a condicao de normalidade 2.1.7 e definindo
v; = kjc, obtemos:

1
He=3) v +vid (2.1.12)
J
As varidveis conjugadas ¢;, p; satisfazem as equagoes de Hamilton
OH.
QJ - apj _p]
: OH.

10



No processo de quantizagao, essas variaveis sao substituidas pelos operadores ¢; e
Dj, que devem satisfazer as relagoes de comutacao:
[ﬁi?ﬁj] = [dz:@] =0
Gi, P;] = ihd;; (2.1.14)

Podemos definir novos operadores a; e d; da seguinte maneira:

af =t B s (2.1.15)

\/ QhVJ \/ ZhVJ

os quais obedecem as seguintes relacoes de comutacao

[, a] = &y (2.1.16)

Em termos dos novos operadores, o hamiltoniano do campo livre (2.1.12) pode ser
reescrito como:

- 1
H,=h)_vjala; + 5) (2.1.17)

Vejamos agora como escrever a contribuicao do atomo para o hamiltoniano total.
Primeiramente, deve ficar claro que apenas os graus de liberdade internos do atomo
serao considerados. No presente modelo, o atomo é tratado como um sistema de dois
niveis, os quais serao denotados por ‘e> e ‘ g>. Essa é uma boa aproximagcao para
o caso em que o modo de interesse do campo, de frequéncia v, corresponde a uma
energia aproximadamente igual a diferenca de energia entre os niveis em questao, de
maneira que nao havera transicoes entre outros niveis que nao esses. O ponto zero de
energia do atomo serd escolhido de forma que a energias dos niveis |e> e |g> serao %
e —%, respectivamente. Assim sendo, o hamiltoniano que descreve a dinamica livre
dos estados eletronicos do dtomo é:

H, = %(‘e><e| — ‘g><g|) = @@ (2.1.18)

2
A energia de interacao entre atomo e campo é dada por:

Hi=-p E (2.1.19)

em que p representa o momento de dipolo elétrico do atomo e E é o campo elétrico
avaliado na posicao do atomo, dado por

B(x, 1) = % DOFARORIEY (2.1.20)

Novamente, a conexao com a mecanica quantica ¢ feita transformando-se os ve-
tores p e E em operadores vetoriais fr e E. Os elementos diagonais da matriz do

11



operador de dipolo na base {’e>, } g>} devem ser nulos por simetria [8]. Além disso,
se os estados |e>, ‘g> possuem o mesmo numero quantico orbital m;, devemos ter

(eltlg) = (glirle) = n

ou seja, os elementos de matriz do dipolo devem ser reais. Entao, na base dos estados
atomicos, 1 tem a seguinte representacao:

o = (|eXg| +o)e]) = mio- + o) (21.21)

A dependéncia espacial de E(x, t) pode ser eliminada supondo-se que o dtomo
cruza a cavidade em uma linha em que o campo elétrico aproximadamente uniforme.
Essa suposicao sera valida caso o comprimento de onda do modo de interesse da
radiagao seja muito maior que o comprimento de onda de de Broglie do atomo. Assim,
considerando apenas um modo do campo, 2.1.20 pode ser reescrita como:

E = —e(a+a) (2.1.22)

hv
2¢pV "

Logo, o hamiltoniano de interacao sera:

onde e =

H;=hg(6,a+6_al +o,a" +6_a) (2.1.23)

onde g = £°.

Os dois tltimos termos do hamiltoniano acima, quando escritos na representacao
de interacdo, evoluem de maneira proporcional a e*“*")* enquanto os dois primeiros
evoluem segundo e @) Considerando que w ~ v e que essas frequéncias encontram
se, em geral, na faixa de 10 Hz, vemos que os dois ultimos termos oscilarao muito
mais rapidamente do que os dois primeiros, dando uma contribuicao média pequena a
evolugao e, por esse motivo, serao desprezados. (Essa aproximagao é conhecida como
aproximacao de onda girante.)

Nessas condigoes, o hamiltoniano Jaynes-Cummings ¢ dado por:

- hw
H = hvala + 50+ hg(6.a+6_al) (2.1.24)

Na expressao acima, utilizamos a liberdade de definir o zero da energia para
escrever o hamiltoniano do campo livre sem o fator hv /2.

2.2 Dinamica quantica

Seja H = Hy + H;,? onde H representa o hamiltoniano livre do sistema e H; o
hamiltoniano de interacao. Na representacao de Schroedinger, temos:

0
zha‘\w = (Ho + H/)|¥) (2.2.1)

2 Abandonaremos a notacdo com " para operadores sempre que ndo houver divida quanto ao

cardter quantico da variavel.
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.. ~ . iHgt
Multiplicando a equacao acima por e % e reagrupando termos, obtemos

L0 sy s
zhgﬂw>::Hﬂw> (2.2.2)

onde definimos:

iHgt iHgt —iHgt

‘ﬁl>:eT|\P> , Hl—e n Hre &

Dizemos que a equagao acima esta escrita na representacao de interagao, pois ela
descreve a evolucao do sistema governada apenas pelo novo hamiltoniano de interagao,
H;. Tal representacao é 1til quando nio estamos interessados na evolucao livre do
sistema, como € o caso aqui.

No modelo Jaynes-Cummings,

1
mzam@+mwa (2.2.3)

H; = hg(o,a+o_a') (2.2.4)

Para determinar Hj, usaremos a seguinte identidade (que pode ser verificada ex-
pandindo as exponenciais em série de poténcias):

)\2
eMBe ™ = B+ \[A, B] + or (A [A, B + ... (2.2.5)
onde A e B sao operadores. Logo,
iHgt iHqgt
H] =e h Hje ™%
2
=H; + h[H(),H]] 2'h2 [H(),[Ho,H]” + .. (226)
Substituindo as expressoes para Hy e Hy, obtém-se:

Hy = hg (01ae™ + o_ale™™") (2.2.7)

onde definimos § = w — v.

Sabendo que o conjunto dos autoestados de Hy, { >, } g, n>}, forma uma base

completa para o espago gerado por Atomo ® Campo, podemos escrever o estado do
sistema como uma combinacao linear desses:

(e 9]

’\if> = ZC@” (t) le,n) + con (t) |, 1) (2.2.8)

n=0

Substituindo essa expressao em 2.2.2, temos:

thcen
_thcgn ’&}e n— 1>—|—ce7n (t)vVn+1e

(t) |g,n)

g,n+1) (2.2.9)
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Projetando a equacao acima em <g,n/ + 1| e <e,n’ ’, obtemos um sistema de
equagoes acopladas:

bomi1 () = —igVn+1e P, (1) (2.2.10a)
Cem (1) = —igVn + 1 e ¢y piy (1) (2.2.10b)

cuja solucao é:

Q,

Nas equacgoes acima, §2,, representa a chamada frequéncia de Rabi, dada por: Q2 =
6% + 4¢* (n +1). Vale notar que o estado |g,0) ¢ estacionario e, portanto, cyq () =
Cq,0 (0) B

Vamos considerar um estado inicial da forma |\IJ (O)> = ‘e> ® |a> em que ’a>
representa um estado coerente do campo e que dtomo e campo interagem de maneira
ressonante (0 = 0). Nesse caso, a evolucao é dada por:

W)=Y

n=0

\C/Y% [cos (g\/n——i—l t) —15€en (g\/n——l—l t)

g,n—i—lﬂ

(2.2.12)
Com esse resultado, vamos calcular a inversao de populacao, que da a diferenca entre
as probabilidades de encontrar o &tomo nos estados excitado e fundamental.

(0,) = <\I~/’02‘\I~/>

—WZ‘ —cos <29\/Ft> (2.2.13)

E interessante notar que se o estado inicial do campo fosse uma mistura estatistica

da forma
= an|e,n><e,n’ (2.2.14)

tal que p, = e ~laf? |a| , o resultado para a inversao de populagao seria igual ao obtido

acima, para uma superposu;ao coerente de estados de Fock.
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Figura 2.1: Gréfico da inversao de populacao para |a| = 4. O padrao de colapsos e

ressurgimentos resulta da soma de fungoes oscilatérias com frequéncias diferentes.

2.3 Dinamica semi-classica

Na abordagem semi-classica tradicional do problema, o que se faz geralmente é
substituir os operadores a e a', no hamiltoniano quantizado, por niimeros complexos
a e o, o que resulta em:

Fiew , ‘
H = 50 + hg (ae™™'oy + ' o) (2.3.1)

onde « é um nimero complexo associado com a amplitude do campo elétrico e v é a
sua frequéncia.

De maneira andloga ao procedimento da se¢ao anterior, obtivemos o hamiltoniano
na representacao de interacao:

H; = hg (aei5t0+ + a*e’ma,) (2.3.2)
em que 6 = w — v. Temos que:
‘\i (t)) =cy (t)]|9) +ce () |€) (2.3.3)

Substituindo as duas expressoes acima em 2.2.2, obtemos novamente um par de
equacoes diferenciais acopladas:

éo () = —ia*ge ¢, (1) (2.3.4a)
be (1) = —iage™c, (1) (2.3.4Db)
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cuja solucao é:

cg(t) ez {cg (0) cos% + (z‘%cg (0) — 2@“%*0@ (0)) sen%] (2.3.5a)
e () =2 {ce (0) cos% - (z%c (0) + 2@‘(];; (0)) sen%} (2.3.5h)

onde Q2 = §% + 4al’ ¢2
Suponha que o atomo adentre a cavidade no estado excitado, de forma que

}\if (0)> = |e> e que a interacao seja ressonante. Em um tempo ¢ posterior, tere-
mos: §

~ e

(W (t)) = —1|a—|sen (ler| gt) |g) + cos (|| gt) |€) (2.3.6)

Tomando a média de o, no estado acima, obtemos o seguinte:
(0,) = cos (2|al gt) (2.3.7)

O resultado acima difere bastante daquele obtido via teoria quantica (2.2.13).
Desta vez, o padrao de colapsos e ressurgimentos nao esta presente; a inversao atomica
apenas oscila, com uma frequéncia 2 |a| g. Veja que a correspondéncia entre um campo
quantico coerente e um campo classico com amplitude complexa bem definida nao
funciona, se desejamos obter o valor esperado de um observavel do dtomo.

Sendo a, a' os correspondentes quanticos de a, o*, podemos escrever a energia do
campo livre, em analogia com 2.1.17, como (|a|* + %)hw Entao, um campo com
uma amplitude complexa « bem definida, tem também uma energia bem definida.
Vamos considerar que, ao invés disso, o campo tenha uma distribuicao de energia,
com uma probabilidade p,, associada a energia (n + %)hw, cujo analogo quantico é o
estado de mistura 2.2.14, tal que n = \a\2 ¢ um numero real e nao negativo. Para
efeito de comparagdo com o resultado obtido através do cdlculo quantico (2.2.13),
vamos considerar uma distribuicao de probabilidades gaussiana, ja que a distribuicao
de Poisson tende para essa no limite |a| > 1 [6]:

1 —(n—n)2
pn = — (& 2n
V21T
onde 7 é o valor médio da distribuicao quantica. Nesse caso teriamos:

<0z> :/Ooopn<az>ndn: \/217r_ﬁ h 7(n2nn) cos (2\/_gt) (2.3.8)

onde estendemos o limite inferior de integracao para —oo porque se i > 1, os n's
menores que zero contribuem pouco para integral.
Vamos fazer a aproximacao y/n =~ \/T + %, que ¢ razoavel, ja que o préximo

termo da expansao é proporcional a —=. Escrevendo o cosseno em termos de expo-
nenciais complexas, completando quadrado e depois integrando, obtemos:

(0.) ~e” T cos (2v/ngt) (2.3.9)
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Figura 2.2: Comparacgao entre os graficos da inversao de populacao obtidos dos mo-

delos quantico (linha cheia) e semi-classico (bolinhas) para valores diferentes de n

Vemos que, diferentemente do resultado para um n determinado, o grafico da
inversao de populagao contém o colapso (em ¢t = \/75), como no caso quantico, onde n
é discreto. No entanto, com a soma continua de frequéncias, os ressurgimentos nao
estao presentes. As duas curvas estao em bom acordo, para tempos até ‘/75 e valores
grandes de |a].

A principal falha desse modelo é que ele nao é capaz de prever a emissao espontanea
pelo atomo. Para ver isso, vamos fazer |a] = 0 em 2.3.7 e em 2.2.13 e comparar os
resultados. No primeiro (semi-cldssico), a inversao atomica tem um valor constante
igual a 1, ou seja, o atomo nao decai em momento algum, enquanto que no segundo

(quantico) ela se comporta como cos(2gt).

2.4 Interacao com o vacuo como uma correcao ao modelo

semi-classico
Considere o seguinte operador unitario
* o Jiwt _ o —iwt o T
D(a, t) = elorae’™ ~aelal) (2.4.1)

Vamos aplica-lo a equagao de Schroedinger (2.2.1) para o hamiltoniano (2.1.24),
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com v = w, e explorar a propriedade D(a,t) = D7 (a,t) = D(—a,t).

-
th% = DHD'D|y)

Hmdz}tw = (DHDT +z’hcil—l;DT) D|v) (2.4.2)
Definindo D
W)=Dl¢) . H=DHD'+ih— D! (2.4.3)
temos: o
zh% =H'[¢) (2.4.4)

Para obter o primeiro termo de H’, vamos ver o efeito da transformacao nos
operadores a e a'. Utilizando a férmula 2.2.5, temos:

DaD' = a + ae™™!
Da' D' = o' 4 a*e™ (2.4.5)

Assim,

DHDT _ (CLT + a*eiwt) (a + ae—iwt) hw+%az+hg [((IT —+ a*eiwt) o_ + ((1 + Oze_iwt) O'+]
(2.4.6)

Para calcular o segundo termo de H', vamos primeiramente reescrever a expressao
para D(a,t) (2.4.1), utilizando a férmula de Baker-Campbell-Hausdorff:

AP = e_[AéiB]eAeB
vélida para o caso em que [[A, B] B] = [[A, B] A] = 0. Ficamos entao com:
o(0aet—ae=iwtat) _ ol arcivtq _ae=ivtal (2.4.7)
Logo,
dd_lt) = jwa*e™taD + iwae ™ Dal

= iwa*e™'aD + iwae” ™ Da’ DT D
= iwa*e™'aD +iwae ™ (a' + a*e™') D (2.4.8)

Na tultima linha usamos 2.4.5. Assim, o hamiltoniano transformado é:

H' = hwa'a + %Jz + kg [(a' + a*e™) o + (a+ ae™™") o] (2.4.9)
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O hamiltoniano acima descreve a interagao do atomo acoplado a um campo quanti-
zado e um campo classico. Se na representacao original o estado inicial do sistema
for ’oz> ® ‘e>, na nova representacao sera :

¢'(0)) = D(a,0)|e) ® |e) = |0) © |e) (2.4.10)

Além disso, o valor esperado de o, (ou de qualquer outro operador atémico) na
nova representacao ¢ igual ao na antiga, isto é

(W']o-|¢'") = (¢| Dlo.D]) = (p]o.D'D|y) = (¢|o.]0) (2.4.11)

Entao, para efeito de calculo da média de algum observavel do atomo, podemos
obter a dindmica para o hamiltoniano quantizado (2.1.24) com o campo inicialmente
coerente ou, equivalentemente, para o hamiltoniano H’ com o campo inicialmente no
vacuo.

2.5 Modelo neoclassico

Na secao 2.2, vimos que, no modelo semi-classico tradicional, o &tomo nao emite
radiacao na auséncia de um campo externo. E necessario, entao, que sejam feitas
modificacoes no modelo, para que ele seja capaz de reproduzir o que é observado na
pratica.

Nesta secao, iremos aperfeicoar a teoria semi classica desenvolvida anteriormente,
com base no trabalho desenvolvido na referéncia [1]. Essa teoria, que denominaremos
neoclassica, tem como diferenca a inclusao do campo gerado pelo atomo na descricao
do problema. Com essa mudanga, o campo nao mais tera apenas a sua evolucao livre,
mas sim uma dinamica mais complicada.

Neste tratamento, serd conveniente considerar o hamiltoniano do sistema sem a
aproximacao de onda girante. Temos, assim:

hw
H = hgE(t)(o, +0_)+ 50 (2.5.1)
Na notagao das segoes anteriores, E(t) = a(t) + a*(t).
Novamente, o vetor de estado do atomo pode ser escrito como uma combinagao
linear na forma [ (£)) = cc(t)|e)+¢,4(t)|g). Substituindo na equagao de Schroedinger,
obtemos um sistema de equagoes diferenciais:

Colt) = —igE(t)ey(t) — igce(t) (2.5.2a)

&y(t) = —igE(t)co(t) + igcg(t) (2.5.2b)
Vamos definir as seguintes variaveis:

W= {a.) = |c.|* = |e,|” (2.5.3)

M = (o, +0_) = cicg+ ceC)
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Podemos combinar as equagoes 2.5.2 e utilizar as defini¢coes acima para obter as
seguintes igualdades:

M + w?*M — 2wgEW =0 (2.5.5a)
) 2) )
W= —UgEM (2.5.5b)

Essas expressoes podem ainda ser combinadas em uma sO, eliminando E, que
integrada uma vez com as condigoes iniciais ¢,(0) = 0, ¢.(0) = 1, resulta em:

(M)? + W2 (M? + W?) = (2.5.6)

Verifica-se que essa expressao ¢ um enunciado da conservagao de probabilidade,
leg? + |ce* = 1.

Para ver como o campo evolui, vamos acrescentar o termo de acoplamento EM
ao hamiltoniano livre (2.1.12), que dard a contribuigao média do campo do dipolo.
Com essa modificagao, temos:

1 [2
H.= §(p2 + W) + ﬂhgp<a+ +o_)

Dessa forma, as equagoes de Hamilton (2.1.13) tornam-se:

oH 2
= = p 4\ —hgM
¢ dp P hw g

o0H.
oy wq (2.5.7)

p=

onde utilizamos a condi¢ao de ressonancia v =w e E = ,/%p.
Combinando as equagoes 2.5.7 e escrevendo em termos de E, obtemos:

E+W?E +2wgM =0 (2.5.8)

Multiplicando a expressdo acima por E, substituindo 2.5.5b e depois integrando
uma vez, obtemos:
E)? E?
% + w27 + 29wEM + w*W = Cw? = constante (2.5.9)
A expressao acima corresponde ao principio de conservacao da energia para o sistema.
No entanto observa-se que, em muitos casos, a energia de interagao (o< EM) é cerca de
1075 vezes menor do que a energia do dtomo. Assim sendo, a equacao 2.5.9 reduz-se
a:
( E)2 E2

5+ w27 + W = Cw? (2.5.10)
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As equacgoes 2.5.5 e 2.5.8 constituem um sistema de equacoes acopladas para as
variaveis E, M, W . Para simplificd-las um pouco, vamos introduzir as novas variaveis

E+iwE = wX(t)e“!
M 4 iwM = WY (t)e™ (2.5.11)
Note que
E+iwE = E + iw (—iwE + wXe™")
= wXe! 4w X et

=E +wE = wXe“t (2.5.12)

E? + WPE? = W2 |X)? (2.5.13)

e da mesma maneira para M.
Em termos das novas varidveis, as leis de conservacao (2.5.6 e 2.5.10) tomam a
forma:

YP+w?=1 (2.5.14a)

X1

- tw=C (2.5.14b)

E as equagoes 2.5.5 e 2.5.8 podem ser reescritas como:

Y = —igW (X — X*e %) (2.5.15a)
W= ig(XYeQi“t F XY — XY — X'y e 2 (2.5.15h)
X =ig(Y — Yre 2t (2.5.15¢)

As fungoes X (t) e Y (t) variam lentamente com o tempo, enquanto a funcao e+«

oscila rapidamente com frequéncia 2w, dando uma contribuicao média nula a cada
ciclo de oscilacao de X e Y. Por esse motivo, os termos proporcionais a essa serao
desprezados. Dessa maneira, temos:

Y = —igiWX (2.5.16a)
W= ig(XY* — X*Y) (2.5.16b)
X =igY (2.5.16¢)

Uma equacao para W pode ser obtida tomando-se a derivada temporal de 2.5.16b
e utilizando 2.5.16a, 2.5.16¢ e as leis de conservagao, 2.5.14, o que resulta em:

W+ g% [1+20W —3W?] =0 (2.5.17)
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Multiplicando a equacdo acima por W e integrando uma vez, obtém-se:

(W)2 2 2 3 2
oty (W +CwW? —W?] = g°C (2.5.18)

A constante de integracao no lado direito da equagao pode ser obtida aplicando-se as
condigoes iniciais cg(0) = 0,c.(0) =1 as expressoes para W(0) (2.5.3) e W(0).
Definindo b = 5 =L podemos reescrever a equacio acima como:
W2 =W3—CW?-W +C
=(W-1H(W+1)(W-0C) (2.5.19)

Tomando a raiz quadrada e integrando, obtemos:

W (1) IV .
/W<o> JA-Ma+W)C-Ww) b (2.5.20)

A integral acima pode ser escrita em termos de integrais elipticas do primeiro
tipo® através da mudanca de varidvel y = /1 + W/ V2, 0 que leva a:

A / (1+W(t))/2 dy / (1+W(0))/2 dy
S R Y- %) N

)(1 - 1+cy )(1 - 1+cy2)

:F( ﬂgv@;\/HTC) (/Tw \/;) * asa1)

Para determinar o valor da constante C', vamos utilizar 2.5.10 com a condigao
inicial W (0) = 1 e escrever a energia do campo livre como nhw, em analogia com o
caso quantico, com a diferenca que n nao precisa ser inteiro. Temos, assim,

C=(2n+1) (2.5.22)

valida para o caso em que W (0) = 1.
A fungao inversa da integral eliptica F'(z;k), denotada por sn(u;v), é tal que
sn(F(x;k); k) = x. Assim, invertendo 2.5.21, obtemos:

1+ W(t) 1
T—S”<7+@’\/ 1>
= W (t) = 2sn* (— +Q; \/ ) -1 (2.5.23)

3Definida como F(z;k) = [ W
—y —k°y
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ondeQzF(y/%m);\/nIH).

Pelas leis de conservacao (2.5.14), vemos que se W(0) = 1, ou seja, se o dtomo

estiver inicialmente no estado excitado, devemos ter |Y(0)]> = 0. Além disso, se
2 - : L .

n =0, [X(0)]", que tem relagao com a energia do campo, também ¢é zero. Assim,
pela equagao para W (2.5.15b), teremos W (0) = 0. Como as varidveis X e Y estao
condicionadas, se X(0) = Y (0) = 0, elas nao terao evolugao e, consequentemente,
W também nao. Por outro lado, se W(0) for um pouco diferente de um, ji havera
evolugao (ver grafico abaixo) e o dtomo podera decair mesmo que n = 0. Esse efeito

nao esta presente no tratamento semi-classico.

0,8—-2
0,6—.:':
0,4-":
024!
W 0’0'5:

—044 1

-0,6

-0,8

-1,0+

Figura 2.3: Oscilagao de W com W (0) = 0.9 e n = 0 nos modelos neocldssico (linha

sélida) e quantico (tracejado).

2.6 Comparagao entre as equagoes de movimento nos mode-

los quantico e neoclassico

A dinamica dos operadores, na representacao de Heisenberg, é dada por:
ihA = [A, H} (2.6.1)
Diferenciando essa equagao com respeito ao tempo, obtemos:
ihA — [ﬁ,ﬁl] + [A, ﬁ]}
]

LRZA 4 HA, H] | =in [H A} (2.6.2)
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Desejamos obter a evolucao dos operadores E=a+ aAT, M= o +o0_e W =6,
governada pelo hamiltoniano

A

6. +hgla+a"6_+6.)

- hw
H:hw&*&+7

Como o hamiltoniano nao tem dependéncia temporal explicita, o tltimo termo na
equacao 2.6.2 é nulo. Assim, as equacoes de movimento para E e W sao:

E+ wE + 29wl =0 (2.6.3a)
M + N — 2gwWE = 0 (2.6.3b)

Para encontrar a dinamica de W, é preferivel, para o que desejamos fazer, usar 2.6.1.

i 20 ~
W= -"2EN (2.6.4)
w

A conexao com as equacoes da secao anterior é feita tomando-se a média dos
operadores, o que leva a:

<E> + w2<E> + ng<M> =0 (2.6.5a)
(M) + (NI = 2gw(WE) =0 (2.6.5b)
() = 22 (B (2.6.50)

As equagoes acima devem ser comparadas com as suas correspondentes classicas:

E 4 W*E 4 2wgM =0 (2.6.6a)

M + w*M — 2wgEW =0 (2.6.6b)
. 2 )

W= —UgEM (2.6.6¢)

Vemos que as duas ultimas sao equivalentes nos dois tratamentos somente se
<WE'> = <W><E> e <EM> = <E><M> Em geral, essas igualdades nao sao satis-
feitas, pois, mesmo que o estado inicial do sistema seja fatorado, a dinamica acaba
emaranhando atomo e campo. Por outro lado, a equacao de movimento para a <E>
¢ a mesma nos dois tratamentos.

Vamos demonstrar que somente no instante inicial, quando }1/1> = ’e> ® }a>, nao
hé emaranhamento entre os subsistemas. Para tanto, vamos calcular Trp%, que,
como vimos no capitulo 1, é uma medida do emaranhamento. O operador densidade
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reduzido do atomo (p4 = T'rep), correspondente ao estado 2.2.12 é:

pa =3 e | ot (g T o) (o] + sem (g T T0)]) (]

n

+z‘Ze"°‘2nlfé/’_sen(gvn+ 1t)cos(gv/n + 2t)|e) (g

_ ize—|a|2n|'0i’/_sen(g\/n+ 1t)cos(gv/n + 2t) ‘g><e| (2.6.7)

Temos assim,

Trapy =C* + 5% 4+2J° (2.6.8)
2n
C = e lof Z MLCOSZ <\/n + 1gt> , e=lol’ Z |a| ——sen (\/n + 1gt>
n!
2n+1

ool Z nlo\é)ﬁsen <W9t> cos ( Vit gt)

Equivalentemente, podemos utilizar como medida do emaranhamento a entropia li-
near:

5(t) =1—Trp3

O estado ¢ fatorado se 6 = 0 e maximamente emaranhado se § = 1/2.

04—

0,34
3(t)

0,24

gt

Figura 2.4: Emaranhamento do sistema dtomo-campo com |«a| = 4

Como se vé, o estado s6 é exatamente fatorado em ¢ = 0.
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3 INTRODUCAO DA DISSIPACAO NO MODELO

JAYNES-CUMMINGS

3.1 Dinadmica quantica com dissipacao

Até agora, nos limitamos a estudar a interacao entre um sistema de dois niveis e um
modo do campo sem nos preocuparmos com a agao do ambiente. Quando a cavidade
que abriga o campo tem um alto fator de qualidade, essa é uma boa aproximacao.
Porém, em muitos experimentos, a interacao do sistema com o ambiente nao pode ser
ignorada. Vejamos, entdo, como incluir o reservatério no MJC.3

A cavidade pode ser modelada como um conjunto infinito de osciladores harmonicos
independentes em equilibrio térmico. Esses osciladores estao acoplados apenas com o
modo do campo. Vamos supor que o campo seja ressonante com a transi¢ao atomica.
Nessas condigoes, o hamiltoniano do sistema total é dado por:

1
H= hwaz—l—ﬁwaa—l—hg(o+a+aa +h21/] b+hZ)\ a+)\*ba (3.1.1)

em que \; € a constante de acoplamento entre o campo e o modo v; do reservatorio.

A equagao mestra para esse hamiltoniano, na representacao de interagao, com o
reservatorio em um estado térmico (1.1.2) na temperatura do zero absoluto (vacuo),
é [10]:

%(2ap(t)0bT —a'ap(t) — p(t)a'a) (3.1.2)

onde v = ¢é a constante de dissipacdo que estd relacionada com os {\;}.

A partir dessa equacao, podemos derivar as equacoes de movimento para os ele-
mentos de matriz atomicos (que sao operadores que atuam no espago de estados do
campo), definidos como p;; = <z|p|j>

p(t) = —ig [afo_ +aoy, p(t)] +

pug = 19 (Pget = 'peg) + S L(ps0) (3.1.3a)
ig (pega’ — apye) + %L(pee) (3.1.3b)

=19 (pects — apgq) + %L(peg) (3.1.3¢)

= ig (paga’ = a'pec) + 3 L(pye) (3.1.3d)

3Seguiremos nesta sec¢io o tratamento exposto na referéncia [9)]
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onde L(p) = 2apa’ — afap — pa'a.
Vamos definir os seguintes operadores hermitianos:

P = pec + Py (3.1.4a)
PP = pec — pyg (3.1.4b)
o = ~(apge — pega!) (3140
o = L(ppe— alpey) (3.1.4d)
para os quais as equacoes de movimento sao:

PV =—2gp® 4 2gp@ + %L(p(l)) (3.1.5a)
pP = —2gp® — 2gp™) + %L(p(z)) (3.1.5b)

53 :%(pu)aar +aatp® — 2apMat) + %(p@)aaT + aatp® + 2apPah
- % (0 — L(p®)) (3.1.5¢)

5@ :%(gat pWa — atap® — pWgta) + %(M p@a +atap® + p@ata)
+ % (09 + L(p™W) — 2p®) (3.1.5d)

As equagoes acima, ao contrario de 3.1.3, nao acoplam os elementos de matriz diago-
nais do campo com os nao diagonais, o que reduz significativamente a complexidade
dos céalculos numéricos. As equagOes para os elementos diagonais, denotados por

pgf% = Pr(f), comi=1,..,4en=0,1,.., sao:

PO = —2gP® 4 2gPW 4 5 ((n +1)PY, — nP}})) (3.1.6a)
B = —2gP® —2gP + (n+ )P —nPP) (3.1.6b)
PP =L(n+1) (PO - P+ PP+ PR

_ % (pp —2(n+1)PY, + 2nP,§3>> (3.1.6¢)
P =Sn (P2 = PO+ PP, + PP)

+ % <P7§4) —2P® 4 o(n+1)PY, — 2nP7§4)> (3.1.6d)

Esse sistema de equacgoes pode ser integrado numericamente utilizando o método
Runge-Kutta de quarta ordem. (Para uma solugao analitica, ver [11]). Para o caso
em que o atomo esta inicialmente no estado excitado |e> e 0 campo em um estado
coerente |a>, temos:

2n
2|l

PO(0) = PA(0) = |(nfa)” = e 20
n:

n

PO(0) = PL(0) = 0
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Utilizando o método numérico mencionado e as condigoes iniciais acima, produzi-
7 . ~ ~ , . 2 .
mos um grafico da inversao de populacao, que estd relacionada a PT(L )(t) da maneira

(0:)(t) = trac(p(t)o:) = trolpeet) = pog() = 3 PO (3.07)

onde A, C denotam as variaveis do atomo e do campo, respectivamente.

1,0
0.8

0,6

0,4

02

Wt 0.0
02

-0.44
-0,61

-0,8

0 10 2 30 4 50 e
gt
Figura 3.1: Inversdao de populagdo no modelo quantico com dissipacao; |a| = 4,
v =0.2g.

Vemos que a inversao tende assintoticamente a —1, ou seja, o &tomo termina no
estado fundamental, o que ja era esperado.

3.2 Dinamica semi-classica com dissipacao

A dissipacao pode ser introduzida no modelo semi-classico pela inclusao de um
termo dissipativo na equacgao que da a evolucao de E. Assim, no modelo tradicional,
onde nao ha campo de reagao do dipolo, a equacao 2.5.8 é modificada para:

E+~yF +wE=0 (3.2.1)

Essa equacao tem como solucao geral:
E(t) = /2 (Aeiwt\/ljwi n A*eiwt\/lzjg) (3.2.2)

Sabendo que v/2 = w/Q, onde @ é o fator de qualidade da cavidade, que numa cavi-

dade considerada ruim chega a ser da ordem de 200, podemos considerar y/1 — 41—22 R
1. Dessa forma, podemos fazer uma correspondéncia direta com a secao 2.3, iden-
tificando como a(a*) o termo constante proporcional a e~“!(e™*). Assim, podemos
escrever:

B(t) = e ? (ae™™ + are™t) (3.2.3)
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Dessa forma, podemos utilizar as equacoes para os coeficientes de expansao do estado
atomico (2.3.4), com a mudanca o — e~ 7/2q e j4 fazendo § = 0, o que leva a:

éo (1) = —ia*e "2 gc, (1) (3.2.4a)
¢ (1) = —iae™2gc, (1) (3.2.4Db)
1—e t/2

Podemos definir uma nova variavel, s = , tal que ds = e ""/2dt. Assim, as

equagoes acima podem ser reescritas como:

dey(s)

P = —ia"gce(s) (3.2.5a)
dc;_f) — _iage,(s) (3.2.5b)

Dessa forma, podemos utilizar as solucoes 2.3.5, com as condigdes iniciais ¢,(0) = 0,
c.(0) =1, o que leva a:

ce(t) = cos <% (1- e—W2)> (3.2.6a)

- 5
cy(t) = TOXC‘ sen ( ’j’ J (1- e‘”t/2)> (3.2.6b)

Com isso, calculamos a inversao de populacao:

(0:)(t) = lc|” = |¢y|? = cos <—4 |?;‘ J (1-— e_vt/2)> (3.2.7)

1,0

-0,5

Figura 3.2: Inversao de populagdo no modelo semi-classico com dissipagao; || = 4,

v = 0.2g.

Para um campo com uma energia determinada, a inversao de populacao oscila
cada vez mais devagar, até parar de evoluir.
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Com um campo para o qual |a| segue uma distribui¢ao gaussiana, temos:

<az>(t):/ooopn<az>ndn: \/;T_n/:e%f)?cos (@(1%—%”)) dn (3.2.8)

Expandindo y/n em torno de 7 até primeira ordem e integrando, obtemos:

(0.)(t) = e cos(2v2 ]| B) (3.2.9)
onde 3 = \2/—95 (#)
1,04 1,09
0,8 0,8
0,6 0,6
W (t) E W (t) E
0,4 0,4

0,24

/\ 02 N

0 1 T — 1 0 T T 1

] 1 v 3 4 ] 5 10 15
gt

0.2+ 0.2+ gt
04 0.4

-0,6 - -0,6

-0,8 -0,8

(a) v=0.2g (b) y=12g
Figura 3.3: Inversao de populacao no modelo semi-classico com dissipacao; |a| = 4

Os graficos mostram que quando o campo dissipa completamente, a inversao de
populacao atinge um valor constante, mas nao necessariamente igual a —1. Esse
comportamento j& era esperado, pois, como vimos, o modelo nao prevé o decaimento
do atomo na auséncia de campo.

3.3 Dinamica neoclassica com dissipagao

A dissipacao serd inserida no modelo da mesma maneira que na secao anterior,
adicionando-se a equacao para E um termo proporcional a F. Assim, 2.5.8 toma a

forma: ) .
E+vE +Ww*E +2wgM =0 (3.3.1)
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Apesar dessa modificacao, as equacoes 2.5.16a a 2.5.16b continuam valendo, o que
nao é verdade para 2.5.16¢. Temos entao o novo sistema:

Y = —igiWX (3.3.2a)
IV:i%XY*—XﬂU (3.3.2b)
JY:—%X+WY (3.3.2¢)
Temos, ainda:
YPP+w?=1 (3.3.3)

Derivando a equacao para W(3.3.2b) e substituindo as outras duas equacoes do
sistema e a lei de conservagao (3.3.3), obtemos:

Wz—%v—f@—wﬁmeﬁ (3.3.4)

Vemos, entao, que a evolugao de W s6 depende das condigoes iniciais para W, W e
| X'|. Vamos supor W(0) = 1, W(0) = 0. A outra condi¢ao inicial pode ser obtida a
partir da lei de conservagao de energia, que agora vale somente no tempo zero:

X (O)"
S W) =C

— |X(0)| =2vn (3.3.5)

Vamos resolver numericamente o sistema supondo uma distribuicao poissoniana
em n. Apesar de nao haver a exigéncia de que n seja discreto, essa suposicao sera
necessaria para a utilizagao do método numérico. A tnica implicagao de se fazer isso
é que poderao aparecer ressurgimentos artificiais da inversao, o que nao aconteceria
se n fosse continuo.

O gréfico da inversdo de populagdo neste modelo (ver a seguir) é bastante se-
melhante ao da inversd@o quantica (figura 1.5). A diferenca mais perceptivel sdo as
oscilacoes no momento do decaimento. Acreditamos que elas sejam uma consequéncia
de termos suposto n discreto; do contrario, elas nao deveriam ser observadas.
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Figura 3.4: Inversao de popula¢do no modelo neoclassico com dissipagao; |a| = 4 ,

v =0.2¢g
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CONCLUSAO

H4& aspectos da interacao entre atomo e campo que s6 podem ser descritos quan-
ticamente. Um deles é o ressurgimento da inversao de populagao. Qualquer tentativa
de reproduzir esse resultado através de uma descri¢ao classica do campo falha.

No entanto, observamos que, sob certas condigoes, a teoria semi-classica fornece
resultados em bom acordo com a teoria quantica. Vimos, por exemplo, que ela preve
o colapso da inversao atomica quando consideramos um campo cldssico com uma
distribuicao gaussiana de energia. Esse resultado ¢ semelhante aquele obtido para
um campo quantico descrito como uma mistura estatistica de estados de Fock, com
uma distribuicao poissoniana de probabilidades, cujo valor médio é grande, ou, ainda,
para uma superposicao coerente de estados de Fock. Em geral, a descricao de um
estado como mistura ou superposicao conduz a resultados diferentes, mas, no caso
especifico em que queremos calcular a inversao de populacao, elas sao equivalentes,
desde que obedecam a mesma distribuicao.

Por outro lado, a teoria semi-classica, da maneira como ¢é geralmente formulada,
sem levar em conta o efeito que o atomo exerce sobre o campo, é incapaz de prever
o fenomeno da emissao espontanea, que é de fato observado. Como alternativa,
apresentamos, entao, uma outra teoria, a qual nos referimos como neoclassica, que
inclui esse efeito. Essa descricao se mostrou mais apropriada, pois corrigiu a falha da
primeira.

Oferecemos também uma interpretacao alternativa a interacao do &tomo com um
campo coerente. Mostramos, a partir de uma transformagao unitaria do hamiltoniano
Jaynes-Cummings, que esse problema é equivalente ao da interacao do a&tomo com um
campo classico de amplitude bem definida mais o estado de vacuo, governada pelo
novo hamiltoniano. O acréscimo do vacuo ao campo clédssico possibilita a descrigao
da emissao espontanea.

Por fim, estudamos a consequéncia da inclusao do ambiente na dinamica do sis-
tema. O tratamento quantico do problema conduziu a um conjunto de equagoes
bastante complexas, dificeis de se resolver analiticamente. Tivemos entao que apelar
para uma solucao numérica, o que levou a um resultado bastante intuitivo: com o
tempo, o sistema atingiu um estado estacionario, que corresponde ao campo com um
nimero médio de excitagoes nulo e o dtomo no estado fundamental. Obtivemos o
mesmo resultado utilizando a teoria neoclédssica. Ja com o tratamento semi-cldssico,
o estado assintético do atomo nao correspondeu necessariamente ao estado funda-
mental.
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A partir do exposto acima, concluimos que a dinamica de um dtomo interagindo
com um campo coerente pode ser descrita por uma teoria semi-classica, em um in-
tervalo de tempo determinado, desde que o campo seja suficientemente intenso, isto
é, que tenha um nimero médio grande de excitagoes.

34



BIBLIOGRAFIA

[1] E. T. JAYNES, F. W. CUMMINGS. Comparison of quantum and semiclassical
radiation theories with application to the beam maser; Proceedings of the IEEFE,
p. 89 (1963)

[2] J. H. EBERLY, N. B. NAROZHNY, J. J. SANCHEZ-MONDRAGON. Periodic
spontaneous collapse and revival in a simple quantum model; Phys. Rev. Lett.,
v.44, p.1323 (1980)

3] G. REMPE, H. WALTHER, N. KLEIN. Observation of quantum collapse and
revival in an one-atom maser; Phys. Rev. Lett., v.58, p.353 (1987)

[4] A. EKERT, P. L. KNIGHT. Entangled quantum systems and the Schmidt de-
composition; Am. J. Phys., v.63, p.415 (1995)

[5] R., P., M. e K. HORODECKI. Quantum entanglement; Rev. Mod. Phys., v.81,
p.865

(6] L. MANDEL, E. WOLF. Optical coherence and quantum optics, (1995)

[7] C. COHEN-TANNOUDJI, J. DUPONT-ROC, G. GRYNBERG. Atom-photon
interactions - basic processes and applications. (1992)

[8] J. J. SAKURAI Modern quantum mechanics, revised edition. (1994)

9] TRAN QUANG, P. L. KNIGHT, V. BUZEK. Quantum collapses and revivals in
an optical cavity; Phys. Rev. A, v.44, p.6092 (1991)

[10] C. W. GARDINER, P. ZOLLER. Quantum noise, 3 ed. (2004)

[11] A. J. VAN WONDEREN. Exact solution of the Jaynes-Cummings model with
cavity damping; Phys. Rev. A, v.56, p.3116 (1997)

[12] J. GEA-BANACLOCHE. Collapse and revival of the state vector in the Jaynes-
Cummings model: an example of state preparation by a quantum apparatus;
Phys. Rev. Lett., v.65, p.3385 (1990)

[13] W. P. SCHLEICH. Quantum optics in phase space, (2001)

35



Livros Gratis

( http://www.livrosgratis.com.br )

Milhares de Livros para Download:

Baixar livros de Administracao

Baixar livros de Agronomia

Baixar livros de Arquitetura

Baixar livros de Artes

Baixar livros de Astronomia

Baixar livros de Biologia Geral

Baixar livros de Ciéncia da Computacao
Baixar livros de Ciéncia da Informacéo
Baixar livros de Ciéncia Politica

Baixar livros de Ciéncias da Saude
Baixar livros de Comunicacao

Baixar livros do Conselho Nacional de Educacdo - CNE
Baixar livros de Defesa civil

Baixar livros de Direito

Baixar livros de Direitos humanos
Baixar livros de Economia

Baixar livros de Economia Doméstica
Baixar livros de Educacao

Baixar livros de Educacdo - Transito
Baixar livros de Educacao Fisica

Baixar livros de Engenharia Aeroespacial
Baixar livros de Farmacia

Baixar livros de Filosofia

Baixar livros de Fisica

Baixar livros de Geociéncias

Baixar livros de Geografia

Baixar livros de Histdria

Baixar livros de Linguas



http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1

Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo



http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1

