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RESUMO

Considere uma hipersuperficie minima da esfera. Simons provou que se o
comprimento |A| da segunda forma fundamental satisfaz |A|? < n entédo |A|?=0 ou
|A]2 = n. De forma independente, Chern — do Carmo — Kobayashi e Lawson
caracterizaram as hipersuperficies minimas com |A2 = n. Neste trabalho,
apresentamos um resultado, devido a Alencar — do Carmo, que estabelece uma
versao dos resultados acima para hipersuperficies da esfera com curvatura meédia
constante. Apresentamos, também, dois resultados de Peng — Terng que dao
uma resposta parcial a seguinte questdo levantada por Chern — do Carmo —
Kobayashi: considere o conjunto das hipersuperficies da esfera com |A]
constante. O conjunto dos valores assumidos por |A| é discreto?



ABSTRACT

Consider a minimal hypersurface of the sphere. Simons proved that if the length
|A| of the second fundamental form satisfies |A|2 < n then |A]2 = 0 or |A]2 = n.
Independently, Chern - do Carmo - Kobayashi and Lawson characterized the as
minimal hypersurfaces with |A]? = n. In this work, we present a result, due to
Alencar - do Carmo which establishes a version of the results above for the
hypersurface of the sphere with constant average curve. We also present two
results by Peng - Terng which give a partial answer to the following issue raised by
Chern - do Carmo - Kobayashi: consider the set of the minimal hypersurfaces of
the sphere with constant |A|. Is the set of the values assumed by |A| discreet?
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Apresentacao

Seja M" uma variedade Riemanniana compacta (sem bordo) minimamente imersa na (n+1)-
esfera unitdria S"*1(1). Simons [10] provou que se o comprimento |A| da segunda forma

2 =

fundamental satisfaz |A|* < n, entdao |A]* = 0 e M é totalmente geodésica ou |A n.

Independentemente, Chern - do Carmo - Kobayashi [5] e Lawson [7] provaram que |A|? =

n
se e somente se M™ é um toro de Clifford em S""!(1), ou seja, M™ é um produto de
esferas S™(ry) x 8" (ry), ny + ny = n, de raios apropriados. Em [1], Alencar - do Carmo
obtiveram um resultado andlogo para hipersuperficies de S"™!(1) que possuem curvatura
média constante H > 0. Eles provaram que se o comprimento |¢| do tensor ¢ = HI — A
satisfaz |¢|? < By, onde By > 0 ¢ um nimero dependendo somente de H e n, entao
4> = 0 e M é totalmente umbilica, ou |¢|> = By. Eles também caracterizaram todas
as hipersuperficies tais que |¢|*> = By (veja Teorema 3.3). Em [5], Chern - do Carmo -
Kobayashi levantaram a seguinte questao: Considere o conjunto de hipersuperficies minimas
de 8"*1(1) com |A| constante. O conjunto dos valores assumidos por |A|? ¢ discreto? Em [9],
Peng - Terng deram uma resposta parcial para essa questao. Eles provaram que se |A|* > n,
entdo existe um ntimero positivo C(n) tal que |A]> > n + C(n) (veja Teorema 4.4). Além
disso, eles obtiveram uma estimativa étima para C(n) no caso n = 3. Mais precisamente,
provaram que se |A]* > 3, entao |A|*> > 6 (veja Teorema 4.5). Essa estimativa é 6tima visto

que existem hipersuperficies minimas de S*(1) com |A[> = 6.

O trabalho esta organizado da seguinte forma. No capitulo 1, apresentamos as notagoes,
definicoes e resultados bésicos que serao utilizados ao longo do trabalho. No capitulo 2,
obtemos férmulas para o laplaciano de |A|?, a qual serd utilizada nos capitulos 3 e 4, e para
o laplaciano de |V A|?, a ser utilizada no capitulo 4. Aqui |[VA| indica a norma da derivada
covariante do tensor A. No capitulo 3, provamos o Teorema de Alencar - do Carmo citado

acima e, no capitulo 4, provamos os Teoremas de Peng - Terng.



Capitulo 1

Preliminares

Apresentaremos neste capitulo as notacoes, definicoes e resultados basicos que serao utiliza-
dos no decorrer deste trabalho. Os resultados que nao forem aqui demonstrados terao uma

indicagao de bibliografia onde o leitor interessado podera encontrar uma demonstracao.

Dada uma variedade diferenciavel M, denotaremos o espaco vetorial dos campos C*™ em
M e o anel das fungoes reais de classe C* definidas em M respectivamente por X(M) e

D(M). O espaco tangente a M em um ponto p serd denotado por 7, M.

Dada uma fungao diferenciavel f : M — R, a diferencial de f em um ponto p € M,
que ¢ uma aplicacao linear de 7, M em R, serd denotada por df, . Se M possui uma métrica
Riemanniana, isto é, se M é uma variedade Riemanniana, f induz um campo vetorial em
M, denotado por gradf, chamado o gradiente de f. O gradiente de f em um ponto p € M

é, por definicao, o unico vetor de T, M que satisfaz a igualdade

(gradf(p),v) = dfy(v), (1.1)

para todo v € T, M. Pode-se mostrar que o gradiente de uma fungao C* em M ¢ um campo

vetorial de classe C*°. E facil ver que

grad(fg) = f gradg + g grad . (12)

para todas f,g € D(M).
A hessiana de f em p € M ¢ a aplicagao hessf, : T,M x T, M — R dada por

hessf,(v,w) = (V,gradf, w), (1.3)

onde V indica a conexao Riemanniana de M.



Proposicao 1.1 A aplicacao hessf, definida por (1.3) é bilinear e simétrica.

Demonstracao: A bilinearidade de hessf, decorre da bilinearidade do produto interno e da
linearidade da aplicagao v € T, M —— V,gradf. Para a prova da simetria, tome v, w € T, M

e sejam V, W campos definidos em uma vizinhanca de p tais que V(p) = v, W(p) =w e

V.V =0=V,W, YueT,M. (1.4)

Entao,
hessfy(v,w) = (V,gradf, w)
= (Vygradf, W)(p)

= V{gradf,W)(p) — (gradf(p), Vv W(p))

= Vigradf,W)(p),

onde a tltima igualdade decorre de (1.4). Por (1.4), pela definigao do colchete de Lie [V, W]

de dois campos e pela simetria da conexao, obtemos

hess f,(v,w) = V(W(f))(p) =WV (f)(p)+[V,W]p)(f)
= WV (f))(p) = W(gradf,V)(p)
= (Vweradf,V)(p) = (Vugradf,v)

= hessfy(w,v). ®

Também denotaremos por hessf, a aplicagao linear auto-adjunta v € T, M —— V ,gradf.

O laplaciano de uma fungao diferenciavel f : M — R é a aplicagdo Af : M — R
dada por
Af(p) = tr (hessf,) = Y (Vegradf,e;), (1.5)

onde {ey, e, ...,e,} é qualquer base ortonormal de 7, M e tr (hessf,) denota o trago de
hess f.

O divergente de um campo diferencidvel X em M é a aplicacio p € M +—— tr (v €
TyM — V,X). Se {e,...,e,} é uma base ortonormal de T, M, temos

divX(p) = Y (Ve X e). (1.6)

]



Segue imediatamente de (1.5) e (1.6) que
Af = div(gradf). (1.7)
O seguinte resultado serd utilizado no capitulo 4.

Proposicao 1.2 Sejam f : M — R uma funcao diferencidvvel e p um ponto de minimo

(mdzimo) local de f. Entao

gradf(p) = 0 (1.8)
hessfy(v,v) > 0 (<0), YveT,M. (1.9)
Demonstracao: Dado v € T, M, considere uma curva diferencidvel v : (—¢,e) — M

tal que v(0) = p e 4/(0) = v. Reduzindo € se necessério, tem-se que 0 é ponto de minimo
(méximo) de f o~. Logo,

(gradf(p),v) = dfy(v) = (f 0 7)"(0) = 0. (1.10)

Como v ¢ arbitrario, segue que gradf(p) = 0. Para provar (1.8), tome v € T, M, denote
por v : (—€,€) — M a geodésica tal que ¥(0) = p e 7/(0) = v e estenda v, por transporte
paralelo ao longo das geodésicas que partem de p, a um campo V' definido em uma vizinhanca
de p. Temos V(y(t)) =~/(t) e

(grad £, V)(1(6)) = dfy (V(2(1)))
= dfyn(Y (1))
= (fo)(t),
para todo t € (—¢,€). Segue que
hessf,(v,v) = (Vygradf,V)(p)
= Vigradf,V)(p) — (gradf(p), VvV (p))

= Vigradf,V)(p)

= % [(gradf, V) (’Y(t))]

= (fo)"(0). (1.11)

Como p é ponto de minimo (méximo) para f, tem-se que 0 é ponto de minimo (m&ximo)

t=0

para f o~. Logo, por (1.11),
hess (v, 0) = (07)'(0) > 0 (<0). m

4



Um resultado bastante conhecido na teoria de integracao em variedades é o teorema a

Seguir.

Teorema 1.3 (Teorema da Divergéncia) Seja M uma variedade Riemmaniana compacta

e orientada com bordo OM (possivelmente vazio). Para todo campo vetorial diferencidvel
X e M, tem-se

/ divX dM = | (X, v) ds, (1.12)
M oM

onde dM e dS denotam os elementos de volume de M e OM, respectivamente, e v € o

campo unitario normal a OM e apontando para fora de M.
Uma demonstragao para o teorema acima pode ser encontrada em [6].

Corolario 1.4 Se M ¢é uma variedade Riemanniana compacta sem bordo e f : M — R é

diferencidvel, entao

/ Af=0. (1.13)
M

Demonstracao: Basta aplicar o Teorema da Divergéncia ao campo X = gradf e usar
(1.7). m

Corolario 1.5 Se M"™ € uma variedade Riemanniana compacta, sem bordo e conexa, e
f:M"— R € uma funcao diferencidvel tal que Af >0 ou Af <0, entao f € constante.

Demonstracao: Para todas f, g € D(M), temos por (1.1), (1.6) e (1.7) que

div(g gradf) = Z<Vei(g gradf), e;)

i

= ) (ei(g)gradf + gV, gradf, e;)

i

= Z<gradg7 €i> <gradf7 ei) + g Z(Veigradf> €i>

)

= (gradg, gradf) + g div(gradf)

= (gradg, gradf) + gAf.

Usando o Teorema da Divergéncia, obtemos

/ gAf dM = —/ (gradg, grad f) dM.
M M

bt



Em particular,

/ fAfdM = —/ |grad f|* dM. (1.14)
M M

Se Af >00uAf <0em M, Af =0pelo Corolario 1.4. Segue de (1.14) que |gradf| = 0.

Da conexidade de M conclui-se que f é constante. m

Introduziremos a seguir o conceito de tensor em uma variedade Riemanniana, que se

constituird na principal ferramenta a ser utilizada neste trabalho.

Definicao 1.6 Um tensor T de ordem r em uma variedade Riemanniana é uma aplica¢ao
multilinear
T:X(M)x...x X(M) — DM) (X(M)).

'
T VEZES

Isto quer dizer que, dados Y1,Ys,....Y, € X(M), T(Y1,Ya,....Y,) é uma funcdao diferencidvel

em M (campo diferencidvel em M), e que T € linear em cada coordenada, ou seja,

T(Yiy oo fX 4 gV, V) = fT(V1, o X, ) Y) 4 gT (Ve o Y, Vo),
para todos X, Y € X(M), f,g € D(M).

Pode-se mostrar que T'(Y7, ..., Y;.)(p) s6 depende de Y (p), ..., Y. (p), ou seja, quese Y/, ..., Y/ €
(M) 5o tais que Y/(p) = Yi(p), i = 1, .., entio T(V, ., ¥})(p) = T(Vi, . ¥,)(p).

r

Definigao 1.7 Se T é um tensor de ordem r tomando valores em D(M) e Z € X(M),
a deriwada covariante de T em relagao a Z € a aplicagdo V7T : (M) X ... x X(M) —

~
T VEZES

D(M) dada por
<VZT> (Yi,...Y,) = Z(T(YI,...,YT)> (Vi Yy) — o = T(Y, ., V5Y5). (1.15)

A diferencial de T é a aplicagio VT : X(M) X ... x X(M) — D(M) dada por

(r+1) vezes

VT (Yy,....Y,, Z) = (V,T)(Y1,...,Y,). (1.16)

Observacao 1.8 No caso em que o tensor T toma valores em X(M), as nogoes de derivada
covariante e de diferencial sio as mesmas, bastando em (1.15) trocar Z(T(Yl, ...,Y})) por
VZT(Ev ceey }/T)

Observagao 1.9 Se A : X(M) — X(M) e B : X(M) — X(M) sao tensores, seque

facilmente da definicao que

Vx(AoB)=(VxA)oB+ AoVxB.



Proposicao 1.10 Se T é um tensor, entio VT e VT sao tensores.

Demonstracao: Faremos a prova no caso em que T toma valores em D(M), visto que a
prova no outro caso é inteiramente andloga. Por simplicidade, faremos a prova no caso r = 1.

A prova no caso geral segue as mesmas idéias. Para todos Y, Z € X(M) e f € D(M), temos
(VAT)(fY) = Z(T(fY)) — (V1Y)

2(y10)) = T(Z(1)Y + 1957
= Z(HTY)+ fZ2(T(Y)) - 2(HTY) = fT(VzY)
Z(T vzy)>

=

(VzT)(Y), (1.17)

o que prova que Vz7T' é um tensor. A linearidade de VT : X(M) x X(M) — D(M) no
primeiro fator é conseqiiéncia imediata de (1.17). Para todos Y, Z € X(M) e f € D(M),

temos

VT(Y,fZ) = (v fZT) ()

= J(20() - (V7))
= [(VD)Y)
= fVT(Y,Z). =

A seguinte proposicao sera bastante utilizada nos capitulos subseqiientes.

Proposicao 1.11 Seja T um tensor de ordem r que € simétrico nas s primeiras entradas

(s <r). Entao VT € também simétrico nas s primeiras entradas.

Demonstracgao: Temos que provar que

VT(Yy, . Ye, Yo Ye, o Y Z) = NT(Yy, o, Yo Yay o Y, Y, ),



para todos os campos Y7, ..., Y, Y1, ..., Y, Zetodos¢,5 =1, ..., s. Por simplicidade, faremos
a prova no caso ¢ = 1 e j = 2. A prova no caso geral é analoga. Pela simetria de T nas duas

primeiras entradas, temos

VIV, Ys, s Y0 Z) = Z(T(V, Yo, Yy)) = T(V2Y1, Yo, o, Yy)
—T(Y1,V3Ys,..Y,) — ... = T(Y1,Ys, ..., VzY,)

= Z(T(¥2,Y1,.,%))) = T(V2, V2Yi, . Y,)
TV Y, Y, Vo) — o — T(Ya, Vo, o, V25

= VT(Yy,Yi,...Y,,Z). m

Dado um tensor T': X(M) x ... Xx X(M) — D(M) de ordem r, a norma de T em um
ponto p € M ¢ definida por

n

|T|2 = Z T(eilv"'7€ir)27 (118)

onde {eq, e, ..., e, } é uma base ortonormal de 7T, M. Se T toma valores em X(M), a norma
de T é definida por

n

|CT|2 = Z ’T(eiu"weir”z' (119)

Observacao 1.12 Pode-se mostrar facilmente que os somatorios (1.18) e (1.19) nao de-

pendem da base ortonormal escolhida, e, portanto, que a morma de um tensor estd bem
definida.

Dada uma imersao isométrica f : M™ — N de uma variedade Riemanniana m-
dimensional M™ em uma variedade Riemanniana n-dimensional N, a segunda forma fun-
damental (a valores vetoriais) de f em um ponto p € M é a aplicagao o : T,M x T, M —
T, M* dada por ,

o(X0,Y0) = [(Vrco ) ()] (1.20)
onde X e Y sao campos diferenciaveis definidos em uma vizinhanca de p em M tais que
X(p) = Xo e Y(p) =Yy, f. denota a diferencial de f, V é a conexdo Riemanniana de N,
e o superindice L indica a projegdo ortogonal no complemento ortogonal de f.(7,M) em

TipN. Se £ é um campo unitério normal & imersao, temos

(0(X0,Y0) , €(f())) = (Ve f(Y), E(f(p))
= L(X)(f(Y), € (F) = (f.(Y), Vx)€) (f(p)
= _<f*(Y0)7vf*(Xo)€ > (1'21)

8



A expressao acima mostra que o(Xy,Yy) nao depende das extensdes X e Y escolhidas
e que o é bilinear. Além disso, usando o fato que o colchete de dois campos tangentes
a uma subvariedade ¢é igual ao colchete de extensoes dos campos ao ambiente, prova-se
imediatamente que o é simétrica. A expressao (1.21) também nos permite concluir que, se
X, Y sao campos tangentes diferencidveis e ¢ é um campo normal diferenciavel, entao a
aplicacao p € M +—— (a(X(p),Y(p)) , £&(f(p))) é diferenciavel. Isso nos permite definir
he : X(M) x X(M) — D(M) por

he(X,Y) = {0(X,Y), ). (1.22)

A expressao (1.21) também mostra que he é um tensor, o qual é chamado de segunda
forma fundamental em relacao a &. O operador de forma associado ao campo £ é o tensor
Ae : (M) — X(M) determinado pela igualdade

(AcX,Y) = he(X,Y) = (0(X,Y), ). (1.23)

Quando a codimensao é 1, isto é, quando n = m+1, e M esté orientada, podemos omitir

o subindice £ em (1.23) e escrever
(AX,Y) = M(X,Y) = (0(X,Y),§), (1.24)

onde ¢ é um campo normal unitario globalmente definido. Em (1.23) e (1.24) estamos usando

o mesmo simbolo tanto para o produto interno em M quanto para o produto interno em N

Pode-se mostrar (veja [2], pagina 142) que
_N\T
AX = —(VX£> . (1.25)
Segue imediatamente de (1.24) e de (1.19) que o quadrado do comprimento do tensor A

¢ dado por
AP =) JAei” =) (Aeie)” = hleie;)’ (1.26)
i i\j i\j

Dada uma hipersuperficie orientada M"™ de uma variedade Riemanniana, a curvatura

média de M ¢ definida por

H=Ytra, (1.27)
n

onde A é o operador linear dado por (1.24). Uma hipersuperficie é dita minima se H é
identicamente nula.

A relacdo entre a segunda forma fundamental e os tensores curvatura R de M e R de N/

¢ dada pela seguinte proposicao:



Proposicao 1.13 (Equagao de Gauss) Se f: M™ — N™ é uma imersao isométrica e o
denota a sequnda forma fundamental da imersao, entdo

(RX,Y)Z W) =(R(X, Y)Z, W)+ (oc(X,W),0(Y,2)) — (6(X,Z),0(Y,V)), (1.28)
para todos X,Y, Z, W € X(M).

O leitor interessado pode encontrar uma demonstracao da equagao de Gauss em [2],
péagina 143.
Quando a codimensao é 1 e o ambiente tem curvatura seccional constante, temos o

seguinte resultado:

Proposigao 1.14 (Equagio de Codazzi) Se f: M™ — N™ € uma imersdo isométrica

e N" ™1 tem curvatura seccional constante, entdo
(VxA)(Y) = (VyA)(X),
para todos X, Y € X(M).

Demonstracao: Sejam X,Y,Z € X(M). Identificando X,Y com f.(X) e f.(Y), temos,

por definicao da segunda forma,
VyvZ =VyZ+o(Y,Z),
donde
ViVyZ = Vx(VyZ+o(Y,2))

— VxVyZ 4 o(X,VyZ) + (vxa(y, Z))T +Via(Y, 2)

Analogamente, temos
VyVxZ = VyVxZ +o(Y,VxZ) + (Vyo(X, Z))T 4 Vie(X, Z).
Logo,
R(X,Y)Z = VxVyZ—-VyVxZ—-VixyZ
= VxVyZ+0(X,VyZ) + (VxalV, Z))T T Via(y, 2)

Ny VxZ — oY, VxZ) — (vya(x, Z))T ~Vio(X,Z)

~ViewZ - o([X,Y],2).
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Dai,
— — T
R(X,Y)Z = R(X,Y)Z+0(X,VyZ) - o(Y,VxZ)+ (Vxo(Y, 2))
- (vya(x, Z))T Y Via(Y, Z) - Via(X, Z) - a<[X, Y], Z).
Se N é um campo normal a imersao, segue que

(R(X,Y)Z,N) = (o(X,VyZ),N)—{(0(Y,VxZ),N)+ (Vio(Y,Z),N)

(Vio(X, Z),N) — <a<[X, Y, Z),N>. (1.29)

Se o ambiente tem curvatura seccional constante ¢, sabemos que
R(X,Y)Z = c<<Y, Z)X — (X, Z>Y>.
Usando (1.29), obtemos
(Vxo(Y,Z),N) - (Vio(X,Z),N) = (0(Y,VxZ),N)—(0(X,VyZ),N)
+(o(1X.¥1.2), N). (1.30)

Usaremos agora, a equacao (1.30) para provar a proposigao.

Para provar que (VxA)(Y) = (VyA)(X) provaremos que

(VxA)(Y) = (TrA)(X). Z) =0,

para todo campo Z. Fixado p € M podemos supor que V,X(p) = 0, V,Y(p) = 0 e
VuZ(p) =0 V ueT,M. Assim

(VX)) = (TrA)(X).Z) = ((VxA)Y).Z) ~ ((VrA)(X), 2)

= <VX(AY),Z>—<VY<AX)7Z>
= X(AY,Z)-Y(AX,Z)
= X(o(Y,Z),N) - Y(0(X,Z),N)

— (VXo(¥,2),N) + (o(Y,2), VxN)

—<v¢a(X, 2), N> —(0(X,Z),VyN). (1.31)
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Como N é um campo unitario e a codimensao é 1, tem-se que Vx N e Vy N sao tangentes

a M. Assim, usando (1.30) e (1.31), concluimos que

<(VXA)(Y) — (VyA)(X), Z> -

pois V,X =V,Y =V, Z =0,VuecT,M.

Observacao 1.15 E importante ressaltar

primeiras e nas duas ultimas entradas.

<v§a(Y, Z) — Vio(X, 2), N>
<0(Y, VXZ),N> — (0(X,VyZ),N)

+<a<[X, Y], Z> , N>
0,

que (R(X,Y)Z, W) é anti-simétrico nas duas
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Capitulo 2

Determinacio de A|A|* e A|VAJ?

2.1 Determinacgao de A|A|?

Seja M™ uma variedade Riemanniana n-dimensional e seja f : M™ — N"! uma imersao
isométrica de M"™ em uma variedade Riemanniana (n+1)-dimensional de curvatura seccional
constante c¢. Fixe uma orientagdo para M e denote por A o operador de forma associado a

segunda forma fundamental da imersao. Lembre que A é definido pela igualdade
(AX)Y) =h(X,Y) = (o(X,Y),N),

para todos X,Y € X(M). O objetivo deste capitulo é obter férmulas para A(]A]?) e
A(|[VAJ|?), onde VA é a derivada covariante do tensor A. A férmula para A(|A[*) sera
utilizada nos capitulos 3 e 4, e a formula para A(]VAJ?), no capitulo 4. Na determinagao

dessas férmulas, necessitaremos de algumas proposicoes e lemas.

Proposigao 2.1 Seja f : M™ — N™ uma imersao isométrica, onde N possui cur-

vatura seccional constante c. Entao, Vh € simétrico.

Demonstracao: Com h é simétrico, basta provar, pela Proposicao 1.11, que Vh é simétrico

nas duas ultimas entradas.

Para isso, fixe um ponto p € M e escolha uma base ortonormal {ey, ey, ...,e,} em uma

vizinhanga de p tal que V., e;(p) = 0. Temos
Vh(e,ej,er) = (Ve h)(eiej) =ex (Aei,e;) = e (e, Aej)
= (e, Ve, Aej) = (i, (Ve A)(e;)).
Entao, pela equagao de Codazzi (Proposicao 1.14),
Vh(ei,ej,er) = (e, (Ve; A)(er)).
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Dai temos

Vhieiejer) = (e (Ve A)er)) = e; (es, Aey) :ej(h(ei,ek)>

= (Ve,h)(eisex) = Vh(e;, e, e5).

Observagao 2.2 Seque da Proposi¢io 1.11 que V?h = V(Vh), V3h = V(V?h), etc, sao

simétricos nas 3 primeiras entradas.

Por economia de tempo e espacgo, denotaremos por Rj, Nijk, Nijri € Rijrim as componentes
dos tensores h, Vh, V?h e V3h, respectivamente, em uma base ortonormal {ey, e, ..., €, }, ou

seja,
hij = h(ei ;)
hij = Vhe; e;,ex)
hijr = V2h(e;, e;, €k, €1)
Rijkim = V3h(e;, €, €ky €1, Em).

Da mesma forma, R;ji € R;jm significardo, respectivamente, R(e;, e;, ex, €;) €
VR(e;, ej, ek, e, em). Sendo, Riju = (R(e;, €;)ek, ).

Lema 2.3 Com as notagoes acima, temos

(@) hijer — hijie = Z Rytimhmj + Z RytjmMNim,-

() Pijrim — hijemt = Y Rimisheji + Y Rimjehise + Y Rimiehije.
t t ¢
Demonstragao: (a) Fixe p € M. Como h,Vh e V?h sdo tensores, podemos supor que
Vejei(p) = 0, para todos i, = 1,2, ...,n. Temos
hijr = VQh(ei,ej, ex,€1) = (Ve Vh) (e, e, ex)
= ¢ (Vh(ei,ej,ek)) = e;(hijk)-
Mas,
hij = Vh(ei,e;,er) = (Ve h)(ei e;)
= e <h(ei,ej)> — h(Ve.ei,€5) — h(e;, Veej).
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Derivando obtemos

hijiw = el<€k(hij)_h(vekeiaej)_h(eh L€5)

Ve,.€;
= eegp(hij) — (Ve h) (Ve €, e5) — h(Vel(V L€i),€ ) h(Ve,ei, Vee;)
~(Verh)(eis Vers) = (Vi Veyes) = b0, Ve (Veres)).
Como V., e;(p) = 0, segue que
hijie = eiex(hij) — (Ve Ve, €5) — i€, Ve, Ve €5). (2.1)
Analogamente, prova-se que
hijik = exei(hij) — h(Ve, Ve, €;) — h(ei, Ve, Ve€j). (2.2)
Além disso, como V., e;(p) =0,
hessh;;(er,er) = (Ve (gradh;;), ex)
= ¢/(gradh;;, ex) — (gradh;;, Ve, er)
= e(gradh,j, ex)
= elenhi)).

Logo, pela simetria da hessiana,
eiex(hij) = hess h;j(e;, ex) = hess hyj(eg, e;) = exer(hij). (2.3)
De (2.1), (2.2) e (2.3) obtemos
hijer — hijie = h(R(ek, er)eéi, €j> + h(ei, R(ex, el)ej>

= Z (€k, €1)€is €m) Py + Z (ek,€1)€j, em) him
= Z Ritimhmg + Z RitjmMNim-

(b) Como no item (a), fixe p € M e suponha V. e;(p) = 0, para todos i,j = 1,2,...,n
Temos

hijk:lm = V3h<€i7 €5, €k, €1, €m>
= <Vem(V2h)> (€i, €, €k, €1)
= en(V2h(ei, e, ex, 1)) = em(hiji)-
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Como
hij = V2h(ei, ej, ek, €) = <Vel(Vh)> (i, €5, ex)
= ¢ (Vh(ei, e, ek)> — Vh(V,ei, ej,er) — Vh(e;, Ve, ex)
—Vh(e;, e, Veer),
derivando obtemos
Bigwim = emer(high) = (Ve (T1)) (Veris €5, 08) = VA(Ve,, Vet €5, €4)
—Vh(Veei, Ve,.ej,ex) — Vh(Vei e, Ve, )
— <Vem(Vh)) (€i, Veejex) — VR(Ve, €, Vee), er)
—Vh(e;, Ve, Veej, ex) — Vh(e;, Vee;, Ve, )
— (Vem(Vh)> (€i,e;, Veer) — VR(Ve, € e, Veer)
—Vh(e;, Ve, €5, Veer) — Vh(e, e, Ve, Veer).
Como V,e;(p) = 0, para todos i,j = 1,2, ..., n, segue que
Rijkim = emei(hij) — VR(Ve, Veei e, ex) — Vh(e, Ve, Ve, €x)
—Vh(e;,ej, Ve, Veer). (2.4)
Analogamente, temos
hijemi = €em(hije) — VR(V, Ve €€, ex) — Vh(e;, Ve, Ve, €5, ex)

—Vh(ei,ej,velvemek). (25)

Como em (2.3), temos
emei(hijr) — erem(hijr) = 0. (2.6)

De (2.4), (2.5) e (2.6), obtemos
Pijkim — Nijkmi = Vh<R(6l7 €m)€i, €j, €k> + Vh(% R(es, enm)ej, €k>
+Vh <ei, e;, R(ey, em)ek)

= Z Rimithijr + Z Rimjihitk + Z Ripkthije. ®
t t t
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Observacao 2.4 Note que, pelo que foi provado acima, ndo € necessario que o ambiente

tenha curvatura constante para que o Lema 2.3 seja vdlido.

Proposigao 2.5 Seja f : M" — N™1 uma imersao isométrica de uma variedade Rie-
manniana n-dimensional em um espago de curvatura seccional constante c, e denote por |A|

o comprimento da sequnda forma fundamental de f. Entao

1
§A|A|2 = |VA|2 +n Z hijhessH(ei, Gj) + Z()\Z — /\k>2Rzkkz

ij i<k

Demonstragao: Fixe p € M e seja {ey, e, ..., €, } uma base ortonormal em uma vizinhanga

de p tal que V., e;(p) = 0, para todos 4,7 = 1,2, ...,n. Entao, por (1.1) e (1.26),

grad|AP(p) = ) (grad|A]% ex)en(p) = ) ex(|AP)ex(p)

_ Z(Zz hijek(hij))ek(p):2Z(Zhijhijk)ek<p>- (2.7)

Por (1.3), temos em p
hess|A[*(er,e1) = (Vegrad|Al,e) = 2> (Ve (hijhijrer), 1)
1,7,k
= 2 Z (e1(hij)hijrer + hijer(hijr)ex + hijhie Ve er, er)

i7j7k“

= 2 Z hiﬂhijkékl + 2 Z hijhijklakl

ik ik
= 2) B+ Y hihiu. (2.8)
2% i,
Assim, por (1.5), em p vale a igualdade

1 1
5A|A|2 = 3 > hess|AP* (e, )
l

= D W5+ hihiu. (2.9)

1,0 0,5,

Note que o tltimo termo em (2.7) ndao depende da base ortonormal escolhida e, con-
seqlientemente, (2.7) vale em todo ponto. Isso justifica o célculo feito em (2.8). Da mesma
forma, o 1dltimo termo em (2.9) ndo depende da base ortonormal e, portanto, (2.9) vale em
todo ponto (essa situagao ocorrerda muitas vezes neste trabalho, e, sempre que ela ocorrer,

procederemos como acima, sem maiores comentarios).
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Por sua vez

Zhwk = Z <Vh €i, €, Ck ) Z < )(ei,€5) )2

ijk i.5.k bak
= ”Zk <6k< (€i,€; )) ”k( k(Ae;, ;) >2
_ Z; ((VeA)e).e)) = Z;WA(ei,ek),ejV
i i,
= Y [VA(es, e)? = [VAP. (2.10)
ik

Segue de (2.9) e da simetria de V*h nas trés primeiras entradas (veja a observagao 2.2)
que
1
§A]A|2 = [VAP + " hijhigjn.

i7j7k

Do Lema 2.3 (a) obtemos

%A|‘A|2 = |VA|2 + Z hzg( ikkj + Z R]kzm mk + Z R]k:km 1m>

1,5,k

= |VAP + Z hijhiki; + Z hij RjkimPmk

ik irj,kem
+ Z hij Rjomim - (2.11)
©,5,k,m
Mas
Z hiri = Z ei(hir) = € ( Z hkk)
k k k
= ei(z (Aey, ex) ) =¢;(trA)
k
= ne;(H) =n (gradH, e;),
e assim,
Z hikij = Z e;j(hki) = q(Z hkki> =e; <n (gradH, e;) >
k k k
= n (V¢,gradH, e;) = nhessH (e;,¢e;).
Logo,

Z hz’jhkkij = Z hz’j Z hkkij =N Z h,;jhessH(ez-, ej). (212)
1,7 k 1,5

i7j7k“
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Escolhendo uma base ortonormal de maneira que h;; = A;0;; em p, pela observacao 1.15,

obtemos
Z hij Ritim i = Z Ai0ij Rjlim MOt
i,5,k,m i,5,k,m
= D AMRiik = = Y MR
Analogamente,

Z hszjkkm im Z)\ le‘kl

i,5,k,m

Substituindo (2.12), (2.13) e (2.14) em (2.11), temos

1
§A|A|2 VAP + nz hijhessH (e;, e;) Z ANk Rigri + Z N2 Riegi-

12

Mas, novamente pela observagao 1.15, temos

> A Rii > MRk + > A Rk
ik

i<k >k
= > MRk + > MBuk =Y (A + ) Riki
i<k i<k i<k

S XNMRiki = > ANiMeRaki + > N Rigk

i<k i>k

- Z Aidg Rigri + Z AeAi R = 2 Z AN Rk

i<k 1<k i<k

Logo, por (2.16) e (2.17)

> NRiki— Y AR = Y (A7 + AL — 20\) Riggs

i<k

= Y Riugi(

i<k

Substituindo a expressao acima em (2.15), obtemos finalmente

_A\A|2 |VA|2+nZh”hessH(e“e] +Z (Ai — M) Rigrs. ®

(2] i<k

A proposicao a seguir traz féormulas alternativas para A|AJ%.
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Proposigao 2.6 Seja f : M™ — N uma imersdo isométrica de uma variedade Rieman-
niana n-dimensional em um espago de curvatura constante ¢ e denote por |A| o comprimento

da sequnda forma fundamental de f. Entao

(7) %A|A|2 = |VAP 4+ ntr(Ao hessH) + nc(|A|* — nH?) +nHtrA* — |Al*

1
(17) §A]A\2 = |VAP +n(AgradH) — n?|gradH|* + nc(|A]* — nH?)
+nHtrA® —|Al*

onde, para cada p € M, hess H : T,M — T,M € a aplicacio linear definida por
hess H(v) = V,gradH.

Demonstracao: (i) Primeiramente,

SN = AT = ) A = )P D (i — )
ik

i<k >k

= > A= )7+ N — )

i<k i<k

= 23 A — )2

i<k

Logo,

i<k

1
> AN =) = 5 > AN — M)
ik

_ %Z)\i/\k()\?+/\i—2/\i)\k)
i,k
= (a2 )
_ %(ZAkZAiJrZAiZAi—QZA?Z)@’

e assim,

1
D A = M) = §(nHt7"A3 + nHtrA® — 2|Al%)

i<k
1 3 4
= Q(QnHtrA —2|4%)
= nHtrA® —|A*. (2.18)
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Em segundo lugar,
Z()"' — )= Z()‘i - M)+ Z()‘i —A)? =2 Z()\i —)?
ik i<k i>k i<k

de onde obtemos

1
D2 i= )T = oD (AT 200

i<k ik
|
SO DI ED ISP ESH PP PPN
k 7 7 k A k
%(n|A|2 + ] A]? — 202H?)
= n|A? —n*H>. (2.19)

Como o ambiente tem curvatura seccional constante, tem-se por (2.18), (2.19) e pela

equagao de Gauss (Proposigao 1.13),
> = MRk = > (A= M) (e Aide)
i<k i<k
= nc|lA]* — en®H? + nHtrA* — | A% (2.20)
Além disso,
Z hijhessH (e;,ej) = Z(Aei, e;) (Ve,gradH, e;)
2% 12

— Z<V6igradH, (A€i>€j>6j>

i?j

= Z <V€igradH, Z<Aei7 €j>€j>
J

— Z(VeigradH, Ae;).
Logo,

ZhijhessH(ei,ej) = Z(A(VeigradH),eQ

%, %

= tr(AohessH). (2.21)
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De (2.20), (2.21) e da Proposi¢ao 2.5 obtemos
%A|A|2 = |VAP* + ntr(AohessH) — ecn*H? + nc|A|* + nHitr A®> — |A|*.
(i) Tendo em vista (i), basta provar que
tr(A o hessH) = div(AgradH) — n|gradH|?.

Para isso, fixe um ponto p € M e escolha uma base ortonormal em uma vizinhanca de p
tal que V., e;(p) = 0, para todos 4,5 = 1,2, ...,n
Temos, por (1.6),
tr(AohessH) = Z(A(VeigradH), e

= Z(VeigradH, Ae;)
= Z ei(gradH, Ae;) — Z(gradH, V. Ae;)
= Z ei(AgradH, e;) — (grad H, Z V. Ae;)
= Z(VeiAgradH, e;) — <gradH, Z Vel.Aei>

i

= div(AgradH) — <gradH, Z VeiAei>. (2.22)

Para quaisquer i,5 = 1,2, ..., n, temos
< Z VeiAei, 6]‘> = Z €; <A€i; 6j> — Z<A€i, Veiej> = Z €; <6i7 A6j>
= Z(Veiei,Aej) - Z(ei,vei/lej)
= Z<6i7vei146j>.

Usando a equagao de Codazzi (Proposigao 1.14), segue que

<;VeiAei,ej> = Z@i,(v A>ej>:Z<ei,(ve]A)ei>
— Z ei, Ve, Aei) = Zej ei, Ae;)
_— ( > (e, ei>) = nej(H) = (ngradH, e;),
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para todo 7 =1, 2,...,n. Logo,
Z Ve, Ae; = ngrad H.

Substituindo em (2.22) obtemos
tr(AohessH) = div(AgradH) — n|grad H |?,

concluindo a prova de (ii). =

O coroldrio a seguir mostra que a férmula para A|A|? fica bastante simplificada quando

a imersdo é minima.

Corolério 2.7 Seja f: M™ — N uma imersao minima de uma variedade Riemanni-

ana n-dimensional em um espaco de curvatura seccional constante c. Entao
1
FAMAP = [VAP + AP (ne — [A]).

Observacao 2.8 Usando os Coroldrios 1.5 e 2.7, obtemos facilmente o resultado de Simons
mencionado na Introdugao. De fato, se M™ for uma variedade Riemanniana compacta
(sem bordo), conexa, minimamente imersa na (n + 1)-esfera unitdria S"'(1) de forma que
|A]? < n, tem-se pelo Coroldrio 2.7 que AJA|*> > 0. Do Coroldrio 1.5 obtemos entio que
|A|? é constante. Usando novamente o Coroldrio 2.7, conclui-se, da continuidade de |Al?,
que |A]> =0 ou |A]* = n.

2.2 Determinagao de A|VA|?

O objetivo desta secao é determinar uma férmula para A(|VA|?), onde A é o operador de
forma de uma imersao isométrica minima de uma variedade Riemanniana orientada M"™ em
um espago N de curvatura seccional constante c. Para isso, fixe um ponto p € M e
considere uma base ortonormal {ey, €y, ..., €,} em uma vizinhanca de p tal que V., e;(p) = 0,

para todos 7,57 = 1,2,...,n. Em p, temos por (2.10)
em(|VAP?) = em<z h?jk> =2 Z Pijihijrm-
irjok irjk
Logo, por (1.1),

grad([VAP?) = ) (grad|VAP® em)em = > en(|VA] e,

m

= 2 Z i ik €m -

i7j7k7m
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Segue, por (1.3), que em p
hess\VA[Q(ez,el) = <Velgrad]VA]2,el>

= 2 Z <<hijklhijkm+hijkhijkml>emael>

i’j’k’m
2
= 2 Z hijr + 2 Z hijihijiu-
i7j7k i7j7k

Dai, por (1.5),

1 ) 1 )
SA(VAP) = ézl:hess|VA| (er, €1)
= Z B+ Z hijehijru- (2.23)
i,5,k,l ,3,k,l

Nosso objetivo agora é determinar uma expressao para h;jr;. Em um ponto p € M em
que V¢ e;(p) = 0, para todos 4,5 = 1,2, ...,n, temos pelo Lema 2.3 (a) que

hijru = hijir + Z Rigimihim; + Z Riimhmji + Z Ryimilim + Z Rigjmhimi-
Substituindo em (2.23) obtemos

1
§A(|VA|2) = Y hhu+ Y highigmt Y ik Riiimib,

i7j7k7l i7j7k7l Z'7‘j7’€7l7’,’r"

+ Z Piji Rytim gt + Z Piji Ryijmiim + Z Pijk RytjmPimi

i’j’k’l7m i7.j’k’l7m i7j7k7l7m
2
= E hijkz+§ Pijihijie + 2 E ik Ritimifm
ZA7‘j7’§7l i7j7k7l i7j7k7l7m
+2 E hijk Rygtimbomgr.- (2.24)
i7j7k7l?m

Mas, pelo Lema 2.3 (b), temos

hijikr = hijur + Z Ryiimhmg + Z Rigjmhimi + Z Riimhijm-
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Substituindo em (2.24), obtemos

1
§A(|VA\2) = Zh?jkl+2 Z hije Ritimi b + 2 Z ijie RigtimPom it

i7j7k7l i?j?k)l’m i7j7k7l7m

+ Z hijihijur + 2 Z Pijk Rigtim omji + Z Niji Rictim i jm

i7j7k7l 1;7j7k7l7m Z'7j7k7l7m

- Zh?jkl+2 Z hijk Riiimibmg + 4 Z Pijk Rytim ot

Z'7j7k7l i?j?k’l’m Z'7j7k7l7m
+ E hijihijur + g Pijk Rigtim Pijm.- (2.25)
2,9,k,l i7j7k7l7m

Usando novamente o Lema 2.3 (a), temos

hiiji = huay + Z Rt homi + Z Rjtimhim.

Assim, em um ponto p € M tal que V., e;(p) = 0, para todos 4,j = 1,2, ..., n, temos

hijue = Piijie = huaje + Z Rjimihm: + Z Rjim i

+ Z Rjtimpim + Z Rjtim i
Substituindo em (2.25), obtemos

1
§A(|VA\2) = Zh?jkl+2 Z hije Ritimihimg + 4 Z ijie RigtimPom it

i7j7k1l Z‘?j’k’l1m i7j7kil7m

+ Z Nijk Rigiim Pijm + Zhijkhliljk+ Z Pijk Rjiimp o

i7j7k:7l7m i7j7k7l i7j7k7l7m

+ Z Pk R o + Z Pk R jimp P + Z RjtimPimiijk

i)j)kﬂl7m i’jik)l7m i7j’k’l7m

= Zh?jkl+2 Z Nijk RigtimiPomj + 5 Z Pijk Rigtim ot

1,5,k i,5,k,l,m i,5,k,lm

+2 Z hijk Rigiim Mvijm + Z Rijk Rt i

i7j7k7l?m i7j7k7l7m
+ g hiijjlimkhlm+E hijihaitg- (2.26)
i,5,k,l,m 1,5,k

Note que, até aqui, ndo utilizamos nenhuma hipé6tese sobre a imersao. Assim, (2.26)
vale para qualquer hipersuperficie de uma variedade Riemanniana com curvatura seccional

constante. Para imersoes minimas, vale o seguinte resultado.
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Proposigao 2.9 Seja f : M" — N™ 1 uma imersao isométrica minima de uma variedade

Riemanniana orientada em um espaco de curvatura seccional constante c¢. Entao

3
A(VAP) = Y hi —3D+6B - §|gmd|A|2|2 + |VAJ]? [e(2n + 3) — |A]?],
i,5,k,!
onde D =37, . higAi e B =30 iy Nid;.

Demonstracao: A estratégia serd desenvolver separadamente cada termo que aparece do
lado direito de (2.26).

Inicialmente, pela equacao de Gauss, temos
Ruim = (R(ex, er)ei, em)
= (R(ex, er)ei, em) + (Aek, em)(Aey, €5) — (Aeg, €;) (Aey, em)

= Rutim + hiemhii — Prilum. (2.27)

Em um ponto p tal que V. e;(p) = 0 para todos i,j = 1,2,...,n, temos

Ritimi = e1(Rptim)

= Rutimi + hmihii + hemhii — Rgithim — higi B

Como o ambiente tem curvatura seccional constante ¢ e também temos
R(X,Y)Z = c{<Y, Z)X — (X, Z)Y}, segue que
Ryim = (R(ex,er)ei,em) = <C<<€laei>ek — (ek,ei>ez),em>

= 01iOkm — COkiOm, (2-28)

de onde obtemos
Rigimi = €(Ryaim) = 0.

Logo, em p,
Ritimi = himihii + Pembii — Prahim — hiihimis

de onde se conclui que

2 Z hijk Ritimihm; = 2 Z Piji P Pig e, =+ 2 Z Nijk P P Pt

1,3,k,l,m 1,4,k,l,m 1,3,k,0l,m
-2 E RijihomiPithim — 2 E it P i P -
i’j’k’l7m i7j7k7l7m
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Afirmamos que ), hyy; = 0, para todo i = 1,2,...,n. Para isso, fixe um ponto p. Como

Vh é um tensor, podemos supor que V. e;(p) =0, ¥i,j = 1,2,...,n. Entao

> iy = ZVh €1, €, €1) Z(velh)(ez,e»
l
= Zel< e, e ) Zez Aey, e;)

l

= Z€l<A€i,€l> = Z<velAei7€l>

l l

= Z<(V61A)(€z’)7el> = Z<(V€iA)(6l),€l>

l l

= Y eilhu) = ei(D_ hu) = es(nH) =0, (2.29)
l

l

onde na oitava igualdade usamos a equagao de Codazzi. Assim,

2 Z Nijk Rigtimiom; = 2 Z Niji P P Py — 2 Z it P Poiit P, -

Z'7j7k7l7m i7j7k7l7m i7j7k7l7m

Tomando uma base que diagonaliza a segunda forma fundamental, temos

2 Z hiijklimlhmj = 2thk QZh’Uk’

i,7,k,l,m 1,5,k 4,5,k
— 2B-2D. (2.30)

Agora, usando (2.27) e (2.28) obtemos

5 Z hijk Riiimhmsr = 5c Z i Pom 1013 O, — De Z Rijite P j10kiOtm

i»j)k’l’m i7j7k7l7m i»j)kJ’m
+5 E Niji Pt hii g, — 5 E hijkhomjihgihim.  (2.31)
i7j7k7l7m ivjvkvl7m

Por outro lado, por (1.1),
(grad|A]”, ex) = ex(|A]*) =2 ) hijex(hij) =2 hijhign,
ij ]

de onde obtemos

grad|A]> = (grad|AP” ep)er = 2 hyjhijrex.
k 1,5,k
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Assim,

|grad|A[*|?

Segue que

2.

= 4<Z hijhijkek > Z hlmhlmt€t>
i,5,k Iymit
= 4 Z i him i P One
i,4,k,0,m,t
= 4 Z Rijhim i Nimi
i,9,k,l,m
=4 Z PP P jichimg -
i,9,k,l,m
BB B h _1 dlAl%I? 2.32
igkimgll bk lim — 4|gra | | | : ( 3 )

i7j7k7l7m

Escolhendo uma base que diagonaliza a segunda forma fundamental, obtemos de (2.29),

(2.31) e (2.32) que

5 Z hiijklimhmjl = 5CZh12]k+5Zh12]k)\z/\k

1,9,k,l,m

Agora calculemos

Pela equacao de Gauss,

Rkllm =

Assim,

2 Z hijk RigiimPijm

i?j7k7l7m

2,9,k 1,7,k
5
—Z|grad!z4|2!2
5
= 5c|VA|? +5B — Z|g_grady,4|212. (2.33)

2 Z ik Rigtim Pijm -

i7j7k7l7m

Rutim + Pl — hithim

c(0u0km — OkiOim) + huhim — Prrhim.

2c Z hijkhijm5km5ll—20 Z hijkhijm5kl5lm

i7j7k7l’m i’j7k7l7m
+2 E PP g e, — 2 E Piji i ot P, -
i,3,k,l,m 1,3,k,l,m
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Escolhendo uma base que diagonaliza a segunda forma, obtemos

2 Z hijk Reimbigm = 2c Z hij — ZCZ hin

i7j7k7l7m i’j’k’.7l /[:7j7k
§ 2 E 2 2
i7j7k"7l i7j7k

= 2(n—1)c|VA|* - 2D,

onde, na ultima igualdade acima, usamos o fato que a imersao é minima.

Agora calculemos
Z Rk Rjitmp Pomi-

i7j7k:7l7m

Fixe um ponto p e suponha, sem perda de generalidade, que V. e;(p) =

Vi,j=1,2,...,n. Em p, temos

lelmk = €k(Rjzzm) = ek(lelm + hllhjm - hjzhzm)-

(2.34)

Como o ambiente tem curvatura seccional constante, temos ey (Rjym,) = 0. Segue que,

€1 p,
Rjiimi = hughjm + huljmie — Pjihim — Pjthime.
Dali,
g hijk Rjtimimi = g NijiPomi g Pjm 4 g NijiPmi Pt hjmp
i7j7k7l7m i7j7k7l7m i7j7k7l7m

= D higkhmihgikhim = Y hijehmihihimg.

i7j7k7l7m i7j7k7l7m

Como a imersao é minima, usando (2.29) obtemos

> higpRiumihmi = = Y Bigphilwhim = > kil

i7j7k7l7m i’j?k?lim i’jikil7m

Escolhendo uma base que diagonaliza a segunda forma fundamental, obtemos

> i Rjmihmi = = Y hZp A =Y hZiAid; =—D — B.
k

Z‘?vj7k7l7m i7j7 i7j7k“

Calculemos

Z Riji Rjtimpc P -

i7j7k7l7m
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Como o ambiente tem curvatura seccional constante, temos

Rijiimi = ex(Rjiim) = ek(Eﬂim + hiihjm — hjihum)

ik hm + hailmie — Pjichim — i

Segue que
g hije Rjtimphim = g Pijicham hair vy + g Poijichm il
i7j7k7l7m i7j7k7l7m i7j7k7l7m
E hz]khlmhlm ijk g hzgkhlmhﬂhlmk-
7‘7 k7l7m 7.7 k7l7m

Escolhendo uma base que diagonaliza a segunda forma fundamental, obtemos

Z Rk Rjtimiim = Z hz]k)‘z + Z hmk

1,5,k,l,m 1,5,k 2,9,k
- Z hiA — Z ik huk Ai A
irj kol ikl
= 2D —|A|VA]* - Z hiighug i\ (2.36)
ikl
Usando (2.32), conclui-se que
1
> higpBjimihin = 2D — |AP|VA]® — - |grad AP (2.37)

i7j7k7l7m

Para finalizar, mostraremos que o iltimo termo de (2.26) anula-se, se a imersao é minima.

Para isso, note que, por (2.29), temos
Z hllij = Zej(hm) = €j<Z hllz’) = 0 (238)
! 1 I
Assim,
> hige = huige = Y exlhuig) = ex(Y_ huij) =0,
I 1 I 1

e, portanto,

Z hz]khlzljk - Z hz]k Z hlzl]k = 0. (239)

1,5,k 1,5,k
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Substituindo (2.30), (2.33), (2.34), (2.35), (2.37) e (2.39) em (2.26), obtemos

1 5
§A(]VA]2) = Y i +2B—2D+5¢|VA] +5B — Z|grad]A|2]2

1,5,k

1
+2¢(n — 1)|VA|> =2D — D — B+ 2D — |A]*|VA|* - Z—l\grad|A\2|2

= Y i —3D+6B- %\gradyA\ZP + VAP [c(2n+3) — |A]*]. =

i’j’k’l

Corolario 2.10 Seja f : M" — S uma imersao minima de uma variedade Riemanmi-

ana orientada na (n + 1) - esfera unitdria. Se |A|*> é constante, entdo

Y hiw = 3(D—2B)+ (AP — 20— 3)|AP(|A]® — n).

ikl
Demonstragao: Da Proposigao 2.6 (i), temos
VAP = [A[* = n|AP? = [AP(|A]? - n).

Em particular, |[VAJ? é constante. O resultado segue da Proposi¢io 2.9. m
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Capitulo 3

Um Teorema de Alencar - do Carmo

Para hipersuperficies minimas da esfera, o seguinte teorema é bem conhecido:

Teorema 3.1 Sejam M"™ uma variedade Riemanniana compacta e f : M"™ — S"1(1)
uma imersao isométrica minima de M™ na (n + 1)-esfera unitdria. Assuma que |A]*> <n
para todo p € M. Entao:

(i) |A]* =0, e M™ € totalmente geodésica, ou |A]* = n.

(ii) |A]* = n se, e somente se, M™ € um toro de Clifford em S""1(1) , isto é, M™ é um

produto das esferas 8™ (r1) x 8" (rg) , ng +ne = n , de raios apropriados.

O item (i) acima é devido a Simons [10]. A caracterizagdo dada em (ii) foi obtida

independentemente por Chern - do Carmo - Kobayashi [5] e Lawson [7].

O objetivo deste capitulo é enunciar e demonstrar um resultado, devido a Alencar - do
Carmo, que estende o teorema acima para hipersuperficies de curvatura média constante da

esfera. Para isso, precisaremos de algumas definigoes.

Dadas uma variedade Riemanniana orientada M" e uma imersao isométrica f : M" —
N1 de M™ em uma variedade Riemanniana (n+1) - dimensional N™*!  definimos, para

cada p € M, a aplicacao linear ¢ : T, M — T, M por
¢(xr) =Hxr — A(z) , ©e€T,M, (3.1)

onde A é o operador de forma da imersao f.

Se {e1,ea,...,e,} é uma base ortonormal tal que Ae; = \e;, para todo i = 1,2,....n,
entao

QS(GZ) = H@Z‘ — Aei = H@i — )\iei = (H — )\i)ei, (32)

de onde obtemos
trg = Y (H—X\) = nH-nH = 0. (3.3)

%
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Além disso, por (1.19)

)

B = D lole] = Y (H — AP

= Y (H*—2MH+ )

7

= nH? - 2H(nH) + |A]

= —nH?*+|A)?
= %{2n|A|2—2n2H2}
_ %{n|A|2+n|A|2—2n2H2}
_ % O+ 02— 20)
"
= % (A = X)%

1,5

Segue facilmente da expressao acima que |¢|?(p) = 0, para um certo p € M, se, e somente

se, a imersao é totalmente umbilica em p.

Um H(r)-toro em 8"*1(1) é obtido considerando as inclusoes 8" (r) C R" e S'(v/1 —12) C
R2,0 < r < 1, onde os valores entre parénteses denotam o raio da esfera correspondente, e
fazendo a imersao produto 8"7!(r) x S'(v/1 —r?) — R™ x R%,

E facil ver que o H(r)-toro esté contido em S™*(1).

Proposicao 3.2 As curvaturas principais do H(r)-toro sao dadas, em uma certa orientag¢ao,

por

V1 — 2
k1:k2:...:/€n,1:—r ) kn:_é,
r V1—r?

ou 08§ seus simétricos na orientacao oposta.

Demonstragao: Dado (z,y) € S"!(r) x S*(v/1 — r2), vemos facilmente que (,0) e (0,y)
sdo vetores linearmente independentes de R™™2 e ortogonais ao H(r)-toro no ponto (x,y).
Como o H(r)-toro tem dimensao n, conclui-se que (x,0) e (0,y) geram o espago normal ao
H(r)-toro no ponto (x,y). Se wy é um vetor unitario normal ao H(r)-toro em (z,y) e tangente

a S™t1(1), existem entdo a,b € R tais que
? Y q
wo = a(z,0) +b(0,y) = (az, by).
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Como wy é tangente a S"*1(1), temos

0= ((ax,by), (x,)) = alz|* + bly|* = ar® + b(1 —r*).

Agora, como |wp|? = 1, temos

1 = |wol® = a®|z|* + b?|y|* = a®r* + b*(1 — 1?).

ar? +b(1 —r?

Resolvendo o sistema
{ a’r? + b*(1 —

= ~~—

obtemos
Vie L

Portanto,

V1—r? r > ( V1-—r2 r >
ou wo= | — T, .
) 0 my

Calcularemos as curvaturas principais do H(r)- toro segundo uma orientagao w na qual

w(z,y) = (— 1;T2x, \/17“_7712(?;)

Seja v € T,8" '(r). Entao, existe uma curva diferencidvel v : (—¢,&) — S"7!(r) tal

que v(0) =z e 7/(0) = v.
Considerando V como sendo a derivada em R"2 e observando que (7(0),y) = (z,y) e

T
)
t=0

(7/(0),0) = (v, 0), obtemos por (1.25)

Aa(0,0) = = (Taow) = =(500.)

Dai,

onde o superindice T' denota a componente tangente em S™™(1).
d /1 —r2 ; r )

Aay(0) = (50 -] )
= (M) - () - ),

T T

Agora, seja z € T,S8'(v/1 —r?). Entdo, existe uma curva diferencidvel 3 : (—g,) —
S'VI=7) tal que B(0) = y e F(0) = = Como (z,8(0)) = (,) e (0,3(0)) = (0,2), e
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temos (1.25), segue que

Ay(0,2) = —<v(o7z)w>T:—(aw(x,ﬁ(t)»

— (O,——ﬁzyﬂ = <0,—ﬁz> = \/%(O,z).

Portanto, as curvaturas principais do H(r)-toro, na orientagao escolhida, sdo dadas por

/1_ 2
klzkg_...:knflz—r kn—— r

; i
Segue imediatamente que, na orientagao oposta, as curvaturas principais sao dadas por

1— 2
[ S P &S Y

r V1—r?

Fixemos algumas notagoes. Para cada numero real H > 0, denote por Py o polinomio

dado por
n(n —2)

Py(z) = 22
(@) " n(n —1)

Hz —n(H* +1), (3.4)

e por By, o quadrado da raiz positiva de Pg(z) = 0. Note que By = n. Podemos, agora,
enunciar o teorema de Alencar - do Carmo.

Teorema 3.3 Sejam M™ uma variedade Riemanniana compacta e orientada e f: M"™ —
S uma imersdo isométrica com curvatura média constante H > 0. Assuma que |¢|*> < By
para todo p € M. Entao:

(i) [¢]>=0 (e M € totalmente umbilica) ou |¢|* = By.
(ii) |¢|* = By se, e somente se,

(a) H=0 e M™ é um toro de Clifford em S""1(1).
(b) H#0,n>3, e M™ é um H(r) — toro com r* < =1,
(¢c) H#0,n=2, e M" éum H(r)—toro com r? # ==L,

Primeiramente, apresentaremos um lema necessario para a demonstragao do teorema
acima.
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Lema 3.4 Sejam py < ps < ... < pi, nidmeros reais tais que Y, p1; =0 e Y. u? = (%, onde
6> 0. Entao

S D ) (35)

vn(n—1) n(n —1)

Vale a igualdade no lado direito de (3.5) se, e somente se,

I} n—1

=lU=...=lUp 1 =————— € |y = . 3.6
H1 H2 Hn—1 \/m e n 5 ( )

Vale a igualdade no lado esquerdo de (3.5) se, e somente se,

n—1 15}

251 0 B M2 = H3 2 n(n—1) (3.7)
Observagao 3.5 Se jiy = pg = ... = pp—1 < 0, seque das igualdades Yy, i =0 e >, ui = 52
que vale (3.6). Da mesma forma, se ps = pg = ... = p, > 0, obtemos facilmente (3.7).

Assim, a parte da rigidez do lema acima poderia ser enunciada da sequinte forma: wvale a
igualdade no lado direito, respectivamente esquerdo, de (3.5) se, e somente se, j1 = pg =

v = n—1 <0, respectivamente g = i3 = ... = i, > 0.

Demonstracao do Lema 3.4: Faremos a prova no caso 3 > 0, pois no caso 3 = 0, a

conclusiao do lema é imediata.

Seja g : R" — R dada por g(z1, 2, ...,x,) = >, 2. Usaremos o método dos multipli-

cadores de Lagrange para encontrar os pontos criticos de g , onde

S1NSs
S = {(xl,xg,...,xn) : le = O} e Sy = {(l’l,CL'Q, ey Tp) me = ﬁ2}.

Para todo = = (21,9, ..., x,) € R", temos

99
8131

9 0, 28

grad g(z) = ( By By

(x)) = (327,323, ...,322).

x) n
Sejam N; : §; — R" e Ny : S — R”™ dados por
Ni(z) = (1,1,..,1)), z €S,
No(x) = (21,22, ..., T,), T € Sa.
E facil ver que Ny e Ny sao campos normais a 87 e Sy, respectivamente.

Para que z € §1NS; seja ponto critico de g é necessario e suficiente que grad g(z) €
S1NSa

TH(8:NSy), ou seja, que grad g(x) seja uma combinagao linear de Ny(x) e Ny(z).
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Assim, em um ponto critico x de g , existem numeros reais ¢(z) e d(z) tais que
S1NSa

grad g(z) = c(z)(1,1,...,1) + d(z) (21, 2, ..., Tp).

Da equagao acima, segue que

)

c d(x)
3

ri =y i=1,2,..,n. (3.8)

x
3
Somando em ¢ a equagao anterior, obtemos

_ 3
-

c(z)

Multiplicando (3.8) por z; e somando em i, obtemos

39(x)
d(x) = 5
Logo, para todo ponto critico z = (x1, z9, ..., z,) de g , vale a equacgao
S1NSs

Como a equagao acima tem uma raiz negativa e uma raiz positiva, conclui-se que, dado

um ponto critico x = (21,9, ...,x,) de g , existem a > 0 e b > 0 tais que x; = a
S1NSsy

para algumas coordenadas e x; = —b para as restantes. Denotando por p o nimero de

coordenadas positivas, temos entao
(i) 6 =3 af =pa’ + (n—p)b?

(ii) 0 =2,z = pa— (n—p)b

(iii) g(z) = >, 27 = pa’® — (n — p)b°.

De (ii) obtemos

Substituindo em (i) conclui-se que

Dali,




Como a aplicacao p — “~2 a — £ b é decrescente em p e 1 < p <n — 1, conclui-se que

00 < (Fma=g o)

R Y )

n n y/n(n—1)
B n—2 3
a n(n—l)ﬁ
e que
0o 2 (La-tt)

B (l 1 ﬂ_n—l\/m
n \/n(n—1) n NG

= _n——253
Vnn—1)"

para todo x € §; NSy Em particular,

8) 4

n—2 n—2
-3 < P —— . 3.9
N DI Iy~ v (39)

Se a igualdade do lado direito de (3.9) ocorre, entao (p1, ft2, ..., ftn) € ponto de maximo
de g. Segue do que foi feito acima que

In—1
n(n —1) n

Se a igualdade ocorre do lado esquerdo de (3.9), entao (1, o, ..., in) € ponto de minimo

de g. Segue do que foi feito acima que

ulz—bz—\/n_lﬁ e ugzﬂsz---zunzazL.
n Vvn(n—1)

E imediato verificar que se ocorre (3.6), vale a igualdade no lado direito de (3.5). Da

mesma forma, se ocorre (3.7), vale a igualdade no lado esquerdo de (3.5). m

Para a prova do Teorema 3.3, utilizaremos a seguinte proposi¢ao, que fornece uma férmula
para A|¢]?, onde ¢ é o tensor dado por (3.1).
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Proposigao 3.6 Seja M™ uma variedade Riemanniana e seja f : M — N uma
imersao isométrica de M™ em um espaco de curvatura constante c. Seja ¢ o tensor dado
por (3.1). Entao

1
SAIGF = Vo —n) | yhessH(ei,e; nHZm 0"

2%

+|9|*(nc +nH?),

onde ¢;j = (¢ €, €j).
Demonstragao: Sabemos, pela Proposicao 2.6 e por (2.21), que

—A|A|2 VAP + nz hijhessH (e;, e;) — n®cH? + nc|A]* + nHtr A*> — | A|%. (3.10)

2%

Nossa estratégia serd transformar cada termo da férmula acima que envolve A em um
termo que envolva ¢. Para isso, fixe um ponto p € M e considere uma base ortonormal
{e1,e2,...,e,} em uma vizinhanga de p tal que {ei(p),ea(p),...,en(p)} diagonalize A(p) e
Ve,ei(p) = 0, para i,j = 1,2,...,n. Denotando por Aj, g, ..., A, os autovalores de A(p),
segue de (3.1) que

o(e;) = He; — A(e;) = (H — \y)e;

Em primeiro lugar,

o = > (H=X)> =) (H = 2\H+ )
= nH?*—2nH?+ |A? = |A]” — nH”. (3.11)
Segue de (1.2) e da equagao acima que
grad|¢|* = grad|A|* — 2nHgradH.
Logo, por (1.3),
hess|¢[2(X,Y) = (Vxgradlof,Y)
= <ngrad|A|2 —2nX (H)gradH — 2nHV xgradH, Y>

= hess|A*(X,Y) — 2nX(H)Y (H) — 2nHhessH(X,Y),
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de onde obtemos

Algl®

ZheSSWQ(ei,@i)

= Z (hess]A|2(ei, e;) — 2n(gradH, e;)? — 2nHhessH (e;, ei)>

)

= A|A|? — 2n|gradH|* — 2nHAH. (3.12)
Agora trabalharemos o termo |VA[*. Como
Volewer) = (Ved)(es) = Ve,0(e)
= Ve (He,— Ae;) = ex(H)ei — (Vo A) (e:)
= ex(H)e; — VA(e;, er),
temos, por (1.19), que

IVo]* = > IVelesex)

ik

-y (ek(H)Q |V A(es, )2 — 2ex(H)(V A(es, er), ei>>

ik

= n|gradH* + |[VA* -2 Z(VA(ei,gradH), ei)

= n|gradH|* + |[VA* -2 Z <<vgradHA) (e), €i>
= nlgradH|* + |[VA|* — 2 Z <vgradHAei’ €i>
= n|gradH|* + |[VA]* -2 ZgradH((Aez‘, €i>>

= n|gradH|* + |[VA]* - 2gradH(Z<A6u €i>>

]

= nl|gradH|* + |VA|? — 2gradH (nH)
= nlgradH|* + |[VA|* — 2n|gradH|?

= |VA]* — n|gradH|*. (3.13)
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Agora, como os autovalores de ¢ sao u; = H — \;, i =1,2,....,n, temos
trA® = Y N = (H—w)’
= Y (H®—3H?u; + 3Hp} — 1)

= nH®—3H’tr(¢) + 3H|¢|* — Y pif

= nH*+3H|9 = > _u,

onde a tltima igualdade decorre de (3.3).
Finalmente,
Z hijhessH (e;,ej) = Z AihessH (e;, e;)
irj i
= Z(H — p;)hessH (e;, €;)

= HAH — ZuihessH(ei, e;)

= HAH — Zgszhess]—!(ei,ej) s
0]
onde ¢;; = (¢ e;, €;).
Usando (3.10), (3.11), (3.12), (3.13), (3.14) e (3.15) obtemos
1
%A|¢|2 = §A|A|2 —n|gradH|*> — nHAH

= |Vo¢|* +n|gradH|> + nHAH — nz ¢ijhessH (e;, ;)

2
—n2cH? + ne(|6f? + nH?) + nH(nH® + 3H|9[* = Y )
—(|¢]* + nH?)? — n|gradH|* — nHAH.
Apoés algumas simplificagoes, obtemos

1
SO = Vo[ - nY  dihessH (e, e;) —nH > pf — |gf*

i?j

+]¢]*(nc+nH?). =m
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Na prova do Teorema 3.3 utilizaremos também o seguinte lema:

Lema 3.7 Considere um H(r)-toro, orientado de forma que H > 0. Entao

|¢]> =By, se r? <L ou H=0 ou n=2.

|¢]> > By, se r?>"21 H >0 e¢n>3.

Demonstragao: Da Proposicao 3.2, temos

n—1—nr2 se 7,2 S nr—ll'

nry/1—r2’

—1—nr2 —
_nolonrt g 2 nol

nry/1—r2’ n -’

Usando também a Proposicao 3.2, temos

> n—1
[¢I" = nr2(l —r2)

De (3.16) e (3.17), obtemos

(n—1—nr?)? = H*n*r*(1 —r?) = n(n — 1)W

Se r? < ”T_l, temos
H

de onde segue que

re = — - m,
n—1 n—1 H
Das duas igualdades acima obtemos, apds algumas simplificagoes, que

N 5 n—1 n-1H iz
nre(l —r?) = - + (n—2) w10l (n 1)‘¢|2

3

1—r?=1-

Usando (3.17) e (3.18), obtemos

n—1 = |¢|*nr*(1 —1?)

= T+ (- 2y HIgl — (- A,
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de onde se conclui que

_ A2 n(n—2) T2
n = |o| +—n(n— 5 H|¢p| — nH".
Logo,
Pullol) = 162 + X222 Hig) —n(H2 +1) =0,
n(n —1)

o que prova que |¢|> = Bpy.

Se r? > "T_l, um calculo inteiramente andlogo, prova que

n(n —2)

— 2 —
" H|¢| —n(H?* +1) =0,

ol —

de onde se conclui que
n(n — 2)
vn(n—1)
n(n —2)
n(n—1)

Pr(lo)) = lo* + H|¢| —n(H* +1)

= 2 H]g.

Logo, Py (|¢|) =0 paran =2 ou H =0, e Pg(|¢|) > 0 para H > 0 e n > 3. Portanto,

’¢|2:BHparan:2ouH:07e’¢|2>BHparaH>OenZ3. [ |

Estamos, agora, em condicoes de demonstrar o Teorema 3.3.

Demonstracao do Teorema 3.3: Como H é constante e c=1, obtemos da Proposicao

3.6 que
lA 2 v 2 4 2 H2 2 H 3
SAIOL = (Vo — 61+ nlof? + nB2|6f — nH 3 i

Como Y, p1; =0, >, uZ =|¢|* e H > 0, tem-se pelo Lema 3.4 que

> _M H|o?.

—nH 2
Z:'ul — ynn—-1)
De (3.19) e (3.20) conclui-se que

n(n — 2)

- Hle| + ot + D)

SO0 > V6P 4 loP( 1o -

= Vol —[o*Pu(|9])
onde Py é o polinomio dado por (3.4).
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Como M" é compacta (sem bordo), temos pelo Corolério 1.4 que
/ Alg|* = 0. (3.22)
M

Mas Py (|¢|) < 0 pela nossa hipétese que |¢| ¢ menor ou igual a raiz positiva de Py (z) = 0.
Usando (3.21) e (3.22), obtemos entao

_ 1 2 2 2
0= [ 380k = [ [woP+ [ —loPuioh >0

de onde se conclui que

196k + [ <loPPutiol) =0, (3.23)
M M
Como |V¢[]? e —|9|>Py(|¢|) sdo fungdes nao-negativas em M, concluimos que

VoI =0 e [¢*Pu(l¢]) =0 (3.24)

Segue da hipétese |¢|> < By e da continuidade de |¢| que |¢|*> = 0 ou |¢|* = By,

concluindo a prova de (i).

Para a prova de (ii), observe inicialmente que se |¢|?> = By, entao Alg|*> = 0. Segue de

(3.24) que h4 igualdade em (3.21) e, conseqiientemente, em (3.20). Assim,

nHZuZ ﬁ H|g[*. (3.25)

Se H = 0, temos de (3.11) que |A]?> = |¢]? e, entdo,
[A]* = [¢]* = Bo = n.

Segue do Teorema 3.1 (ii) que M"™ ¢é um toro de Clifford em S"*!(1), provando (ii)(a).
Se H # 0, tem-se por (3.25) que

Zuz \/7)|¢>|3

Ordenando os autovalores de ¢ de forma crescente, obtemos do Lema 3.4 que

R (. B
H1 = H2 = ... = Up_1 = \/mu

Como u; = H—\; e H e |¢] sao constantes, segue que k; é constante para todo i e (n—1)

) (3.26)

dos ks sao iguais.
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Nessa situagao, se n > 3, um teorema de do Carmo - Dajczer [3] implica que M" é (esta
contida em) uma hipersuperficie de rotacao de S"!(1), obtida por rotacao de uma curva de
curvatura constante. Segue que M™ é um H(r)-toro. Do Lema 3.7, conclui-se que M"™ é um
H(r) - toro com 7* < =% Como H > 0, tem-se de fato, por (3.16), que r? < =% provando
(i) (b).

Se n = 2, temos, pelo fato ja demonstrado que as curvaturas principais de M sao cons-
tantes, que M? C §3(1) é ou totalmente umbilica ou um H(r)-toro. Mas M? nao pode ser
umbilica, pois |¢|? = By > 0. Logo, M? é um H(r)-toro. Pelo Lema 3.7, M? é um H(r)-toro

2 £ n=l
com r® # "=,
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Capitulo 4

Teoremas de Peng - Terng

Seja M™ uma variedade Riemanniana compacta e seja f : M" — S™"1(1) uma imersao
isométrica minima de M" na esfera unitdria S"*1(1) tal que o comprimento |A| da segunda
forma fundamental seja constante. Simons [10] provou que se 0 < |A]* < n, entao |A]* =0
ou |A]? = n. Em [5], Chern - do Carmo - Kobayashi levantou a seguinte questao: considere o
conjunto das hipersuperficies minimas de S"**(1) com |A| constante. O conjunto dos valores
assumidos por |A|? é discreto? Neste capitulo, apresentamos dois resultados (Teoremas 4.4

e 4.5), devidos a Peng - Terng [9], que dao uma resposta parcial para essa questao.

Na prova do Teorema 4.4 utilizaremos os seguintes lemas:

Lema 4.1 Nas condicoes acima, vale

SN2 3
Z h?jkl > 32 (hijij - %) + zl:h?m + 2IAP

i,k i#£]

3

2
(|A|2 A — |A12Ai) ,
k=1

onde

tij = hijij — Njiji-
Lema 4.2 Suponha det(h;;) # 0 ao longo de M. Seja
F = log( + det(hij)),
onde o sinal é + se det (h;;) > 0 ou — se det (h;;) < 0. Entdo

1
AF=->" mhfﬂ +n(n — |A]?).

Z'7j7l
Lema 4.3 Se |A|2 > n, existem um ponto p e uma curvatura principal A\ tais que

2
NtrA® — [APA] = ——|A[*
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Demonstracao do Lema 4.1: Como os conjuntos {hu : @ # j,k = i, = 5}, {hiju :

i £ kg =kl =r1}e{hyu:i#L1j=11 =k} sao disjuntos, e V2h é simétrico nas trés

primeiras entradas, temos

Z h?jkl >3 Z h?jij + Z hfm (4.1)

1,5,k i#]

Por outro lado, pelo Lema 2.3 (a) temos

tiy = hijig — Rjiji = hjiig — Ry

= Z hmiRijjm + Z hijijim

Escolhendo uma base ortonormal tal que Ae; = \;e;, segue da equacao de Gauss que

tij = Rijihi + RijigAj = (N = A) Rijji

= (A = M) (Rigji + haihgj — hjihij)

para todos ¢ # j, de onde obtemos

>

i#]

D = M)A+ NN

i#j

D (= M)+ NN

2

D OOT AT = 2050) (1 + APA +200))
i,

0] AP — 4] A1 + 2 AP(Y M) — 23 A
A AT = 214 A A AR A

AT A A A -2 DDA — 2 (A
(S A ST 2 AN - 24 D)
o 2 (= 300 - 4)

T (1423 = v tr 4° — [4P?)
k
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Por sua vez

Z hww - Z hlm + Z hzm

1#£] 1<J >]
- Z hzm - Z h]m
1<j i<j
= > (hfm (hijij — tij)2>
i<j
= (Wl Wiy — 2haiiti; + 1)
1<j
= ) (2h%; — 2h3,; + 2hijiihyii + )
1<J
1 2
Y Z (2hijijhyiji + tij)
i#]
2.
= ) (hz‘jz‘jhmz’ + gj)
i#i
2. 42
_ 2 1] 1]
= > (B gty + 2+ )
i#i
N2 1
S RE o
i#i i#

De (4.1), (4.3) e (4.4), obtemos

Zh”kl > 32(’%‘]@‘ —> Zt +thn

1,5,k,1 i#£j 7f7£]
> 3Y (- 2) + X+ A|22<|A\2+<trA3>Ak—|A\2Ai>i4.5>
i#]
|

Demonstracao do Lema 4.2: Fixe um ponto p € M e seja {ey,es,...,e,} uma base
ortonormal em uma vizinhanca de p tal que V.ei(p) = 0, Vi,j = 1,2,...,n. Dado k €
{1,2,...,n}, seja v : (—e,&) — M uma curva diferencidvel tal que v(0) = p e 7'(0) = ex(p).

Seja (hi;) a inversa da matriz (h;;) e denote h;;(y(t)) simplesmente por h;;(t). Escreva
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sao as linhas de (hy;).

ex(£)(p)
wy
w2

Como ' ( V1,
Wp,

=1 , onde vy, Vg, ..., U, S80 as colunas de (h;;) e wy, wo, ..., wy,

Wp,
Entao, como det é uma fungao n-linear de (vq,vg, ..., vp),

- 4o

1
= T [det(vi,vz, ey Up) F oo+ det(vr, v2, ...,U;L)]

t=0

= det(ﬁm (t)) Z det(vl, ey Vi1, Ug, Vitly e Un)
i=1

w1y
Wa
= Zdet . (Ul;---in—hU;in—&-l,n-;Un) . (46)
i=1 '
L\ wn ]
Vo, .., Up ) ¢é a matriz identidade, temos
10 .. 0 A(w,v)y 0 ... 0
01 ... 0 (wyvj) 0 .. 0
. , . — ) Y
Victs Ui Uit Un ) 00 .. 0 (w,v)) 0 ... 0
00 .. 0 <’UJZ'+1,U£> 1 . 0

00 ... 0 (wyv) 0 ... 1

%

Observe que a matriz obtida eliminando-se a i-ésima linha e a i-ésima coluna da matriz
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anterior é a matriz identidade de ordem (n — 1) x (n — 1). Segue que

wq
w2

det | (U1, ooy Vi1, V), Vi1 ey U ) = (w5, 1)),

Wn,

para cada i = 1,2, ...,n. Segue de (4.6) que

€k<F)(p) = Z Wi, U z Zzhl] i

E f4cil ver que
Eij = <A_16i, €j>7 (48)

ou seja, que h;; sao as coordenadas de um tensor.

gradF = Zek(F)ek = Zﬁi]‘hijkek-
k

,L'7j’k:

Segue de (4.7) que

Logo, em p

hessF(e;,e;) = (VegradF, ep)

= Z <Vel (Eijhz’jkek> ; €z>

ihj?k

= Z <E7lehijk:ek + Eijhijk:leka 6l>

i’j7k
= E hijlhijl+E hijhiju.-
1] 0]

Segue que

AF = Z hessF (e, ;) = Zﬁijlhijl + Zﬁijhijll- (4.9)
!

il 0,4yl
Como Ao A™' =71 e V. I=0,para todo k = 1,2, ...,n, temos, pela observagao 1.9,
0= Vek(AA_l) = (V,A)o A1+ Ao (Ve, A™H

e dai
VekA_l =—A"1o (Ve A)o AL
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Usando (4.8) e a igualdade acima, temos entao
hig = eflhy) =e(A e, e;)
(e
= —(A7'o(V,A)0 A7 (e), e5)
= —((V,A) o A (e;), A e;)

= — Z Eikﬁjm«velA) (ek)7 €m>

= — Z Eikﬁjm€l<A€ka em)

k,m

= - Z Elkﬁjmhkml
k,m
Substituindo em (4.9), conclui-se que

AF = — Z Eikﬁjmhkmlhiﬂ + ZE” Z hijll~ (41())
l

/[:7.j7k7l7m ,L7j

Calcularemos, agora, »_, h;ju. Pelo Lema 2.3 (a), temos
Z hiju = Z higji = Z haarj + Z Rjymhmi + Z Rjtim i, - (4.11)
l l l I,m I,m

Calcularemos cada termo que aparece no lado direito de (4.11). O primeiro termo anula-

se por (2.38). Para o calculo do segundo sabemos, por (2.28), com ¢ = 1, que

Rjum = Rjum + hjmbhy — hjihi,

0jmOu — 05i0m + Rjmhy — hjihup,.
Em uma base que diagonaliza a segunda forma, obtemos

Z Riymhmi = Z(5jm5lz — 0101 + Pjmhu — Rjihim) P
Im

l,m

J7

Para o célculo do terceiro, sabemos que

Rjtim = Rjtim + hjmhii — hjilu,
0jmO1i — 05i01m + Njmhii — hjihu,.
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Em uma base que diagonaliza a segunda forma, obtemos
Z Riimhim = Z(5jm5u — 05i0um + hjmhii — hjihum ) him,
Im

= hij + hijA] — | A hy;. (4.13)
Substituindo (4.12) e (4.13) em (4.11), segue que

Zhijll = nhij — |A|2hw = (’I’L — |A|2)h” (414)
l
Substituindo a igualdade acima em (4.10), obtemos finalmente

AF = =) —— X\, >\ ——hiy+ (n— \A|2)Zﬁz‘jhﬁ

7]7

Demonstracao do Lema 4.3: Supondo que o resultado nao seja verdadeiro, para todo

ponto p € M e para toda curvatura principal A\, temos
2
|APAL — (tr A%\, — %\AV* > 0. (4.15)

Em particular, A\, # 0 para todo k e, conseqiientemente, det(h;;) # 0 ao longo de M.
Seja
= log [ + det(hij)} :
onde o sinal é + se det(h;;) > 0 ou — se det(h;;) < 0. Segue do Lema 4.2 e do Corolario 2.7

(lembre-se que |A|* é constante) que

Z )\ )\ ABC ‘AP Z hABC (416)

A,B,C A,B,C

Usaremos (4.15) para provar que AF < 0 ao longo de M, contradizendo o Corolario
1.4 (pois M é compacta sem bordo), encerrando, assim, a prova do lema. Para provar que
AF < 0 em todo ponto, usaremos indices romanos e indices gregos para denotar as curva-
turas principais negativas e positivas, respectivamente. Nossa estratégia sera mostrar que,
para cada conjunto de indices {A, B,C}, o coeficiente rapc de h% g em (4.16) é negativo.

Para isso, observe que, por (4.15),—\;\, > 2|3in|2 e, entao,

2 3n

]A|2 , para todos i, a. (4.17)
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Temos

1 n
Tiii = —X3 " Ta2
AL AP
B 1 n
rOlOcOé - )\(2)6 ‘A’Q
1 2 3n
Tioi = —33 "3y~ 1A
A A AP
2 2 2 6n
T’L”Oé — — — —_ —
! AN ANda AAa A
1 2 3n
Tiaca = —35 — T TA2
A2 N, AP
2 2 2 6n
Tiap = — - - — Ty
7 Ads  Aida Adg AP

Usando (4.17) é imediato verificar que r4pc < 0, para todo conjunto de indices {A, B, C'}.

Podemos agora, apresentar o seguinte teorema devido a Peng - Terng [9].

Teorema 4.4 Seja M™ uma variedade Riemanniana compacta minimamente imersa em
S™(1) com o quadrado do comprimento da sequnda forma fundamental, |A|?, constante.

Se |A|> > n, entdo existe um nimero positivo C(n) tal que |A]*> > n + C(n).

Demonstracao: Pelo Corolario 2.10 temos

> by = 3(D—2B)+ (|AP” —2n = 3)|AP(JA]? — n). (4.18)
i,5,k,l
Como
D =Y hl\ <|AP|VAP
1,7,k
(§]
—B =) b (= ) < APIVAP,
4,5,k

obtemos

3(D —2B) < 9|AP*|VA]%
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Mas |VA|? = |A]*(]A]* — n), pelo Coroldrio 2.7. Logo,
3(D —2B) < 9A|*(JA]? — n). (4.19)
De (4.18) e da desigualdade acima, conclui-se que

Yo ki < YAP(AP —n) + (JAP — 20 = 3)|AP(A] — n)

i,5,k,1

= |AP*(|A]* — n)(10|A]* — 2n — 3). (4.20)

. . 2
Obteremos agora uma cota inferior para >, ;. , hiyy.

Pelo Lema 4.3, existem um ponto p em M e uma curvatura principal A\, tais que
3 242 24
(tr A%\ — |A]°AL > —— A%
3n
Segue que,

2 2| A|?
AP+ (tr AN = [APX, 2 AP = Al = |A[2<1—|—|>. (4.21)
n

3n

Podemos supor que |A|? < 22 (caso contrério, tomamos C'(n) = %). Segue de (4.21) que
2 2 2
(AP + (tr AP = [APR) " > (A (1 - = |4P)
n

de onde obtemos

3
2|AP2

3'—‘4‘2<1 - 2‘—A’2>2. (4.22)

2
2 3 2412
— >
(|A| 4 (tr A%, — |4 /\k> > = -

Usando o Lema 4.1 e (4.22), temos

S i = 33 (b 2) + Xt g A;2Z<‘A'2 + (b AT — |APXD)?

0,9,k,1 i#j
> AR + (AN - AP
3 2| A%\ 2
> 3 |A\2<1—3—n> . (4.23)

De (4.20) e (4.23) segue que

3 2]A
S AP (1- ") Zhwkl<|A| (A = n)(10]A2 =20 —3).  (4.24)
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Definindo )
f(z) =xz(x —n)(10z — 2n — 3) — 3_x<1 - 2_x> )

temos de (4.24) que f(]A]*) > 0. Como f(n) = —% < 0 e f é continua, conclui-se que existe
C(n) > 0 tal que f(z) < 0 para todo = € (n,n + C(n)). Como |A]*> > n por hipétese e
f(lA]?) > 0, conclui-se que |A]> >n+C(n). =

O seguinte teorema ¢ também devido a Peng - Terng.

Teorema 4.5 Sejam M? uma variedade Riemanniana compacta e f : M?* — S*(1) uma
imersao isométrica minima de M3 em S*(1) com o comprimento, |A|, da sequnda forma
fundamental constante. Se |A|> > 3, entao |A|* > 6.

Para a prova do Teorema 4.5 necessitaremos de alguns lemas.

Lema 4.6 Seja f : M™ — S""(1) uma imersao isométrica minima de uma variedade

Riemanniana M™ na (n + 1)-esfera unitdria S**(1). Entao:

1,5,k Z_]k

(i) A( tr A%) :3[(n— JAP2) tr A 425

(i) A(trAY) = 4[(n —APR) AT 2 BN 4 S R,

i,k

Demonstragao: (i) Fixe um ponto p € M e escolha uma base ortonormal {ej, ey, ..., €, }
em uma vizinhaca de p tal que V. e;(p) =0, Vi,j =1,2,...,n

Primeiramente,

tr A® = Z(Agei,ei>

i

= Y (A hyer).er)
= Zhij<A(Zhjkek),ei>
= thh]k<2hklel,el>

4,7,k

= Y hijhjchy. (4.25)

i7j7k
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Da expressao anterior e de (1.1), obtemos

grad(tr A%) = Z er( tr Ae
I

= Z hijihjihiier + Z hijhjrihiier + Z hijhjkhrae

i7j7k7l i7j7k7l 1:7j7k7l

= 3 Z hijlhjk‘hkiela (426)
,5,k,1

e, assim,
hess(tr A%) (e, em) = (Ve grad(tr A*) e,,)

= 3 Z < em (Rijihjkhrier), €m>

,7,k,l

= 3 Z < iitmPikle: + RijihgemPi + Rijihichiim)er, €m>
1,7,k,l

= 3 Z(hijmmhjkhki + hijmbjkmbri + RijmPikRiim).-

/[:7.].7]{
Em um ponto onde {ey, e, ..., €, } diagonaliza a segunda forma fundamental, temos

A(tr A%) = Z hess (tr A*) (e, em)

= 3 Z (RigmmPjrh + RijmPikmPi + RigmPreiim)

i7j7k7m

= 3 Z RijmmMjkhi; + 6 Z PigmTrem i

i’j’k’m i’j’k’m

= 3 hijmmhjidi +6 > b

%,5,m ,7,m

= 3 Z RimmAL + 6 ) B i

i,J,m

Usando (4.14), segue que

A(tr 4%) = 3ZA§( — AP +62th

%,J,m

= 3[n—AP) b A® 2> 20 (4.27)

i,5,k
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(ii) Agora, faremos calculos andlogos para determinar A( tr A*). De forma inteiramente

andloga a que obtivemos (4.25), prova-se que

tr A' = Z hl]hjkhklhll
i,5,k,l

Da expressao acima, obtemos

grad(tr A*) = Z em( tr AY)e,,

m

= 4 Z Rijmhjphiihiien,.

i7j7k7l’m
Logo, em uma base que diagonaliza a segunda forma, obtemos

hess( tr AY)(en, e,) = <Vengfad( tr A%), €n>

= 4 Z < iymn ]khklhlz + hzymh]knhklhlz + hz]mh]khklnhlz

i,5,k,l,m

+hiimPr R Piin) €m, €n>
= 4 Z (Rijnnhjrhiihi + ignljin P + Dol b +
ikl

hijnlvjihiiPuin,)

- 4 Z Riinn A2 + 4 Z h2 A7+ 4 Z hiAidj + 4 Z i A,

Usando novamente (4.14), segue que

A(tr AY) = Zhess tr A (en, en)

= (Z)\4n—|z4\ PRI RGN+ D AN

i,J,m i,j,m
_ [(n_ AP tr A+ 23 W27+ 3 R ] (4.28)
1,7,k 1,5,k
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Lema 4.7 Sejam M? uma variedade Riemanniana e f : M3 — S*(1) uma imersdo
isométrica minima de M3 em S*(1) com o comprimento, |A|, da sequnda forma funda-

mental constante. Entao,

(a) tr A? € constante se, e somente se, M tem curvaturas principais constantes.

[|A6 /A6
(b) — % < trA*< |T| e a iqualdade ocorre se, e somente se, duas das curvaturas

PTINCIPaLs SG0 1gUais.

Demonstragao: (a) Suponha que tr A3 seja constante. Como a imersao é minima,
0 = MaAz(A1 + Ao+ A3) = M AAs + A3A3 + A3,

donde
)\%)\3 + )\2)\% - —)\1)\2)\3. (429)

De forma anéloga, prova-se que
)\%/\3 + )\1)\% - —/\1>\2)\3, (430)
Mg+ AMAZ = A Ao, (4.31)

Somando membro a membro (4.29), (4.30) e (4.31), obtemos

1
1 tr A3
= M- = —a

Portanto, temos as seguintes informacoes

(i) Mg = LA — ¢
(i) M+ N+ = trA°=3a
(iii) A+ A3+ 25 = |A]?
(iv) M+ XA+ A3 =0.
Substituindo A\; = —X2 — A3 em (i) e (iii), obtemos o sistema
20— MM =a
2002 + X3+ \o\3) = |A]A

o8



Segue que
JAPAs = 2X3X3 + 205 + 2003
= 2(A3A3 + XaA3) + 2]
= —2a+ 2\

de onde se conclui que
23 — |A*A3 — 2a = 0.

Como (i), (ii), (iii) e (iv) s@o simétricas em Ay, Ay e A3, conclui-se que

2A2 — AP\ —2a =0, i=1,23.

Como a equagao acima tem no maximo trés raizes reais distintas, conclui-se que \j, Ay e

A3 sao constantes. A reciproca é imediata.

(b) E conseqiiéncia imediata do Lema 3.4 (veja também a Observacao 3.5). m

Lema 4.8 Nas mesmas condi¢oes do Lema 4.7, com M™ compacta, se |A|*> > 3 e tr A3

nao for constante, existe um ponto q € M tal que tr A3(q) = 0.

Demonstracao: Suponhamos que essa afirmacao é falsa. Sem perda de generalidade,

podemos assumir que tr A3 > 0 em todo ponto p € M.

Considere pg € M tal que

tr A*(pg) = minyg tr A* > 0.

Note que as curvaturas principais A, Ay e A3 sao distintas em pg, pois, se nao fossem

distintas, pelo Lema 4.7 (b) terfamos

3000) = 1/ A7 g 3
tr A%(po) = 5 = maxy tr A°.

Dessa forma,

miny, tr A% = méaxy, tr A3

o que implica que tr A% é constante, contrariando a hipétese. Por outro lado, como pg é

ponto de minimo para tr A3, temos, pela Proposicao 1.2,

grad( tr A*)(pg) =0 e A(tr A%)(po) > 0. (4.32)
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Usando uma base que diagonaliza a segunda forma fundamental em py, temos, por (4.26),

0 = grad(tr A*)(py) = 3 Z hijihjihier

i?j7l

= 3) hale
il

= 32(2%1)\?)61,
1 ;

e dai
> haAi=0, k=123 (4.33)

Além disso, como |AJ? é constante,

0 = grad|A]* = Zek(|A\2)ek =2 Z hijhijkex

k 1,5,k
= 2) hghier
ik
= 2 Z ( Z hiik)\i) €k,
k i

donde
> hahi=0, k=123 (4.34)

Além disso, por (2.29),
» har=0, k=1,2,3. (4.35)

O sistema formado pelas equagoes (4.33), (4.34) e (4.35) tem determinante igual a

11 1
Mo Mg | #£0,
AN

pois os ALs sao distintos.

Assim, o sistema acima possui somente a solucao trivial, isto é,

Por outro lado, por (4.27) e (4.32), temos

0< A(tr A%)(po) = 3|3 — AP tr 42 + 2 hfjk)\i].

i7j7k
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Logo,
2> " hZA > (JAP = 3) tr A® > 0. (4.37)

1,7,k

Mas (4.36) nos da

SZh'ij - thk )‘ +)\J +>\k>

1,5,k 1,5,k

= ) i A+ M) =0,
i#£j#k

o que contradiz (4.37). Portanto, existe ¢ € M tal que tr A3(q) =0. m

Lema 4.9 Em um ponto q € M3 onde tr A3(q) = 0, temos as sequintes igualdades:
(i) M=—/1E =0 e Ny = /15

oo 1
(ii)  haz1 = han ;o hie = —§h222 , hi1z = has3

hoot = —2hi11 ,  hazo = —3hass € haog = —2hys;.

(iii) ‘A|2(‘A|2 —3)=> h: 6h%23 + 16hi; + %h%z + 1671:%,33-

1,5,k "Vigk

(iv) 35, i = 3lAP(AP = 3).

Demonstragao: (i) Considere A\; < Ay < A3.
Ja temos, da demonstracao do Lema 4.7, que

tr A3
T

AtAgAg =

Logo, em ¢, A\{A2A3 = 0, de onde se conclui que uma das curvaturas principais se anula
em ¢q. Nao podemos ter \; = Ay = A3 = 0, pois, do contrério, |A|?(q) = 0, contrariando a
hipétese que |A|* > n. Logo, um dos \.s nao se anula. Como A\; < Xy < A3 e A\j+Xo+ A3 =0,
segue que Ao =0 e A\ = —As.

Assim,

A2 = X3+ 03 = A3 + A3 = 2)\3 = 2\
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de onde obtemos
|Al? |AJ?

(i) De (4.34) e do fato que A3 = —A;, obtemos

hite = hage , k=1,2,3. (4.38)

Por outro lado, fazendo k = 1,2,3 em (4.35) e usando (4.38), temos

hggk = —2 hllk y ]{7 - 1, 2, 3 (439)

As igualdades (4.38) e (4.39) provam (ii).
(iii) Pelo Corolério 2.7 e pelas igualdades obtidas em (ii), temos

5)
[AP(JA]? = Z hijp = 6 Ry +16 hiyy + 5 h222 +16 hiy,.
.7,k

(iv) Note que,
Z hijs = D1y + higg + Mgy + iy + Mgy + Ragy + hi1a + Mgy + hio.

Entao, pelas igualdades obtidas em (ii),

Z hijs =2 hiys +8 iy + 3 5 b2y 18 h

Usando (iii) obtemos

16 1
thﬂ > 2 hiyy + h%n + = h222 3 hss = §|A|2(|A|2 —-3). =

Podemos agora, provar o Teorema 4.5.

Demonstragao do Teorema 4.5: Se tr A ¢ constante, temos pelo Lema 4.7 (a), que

M tem curvaturas principais constantes. Segue de [4] e [8] que |A|*> = 0,3 ou 6. Como

|A|? > 3 por hipétese, conclui-se que |A]? = 6.

Suponha, agora, que tr A nao seja constante. Como a imersao é minima,
A2 = A+ M2+ A
= 2(=A1A2 — A1 A3 — Ao 3).
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Logo,

= 20A2 4+ A202 + A202) + 4(A2Ag + MAZA; 4+ A AeAd)

L\D ‘

= 2( XN+ X BN 20 s (A1 + dg o+ As))
= 2(AIA0 + ATAS + A0N))

= A3+ A9+ A5 +A3) + A5+ A3)

= (AP =21 + (A7 - 23) + 231417 - A2)
= JAPOT+ X+ A3) — (AT + A3+ A3)

= |A]* — tr A%,

de onde obtemos
AP

2

tr A* (4.40)

Por outro lado, pelo Lema 4.8, existe um ponto ¢ € M tal que tr A3(q) = 0. Por (4.5),
Lema 4.9 (i) e (4.40), temos em ¢

t:iN2 3
W > 3> (hyy —-2) + 2 JAP(A]* — 4]AP +6). (4.41)
,7,k,l i#] 2 4

Além disso, por (4.40), segue que tr A* é constante e, conseqiientemente, A( tr A%) = 0.
Assim, pelo Lema (4.6) (ii),
o 14"
0=4(3—|A] )T+8D+4B,

onde D e B sao dados na Proposigao 2.9.
Dali,
1
3 |AI*(|A]> = 3) = 2D + B. (4.42)

Pelo Corolario 2.10, temos

D N = [AP(AP = 3)(JAP - 9) +3(D — 2B)

i7j7k7l

= JAPR(JAP? = 3)(|A)> = 9) + 42D + B) — 5(D + 2B).
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Segue de (4.42) que

D M = [AP(AP = 3)(|APP — 9) +2|A[*(|A]® — 3) - 5(D +2B)

i,5,k,l
= [AP(JA]" = 3)(3|A] = 9) = 5(D +2B)

_ 3|A‘2(’A|2 - 3)2 o 5(D + 23). (4.43>
Mas, pela simetria de h;jp,

D+2B = Y hZ A +2) hi\A

1,7,k 1,5,k

- = Z n2, (A? A2 A2 4200 4+ A+ /\k)\i)>

1]k

.- Zhwk(Ai + A+ M) >0,

1]k
logo, por (4.43),

> b <BJAP(AP - 3) (4.44)

0,9,k,1

De (4.41) e (4.44), temos
201412 23 2 4 2

3APIAP -3 233 (hyy — ) 4 2 APQAF —aaP e ()

i#j

Vamos estimar o primeiro termo do lado direito de (4.45). Por (4.2) e Lema 4.9 (i), temos

em (
A2
tig = tog = — %
Como
1 1 . )
hijij — étij = hjiji — 5% Vi<
segue que
£\ 2 1 2 1 2
Z <hijz'j — %) > 2 |:<h1212 3 flz) + <h2323 3 t23) }
i#£j
1 2 1 2
= [h1212 + hoseg — 5@12 + t23)] + [h1212 — hasaz — 5(7512 — f23)]
> (hi212 — hasas)®. (4.46)
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Como |A|* é constante, temos, por (2.8),
thlh” + th =0, [=1,2,3.

Entao, pelo Lema (4.9) (i),

A 2
\/ %(hnu — ha3y) = th , 1=1,2,3.

|A[?
2

Em particular,
—— (1122 — hi3322) Z hmz

Dai, pelo Lema 4.9 (iv),

h1212 - h2323 = h1122 - h2233 = h1122 - <h3322 + t23)

_ /!AP
- |A|QZ ij2 T
[ 2 s g, AP
> /) AP( AP(AR - 3) + ). (447)

Finalmente, por (4.45), (4.46) e (4.47), obtemos

6 11 Al?q2
BAP(AR ~ 37 > o [lAP(AP -3)+ 5]

3 2 4 2
+ —|A](JA]* — 4| A]* + 6).
A2 2 4| (4] A +6)

Apo6s algumas simplificagoes, obtemos
|A(JA]> — 6)(19]A]* — 42) > 0.

Portanto, se |A|? > 3 entao |A]> > 6. =
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