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RESUMO 

 
 
Considere uma hipersuperfície mínima da esfera. Simons provou que se o 
comprimento |A| da segunda forma fundamental satisfaz |A|² ≤ n então |A|² ≡ 0 ou 
|A|² ≡ n. De forma independente, Chern – do Carmo – Kobayashi e Lawson 
caracterizaram as hipersuperfícies mínimas com |A|² ≡ n. Neste trabalho, 
apresentamos um resultado, devido a Alencar – do Carmo, que estabelece uma 
versão dos resultados acima para hipersuperfícies da esfera com curvatura média 
constante. Apresentamos, também, dois resultados de Peng – Terng que dão 
uma resposta parcial à seguinte questão levantada por Chern – do Carmo – 
Kobayashi: considere o conjunto das hipersuperfícies da esfera com |A| 
constante. O conjunto dos valores assumidos por |A| é discreto? 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



ABSTRACT 
 

 

Consider a minimal hypersurface of the sphere. Simons proved that if the length 
|A| of the second fundamental form satisfies |A|² ≤ n then |A|² ≡ 0 or |A|² ≡ n. 
Independently, Chern - do Carmo - Kobayashi and Lawson characterized the as 
minimal hypersurfaces with |A|² ≡ n. In this work, we present a result, due to 
Alencar - do Carmo which establishes a version of the results above for the 
hypersurface of the sphere with constant average curve. We also present two 
results by Peng - Terng which give a partial answer to the following issue raised by 
Chern - do Carmo - Kobayashi: consider the set of the minimal hypersurfaces of 
the sphere with constant |A|. Is the set of the values assumed by |A| discreet?  
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Apresentação

SejaMn uma variedade Riemanniana compacta (sem bordo) minimamente imersa na (n+1)-

esfera unitária Sn+1(1). Simons [10] provou que se o comprimento |A| da segunda forma

fundamental satisfaz |A|2 ≤ n, então |A|2 ≡ 0 e M é totalmente geodésica ou |A|2 ≡ n.

Independentemente, Chern - do Carmo - Kobayashi [5] e Lawson [7] provaram que |A|2 ≡ n

se e somente se Mn é um toro de Clifford em Sn+1(1), ou seja, Mn é um produto de

esferas Sn1(r1) × Sn2(r2), n1 + n2 = n, de raios apropriados. Em [1], Alencar - do Carmo

obtiveram um resultado análogo para hipersuperf́ıcies de Sn+1(1) que possuem curvatura

média constante H ≥ 0. Eles provaram que se o comprimento |φ| do tensor φ = HI − A

satisfaz |φ|2 ≤ BH , onde BH > 0 é um número dependendo somente de H e n, então

|φ|2 ≡ 0 e M é totalmente umb́ılica, ou |φ|2 ≡ BH . Eles também caracterizaram todas

as hipersuperf́ıcies tais que |φ|2 ≡ BH (veja Teorema 3.3). Em [5], Chern - do Carmo -

Kobayashi levantaram a seguinte questão: Considere o conjunto de hipersuperf́ıcies mı́nimas

de Sn+1(1) com |A| constante. O conjunto dos valores assumidos por |A|2 é discreto? Em [9],

Peng - Terng deram uma resposta parcial para essa questão. Eles provaram que se |A|2 > n,

então existe um número positivo C(n) tal que |A|2 ≥ n + C(n) (veja Teorema 4.4). Além

disso, eles obtiveram uma estimativa ótima para C(n) no caso n = 3. Mais precisamente,

provaram que se |A|2 > 3, então |A|2 ≥ 6 (veja Teorema 4.5). Essa estimativa é ótima visto

que existem hipersuperf́ıcies mı́nimas de S4(1) com |A|2 = 6.

O trabalho está organizado da seguinte forma. No caṕıtulo 1, apresentamos as notações,

definições e resultados básicos que serão utilizados ao longo do trabalho. No caṕıtulo 2,

obtemos fórmulas para o laplaciano de |A|2, a qual será utilizada nos caṕıtulos 3 e 4, e para

o laplaciano de |∇A|2, a ser utilizada no caṕıtulo 4. Aqui |∇A| indica a norma da derivada

covariante do tensor A. No caṕıtulo 3, provamos o Teorema de Alencar - do Carmo citado

acima e, no caṕıtulo 4, provamos os Teoremas de Peng - Terng.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

Apresentaremos neste caṕıtulo as notações, definições e resultados básicos que serão utiliza-

dos no decorrer deste trabalho. Os resultados que não forem aqui demonstrados terão uma

indicação de bibliografia onde o leitor interessado poderá encontrar uma demonstração.

Dada uma variedade diferenciável M, denotaremos o espaço vetorial dos campos C∞ em

M e o anel das funções reais de classe C∞ definidas em M respectivamente por X(M) e

D(M). O espaço tangente à M em um ponto p será denotado por TpM.

Dada uma função diferenciável f : M −→ R, a diferencial de f em um ponto p ∈ M,

que é uma aplicação linear de TpM em R, será denotada por dfp . Se M possui uma métrica

Riemanniana, isto é, se M é uma variedade Riemanniana, f induz um campo vetorial em

M, denotado por gradf , chamado o gradiente de f . O gradiente de f em um ponto p ∈M
é, por definição, o único vetor de TpM que satisfaz a igualdade

〈gradf(p), v〉 = dfp(v), (1.1)

para todo v ∈ TpM. Pode-se mostrar que o gradiente de uma função C∞ em M é um campo

vetorial de classe C∞. É fácil ver que

grad(fg) = f gradg + g gradf, (1.2)

para todas f, g ∈ D(M).

A hessiana de f em p ∈M é a aplicação hessfp : TpM× TpM−→ R dada por

hessfp(v, w) = 〈∇vgradf, w〉, (1.3)

onde ∇ indica a conexão Riemanniana de M.
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Proposição 1.1 A aplicação hessfp definida por (1.3) é bilinear e simétrica.

Demonstração: A bilinearidade de hessfp decorre da bilinearidade do produto interno e da

linearidade da aplicação v ∈ TpM 7−→ ∇vgradf . Para a prova da simetria, tome v, w ∈ TpM
e sejam V, W campos definidos em uma vizinhança de p tais que V (p) = v, W (p) = w e

∇uV = 0 = ∇uW , ∀u ∈ TpM. (1.4)

Então,

hessfp(v, w) = 〈∇vgradf, w〉

= 〈∇V gradf, W 〉(p)

= V 〈gradf, W 〉(p)− 〈gradf(p),∇V W (p)〉

= V 〈gradf, W 〉(p),

onde a última igualdade decorre de (1.4). Por (1.4), pela definição do colchete de Lie [V, W ]

de dois campos e pela simetria da conexão, obtemos

hessfp(v, w) = V (W (f))(p) = W (V (f))(p) + [V, W ](p)(f)

= W (V (f))(p) = W 〈gradf, V 〉(p)

= 〈∇W gradf, V 〉(p) = 〈∇wgradf, v〉

= hessfp(w, v).

Também denotaremos por hessfp a aplicação linear auto-adjunta v ∈ TpM 7−→ ∇vgradf .

O laplaciano de uma função diferenciável f : M −→ R é a aplicação ∆f : M −→ R
dada por

∆f(p) = tr (hessfp) =
∑

i

〈∇ei
gradf, ei〉, (1.5)

onde {e1, e2, ..., en} é qualquer base ortonormal de TpM e tr (hessfp) denota o traço de

hessfp.

O divergente de um campo diferenciável X em M é a aplicação p ∈ M 7−→ tr (v ∈
TpM 7→ ∇vX). Se {e1, ..., en} é uma base ortonormal de TpM, temos

divX(p) =
∑

i

〈∇ei
X, ei〉. (1.6)
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Segue imediatamente de (1.5) e (1.6) que

∆f = div(gradf). (1.7)

O seguinte resultado será utilizado no caṕıtulo 4.

Proposição 1.2 Sejam f : M −→ R uma função diferenciávvel e p um ponto de mı́nimo

(máximo) local de f . Então

gradf(p) = 0 (1.8)

hessfp(v, v) ≥ 0 ( ≤ 0 ) , ∀v ∈ TpM. (1.9)

Demonstração: Dado v ∈ TpM, considere uma curva diferenciável γ : (−ε, ε) −→ M
tal que γ(0) = p e γ′(0) = v. Reduzindo ε se necessário, tem-se que 0 é ponto de mı́nimo

(máximo) de f ◦ γ. Logo,

〈gradf(p), v〉 = dfp(v) = (f ◦ γ)′(0) = 0. (1.10)

Como v é arbitrário, segue que gradf(p) = 0. Para provar (1.8), tome v ∈ TpM, denote

por γ : (−ε, ε) −→M a geodésica tal que γ(0) = p e γ′(0) = v e estenda v, por transporte

paralelo ao longo das geodésicas que partem de p, a um campo V definido em uma vizinhança

de p. Temos V (γ(t)) = γ′(t) e

〈gradf, V 〉(γ(t)) = dfγ(t)

(
V (γ(t))

)

= dfγ(t)(γ
′(t))

= (f ◦ γ)′(t),

para todo t ∈ (−ε, ε). Segue que

hessfp(v, v) = 〈∇V gradf, V 〉(p)

= V 〈gradf, V 〉(p)− 〈gradf(p),∇V V (p)〉

= V 〈gradf, V 〉(p)

=
d

dt

[
〈gradf, V 〉(γ(t))

]
t=0

= (f ◦ γ)′′(0). (1.11)

Como p é ponto de mı́nimo (máximo) para f , tem-se que 0 é ponto de mı́nimo (máximo)

para f ◦ γ. Logo, por (1.11),

hessfp(v, v) = (f ◦ γ)′′(0) ≥ 0 (≤ 0).
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Um resultado bastante conhecido na teoria de integração em variedades é o teorema a

seguir.

Teorema 1.3 (Teorema da Divergência) Seja M uma variedade Riemmaniana compacta

e orientada com bordo ∂M (possivelmente vazio). Para todo campo vetorial diferenciável

X ∈M, tem-se ∫

M
divX dM =

∫

∂M
〈X, ν〉 dS, (1.12)

onde dM e dS denotam os elementos de volume de M e ∂M, respectivamente, e ν é o

campo unitário normal a ∂M e apontando para fora de M.

Uma demonstração para o teorema acima pode ser encontrada em [6].

Corolário 1.4 Se M é uma variedade Riemanniana compacta sem bordo e f : M−→ R é

diferenciável, então ∫

M
∆f = 0. (1.13)

Demonstração: Basta aplicar o Teorema da Divergência ao campo X = gradf e usar

(1.7).

Corolário 1.5 Se Mn é uma variedade Riemanniana compacta, sem bordo e conexa, e

f : Mn −→ R é uma função diferenciável tal que ∆f ≥ 0 ou ∆f ≤ 0, então f é constante.

Demonstração: Para todas f, g ∈ D(M), temos por (1.1), (1.6) e (1.7) que

div(g gradf) =
∑

i

〈∇ei
(g gradf), ei〉

=
∑

i

〈ei(g)gradf + g∇ei
gradf, ei〉

=
∑

i

〈gradg, ei〉〈gradf, ei〉+ g
∑

i

〈∇ei
gradf, ei〉

= 〈gradg, gradf〉+ g div(gradf)

= 〈gradg, gradf〉+ g∆f.

Usando o Teorema da Divergência, obtemos

∫

M
g∆f dM = −

∫

M
〈gradg, gradf〉 dM.
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Em particular, ∫

M
f∆f dM = −

∫

M
|gradf |2 dM. (1.14)

Se ∆f ≥ 0 ou ∆f ≤ 0 emM, ∆f ≡ 0 pelo Corolário 1.4. Segue de (1.14) que |gradf | ≡ 0.

Da conexidade de M conclui-se que f é constante.

Introduziremos a seguir o conceito de tensor em uma variedade Riemanniana, que se

constituirá na principal ferramenta a ser utilizada neste trabalho.

Definição 1.6 Um tensor T de ordem r em uma variedade Riemanniana é uma aplicação

multilinear

T : X(M)× ...× X(M)︸ ︷︷ ︸
r vezes

−→ D(M) (X(M)).

Isto quer dizer que, dados Y1, Y2, ..., Yr ∈ X(M), T (Y1, Y2, ..., Yr) é uma função diferenciável

em M (campo diferenciável em M), e que T é linear em cada coordenada, ou seja,

T (Y1, ..., fX + gY, ..., Yr) = fT (Y1, ..., X, ..., Yr) + gT (Y1, ..., Y, ..., Yr),

para todos X,Y ∈ X(M), f, g ∈ D(M).

Pode-se mostrar que T (Y1, ..., Yr)(p) só depende de Y1(p), ..., Yr(p), ou seja, que se Y ′
1 , ..., Y

′
r ∈

X(M) são tais que Y ′
i (p) = Yi(p), i = 1, ..., r, então T (Y ′

1 , ..., Y
′
r )(p) = T (Y1, ..., Yr)(p).

Definição 1.7 Se T é um tensor de ordem r tomando valores em D(M) e Z ∈ X(M),

a derivada covariante de T em relação a Z é a aplicação ∇ZT : X(M)× ...× X(M)︸ ︷︷ ︸
r vezes

−→

D(M) dada por
(
∇ZT

)
(Y1, ..., Yr) = Z

(
T (Y1, ..., Yr)

)
− T (∇ZY1, ..., Yr)− ...− T (Y1, ...,∇ZYr). (1.15)

A diferencial de T é a aplicação ∇T : X(M)× ...× X(M)︸ ︷︷ ︸
(r+1) vezes

−→ D(M) dada por

∇T (Y1, ..., Yr, Z) = (∇ZT )(Y1, ..., Yr). (1.16)

Observação 1.8 No caso em que o tensor T toma valores em X(M), as noções de derivada

covariante e de diferencial são as mesmas, bastando em (1.15) trocar Z
(
T (Y1, ..., Yr)

)
por

∇ZT (Y1, ..., Yr).

Observação 1.9 Se A : X(M) −→ X(M) e B : X(M) −→ X(M) são tensores, segue

facilmente da definição que

∇X(A ◦B) = (∇XA) ◦B + A ◦ ∇XB.
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Proposição 1.10 Se T é um tensor, então ∇ZT e ∇T são tensores.

Demonstração: Faremos a prova no caso em que T toma valores em D(M), visto que a

prova no outro caso é inteiramente análoga. Por simplicidade, faremos a prova no caso r = 1.

A prova no caso geral segue as mesmas idéias. Para todos Y, Z ∈ X(M) e f ∈ D(M), temos

(∇ZT )(fY ) = Z
(
T (fY )

)
− T

(
∇Z(fY )

)

= Z
(
fT (Y )

)
− T

(
Z(f)Y + f∇ZY

)

= Z(f)T (Y ) + fZ(T (Y ))− Z(f)T (Y )− fT (∇ZY )

= f
(
Z(T (Y ))− T (∇ZY )

)

= f(∇ZT )(Y ), (1.17)

o que prova que ∇ZT é um tensor. A linearidade de ∇T : X(M) × X(M) −→ D(M) no

primeiro fator é conseqüência imediata de (1.17). Para todos Y, Z ∈ X(M) e f ∈ D(M),

temos

∇T (Y, fZ) =
(
∇fZT

)
(Y )

= fZ(T (Y ))− T
(
∇fZY

)

= fZ(T (Y ))− T (f∇ZY )

= fZ(T (Y ))− fT (∇ZY )

= f
(
Z(T (Y ))− T (∇ZY )

)

= f(∇ZT )(Y )

= f∇T (Y, Z).

A seguinte proposição será bastante utilizada nos caṕıtulos subseqüentes.

Proposição 1.11 Seja T um tensor de ordem r que é simétrico nas s primeiras entradas

(s ≤ r). Então ∇T é também simétrico nas s primeiras entradas.

Demonstração: Temos que provar que

∇T (Y1, ..., Yi, ..., Yj, ..., Ys, ..., Yr, Z) = ∇T (Y1, ..., Yj, ..., Yi, ..., Ys, ..., Yr, Z),
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para todos os campos Y1, ..., Ys, Ys+1, ..., Yr, Z e todos i, j = 1, ..., s. Por simplicidade, faremos

a prova no caso i = 1 e j = 2. A prova no caso geral é análoga. Pela simetria de T nas duas

primeiras entradas, temos

∇T (Y1, Y2, ..., Yr, Z) = Z
(
T (Y1, Y2, ..., Yr)

)
− T (∇ZY1, Y2, ..., Yr)

− T (Y1,∇ZY2, ..., Yr)− ...− T (Y1, Y2, ...,∇ZYr)

= Z
(
T (Y2, Y1, ..., Yr)

)
− T (Y2,∇ZY1, ..., Yr)

− T (∇ZY2, Y1, ..., Yr)− ...− T (Y2, Y1, ...,∇ZYr)

= ∇T (Y2, Y1, ..., Yr, Z).

Dado um tensor T : X(M) × ... × X(M) −→ D(M) de ordem r, a norma de T em um

ponto p ∈M é definida por

|T |2 =
n∑

i1,...,ir=1

T (ei1 , ..., eir)
2, (1.18)

onde {e1, e2, ..., en} é uma base ortonormal de TpM. Se T toma valores em X(M), a norma

de T é definida por

|T |2 =
n∑

i1,...,ir=1

|T (ei1 , ..., eir)|2. (1.19)

Observação 1.12 Pode-se mostrar facilmente que os somatórios (1.18) e (1.19) não de-

pendem da base ortonormal escolhida, e, portanto, que a norma de um tensor está bem

definida.

Dada uma imersão isométrica f : Mm −→ N n de uma variedade Riemanniana m-

dimensional Mm em uma variedade Riemanniana n-dimensional N n, a segunda forma fun-

damental (a valores vetoriais) de f em um ponto p ∈M é a aplicação σ : TpM× TpM−→
TpM⊥ dada por

σ(X0, Y0) =
[(
∇f∗(X)f∗(Y )

)
(f(p))

]⊥
, (1.20)

onde X e Y são campos diferenciáveis definidos em uma vizinhança de p em M tais que

X(p) = X0 e Y (p) = Y0, f∗ denota a diferencial de f , ∇ é a conexão Riemanniana de N ,

e o supeŕındice ⊥ indica a projeção ortogonal no complemento ortogonal de f∗(TpM) em

Tf(p)N . Se ξ é um campo unitário normal à imersão, temos

〈σ(X0, Y0) , ξ(f(p)) 〉 = 〈 ∇f∗(X)f∗(Y ) , ξ〉(f(p))

= f∗(X)〈f∗(Y ), ξ〉 (f(p))− 〈f∗(Y ),∇f∗(X)ξ〉 (f(p))

= −〈f∗(Y0),∇f∗(X0)ξ 〉. (1.21)
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A expressão acima mostra que σ(X0, Y0) não depende das extensões X e Y escolhidas

e que σ é bilinear. Além disso, usando o fato que o colchete de dois campos tangentes

a uma subvariedade é igual ao colchete de extensões dos campos ao ambiente, prova-se

imediatamente que σ é simétrica. A expressão (1.21) também nos permite concluir que, se

X, Y são campos tangentes diferenciáveis e ξ é um campo normal diferenciável, então a

aplicação p ∈ M 7−→ 〈σ(X(p), Y (p)) , ξ(f(p))〉 é diferenciável. Isso nos permite definir

hξ : X(M)× X(M) −→ D(M) por

hξ(X, Y ) = 〈σ(X, Y ), ξ〉. (1.22)

A expressão (1.21) também mostra que hξ é um tensor, o qual é chamado de segunda

forma fundamental em relação à ξ. O operador de forma associado ao campo ξ é o tensor

Aξ : X(M) −→ X(M) determinado pela igualdade

〈AξX,Y 〉 = hξ(X, Y ) = 〈σ(X,Y ), ξ〉. (1.23)

Quando a codimensão é 1, isto é, quando n = m+1, e M está orientada, podemos omitir

o sub́ındice ξ em (1.23) e escrever

〈AX, Y 〉 = h(X, Y ) = 〈σ(X,Y ), ξ〉, (1.24)

onde ξ é um campo normal unitário globalmente definido. Em (1.23) e (1.24) estamos usando

o mesmo śımbolo tanto para o produto interno em M quanto para o produto interno em N .

Pode-se mostrar (veja [2], página 142) que

AξX = −
(
∇Xξ

)T

. (1.25)

Segue imediatamente de (1.24) e de (1.19) que o quadrado do comprimento do tensor A

é dado por

|A|2 =
∑

i

|Aei|2 =
∑
i,j

〈Aei, ej〉2 =
∑
i,j

h(ei, ej)
2 (1.26)

Dada uma hipersuperf́ıcie orientada Mn de uma variedade Riemanniana, a curvatura

média de M é definida por

H =
1

n
tr A, (1.27)

onde A é o operador linear dado por (1.24). Uma hipersuperf́ıcie é dita mı́nima se H é

identicamente nula.

A relação entre a segunda forma fundamental e os tensores curvatura R de M e R de N
é dada pela seguinte proposição:
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Proposição 1.13 (Equação de Gauss) Se f : Mm −→ N n é uma imersão isométrica e σ

denota a segunda forma fundamental da imersão, então

〈R(X, Y )Z, W 〉 = 〈R(X,Y )Z,W 〉+ 〈σ(X, W ), σ(Y, Z)〉 − 〈σ(X, Z), σ(Y, W )〉, (1.28)

para todos X,Y, Z,W ∈ X(M).

O leitor interessado pode encontrar uma demonstração da equação de Gauss em [2],

página 143.

Quando a codimensão é 1 e o ambiente tem curvatura seccional constante, temos o

seguinte resultado:

Proposição 1.14 (Equação de Codazzi) Se f : Mm −→ Nm+1
c é uma imersão isométrica

e Nm+1
c tem curvatura seccional constante, então

(∇XA)(Y ) = (∇Y A)(X),

para todos X, Y ∈ X(M).

Demonstração: Sejam X, Y, Z ∈ X(M). Identificando X, Y com f∗(X) e f∗(Y ), temos,

por definição da segunda forma,

∇Y Z = ∇Y Z + σ(Y, Z),

donde

∇X∇Y Z = ∇X

(
∇Y Z + σ(Y, Z)

)

= ∇X∇Y Z + σ(X,∇Y Z) +
(
∇Xσ(Y, Z)

)ᵀ
+∇⊥

Xσ(Y, Z)

Analogamente, temos

∇Y∇XZ = ∇Y∇XZ + σ(Y,∇XZ) +
(
∇Y σ(X,Z)

)ᵀ
+∇⊥

Y σ(X, Z).

Logo,

R(X,Y )Z = ∇X∇Y Z −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z

= ∇X∇Y Z + σ(X,∇Y Z) +
(
∇Xσ(Y, Z)

)ᵀ
+∇⊥

Xσ(Y, Z)

−∇Y∇XZ − σ(Y,∇XZ)−
(
∇Y σ(X,Z)

)ᵀ
−∇⊥

Y σ(X, Z)

−∇[X,Y ]Z − σ
(
[X, Y ], Z

)
.
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Dáı,

R(X,Y )Z = R(X, Y )Z + σ(X,∇Y Z)− σ(Y,∇XZ) +
(
∇Xσ(Y, Z)

)ᵀ

−
(
∇Y σ(X, Z)

)ᵀ
+∇⊥

Xσ(Y, Z)−∇⊥
Y σ(X, Z)− σ

(
[X, Y ], Z

)
.

Se N é um campo normal à imersão, segue que

〈R(X, Y )Z, N〉 = 〈σ(X,∇Y Z), N〉 − 〈σ(Y,∇XZ), N〉+ 〈∇⊥
Xσ(Y, Z), N〉

−〈∇⊥
Y σ(X, Z), N〉 −

〈
σ
(
[X,Y ], Z

)
, N

〉
. (1.29)

Se o ambiente tem curvatura seccional constante c, sabemos que

R(X, Y )Z = c
(
〈Y, Z〉X − 〈X,Z〉Y

)
.

Usando (1.29), obtemos

〈∇⊥
Xσ(Y, Z), N〉 − 〈∇⊥

Y σ(X, Z), N〉 = 〈σ(Y,∇XZ), N〉 − 〈σ(X,∇Y Z), N〉

+
〈
σ
(
[X, Y ], Z

)
, N

〉
. (1.30)

Usaremos agora, a equação (1.30) para provar a proposição.

Para provar que (∇XA)(Y ) = (∇Y A)(X) provaremos que

〈
(∇XA)(Y )− (∇Y A)(X), Z

〉
= 0,

para todo campo Z. Fixado p ∈ M podemos supor que ∇uX(p) = 0, ∇uY (p) = 0 e

∇uZ(p) = 0 ∀ u ∈ TpM. Assim

〈
(∇XA)(Y )− (∇Y A)(X), Z

〉
=

〈
(∇XA)(Y ), Z

〉
−

〈
(∇Y A)(X), Z

〉

=
〈
∇X(AY ), Z

〉
−

〈
∇Y (AX), Z

〉

= X〈AY, Z〉 − Y 〈AX,Z〉

= X〈σ(Y, Z), N〉 − Y 〈σ(X, Z), N〉

=
〈
∇⊥

Xσ(Y, Z), N
〉

+ 〈σ(Y, Z),∇XN〉

−
〈
∇⊥

Y σ(X,Z), N
〉
− 〈σ(X, Z),∇Y N〉. (1.31)

11



Como N é um campo unitário e a codimensão é 1, tem-se que ∇XN e ∇Y N são tangentes

a M. Assim, usando (1.30) e (1.31), concluimos que

〈
(∇XA)(Y )− (∇Y A)(X), Z

〉
=

〈
∇⊥

Xσ(Y, Z)−∇⊥
Y σ(X, Z), N

〉

=
〈
σ(Y,∇XZ), N

〉
− 〈σ(X,∇Y Z), N〉

+
〈
σ
(
[X, Y ], Z

)
, N

〉

= 0,

pois ∇uX = ∇uY = ∇uZ = 0,∀ u ∈ TpM.

Observação 1.15 É importante ressaltar que 〈R(X,Y )Z,W 〉 é anti-simétrico nas duas

primeiras e nas duas últimas entradas.
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Caṕıtulo 2

Determinação de ∆|A|2 e ∆|∇A|2

2.1 Determinação de ∆|A|2

Seja Mn uma variedade Riemanniana n-dimensional e seja f : Mn −→ Nn+1
c uma imersão

isométrica deMn em uma variedade Riemanniana (n+1)-dimensional de curvatura seccional

constante c. Fixe uma orientação para M e denote por A o operador de forma associado à

segunda forma fundamental da imersão. Lembre que A é definido pela igualdade

〈AX, Y 〉 = h(X, Y ) = 〈σ(X, Y ), N〉,

para todos X, Y ∈ X(M). O objetivo deste caṕıtulo é obter fórmulas para ∆(|A|2) e

∆(|∇A|2), onde ∇A é a derivada covariante do tensor A. A fórmula para ∆(|A|2) será

utilizada nos caṕıtulos 3 e 4, e a fórmula para ∆(|∇A|2), no caṕıtulo 4. Na determinação

dessas fórmulas, necessitaremos de algumas proposições e lemas.

Proposição 2.1 Seja f : Mn −→ N n+1
c uma imersão isométrica, onde N n+1

c possui cur-

vatura seccional constante c. Então, ∇h é simétrico.

Demonstração: Com h é simétrico, basta provar, pela Proposição 1.11, que ∇h é simétrico

nas duas últimas entradas.

Para isso, fixe um ponto p ∈ M e escolha uma base ortonormal {e1, e2, ..., en} em uma

vizinhança de p tal que ∇ej
ei(p) = 0. Temos

∇h(ei, ej, ek) = (∇ek
h)(ei, ej) = ek 〈Aei, ej〉 = ek 〈ei, Aej〉

= 〈ei,∇ek
Aej〉 = 〈ei, (∇ek

A)(ej)〉.

Então, pela equação de Codazzi (Proposição 1.14),

∇h(ei, ej, ek) = 〈ei, (∇ej
A)(ek)〉.

13



Dáı temos

∇h(ei, ej, ek) = 〈ei, (∇ej
A)(ek)〉 = ej 〈ei, Aek〉 = ej

(
h(ei, ek)

)

= (∇ej
h)(ei, ek) = ∇h(ei, ek, ej).

Observação 2.2 Segue da Proposição 1.11 que ∇2h = ∇(∇h), ∇3h = ∇(∇2h), etc, são

simétricos nas 3 primeiras entradas.

Por economia de tempo e espaço, denotaremos por hij, hijk, hijkl e hijklm as componentes

dos tensores h,∇h,∇2h e ∇3h, respectivamente, em uma base ortonormal {e1, e2, ..., en}, ou

seja,

hij = h(ei, ej)

hijk = ∇h(ei, ej, ek)

hijkl = ∇2h(ei, ej, ek, el)

hijklm = ∇3h(ei, ej, ek, el, em).

Da mesma forma, Rijkl e Rijklm significarão, respectivamente, R(ei, ej, ek, el) e

∇R(ei, ej, ek, el, em). Sendo, Rijkl = 〈R(ei, ej)ek, el〉.

Lema 2.3 Com as notações acima, temos

(a) hijkl − hijlk =
∑
m

Rklimhmj +
∑
m

Rkljmhim.

(b) hijklm − hijkml =
∑

t

Rlmithtjk +
∑

t

Rlmjthitk +
∑

t

Rlmkthijt.

Demonstração: (a) Fixe p ∈ M. Como h,∇h e ∇2h são tensores, podemos supor que

∇ej
ei(p) = 0, para todos i, j = 1, 2, ..., n. Temos

hijkl = ∇2h(ei, ej, ek, el) = (∇el
∇h)(ei, ej, ek)

= el

(
∇h(ei, ej, ek)

)
= el(hijk).

Mas,

hijk = ∇h(ei, ej, ek) = (∇ek
h)(ei, ej)

= ek

(
h(ei, ej)

)
− h(∇ek

ei, ej)− h(ei,∇ek
ej).
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Derivando obtemos

hijkl = el

(
ek(hij)− h(∇ek

ei, ej)− h(ei,∇ek
ej)

= elek(hij)− (∇el
h)(∇ek

ei, ej)− h
(
∇el

(∇ek
ei), ej

)
− h(∇ek

ei,∇el
ej)

−(∇el
h)(ei,∇ek

ej)− h(∇el
ei,∇ek

ej)− h
(
ei,∇el

(∇ek
ej)

)
.

Como ∇ej
ei(p) = 0, segue que

hijkl = elek(hij)− h(∇el
∇ek

ei, ej)− h(ei,∇el
∇ek

ej). (2.1)

Analogamente, prova-se que

hijlk = ekel(hij)− h(∇ek
∇el

ei, ej)− h(ei,∇ek
∇el

ej). (2.2)

Além disso, como ∇ej
ei(p) = 0,

hesshij(el, ek) = 〈∇el
(gradhij), ek〉

= el〈gradhij, ek〉 − 〈gradhij,∇el
ek〉

= el〈gradhij, ek〉

= el(ek(hij)).

Logo, pela simetria da hessiana,

elek(hij) = hess hij(el, ek) = hess hij(ek, el) = ekel(hij). (2.3)

De (2.1), (2.2) e (2.3) obtemos

hijkl − hijlk = h
(
R(ek, el)ei, ej

)
+ h

(
ei, R(ek, el)ej

)

=
∑
m

〈R(ek, el)ei, em〉 hmj +
∑
m

〈R(ek, el)ej, em〉 him

=
∑
m

Rklimhmj +
∑
m

Rkljmhim.

(b) Como no ı́tem (a), fixe p ∈ M e suponha ∇ej
ei(p) = 0, para todos i, j = 1, 2, ..., n.

Temos

hijklm = ∇3h(ei, ej, ek, el, em)

=
(
∇em(∇2h)

)
(ei, ej, ek, el)

= em(∇2h(ei, ej, ek, el)) = em(hijkl).
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Como

hijkl = ∇2h(ei, ej, ek, el) =
(
∇el

(∇h)
)
(ei, ej, ek)

= el

(
∇h(ei, ej, ek)

)
−∇h(∇el

ei, ej, ek)−∇h(ei,∇el
ej, ek)

−∇h(ei, ej,∇el
ek),

derivando obtemos

hijklm = emel(hijk)−
(
∇em(∇h)

)
(∇el

ei, ej, ek)−∇h(∇em∇el
ei, ej, ek)

−∇h(∇el
ei,∇emej, ek)−∇h(∇el

ei, ej,∇emek)

−
(
∇em(∇h)

)
(ei,∇el

ej, ek)−∇h(∇emei,∇el
ej, ek)

−∇h(ei,∇em∇el
ej, ek)−∇h(ei,∇el

ej,∇emek)

−
(
∇em(∇h)

)
(ei, ej,∇el

ek)−∇h(∇emei, ej,∇el
ek)

−∇h(ei,∇emej,∇el
ek)−∇h(ei, ej,∇em∇el

ek).

Como ∇ej
ei(p) = 0, para todos i, j = 1, 2, ..., n, segue que

hijklm = emel(hijk)−∇h(∇em∇el
ei, ej, ek)−∇h(ei,∇em∇el

ej, ek)

−∇h(ei, ej,∇em∇el
ek). (2.4)

Analogamente, temos

hijkml = elem(hijk)−∇h(∇el
∇emei, ej, ek)−∇h(ei,∇el

∇emej, ek)

−∇h(ei, ej,∇el
∇emek). (2.5)

Como em (2.3), temos

emel(hijk)− elem(hijk) = 0. (2.6)

De (2.4), (2.5) e (2.6), obtemos

hijklm − hijkml = ∇h
(
R(el, em)ei, ej, ek

)
+∇h

(
ei, R(el, em)ej, ek

)

+∇h
(
ei, ej, R(el, em)ek

)

=
∑

t

Rlmithtjk +
∑

t

Rlmjthitk +
∑

t

Rlmkthijt.
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Observação 2.4 Note que, pelo que foi provado acima, não é necessário que o ambiente

tenha curvatura constante para que o Lema 2.3 seja válido.

Proposição 2.5 Seja f : Mn −→ N n+1
c uma imersão isométrica de uma variedade Rie-

manniana n-dimensional em um espaço de curvatura seccional constante c, e denote por |A|
o comprimento da segunda forma fundamental de f. Então

1

2
∆|A|2 = |∇A|2 + n

∑
i,j

hijhessH(ei, ej) +
∑

i<k

(λi − λk)
2Rikki.

Demonstração: Fixe p ∈M e seja {e1, e2, ..., en} uma base ortonormal em uma vizinhança

de p tal que ∇ej
ei(p) = 0, para todos i, j = 1, 2, ..., n. Então, por (1.1) e (1.26),

grad|A|2(p) =
∑

k

〈grad|A|2, ek〉ek(p) =
∑

k

ek(|A|2)ek(p)

=
∑

k

( ∑
i,j

2 hijek(hij)
)
ek(p) = 2

∑

k

( ∑
i,j

hijhijk

)
ek(p). (2.7)

Por (1.3), temos em p

hess|A|2(el, el) = 〈∇el
grad|A|2, el〉 = 2

∑

i,j,k

〈∇el
(hijhijkek), el〉

= 2
∑

i,j,k

〈el(hij)hijkek + hijel(hijk)ek + hijhijk∇el
ek, el〉

= 2
∑

i,j,k

hijlhijkδkl + 2
∑

i,j,k

hijhijklδkl

= 2
∑
i,j

h2
ijl +

∑
i,j

hijhijll. (2.8)

Assim, por (1.5), em p vale a igualdade

1

2
∆|A|2 =

1

2

∑

l

hess|A|2(el, el)

=
∑

i,j,l

h2
ijl +

∑

i,j,l

hijhijll. (2.9)

Note que o último termo em (2.7) não depende da base ortonormal escolhida e, con-

seqüentemente, (2.7) vale em todo ponto. Isso justifica o cálculo feito em (2.8). Da mesma

forma, o último termo em (2.9) não depende da base ortonormal e, portanto, (2.9) vale em

todo ponto (essa situação ocorrerá muitas vezes neste trabalho, e, sempre que ela ocorrer,

procederemos como acima, sem maiores comentários).
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Por sua vez
∑

i,j,k

h2
ijk =

∑

i,j,k

(
∇h(ei, ej, ek)

)2

=
∑

i,j,k

(
(∇ek

h)(ei, ej)
)2

=
∑

i,j,k

(
ek

(
h(ei, ej)

))2

=
∑

i,j,k

(
ek〈Aei, ej〉

)2

=
∑

i,j,k

〈
(∇ek

A)(ei), ej

〉2

=
∑

i,j,k

〈∇A(ei, ek), ej〉2

=
∑

i,k

|∇A(ei, ek)|2 = |∇A|2. (2.10)

Segue de (2.9) e da simetria de ∇2h nas três primeiras entradas (veja a observação 2.2)

que
1

2
∆|A|2 = |∇A|2 +

∑

i,j,k

hijhikjk.

Do Lema 2.3 (a) obtemos

1

2
∆|A|2 = |∇A|2 +

∑

i,j,k

hij

(
hikkj +

∑
m

Rjkimhmk +
∑
m

Rjkkmhim

)

= |∇A|2 +
∑

i,j,k

hijhkkij +
∑

i,j,k,m

hijRjkimhmk

+
∑

i,j,k,m

hijRjkkmhim. (2.11)

Mas
∑

k

hkki =
∑

k

ei(hkk) = ei

( ∑

k

hkk

)

= ei

( ∑

k

〈Aek, ek〉
)

= ei(trA)

= nei(H) = n 〈gradH, ei〉,
e assim,

∑

k

hkkij =
∑

k

ej(hkki) = ej

( ∑

k

hkki

)
= ej

(
n 〈gradH, ei〉

)

= n 〈∇ej
gradH, ei〉 = nhessH(ei, ej).

Logo, ∑

i,j,k

hijhkkij =
∑
i,j

hij

∑

k

hkkij = n
∑
i,j

hijhessH(ei, ej). (2.12)
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Escolhendo uma base ortonormal de maneira que hij = λiδij em p, pela observação 1.15,

obtemos

∑

i,j,k,m

hijRjkimhmk =
∑

i,j,k,m

λiδijRjkimλkδkm

=
∑

i,k

λiλkRikik = −
∑

i,k

λiλkRikki. (2.13)

Analogamente, ∑

i,j,k,m

hijRjkkmhim =
∑

i,k

λ2
i Rikki. (2.14)

Substituindo (2.12), (2.13) e (2.14) em (2.11), temos

1

2
∆|A|2 = |∇A|2 + n

∑
i,j

hijhessH(ei, ej)−
∑

i,k

λiλkRikki +
∑

i,k

λ2
i Rikki. (2.15)

Mas, novamente pela observação 1.15, temos

∑

i,k

λ2
i Rikki =

∑

i<k

λ2
i Rikki +

∑

i>k

λ2
i Rikki

=
∑

i<k

λ2
i Rikki +

∑

i<k

λ2
kRkiik =

∑

i<k

(λ2
i + λ2

k)Rikki (2.16)

e

∑

i,k

λiλkRikki =
∑

i<k

λiλkRikki +
∑

i>k

λiλkRikki

=
∑

i<k

λiλkRikki +
∑

i<k

λkλiRkiik = 2
∑

i<k

λiλkRikki. (2.17)

Logo, por (2.16) e (2.17)

∑

i,k

λ2
i Rikki −

∑

i,k

λiλkRikki =
∑

i<k

(λ2
i + λ2

k − 2λiλk)Rikki

=
∑

i<k

Rikki(λi − λk)
2.

Substituindo a expressão acima em (2.15), obtemos finalmente

1

2
∆|A|2 = |∇A|2 + n

∑
i,j

hijhessH(ei, ej) +
∑

i<k

(λi − λk)
2Rikki.

A proposição a seguir traz fórmulas alternativas para ∆|A|2.
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Proposição 2.6 Seja f : Mn −→ N n+1
c uma imersão isométrica de uma variedade Rieman-

niana n-dimensional em um espaço de curvatura constante c e denote por |A| o comprimento

da segunda forma fundamental de f. Então

(i)
1

2
∆|A|2 = |∇A|2 + ntr(A ◦ hessH) + nc(|A|2 − nH2) + nHtrA3 − |A|4

(ii)
1

2
∆|A|2 = |∇A|2 + n(AgradH)− n2|gradH|2 + nc(|A|2 − nH2)

+nHtrA3 − |A|4

onde, para cada p ∈ M, hess H : TpM −→ TpM é a aplicação linear definida por

hess H(v) = ∇vgradH.

Demonstração: (i) Primeiramente,
∑

i,k

λiλk(λi − λk)
2 =

∑

i<k

λiλk(λi − λk)
2 +

∑

i>k

λiλk(λi − λk)
2

=
∑

i<k

λiλk(λi − λk)
2 +

∑

i<k

λkλi(λk − λi)
2

= 2
∑

i<k

λiλk(λi − λk)
2.

Logo,

∑

i<k

λiλk(λi − λk)
2 =

1

2

∑

i,k

λiλk(λi − λk)
2

=
1

2

∑

i,k

λiλk(λ
2
i + λ2

k − 2λiλk)

=
1

2

( ∑

i,k

λ3
i λk +

∑

i,k

λiλ
3
k − 2

∑

i,k

λ2
i λ

2
k

)

=
1

2

( ∑

k

λk

∑
i

λ3
i +

∑
i

λi

∑

k

λ3
k − 2

∑
i

λ2
i

∑

k

λ2
k

)
,

e assim,

∑

i<k

λiλk(λi − λk)
2 =

1

2
(nHtrA3 + nHtrA3 − 2|A|4)

=
1

2
(2nHtrA3 − 2|A|4)

= nHtrA3 − |A|4. (2.18)
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Em segundo lugar,

∑

i,k

(λi − λk)
2 =

∑

i<k

(λi − λk)
2 +

∑

i>k

(λi − λk)
2 = 2

∑

i<k

(λi − λk)
2

de onde obtemos

∑

i<k

(λi − λk)
2 =

1

2

∑

i,k

(λ2
i + λ2

k − 2λiλk)

=
1

2

( ∑

k

∑
i

λ2
i +

∑
i

∑

k

λ2
k − 2

∑
i

λi

∑

k

λk

)

=
1

2
(n|A|2 + n|A|2 − 2n2H2)

= n|A|2 − n2H2. (2.19)

Como o ambiente tem curvatura seccional constante, tem-se por (2.18), (2.19) e pela

equação de Gauss (Proposição 1.13),

∑

i<k

(λi − λk)
2Rikki =

∑

i<k

(λi − λk)
2(c + λiλk)

= nc|A|2 − cn2H2 + nHtrA3 − |A|4. (2.20)

Além disso,

∑
i,j

hijhessH(ei, ej) =
∑
i,j

〈Aei, ej〉 〈∇ei
gradH, ej〉

=
∑
i,j

〈
∇ei

gradH, 〈Aei, ej〉ej

〉

=
∑

i

〈
∇ei

gradH,
∑

j

〈Aei, ej〉ej

〉

=
∑

i

〈∇ei
gradH, Aei〉.

Logo,

∑
i,j

hijhessH(ei, ej) =
∑

i

〈A(∇ei
gradH), ei〉

= tr(A ◦ hessH). (2.21)
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De (2.20), (2.21) e da Proposição 2.5 obtemos

1

2
∆|A|2 = |∇A|2 + ntr(A ◦ hessH)− cn2H2 + nc|A|2 + nHtrA3 − |A|4.

(ii) Tendo em vista (i), basta provar que

tr(A ◦ hessH) = div(AgradH)− n|gradH|2.

Para isso, fixe um ponto p ∈M e escolha uma base ortonormal em uma vizinhança de p

tal que ∇ej
ei(p) = 0, para todos i, j = 1, 2, ..., n.

Temos, por (1.6),

tr(A ◦ hessH) =
∑

i

〈A(∇ei
gradH), ei〉

=
∑

i

〈∇ei
gradH, Aei〉

=
∑

i

ei〈gradH, Aei〉 −
∑

i

〈gradH,∇ei
Aei〉

=
∑

i

ei〈AgradH, ei〉 − 〈gradH,
∑

i

∇ei
Aei〉

=
∑

i

〈∇ei
AgradH, ei〉 −

〈
gradH,

∑
i

∇ei
Aei

〉

= div(AgradH)−
〈
gradH,

∑
i

∇ei
Aei

〉
. (2.22)

Para quaisquer i, j = 1, 2, ..., n, temos
〈 ∑

i

∇ei
Aei, ej

〉
=

∑
i

ei〈Aei, ej〉 −
∑

i

〈Aei,∇ei
ej〉 =

∑
i

ei〈ei, Aej〉

=
∑

i

〈∇ei
ei, Aej〉+

∑
i

〈ei,∇ei
Aej〉

=
∑

i

〈ei,∇ei
Aej〉.

Usando a equação de Codazzi (Proposição 1.14), segue que
〈 ∑

i

∇ei
Aei, ej

〉
=

∑
i

〈ei, (∇ei
A)ej〉 =

∑
i

〈ei, (∇ej
A)ei〉

=
∑

i

〈ei,∇ej
Aei〉 =

∑
i

ej〈ei, Aei〉

= ej

( ∑
i

〈Aei, ei〉
)

= nej(H) = 〈ngradH, ej〉,
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para todo j = 1, 2, ..., n. Logo,
∑

i

∇ei
Aei = ngradH.

Substituindo em (2.22) obtemos

tr(A ◦ hessH) = div(AgradH)− n|gradH|2,
concluindo a prova de (ii).

O corolário a seguir mostra que a fórmula para ∆|A|2 fica bastante simplificada quando

a imersão é mı́nima.

Corolário 2.7 Seja f : Mn −→ N n+1
c uma imersão mı́nima de uma variedade Riemanni-

ana n-dimensional em um espaço de curvatura seccional constante c. Então

1

2
∆|A|2 = |∇A|2 + |A|2(nc− |A|2).

Observação 2.8 Usando os Corolários 1.5 e 2.7, obtemos facilmente o resultado de Simons

mencionado na Introdução. De fato, se Mn for uma variedade Riemanniana compacta

(sem bordo), conexa, minimamente imersa na (n + 1)-esfera unitária Sn+1(1) de forma que

|A|2 ≤ n, tem-se pelo Corolário 2.7 que ∆|A|2 ≥ 0. Do Corolário 1.5 obtemos então que

|A|2 é constante. Usando novamente o Corolário 2.7, conclui-se, da continuidade de |A|2,
que |A|2 ≡ 0 ou |A|2 ≡ n.

2.2 Determinação de ∆|∇A|2

O objetivo desta seção é determinar uma fórmula para ∆(|∇A|2), onde A é o operador de

forma de uma imersão isométrica mı́nima de uma variedade Riemanniana orientada Mn em

um espaço N n+1
c de curvatura seccional constante c. Para isso, fixe um ponto p ∈ M e

considere uma base ortonormal {e1, e2, ..., en} em uma vizinhança de p tal que ∇ej
ei(p) = 0,

para todos i, j = 1, 2, ..., n. Em p, temos por (2.10)

em(|∇A|2) = em

( ∑

i,j,k

h2
ijk

)
= 2

∑

i,j,k

hijkhijkm.

Logo, por (1.1),

grad(|∇A|2) =
∑
m

〈grad|∇A|2, em〉em =
∑
m

em(|∇A|2)em

= 2
∑

i,j,k,m

hijkhijkmem.
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Segue, por (1.3), que em p

hess|∇A|2(el, el) = 〈∇el
grad|∇A|2, el〉

= 2
∑

i,j,k,m

〈
(hijklhijkm + hijkhijkml)em, el

〉

= 2
∑

i,j,k

h2
ijkl + 2

∑

i,j,k

hijkhijkll.

Dáı, por (1.5),

1

2
∆(|∇A|2) =

1

2

∑

l

hess|∇A|2(el, el)

=
∑

i,j,k,l

h2
ijkl +

∑

i,j,k,l

hijkhijkll. (2.23)

Nosso objetivo agora é determinar uma expressão para hijkll. Em um ponto p ∈ M em

que ∇ej
ei(p) = 0, para todos i, j = 1, 2, ..., n, temos pelo Lema 2.3 (a) que

hijkll = hijlkl +
∑
m

Rklimlhmj +
∑
m

Rklimhmjl +
∑
m

Rkljmlhim +
∑
m

Rkljmhiml.

Substituindo em (2.23) obtemos

1

2
∆(|∇A|2) =

∑

i,j,k,l

h2
ijkl +

∑

i,j,k,l

hijkhijlkl +
∑

i,j,k,l,m

hijkRklimlhmj

+
∑

i,j,k,l,m

hijkRklimhmjl +
∑

i,j,k,l,m

hijkRkljmlhim +
∑

i,j,k,l,m

hijkRkljmhiml

=
∑

i,j,k,l

h2
ijkl +

∑

i,j,k,l

hijkhijlkl + 2
∑

i,j,k,l,m

hijkRklimlhmj

+2
∑

i,j,k,l,m

hijkRklimhmjl. (2.24)

Mas, pelo Lema 2.3 (b), temos

hijlkl = hijllk +
∑
m

Rklimhmjl +
∑
m

Rkljmhiml +
∑
m

Rkllmhijm.
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Substituindo em (2.24), obtemos

1

2
∆(|∇A|2) =

∑

i,j,k,l

h2
ijkl + 2

∑

i,j,k,l,m

hijkRklimlhmj + 2
∑

i,j,k,l,m

hijkRklimhmjl

+
∑

i,j,k,l

hijkhijllk + 2
∑

i,j,k,l,m

hijkRklimhmjl +
∑

i,j,k,l,m

hijkRkllmhijm

=
∑

i,j,k,l

h2
ijkl + 2

∑

i,j,k,l,m

hijkRklimlhmj + 4
∑

i,j,k,l,m

hijkRklimhmjl

+
∑

i,j,k,l

hijkhijllk +
∑

i,j,k,l,m

hijkRkllmhijm. (2.25)

Usando novamente o Lema 2.3 (a), temos

hlijl = hlilj +
∑
m

Rjllmhmi +
∑
m

Rjlimhlm.

Assim, em um ponto p ∈M tal que ∇ej
ei(p) = 0, para todos i, j = 1, 2, ..., n, temos

hijllk = hlijlk = hliljk +
∑
m

Rjllmkhmi +
∑
m

Rjllmhmik

+
∑
m

Rjlimkhlm +
∑
m

Rjlimhlmk.

Substituindo em (2.25), obtemos

1

2
∆(|∇A|2) =

∑

i,j,k,l

h2
ijkl + 2

∑

i,j,k,l,m

hijkRklimlhmj + 4
∑

i,j,k,l,m

hijkRklimhmjl

+
∑

i,j,k,l,m

hijkRkllmhijm +
∑

i,j,k,l

hijkhliljk +
∑

i,j,k,l,m

hijkRjllmkhmi

+
∑

i,j,k,l,m

hijkRjllmhmik +
∑

i,j,k,l,m

hijkRjlimkhlm +
∑

i,j,k,l,m

Rjlimhlmkhijk

=
∑

i,j,k,l

h2
ijkl + 2

∑

i,j,k,l,m

hijkRklimlhmj + 5
∑

i,j,k,l,m

hijkRklimhmjl

+2
∑

i,j,k,l,m

hijkRkllmhijm +
∑

i,j,k,l,m

hijkRjllmkhmi

+
∑

i,j,k,l,m

hijkRjlimkhlm +
∑

i,j,k,l

hijkhliljk. (2.26)

Note que, até aqui, não utilizamos nenhuma hipótese sobre a imersão. Assim, (2.26)

vale para qualquer hipersuperf́ıcie de uma variedade Riemanniana com curvatura seccional

constante. Para imersões mı́nimas, vale o seguinte resultado.
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Proposição 2.9 Seja f : Mn −→ N n+1
c uma imersão isométrica mı́nima de uma variedade

Riemanniana orientada em um espaço de curvatura seccional constante c. Então

1

2
∆(|∇A|2) =

∑

i,j,k,l

h2
ijkl − 3D + 6B − 3

2
|grad|A|2|2 + |∇A|2 [c(2n + 3)− |A|2],

onde D =
∑

i,j,k h2
ijkλ

2
i e B =

∑
i,j,k h2

ijkλiλj.

Demonstração: A estratégia será desenvolver separadamente cada termo que aparece do

lado direito de (2.26).

Inicialmente, pela equação de Gauss, temos

Rklim = 〈R(ek, el)ei, em〉

= 〈R(ek, el)ei, em〉+ 〈Aek, em〉〈Ael, ei〉 − 〈Aek, ei〉〈Ael, em〉

= Rklim + hkmhli − hkihlm. (2.27)

Em um ponto p tal que ∇ej
ei(p) = 0 para todos i, j = 1, 2, ..., n, temos

Rkliml = el(Rklim)

= Rkliml + hkmlhli + hkmhlil − hkilhlm − hkihlml.

Como o ambiente tem curvatura seccional constante c e também temos

R(X,Y )Z = c
{
〈Y, Z〉X − 〈X, Z〉Y

}
, segue que

Rklim = 〈R(ek, el)ei, em〉 =
〈
c
(
〈el, ei〉ek − 〈ek, ei〉el

)
, em

〉

= cδliδkm − cδkiδlm, (2.28)

de onde obtemos

Rkliml = el(Rklim) = 0.

Logo, em p,

Rkliml = hkmlhli + hkmhlil − hkilhlm − hkihlml,

de onde se conclui que

2
∑

i,j,k,l,m

hijkRklimlhmj = 2
∑

i,j,k,l,m

hijkhmjhlilhkm + 2
∑

i,j,k,l,m

hijkhmjhlihkml

−2
∑

i,j,k,l,m

hijkhmjhkilhlm − 2
∑

i,j,k,l,m

hijkhmjhkihlml.
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Afirmamos que
∑

l hlil = 0, para todo i = 1, 2, ..., n. Para isso, fixe um ponto p. Como

∇h é um tensor, podemos supor que ∇ej
ei(p) = 0, ∀i, j = 1, 2, ..., n. Então

∑

l

hlil =
∑

l

∇h(el, ei, el) =
∑

l

(∇el
h)(el, ei)

=
∑

l

el

(
h(el, ei)

)
=

∑

l

el〈Ael, ei〉

=
∑

l

el〈Aei, el〉 =
∑

l

〈∇el
Aei, el〉

=
∑

l

〈(∇el
A)(ei), el〉 =

∑

l

〈(∇ei
A)(el), el〉

=
∑

l

ei(hll) = ei(
∑

l

hll) = ei(nH) = 0, (2.29)

onde na oitava igualdade usamos a equação de Codazzi. Assim,

2
∑

i,j,k,l,m

hijkRklimlhmj = 2
∑

i,j,k,l,m

hijkhmjhlihkml − 2
∑

i,j,k,l,m

hijkhmjhkilhlm.

Tomando uma base que diagonaliza a segunda forma fundamental, temos

2
∑

i,j,k,l,m

hijkRklimlhmj = 2
∑

i,j,k

h2
ijkλiλj − 2

∑

i,j,k

h2
ijkλ

2
j

= 2B − 2D. (2.30)

Agora, usando (2.27) e (2.28) obtemos

5
∑

i,j,k,l,m

hijkRklimhmjl = 5c
∑

i,j,k,l,m

hijkhmjlδliδkm − 5c
∑

i,j,k,l,m

hijkhmjlδkiδlm

+5
∑

i,j,k,l,m

hijkhmjlhlihkm − 5
∑

i,j,k,l,m

hijkhmjlhkihlm. (2.31)

Por outro lado, por (1.1),

〈grad|A|2, ek〉 = ek(|A|2) = 2
∑
i,j

hijek(hij) = 2
∑
i,j

hijhijk,

de onde obtemos

grad|A|2 =
∑

k

〈grad|A|2, ek〉ek = 2
∑

i,j,k

hijhijkek.
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Assim,

|grad|A|2|2 = 4〈
∑

i,j,k

hijhijkek ,
∑

l,m,t

hlmhlmtet〉

= 4
∑

i,j,k,l,m,t

hijhlmhijkhlmtδkt

= 4
∑

i,j,k,l,m

hijhlmhijkhlmk

= 4
∑

i,j,k,l,m

hikhlmhijkhlmj.

Segue que ∑

i,j,k,l,m

hijkhmjlhkihlm =
1

4
|grad|A|2|2. (2.32)

Escolhendo uma base que diagonaliza a segunda forma fundamental, obtemos de (2.29),

(2.31) e (2.32) que

5
∑

i,j,k,l,m

hijkRklimhmjl = 5c
∑

i,j,k

h2
ijk + 5

∑

i,j,k

h2
ijkλiλk

−5

4
|grad|A|2|2

= 5c|∇A|2 + 5B − 5

4
|grad|A|2|2. (2.33)

Agora calculemos

2
∑

i,j,k,l,m

hijkRkllmhijm.

Pela equação de Gauss,

Rkllm = Rkllm + hllhkm − hklhlm

= c(δllδkm − δklδlm) + hllhkm − hklhlm.

Assim,

2
∑

i,j,k,l,m

hijkRkllmhijm = 2c
∑

i,j,k,l,m

hijkhijmδkmδll − 2c
∑

i,j,k,l,m

hijkhijmδklδlm

+2
∑

i,j,k,l,m

hijkhijmhllhkm − 2
∑

i,j,k,l,m

hijkhijmhklhlm.
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Escolhendo uma base que diagonaliza a segunda forma, obtemos

2
∑

i,j,k,l,m

hijkRkllmhijm = 2c
∑

i,j,k,l

h2
ijk − 2c

∑

i,j,k

h2
ijk

+2
∑

i,j,k,l

h2
ijkλlλk − 2

∑

i,j,k

h2
ijkλ

2
k

= 2(n− 1)c|∇A|2 − 2D, (2.34)

onde, na última igualdade acima, usamos o fato que a imersão é mı́nima.

Agora calculemos ∑

i,j,k,l,m

hijkRjllmkhmi.

Fixe um ponto p e suponha, sem perda de generalidade, que ∇ej
ei(p) = 0,

∀i, j = 1, 2, ..., n. Em p, temos

Rjllmk = ek(Rjllm) = ek(Rjllm + hllhjm − hjlhlm).

Como o ambiente tem curvatura seccional constante, temos ek(Rjllm) = 0. Segue que,

em p,

Rjllmk = hllkhjm + hllhjmk − hjlkhlm − hjlhlmk.

Dáı,

∑

i,j,k,l,m

hijkRjllmkhmi =
∑

i,j,k,l,m

hijkhmihllkhjm +
∑

i,j,k,l,m

hijkhmihllhjmk

−
∑

i,j,k,l,m

hijkhmihjlkhlm −
∑

i,j,k,l,m

hijkhmihjlhlmk.

Como a imersão é mı́nima, usando (2.29) obtemos

∑

i,j,k,l,m

hijkRjllmkhmi = −
∑

i,j,k,l,m

hijkhmihjlkhlm −
∑

i,j,k,l,m

hijkhmihjlhlmk.

Escolhendo uma base que diagonaliza a segunda forma fundamental, obtemos

∑

i,j,k,l,m

hijkRjllmkhmi = −
∑

i,j,k

h2
ijkλ

2
i −

∑

i,j,k

h2
ijkλiλj = −D −B. (2.35)

Calculemos ∑

i,j,k,l,m

hijkRjlimkhlm.
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Como o ambiente tem curvatura seccional constante, temos

Rjlimk = ek(Rjlim) = ek(Rjlim + hlihjm − hjihlm)

= hlikhjm + hlihjmk − hjikhlm − hjihlmk.

Segue que

∑

i,j,k,l,m

hijkRjlimkhlm =
∑

i,j,k,l,m

hijkhlmhlikhjm +
∑

i,j,k,l,m

hijkhlmhlihjmk

−
∑

i,j,k,l,m

hijkhlmhlmhijk −
∑

i,j,k,l,m

hijkhlmhjihlmk.

Escolhendo uma base que diagonaliza a segunda forma fundamental, obtemos

∑

i,j,k,l,m

hijkRjlimkhlm =
∑

i,j,k

h2
ijkλ

2
j +

∑

i,j,k

h2
ijkλ

2
i

−
∑

i,j,k,l

h2
ijkλ

2
l −

∑

i,k,l

hiikhllkλiλl

= 2D − |A|2|∇A|2 −
∑

i,k,l

hiikhllkλiλl. (2.36)

Usando (2.32), conclui-se que

∑

i,j,k,l,m

hijkRjlimkhlm = 2D − |A|2|∇A|2 − 1

4
|grad|A|2|2. (2.37)

Para finalizar, mostraremos que o último termo de (2.26) anula-se, se a imersão é mı́nima.

Para isso, note que, por (2.29), temos

∑

l

hllij =
∑

l

ej(hlli) = ej(
∑

l

hlli) = 0. (2.38)

Assim, ∑

l

hliljk =
∑

l

hllijk =
∑

l

ek(hllij) = ek(
∑

l

hllij) = 0,

e, portanto, ∑

i,j,k,l

hijkhliljk =
∑

i,j,k

hijk

∑

l

hliljk = 0. (2.39)
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Substituindo (2.30), (2.33), (2.34), (2.35), (2.37) e (2.39) em (2.26), obtemos

1

2
∆(|∇A|2) =

∑

i,j,k,l

h2
ijkl + 2B − 2D + 5c|∇A|2 + 5B − 5

4
|grad|A|2|2

+2c(n− 1)|∇A|2 − 2D −D −B + 2D − |A|2|∇A|2 − 1

4
|grad|A|2|2

=
∑

i,j,k,l

h2
ijkl − 3D + 6B − 3

2
|grad|A|2|2 + |∇A|2 [c(2n + 3)− |A|2].

Corolário 2.10 Seja f : Mn −→ Sn+1
1 uma imersão mı́nima de uma variedade Riemanni-

ana orientada na (n + 1) - esfera unitária. Se |A|2 é constante, então

∑

i,j,k,l

h2
ijkl = 3(D − 2B) + (|A|2 − 2n− 3)|A|2(|A|2 − n).

Demonstração: Da Proposição 2.6 (i), temos

|∇A|2 = |A|4 − n|A|2 = |A|2(|A|2 − n).

Em particular, |∇A|2 é constante. O resultado segue da Proposição 2.9.
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Caṕıtulo 3

Um Teorema de Alencar - do Carmo

Para hipersuperf́ıcies mı́nimas da esfera, o seguinte teorema é bem conhecido:

Teorema 3.1 Sejam Mn uma variedade Riemanniana compacta e f : Mn −→ Sn+1(1)

uma imersão isométrica mı́nima de Mn na (n + 1)-esfera unitária. Assuma que |A|2 ≤ n

para todo p ∈M. Então:

(i) |A|2 ≡ 0, e Mn é totalmente geodésica, ou |A|2 ≡ n.

(ii) |A|2 ≡ n se, e somente se, Mn é um toro de Clifford em Sn+1(1) , isto é, Mn é um

produto das esferas Sn1(r1)× Sn2(r2) , n1 + n2 = n , de raios apropriados.

O ı́tem (i) acima é devido a Simons [10]. A caracterização dada em (ii) foi obtida

independentemente por Chern - do Carmo - Kobayashi [5] e Lawson [7].

O objetivo deste caṕıtulo é enunciar e demonstrar um resultado, devido a Alencar - do

Carmo, que estende o teorema acima para hipersuperf́ıcies de curvatura média constante da

esfera. Para isso, precisaremos de algumas definições.

Dadas uma variedade Riemanniana orientada Mn e uma imersão isométrica f : Mn −→
N n+1 de Mn em uma variedade Riemanniana (n+1) - dimensional N n+1, definimos, para

cada p ∈M, a aplicação linear φ : TpM−→ TpM por

φ(x) = Hx− A(x) , x ∈ TpM, (3.1)

onde A é o operador de forma da imersão f.

Se {e1, e2, ..., en} é uma base ortonormal tal que Aei = λiei, para todo i = 1, 2, ..., n,

então

φ(ei) = Hei − Aei = Hei − λiei = (H − λi)ei, (3.2)

de onde obtemos

trφ =
∑

i

(H − λi) = nH − nH = 0. (3.3)
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Além disso, por (1.19)

|φ|2 =
∑

i

|φ(ei)
2| =

∑
i

(H − λi)
2

=
∑

i

(H2 − 2λiH + λ2
i )

= nH2 − 2H(nH) + |A|2

= −nH2 + |A|2

=
1

2n

{
2n|A|2 − 2n2H2

}

=
1

2n

{
n|A|2 + n|A|2 − 2n2H2

}

=
1

2n

∑
i,j

(λ2
i + λ2

j − 2λiλj)

=
1

2n

∑
i,j

(λi − λj)
2.

Segue facilmente da expressão acima que |φ|2(p) = 0, para um certo p ∈M, se, e somente

se, a imersão é totalmente umb́ılica em p.

Um H(r)-toro em Sn+1(1) é obtido considerando as inclusões Sn−1(r) ⊂ Rn e S1(
√

1− r2) ⊂
R2, 0 < r < 1, onde os valores entre parênteses denotam o raio da esfera correspondente, e

fazendo a imersão produto Sn−1(r)× S1(
√

1− r2) ↪→ Rn × R2.

É fácil ver que o H(r)-toro está contido em Sn+1(1).

Proposição 3.2 As curvaturas principais do H(r)-toro são dadas, em uma certa orientação,

por

k1 = k2 = ... = kn−1 =

√
1− r2

r
, kn = − r√

1− r2
,

ou os seus simétricos na orientação oposta.

Demonstração: Dado (x, y) ∈ Sn−1(r)× S1(
√

1− r2), vemos facilmente que (x, 0) e (0, y)

são vetores linearmente independentes de Rn+2 e ortogonais ao H(r)-toro no ponto (x, y).

Como o H(r)-toro tem dimensão n, conclui-se que (x, 0) e (0, y) geram o espaço normal ao

H(r)-toro no ponto (x, y). Se ω0 é um vetor unitário normal ao H(r)-toro em (x, y) e tangente

à Sn+1(1), existem então a, b ∈ R tais que

ω0 = a(x, 0) + b(0, y) = (ax, by).
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Como ω0 é tangente à Sn+1(1), temos

0 = 〈(ax, by), (x, y)〉 = a|x|2 + b|y|2 = ar2 + b(1− r2).

Agora, como |ω0|2 = 1, temos

1 = |ω0|2 = a2|x|2 + b2|y|2 = a2r2 + b2(1− r2).

Resolvendo o sistema {
ar2 + b(1− r2) = 0,
a2r2 + b2(1− r2) = 1,

obtemos

a = ±
√

1− r2

r
e b = ∓ r√

1− r2
.

Portanto,

ω0 =
(√1− r2

r
x , − r√

1− r2
y
)

ou ω0 =
(
−
√

1− r2

r
x ,

r√
1− r2

y
)
.

Calcularemos as curvaturas principais do H(r)- toro segundo uma orientação ω na qual

ω(x, y) =
(
−
√

1− r2

r
x ,

r√
1− r2

y
)
.

Seja v ∈ TxSn−1(r). Então, existe uma curva diferenciável γ : (−ε, ε) −→ Sn−1(r) tal

que γ(0) = x e γ′(0) = v.

Considerando ∇ como sendo a derivada em Rn+2 e observando que (γ(0), y) = (x, y) e

(γ′(0), 0) = (v, 0), obtemos por (1.25)

A(x,y)(v, 0) = −
(
∇(v,0)ω

)T

= −
( d

dt
ω(γ(t), y

)∣∣∣
t=0

)T

,

onde o supeŕındice T denota a componente tangente em Sn+1(1).

Dáı,

A(x,y)(v, 0) =
( d

dt

(√1− r2

r
γ(t),− r√

1− r2
y
)∣∣∣

t=0

)T

=
(√1− r2

r
v, 0

)T

=
(√1− r2

r
v, 0

)
=

√
1− r2

r
(v, 0).

Agora, seja z ∈ TyS1(
√

1− r2). Então, existe uma curva diferenciável β : (−ε, ε) −→
S1(

√
1− r2) tal que β(0) = y e β′(0) = z. Como (x, β(0)) = (x, y) e (0, β′(0)) = (0, z), e
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temos (1.25), segue que

A(x,y)(0, z) = −
(
∇(0,z)ω

)T

= −
( d

dt
ω(x, β(t))

)∣∣∣
t=0

)T

=
( d

dt

(√1− r2

r
x,− r√

1− r2
β(t)

)∣∣∣
t=0

)T

=
(
0,− r√

1− r2
z
)T

=
(
0,− r√

1− r2
z
)

=
−r√
1− r2

(0, z).

Portanto, as curvaturas principais do H(r)-toro, na orientação escolhida, são dadas por

k1 = k2 = ... = kn−1 =

√
1− r2

r
, kn = − r√

1− r2
.

Segue imediatamente que, na orientação oposta, as curvaturas principais são dadas por

k1 = k2 = ... = kn−1 = −
√

1− r2

r
, kn =

r√
1− r2

.

Fixemos algumas notações. Para cada número real H ≥ 0, denote por PH o polinômio

dado por

PH(x) = x2 +
n(n− 2)√
n(n− 1)

Hx− n(H2 + 1), (3.4)

e por BH , o quadrado da raiz positiva de PH(x) = 0. Note que B0 = n. Podemos, agora,

enunciar o teorema de Alencar - do Carmo.

Teorema 3.3 Sejam Mn uma variedade Riemanniana compacta e orientada e f : Mn −→
Sn+1

1 uma imersão isométrica com curvatura média constante H ≥ 0. Assuma que |φ|2 ≤ BH

para todo p ∈M. Então:

(i) |φ|2 ≡ 0 (e M é totalmente umb́ılica) ou |φ|2 ≡ BH .

(ii) |φ|2 ≡ BH se, e somente se,

(a) H = 0 e Mn é um toro de Clifford em Sn+1(1).

(b) H 6= 0, n ≥ 3, e Mn é um H(r)− toro com r2 < n−1
n

.

(c) H 6= 0, n = 2, e Mn é um H(r)− toro com r2 6= n−1
n

.

Primeiramente, apresentaremos um lema necessário para a demonstração do teorema

acima.
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Lema 3.4 Sejam µ1 ≤ µ2 ≤ ... ≤ µn números reais tais que
∑

i µi = 0 e
∑

i µ
2
i = β2, onde

β ≥ 0. Então

− n− 2√
n(n− 1)

β3 ≤
∑

i

µ3
i ≤

n− 2√
n(n− 1)

β3. (3.5)

Vale a igualdade no lado direito de (3.5) se, e somente se,

µ1 = µ2 = ... = µn−1 = − β√
n(n− 1)

e µn =

√
n− 1

n
β. (3.6)

Vale a igualdade no lado esquerdo de (3.5) se, e somente se,

µ1 = −
√

n− 1

n
β e µ2 = µ3 = ... = µn =

β√
n(n− 1)

(3.7)

Observação 3.5 Se µ1 = µ2 = ... = µn−1 ≤ 0, segue das igualdades
∑

i µi = 0 e
∑

i µ
2
i = β2

que vale (3.6). Da mesma forma, se µ2 = µ3 = ... = µn ≥ 0, obtemos facilmente (3.7).

Assim, a parte da rigidez do lema acima poderia ser enunciada da seguinte forma: vale a

igualdade no lado direito, respectivamente esquerdo, de (3.5) se, e somente se, µ1 = µ2 =

... = µn−1 ≤ 0, respectivamente µ2 = µ3 = ... = µn ≥ 0.

Demonstração do Lema 3.4: Faremos a prova no caso β > 0, pois no caso β = 0, a

conclusão do lema é imediata.

Seja g : Rn −→ R dada por g(x1, x2, ..., xn) =
∑

i x
3
i . Usaremos o método dos multipli-

cadores de Lagrange para encontrar os pontos cŕıticos de g
∣∣∣
S1∩S2

, onde

S1 =
{

(x1, x2, ..., xn) :
∑

i

xi = 0
}

e S2 =
{

(x1, x2, ..., xn) :
∑

i

x2
i = β2

}
.

Para todo x = (x1, x2, ..., xn) ∈ Rn, temos

grad g(x) =
( ∂g

∂x1

(x),
∂g

∂x2

(x), ...,
∂g

∂xn

(x)
)

= (3x2
1, 3x

2
2, ..., 3x

2
n).

Sejam N1 : S1 −→ Rn e N2 : S2 −→ Rn dados por

N1(x) = (1, 1, ..., 1)), x ∈ S1,

N2(x) = (x1, x2, ..., xn), x ∈ S2.

É fácil ver que N1 e N2 são campos normais a S1 e S2, respectivamente.

Para que x ∈ S1∩S2 seja ponto cŕıtico de g
∣∣∣
S1∩S2

é necessário e suficiente que grad g(x) ∈
T⊥

x (S1 ∩ S2), ou seja, que grad g(x) seja uma combinação linear de N1(x) e N2(x).
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Assim, em um ponto cŕıtico x de g
∣∣∣
S1∩S2

, existem números reais c(x) e d(x) tais que

grad g(x) = c(x)(1, 1, ..., 1) + d(x)(x1, x2, ..., xn).

Da equação acima, segue que

x2
i =

c(x)

3
+

d(x)

3
xi , i = 1, 2, ..., n. (3.8)

Somando em i a equação anterior, obtemos

c(x) =
3β2

n
.

Multiplicando (3.8) por xi e somando em i, obtemos

d(x) =
3g(x)

β2
.

Logo, para todo ponto cŕıtico x = (x1, x2, ..., xn) de g
∣∣∣
S1∩S2

, vale a equação

x2
i −

g(x)

β2
xi − β2

n
= 0, i = 1, 2, ..., n.

Como a equação acima tem uma raiz negativa e uma raiz positiva, conclui-se que, dado

um ponto cŕıtico x = (x1, x2, ..., xn) de g
∣∣∣
S1∩S2

, existem a > 0 e b > 0 tais que xi = a

para algumas coordenadas e xi = −b para as restantes. Denotando por p o número de

coordenadas positivas, temos então

(i) β2 =
∑

i x
2
i = pa2 + (n− p)b2

(ii) 0 =
∑

i xi = pa− (n− p)b

(iii) g(x) =
∑

i x
3
i = pa3 − (n− p)b3.

De (ii) obtemos

b =
pa

n− p
.

Substituindo em (i) conclui-se que

a2 =
n− p

np
β2.

Dáı,

b2 =
p

(n− p)n
β2 e g(x) =

(n− p

n
a− p

n
b
)
β2.
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Como a aplicação p 7−→ n−p
n

a− p
n

b é decrescente em p e 1 ≤ p ≤ n− 1, conclui-se que

g(x) ≤
(n− 1

n
a− 1

n
b
)
β2

=
(n− 1

n

√
n− 1√

n
β − 1

n

1√
n(n− 1)

β
)
β2

=
n− 2√
n(n− 1)

β3

e que

g(x) ≥
( 1

n
a− n− 1

n
b
)
β2

=
( 1

n

1√
n(n− 1)

β − n− 1

n

√
n− 1√

n
β
)
β2

= − n− 2√
n(n− 1)

β3 ,

para todo x ∈ S1 ∩ S2. Em particular,

− n− 2√
n(n− 1)

β3 ≤
∑

i

µ3
i ≤ n− 2√

n(n− 1)
β3. (3.9)

Se a igualdade do lado direito de (3.9) ocorre, então (µ1, µ2, ..., µn) é ponto de máximo

de g. Segue do que foi feito acima que

µ1 = µ2 = ... = µn−1 = −b = − β√
n(n− 1)

e µn = a =

√
n− 1

n
β.

Se a igualdade ocorre do lado esquerdo de (3.9), então (µ1, µ2, ..., µn) é ponto de mı́nimo

de g. Segue do que foi feito acima que

µ1 = −b = −
√

n− 1

n
β e µ2 = µ3 = ... = µn = a =

β√
n(n− 1)

.

É imediato verificar que se ocorre (3.6), vale a igualdade no lado direito de (3.5). Da

mesma forma, se ocorre (3.7), vale a igualdade no lado esquerdo de (3.5).

Para a prova do Teorema 3.3, utilizaremos a seguinte proposição, que fornece uma fórmula

para ∆|φ|2, onde φ é o tensor dado por (3.1).
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Proposição 3.6 Seja Mn uma variedade Riemanniana e seja f : M −→ N n+1
c uma

imersão isométrica de Mn em um espaço de curvatura constante c. Seja φ o tensor dado

por (3.1). Então

1

2
∆|φ|2 = |∇φ|2 − n

∑
i,j

φijhessH(ei, ej)− nH
∑

i

µ3
i − |φ|4

+|φ|2(nc + nH2),

onde φij = 〈φ ei, ej〉.

Demonstração: Sabemos, pela Proposição 2.6 e por (2.21), que

1

2
∆|A|2 = |∇A|2 + n

∑
i,j

hijhessH(ei, ej)− n2cH2 + nc|A|2 + nHtrA3 − |A|4. (3.10)

Nossa estratégia será transformar cada termo da fórmula acima que envolve A em um

termo que envolva φ. Para isso, fixe um ponto p ∈ M e considere uma base ortonormal

{e1, e2, ..., en} em uma vizinhança de p tal que {e1(p), e2(p), ..., en(p)} diagonalize A(p) e

∇ej
ei(p) = 0, para i, j = 1, 2, ..., n. Denotando por λ1, λ2, ..., λn os autovalores de A(p),

segue de (3.1) que

φ(ei) = Hei − A(ei) = (H − λi)ei.

Em primeiro lugar,

|φ|2 =
∑

i

(H − λi)
2 =

∑
i

(H2 − 2λiH + λ2
i )

= nH2 − 2nH2 + |A|2 = |A|2 − nH2. (3.11)

Segue de (1.2) e da equação acima que

grad|φ|2 = grad|A|2 − 2nHgradH.

Logo, por (1.3),

hess|φ|2(X,Y ) =
〈
∇Xgrad|φ|2, Y

〉

=
〈
∇Xgrad|A|2 − 2nX(H)gradH − 2nH∇XgradH, Y

〉

= hess|A|2(X,Y )− 2nX(H)Y (H)− 2nHhessH(X, Y ),
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de onde obtemos

∆|φ|2 =
∑

i

hess|φ|2(ei, ei)

=
∑

i

(
hess|A|2(ei, ei)− 2n〈gradH, ei〉2 − 2nHhessH(ei, ei)

)

= ∆|A|2 − 2n|gradH|2 − 2nH∆H. (3.12)

Agora trabalharemos o termo |∇A|2. Como

∇φ(ei, ek) =
(
∇ek

φ
)
(ei) = ∇ek

φ(ei)

= ∇ek
(Hei − Aei) = ek(H)ei −

(
∇ek

A
)
(ei)

= ek(H)ei −∇A(ei, ek),

temos, por (1.19), que

|∇φ|2 =
∑

i,k

|∇φ(ei, ek)|2

=
∑

i,k

(
ek(H)2 + |∇A(ei, ek)|2 − 2ek(H)〈∇A(ei, ek), ei〉

)

= n|gradH|2 + |∇A|2 − 2
∑

i

〈∇A(ei, gradH), ei〉

= n|gradH|2 + |∇A|2 − 2
∑

i

〈(
∇gradH

A
)
(ei), ei

〉

= n|gradH|2 + |∇A|2 − 2
∑

i

〈
∇gradH

Aei, ei

〉

= n|gradH|2 + |∇A|2 − 2
∑

i

gradH
(
〈Aei, ei〉

)

= n|gradH|2 + |∇A|2 − 2gradH
( ∑

i

〈Aei, ei〉
)

= n|gradH|2 + |∇A|2 − 2gradH(nH)

= n|gradH|2 + |∇A|2 − 2n|gradH|2

= |∇A|2 − n|gradH|2. (3.13)
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Agora, como os autovalores de φ são µi = H − λi , i = 1, 2, ..., n, temos

trA3 =
∑

i

λ3
i =

∑
i

(H − µi)
3

=
∑

i

(H3 − 3H2µi + 3Hµ2
i − µ3

i )

= nH3 − 3H2tr(φ) + 3H|φ|2 −
∑

i

µ3
i

= nH3 + 3H|φ|2 −
∑

i

µ3
i , (3.14)

onde a última igualdade decorre de (3.3).

Finalmente,

∑
i,j

hijhessH(ei, ej) =
∑

i

λihessH(ei, ei)

=
∑

i

(H − µi)hessH(ei, ei)

= H∆H −
∑

i

µihessH(ei, ei)

= H∆H −
∑
i,j

φijhessH(ei, ej) , (3.15)

onde φij = 〈φ ei, ej〉.
Usando (3.10), (3.11), (3.12), (3.13), (3.14) e (3.15) obtemos

1

2
∆|φ|2 =

1

2
∆|A|2 − n|gradH|2 − nH∆H

= |∇φ|2 + n|gradH|2 + nH∆H − n
∑
i,j

φijhessH(ei, ej)

−n2cH2 + nc(|φ|2 + nH2) + nH(nH3 + 3H|φ|2 −
∑

i

µ3
i )

−(|φ|2 + nH2)2 − n|gradH|2 − nH∆H.

Após algumas simplificações, obtemos

1

2
∆|φ|2 = |∇φ|2 − n

∑
i,j

φijhessH(ei, ej)− nH
∑

i

µ3
i − |φ|4

+|φ|2(nc + nH2).
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Na prova do Teorema 3.3 utilizaremos também o seguinte lema:

Lema 3.7 Considere um H(r)-toro, orientado de forma que H ≥ 0. Então





|φ|2 = BH , se r2 ≤ n−1
n

ou H = 0 ou n = 2.

|φ|2 > BH , se r2 > n−1
n

, H > 0 e n ≥ 3.

Demonstração: Da Proposição 3.2, temos

H =





n−1−nr2

nr
√

1−r2 , se r2 ≤ n−1
n

.

−n−1−nr2

nr
√

1−r2 , se r2 > n−1
n

.

(3.16)

Usando também a Proposição 3.2, temos

|φ|2 =
n− 1

nr2(1− r2)
. (3.17)

De (3.16) e (3.17), obtemos

(n− 1− nr2)2 = H2n2r2(1− r2) = n(n− 1)
H2

|φ|2 .

Se r2 ≤ n−1
n

, temos

n− 1− nr2 =
√

n(n− 1)
H

|φ| ,

de onde segue que

r2 =
n− 1

n
−

√
n− 1

n

H

|φ| ,

1− r2 = 1− n− 1

n
+

√
n− 1

n

H

|φ| .

Das duas igualdades acima obtemos, após algumas simplificações, que

nr2(1− r2) =
n− 1

n
+ (n− 2)

√
n− 1

n

H

|φ| − (n− 1)
H2

|φ|2 (3.18)

Usando (3.17) e (3.18), obtemos

n− 1 = |φ|2nr2(1− r2)

=
n− 1

n
|φ|2 + (n− 2)

√
n− 1

n
H|φ| − (n− 1)H2,

42



de onde se conclui que

n = |φ|2 +
n(n− 2)√
n(n− 1)

H|φ| − nH2.

Logo,

PH(|φ|) = |φ|2 +
n(n− 2)√
n(n− 1)

H|φ| − n(H2 + 1) = 0,

o que prova que |φ|2 = BH .

Se r2 > n−1
n

, um cálculo inteiramente análogo, prova que

|φ|2 − n(n− 2)√
n(n− 1)

H|φ| − n(H2 + 1) = 0,

de onde se conclui que

PH(|φ|) = |φ|2 +
n(n− 2)√
n(n− 1)

H|φ| − n(H2 + 1)

= 2
n(n− 2)√
n(n− 1)

H|φ|.

Logo, PH(|φ|) = 0 para n = 2 ou H = 0, e PH(|φ|) > 0 para H > 0 e n ≥ 3. Portanto,

|φ|2 = BH para n = 2 ou H = 0, e |φ|2 > BH para H > 0 e n ≥ 3.

Estamos, agora, em condições de demonstrar o Teorema 3.3.

Demonstração do Teorema 3.3: Como H é constante e c=1, obtemos da Proposição

3.6 que
1

2
∆|φ|2 = |∇φ|2 − |φ|4 + n|φ|2 + nH2|φ|2 − nH

∑
i

µ3
i (3.19)

Como
∑

i µi = 0,
∑

i µ
2
i = |φ|2 e H ≥ 0, tem-se pelo Lema 3.4 que

−nH
∑

i

µ3
i ≥ − n(n− 2)√

n(n− 1)
H|φ|3. (3.20)

De (3.19) e (3.20) conclui-se que

1

2
∆|φ|2 ≥ |∇φ|2 + |φ|2

(
− |φ|2 − n(n− 2)√

n(n− 1)
H|φ|+ n(H2 + 1)

)

= |∇φ|2 − |φ|2PH(|φ|) (3.21)

onde PH é o polinômio dado por (3.4).
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Como Mn é compacta (sem bordo), temos pelo Corolário 1.4 que

∫

M
∆|φ|2 = 0. (3.22)

Mas PH(|φ|) ≤ 0 pela nossa hipótese que |φ| é menor ou igual à raiz positiva de PH(x) = 0.

Usando (3.21) e (3.22), obtemos então

0 =

∫

M

1

2
∆|φ|2 ≥

∫

M
|∇φ|2 +

∫

M
−|φ|2PH(|φ|) ≥ 0 ,

de onde se conclui que ∫

M
|∇φ|2 +

∫

M

−|φ|2PH(|φ|) = 0. (3.23)

Como |∇φ|2 e −|φ|2PH(|φ|) são funções não-negativas em M, concluimos que

|∇φ|2 ≡ 0 e |φ|2PH(|φ|) ≡ 0. (3.24)

Segue da hipótese |φ|2 ≤ BH e da continuidade de |φ| que |φ|2 ≡ 0 ou |φ|2 ≡ BH ,

concluindo a prova de (i).

Para a prova de (ii), observe inicialmente que se |φ|2 ≡ BH , então ∆|φ|2 ≡ 0. Segue de

(3.24) que há igualdade em (3.21) e, conseqüentemente, em (3.20). Assim,

nH
∑

i

µ3
i =

n(n− 2)√
n(n− 1)

H|φ|3. (3.25)

Se H = 0, temos de (3.11) que |A|2 = |φ|2 e, então,

|A|2 = |φ|2 = B0 = n.

Segue do Teorema 3.1 (ii) que Mn é um toro de Clifford em Sn+1(1), provando (ii)(a).

Se H 6= 0, tem-se por (3.25) que

∑
i

µ3
i =

n− 2√
n(n− 1)

|φ|3.

Ordenando os autovalores de φ de forma crescente, obtemos do Lema 3.4 que

µ1 = µ2 = ... = µn−1 = − |φ|√
n(n− 1)

, µn =

√
n− 1

n
|φ|. (3.26)

Como µi = H−λi e H e |φ| são constantes, segue que ki é constante para todo i e (n−1)

dos k′is são iguais.
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Nessa situação, se n ≥ 3, um teorema de do Carmo - Dajczer [3] implica que Mn é (está

contida em) uma hipersuperf́ıcie de rotação de Sn+1(1), obtida por rotação de uma curva de

curvatura constante. Segue que Mn é um H(r)-toro. Do Lema 3.7, conclui-se que Mn é um

H(r) - toro com r2 ≤ n−1
n

. Como H > 0, tem-se de fato, por (3.16), que r2 < n−1
n

, provando

(ii)(b).

Se n = 2, temos, pelo fato já demonstrado que as curvaturas principais de M são cons-

tantes, que M2 ⊂ S3(1) é ou totalmente umb́ılica ou um H(r)-toro. Mas M2 não pode ser

umb́ılica, pois |φ|2 ≡ BH > 0. Logo, M2 é um H(r)-toro. Pelo Lema 3.7, M2 é um H(r)-toro

com r2 6= n−1
n

.
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Caṕıtulo 4

Teoremas de Peng - Terng

Seja Mn uma variedade Riemanniana compacta e seja f : Mn −→ Sn+1(1) uma imersão

isométrica mı́nima de Mn na esfera unitária Sn+1(1) tal que o comprimento |A| da segunda

forma fundamental seja constante. Simons [10] provou que se 0 ≤ |A|2 ≤ n, então |A|2 = 0

ou |A|2 = n. Em [5], Chern - do Carmo - Kobayashi levantou a seguinte questão: considere o

conjunto das hipersuperf́ıcies mı́nimas de Sn+1(1) com |A| constante. O conjunto dos valores

assumidos por |A|2 é discreto? Neste caṕıtulo, apresentamos dois resultados (Teoremas 4.4

e 4.5), devidos a Peng - Terng [9], que dão uma resposta parcial para essa questão.

Na prova do Teorema 4.4 utilizaremos os seguintes lemas:

Lema 4.1 Nas condições acima, vale

∑

i,j,k,l

h2
ijkl ≥ 3

∑

i6=j

(
hijij − tij

2

)2

+
∑

i

h2
iiii +

3

2|A|2
n∑

k=1

(
|A|2 + λktrA

3 − |A|2λ2
k

)2

,

onde

tij = hijij − hjiji.

Lema 4.2 Suponha det(hij) 6= 0 ao longo de M. Seja

F = log
(
± det(hij)

)
,

onde o sinal é + se det (hij) > 0 ou − se det (hij) < 0. Então

∆F = −
∑

i,j,l

1

λiλj

h2
ijl + n(n− |A|2).

Lema 4.3 Se |A|2 > n, existem um ponto p e uma curvatura principal λk tais que

λktrA
3 − |A|2λ2

k ≥ − 2

3n
|A|4.
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Demonstração do Lema 4.1: Como os conjuntos {hijkl : i 6= j, k = i, l = j}, {hijkl :

i 6= k, j = k, l = i} e {hijkl : i 6= l, j = i, l = k} são disjuntos, e ∇2h é simétrico nas três

primeiras entradas, temos
∑

i,j,k,l

h2
ijkl ≥ 3

∑

i 6=j

h2
ijij +

∑
i

h2
iiii. (4.1)

Por outro lado, pelo Lema 2.3 (a) temos

tij = hijij − hjiji = hjiij − hjiji

=
∑
m

hmiRijjm +
∑
m

hjmRijim

Escolhendo uma base ortonormal tal que Aei = λiei, segue da equação de Gauss que

tij = Rijjiλi + Rijijλj = (λi − λj)Rijji

= (λi − λj)(Rijji + hiihjj − hjihij)

= (λi − λj)(1 + λiλj), (4.2)

para todos i 6= j, de onde obtemos
∑

i 6=j

t2ij =
∑

i6=j

(λi − λj)
2(1 + λiλj)

2

=
∑
i,j

(λi − λj)
2(1 + λiλj)

2

=
∑
i,j

(λ2
i + λ2

j − 2λiλj)(1 + λ2
i λ

2
j + 2λiλj)

= 2n|A|2 − 4|A|4 + 2|A|2(
∑

i

λ4
i )− 2(

∑
i

λ3
i )

2

=
2

|A|2
[
n|A|4 − 2|A|6 + |A|4(

∑
i

λ4
i )− |A|2(

∑
i

λ3
i )

2
]

=
2

|A|2
[
n|A|4 + |A|4

∑

k

λ4
k +

∑

k

λ2
k(

∑
i

λ3
i )

2 − 2
∑

k

λ2
k(

∑
i

λ3
i )

2 − 2|A|4(
∑

k

λ2
k)

]

=
2

|A|2
( ∑

k

|A|4 +
∑

k

|A|4λ4
k +

∑

k

(λk

∑
i

λ3
i )

2 − 2
∑

k

λ2
k(

∑
i

λ3
i )

2 − 2|A|4
∑

k

λ2
k

)

=
2

|A|2
∑

k

(
|A|2λ2

k − λk(
∑

i

λ3
i )− |A|2

)2

=
2

|A|2
∑

k

(
|A|2λ2

k − λk tr A3 − |A|2
)2

. (4.3)
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Por sua vez

∑

i6=j

h2
ijij =

∑
i<j

h2
ijij +

∑
i>j

h2
ijij

=
∑
i<j

h2
ijij +

∑
i<j

h2
jiji

=
∑
i<j

(
h2

ijij + (hijij − tij)
2
)

=
∑
i<j

(h2
ijij + h2

ijij − 2hijijtij + t2ij)

=
∑
i<j

(2h2
ijij − 2h2

ijij + 2hijijhjiji + t2ij)

=
1

2

∑

i6=j

(2hijijhjiji + t2ij)

=
∑

i6=j

(
hijijhjiji +

t2ij
2

)

=
∑

i6=j

(
h2

ijij − hijijtij +
t2ij
4

+
t2ij
4

)

=
∑

i6=j

(
hijij − tij

2

)2

+
1

4

∑

i6=j

t2ij. (4.4)

De (4.1), (4.3) e (4.4), obtemos

∑

i,j,k,l

h2
ijkl ≥ 3

∑

i 6=j

(
hijij − tij

2

)2

+
3

4

∑

i6=j

t2ij +
∑

i

h2
iiii

≥ 3
∑

i 6=j

(
hijij − tij

2

)2

+
∑

i

h2
iiii +

3

2|A|2
n∑

k=1

(|A|2 + ( tr A3)λk − |A|2λ2
k)

2(4.5)

Demonstração do Lema 4.2: Fixe um ponto p ∈ M e seja {e1, e2, ..., en} uma base

ortonormal em uma vizinhança de p tal que ∇ej
ei(p) = 0, ∀i, j = 1, 2, ..., n. Dado k ∈

{1, 2, ..., n}, seja γ : (−ε, ε) −→M uma curva diferenciável tal que γ(0) = p e γ′(0) = ek(p).

Seja (hij) a inversa da matriz (hij) e denote hij(γ(t)) simplesmente por hij(t). Escreva
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hij = (v1, v2, ..., vn) e hij =




w1

w2

.

.

.
wn




, onde v1, v2, ..., vn são as colunas de (hij) e w1, w2, ..., wn

são as linhas de (hij). Então, como det é uma função n-linear de (v1, v2, ..., vn),

ek(F )(p) =
d

dt

(
F ◦ γ(t)

)∣∣∣
t=0

=
1

det(hij(t))

[
det(v′1, v2, ..., vn) + ... + det(v1, v2, ..., v

′
n)

]

= det(hij(t))
n∑

i=1

det(v1, ..., vi−1, v
′
i, vi+1, ..., vn)

=
n∑

i=1

det







w1

w2

.

.

.
wn




(
v1, ..., vi−1, v

′
i, vi+1, ..., vn

)




. (4.6)

Como




w1

w2

.

.

.
wn




(
v1, v2, ..., vn

)
é a matriz identidade, temos




w1

w2

.

.

.
wn




(
v1, ..., vi−1, v′i, vi+1, ..., vn

)
=




1 0 ... 0 〈w1, v
′
i〉 0 ... 0

0 1 ... 0 〈w2, v
′
i〉 0 ... 0

. . . . . .

. . . . . .

. . . . . .
0 0 ... 1 〈wi−1, v

′
i〉 0 ... 0

0 0 ... 0 〈wi, v
′
i〉 0 ... 0

0 0 ... 0 〈wi+1, v
′
i〉 1 ... 0

. . . . . .

. . . . . .

. . . . . .
0 0 ... 0 〈wn, v′i〉 0 ... 1




.

Observe que a matriz obtida eliminando-se a i-ésima linha e a i-ésima coluna da matriz

49



anterior é a matriz identidade de ordem (n− 1)× (n− 1). Segue que

det




w1

w2

.

.

.
wn




(
v1, ..., vi−1, v

′
i, vi+1, ..., vn

)
= 〈wi, v

′
i〉,

para cada i = 1, 2, ..., n. Segue de (4.6) que

ek(F )(p) =
n∑

i=1

〈wi, v
′
i〉 =

n∑
i=1

n∑
j=1

hijh
′
ji

=
∑
i,j

hijek(hji) =
∑
i,j

hijhjik. (4.7)

É fácil ver que

hij = 〈A−1ei, ej〉, (4.8)

ou seja, que hij são as coordenadas de um tensor.

Segue de (4.7) que

gradF =
∑

k

ek(F )ek =
∑

i,j,k

hijhijkek.

Logo, em p

hessF (el, el) = 〈∇el
gradF, el〉

=
∑

i,j,k

〈
∇el

(
hijhijkek

)
, el

〉

=
∑

i,j,k

〈
hijlhijkek + hijhijklek, el

〉

=
∑
i,j

hijlhijl +
∑
i,j

hijhijll.

Segue que

∆F =
∑

l

hessF (el, el) =
∑

i,j,l

hijlhijl +
∑

i,j,l

hijhijll. (4.9)

Como A ◦ A−1 = I e ∇ek
I = 0, para todo k = 1, 2, ..., n, temos, pela observação 1.9,

0 = ∇ek
(AA−1) = (∇ek

A) ◦ A−1 + A ◦ (∇ek
A−1)

e dáı

∇ek
A−1 = −A−1 ◦ (∇ek

A) ◦ A−1.
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Usando (4.8) e a igualdade acima, temos então

hijl = el(hij) = el〈A−1ei, ej〉

=
〈(
∇el

A−1
)
(ei), ej

〉

= −〈A−1 ◦ (∇el
A) ◦ A−1(ei), ej〉

= −〈(∇el
A) ◦ A−1(ei), A

−1ej〉

= −
∑

k,m

hikhjm〈(∇el
A)(ek), em〉

= −
∑

k,m

hikhjmel〈Aek, em〉

= −
∑

k,m

hikhjmhkml.

Substituindo em (4.9), conclui-se que

∆F = −
∑

i,j,k,l,m

hikhjmhkmlhijl +
∑
i,j

hij

∑

l

hijll. (4.10)

Calcularemos, agora,
∑

l hijll. Pelo Lema 2.3 (a), temos

∑

l

hijll =
∑

l

hlijl =
∑

l

hlilj +
∑

l,m

Rjllmhmi +
∑

l,m

Rjlimhlm. (4.11)

Calcularemos cada termo que aparece no lado direito de (4.11). O primeiro termo anula-

se por (2.38). Para o cálculo do segundo sabemos, por (2.28), com c = 1, que

Rjllm = Rjllm + hjmhll − hjlhlm

= δjmδll − δjlδlm + hjmhll − hjlhlm.

Em uma base que diagonaliza a segunda forma, obtemos

∑

l,m

Rjllmhmi =
∑

l,m

(δjmδll − δjlδlm + hjmhll − hjlhlm)hmi

= nhij − hij − hijλ
2
j . (4.12)

Para o cálculo do terceiro, sabemos que

Rjlim = Rjlim + hjmhli − hjihlm

= δjmδli − δjiδlm + hjmhli − hjihlm.

51



Em uma base que diagonaliza a segunda forma, obtemos

∑

l,m

Rjlimhlm =
∑

l,m

(δjmδli − δjiδlm + hjmhli − hjihlm)hlm

= hij + hijλ
2
j − |A|2hij. (4.13)

Substituindo (4.12) e (4.13) em (4.11), segue que

∑

l

hijll = nhij − |A|2hij = (n− |A|2)hij. (4.14)

Substituindo a igualdade acima em (4.10), obtemos finalmente

∆F = −
∑

i,j,l

1

λiλj

h2
ijl + (n− |A|2)

∑
i,j

hijhji

= −
∑

i,j,l

1

λiλj

h2
ijl + n(n− |A|2).

Demonstração do Lema 4.3: Supondo que o resultado não seja verdadeiro, para todo

ponto p ∈M e para toda curvatura principal λk, temos

|A|2λ2
k − ( tr A3)λk − 2

3n
|A|4 > 0. (4.15)

Em particular, λk 6= 0 para todo k e, conseqüentemente, det(hij) 6= 0 ao longo de M.

Seja

F = log
[
± det(hij)

]
,

onde o sinal é + se det(hij) > 0 ou − se det(hij) < 0. Segue do Lema 4.2 e do Corolário 2.7

(lembre-se que |A|2 é constante) que

∆F = −
∑

A,B,C

1

λAλB

h2
ABC −

n

|A|2
∑

A,B,C

h2
ABC . (4.16)

Usaremos (4.15) para provar que ∆F < 0 ao longo de M, contradizendo o Corolário

1.4 (pois M é compacta sem bordo), encerrando, assim, a prova do lema. Para provar que

∆F < 0 em todo ponto, usaremos ı́ndices romanos e ı́ndices gregos para denotar as curva-

turas principais negativas e positivas, respectivamente. Nossa estratégia será mostrar que,

para cada conjunto de ı́ndices {A, B, C}, o coeficiente rABC de h2
ABC em (4.16) é negativo.

Para isso, observe que, por (4.15),−λiλα > 2|A|2
3n

e, então,

− 2

λiλα

<
3n

|A|2 , para todos i, α. (4.17)
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Temos

riii = − 1

λ2
i

− n

|A|2

rααα = − 1

λ2
α

− n

|A|2

riαi = − 1

λ2
i

− 2

λiλα

− 3n

|A|2

rijα = − 2

λiλj

− 2

λiλα

− 2

λjλα

− 6n

|A|2

riαα = − 1

λ2
α

− 2

λiλα

− 3n

|A|2

riαβ = − 2

λαλβ

− 2

λiλα

− 2

λiλβ

− 6n

|A|2 .

Usando (4.17) é imediato verificar que rABC < 0, para todo conjunto de ı́ndices {A,B,C}.

Podemos agora, apresentar o seguinte teorema devido a Peng - Terng [9].

Teorema 4.4 Seja Mn uma variedade Riemanniana compacta minimamente imersa em

Sn+1(1) com o quadrado do comprimento da segunda forma fundamental, |A|2, constante.

Se |A|2 > n, então existe um número positivo C(n) tal que |A|2 ≥ n + C(n).

Demonstração: Pelo Corolário 2.10 temos

∑

i,j,k,l

h2
ijkl = 3(D − 2B) + (|A|2 − 2n− 3)|A|2(|A|2 − n). (4.18)

Como

D =
∑

i,j,k

h2
ijkλ

2
i ≤ |A|2|∇A|2

e

−B =
∑

i,j,k

h2
ijk(−λiλj) ≤ |A|2|∇A|2,

obtemos

3(D − 2B) ≤ 9|A|2|∇A|2.
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Mas |∇A|2 = |A|2(|A|2 − n), pelo Corolário 2.7. Logo,

3(D − 2B) ≤ 9|A|4(|A|2 − n). (4.19)

De (4.18) e da desigualdade acima, conclui-se que

∑

i,j,k,l

h2
ijkl ≤ 9|A|4(|A|2 − n) + (|A|2 − 2n− 3)|A|2(|A|2 − n)

= |A|2(|A|2 − n)(10|A|2 − 2n− 3). (4.20)

Obteremos agora uma cota inferior para
∑

i,j,k,l h
2
ijkl.

Pelo Lema 4.3, existem um ponto p em M e uma curvatura principal λk tais que

( tr A3)λk − |A|2λ2
k ≥ − 2

3n
|A|4.

Segue que,

|A|2 + ( tr A3)λk − |A|2λ2
k ≥ |A|2 − 2

3n
|A|4 = |A|2

(
1− 2|A|2

3n

)
. (4.21)

Podemos supor que |A|2 ≤ 3n
2

(caso contrário, tomamos C(n) = n
2
). Segue de (4.21) que

(
|A|2 + ( tr A3)λk − |A|2λ2

k

)2

≥ |A|4
(
1− 2

3n
|A|2

)2

,

de onde obtemos

3

2|A|2
(
|A|2 + ( tr A3)λk − |A|2λ2

k

)2

≥ 3|A|2
2

(
1− 2|A|2

3n

)2

. (4.22)

Usando o Lema 4.1 e (4.22), temos

∑

i,j,k,l

h2
ijkl ≥ 3

∑

i6=j

(
hijij − tij

2

)2

+
∑

i

h2
iiii +

3

2|A|2
n∑

i=1

(|A|2 + ( tr A3)λi − |A|2λ2
i )

2

≥ 3

2|A|2 (|A|2 + ( tr A3)λk − |A|2λ2
k)

2

≥ 3

2
|A|2

(
1− 2|A|2

3n

)2

. (4.23)

De (4.20) e (4.23) segue que

3

2
|A|2

(
1− 2|A|2

3n

)2

≤
∑

i,j,k,l

h2
ijkl ≤ |A|2(|A|2 − n)(10|A|2 − 2n− 3). (4.24)
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Definindo

f(x) = x(x− n)(10x− 2n− 3)− 3x

2

(
1− 2x

3n

)2

,

temos de (4.24) que f(|A|2) ≥ 0. Como f(n) = −n
6

< 0 e f é cont́ınua, conclui-se que existe

C(n) > 0 tal que f(x) < 0 para todo x ∈ (n, n + C(n)). Como |A|2 > n por hipótese e

f(|A|2) ≥ 0, conclui-se que |A|2 ≥ n + C(n).

O seguinte teorema é também devido à Peng - Terng.

Teorema 4.5 Sejam M3 uma variedade Riemanniana compacta e f : M3 −→ S4(1) uma

imersão isométrica mı́nima de M3 em S4(1) com o comprimento, |A|, da segunda forma

fundamental constante. Se |A|2 > 3, então |A|2 ≥ 6.

Para a prova do Teorema 4.5 necessitaremos de alguns lemas.

Lema 4.6 Seja f : Mn −→ Sn+1(1) uma imersão isométrica mı́nima de uma variedade

Riemanniana Mn na (n + 1)-esfera unitária Sn+1(1). Então:

(i) ∆( tr A3) = 3
[
(n− |A|2) tr A3 + 2

∑
i,j,k h2

ijkλi

]
,

(ii) ∆( tr A4) = 4
[
(n− |A|2) tr A4 + 2

∑
i,j,k h2

ijkλ
2
i +

∑
i,j,k h2

ijkλiλj

]
.

Demonstração: ( i ) Fixe um ponto p ∈ M e escolha uma base ortonormal {e1, e2, ..., en}
em uma vizinhaça de p tal que ∇ej

ei(p) = 0, ∀i, j = 1, 2, ..., n.

Primeiramente,

tr A3 =
∑

i

〈A3ei, ei〉

=
∑

i

〈
A2(

∑
j

hijej), ei

〉

=
∑
i,j

hij

〈
A(

∑

k

hjkek), ei

〉

=
∑

i,j,k

hijhjk

〈 ∑

l

hklel, ei

〉

=
∑

i,j,k

hijhjkhki. (4.25)
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Da expressão anterior e de (1.1), obtemos

grad( tr A3) =
∑

l

el( tr A3)el

=
∑

i,j,k,l

hijlhjkhkiel +
∑

i,j,k,l

hijhjklhkiel +
∑

i,j,k,l

hijhjkhkilel

= 3
∑

i,j,k,l

hijlhjkhkiel, (4.26)

e, assim,

hess( tr A3)(em, em) = 〈∇emgrad( tr A3), em〉

= 3
∑

i,j,k,l

〈
∇em(hijlhjkhkiel), em

〉

= 3
∑

i,j,k,l

〈
(hijlmhjkhki + hijlhjkmhki + hijlhjkhkim)el, em

〉

= 3
∑

i,j,k

(hijmmhjkhki + hijmhjkmhki + hijmhjkhkim).

Em um ponto onde {e1, e2, ..., en} diagonaliza a segunda forma fundamental, temos

∆( tr A3) =
∑
m

hess ( tr A3)(em, em)

= 3
∑

i,j,k,m

(hijmmhjkhki + hijmhjkmhki + hijmhjkhkim)

= 3
∑

i,j,k,m

hijmmhjkhki + 6
∑

i,j,k,m

hijmhjkmhki

= 3
∑
i,j,m

hijmmhjiλi + 6
∑
i,j,m

h2
ijmλi

= 3
∑
i,m

hiimmλ2
i + 6

∑
i,j,m

h2
ijmλi.

Usando (4.14), segue que

∆( tr A3) = 3
∑

i

λ3
i (n− |A|2) + 6

∑
i,j,m

h2
ijmλi

= 3
[
(n− |A|2) tr A3 + 2

∑

i,j,k

h2
ijkλi

]
. (4.27)
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(ii) Agora, faremos cálculos análogos para determinar ∆( tr A4). De forma inteiramente

análoga a que obtivemos (4.25), prova-se que

tr A4 =
∑

i,j,k,l

hijhjkhklhli.

Da expressão acima, obtemos

grad( tr A4) =
∑
m

em( tr A4)em

= 4
∑

i,j,k,l,m

hijmhjkhklhliem.

Logo, em uma base que diagonaliza a segunda forma, obtemos

hess( tr A4)(en, en) =
〈
∇engrad( tr A4), en

〉

= 4
∑

i,j,k,l,m

〈
(hijmnhjkhklhli + hijmhjknhklhli + hijmhjkhklnhli

+hijmhjkhklhlin)em, en

〉

= 4
∑

i,j,k,l

(hijnnhjkhklhli + hijnhjknhklhli + hijnhjkhklnhli +

hijnhjkhklhlin)

= 4
∑

i

hiinnλ
3
i + 4

∑
i,j

h2
ijnλ2

i + 4
∑
i,j

h2
ijnλiλj + 4

∑
i,j

h2
ijnλ2

j .

Usando novamente (4.14), segue que

∆( tr A4) =
∑

n

hess( tr A4)(en, en)

= 4
( ∑

i

λ4
i (n− |A|2) + 2

∑
i,j,n

h2
ijnλ2

i +
∑
i,j,n

h2
ijnλiλj

)

= 4
[
(n− |A|2) tr A4 + 2

∑

i,j,k

h2
ijkλ

2
i +

∑

i,j,k

h2
ijkλiλj

]
. (4.28)
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Lema 4.7 Sejam M3 uma variedade Riemanniana e f : M3 −→ S4(1) uma imersão

isométrica mı́nima de M3 em S4(1) com o comprimento, |A|, da segunda forma funda-

mental constante. Então,

(a) tr A3 é constante se, e somente se, M tem curvaturas principais constantes.

(b) −
√
|A|6
6

≤ tr A3 ≤
√
|A|6
6

e a igualdade ocorre se, e somente se, duas das curvaturas

principais são iguais.

Demonstração: (a) Suponha que tr A3 seja constante. Como a imersão é mı́nima,

0 = λ2λ3(λ1 + λ2 + λ3) = λ1λ2λ3 + λ2
2λ3 + λ2λ

2
3,

donde

λ2
2λ3 + λ2λ

2
3 = −λ1λ2λ3. (4.29)

De forma análoga, prova-se que

λ2
1λ3 + λ1λ

2
3 = −λ1λ2λ3, (4.30)

λ2
1λ2 + λ1λ

2
2 = −λ1λ2λ3. (4.31)

Somando membro a membro (4.29), (4.30) e (4.31), obtemos

λ1λ2λ3 = −1

3
{λ2

1(λ2 + λ3) + λ2
2(λ1 + λ3) + λ2

3(λ1 + λ2)}

= −1

3
(−λ3

1 − λ3
2 − λ3

3) =
tr A3

3
= a.

Portanto, temos as seguintes informações

(i) λ1λ2λ3 = tr A3

3
= a

(ii) λ3
1 + λ3

2 + λ3
3 = tr A3 = 3a

(iii) λ2
1 + λ2

2 + λ2
3 = |A|2

(iv) λ1 + λ2 + λ3 = 0.

Substituindo λ1 = −λ2 − λ3 em (i) e (iii), obtemos o sistema




−λ2

2λ3 − λ2λ
2
3 = a

2(λ2
2 + λ2

3 + λ2λ3) = |A|2.
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Segue que

|A|2λ3 = 2λ2
2λ3 + 2λ3

3 + 2λ2λ
2
3

= 2(λ2
2λ3 + λ2λ

2
3) + 2λ3

3

= −2a + 2λ3
3

de onde se conclui que

2λ3
3 − |A|2λ3 − 2a = 0.

Como (i), (ii), (iii) e (iv) são simétricas em λ1, λ2 e λ3, conclui-se que

2λ3
i − |A|2λi − 2a = 0 , i = 1, 2, 3.

Como a equação acima tem no máximo três ráızes reais distintas, conclui-se que λ1, λ2 e

λ3 são constantes. A rećıproca é imediata.

(b) É conseqüência imediata do Lema 3.4 (veja também a Observação 3.5).

Lema 4.8 Nas mesmas condições do Lema 4.7, com Mn compacta, se |A|2 > 3 e tr A3

não for constante, existe um ponto q ∈M tal que tr A3(q) = 0.

Demonstração: Suponhamos que essa afirmação é falsa. Sem perda de generalidade,

podemos assumir que tr A3 > 0 em todo ponto p ∈M.

Considere p0 ∈M tal que

tr A3(p0) = mı́nM tr A3 > 0.

Note que as curvaturas principais λ1, λ2 e λ3 são distintas em p0, pois, se não fossem

distintas, pelo Lema 4.7 (b) teŕıamos

tr A3(p0) =

√
|A|6
6

= máxM tr A3.

Dessa forma,

mı́nM tr A3 = máxM tr A3,

o que implica que tr A3 é constante, contrariando a hipótese. Por outro lado, como p0 é

ponto de mı́nimo para tr A3, temos, pela Proposição 1.2,

grad( tr A3)(p0) = 0 e ∆( tr A3)(p0) ≥ 0. (4.32)
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Usando uma base que diagonaliza a segunda forma fundamental em p0, temos, por (4.26),

0 = grad( tr A3)(p0) = 3
∑

i,j,l

hijlhjiλiel

= 3
∑

i,l

hiilλ
2
i el

= 3
∑

l

( ∑
i

hiilλ
2
i

)
el,

e dáı ∑
i

hiikλ
2
i = 0 , k = 1, 2, 3. (4.33)

Além disso, como |A|2 é constante,

0 = grad|A|2 =
∑

k

ek(|A|2)ek = 2
∑

i,j,k

hijhijkek

= 2
∑

i,k

hiikλiek

= 2
∑

k

( ∑
i

hiikλi

)
ek,

donde ∑
i

hiikλi = 0 , k = 1, 2, 3. (4.34)

Além disso, por (2.29), ∑
i

hiik = 0 , k = 1, 2, 3. (4.35)

O sistema formado pelas equações (4.33), (4.34) e (4.35) tem determinante igual a
∣∣∣∣∣∣

1 1 1
λ1 λ2 λ3

λ2
1 λ2

2 λ2
3

∣∣∣∣∣∣
6= 0 ,

pois os λ′is são distintos.

Assim, o sistema acima possui somente a solução trivial, isto é,

hiik = 0 , i, k = 1, 2, 3. (4.36)

Por outro lado, por (4.27) e (4.32), temos

0 ≤ ∆( tr A3)(p0) = 3
[
(3− |A|2) tr A3 + 2

∑

i,j,k

h2
ijkλi

]
.
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Logo,

2
∑

i,j,k

h2
ijkλi ≥ (|A|2 − 3) tr A3 > 0. (4.37)

Mas (4.36) nos dá

3
∑

i,j,k

h2
ijkλi =

∑

i,j,k

h2
ijk(λi + λj + λk)

=
∑

i6=j 6=k

h2
ijk(λi + λj + λk) = 0,

o que contradiz (4.37). Portanto, existe q ∈M tal que tr A3(q) = 0.

Lema 4.9 Em um ponto q ∈M3 onde tr A3(q) = 0, temos as seguintes igualdades:

(i) λ1 = −
√

|A|2
2

, λ2 = 0 e λ3 =
√

|A|2
2

.

(ii) h331 = h111 , h112 = −1
2
h222 , h113 = h333

h221 = −2h111 , h332 = −1
2
h222 e h223 = −2h333.

(iii) |A|2(|A|2 − 3) =
∑

i,j,k h2
ijk = 6h2

123 + 16h2
111 + 5

2
h2

222 + 16h2
333.

(iv)
∑

i,j h2
ij2 ≥ 1

3
|A|2(|A|2 − 3).

Demonstração: (i) Considere λ1 ≤ λ2 ≤ λ3.

Já temos, da demonstração do Lema 4.7, que

λ1λ2λ3 =
tr A3

3
.

Logo, em q, λ1λ2λ3 = 0, de onde se conclui que uma das curvaturas principais se anula

em q. Não podemos ter λ1 = λ2 = λ3 = 0, pois, do contrário, |A|2(q) = 0, contrariando a

hipótese que |A|2 > n. Logo, um dos λ′is não se anula. Como λ1 ≤ λ2 ≤ λ3 e λ1+λ2+λ3 = 0,

segue que λ2 = 0 e λ1 = −λ3.

Assim,

|A|2 = λ2
1 + λ2

3 = λ2
3 + λ2

3 = 2λ2
3 = 2λ2

1
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de onde obtemos

λ1 = −
√
|A|2
2

e λ3 =

√
|A|2
2

.

(ii) De (4.34) e do fato que λ3 = −λ1, obtemos

h11k = h33k , k = 1, 2, 3. (4.38)

Por outro lado, fazendo k = 1, 2, 3 em (4.35) e usando (4.38), temos

h22k = −2 h11k , k = 1, 2, 3. (4.39)

As igualdades (4.38) e (4.39) provam (ii).

(iii) Pelo Corolário 2.7 e pelas igualdades obtidas em (ii), temos

|A|2(|A|2 − 3) =
∑

i,j,k

h2
ijk = 6 h2

123 + 16 h2
111 +

5

2
h2

222 + 16 h2
333.

(iv) Note que,

∑
i,j

h2
ij2 = h2

112 + h2
122 + h2

132 + h2
212 + h2

222 + h2
232 + h2

312 + h2
322 + h2

332.

Então, pelas igualdades obtidas em (ii),

∑
i,j

h2
ij2 = 2 h2

123 + 8 h2
111 +

3

2
h2

222 + 8 h2
333.

Usando (iii) obtemos

∑
i,j

h2
ij2 ≥ 2 h2

123 +
16

3
h2

111 +
5

6
h2

222 +
16

3
h2

333 =
1

3
|A|2(|A|2 − 3).

Podemos agora, provar o Teorema 4.5.

Demonstração do Teorema 4.5: Se tr A3 é constante, temos pelo Lema 4.7 (a), que

M tem curvaturas principais constantes. Segue de [4] e [8] que |A|2 = 0, 3 ou 6. Como

|A|2 > 3 por hipótese, conclui-se que |A|2 = 6.

Suponha, agora, que tr A3 não seja constante. Como a imersão é mı́nima,

|A|2 = λ2
1 + λ2

2 + λ2
3

= 2(−λ1λ2 − λ1λ3 − λ2λ3).
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Logo,

|A|4
2

= 2(λ2
1λ

2
2 + λ2

1λ
2
3 + λ2

2λ
2
3) + 4(λ2

1λ2λ3 + λ1λ
2
2λ3 + λ1λ2λ

2
3)

= 2
(
λ2

1λ
2
2 + λ2

1λ
2
3 + λ2

2λ
2
3 + 2λ1λ2λ3(λ1 + λ2 + λ3)

)

= 2(λ2
1λ

2
2 + λ2

1λ
2
3 + λ2

2λ
2
3)

= λ2
1(λ

2
2 + λ2

3) + λ2
2(λ

2
1 + λ2

3) + λ2
3(λ

2
1 + λ2

2)

= λ2
1(|A|2 − λ2

1) + λ2
2(|A|2 − λ2

2) + λ2
3(|A|2 − λ2

3)

= |A|2(λ2
1 + λ2

2 + λ2
3)− (λ4

1 + λ4
2 + λ4

3)

= |A|4 − tr A4,

de onde obtemos

tr A4 =
|A|4
2

. (4.40)

Por outro lado, pelo Lema 4.8, existe um ponto q ∈ M tal que tr A3(q) = 0. Por (4.5),

Lema 4.9 (i) e (4.40), temos em q

∑

i,j,k,l

h2
ijkl ≥ 3

∑

i6=j

(
hijij − tij

2

)2

+
3

4
|A|2(|A|4 − 4|A|2 + 6). (4.41)

Além disso, por (4.40), segue que tr A4 é constante e, conseqüentemente, ∆( tr A4) = 0.

Assim, pelo Lema (4.6) (ii),

0 = 4(3− |A|2) |A|
4

2
+ 8D + 4B,

onde D e B são dados na Proposição 2.9.

Dáı,
1

2
|A|4(|A|2 − 3) = 2D + B. (4.42)

Pelo Corolário 2.10, temos

∑

i,j,k,l

h2
ijkl = |A|2(|A|2 − 3)(|A|2 − 9) + 3(D − 2B)

= |A|2(|A|2 − 3)(|A|2 − 9) + 4(2D + B)− 5(D + 2B).
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Segue de (4.42) que

∑

i,j,k,l

h2
ijkl = |A|2(|A|2 − 3)(|A|2 − 9) + 2|A|4(|A|2 − 3)− 5(D + 2B)

= |A|2(|A|2 − 3)(3|A|2 − 9)− 5(D + 2B)

= 3|A|2(|A|2 − 3)2 − 5(D + 2B). (4.43)

Mas, pela simetria de hijk,

D + 2B =
∑

i,j,k

h2
ijkλ

2
i + 2

∑

i,j,k

h2
ijkλiλj

=
1

3

∑

i,j,k

h2
ijk

(
λ2

i + λ2
j + λ2

k + 2(λiλj + λjλk + λkλi)
)

=
1

3

∑

i,j,k

h2
ijk

(
λi + λj + λk)

2 ≥ 0,

logo, por (4.43), ∑

i,j,k,l

h2
ijkl ≤ 3|A|2(|A|2 − 3)2. (4.44)

De (4.41) e (4.44), temos

3|A|2(|A|2 − 3)2 ≥ 3
∑

i6=j

(
hijij − tij

2

)2

+
3

4
|A|2(|A|4 − 4|A|2 + 6). (4.45)

Vamos estimar o primeiro termo do lado direito de (4.45). Por (4.2) e Lema 4.9 (i), temos

em q

t12 = t23 = −
√
|A|2
2

.

Como

hijij − 1

2
tij = hjiji − 1

2
tij ,∀ i < j

segue que

∑

i6=j

(
hijij − tij

2

)2

≥ 2
[(

h1212 − 1

2
t12

)2

+
(
h2323 − 1

2
t23

)2]

=
[
h1212 + h2323 − 1

2
(t12 + t23)

]2

+
[
h1212 − h2323 − 1

2
(t12 − t23)

]2

≥ (h1212 − h2323)
2. (4.46)
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Como |A|2 é constante, temos, por (2.8),

∑
i,j

hijllhij +
∑
i,j

h2
ijl = 0 , l = 1, 2, 3.

Então, pelo Lema (4.9) (i),

√
|A|2
2

(h11ll − h33ll) =
∑
i,j

h2
ijl , l = 1, 2, 3.

Em particular,

√
|A|2
2

(h1122 − h3322) =
∑
i,j

h2
ij2.

Dáı, pelo Lema 4.9 (iv),

h1212 − h2323 = h1122 − h2233 = h1122 − (h3322 + t23)

=

√
2

|A|2
∑
i,j

h2
ij2 +

√
|A|2
2

≥
√

2

|A|2
(1

3
|A|2(|A|2 − 3) +

|A|2
2

)
. (4.47)

Finalmente, por (4.45), (4.46) e (4.47), obtemos

3|A|2(|A|2 − 3)2 ≥ 6

|A|2
[1

3
|A|2(|A|2 − 3) +

|A|2
2

]2

+
3

4
|A|2(|A|4 − 4|A|2 + 6).

Após algumas simplificações, obtemos

|A|2(|A|2 − 6)(19|A|2 − 42) ≥ 0.

Portanto, se |A|2 > 3 então |A|2 ≥ 6.
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