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Resumo

BIANCO, A. F. Filtros de Kalman Robustos para Sistemas Dindmicos Singulares em Tempo
Discreto. 2009. Tese (Doutorado) - Escola de Engenharia de Sao Carlos, Universidade de Séao
Paulo, Sao Carlos, 2009.

Esta tese trata do problema de estimativa robusta 6tima para sistemas dindmicos singulares
discretos no tempo. Novos algoritmos recursivos sao formulados para as estimativas filtradas
e preditoras com as correspondentes equagoes de Riccati. O filtro robusto tipo Kalman e a
equagao de Riccati correspondente sao obtidos numa formulagdo mais geral, estendendo os re-
sultados apresentados na literatura. O funcional quadratico proposto para deduzir este filtro faz
a combinagdo das técnicas minimos quadrados regularizados e fung¢oes penalidade. O sistema
considerado para obtencao de tais estimativas é singular, discreto, variante no tempo, com ruidos
correlacionados e todos os parametros do modelo linear estao sujeitos a incertezas. As incertezas
parameétricas sdo limitadas por norma. As propriedades de estabilidade e convergéncia do filtro
de Kalman para sistemas nominais e incertos sao provadas, mostrando-se que o filtro em estado
permanente é estavel e a recursao de Riccati associada a ele é uma sequéncia mondtona nao

decrescente, limitada superiormente pela solugdo da Equacao Algébrica de Riccati.

Palavras—Chave: Sistemas singulares, filtragem robusta, estimativa de estado, estabilidade,

convergeéncia.
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Abstract

BIANCO, A. F. Robust Kalman Filters for Discrete-time Singular Systems. 2009. Thesis (Doc-
toral) - Escola de Engenharia de Sao Carlos, Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos, 2009.

This thesis considers the optimal robust estimates problem for discrete-time singular dynamic
systems. New recursive algorithms are developed for the Kalman filtered and predicted estimate
recurstons with the corresponding Riccati equations. The singular robust Kalman-type filter and
the corresponding recursive Riccati equation are obtained in their most general formulation, ex-
tending the results presented in the literature. The quadratic functional developed to deduce this
filter combines regularized least squares and penalty functions approaches. The system consid-
ered to obtain the estimates is singular, time-varying with correlated noises and all parameter
matrices of the underlying linear model are subject to uncertainties. The parametric uncertainty
15 assumed to be norm bounded. The properties of stability and convergence of the Kalman Filter
for nominal and uncertain system models are proved, where we show that steady-state filter is
stable and the Riccati recursion associated with this ts a nondecreasing monotone sequence with

upper bound.

Keywords: Singular systems, robust filtering, state estimation, stability, convergence.
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Capitulo

Introducao

1.1 Motivacao

Desde que Rudolf E. Kalman apresentou em 1960 o conceito fundamental de filtragem 6tima
recursiva [30], varios problemas tém sido levantados e resolvidos para aperfeicoar uma classe de

filtros originada desse conceito, que sao denominados Filtros de Kalman (FKs).

Um dos problemas identificados é que os filtros que estao dentro desta categoria podem ser
sensiveis as incertezas do sistema, e essa sensibilidade pode comprometer o desempenho e a
estabilidade dos mesmos. Um caso tipico ocorre quando o desempenho do filtro, embora 6timo
para o sistema nominal, pode se deteriorar muito rapidamente quando os dados do sistema sofrem

perturbacoes. Isto nao é aceitdvel, uma vez que um modelo fiel do sistema é dificil de se obter.

Motivado por este problema, um ntmero relevante de artigos tem apresentado algoritmos
alternativos para o FK usual para sistemas sujeitos a incertezas nos parametros, veja por exemplo
120], [42], [43], [45] e as referéncias contidas nelas. Tais filtros sao denominados Filtros Robustos

de Kalman (FRKs) e algumas aplicagoes dessa classe de filtros podem ser encontradas em [19],

[32] e [33].

O FK é um dos desenvolvimentos mais relevantes em ciéncia aplicada no ultimo século, com
forte destaque para as aplicagdoes em engenharia. Atualmente, muitas exposi¢oes desta teoria
e suas aplicagoes estao disponiveis e muitas ainda estdo sendo desenvolvidas. O FK possui
véarios aspectos importantes, tais como produzir estimativas baseadas em informacoes passadas,

presentes e futuras e fazer isto mesmo quando o modelo exato do sistema é desconhecido.



1.2 Estimativas Otimas para Sistemas Singulares
Considere um sistema dinamico linear variante no tempo descrito por

Eipiziy1 = Fixg+ Gy iw; + Gy ivi,

zi = Hjz; + Ky jw; + Ky v;. (1.1)

Este sistema é denominado singular, sendo z; € R™ a variavel singular (ou semi-estado),
z; € RP a medida da saida, w; € R™ e v; € RP os ruidos presentes no estado e na medida,
Eip1 e R™" F, e R™" H; € RP*™ | Gy € R™™ G, € R™P K, € RPX™ e K, ; € RPXP
as matrizes do sistema nominal. Quando F;11 = I o sistema ([LI]) reduz-se ao modelo no espago
de estado usual. A teoria dessa classe de sistemas foi desenvolvida para descrever as dinamicas
de certos sistemas lineares em que a representagao no espaco de estado nao se aplica, tais como

sistemas matriciais quadrados nao invertiveis e sistemas matriciais retangulares.

Os estudos sobre sistemas singulares (também denominados sistemas descritores) sao moti-
vados pelo fato de que modelos com essas caracteristicas aparecerem de maneira frequente em
diversas aplicacoes, como em sistemas econémicos @], modelagem de imagens ], modelagem

m], modelagem de helicopteros B], robotica @], sistemas de poténcia e circuitos

de aeronaves

elétricos.

Para sistemas singulares discretos no tempo, estimativas de estado tém sido formuladas de
maneira recursiva e os filtros singulares nominais (FSNs) resultantes tém sido objeto de estudo
de diversos trabalhos (veja, por exemplo, E], ], ], I, ], @], ], @], I, ], ])
Um indicador do crescimento deste campo de pesquisa é o desenvolvimento de um toolbox de

sistemas singulares para o software Matlab [24].

1.3 Estimativas Filtrada, Preditora e Suavizada

No sistema (ILI]) z; é considerado o conjunto de medidas ou observagoes. Assim, pode-se
determinar Z; que é o valor estimado de x;, a partir das observagoes z;. Para tanto, pode-se
estimar x; através de diversos métodos. Conforme a disponibilidade da quantidade de medidas,

o conceito de estimativa recebe uma denominagao diferente.

Quando se tem ¢ medidas, ou seja zg, 21, . - . 2;, entdo a estimativa de x;, até a i-ésima medida



¢ chamada de filtrada e ¢ geralmente representada por &;;. A segunda denominagao ¢ a de
estimativa preditora. Neste caso, deseja-se estimar o sinal x;4; dispondo-se apenas de ¢ medidas

ou observacgoes, ou seja, 2g, 21, - - - Zi-

A terceira denominacdo é a de estimativa suavizada. Neste caso, a quantidade de medidas
disponivel é superior ao nimero estados que pretende-se estimar, ou seja, as medidas seguintes
podem ser usadas para obtencao da estimativa. Assim, pode-se obter a estimativa Z; dispondo-se
das medidas zp, 21, . . . 2i+1. Normalmente o processo de suavizagao pode se tornar mais exato do

que o processo de filtragem, por envolver uma quantidade maior de medidas.

Estes trés tipos de estimativas sao representadas matematicamente por
® I;; a estimativa linear filtrada;

® I;,1); a estimativa linear preditora;

® I;;+1 a estimativa linear suavizada;

e sao apresentadas nesta tese, tanto para o modelo singular nominal, quanto para o modelo

singular sujeito a incertezas paramétricas.

1.4 Objetivos

Até o momento, o problema de estimativa robusta 6tima para sistemas singulares tem sido

assunto de poucas pesquisas B], B], H], @] e livros @] Nesta tese, considera-se (LI com

incertezas em todas as matrizes do sistema

(Bit1 +0Eit1)xit1 = (Fi+0F)xi+ (Gu,i + 0Guyi) wi + (Gyiv1 + 0Gyiv1) Vit1,
Zig1 = (Hig1 +0Hip1) zip1 + (K + 0Ky ) wi + (Kyit1 + 0Ky iq1) Vig1.
(1.2)

sendo que 0F;11, 0F;, 060Gy, 0Gy;, 0H;, 0K, ; e 0K, ; sao perturbacoes variantes no tempo

limitadas por normas.

A partir de (C2), serdo desenvolvidos filtros singulares robustos (FSRs) via abordagem deter-

ministica. Serdo utilizados nessas dedu¢des conceitos de Minimos Quadrados Regularizados em



conjunto com Fungoes Penalidade, descritas na teoria de otimizagdo. Veja para maiores detalhes

i 2.

As novas expressdes para os FSRs obtidas, com as respectivas equagdes recursivas de Ric-
cati, apresentam uma estrutura simples e simétrica. Todas as informacoes do sistema singular
nominal com as respectivas informacoes das incertezas, sao claramente identificadas em blocos
matriciais. Os resultados apresentados nesta tese generalizam os resultados obtidos em [29] e

|. O problema dual de controle robusto, utilizando as mesmas técnicas desenvolvidas nesta

tese, encontra-se em ]

Antes da apresentacdo dos FSRs serdo apresentadas as provas da estabilidade dos filtros
singulares nominais (FSNs) e da convergéncia da solugao da Equagao Algébrica de Riccati (EAR)
em regime permanente. Para essa estrutura em blocos dos filtros serd mostrado que ha uma tnica
solugdo semidefinida positiva para a EAR e que a recursdo de Riccati caracteriza uma sequéncia
mondtona nao decrescente limitada superiormente. Os argumentos utilizados para provar tais
resultados estdao baseados fundamentalmente nas referéncias M], ], ], M] e @] Todos os
argumentos baseiam-se em uma andlise deterministica do problema. Para os FSRs, as provas
de estabilidade e convergéncia seguirdo a mesma linha das provas apresentadas para o sistema

nominal, através de compactacoes apropriadas dos parametros dos filtros.

Vale destacar que uma das maiores contribuigoes dessa tese esta no fato de que os algoritmos
recursivos robustos obtidos nao dependem de nenhum parametro auxiliar de ajuste para serem

implementados. Portanto, sao bastante tteis para aplicacoes em tempo real.

1.5 Estrutura do Texto

Esta tese estd organizada da seguinte forma:
Capitulo 2

Este capitulo mostra de maneira detalhada os métodos de otimizacao Minimos Quadrados
Regularizados e Fungoes Penalidade. A partir deste estudo, as estimativas recursivas nominais

e robustas para sistemas singulares discretos e variantes no tempo siao encontradas.
Capitulo 3

Este capitulo apresenta filtros nominais para modelos no espaco de estado, aplicando-se a

teoria dos minimos quadrados recursivos. Nele mostra-se que hé equivaléncia entre as expressoes



em blocos matriciais com aquelas algébricas comumente encontradas na literatura B]
Capitulo 4

Este capitulo apresenta estimativas 6timas para sistemas singulares sem incertezas paramétri-
cas, através da utilizagdo da abordagem desenvolvida no Capitulo Bl Através de simplificagoes

no modelo dos sistema, demounstra-se que os filtros obtidos equivalem aos FSNs apresentados em
. ) )

Capitulo 5

Este capitulo mostra as propriedades de estabilidade e convergéncia dos filtros obtidos no
Capitulo ] seguindo a linha desenvolvida em [7] e [40]. Isto ocorre devido as estruturas matriciais

das equagoes obtidas serem simples e simétricas.
Capitulo 6

Este capitulo apresenta as estimativas robustas 6timas nas formas preditora e filtrada, derivadas
obtidas a partir das técnicas de otimizacao Minimos Quadrados Regularizados e Fun¢oes Penal-
idade. Os FSRs sao deduzidos para o caso mais geral e estendem os resultados obtidos em ]

e [42].
Capitulo 7

Neste capitulo sdo demonstradas as propriedades de estabilidade e convergéncia dos FSRs.
Tais demonstracoes sdo baseadas nos resultados detalhados no Capitulo Bl em decorréncia das

expressoes recafrem na formulacao deduzida para o caso singular nominal.
Capitulo 8

Neste capitulo um resultado numeérico que estabelece uma comparacao entre o desempenho
do filtro robusto obtido nesta tese com o apresentado em ] ¢ mostrado. Além disso, sao
apresentadas as conclusoes e as contribui¢oes do trabalho, bem como as perspectivas de trabalhos
futuros.

1.6 Publicacoes Decorrentes da Pesquisa

Esta tese gerou até o momento os seguintes artigos:

° @] provisoriamente aceito em um periddico internacional;



e [4], [6], |8] e |23] publicados em congressos internacionais;

e |7] e |9] publicados em conferéncias nacionais.



Capitulo

Teoria de Otimizacao Nao Linear

Este capitulo apresenta os métodos de otimizacao de funcionais quadraticos sem incertezas
nos parametros (Minimos Quadrados Ponderados) e com incertezas nos parametros (Minimos
Quadrados Regularizados [42]). Além destes, detalha-se também o Método das Fungoes Penali-
dade [1] e [35].

A combinacgao destas técnicas permite a obtencao da solucao 6tima Z resultante da otimizagao
de um determinado funcional quadratico pré-definido. A partir dessa associagdo, algoritmos para
os Filtros Singulares Nominais (FSNs) e Filtros Singulares Robustos (FSRs) sao obtidos nesta

tese, possuindo estrutura matricial simples e simétrica.

Os resultados deste capitulo tém permitido a solucao de problemas de filtragem robusta mais

gerais que os encontrados na literatura.

2.1 O Problema de Minimos Quadrados Ponderados

Considere o seguinte problema de otimizacao quadratica
& = argmin{(Az — b)TW (Az — b)} (2.1)
xX

sendo W = W7 > 0, matriz de ponderacao, A matriz conhecida e b vetor conhecido.

O proéximo resultado estabelece uma relagdo entre expressdes que possuem matrizes inversas
com aquelas que aparecem na forma de blocos matriciais de forma linear. O lema a seguir tera

um papel importante na deducdo dos FSNs e FSRs que serdo apresentados na sequéncia. A



primeira parte do resultado (Equagao (2.2)) ¢ apresentada em [40], enquanto a segunda parte

(Equacao (2.3]) foi desenvolvida por nosso grupo de pesquisa.

Lema 2.1.1 Sejam R € R™"™ wma matriz definida positiva e A € R™P matriz posto coluna

pleno. Neste caso, ATRA ¢é invertivel e sua inversa pode ser calculada por

ATRA)Y = —|o 1 (2.2)
( ) { ] AT 0 I
-1
R I 0 0
- —[0 0 I} I o 4l o (2.3)
0 AT o I

Prova: Utilizando o Lema de Inversao de Blocos Matriciais , obtém-se

-1

R A R—RA(-ATRA)"'ATR —RA(-ATRA)™ 2.4
AT 0 — (ATRA) ' ATR — (ATRA)" | '
Assim,
. ~1
_ R A 0
(ATRA) ™ = - [o 1] . (2.5)
AT 0 I
O lado direito da Equagao (2.5]) equivale ao seguinte sistema
R™Y Al |a 0
=— . (2.6)
AT ol |P I

Definindo-se b := R 'a, segue que b — R~'a = 0, ou seja, —Rb + a = 0. Além disso,

'Lema Sejam A € R™ ™ invertivel, B, C' e D matrizes com dimensdes apropriadas. Entdo, a seguinte
identidade é valida
{A B} ' AT '+ A B(D-CAT'B)'CATY —AT'B(D-CAT'B)!
¢ D —(D-cA'B)'oAT? (D-cA'B)™!




R7'a+ AP =0, o que equivale a b + AP = 0, que escrito na forma matricial torna-se

—R I O0f|b 0
I 0 A|la|l=-]0|- (2.7)
0o AT ol |P I

Logo
—1

R I 0| |0
(ATRA) " =—lo 0 1] | 1 0 4| o
0 4T o I

<

O proximo lema determina relagoes de equivaléncia entre as solugoes & de (Z.I)). Na proxima
secao o lema serd estendido, pois serdao considerados problemas de minimos quadrados com
incertezas. Este resultado sera indispensavel para a obtencgao das estimativas robustas, deduzidas

no Capitulo [l

Lema 2.1.2 Suponha que W > 00, entdo as seguintes sentencas sao equivalentes
(i) & € argming (Az — b)TW (Az — b),
(ii) x = & € uma solugio de ATW Ax = ATWb,

(i) (2, A7) = (&, \,4) € uma solugio de

-W I 0 A 0
I 0 A yl=10b]- (2.8)
0 AT o0 x 0

Se (ATW A) for invertivel, entdo tem-se que & é solugdo nica de (7). Além disso,

T —1
0 -W I 0 0
(A'wAa)t = —|o I 0o A| Jo|. (2.9)

I 0o AT o0 I
Prova: (i) = (ii) Define-se o funcional J por

J = (Az — b)"W(Az — b) = 2T ATW Az — 22T ATWH + 6" W, (2.10)
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FEntao

10J
— 22 = ATW Az — ATW. 2.11
59 W Az Wb (2.11)

Se x = & € um ponto de minimo de J, pela condi¢cdo de otimalidade de primeira ordem

deve-se ter ‘g—i =0, ou

ATW Az = ATWb. (2.12)
(11) = (i) Como W > 00, tem-se

0% T

- = > 0. .

= =ATWA >0 (2.13)

Assim, se x satisfaz a ATW Az = ATWb, x é um ponto de minimo de J.

(i) = (ii1) Defina as varidveis auziliares

A=b—Ax ey:=WA. (2.14)

Como ATW (b — Azx) = 0, tem-se

Az +X = b
y—WXx = 0
ATy =0 (2.15)
ou, de forma equivalente
-W I 0 A 0
I 0 A yl=10b]- (2.16)
0o AT 0 T 0
-W I 0 A 0 Yy=WA=0=~y=WA=W( - Ax)
1 0 A vyl =1b|=§ A+Az=0b
0 AT 0 x 0 ATy =0

De v =W (b— Ax) tem-se ATy = ATW (b — Az) = 0= ATW (b — Az) = ATW Az = ATWb.

Se A tem posto coluna pleno e W > 0, seque que ATW A é invertivel. Assim, pelo Lema

211, obtém-se a Equagao (2.9). o
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2.2 O Problema de Minimos Quadrados Regularizados

Nesta secao o problema de minimos quadrados regularizados para modelos com incertezas
nos dados seré resolvido e sua solugao serd dada na forma de blocos matriciais. Essa forma é
apropriada para os filtros robustos deduzidos nesta tese, uma vez que facilita anélises posteriores

de estabilidade e convergéncia.

Considere o seguinte problema de custo quadratico 6timo

& = argmin {ﬁa%(b}{nxng +[[(A+5A)x — (b+ 6b)||7} (2.17)

para um sistema cujas incertezas paramétricas sao modeladas por
[oa &) = Aa[ Ny N, ], (2.18)

sendo Q@ = Q7 > 0, matriz de regularizacdo, W = W7 > 0, matriz de ponderacdo para o erro de
estimativa, A matriz conhecida, b vetor conhecido, A matriz de perturbacdo da matriz nominal
A, b vetor de perturbacao do vetor nominal b, H, N4, N, matrizes conhecidas com dimensoes

apropriadas e A matriz arbitraria satisfazendo ||A| <1 (contracao).

O resultado a seguir foi apresentado em [41] e nas referéncias internas. Trata-se de um lema
fundamental para a teoria de filtragem robusta, no qual utiliza-se uma abordagem puramente

deterministica.

Lema 2.2.1 /41/ O problema de otimiza¢ao (2.17)-(2.18) tem uma tnica solu¢do & dada por
A o -1 o ~
i=(Q+ATWA) " (ATWb+ANTN,) (2.19)

sendo que as matrizes de pondera¢ao modificadas Q e W sio dadas por

~

Q = Q+ANIN, (2.20)

A

N f
W = W+WH ()J - HTWH) HTwW (2.21)
e\ éum pardmetro escalar nao negativo obtido através do sequinte problema de otimizac¢ao

= i G(\ 2.22
E i (222)
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sendo que
G = [lzN1G + AINaz(A) = Nol* + [ Az(N) = b5y (2.23)

e as fungoes auziliares sao definidas por

() = [QO) +ATWN)A] T [ATW(A)b + ANG N,]
Q(\) = Q+INTN,
W) = W+WH (M- H'WH) =W,

O proximo resultado considera a otimizagao de um funcional quadratico com incertezas

paramétricas e determina equivaléncias entre expressoes obtidas para .

Lema 2.2.2 As sequintes sentencas sao equivalentes
(i) &€ argmin {gﬁg}{llxllé +I(A+54)z = (b+0)ly }, (2.24)

sendo 6A e éb dadas por

[oa o] = HA[ N4 W, | (2.25)
T
I 0 Q 0 0 I 0
(i) Z € argmin A lz—1| b 0 W o0 A [z—| b ; (2.26)
Ny N, 0 0 M Na N,

(i) (2, \,7) = (#,\,9) € solugio do sistema

1

T2

Nl = (2.27)

N~ O o O

0
0
T3 0
0
b

72

oS O O N O O

S O N~ O O

N O O O O O N
oS O O O N O
o O O N O O

AT NT 0 x 0
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Se (Q + ATWA + XNKNA) € ndo singular, tem-se que T € a unica solugdo de (i1). Além disso,

__T - __1 - -
0 —Q 0 o I 0 0 0 0
0 o -W o0 0 I 0 0 0
0 0 0 -\ 0 0 I 0 0
(Q+ATWA+ANINH == o I 0 0o 0 0 o0 I 0l -
0 0 I 0 0 0 0 A 0
0 0 0 I 0 0 0 Ngu 0
I 0 0 0 I AT NT o0 I

Prova: A partir do Lema 2.2.7] equagdo ([2Z.19]), obtém-se que
(1) & (ii)

i = (Q+ATWA) Y ATWb + ANITN)

= (Q+ANIN,+ ATWA) 1 ATWb + ANT V)

que na forma de blocos matriciais pode ser escrita como

-1
X W0 A W0 b
T = <Q+ [ AT NZ; } R ) [ AT Nz; } ] [ :| , (2.28)
0 A Na 0 M N,
ou de maneira compacta
&= (Q+ ATWA)ATWB, (2.29)
sendo
A b W o
A= , B= e W= . (2.30)
NS
Assim,
—1
K Q 0 I Q 0 0
%= [1 AT} [1 AT] . (2.31)
0o w A 0o w B

Aplicando o Lema 2.1.2l na Equacao (2.31)), tem-se

T € arg mwin{xTQx + (Az — B)Y"W(Az — B)}. (2.32)
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(17) = (i4i) Substituindo-se as matrizes da equacao (2.32) na Equacao (Z8]), com as identifi-

cagoes
I 0 QO 0
A— , be— e W « ) (2.33)
A B 0o w
sendo A, W e B dados por (2.30), obtém-se a equagao ([2.27]). o

2.3 O Método das Funcdes Penalidade

Esta secao trata do conceito de fungao penalidade sujeita a restrigoes lineares de igualdade.

Mais detalhes sobre os resultados apresentados a seguir podem ser vistos em [33].

Considere o problema

min{f(x)} (2.34)
sujeito a
rxes (2.35)

sendo f uma fun¢do continua em R™ e § C R™. O conjunto .S é formado por restri¢oes funcionais
factiveis. A idéia fundamental do método de funcao penalidade é substituir o problema (2.34])-

(Z35)) por um problema irrestrito da forma
min{ f(x) + cP(x)}, (2.36)

sendo ¢ uma constante positiva e P uma func¢ao em R" que satisfaz as seguintes condic¢Oes
(1) P é uma funcao continua;
(17) P(z) > 0,para todo x € R™;
(7i1) P(x) =0 <z € S.

O procedimento para resolugdo do problema ([2.34])-([2.35]) pelo método de fungéo penalidade

é definido como segue:

() Seja {cx}72, uma sequéncia de nimeros reais tendendo ao infinito tal que para cada k,

tem-se: ¢y > 0 e cpy1 > C-
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(74) Defina para cada ¢ a fungdo q(cg,x) = f(z) + cx P(x).
(7i7) Para cada k resolva o problema min,{q(ck,x)}, obtendo uma solu¢ao x.

A convergéncia desse método é garantida pelos resultados apresentados a seguir que encontram-

se provados em [35] .

Lema 2.3.1 As sequintes relagdes sao vdlidas
(i) qler, z) < qCktt, Thi1);
(i) P(zx) = P(zps1);

(41) f(zr) < f(@pr1)-

Lema 2.3.2 . Seja «* uma solugao para o problema (2-37)-(2.35). Entao para cada k

f(@) > qlek,zr) > flap). (2.37)

Teorema 2.3.1 Seja {xx} uma sequéncia gerada pelo método de penalidade. Entao, qualquer

ponto limite da sequéncia é uma solugao para (2.37)-(2.39).

Considere agora o seguinte problema
& =argmina’Vlz (2.38)
x

sujeito a

Gr=u (2.39)

sendo u e x vetores, V uma matriz definida positiva e G uma matriz retangular conhecida.

O proximo resultado fornece expressoes para solugdes 6timas do problema de otimizacao

restrito.

Teorema 2.3.2 Sejam G € RF*™ ¢ V > 0 € R™". Considere o problema de otimizagdo com

restricao
& =argminz’ Vlz (2.40)
xT

sujeito a

Gz =u (2.41)
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sendo que u € R¥*1. Associado ao problema com restrigio (Z40)-(Z41) tem-se o sequinte

problema sem restri¢ao

& (u) = argmin (Ge — B)" V™! (u) (Gz — B) (242)
sendo
I . V=l 0 0
g= VT () = e B= , 1> 0. (2.43)
G 0 pupl U

Entao, o limite lim,,, oo & (1) sempre existe e € igual a

lim & (p) = 2" (2.44)

o —00

sendo &9 a solugdo de (240)-(2-41). Uma expressio para % (ug) é dada por

T —1 5
ol |v
3 () = ) ¢ . (2.45)
I Gl 0 0

Além disso, tem-se que

lim (G2 (1) = B)" V7" (1) (G (1) — B) = (") V~"a". (2.46)

o —00

Prova: A demonstragao deste teorema é uma extensao dos resultados apresentados em @]

e resumidos nos lemas [2.3.1] e 2.3.2] e no Teorema [2.3.11

Considere o seguinte problema de otimizacao (2Z38)-(2.39). Seja {ux};>; uma sequéncia de
numeros reais tal que para cada k,tem-se: pp > 0; ppr1 > pr € limg—oo p = 00. Defina
P(z) := (Gx — u)T (Gx — u). Observe que todas as condi¢des da definicio de fungdo penalidade

sao satisfeitas para a escolha acima de P(z).

Defina entao para cada ug a funcao auxiliar q(uk, z) = f(z) + prP(x). Ou seja,

q(pp, ©) = 2TV e + (G — w)T (G — u). (2.47)

Para cada k considere o problema min,{q(ug,x)}. Note que o problema min,{q(ux,z)}

admite uma tnica solu¢do xy pois q(uk,z)é uma fungao estritamente convexa em x. Observe
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entdo que o problema min,{q(ux,z)} pode ser reescrito na forma

T
. . 1 0 vt o0 I 0
Ty := arg min x — x — (2.48)
v G u 0 gl G u
e admite a seguinte solugao
T -1
0 vV 0 I 0
&(ur) = [0 0 ,u,;ll G U (2.49)
Il |1 GT o0 0

Para cada k, consideremos a sequéncia de solu¢oes {Z}72 ;. De acordo com o Teorema 231
qualquer ponto limite da sequéncia {Z;}7°, € uma solucao para o problema de minimizacao sob

restricdo de igualdade definido acima. Entao:

T -1
0 vV o0 I 0
z°= |0 0o 0 G ul - (2.50)
I I GT 0 0

Observe que a invertibilidade do bloco matricial acima permanece garantida mesmo que
,u,?l — 0 quando pg — 0o. Do Teorema 23] temos ainda que piP(x) — 0quando pp — oc.

Logo,

lim Ty — B — = (@9Tv—12%  (2.51)
Hre00 G u 0 gl G u



18




19

Capitulo

Estimativas Recursivas Otimas para o

Modelo no Espaco de Estado

Este capitulo desenvolve o equacionamento do FK para o modelo no espaco de estado usual e
mostra que o filtro pode ser deduzido a partir dos procedimentos de otimizacao estabelecidos no
Capitulo 2l Mostra-se que hé equivaléncia entre as expressoes matriciais para o FK apresentadas
neste capitulo nas formas filtrada e preditora com as formas algébricas amplamente conhecidas

2] e 13].

Ressalta-se que, embora as expressoes deduzidas para as estimativas 6timas no espago de
estado sejam equivalentes as que aparecem frequentemente na literatura, a motivacao deste

capitulo esta4 na abordagem desenvolvida para determiné-las.

3.1 Estimativa Filtrada para o Modelo no Espaco de Estado

Considere o seguinte sistema dinimico discreto no tempo

Tiy1 = Fxi+w;

Zzig1 = Hipixig +vig1, 120 (3.1)

sendo x; € R™ o vetor de estados, z;11 € R? a medida da saida, w; € R™ e v;41 € RP os erros de
ajuste presentes nas equagoes de estado e de medida, e F; € R"™*™ e H; 11 € RP*™ as matrizes

do sistema.
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O estabelecimento do problema de filtragem recursiva 6tima para o modelo ([B.I) ¢ dado da
seguinte maneira. Suponha que no passo ¢ tem-se a estimativa a priori do estado z; e denote
esta estimativa inicial por #;;. Suponha também que ha uma matriz de ponderagao definida
positiva P;; para o erro de estimagao (x; — ﬁcm) Para atualizar a estimativa de ;); para &; ;11

propoe-se o seguinte problema de minimizagao

T ~
mi—dg| (PRt 0 0 0] |-y
R N . w; 0 Q7' 0 0 w;
(Ziit1 Tig1)ipr) = arg _min ) 4
irsLit1 Vit1 0 0 Ri+1 0 Vig1
xi"'l 0 O O 0 xi-‘rl
T
xi - (IA}’,L‘,L -
F, I 0 -—I wW; —F:fas /o) /o)
3 [ _ ibig|q i 11 12 . (32)
0 0 I Hip Vig1 Zig1 O21 O
Ti+1 J

O11 O
©21 O

sendo p; >0 e

Na sequéncia, encontra-se uma maneira equivalente de se escrever o problema (3.2). Esta
nova formulagdo é mais compacta, o que facilita a sua solucao, através da aplicacao direta dos

lemas apresentados no Capitulo

Lema 3.1.1 O problema de minimizagao (3.2) pode ser reescrito como

T

I 0 ; 0 P10 I 0 ; 0
min Vi — ‘ i - > (3-3)
Vit Ai Hi| |zita Zi o ! Ai Hi| | @it Z;
sendo
P00
F I 0 —I —F.,
-Az = ' 5 i = aZz = il api_l = 0 Ql_l 0 5
0 0 I Hi Zit1 1
0 0 i+1
Zj jjz\z o o
—_ 11 12
Y = w; e Z; Ve . (3.4)
©21 O
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. . . Vi I P70
Prova: Considere as seguintes defini¢oes, & := el = , € reescreva como
Ti+1 0 0 0
P ! [I 0} . Assim, segue que
0
T T 1 -1 i _ (T -1 (4T .
v x P I 0 = (XZ- Z) P; (I X,). (3.5)
0 Ti+1
Além disso, defina
-5171' - fi‘i\i_
F, 10 -1 w; —Fizy); (5
0 0 I Hipa Vit1 Zit1 Tiy1
| Tit+1

sendo A;, H;, ©¥; e Z; dados por (B.4).

Portanto, o seguinte problema de minimizacao equivalente a ([3.3]) é obtido

T
Vi ] —Zi) = <|:A7, Hz} v } - Zi) . (3.7)
Tit1 Tit1

Como [szT T ] = ¢;f, tém-se as seguintes igualdades entre as expressoes
0

LiTi+1

min (XZ-TZ) Pt (ITXi) + ({Ai Hi:|

Tit1

(05

Ti41

(ATT) P (6TT) = | [0 T, é P |1 o =P (38)

e o problema (3.7) torna-se

T
. _ (8 0 . (8 0

min ¢ P + {Ai Hi] - =l {Ai Hi] - (3.9)
Viritt Tit1 Z; Tit1 Z;

que, por sua vez, também equivale a (B.3]). o

O préximo resultado fornece expressdes matriciais para as estimativas filtradas étimas e para

a correspondente equacao recursiva de Riccati, considerando o modelo no espaco de estado usual.
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Teorema 3.1.1 Considere o sistema (3.1) e o problema de minimizagao (3.3). Assim, tem-se
que as estimativas recursivas filtradas 6timas T; 1,41 € sua correspondente equagao recursiva de

Riccati sao dadas respectivamente por

- 2T ~ - —1 ~ S
0 P 0 I O 0
. 0 0 = A H; Z;
Lit1li+1l = (3.10)
0 I AT 0 o0 0
7] [0 Hf 0 o] |O]
e
- T ~ - —1 - o
0 Pi 0 I O 0
0 0 = A H; 0
Piptjip1 = — ) (3.11)
0 I AT 0 o0 0
Il [0 Hf 0o o] |I]
sendo A;, Hi, Zi, P; e Z; definidas por (37).
Prova: O problema de minimizacao ([3.3]) pode ser reescrito como
min (Az — b)T W (Az — b), (3.12)
I 0 Vs 0 Pto0
sendo A := , T = , b= e W = .
Ai H; Tit1 Z; 0 =zt

Dessa forma, aplicando o item (7ii) do Lema 2Z1.2] obtém-se que Z;11 € solucao do seguinte

sistema matricial

[P, 0 ool T Ia] 1 [lo]
0 = A; H; A9 Z;
= . (3.13)
I A 0 0 s 0
_OH? 0 0| | ||®ir] 0] |

P 0 I 0
>
0 = A; H;

Verificando que a inversa esté4 bem definida em (B.13]), uma vez que

P, 0 I O
tem posto coluna pleno e ’ tem posto linha pleno para todo ¢, isto em decor-

0o = ./42' H;
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réncia da presenga das matrizes identidade em A; e H; (veja (B4])), a expressao (B3.10) para
Ainda pelo Lema 2.1.2] segue que a matriz P é definida como parte de z, ou seja,

T -1
e of |w=t A 0
P:=(A"WA) ™ = - (3.14)
I AT 0 I

que, escrita em termo dos parametros originais do sistema, resulta em (B.IT). o

3.2 Estimativa Preditora para o Modelo no Espaco de Estado
Considere o seguinte sistema dinamico discreto no tempo

Tiv1 = Frg +w;

zi = Hix; 4+ v, (3.15)

sendo x; € R" o vetor de estados, z; € RP a medida da saida, w; € R™ e v; € RP os erros de
ajuste presentes nas equagoes de estado e de medida, e F; € R™*™ e H; € RP*™ as matrizes do

sistema.

O problema de predi¢ao 6tima é encontrar ;q); tal que

AT
i — Eiji P”*l.{1 0 0 0| [i— %1
L . w; 0 1000 w;
($i|i,17i+1\i) ‘=arg min +
TirTit v; 0 0 RO v;
Ti+1 0 0 0 0 Ti+1
- T
Ty — fi\ifl
—FiZ)— F, I 0 -1 w; ©11 O
B li—1 4 1L o . (3.16)
—Hifi‘i_l—I—Zi H, 0 I 0 Vi O3 Ooy
Ti+1

A solugao de ([B.16) é obtida seguindo o mesmo procedimento desenvolvido para a formulac¢ao
filtrada. A tnica diferenca estd no rearranjo das matrizes. O préximo resultado é consequéncia

direta do Teorema B.1.11

Corolario 3.2.1 Considere o sistema (313) e o problema de minimizagao (316). As estimati-
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vas preditoras recursivas dtimas T;1); € a correspondente equagao recursiva de Riccati sao dadas

respectivamente por

T _ -1 ~ -
0 P, 0 I 0 0
Ty = ; (3.17)
0 I DI 0 0 0
Il [0 £f 0 0| [0]
e a correspondente equacao recursiva de Riccati
— - T ~ - —1 ~ -
0 P; 0 I 0 0
0 0 = D L; 0
Py =— , (3.18)
0 I DI 0 o 0
1] [0 £f o o] |I]
sendo
Py 0 0
F, 10 -1 —FiZ)i1
D; := L L= , 2= e P = 0 Q; 0. (3.19)
HZ' 0 I 0 _Hiii\i—l"i_zi
0 0 R;

Prova: O problema de minimizacao ([B.16]) pode ser reescrito na forma ([BI2]), sendo

I 0 ; 0 P10
A= ,T = v , b= eW:=|"
D, L; Tit1 Z; 0 =1

7

Dessa forma, aplicando o item (i7i) do Lema 1.2l obtém-se que Z;4; € solugdo do seguinte

sistema matricial

Pi 0 I 0 A 0
0 = D; L; Ao Z;
= : (3.20)
I Df 00 Pi 0
[0 LT 0 0| | ||z 0] |

P 0 I 0
>
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P; 0 I O
tem posto coluna pleno e ‘ tem posto linha pleno para todo %, isto em decor-
0 = D, L;

réncia da presenga das matrizes identidade em D; e £; (veja (BI9)), a expressio (B.I7) para

ji+l|i ¢é obtida.

Ainda pelo Lema 2.1.2] segue que a matriz P é definida como parte de & que, escrita em

termos dos parametros originais do sistema, resulta em (B.I8]). o

3.3 Expressoes Equivalentes para as Estimativas Recursivas Otimas

Nesta secao serao mostradas equivaléncias entre as expressoes das estimativas filtradas e
preditoras e correspondentes recursoes de Riccati obtidas previamente neste capitulo, com aquelas
comumente encontradas na literatura (veja [2] e [3]). Para isto, os limites lim,,, . Z, ou de forma
equivalente limg, ¢ Z, serao tomados de acordo com a teoria de fun¢oes penalidade, desenvolvida

na Secao 2.3 do Capitulo 2

Teorema 3.3.1 Sejam Ziy1)i41 ¢ Piy1jiq1 dadas por (310) e (311), respectivamente. Entao,

tem-se que tais expressoes podem ser reescritas como

Zivtiv1 = Pt (FiPuF + Qi) ' Fidy + P Hi R 2 (3.21)

_ -1
PZ'+1|Z~+1 = ((EP”ZFZT + QZ) ! + Hz'zjl—lRi_-i-llHi+1> . (3.22)

Prova: A recursdao #;,1);4+1 ¢ dada por ([3.I0), se e somente se, o seguinte sistema de equagdes

tiver uma tunica solucao

Py 0 I 0 a 0

0 0 A ™H; b Z;
= . (3.23)

I AT 0 o0 c 0

0 H;r 0 0 Ti+1 0
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Esta equagao matricial equivale ao seguinte conjunto de equagoes

Pijia+c=0 c=—Py;a
Aic+Hizip1 = 25 N Hizipr = 2; — Aic
a+ATb=0 a=—-Alb
Hib=0 HI'b=0
¢ =P ATb ¢ =P ATb
N Hiziv1 = Zi + AiPijia N Hiwip1 = Zi — APi Alb .
a=-ATb a=-Alb
HTb =0 HTb =0

Como os parametros {a,c} podem ser escritos em termos de b e x;41, o sistema (3.23]) tem

solucao se e somente se

A{PZ-‘Z-.AZT H; b Z;
= (3.24)
HT 0| |Zit1 0
tem solugdo. Utilizando o Lema 2-T.11 do Capitulo 2 segue que x;11 é dado por
N _ -1 _
Fiptfir = (M} (AP AD) " Hy)— HE (AP AT 2 (3.25)

que escrito em termos dos parametros originais,

Py 0 0
F, I 0 -1 —Fizy;
A; = , M= V2= ePyii=10 @ 0
0 0 I Hiq Zit1
0 0 Rin

torna-se . A recursdo P, ;.1 € definida como parte de Z,, 1, ou seja ¢é obtida.¢
i+1]i+1 b i+1]i+1> Ja,

Teorema 3.3.2 Sejam &, 1); ¢ Piyq); dadas por (317) e (318), respectivamente. Entao, tem-se

que tais estimativas podem ser reescritas como

Tig1i = Pi+1|i((F‘iPi|i71F‘iT +Qi) - Fi‘Pi\ileiT(Ri + HiPi|i71HT)71Hi‘Pi\i71FiT)71Fifv\i|ifl

+ Pi+1|i((F‘iPi|i71F‘iT +Q) " - Fi‘Pi\ile;‘T(Ri + HiPi|i71H1T)_1Hi‘Pi\i71FiT)_l

X

F Py HI (R + H; Py H )" (2 — HiZiji1) (3.26)

Piprji = (FiPy 1 F + Qi)™ = FPy; H (R; + HiPy;_1H") ' H;Py; 1 F. (3.27)
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Prova: A recursdo #;y); ¢ dada por (B.I0) se e somente se o sistema (3.28) tem uma tnica

solugao

Pyi O I 0 a 0

0 0 D, L; b _ Z; ' (3.28)
I DF o0 ol e 0
0 £F 0 0] |2 0

Esta equagao matricial equivale ao seguinte conjunto de equagoes

Pjia+c=0 c=—Pija c="P;;DI'b c=P;;D}'b

Dic+ Lixiy1 = Z; N Lxi1 =2, —Dic N Hziy1 = Zi + DiPy;a N Lrip1 =2 — D{PﬂiDin '
a+DI'v=0 a=-Dl'b a=-Dl'b a=-DIb
LFb=0 LTb=0 LTb=0 LFb=0

Como os parametros {a,c} podem ser escritos em termos de b e z;11, o sistema ([328]) tem

solugao se e somente se

DPyu D Ll | b | |z 529
ﬁT 0 Ti+1 0
tem solucao.
Utilizando o Lema 2.1.1] do Capitulo 2 segue que x;1 é dado por
. _ -1 _
Zip1p = (L] (DiPyiaa DY) L) LT (DiPyia D)1 2 (3.30)
que escrito em termos dos parametros originais
X P 0 0
F, 1 0 -1 —FiZ;)i 1
D; = S L= , 2= e P = 0 Q; O
Hi 0 I 0 _Hii'ﬂz’—l + z;
0 0 R;
torna-se ([3.26). A recursdo P;iq|; é definida como parte de Z;1);, isto ¢, (B.27). o

Observacao 1 Note a complexidade tomada pelas expressoes das estimativas dtimas e recursoes
de Riccati apds serem feitas as redugoes das formas matriciais, principalmente considerando o
caso preditor. FEste fato mostra uma vantagem do método proposto nesta tese, principalmente

quando a classe de sistemas singulares é considerada (veja para maiores detalhes o Capitulo []]).
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Capitulo

Estimativas Recursivas Otimas para o

Modelo Singular Nominal

Neste capitulo serao considerados filtros nominais para modelos no espago de semi-estado,
denominados Filtros Singulares Nominais (FSNs). Serao obtidas estimativas 6timas nas formas
filtrada e preditora, por meio das seguintes técnicas de otimizagdo: minimos quadrados ponder-
ados e fungoes penalidades. Os resultados deste capitulo mostram que os filtros apresentados
sao equivalentes aos filtros obtidos em |J]. O FSN apresentado neste capitulo é analogo ao
apresentado em [6] e [25]. A principal diferenca entre os dois procedimentos utilizados nas re-
spectivas deducoes estd relacionada com o método para incorporar as restricoes no funcional a
ser minimizado. Na abordagem desenvolvida neste capitulo, as restrigoes sao incorporadas de
forma quadrética utilizando o termo denominado fun¢ao penalidade, enquanto em [6] e [23] as

restricOes sao incorporadas via multiplicadores de Lagrange.

4.1 Estimativa Filtrada para Sistemas Singulares Nominais
Considere o seguinte sistema dindmico singular discreto no tempo

Eipiripr = Fog+ Gyiwi + Gy ip1vig1

Zip1 = Hipzip + Jiwg + Ky gwi + Ky j410i41, © >0 (4.1)

sendo x; € R™ a varidvel singular, z; € RP a medida da saida, w; € R™ e v; € RP os ruidos

presentes no estado e na medida, E;11 € R™*", F; € R™", H;yy € RP*" | G, ; € R™™,
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Guit1 € R™P K, ; € RP*™ e K, ;11 € RP*P as matrizes do sistema nominal e J; € R™*" ¢ a
matriz que representa o termo de atraso na equagao de saida.

O problema de filtragem otima é encontrar &;,q;11, tal que

T —1
Ti — Til Py 0 0 Ti — Til
: 5 . Wi 0 Qi S 0 w;
(Ii|i+1733i+l|i+1) = arg min -
Pt Vit1 0 S/ R Vit1
Tit1 0 0 Tit1
- - T
Li — Tj|;
F Gui Guit1r —Eipa w; —Fi#y); ©11 O
+ - i ol |. (4.2)
Ji Kui Kot Hip Vit1 Zit1 ©21 O
Ti41

O11 O12
O21 O

sendo p; >0 e

Note que o problema de minimiza¢ao (£2]) possui a mesma estrutura do problema (3.2)).
Sendo assim, a forma equivalente de se escrever o problema (3.2]) apresentada no Lema B.I.1]

também pode ser desenvolvida para o caso singular nominal. Nesta nova formulagao, segue

T
T 0 . 0 'P._l 0 I 0 i 0
min Vi — ! vi - ) (4-3)
vire | \ e, NG| |z | |2 o F'\[G M| || |2

sendo que as identifica¢oes (B4]) tornam-se

F, Guw: G E Fi P 00
i w,i v, — Ly — LT
C = ; yit1 N = +1 2= \ ,,Pi—l =10 0 S, 7
Ji Kuwi Kyit1 Hiy Zit1
+ + + 0 ST Ris
o o -1 Ty — Tj|q
_ _ 11 12
= = ,ull W = w; (4.4)
O21 Og
Vi+1

Como consequéncia deste novo arranjo para o problema (£2]), o seguinte resultado, que
fornece expressoes para as estimativas filtradas singulares nominais com a correspondente equagao

recursiva de Riccati, é obtido.

Teorema 4.1.1 Considere o sistema ({{-1]) e o problema de minimizagao (4.2). Assuma que as
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sequintes hipdteses sejam satisfeitas
H 1 {Ci j\/’l} tem posto linha pleno para todo i;
H 2 Nj; tem posto coluna pleno para todo i, para uma dada sequéncia {29, 21, ..., zi+1}-

Assim, tem-se que as estimativas filtradas singulares recursivas dtimas e sua correspondente
equagao recursiva de Riccati sao dadas respectivamente por

T -~

ol [P o 1 o] [z
) 0 0 % G N 3
Tit1lit1 = (4.9)
0 I ¢ o o 0
7] [0 N 0 0] [O]
€
- T - - —1 ~ S
of (P 0 I 0 0
0 0 Z C N; 0
Pi+1|i+1 = T ) (4.6)
0 I ¢ o o 0
I [0 N oo 0] [1]

sendo C;, Ny, Z;, Z2; e P; dadas por ({{.4).
Prova: O problema de minimiza¢ao ([@2]) pode ser reescrito como ([B12), sendo

(5

Ti41

I 0
A=
Ci N;

, b
Z;

Aplicando o item (7i7) do Lema 2.1.2] tem-se que Z;11 € solu¢do do sistema matricial

2o |10 M 0
0 Ei CZ’ M )\2 Zz‘
= 4.7
I cr 0 0 Vi 0
[0 N 0 0| | ||zisa]|] [0
Por meio da segunda linha de (£.7]), obtém-se que
(4.8)

Eixe + Ciyy + Nizip1 = Z; = Eidg + Cii + Niziq1 = 34,
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ZT; 0
sendo ¢; = | w; | € 3i:=

Zi+1
Vi1 |

Além disso, através da primeira linha de (£.7)), a equagao P; A1 +1; = 0 torna-se P;A\; + ¢; =
b

-%i\iv sendo §:Z|Z = 0
0

Logo, o sistema (&) equivale a

P00 I o] i

2| = . (4.9)
I ¢ o o bi 0
0 N0 0 |miga] [0

Assumindo que as hipoteses H [l e H [2 sao satisfeitas, pelo Lema , a matriz & esquerda
de (49) ¢ nao singular e a solugao 6tima ¢ dada por (f.3)). Definindo P j;1; como parte de

Ti1)i+1, @ equacdo ([2.9) do Lema 2Z.I.2 resulta em (E.G). o

Observacao 2 Através da solu¢io de (4.2) tem-se que as estimativas suavizadas podem ser

obtidas como

- oT -1 S
0 Py 0 0 0 0 1 0 0 0 Ty
0 0 Qi S 0 0 0 1 0 0 0
0 0 SI' Ri 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 Fi Gui Guiv1 —Eipq 0
Zijig1 = |0 0 0 0 0 0 Ji Ky Kyit1  Higa Ziv1|, (4.10)
I 1 0 0 FT Jr 0 0 0 0 0
0 0 I 0 GP;Z’Z- KU:CZ 0 0 0 0 0
0 0 0 1 G£i+1 KvT,iH 0 0 0 0 0
_O_ i 0 0 0 —Eﬁrl Hﬁl 0 0 0 0 | i 0 |
Tjit1
uma vez que (;3i|i+1 = @i|i+1
Vit1)it1

'Lema [40] Sejam A € R"*™ e B € R"*™ com A > 0. Tem-se que {;T ?}é invertivel se e somente se B

tem posto coluna pleno e [A B] tem posto linha pleno.
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4.2 Estimativa Preditora para Sistemas Singulares Nominais
Considere o seguinte sistema dinamico singular discreto no tempo

Eiviziyn = Fai+ G

zi = Hipx,+ Kv;, 1 >0 (4.11)

sendo xz; € R™ a variavel singular, z; € RP a medida da saida, w; € R™ e v; € R? os ruidos
presentes no estado e na medida, F; 1 € R™*" F, € R™*" H,; € RP*" as matrizes do sistema

nominal e

Gi Guwi Gui wj
= e v = . (4.12)
K; Ky Ky, v;

O estabelecimento do problema de predi¢ao para sistemas nominais segue a mesma linha
desenvolvida para o caso filtrado. Suponha que no passo ¢ — 1 tem-se a estimativa a prior:
do estado x; e denote esta estimativa inicial por Z;;_;. Suponha também que hd uma matriz
de ponderagao definida positiva Pj;_; para o erro de estimagdo (z; — :i"i|i_1). Para atualizar a

estimativa de Z;;_; para &;y);, propoe-se o seguinte problema de minimizagao

T -1
Ti — Tifi—1 P10 0 Ti — Tij|i—1
(44, Li41):) = arg min v 0 R v
iy, Li41
Ti+1 0 0 Li4+1
T
T — Tiji—1 .
F, Gi —Ein —FiZ;)i ©11 Oz
=+ vV; - . 12 L4 ) (413)

H; K; 0 —HiZy1 + 2 O21 O

Li+1

Qi Si

sendo que v;, G; e K; sao definidos por (12) e R; := i

O proximo resultado auxiliar apresenta uma maneira alternativa de escrever o problema de

minimizacao acima proposto.

Lema 4.2.1 O problema de minimizagao ({{.13) pode ser reescrito como

T
I 0 i 0 PO I 0 i 0
min v - ‘ v - (4.14)
YirTit1 B; M;| |zix1 Z; 0 =t Bi M;| |Tiq1 Z;

7
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sendo
B; = Fi G M, = —FEin Z = —FZ;1 = T — il
_HZ KZ 0 _Hji‘i—l + z; v;
Pyji—1 0 ©11 O12
Pi= | 1 ) Bt = (4.15)
| 0 Ry ©21 O
o

A prova deste resultado é andloga a demonstragao feita para o Lema B.I.Il no qual uma

compactacao dos termos matriciais foi realizada, para facilitar a aplicacdo dos lemas do Capitulo

. Por este motivo, a prova foi omitida

A seguir, sera apresentado um resultado que fornece expressoes para as estimativas preditoras

Otimas nominais.

Teorema 4.2.1 As estimativas recursivas 6timas Z;41); resultantes da solugdo do problema ([/.13)

e sua correspondente equacao recursiva de Riccati, podem ser obtidas alternativamente através

das sequintes recursoes

S oT -
wi+1|i = N (416)
0 I B 0 o0 0
Il [0 M 0 0] | O |
e
4T - o—1 ¢ -
0 P, 0 I 0 0
0 0o = B M; 0
Pi+1|i - — ) (417)
0 I B 0 o 0
7] [0 M 0 0] []]
0 - L)1 .
sendo 3; := , Xiji—1 = e Bi, M;, P; dadas por (4.15]), contanto que as sequintes
Z 0

hipdteses sejam satisfeitas

H 3 {Bi Ml} tem posto linha pleno para todo i;
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...,Zi}.

H 4 M; tem posto coluna pleno para todo i, e é dada uma sequéncia {zg, 21,

Prova: O problema de minimizagao ([EI4) pode ser reescrito como ([B:I2), sendo

I 0 i 0
A= , X v , b= e W=
0 =

Bi MZ Ti4+1

Aplicando o item (7i7) do Lema 2.1.2] tem-se que Z;11 € solu¢do do sistema matricial

7o (1 o] [n 0
0 Ei: B, M; Ao _ Z; (4.18)
I B 00 Vi 0
[0 M 0 0| | [|zis]] [ ]O] ]
Através da segunda linha de (I8)), obtém-se que
Eida + Bii + Mizip1 = Z; = Zidg + Bidi + Mizip1 = 3i, (4.19)
T
sendo ¢; == |w;| € 3i = Além disso, através da primeira linha de ([AI8]), a equacao

2

V; '

PiA1 + 1 = 0 torna-se
Pidi + ¢ = Xiji1,
Tji1
sendo %i‘i_l = 0
0
Logo, o sistema (4.I8)) equivale a

P, 0 I 0 A X1
0 5 B M| | A\ _ 3i (4.20)
I B 0 o0 b 0
0 M) 0 0] |wa| | O

Assumindo que as hipoteses H [J e H [J]sdo satisfeitas, a matriz a esquerda de (£20) é nao

singular e a solugao 6tima dada por (£I6]). Definindo P;q); como parte de &;4q);, a equagao
o

239) do Lema -T2 resulta em (@.I7]).
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4.3 Casos Particulares das Estimativas Recursivas Otimas

Considerando limz, .o, que equivale a tomar lim,, .., através da aplicacao da teoria de
fungoes penalidade (veja para maiores detalhes a Se¢do 2.3 do Capitulo 2)), nas equagdes (E3])-
([A6) e (ALI6)-(4I7), tém-se que os FSNs apresentados nas Se¢oes EIl e recaem nos filtros

propostos em [3] que, escritos em termos dos parametros do sistema (), tornam-se

[fi+1|z‘+1 Pi+1|z‘+1] =
- 4T

0 _PW 0 0 0 0 I 0 0 0 Fii 0
0 0 Qs Si 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 ST Ry O 0o 0 0 I 0 0 0
0 0 0 0 0 0 F Gui Guis1 —Ein 0 0
0 0 0 0 0 0 Ji Kui Kyipn Hipg zig1 O (4.21)
0 I 0 o F' Jr 0 0 0 0 0 0
0 o I o G, KL, 0 o0 0 0 0 0
0 0 0o I GI.y KL, 0 o0 0 0 0 0
I o 0o o0 -EL, HL, 0 0 0 0 0 I
e
Ziy1p Pipa| =
ST - o1 -
0| |Py1 0 0 0 0o I 0 0 0 Zgia O
0 0 Qi S: 0 0 0 I 0 0 0 0
0 0 ST R 0 o o o I 0 0 0
0 O 0 0 0 0 F Gui Gui —FEip 0 0
0 0 0 0 0 0 H; Ku; Ky 0 2 0 (4.22)
0 I 0 0o F' H' 0o 0 0 0 0 0
0 o I o0 G, KL, 0 0 0 0 0 0
0 o o I GI, KI, 0 0 0 0 0 0
1] o o0 0 —-EL, 0 0 0 0 0 0 -

A fim de comparar o Corolario M I.Tlcom os resultados encontrados na literatura, adote J; = 0
na estimativa filtrada e Gy, ; = G4, Gy = 0, Ky ; = 0 e K,,; = I para todo 4, considerando os

casos filtrado e preditor.

Os préximos resultados mostram que hé equivaléncia entre os filtros obtidos nas se¢des an-
teriores deste capitulo, com os deduzidos por [28] e [40] que, por sua vez, podem ser reduzidos

as formas encontradas em [14].
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Eip
Lema 4.3.1 Suponha que [FZ Gl} tem posto linha pleno e ' tem posto coluna pleno para
Hip
todo i. Entao, pode-se reescrever
Zit1)it1 Pi+1|i+1} =
- 2T - - -1 -
of [Py 0 o0 0 0o I 0 0 0 Fii 0
0 0 @ S 0 0 0 I 0 0 0 0
0 0 ST Ry O o 0 0 I 0 0 0
0 0 0 0 0 0 F, G; 0 —-E;i 14 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 I Hp Zie1 0 (4.23)
0 I o o0 FT 0 0 0 0 0 0 0
0 o I o0 GT 0O 0 0 0 0 0 0
0 0 0 I 0 I 0 0 0 0 0 0
7] Jo o o -BL, HY, 0 0 0 o0 | |0 -I
como
T -1
0 FiP) Fl + GiQiGT  —GiS;  Ein Fizy; 0
Tip1)it Pi+1\i+1} =10 -s;Gt Riv1 Hitx zigr 0 (4.24)
I Ej}y Hy, 0 0o -I
ou, de forma equivalente, quando S; =0 como
Pt = P EBEL (EPLFT + G.O.GIY Y E4. + P  HE  RTL 2. 4.95
Li1)i4+1 = L4141 i+1( i) + GiQ; z) zwz|z+ P11 4140 1 Zit1 ( . )
e
T T T\—1 T p-1 -1
Piyijin = (Biq (BB By + GiQiGy ) B + Hi R Hiya) ™ (4.26)

Prova: Se %;1 1,41 ¢ dado por ({23)), segue que ;11 € solugao do seguinte sistema matricial

_Pm- 0 0 0 o 1 0 0 o |[x] _ism_

0 Qi S 0 O 0 I 0 0 Ao 0

0 ST Rin 0 0 0 0 I 0 A3 0

0 0 0 0 0 F Gi 0 —Eiql| | M 0

0 0 0 0 0 0 0 I Hi, s | = |ziga | - (4.27)
I 0 0 ET 0O 0 0 0 0 z; 0

0 I 0 GT 0 0 0 0 0 w; 0

0 0 I 0 I 0 0 0 0 Vit 0

0 0 0o -Ef, HfYy 0 0 0 0 ||zim] | 0]
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A partir da primeira e segunda linha de ([@27)), tem-se que

Py, 0 A 0 x; Zili
i e T s [T = | (4.28)
0 Qi| X Si w; 0
. o A F'\ . A1 _
e a partir da sexta e sétima linhas segue que = — . Substituindo na equagao
Ao GT )\, Ao
#28) obtém-se
Py 0| |=F'x\ 0 T Ty
+ A3+ =
0 QZ —GZT)\4 SZ Wy 0
—P..FT) 0 T oy
o | 4| =T (4.29)
—QiG;-T)\4 S,' Wy 0

Agora, considere a quarta linha de (Z.27))

T
[Fi Gi] — Eivizip1 = 0. (4.30)
Wy
Por ([A29) tem-se que
z; PZ-|Z-F;~T)\4 + £i|i 0
- W (4.31)
w; QiGZT)\zL Si

T
Fazendo a substitui¢do do vetor | | em ([@30) pela equacio E31), obtém-se
Wy

Pi\in‘T)\4 + Zy);
QiGN — Si)s
= FiPi F M+ GiQiGT M — GiSidg — Eip1miey = —Fiiy,

|:E Gi] —Eij12i41 =0

= —(FiP, Fl + GiQiG] )M + GiSids + Eip1is1 = Fidy. (4.32)
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Tem-se também a partir da terceira, quinta e oitava linhas de (£2T)), respectivamente, que

S;'T)\Q + RitiAs+ 041 =0 (4.33)
Vit1 = —Hi1mi1 + 21 (4.34)
A= s (4.35)

Substituindo ([@34) em (E33) e A2 por —GT A4 obtém-se

— SZTGZT)\4 + Ri+1)\3 - Hi+1$i+1 = —Zi+1 = SfG?A4 — Ri+1)\3 + Hz‘—i—lxi—i—l = Zi+1- (4.36)

Considerando a equacéo —Eﬂrl)u; + Hﬁl)@ = 0, obtida a partir da ultima linha de ({.27),

segue que substituindo A3 por —\5 dado em (£33]), tem-se

—EL M\ —HL )\ =0. (4.37)

Escrevendo ([£32)), (£36) e (£37) em forma matricial, obtém-se

FiP Pl + GiQiGT —GiSi Eppr| |—M| | Fidy,
~S{GT Riy1 Hipn| | =A3| = | zit1 | - (4.38)

T T
i Hiy, 0 Tit1 0

Como, por hipotese, [FZ Gi] tem posto linha pleno para todo i, segue que a matriz a

esquerda de (38) ¢ nao singular. Sendo assim, #;1};41 ¢ dado por (E.24)).

A demonstragao que P;yq);11 dada por ([Z23) pode ser escrita como (24) segue 0 mesmo

procedimento desenvolvido para Z;, 1,41 €, desta forma, serd omitida.

Abaixo sera mostrado que ([@24)) equivale a (.20)-(@26]) quando S; = 0.
Utilizando o Lema 2.T.11 do Capitulo 2] tem-se que

- ~1

Tit1li+1 = { Ei ., Hi, } B
0 Ry | | Hin
<« [en, mz, ] (FiPyF! +GiQiGIH)™ 0 Fiys 139
i+1 i+1 1 '
0 Rz’+1 | Al
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ou seja,

. -1 _ -1
Tiy1li+1 = (EZT+1 (EPMF@'T + GiQiGzT) Eit1+ Hijji-lRi—i—llHi+l)

X

EL L (FPyF + GiQiGl ) ' Fidyy + HY\ Rz (4.40)

Definindo parte de &;41);41 como sendo P;iq};11, as recursdes [E23) e [@26) sao obtidas.

Observacao 3 Note que, embora a estrutura em blocos matricias de ([4.24) recaia na estrutura

proposta em [40], nessa referéncia a matriz G; é considerada matriz identidade.

O proximo resultado faz a redugdo do preditor singular nominal deduzido na Segao a
forma encontrada em [39] (S; = 0), obtida a partir de uma reformulagao do problema de maxima

verossimilhanga resolvido em [40)].

Lema 4.3.2 Suponha que [FZ GZ} tem posto linha pleno e E;+1 tem posto coluna pleno para

todo i. Entao, pode-se reescrever

Tip1)i ‘PiJrl\i} =

o 1 }
ol [Py 0 0 0 O I 0 0 0 Gy 0
0 0 Q; 0 0 0 0o I 0 0 0 0
0 0 0 R; 0 0 0o 0 I 0 0 0
0 0 0 0 0 0 F, G; 0 —E;y 0 0
0 o 0o 0 o0 0 H 0 I 0 %0 (4.41)
0 I 0o o F' HT 0 0 0 0 0 0
0 o I 0 G 0 0 0 0 0 0 o0
0 0 0 1 0 I 0 0 O 0 0 0
o o 0o -E, 0 0 00 o0 | (-1
como
_55i+1|z‘ ‘Pi+1\i:| =
- T -1
0 FiPy; 1 Fl + G:Q:GT —FPj_1H  Eip FiZy-1 0
0 —H;Py; 1 F} Ri + HiPy;_+H 0 zi — HiZy;-1 0 (4.42)
1 BT, 0 0 0 -1
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ou como
By = PoaBElg(Yi— FiPyH] (Ri + HiPy_ H") "H; Py, F") ™
x  Eyi1 + Py Bl (Y — FiPy_ HI (R, + HiPy,_H') ' H; Py, F') ™
x  EPy o H} (R + H; Py H") Y2 — Hidyjioq) (4.43)
P = (Bl (Yi— FPy_HI (R + HiPy_H") " H; Py, F ) Eiq) ™ (4.44)

sendo Y; := F,'Pﬂi_lFZ-T + G:Q;GT.

Prova: Se Z;,1); ¢ dado por (4.41), segue que x;11 € solucdo do seguinte sistema matricial

Py 0 0 0 0O I 0 0 0 A1 Tiji—1
0 Qi 0 0 0 0 I 0 0 A2 0
0 0 R; 0 0 0 0 I 0 A3 0
0 0 0 0 0 F, G;i 0 —E;j oV 0
0 0 0 0 0 H, 0 I 0 X | =1 = |- (4.45)
I o o F' H o 0 0 o0 z; 0
o I 0o GF 0 0 0 0 0 w; 0
0 0 I 0 I 0 0 O 0 Vit1 0
o 0 0 —-EL, 0 0 0 0 0 Tit1 0
A partir da primeira e segunda linhas de (£43]), tem-se que
Py 0] [M N ri| Tjiq 7 (4.46)
0 Qi] | w; 0
. - A1 FI' i+ HI X5 .
e a partir da sexta e sétima linhas segue que = - . Substituindo
A2 GT\, A2
na equacao ({46]) obtém-se
Pjo1 0| |=F X —H X NI Tjji—1
0 QZ —GZT)\4 ws 0
N —Pyi 1 FI\y — Py H] X5 . Zji1 ' (4.47)

—QiGT )\, w; 0
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Agora, considere a quarta linha de (Z45))

.
|:Fi Gi] " = Biai = 0. (4.48)
w;
Por (A7) tem-se que
Zi| Pz‘\z‘—1FiT)\4 + Pz‘\z‘—1HiT)\5 + Zj-1 (4.49)
w; QiGI M

.
Fazendo a substitui¢do do vetor | ' | em ([@A4R) pela equacio ([E4J), obtém-se
Wy

Pi\i—lFiT)\zl + Pi\i—le‘T)‘5 + Zj)i-1
QiGT\y
= BBy 1 F M+ FPy 1 H A5 + GiQiGI My — Eiawiy = —Fidy o

[Fi Gi:| —EBiri01 =0

= (F Py F + GiQiGH )\ + FiPy_1H' X5 — Eijawisr = —Fidy

= —(FiPy1 F + GiQiG] )My — Py Hf Xs + Eip1wip1 = Fyggiy. (4.50)

Tem-se também a partir da terceira, quinta e oitava linhas de (£43]) que

Rids +v; =0, (4.51)
v; = —H;x; + z;, (4.52)
As = —Xs, (4.53)

respectivamente. Substituindo (£.52]) em (Z5I) obtém-se

Ri)\g — Hﬂ:i = —2; = —Ri)\g + Hia;i = Z;. (4.54)

Substituindo z; dado por ([@48) e A3 dado por (4.53]), ambos em ([A.54]) tem-se

(R; + Hi Py 1 H A5 + HiPy Ff' Ay = 2z — Hidgpy . (4.55)



43

Considerando a tltima linha de (@43, segue que
—~EL M =0. (4.56)

Escrevendo (50), (#54) e (A56) na forma matricial, obtém-se

FiPyji 1 F' + GiQiGT —FP HY  Eiq| | =M\ FiZy1
—H Py F Ri+ Hi Py, H 0 As | = |z — HiZyjio1 | - (4.57)
Eﬁl 0 0 Ti+1 0

Como, por hipodtese, {FZ Gi] tem posto linha pleno para todo ¢, segue que a matriz a

esquerda de (.57) ¢ ndo singular. Sendo assim, #;); ¢ dado por (E.42).

A demonstracio que P, ; dada por ({4I) pode ser escrita como (f.42) segue o mesmo

procedimento desenvolvido para #;1y); e, desta forma, serd omitido.

Agora sera mostrado que ({42)) equivale a (£.43])-(@44]).
Utilizando o Lema 2.I.T]do Capitulo 2 e definindo Y; := FiPﬂi_lFiT + G:Q:GT, tem-se que

-1

Y; —FiPy;_Hf Eip1
{ EL, 0 } Zit1
—HipmeleT R; + Hi‘Pi\ileT 0
-1
Y; —F,Py;_ H} FiZy1
=[ £ o] ,
—H;Py; \F' R;+HPy;_H" zi — Hidy)i 1
ou seja,
1 -1
Y; —F;Py;_1H} Ei
Titl = [ EL, 0 ] |
—H;Py; 1 F' R+ H;Py;_1H” 0
1
Y; —FiPy,_H FiZy;1
x [ ET, 0 } (4.58)
—H;Py; 1 F R+ H;P,,_1H" zi — HiZy1

A inversa do bloco matricial central de (4.58) pode ser calculada através da fatoragao LD,

2LLDU é uma decomposicio matricial da forma A = LDU, sendo D uma matriz diagonal e L e U matrizes
unitarias.
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que é dada por

~1
Y; —F;Py;,_1H

—H;Py;_1Fl' R+ H;Py;,_H"

I 0

(Yi = FiPy 1 H BiH; Py, (F)~" 0
BiH;Py; F" I

I FPy;_H]B;
0 B; 0 I

sendo B; definido por B; := (R; + HiPy;_yHT) ™",

Portanto, ao definirmos

-1
Y; —F,Py; 1H] Eitq
Pz‘—l—l\z‘ = [ EZi-l 0 ] ili i

(4.59)
—H;Py;_1F R;+H;Py;_1H"

tem-se a equagao (4.44). Logo, a estimativa preditora #;,); ¢ dada por (4.43)



45

Capitulo

Estabilidade e Convergéncia dos FSNs

Este capitulo apresenta as condigoes para estabilidade e convergéncia da sequéncia P41
associada ao Filtro Singular Nominal (FSN) em regime permanente. Demonstra-se que a solugao
recursiva da Equagao Algébrica de Riccati (EAR), sob certas condigoes, converge para uma
matriz P simétrica e semidefinida positiva. Demonstra-se também que, caso essa solucao exista,
ela é unica |7]. Os resultados relatados neste capitulo aplicam-se tanto as estimativas filtradas
quanto as preditoras obtidas nos capitulos Bl e [ uma vez que as matrizes serdo particionadas
de forma correspondente & parte dindmica e da medida do sistema original. Os resultados deste

capitulo sao extensoes de [10] e |34].

5.1 Resultados Preliminares

Tem-se que propriedades da EAR sao mostradas quando os parametros do sistema sdo con-

stantes. Sendo assim, considere um sistema dindmico linear invariante no tempo descrito por

Z; =Exip1 + Frx; + GV, (5.1)
sendo que
0 & F. g wj
Z; = , E= a , F = ¢ , G = ¢ eV = . (5.2)
Zi 5m ./T'm gm Ui

O indice d representa a parte referente a equagao dindmica do sistema e o indice m refere-se
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a equacao de medida.

Considerando o modelo no espago de estado usual (veja equacao ([B.I) do Capitulo [3)) tem-se

que

b —1I F F g I 0
= ‘= s F o= ‘= e G .= =
Em 0 Fn H Om 0 I

no caso preditor.

Para o caso singular nominal (equacao (A1) do Capitulo Hl), tem-se para o caso filtrado

E -k F F g Guw Gy
g=1"= ; F o= = eq:= =
Em H Fm 0 Gm K, K,

& -E F. F g Gw Gy
g=1" = ; F = = eqG:= 0=

Considerando as matrizes de ponderagao, associadas aos erros de ajuste, definidas como

S
R = @ > 0,

ST R

foi provado que, se £ tem posto coluna pleno e [5‘ F g] tem posto linha pleno, entao a melhor
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estimativa Z;41 de x; é gerada por

T - o1 -
0 0 0 I 0 O T
0 0O R 0 0 I O 0
. 0 o o 0 F g ¢ Z;
Ti41 = (53)
0 I 0o Ff 0 0 0 0
0 0 I ¢ o0 0 0 0
7] [0 0o & 0 0 0f |O]
sendo a equagao recursiva de Riccati associada a ela dada por
T - =1 .
0 B 0 0 I 0 O 0
0 0 R 0 0 I O 0
0 o 0o 0 F g ¢ 0
P = — (5.4)
0 I 0o Ff 0 0 0 0
0 0 I ¢ 0 0 0 0
Il o 0o & 0 0 0f |

Observe que, como as expressoes para o filtro e para a equacao recursiva de Riccati valem
tanto para o caso filtrado como para o caso preditor, considerando os modelos espago de estado
usual ([B.I) e singular nominal ([&.]), as notagdes &;41)j4+1 € i41); serao suprimidas. Sendo assim,

as estimativas 6timas serdao dadas apenas por ;4.

Considere também as seguintes defini¢oes

- T 1
e = [0 . I .0, M(P)=07N(P),
P 0 0 I 0 0
0 R 0 0 I 0
0 0 0 F G €
Q(p) = : (5.5)
I 0 FF 0 0 0
0o I 6" 0 00
00 & 0 0 0

sendo e; e M (P) decompostos em blocos de acordo com a parti¢ao de Q (P). M é particionada

como M;j, 1,7 = 1,...,6 e o vetor de blocos e; possui a matriz identidade na i-ésima posicao do
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bloco e matrizes nulas nas demais posigoes.

A partir de (53) e (54), tem-se que as expressdes para o filtro em regime permanente e a

EAR correspondente sdo dadas, respectivamente, por

Tiy1 = egﬂ_l (P) (elii + egzi) (5.6)

P=—el Q71 (P)eg. (5.7)

Definicao 5.1.1 O sistema dindmico descrito por (2.1) é
(1) detectdvel, se \E — F tem posto coluna pleno para todo |\ > 1;

(71) estabilizdvel, se {)\5 - F g] tem posto linha pleno para todo |\ > 1;

Observacao 4 Note que o critério de posto estabelecido para a condi¢ao de estabilizabilidade do
sistema (51) € uma extensao natural do teste PBH (Popov-Belevitch-Hautus) para a classe de

sistemas singulares. De fato, se os pardmetros do modelo forem assumidos
E=1 K,=0, K,=1, eG, =0,
a condi¢io PBH usual é obtida.

Lema 5.1.1 1@] Considere o sistema (51 detectdvel. Entao, existe uma matriz M, inversa a
esquerda de &£, isto é, ME =1, tal que MF é estdvel.

Na sequéncia serao apresentados alguns lemas auxiliares, utilizados posteriormente nas provas

dos resultados principais deste capitulo.

O préximo lema mostra que a matriz P pode ser escrita através de uma maneira alternativa,
suprimindo-se a inversa do bloco matricial central. Também sao estabelecidas duas relagoes

matriciais fundamentais nas provas dos demais resultados.

Lema 5.1.2 Se

-1
P=—lo 1] S (5.8)
HT 0 I
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entio P = LRLT com

R H| |I
L:[o [} o | (5.9)

Além disto, definindo K := —P tem-se

LR+ KHT = 0

LH = 1. (5.10)

Prova: A matriz P é dada por (5.6) e pelo LemaE pode ser reescrita como

-1 - -1
R H R 0 R H 0

P:[O I] HT 0 0 o|l |[HT o I

Logo, » B
Pz[o I] R H IR[I 0] R H 0
HT 0 0 HT 0 I

Definindo L como em (5.9) obtém-se P = LRLT. Assumindo K := —P segue que

-1

R H| |10
L e (N P I

ou seja, [L K} ;T I;I :[0 I]. o

Na sequéncia encontra-se um resultado importante, consequéncia direta do lema anterior.
Nele utilizam-se matrizes auxiliares M;; para que, tanto a estimativa filtrada (5.6]), quanto a

EAR (57), sejam reescritas sem que a inversa do bloco matricial intermediario seja explicitada.

Lema 5.1.3 A estimativa filtrada étima (2.0) e sua EAR associada (5.7) podem ser reescritas

! Lema [40] Seja Rsemidefinida positiva e H posto coluna pleno. Entao

o a([8 0 06 91 D)
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como
Tiy1 = Meai + MesZ;
= —MesFzi+ MesZ; (5.11)
e
P = Mg PMg + MgyRMp,
= Mg (FPF" + GRGT) M (5.12)
respectivamente.

Prova: Através do Lema [B.1.2] segue que

My My Mys I 0 O I 0 0
M1 Msy Mss| |0 I Of[=1|(0 I O (5.13)
Megr Mgz Mez| |F G & 00 I

T
My My Mys| [P0 Of | My My My

P=|Ms; Msy M| [0 R O |Msi Msy Mss| - (5.14)
Mg Mgz Mgz | |0 0 O | Mg Me2 Mes

A partir de (5I3)), é simples verificar que Mg, + Mg3F = 0 e Mgy + Mg3G = 0. Logo P
satisfaz (5.12).

Como #;41 ¢ dado por [B.6), Me1 := el Q7 (P)ey e Mgz := el Q71 (P) e3, a equagio (5.11))
é obtida.

Lema 5.1.4 [3/] Para matrizes A € R"™*™ B € R""e I' € R"™ "™ dadas, a equagdo de Stein
S—BSA=T (5.15)

tem uma tnica solugao, se e sé se, A\pus # 1para todo N, € o (A) e us € o (B). o
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O proéximo resultado é auxiliar, uma vez que é utilizado na prova do Lema [5.3.9] apresentado

na Secao B.3l

Lema 5.1.5 Seja E posto coluna pleno, {Ri E] posto linha pleno, R; simétrica semidefinida

-1
I
[ ] | 510
0

positiva e considere as sequintes defini¢oes para i = 1,2

-1
0
€ Uz =

Entao, as sequintes sentencgas sao validas

T
0

I

R, E
ET 0

(i) J1 — Jo = Uy (R — Re) Ud;

Ry FE

(it) Uy — Uy = Uz (Ry — Ry) {I 0] [ET .

(7it) Se Ry > Ry entdo Jy > Js.

R, E
Prova: (i) Defina as correspondentes fungdes matriciais T; = Y(J;) = . .
E- 0
Entao
-1 -1 0 -1 -1 0
Ji—Jy = [0 1} (ry' -1 || = [0 1} LT - T2) Y5 . (5.17)
I I
Mas T1 — YTy = (R1 — Ry) [[ 0} e, portanto

J1—Jo = [0 I] Tt [é

(B1 = R2) [1 0] 15" H .

Lembrando que T, 1'¢ simétrica tem-se

T
J1—Jr = [O I]Tl_l lg (R1R2)<[0 I:|T2_1 [é])
~ | E_II(R—R) o 1] | A7) (5.18)
- goo| fof L e o] o)




52

Logo a relagéo (i) € obtida.
(74) A prova da relagao (i) é andloga a demonstracao elaborada para (7).

(7i1) Por (i) e (i7) tem-se que

T -1
I Ry FE I T
Ji—Jy=Uy | I+ (Ry — R2) (R1 — R2) Uy . (5.19)
o] |ET 0 0
Como Ry — Ry > 0, obtém-se
1
Ji—Jy = U (R — Ry)2
T -1
1 Ry F 1 R
X |IT+(Ry — Ry)? (B1— Ro)? | (B1—R)2 Uy .
of |ET 0 0
Portanto, J; — Jo > 0. o

5.2 Estabilidade

Para garantir um desempenho apropriado do FSN em regime permanente, serdao enunciados
e demonstrados teoremas que garantem a estabilidade deste filtro quando os parametros do
modelo sao invariantes no tempo. Em particular, serd determinada a existéncia e unicidade de

uma solugao estabilizante P para a EAR (5.12)).

Definicao 5.2.1 P ¢ uma solugao estabilizante da EAR (512) se P satisfaz (5.12) e Mgy ¢

estdvel.

Utilizando as defini¢des [B.1.1] e 5.2.T] apresenta-se a seguir o principal resultado desta secao,

que mostra a estabilidade do FSN em regime permanente.

Teorema 5.2.1 Suponha que o sistema (2.1) é detectdvel e estabilizdvel e R > 0. Considere o
filtro em regime permanente (5.11) com P dada por [5.13). Neste caso, se existir uma solugio
semidefinida positiva P para a FEAR, seque que ela é estabilizante, ou seja, o FSN em regime

permanente € estdvel.

Prova: Suponha que exista uma solugao semidefinida positiva P para a EAR (5.12]). Para
garantir a estabilidade de (5.11]), deve-se mostrar que Mgz F ¢é estével.
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Suponha, por contradi¢ao, que Mgz F nao é estavel. Entao, existe um ndmero complexo A e

um vetor v, tal que |A| > 1 e —vT Mgz F = MT. No entanto, através do Lema [5.1.3] sabe-se que

MgsE = 1. (5.20)

Pré-multiplicando (5.20) por v’ obtém-se AT MgzE = AT e como AT = —vT Mgz F segue

que

)\UTM635 = —UTM63.7'—

v Mgz(AE + F) = 0. (5.21)

Agora, pré-multiplicando (5.12) por v! e pés-multiplicando por v, tem-se

v Po = o7 (MgsF) P (Mg F)" v + 0T MesGRGT M.

Desde que ' = —vT Mgz F, a equacdo acima torna-se
vT Pv =Ml P ()\UT)T + v Mg3GRGT Mzv. (5.22)
Assim,
(IM? = DoT Po + vT MgsGRGT Mz = 0. (5.23)

Por hipotese, tem-se |[A| > 1, P >0e R > 0. Entéo

(N?*=1)oTPv > 0 e (5.24)

v MgzsGRGT M&v > 0. (5.25)

Por (5:23), (5:24)), e (5:25)) segue que

v Mg3G =0 (5.26)
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e por (B.21) e (5.26]) obtém-se

UTMﬁg([)\g—{—]: g}):o com A > 1. (5.27)

Como Mgz tem posto linha pleno, tem-se que v # 0, se e somente se, v Mgz # 0. Assim,
em (£.27), [)\5 +F g] nao possui posto linha pleno para |A| > 1, ou seja, uma contradi¢do é
obtida. Entao, MgsF ¢é estével. o

Supondo-se agora que existe uma solugdo estabilizante para a EAR, o proximo resultado

garante sua unicidade e fecha a primeira parte deste capitulo.
Teorema 5.2.2 Considere a EAR ([5.7). Se a solugao estabilizante existir, ela € unica.

Prova: Suponha que existam duas solucdes estabilizantes P! e P? para (5.7) e defina as
correspondentes fun¢oes matriciais Q! = Q(PY), Q% = Q(P?), M! = M(P') e M? = M(P?).
Logo,

Pl — P? = Mg — Mgg = el (M? — M) eg = el M" (Q' — Q%) M.

Mas Q! — Q2 = ¢; (P1 - P2) eflp, entao

P'— P? = Mg (P' — P?) M. (5.28)

Como M, and Mg, sdo estaveis, pelo Teorema 514 a equagdo de Stein (5.28) possui solugdo
tnica P! — P? = 0. Portanto, P' = P?. o

5.3 Convergéncia

Nesta secao serao apresentados resultados que garantem a convergéncia da equacao recursiva
de Riccati (5.4), ou seja, serd mostrado que { P41 }52,, € uma sequéncia monotona nao decrescente,
limitada superiormente. Os trés resultados subsequentes sao auxiliares, uma vez que somente
sao utilizados nas provas dos principais lemas e teoremas desta secdo. No primeiro deles, a
positividade de P é demonstrada. O segundo define uma recursao auxiliar Fy; e estabelece
uma relacao entre ela e a equacao recursiva de Riccati. Finalmente, o terceiro resultado auxiliar

faz uma comparacao entre recursoes de Riccati definidas com indices diferentes.
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Lema 5.3.1 Suponha que P; > 0. Entdo Piy1 € uwma matiz semidefinida positiva.

Prova: Pelo Lema [0.1.3] as equagoes (0.7)) e (5.12]) sdo equivalentes. Assim,

Pyy1 = Mg1 i PiMg, ; + Moo RM¢y ;.

Como R > 0 e, por hipotese, P; > 0, segue que P11 > 0. o

Lema 5.3.2 Considere as sequintes equagoes matriciais, para i = 1,2

i . i
i1 = —Mge

Ff = M, (5.29)

Entao, as sequintes relagoes sao obtidas

. T
(i) Pl,—P, =F} (P —P)F}, (5.30)

K3 K3 7

(ii) Fj,—Ff=Ff (P —P?) M}y, (5.31)

7

Prova: A demonstracao deste resultado ¢ imediata. Para isto, basta fazer as seguintes

identifica¢oes com as sentengas (i) e (i7) o Lema [5.1.5]

Ji = Pil+1’ Jy — Pi2+1
Ry« P!, Ry« P?

(2 3

Up—F}, Uy F}, (5.32)

Lema 5.3.3 Considere [(5.29) para i = 1,2 . Se P} > P?, entio P, > P2 .

(2
Prova: Esta prova segue novamente do Lema [B.1.5] item (7). o

O préximo resultado garante que a recursao de Riccati é uma sequéncia mondtona nao de-

crescente e é imprescindivel para que a convergéncia seja mostrada.

Lema 5.3.4 Suponha que R > 0 e defina {P;}5°, por

P, := Megsi—1 (FP1F" + GRGT) Mgs,;_, (5.33)
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com Py =0. Entao {P;}3°, € uma sequéncia mondtona ndo decrescente.

Prova: Desde que R > 0 e P; ¢ dado por (0.33) tem-se que para Py = 0, segue P, > 0 e
P — Py > 0. Considere, por inducao, que a hipotese P; — P;_1 > 0 é satisfeita. Pelo Lema [5.3.3]

se P, > P;_1 entao P41 > P;. Assim, segue que

O0=FR <P <.<P<P,h<..

<

O proximo resultado mostra uma maneira alternativa de escrever a recursao de Riccati (5.4)),

semelhante & forma apresentada em [4(].

O objetivo desta nova formulagao é explicitar os ganhos L,; nas formas equivalentes da
sequéncia Pjy1 que serao definidas e demonstradas na sequéncia deste capitulo, especialmente

no Lema [5.3.0l

Lema 5.3.5 A recursao de Riccati dada por

- T - - -1 - 4
0 P, 0 0 I 0 0 0
0 0O R 0 0 I 0 0
0 0o 0 0 F G & 0
P =— (5.34)
0 I 0 FF 0 0 0 0
0 o0 I G o0 0 0 0
Il o 0 & 0 0 0f |

pode ser reescrita como

—1
FPFT + GRGT & 0
Py =— [o I} . (5.35)
ET 0 I
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Prova: A recursdo P;1; é dada por (5.34)) se e somente se o seguinte sistema de equagoes tem

uma Unica solucgao

0 0 I 0O a 0
0O R 0 0 I 0 b 0
o o 0 F g ¢ c 0
= (5.36)
I 0o F 0 0 0 d 0
o I ¢t o0 00 e 0
0 0 & 0 0 0 |[-Py] |1
Esta equagao matricial equivale ao seguinte conjunto de equagoes
Pa+d=0 d=—Pa d=PFTc
Rb+e=0 e=—-Rb e=—Rb
Fd+ Ge—EPi41 =0 EP 41 =Ge+ Fd EPiy1 =Ge— FPa
a+Fle=0 - a=—-FTc - a=—-FTc
b+GTc=0 b=-GTc b=-GTc
Ele=1 Ele=1 Ele=1
d=PFTc d=PFTc
e=—-Rb e="RGTc
N SH+1:—QRb—mFHa:> 8H+1:gRchﬁmTHch' (5.37)
a=-FTc a=-FTc
b=—-GTe b=—-G"c
Ele=1 Ele=1

Como os parametros {a,b,d,e} podem ser escritos em termos de ¢ e P41, o sistema (5.36])

tem solugao se e somente se

FRFT + GRGT & c 0
- (5.38)
ET 0| |[-Pi I
tem solugao.
Assim, segue que P;11 é dado por (5.35]). o

A partir do resultado apresentado na sequéncia, as matrizes do sistema (5.1 serdo posi-

cionadas de forma correspondente & parte dindmica e & medida do sistema original, como foi
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feito em (5.2)), ou seja

e G i= {gd] . (5.39)

Lema 5.3.6 A recursao de Riccati dada por (5.38) pode ser reescrita como

-1
P, 0 & 0

Pii==l0 0 1] |0 %, &| |o]. (5.40)
ereroo I

particionando-se o sistema (Z1)) como em (5.39), sendo que

P = FuPiFq +GiRGy + Lypi (Fn BT + GuRGL) LY — (FaPiFL + GaRGYL) L
— Ly (FniPFy +GnRGY ) (5.41)

Rpi = FuBFE + GuRGE, € Lypi (FnPiFhL + GnRGL) = (FaPiFL + GaRGL) . (5.42)

Prova: Escrevendo F e G como em (5.39), tem-se que

F. g
FRFT+GRGT = |"Y\ R [FT FI]+ d] R (g7 gt
fm m
B FaPFY + GRGY  FyPFL + GaRGE (5.43)
FuPiFE +GuRGY  FuPFh + GuRGE '
uma vez que ([B.4]) equivale a
- T _ - —1 - -
of |0 0 0 I 0 0 0
of |0 R 0 0 0 I 0 0
of |0 0 0 0 Fi Gy & 0
Pii=10] |0 0 0 0 Fm Gn Em 0 (5.44)
0 o o FF FL 0 0 0
of [0 0 67 GL 0 0 0 0
I [0 0o & & 0o o o] [}
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Portanto a Equagdo (B.33]) pode ser reescrita como

FaPFL 4+ GaRGY  FyPFL + GaRGL &4 0
Pii==10 0 I| |FuPFS +GuRGT FuPFL+GuRGL Ea| [0 (549)
Er &L 0 I

Como R > 0 e P; > 0 segue que (5.43]) é semidefinida positiva. Assim, o LemaH garante que

existe Lp; tal que

Lyi (FnPiFL 4+ GnRGL) = (FaPFL +GiRGL) e

(FnBFE +GuRGEV LY, = (FnPFi +GnRGY). (5.46)

Portanto, o sistema (5.45]) passa a ser escrito como

FaP,FY + GaRGY Lpi (FnPiFE + GuRGL) €4 d 0
(FnPiFE+GnRGLY LY, (FnPFL +GuRGE)  Em c | =10 (5.47)
&y Em 0| |=Pit1 I

Pela Proposigao [ segue que definindo a varidvel auxiliar R,; = (meiﬁ?Tl —i—QmRQ%)

obtém-se
FaPFF + G/RGT L,:M,: & d 0 N E4 d 0
%pﬁiL;;F’i Rp.i Em c = (0| = Em c =110
ET L 0] |—Pi+ I {55 5;‘,2} 0 —Pip I
- T T - T
sendo X — 1 prii)ipyii}im fdpifd + nggd — Lp,ii)‘ip,ii)‘ip)ii)‘ip,iLm 0 1 0
0 I 0 Rpi | [R, TR LE, T

? Lema Toda matriz Hermitiana semidefinida positiva P € R("+™X(+m) ;0de ser particionada da seguinte

— A L‘D nxn nxm mXxXm
formaP—{DL* D},senderR ,LeR eDeR .
3 . < . . A B

Proposicao (estendido [50]) Seja P = BT D

para cada inversa A~ e D~ de A e D, valem as identidades matriciais

} >0,onde A € R"*" B e R"™™ e D e R™™. Entao

I 0

p_ {In BD’+Z(I—DD*)} {A—BD*BT 0 (; P

0 I 0 D} {[BD’ +W

para matrizes Z e W arbitrarias de dimensao compativel.
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Lembrando que para uma inversa generalizada qualquer DD™D = D, segue que

FaP FY + GyRGY — Ly R, LY, 0 I —L,
I Lp7i%p)i%;i d d p,ivvp,idip, P
' 0 Rl |0
0 I
I 0
0 I ler ex]|
—i}{pﬂii}{p,in_’i 1
1 0 d 0
x| |9 Ry Ll T ¢l | =110
0 I| |-Pia I
FaP,FY 4+ GaRGY — Lp,imp,iL;?:i 0 Ea I 0
= 0 NRp.i Em E)ﬁ{;ii)‘{mLZl I
e er 0 0
I —L,iRiR,, 0 0
= 0 I 0
0 1 1
FaPFY + GaRGT _Lp,ii}{p,iLZ;)i 0 Ea d
= 0 %pﬂ- Em c+ %;Z%pJL;;F
{5,? 5}2} 0 —Piy1
Somando-se e subtraindo-se o termo Lp,ii)‘ip,iL;i, obtém-se
FaPiF] 4+ GaRGy + Ly iRyl ; — LpiRpiLll; — Ly iRy, L, 0
0 Ry.i
i el
- T
=[[o o] 1
. Ly iRp,i = FaPFL + GaRGE
Utilizando tem-se que
RyiLL, = FnPiFy +GuRGT
P, O Eq ) 0
0 R, Em X 0
erer] o0 | [-Ra) |1

RpiR,
I

Eq
Em

|

Bl
J-e
Al
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com P; e R, ; dados por (.42) e a recursao P;1; dada por (5.40). o

Lema 5.3.7 A expressao

Pi = FaPFy +GaRGy + Lyi (FPiF ) + GmRGL) L — (FaPiFl + GaRGY) LY,

(5.49)
dada no Lema [5. 3.6 para P; pode ser reescrita como

P; := FyPiFa + GaRGY — Ly (FmP.Fa +GmRGY) . (5.50)

Prova: Pelo Lema [5.3.6] tem-se que IP; é dado por (5.41). Como L, (meif;Cb + nggﬁ) =
(fdP,'fg; + gdngﬁ) segue que

Pi = FaP,Fy +GaRG) + (FaPFh i+ GaRGL) LY — (FaPF) + GaRGL) L,
Ly (FuPFl +GmRGY ) (5.51)
ou seja, P; = FyPFY + GaRGY — Ly (FnPFL + GmRGY). o

Lema 5.3.8 Considere a sequéncia arbitrdaria {N;}2, dada e

-1
Y, 0 Eq 0

Yign=— [o 0 I] 0 Ry &m 0 (5.52)
EX gr o I
sendo
Yi = FaViFj +GaRG] + Ni (FnYiFf + GmRGE) NI — (FaYiFL + GaRG ) NI
— N (FnYiF] 4+ GnRGY) . (5.53)

Entao Y11 pode ser reescrita como

Yii 0 & 0

Yi—i—1:_|:0 0 I] 0 Ryi Em 0 (5.54)
EX &L o0 I
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sendo

Vi1 FaYiFy +GaRGY + (Ni — Ly)) Ry i (N; — L) — Ly i (FnYiFi; + GmRGY)

Ryi = FmViFp +GmRG). (5.55)

Prova: Vamos considerar apenas Y; dada por (5.53) na Equagao (5.52). Definindo

= FaViFa +GaRGy, Ry = (FuYiFL + GnRGL),
= (FnYiFl +GnRG)), C = (FaYiFp + GaRG,) , (5.56)

tem-se Y; = A + N;R, ;NI — CNI — N;B.

Como N; = Ly;+ (N; — Ly;) e NI = L;i + (NZT — LZZ) segue que

Y; = A+NR,N/ -CN/ - N,B

= A+ (Lyi+ (Ni— Ly:)) Ry, (L], + (NS = L)) —C(LL, + (N = LL,))

i Y,
— (Lyi+(Ni—Ly,)B

= A+ (LyRyi+ (Ni— Ly)Ry) (Ly,+ (N =L} ,))—CL,, —C (N —L},)

Y,

- L,B—(Ni—L,,)B

= A+ Ly Ry LT+ L%y, (NF — LT ) + (N — Ly) Ry i LT,

+ (N = Lyi) Ry (N = Ly,;) = CLy; = C (N} = Ly;) = Ly;B — (N; — Lyi) B
= A+ Ly RyLy;+ (Ni— Ly) Ry (N] = L)) + (LyiRyi — C) (N} — L)

+ (Ni—Lyi)(®R,,—B)-CL], - L,B. (5.57)

Observe que Ly R, ; = C. Assim

Y, = A+ (N;— Ly) Ry, (N - ng) + (Ly,iRy,i — N}~ ng)

(2

(
LyyiB
= A+ (Ni—Ly) Ry (N = L)) + (LyHRy: — C) (N — L ;)

(2

C)
+ (Ni— Lys) (RyiLy; — B) — (LyiRyi —C) L), —
C)

+ (Ni— Lys) (RyiLy,; — B) — (LyMy; — C) L}, — L,:B. (5.58)

)

Portanto, Y;1 é dado por (5.54) sendo Y7 e Ry; dados por (5.53)).
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O lema a seguir mostra que uma sequéncia Y;4; produzida através de um ganho arbitrario
N; supera Pjy1 gerada pelo ganho deduzido nos lemas anteriores. Para isso, o lema estabelece

uma comparagao entre as duas sequéncias.

d
Lema 5.3.9 - Considere posto coluna pleno, R >0, a sequéncia arbitrdria {N;}5°, dada

Em

e também uma matriz Yy > 0. Seja a sequéncia {Y;}2,definida como

-1
Y, 0 Eq 0

Yir=—[0 0 1] |0 %, &| |0 (5.59)
Er gl I
sendo
Yi = FaViF] +GaRGY + N; (FuYiFE + G RGL) NT
—  (FaViFL + GaRGL) NI — Ni (FnYiFy + GmiRGY) . (5.60)

Seja Py uma matriz em que 0 < Py <Yj e defina a sequéncia {P;}5°, como

~1
P; 0 Eq 0

Pii==l0 0 1|0 %, &| |0 (5.61)
EX&r 0 I
sendo
P, = FuPiF] +GaRG] + Lpi (FnPiF, + GmiRGy) L
— Ly (FnPFy + GmiRGy ) — (FaPiF L + GaRGL) LY. (5.62)

Entao 0 < P, <Y, parai=0,1,2,....

Prova: Nesta demonstragao, serd utilizada a notagao abreviada Y;11 = f(Y;, N;) para

equagao (5.09) . Entao, pode-se também escrever Pjyy = f (P;, L (F;)) com Ly ; = L (F;).

A prova é por indugdo. A relagio 0 < Py < Yyé dada e assume-se que 0 < P; < Y.

Entao define-se ﬁ’Hl = Pyit1 = f(Y;, L(Y;))com L,; = L(Y;) e serd primeiro provado que

—Pi-i-l S }/:i-f—la ou Seja7 f(}/:i7Ly,i) S f(}/:laNZ)
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Para simplificar a notacao, escreva R, ; := (me;fg; + vaiRQg;) . Escreva também N, =
Lyi+ (Ni — Ly,i) em (B.59).
Pelo Lema [5.3.8 temos que a sequéncia Y;,; também é dada por

-1

Yiu 0 & 0
Vir=—0 0 1]|0 %, &| |o (5.63)
Erogloo I

sendo Yiy = FaYiF§ + GaRGY + (Ni = Ly) Ry (N; = Lyi)" = Ly (FnYiFdy + GniRIY ).

X
Por (5.61]) e pelo Lema [£.3.7 segue que

R -1
Y 0 & 0

P =f (Vi Ly) ==[0 0 1] [0 %y €] o0 (5.64)
EXgro0 I
sendo V; = FyViFd + GaRGY — Ly i (FuiYiFy + GmiRGY).
Assim, escreve-se (5.63]) da seguinte forma

T -1

O |Yi+(Ni—Ly)Ryi(Ni—L,)t 0 & 0
Yiypn=— |0 0 Ryi Em 0 - (5.65)
I ET EL 0 I

Como Ry = (FnYsFL +GniRGT) > 0, pois {Y;,R} >0 e Yi é o complemento de Schur 47| com
Y, m s m

respeito ao elemento (2,2) de

FaYiFy + GaRG] FaYiF), + GaRG},

(5.66)

FaYiF] +GaRG] FaYiFlL 4+ GaRGY,

Fa
Fm

T vlmr ]| Rl gz] >0

segue que ¥, > 0.

Aplicando o item (i7i) do Lema com J; dado por Py e Jo dado por Yi,i, obtém-se
que Yiy1 > Piyg,ou f (Y, Ny) > f(Y;, Lys). Entdo, a escolha do ganho L (Y;) = L, ; fornece um
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limite inferior P;y; para Y;i1.

Aplicando o mesmo argumento para a sequéncia {P;} mostra-se que

A

Yiv1 = f (P, L(Y3)) > f (P, L(P;)) = Pina

ou seja, encontra-se um limite inferior P, para Y;i1.

Finalmente resta mostrar que Y; 11 < P;41. Tem-se que

T -1
0 Y; 0 Eq 0
- . T
Pii=-10 0 Ry Em 0| ,Y;, = FaV;FF + GiRGE — L, ; (dez'f;;Fl + QdRQE,;)
Il &7 &r o I
€
T . -1
0 P; 0 Eaq 0
. . T
Yisi=—|0 0 Rpi Em 0| .Pi = FaP,Fj + GaRG — Lyi (FaPiF + GaRG,)
Il |er &r o I
Entao, pela hipotese de indugao (P; <Y;) e pelo Lema [5.1.5] segue que Yiﬂ < PZ-H.
Combinando a desigualdade acima com Yiﬂ > P41 tem-se
Piy1 < Yip1 < Py
Se, por hipotese, P; > 0, entao aplicando o Lema [5.3.4] segue que 0 < P; < Piy;.
Entao,
0 < Pyt < Yip1 < Py < Yiy,
ou seja, 0 < P11 <Y1 e aindugdo esta completa. o

A comparacdo entre as sequéncias estabelecida no Lema .39 serd parte da demonstra¢ao do
proximo resultado que, por sua vez, garante que a recursao de Riccati possui limite superior P?*

de Pii1.

Lema 5.3.10 Considere a sequéncia {P;1}:2, definida por

Piy1 = Mesi (FPF" + GRGT) My, (5.67)
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Se o sistema € detectdvel e estabilizdvel, entdo para qualquer condi¢ao inicial Py, a sequéncia
{Pi+1}52, € limitada superiormente, ou seja, existe uma matriz P° tal que 0 < Py < P*, para

12> 0.

Prova: Do Teorema [B2.1] segue que se o sistema é estabilizavel, entdo existe uma matriz
Meg3F tal que Mg3F é estavel, ou seja, ||A(MezF) || < 1. Gere a sequéncia {Z;}°, de Zy = Py
e a relagdo recorrente Z; 1 = f(Zi, Mg3) = (Mg3F)Z;(Mg3F)T. Aplicando o Lema [5.3.9 tem-se
que 0< P11 < Z;41,1=0,1,2,.... epara j=1,2,...

Zj1 — Zj = Mgz (F(Z; — Zj—1) F') M.

Logo
Z; — Zj1 = (MesF) = (21 — Zo) (Mg F)T.
Como
Zn = Zo+ zn: (Z; — Zj_1) (5.68)
j=1

substituindo (Z; — Z;_1) na equac¢ao acima tem-se que

Zn=Zo+ Y (MesF) ™' (21 — Zo) (MesF)".
j=1

Como MgsF é estavel, pode-se definir k := ||Mg3F|| < 1 e segue que

1Zall < 1Zoll+1120 = Zoll | Y- &%7% | =: so (5.69)
j=1

e ko € independente de n. Entdo, tomando P® = koI, obtemos P, < Z,, < ||Z,||I < kol = P*.
Logo, P;11 é limitada superiormente. o

Abaixo encontra-se o principal resultado desta secao, conclusivo para a prova da convergéncia

da equacao recursiva de Riccati.

‘Teorema 23] Seja A € R"*™. Entdo p(A) < ||A||, sendo p(A) = max{|A| : A é um autovalor de A} e ||A|| é
a norma espectral de A.



67

Teorema 5.3.1 Suponha que o sistema seja detectdvel, estabilizdvel ¢ R > 0. Defina uma

sequéncia { P11}, por
Piy1 = Mes,; (FP,F" + GRG") M, (5.70)

com Py > 0. Entdo, existe uma inica matriz P® > 0 tal que P41 — P® quando i — oo. O limite

P? ¢ a solugio da FAR

P = Mgy (FPF' + GRGT) M. (5.71)

Prova: Através do Lema [5.3.4] mostra-se que 0 < P; < Pjyq, ou seja, {P;41}2, € uma
sequéncia monotona nao decrescente. Como, por hipotese, o sistema é detectavel e estabilizavel,
aplicando o Lema[5.3.10Isegue que a sequéncia P;1 € limitada superiormente. Combinando estes
resultados com o Teorema [5.2.1] e Lema B.3.1] que, por sua vez, garantem que MgsF é estéavel e

a solucao estabilizante da EAR é unica, a demonstracao é concluida. o

5.4 Exemplo Numeérico

Considere o sistema descrito por (B.1) para o caso filtrado, com as matrizes de parimetros

dadas por

H=|14 08], J=0, Ky=[14 14], K, =1
e as matrizes de ponderagao dos erros w; and v; (com termo cruzado) dadas respectivamente por

7 2 0.001
1,8
2 1 0.05

A Figura 5.1 mostra a convergeéncia do maximo valor singular da matriz P q);4;, calculada

de acordo com a EAR (5.4) do filtro preditor (5.3), com Fpyjo = 0.

Considere, agora, o sistema descrito por (B.I) para o caso preditor com as matrizes de
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o
o

Norma de P;iyji11

o o o o o o

N W s & > X
d

o
-

o
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©

Figura 5.1: Evolugao de P yq);41

parametros dadas por

10 0.3 0 04 0.1 1
E=10 1|,F=1]0 02|, Gw=10.1 6 |, Go=1]11[,
2 07 0.34 0.21 0.87 0.62 2.7

H = [1.4 0.8} , Koy = [1.4 1.4} , Ky =1;
e as seguintes matrizes de ponderacao

7 0.0002 0.01
Q= : R=05; S=
0.0002 0.001 0.0001

A Figura 5.2 mostra a convergeéncia do maximo valor singular da matriz P );, calculada de

acordo com a EAR (B.4)) do filtro preditor (£.3), com condigao inicial dada por Fy_; = 0.
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Norma de Py
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Figura 5.2: Evolugao de P y;
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Capitulo

Estimativa Robusta para Sistemas Dinamicos

Singulares

Neste capitulo sao apresentadas as estimativas robustas 6timas nas formas filtrada e preditora,
deduzidas com base na combinacdo das técnicas de otimizacao detalhadas no Capitulo 2l Para

isso, sao feitas modificagoes no modelo singular apresentado no Capitulo @ ou seja,
Eipn — Eiy1 + 0B, Fy — Fi+0F;, Hy — H; + 0H;, J;j — Ji+0dJ;

sendo os erros de ajuste reescritos como

Gu,iw; + Gy iv; (Gu,i +0Gy i) wi + (Gyi + 060Gy ) v 6.1)
— . .
Ky jwi + Ky ;v (Kuw,i +0Ky:) wi + (Kyi + 0Ky i) v

Algoritmos recursivos para os Filtros Singulares Robustos (FSRs) e correspondentes equagoes
recursivas de Riccati sdo obtidos, sendo que as estruturas matriciais das equagoes sao simples e
simétricas, facilitando posterior analise das propriedades de estabilidade e convergéncia deduzidas

no Capitulo [7

Os resultados apresentados neste capitulo generalizam os resultados obtidos em [29] e [42].
Os FSRs serao deduzidos para o caso mais geral, baseados no modelo descrito nas equagoes (6.2])
e (614).

Formas matriciais equivalentes para os filtros serao mostradas, objetivando a obtencao de es-

truturas mais proximas as obtidas para os FSNs, apresentados no Capitulodl Essas equivaléncias
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sao importantes, uma vez que facilitam a andalise das propriedades de estabilidade e convergéncia
do filtro robusto em regime permanente, bem como recaem em expressoes ja conhecidas dos

FSNs [4] e [3].

A contribuicao deste capitulo estd na determinagdo de solucées para problemas de filtragem
robusta combinando a utilizagao das teorias de otimizagao minimos quadrados regularizados e

fungoes penalidade, através da extensao da estratégia adotada no Capitulo [l

6.1 Estabelecimento do Problema de Filtragem Robusta

Considere o seguinte sistema dinamico singular sujeito a incertezas parameétricas construido

a partir da modificagdo do modelo ({.1))

(Bip1 +0Ei1) i = (Fy 4+ 0F) i + vy,

Zit1 = (Hz'+1 + (5H¢+1) Tiy1 + (JZ + (5JZ) z;+v;, 1>0 (62)

sendo que x; € R™ ¢ a variavel descritora (ou semi-estado) que descreve o comportamento interno

do sistema; z; € RP é o sinal observado, 7; é o erro de ajuste do modelo definido como:

w; (Gu,i + 0Gw i) wi + (Goig1 + 0Goyiv1) Vig1
VRES = . (6.3)

Viy1 (Kuw,i + 0Kyi) wi + (Ky i1 + 0Ky it1) Vit

As matrizes Fj, Fi, Gy, Guiv1, Hit1, Ji Ky, € Ky i1 sao assumidas conhecidas, de
dimensoes apropriadas, quadradas ou retangulares; 0E; 1, 0F;, 0Gyi, 0Gyiv1, 0Hiy1, 0Ky €

0K, i+1 sdo perturbacoes nos parametros do sistema nominal, variantes no tempo.

As incertezas paramétricas de (6.2) sao modeladas por

o, 0G; 5E¢+1 Ml,i 0 Al 0 NFi NGi NEi+1 (64)
8J; 0K; 0Hir| | 0 M| |0 As| [Ny Neo Npo | '

[3 1+1

e]\[[{Z = NKw”L_

sendo que Ng, := Néc.. Nayi

NKu,i+1 :

Observe que sao consideradas incertezas em todas as matrizes do sistema, enquanto em [29]
nao ha perturbacoes em Gy, ; e K, ;11 e em [42], somente hé incertezas nas matrizes Fj, e Gy, ;

do modelo no espaco de estado usual considerado.
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O problema de ajuste 6timo para estimativas filtradas do sistema (6.2 é definido da seguinte
maneira. Assuma que no passo ¢ tem-se a estimativa a priori para o estado x; e denote a
estimativa inicial por &;;. Além disso, suponha que hd uma matriz de ponderacdo definida
positiva P;; para o erro de estimativa (x; —ﬁc“i). Para atualizar a estimativa de ;); para ;4 1};41,

o seguinte funcional associado a (6.2]) é proposto

- T 1
T — Ty Py 0 0 T — Ty
Ji = Vi 0 R; Vi +
| Tit1 0 0 Tit1
T
r T — Ty
_E:EiIi —5ECE1|Z Fi GZ —Ei+1 5E 5Gl —5E1'+1
- + - + vi
Zi4+1 —5JZCE1|Z JZ Ki Hi+1 5(]1 5K1 5Hi+1
- Ti41
© ©
SE7H el B (6.5)
O21 O
com
ws
vi = ) Gl = Gum' Gv,i-‘,—l] ) KZ = [Kw,i Kv,i-‘,—l] )
_Uz‘+1
- -1
Qi S _ 1 1©11 O12
R; = . e =yt . (6.6)
_Si Ri+1 621 @22

O problema de filtragem robusta ¢ encontrar #;,1);11 que minimize J;, considerando o pior

caso das perturbagcodes, ou seja

min max J; (6.7)

Ti,Tit1 O

sendo (52 = {5EZ'+1, 5Fi,(5JZ', (5Gz, (5KZ’, (5H¢+1}.

6.1.1 Estimativas Filtradas Robustas

Nesta secao expressoes para as estimativas robustas étimas na forma filtrada com a respectiva

equacao recursiva de Riccati sao determinadas. Este resultado estd apresentado em [9)].

Note que o funcional quadratico proposto para solucionar o problema de filtragem esta for-

mulado de acordo com a teoria desenvolvida no Capitulo Bl modificando o problema proposto
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para o modelo singular nominal apresentado no Capitulo [l

O préximo resultado é o principal desta sec@o, que fornece expressoes para as estimativas

robustas 6timas na forma filtrada com a respectiva equagao recursiva de Riccati.

Teorema 6.1.1 Considere o sistema dindmico singular (6.2) e o problema de otimizagao (G.7),

sendo as incertezas paramétricas dadas por (6-4]). Suponha

T
Ei—l-l

HT

i+1

F, G FEig

Ng_ NITI_ } . J; K, Hip
i+1 i+1 NFZ NG’l NEiJrl
_NJi NKi NHi+l

(6.8)

posto linha pleno para todo i. Assim, tem-se que as estimativas robustas filtradas ;1,41 € sua

correspondente equagao recursiva de Riccati sao dadas por

ZTit1)iv1 P

sendo que

Qi

Na

Além disso, tem-se que

- - T

~N O O o o O O

0, 0 o 10 o o] [o
o -W, 0 0 I 0 0 0
0 0 -\ 0 0 I 0 0
I 0 0o 0 0 0 I X;
0 I 0 0 0 0 A Zis
0 0 I 0 0 0 Ny 0

| 0 0 0 I Al Nj 0] [0
0 0

R 0| A= Fi Gi —FEin

Ji K Hip
0 0
Ty);
Noi N, y Liyr = ! XK= 0
Nk; Nug,,, Zit1 0

Wi = (2 — A7 M)t

~N O O O o o o

(6.10)
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-1
©;; © My; O
H 12 e M; := b para p; > 0 fizado.
©21 O 0 My,

sendo Z; 1= ,ui_l

O parametro \; deve satisfazer a sequinte desigualdade i > HMZTEZ_IMZH e minimizar G(\)

definida por (2.23).

Prova: Aplicando o Lema [Z2.2] segue que o problema de otimizagao (6.7)) possui & como solugao

e esta, por sua vez, é dada pela resolugdo do seguinte sistema linear

[0, 0 o 1 0o o o][n] [o]
0 —-W; 0 0 I 0 01X 0
0 0 XTI 0 0 I 0] |Xs 0
I 0 0 0 0 0 I||wnul=]0 (6.11)
0 I 0 0 0 0 A |% b;
0 0 I 0 0 0 Nallvs Ny,
0 0 0 I Al Ni 0] [&] [0]

A inversa é bem definida em (6.I1]) devido as hipoteses de posto linha pleno estabelecidas
em (6.8). Esta informacao fara mais sentido quando expressoes equivalentes para (6.9) forem
explicitadas na Segao [6.3] tornando a analise da invertibilidade mais confortavel.

Ao escrevermos o sistema ([6.11) em termos dos parametros originais do sistema (6.2)), parte

da quinta e sexta linhas é dada por

Tl T &y — Ty
Y N Fi Gi —Ein R B —FiZy);
V; -
_)\5_ |Ji Ki Hip ; —JiZij; + Zit1
i+1
[y1] r Ty — &y, .
)‘3 + NFi NGi _NEi 5 _ _NFixi|’i
D3] [Ns Nk, N X ' — Ny &y
i+l
- 1_. - CEZ
Ay N F, Gi —Ein 5 | = 0
A3 Ji Ky Hi . Zit1
ST Tita
N (6.12)
- - - ‘/'2.7,
M Ve Ne, Ne ]| o
+ v | =
2| |N, Nk, Ny 0
- - Tiy1
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Dessa forma Z;1 := ¢é definida. Através da mesma estratégia, determina-se X;, ou
Zi+1
seja, pela quarta linha do sistema (6.I1)) tem-se

A1 T — Ty 0 A1 z; Zy);
M+ Ui =lo|=(M|+| & |=]0]- (6.13)
A3 Fir1 0 A3 Biv1 0
Zy);
Assim, define-se X; := | 0 | e #i41)i+1 € dado por (6.9).
0

A expressio para W; é obtida através do Lema 2211

Wl == - A Ml

(2

O parametro \; ¢ obtido por meio das expressoes (Z22)-(223) do Lema 2211 ou seja, através

da minimizagdo da fungdo G(X), quando
Ai 2 || M =7 |

para p; > 0 fixado.

Pelo Lema 2.2.2] segue que a matriz P é definida como parte da expressao de z, sendo dada

pela Equacdo ([2.28). Assim, P41 dada em (6.9) é obtida. o

Observacao 5 Conforme o pardmetro p; € fizado para valores muito grandes, seque que o valor
de \; cresce rapidamente e 5\;1 tende a zero. Esta consideragdo foi feita no Capitulo [§] buscando

encontrar a estimativa étima, estando de acordo com o Método de Fungoes Penalidade.

Observagao 6 A estimativa suavizada robusta &;;,1 pode ser determinada a partir da solugao

do problema de filtragem robusta proposto em (6.71). Tal estimativa serd explicitada na Se¢ao 6.3,

Observacao 7 A formulag¢do proposta mesta se¢ao permite considerar um atraso no sinal de

medida, dado pela matriz J;. Este é um diferencial que a abordagem feita nesta tese proporciona.
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6.2 Estabelecimento do Problema de Predicao Robusta

Considere o seguinte sistema dindmico singular sujeito a incertezas paramétricas

(Ei+1 + 5Ei+1) Ti+1 = (FZ + 5Fz) T; + I;i,

sendo que x; € R™ é a variavel descritora (ou semi-estado) que descreve o comportamento interno
do sistema; z; € RP é o sinal observado, w; e v; sdo os erros de ajuste do modelo definidos como:
w; (Gu,i +0Guw,i) wi + (Gy i +0Gy i) v;

v; = = . (6.15)
U; (Kuwi+ 0Ky i)w + (Kypi + 0Ky 4)v;

As matrizes E;, F;, Gy, Goi, Hi, Ky, € Ky ; sao assumidas conhecidas, de dimensoes
apropriadas, quadradas ou retangulares; 0E; 1, 0F;, Gy, Gy, 0H;, 0K, ; e 0K, ; sao per-
turbacoes nos parametros do sistema nominal, variantes no tempo.

As incertezas parameétricas sao modeladas por

5Fi 5Gl 5Ei+1 Ml,i 0 A1 0 Npg.

i

NGi NEi+1
A )

§H;, 6K; 0 0 M| |0 Al [Ny, Nk, 0

No, = [Neu. Ne..]» Nico= [N, N | I8 <1, =12

O problema de ajuste Otimo para estimativas preditoras do sistema (6.14]) ¢ definido da
seguinte maneira. Assuma que no passo ¢ — 1 tem-se a estimativa a priori para o estado x; e
denote a estimativa inicial por #;;_;. Além disso, suponha que hd uma matriz de ponderagao
definida positiva P;;_; para o erro de estimativa (z; — f:z-‘i_l). Para atualizar a estimativa de

Tj;—1 para Z;;1);, propoe-se o seguinte funcional

T
T — Ty i1 0 O @i = Tijia
Ji = v; 0 R;' 0 Vi +
Tit1 0 0 O Tit1
T
Tq — i'i|i71 .
F,+0F;, G;+6G; —(Eprl + 5E1'+1) —(E + 5Fi)zi\i—1
v; -
H;+6H;, K;,+JK; 0 Zig1 — (Hy + 0H;) 2,1
Ti41
) )
o | TR e (6.16)

O21 O
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com

Qi S
v; = ., K = |:Kw,i sz':| JRi = o R, e G; = [Gw,i Gv,z’].

O problema de predigdo robusta ¢ encontrar &;1; que minimize J;, considerando o pior caso

das perturbagdes, ou seja,

min max J; (6.17)

TiyTit1l O;

sendo que §; := {0F;1+1,0F;,0G;,0K;, 6H;}.

Com o objetivo de diferenciar a expressao matricial para #;,); da expressdo obtida para a

estimativa filtrada robusta obtida na Se¢ao[6.1.1l o proximo resultado ird explicitar os parametros

A~! e W~ na forma matricial final do preditor.

Esta estratégia serd interessante no momento em que algumas andlises sobre limites forem

feitas, com base na teoria desenvolvida no Capitulo 2l

Lema 6.2.1 Seja N\ em (2:21) tal que (5\2] - MZTWZMZ) é invertivel. Entao
W= (W, = 2 ta My

e o sistema matricial (Z27) € equivalente a

To=B (6.18)
sendo
0, 1 0 0 0 0 0 0 0] ] o ]
I 0 0 0 0 0 0 0 I " 0
0o o0 W' o 0 0 0 M A Yo b;
0 0 0 X' o0 0 I 0 0 e 0
7 = |10 0 0 0 AT 0 0 I 0 |.0o=|d| eB:=|0].(6.19)
0 0 0 0 0 0 I 0 N, 3 Ny,
0 0 0 I 0 I 0 0 0 A3 0
0 0 M 0 I 0 0 0 0 c 0
0o I AT 0 0 NP 0 0 0| x |0 |
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Prova: Se z é solugao do sistema (2.27)) ou, de forma equivalente,

—QiM+m =0
—Wida +72 =0
NI X3 +73 =0
MAz=0 : (6.20)
Ao+ A;x = b;
A3+ Na,x =Ny,
(71 + AT 2+ Nfs =0

tem-se que, através da segunda linha de (620 , —Wi)\g + 72 =0= v = Wi)\g = Wi_lny = \o.

Jé, pela quinta e sexta linhas de (6.20), segue que Ao+ A;x = b;. Dessa forma, m_1’72+14i$ =

b;, que escrito em forma matricial torna-se

-Q, 0 I 0 0 0 ||\ 0
0 —-NI 0 0 I 0| |Xs 0

I 0 0 Ao 0 I |im|_|0 | 6.21)
0 0 0 W' 0 A | bi

0 I 0 0 0 Nal |9 Ny,

|0 0 I AT Ni 0] |z] [0]

Observe que neste primeiro procedimento da prova Ag foi retirado do vetor pré multiplicado.

Como, por hipétese, <5\J - MZT WZMZ) ¢é invertivel, abrindo a expressao para Wi_l tem-se

-9, 0 I 0 0 0 ||\ 0
0 —MNI 0 0 I 0| |X 0

I 0 0 0 0 I ||m|_|0 | (6.22)
0 0 o w7 l-AtMMI o0 A | |7 b;

0 I 0 0 0  Na| |7 N,

|0 0 I AT Ni 0] lz] [0

Através da quarta linha de (622)), segue a equagao (Wi_l — X:lMZMZT) Yo + A;x = b;, ou
seja, Wi_lfyg — M, (5\;1[) MZ-T’yg + A;x = b;.
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Adotando a defini¢ao <5\i_1[) MTy := —c, tem-se Mo +Nic

que escrito em forma matricial, torna-se

o, 0 I o 0o o o0][xn
0 X\ 0 0 0 I 0|
I 0 0 0 0 0 I ||m
0 0 0 W' M, 0 Al |m
0 0 0 M NI 0 0 ¢
0 I 0 0 0 0 Nal|lms

0 0 I AT 0 Ni 0] |z

S o o o

[an}

=0= Wi_l’}/z—i-MiC—l-Ai:E =b;

(6.23)

Neste segundo procedimento foi inserido ¢ no vetor multiplicado, visando abrir a expressao

de Wz

Através da quinta linha de (623) tem-se Mo + Mic = 0. Definindo agora \;c := —d segue

que ¢ = —Xi_ld =c+ S\i_ld = 0. Além disso, MiT’yg +Xic=0= MiT’yg + d = 0, que escrito em

forma matricial é dado por

-Q;, 0 I 0 0 0 0 0
o -\xI 0 0 0 0 I 0
I o 0 o0 0 0 0 I
0 0o o0 W' My 0 0 A
0 o o0 MP o I 0 0
0 0 0 0 I X'T o0 o0
0 I 0 0 0 0 0 Ny
0 o I AT 0 0 Ni 0

A1
A3
gi!
Y2

V3

S o o o

o O

(6.24)

Veja que neste procedimento foi colocado d no vetor multiplicado, objetivando aparecer 5\;1

no lugar de \i.

Para finalizar, tem-se através da segunda linha de @24) que —A; I3 + 3 = 0.
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Definindo € := —\;I\3 = 5\2-_16 + A3 = 0. Assim e + 3 = 0, ou seja,

-Q; I 0 0 O 0 0 0 0
I 0 0 0 O 0 0 0 I
0o o0 w;' o0 0 0 0 M A
0 0 0 N'T 0o 0 I 0 0
0 0 0 0 X' 0o 0o I 0
0 0 0 0 0 0 I 0 Ng
0 0 0 I o I 0 0 0
0o 0 MI o0 I 0 0 0 0
0o I AT 0 0 Ni 0 0 0

A1
it
V2

e

d

que é exatamente igual ao sistema ([6.I8]) escrito de forma expandida.

6.2.1 Estimativas Preditoras Robustas

S o o

o O

(6.25)

O resultado que fornece expressoes para as estimativas robustas 6timas na forma preditora

com a respectiva equacao recursiva de Riccati encontra-se na sequéncia.

Para obté-lo, utilizou-se 0 mesmo procedimento desenvolvido para o caso filtrado, apresentado

previamente neste capitulo na Secao [6.1.1]

Teorema 6.2.1 Considere o sistema dindmico singular (6.17) e o problema de otimiza¢ao (6.17),

sendo as incertezas paramétricas dadas por (6.16). Assuma

F, G
T T Hz Kz
E 1 O NEZ,+1 0| e N N
F; G;
Ny, Nk,

(6.26)

posto linha pleno para todo i. Assim, tem-se que as estimativas preditoras robustas T;1; € a
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correspondente equagao recursiva de Riccati sao dadas por

- 2T r - —1 r -
of |-Q I 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 I 0 0 0 0 0o 0 0 I X 0
0 0o 0 W' o 0 0 0 M A 3, 0
0 0 0 0 AN o0 0 I 0 0 0 0
Tiy1i Pipae| = |0 0 0 0 0 XN 0 o0 I 0 0 0| (627
0 0 0 0 0 0 0 I 0 Ny, 0 0
0 0 0 0 I 0 I 0 0 0 0 0
0 0 0 MT 0 I 0 0 0 0 0 0
I 0o I AT 0 0O NP o0 0 o0 0 —I
sendo que
By 000 F, G Nr, N, N
Q == |0 ®RUool A= T T Ny = | T e
H, K; 0 Ny, Ng; 0
0 0 0
r @i\ifl
0 % —1 Qi S
3, = X = 0 , W, = = R; = . (628)
2 0 ST R

O parametro dtimo N\; que minimiza G(\), definida em (2.23), deve satisfazer a sequinte

desigualdade
X > ||MEET M| (6.29)

para p; > 0 fizado.

Prova: Aplicando o Lema 2.2 2]segue que o problema de otimiza¢ao (6.17) possui & como solugao

e esta, por sua vez, é dada pela resolucao do seguinte sistema linear

= Q 0

0 I 0 0 0]\ 0
0 W, 0 0 I 0 0 || 0
0 0 -\ 0 0 I 0] [Xs 0
I 0 0 0 0 0 I ||wm|=1]0 (6.30)
0 I 0 0 0 0 A |7 bi
0 0 I 0 0 0 Nall9s Ny,
0 0 0 I AT NI 0 T 0
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Como a inversa é bem definida em (6.30]), devido as hipoteses de posto linha pleno estabele-
cidas em (6.26) (veja no final deste capitulo estruturas matriciais equivalentes, que tornam esta

andlise mais adequada), a estimativa preditora Zi;1); pode ser obtida como segue

_ T _ - —1 _ -
0 -9, 0 o I 0 0 0 0
0 o -W, 0 0 I 0 0 0
0 0 0 —-\MI 0 0 I 0 0
Tit1); = |0 I 0 o 0 0 o0 I 0 (6.31)
0 0 I 0 0 0 0 A bi
0 0 0 I 0 0 0 Ny Ny,
Il |0 0 0 I Al Nj 0] |0

que, pelo Lema [6.2.T] equivale ao sistema (6.18]).

Escreve-se o sistema (6.30) em termos dos parametros originais e modifica-se o vetor x de

T — Tjji—1 T
v; para | 1; |,afim de obter 3; e X; no lugar de b; e N}, (veja para maiores detalhes
Lit+1 Li+1

[6.12) e (6.13) na demonstragido do Teorema [6.1.1]).

O parametro \; é obtido por meio de 222)-@23) do Lema Z2.I] ou seja, através da mini-

mizacdo da funcao G(\), quando

Ai > || M ET M|
para u; > 0 fixado.

Pelo Lema 2:2.2] segue que a matriz P ¢é definida como parte da expressao de & (equagao

[228))), que equivale a (6.27]). o

Observacio 8 A medida que o pardmetro p; toma valores excessivamente grandes, obtém-se
que )\2-_1 e W= decrescem rapidamente, ou seja, )\i_l — 0 e W™ — 0. Sendo assim, algumas
posi¢oes de (6.27) praticamente desaparecem, como ocorreu no Capitulo [}, apds a aplica¢io do

Meétodo das Fungoes Penalidade.
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6.3 Formas Matriciais Equivalentes para as Estimativas Robustas

Nesta secao as condi¢oes de posto pleno assumidas nos teoremas dos FSRs serao justificadas,

garantindo a invertibilidade das formas matriciais presentes nas expressoes dos filtros.

No proximo resultado a matriz Q; serd particionada como

Qi = )
0 Q
de tal forma que as matrizes de ponderacao aparecam na expressao matricial central das esti-

mativas robustas sem inversa, ou seja, deseja-se obter Ql_l, quando Qo = 0. Para isso, sera

N

A,2

necessario abrir A; e Ny, como A4; = [Al AQ] e Ny, = [NAl }, para que as dimensoes

matriciais permanecam compativeis.

-1

. Py 0 Qi S 5
Teorema 6.3.1 Sejam Q1 = e Qs =0 com R; = Entao, as
0 R; ST Rip
expressoes para Ty 41 € Pip1)ip1 dadas por (6.9) sao equivalentes a
Gistisr Pejin) =[0 00 0 0 00000 1
- - 71 - -
Py 0 0 0 0 o 0 0 I 0 0 Zii 0
0 R; 0 0 0 0 0 0 0 I 0 0 0
0 0 AT 0 0 0 I 0 0 0 0 0 0
o 0 o AN'T 0 0 0o I 0 0 0 0 0
0 0 0 o w0 o0 M F G & Ziy1 0
0 0 0 0 0 0 I 0 Ng; Ng; Ng; 0 01, (6.32)
0 0 I 0 0 I 0 O 0 0 0 0 0
0 0 0 I Mr 0 0 O 0 0 0 0 0
I 0 0 o F° NE, 0 0 0 0 0 0 0
0o I 0 o ¢ N, 0 0 0 0 0 0 0
o 0 0o 0o & NL,O 0 0 0 0 0 I
sendo
—FEin F; i Ng,
& = , Fii= ,Gi = , Ngi=
i Hi Ji i Nk,
Ng, N, My; 0
Ngi = |, Ngji= (M = (6.33)
| NHii Ny, 0 My,
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Prova: Se a matriz Q; é particionada como Q;

|
©

o O O O O O O o O ~N O

SO O O O O O O O N o o o

SO N O O O O O O O O O M~

N O ©O O O O O O O O ~N O

) ) s} e} @-%I ) e} ) )
=

MT

A7
Af

L o o o o o
~

o O © N o O

P

=

L, © o o o o o
~

S O N O O

iDNOODOOOOO

Y

©

o O O O N O N O O o o o

Q1
0

0 0
0 0
0 I
0 0
M; A
0 0
I 0
0 Naj
0 0
0 0
0 0
0 0

0

Qo

dado por (6.9), isto implica que Z é solugdo do seguinte sistema matricial

~N ©O o© o

o O

kS

o o o o

com Qo

i1

A1
Ay
Y1
%
Y2

&

d

3
A3
C

Zq

=0, e se Tyyq)i41 €

o o o o o o

(6.34)

A partir da primeira linha de ([6.34]) tem-se que —Q1 A1 +71 = 0. Definindo a variavel auxiliar

(6.35)

g = —Q1)1, segue que Ql_lg + A1 =0e g+ v =0, que escrito em termos matriciais torna-se
—Qflfooo 0 0 0 0 0 0 0 0__9— [ 0
I 0010 0 0 0 0 0 0 0 0 A\ 0
0 00O0TT 0 0 0 0 0 0 0 0 A 0
0 I 000 O 0 0 0o 0 o0 I 0 7 ijs
0 071 00 0 0 0 0 0 0 0 I 7 0
0 0000 Wt 0 0 0 0 M, A A ¥ Zin1
0 0000 0 XN'T o0 0 I 0 0 0 e 0
0 0000 O 0 XYM o0 o0 I 0 0 d 0
0 0000 O 0 0 0 I 0 N,, N.,|| s 0
0 0000 O I 0 I 0 0 0 0 A3 0
0 0000 M' o0 I 0 0 0 0 0 c 0
0 00 1 0 AT 0 0 N 0 0 0 0 z; 0
|0 000 I A 0 0 NI, 0 0 0 0 | |&i] 0

A primeira linha de ([6.33]) fornece a equacao Ql_l g+ A1 = 0, enquanto a segunda e quarta

linhas produzem, respectivamente, —g =71 € A1 = &;; — ;. Assim,

Ql_lg + (i‘m — l‘l) =0= Ql_lg — Ty = —i’i“ = —Ql_lg +x; = i‘m

(6.36)
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Ainda por ([6.33]), como —g = 71, segue que Ql_lfyl +x; = &;);. Além disso, através da terceira
linha de (6.35]) nota-se que 71 = 0, que substituido na tltima linha resulta em Agw +E£7273 =0.

Segue, entdo, o seguinte sistema matricial equivalente

_Ql‘l 0 0 0 0 0 0 I o || " ] a;|
o w;t oo 0 0 0 M A A Yo Zi
0 0 XN o o I 0 0 0 e 0
0 0 0 X' o o I o 0 d 0
0 0 0 0 0 I 0 Nai Nao||m|=1]0 (6.37)
0 0 I 0 I 0 0 0 0 A3 0
0o MI' 0 I 0 0 0 0 0 c 0
I AT 0 0 Nj; 0 0 0 0 z; 0
o AT o0 0 Nji, 0.0 0 0 Fit1 0
Definindo
1 Py 0 -
Q] = , =E, Nap:= Neg,
0 Ri
Nap = [Ney Nog|s 41=[7 g 4 =6, (6.38)

a expressao (6.32) para Zjyq)41 € obtida. Utilizando os mesmos célculos algébricos feitos para

Zit1)i41, obtém-se a expressao para Py qjit1- o

Observacao 9 Observe que, quando as incertezas do sistema (0.14) sao tomadas nulas, ou
seja, as matrizes que as compoe Nr; = Ng; = Ng; = M; =0, a expressao (6.38) recai no FSN
proposto em [4], que por sua vez foi detalhadamente deduzido no Capitulo [f)

O corolario a seguir estabelece a equivaléncia entre a estimativa preditora robusta e cor-
respondente equagao recursiva de Riccati com a estrutura matricial apresentada no Teorema

0.2.1]

A diferenca entre os resultados para o filtro e preditor somente estd no arranjo das matrizes.

—1
P, 0 .S
il e Qs =0 com R; := @i ‘. Entio as ex-

0 R; ST R,

7

Corolario 6.3.1 Sejam O :=
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pressoes para &;4q); ¢ Py dadas por (G27) sao equivalentes a

[i‘mu PHHZ}:[O 0000O0O0O0TO OO 1]

1
|
—_
1
1

Py 0 0 0 0 o 0 0 I 0 0 Zijic1 0
0 Ri 0 0 0 o 00 0 I 0 0 0
0 0 A oo 0 o I 0 0 0 0 0 0
0O 0 0 X' o o 0 I 0 0 0 0 0
0o 0 0 o w0 o0 M F G & Z 0
0o 0 0 0 0 0 I 0 Ng; Ng; Ng, 0 0 639
0o 0 I 0 0 I 00 0 0 0 0 0
0 0 0 I MY o 0 0 o0 0 0 0 0
I 0 0 o F Nf;, 0 0 0 0 0 0 0
o I 0 0o ¢ NI, 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 & N, 0 0 0 0 0 0 -I

sendo

_Ei E Gz
SZ = +1 7%:: 7gl = N
0 H; K;
NE, N Ng,
Ne,; = Bl Nr; il Ng.i “
0 N, Nk,
Mi; 0 0
0 M2,i Z;
<

Observacao 10 Aplicando a teoria de Fungoes Penalidade, conforme foi feito na Secao [{.3 do

Capitulo [f], a fim de encontrar a solu¢ao dtima, considere os limites

i — 00, 5\2-_1—>06W2-_1—>0



88

em (6.33). Dessa forma, obtém-se

o] P, 0000 0 0 00 I 0 0] B En
0 0 R 0 0 0 0 0 0 0 I 0 0
0 0 0 00 0 0 I 0 0 0 0 0
0 0 0 00 0 0 0 I 0 0 0 0
0 0 0 00 0 0o 0 M, F G & Zip1
Tiy1)it1 = |0 0O 0 00 O 0 I 0 Ng; Ngi Nei 0 (6.41)
0 0 0 I 0 0 I 0 0 0 0 0 0
0 o 0 oI M o0 0 0 0 0 0 0
0 I 0 00 F° NF, 0 0 0 0 0 0
0 o I 00 g Ni, 0 0 0 0 0 0
I 0 0 00 & NE O 0 0 0 0 0
Entretanto, a estimativa %;1 ;41 satisfaz (6-71) se, e somente se,

_PZ-“ 0 00 O 0 0 0 I 0 0 ][ a] w|

0 R 0 0 0 0 0 0 0 I 0 b 0

0 0 00 0 0 I 0 0 0 0 c 0

0 0 00 0 0 0 I 0 0 0 d 0

0 0 00 0 0o 0 M, F G & f Zi1

0 0 00 0 0 I 0 Ng; Ngi; Nei|l| g |=1]0 |- (6.42)

0 0 I 0 0 I 0 0 0 0 0 h 0

0 0 0 I M" 0 0 0O O 0 0 j 0

I 0 00 F' NfF, 0 0 0 0 0 k 0

0 I 00 g NfZ 0 0 0 0 0 ; 0

0 0 00 & NE O 0 0 0 0 | |zis1 0

A partir da terceira linha e quarta linha, respectivamente, tem-se que h =0 e i = 0. Assim,

(6-49) ¢é equivalente a

P00 0o 1 0o o]lal [an]
0O R 0 0 0 I b 0
o 0 0 0 A G & f Zi
0 0 0 0 Ng; Ng; Negj g |=10 |- (6.43)
I 0o FF NF, 0 0 0 j 0
o I ¢ NI, 0o 0 0 i 0
00 & NE o0 0 0 | |zia] | O]
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Como, por hipdtese do Teorema [6.1.1), [EZT Nz:TJ e

pleno, seque que a inversa estd bem definida. Portanto

@z‘+1\i+1 =

~N O ©O o o o O

T

O ~ o o o & o

S

Fi G
Nri Ng,
4 -1
0 0 I 0
0 0 0 I
o 0 K G &
0 0 Ng; Ng; Nej
Fl' Nf, O 0
gl NI, o 0
er NE, 0 0

&
Ng,

tém posto linha

i

(6.44)

Embora as formas (6-41) e (644) sejam equivalentes, a informagao presente na matriz M;

nao aparece em (6-44)).

Observacgao 11 O mesmo procedimento estabelecido na Observagao [I0 pode ser feita para Zipq)i

e Piy1)i, ou seja, tais recursoes passam a ser dadas por

[i’z'+1|z' Pi+1|i] =

~N ©O O O O O O

T

Pyi1
0

0
0
1
0
0

para &, Fi,Gi, Ngi, Nei, Nr; definidas em ([6-40).

Tili—1

M

o o o O

(6.45)

o o o o o o
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Capitulo

Estabilidade e Convergéncia dos FSRs

Para garantir um desempenho apropriado do Filtro Singular Robusto (FSR) em regime per-
manente, serd determinada a existéncia e unicidade da solucao estabilizante P para a Equacao
Algébrica de Riccati (EAR) e sera mostrado que a recursao de Riccati {PZ-+1|Z-+1} é uma sequén-
cia ndo decrescente que converge para a solucdo da EAR. Os resultados propostos neste capitulo
utilizam o mesmo procedimento adotado para as provas de estabilidade e convergéncia do FSN,
uma vez que quando as incertezas sao desconsideradas no modelo singular, a expressao obtida
para o FSR recai na estrutra matricial estabelecida para o caso nominal. Através da estrutura
de blocos matriciais em que os filtros aparecem, a equivaléncia entre as expressoes pode ser

observada de maneira direta, através da simples compactacao de blocos.

A estratégia desenvolvida neste capitulo para as provas de estabilidade e convergéncia dos
FSRs tem a vantagem de nao adotar hipdteses adicionais sobre as matrizes que compdem as
incertezas do sistema singular, como foi considerado em [42]. Nessa referéncia foi assumida a

ortogonalidade entre as matrizes Nr e Ng,,.

7.1 Resultados Preliminares

Sempre que os sistemas dinamicos singulares (6.2) e (6.14]) considerados forem invariantes no

tempo, isto é,

Zi = (E+0E) zip1 + (F+0F)xi + (G + 0G) Vi, (7.1)
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sendo que
0 & F i
Z; = , &€= ¢ , F = ¢ , G = Ga eV = v
Zg Em m gm (%
0E OF, 5
se = || = | T 5 = | 09 (7.2)
0Em 0Fm dGm

pode-se demonstrar importantes propriedades da EAR, como seré visto na sequéncia.

Assim, como foi adotado no Capitulo Bl o indice d representa a parte referente a equacao

dinamica do sistema e o indice m refere-se a equacao de medida.

As incertezas parameétricas [5 F G 55} sao modeladas por

0Fq 6Gg 0&g
57 66 5e] = =MA[Ns Ng Nl (7.3)
0Fm 0G, 0En
sendo
N N, N, My 0 A 0
Ny = 7a ,Ng: 9 , Ne = £ M = ' e A= ' (74)

Para o caso singular filtrado robusto (Equacao (€.2) do Capitulo []), tem-se

-FE F Gy G
£ = ; F o= , G = v !
H 0 K, K,
—N N N, N,
Ng := F s Np = e Ng := G TG (7.5)
Ny 0 Nk, Nk,

enquanto no caso preditor robusto singular (Equacao (6I4) do Capitulo [0]) valem as seguintes

definicoes

_E ja Gy Gy
g = ’f: s g _=
0 H K, K,
_N N N N,
N = Plone =" eng= | T (7.6)
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Considerando as matrizes de ponderagao, associadas aos erros de ajuste, definidas como

S
R = @ > 0,
ST R
) £ E F G .
foi provado que, se tem posto coluna pleno e tem posto linha pleno,
Ng Ne Ny Ng

entao a melhor estimativa ;11 de x; é gerada por

- T _ - -1 - -
of |0 0 0 I 0 0 0
o lo R 0o 0o 0 I 0 0 0
of |0 o 0o o F ¢ € Ziy1 O
(&0 Paapn| = (0] [0 0 0 0 Np Ng Ne| [0 0 (7.7)
0 I o 7 NE 0o 0 0 0 0
of (o 1 ¢" N 0o 0 o0 0 0
7l |0 0o & NY 0 0 o] |0 —Ij

Assim, como foi observado no Capitulo Bl note que as expressdes para as estimativas e para
a recursao de Riccati valem tanto para o caso filtrado como para o caso preditor. Portanto, as

notagoes T 1);11 € Li41|; serao suprimidas e tais estimativas serao dadas apenas por &j41.

Considerando as seguintes compactacoes matriciais

&= , F = e G = (7.8)

tem-se que Z;4+1 e P41 passam a ser escritas como

_ - T - - —1 - .
0 PO 0 I 00 2
0 0O R 0 0 I 0 0
) of |0 0o 0o F G & Z;
Ti+1 = (79)
0 I 0 FF' 0 0 0 0
0 0 I G 0 0 0 0
7] [0 0 & 0 0 0] |O]
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(]
- T - - —1 - -
0 P 0 0 I 0 0 0
0 0O R 0 0 I 0 0
0 0o 0 0 F G & 0
Py =— (7.10)
0 I 0 F' 0 0 0 0
0 0 I G 0 0 0 0
Il [0 0 & 0 0 0| [

E importante salientar que as expressdes (T9) e (TI0), sdo andlogas a (5.3) e (5.4), respec-
tivamente, excetuando-se o fato das matrizes £, F e G serem modificadas para £, F e G quando

hé incorporacao de incertezas no modelo.

Devido a esta analogia, torna-se trivial a utilizacao das mesmas demonstracoes desenvolvidas

no Capitulo [ para as propriedades de estabilidade e convergéncia dos filtros robustos.

Sendo assim, considere novamente as seguintes notagoes

- T _ _ 1
e = [0 .. I o| , M(P):=Q'(P),
P 0 0 I 0 0]
0O R 0 0 I 0
_ o 0 0 F G €&
QP) = _ : (7.11)
I 0 FF 0 0 0
0 I G" o0 0 0
0 0 & 0 0 0]

sendo e; e M (P) decompostos em blocos de acordo com a particao de € (P). M ¢ particionada
€Oomo Mij, 1,7 =1,...,6 e o vetor de blocos e; possui a matriz identidade na i-ésima posi¢ao do

bloco e matrizes nulas nas demais posigoes.

A partir de (Z9) e (ZI0) e das defini¢oes (ZII) e (ZII]), tem-se que o filtro em regime

permanente e a EAR correspondente sao dados por

Tiv1 = egQH(P) (e1d; + e3Z;)

P = —elQ71(P)es (7.12)
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respectivamente.

Lema 7.1.1 As equagées para ;11 e P dadas respectivamente por (712) e (Z12) podem ser

reescritas como

Fiv1 = M@+ Mgz Z; = —MgsF2; + Mes Z; (7.13)

P = Mﬁlngi + MﬁgRMg; = Mﬁg(ﬁPfT + QRGT)M&; (7.14)

Prova: A prova deste Lema é igual a elaborada para o Lema [B.1.3] do Capitulo

7.2 Estabilidade

Para garantir um desempenho apropriado do FSR em regime permanente, serdo enuncia-
dos resultados que garantem a estabilidade deste filtro quando os parametros do modelo sao
invariantes no tempo. Em particular, serd determinada a existéncia e unicidade de uma solugao
estabilizante P para a EAR (.14). Em virtude do fato das estruturas de (7.9) e (Z.10) serem
andlogas a (0.3) e (B.4), serao feitos esbogos das demonstragoes desta se¢ao, omitindo-se os

detalhes.

Teorema 7.2.1 Suponha que o sistema (7.1) é detectdvel e estabilizavel ¢ R > 0. Seja P uma
soluggo da EAR (71J). Se P >0 entao P é uma solugao estabilizante para a EAR.

Prova: Esta prova é feita por contradigdo. Suponha que exista uma solucao semidefinida
positiva P para (ZI4)). Para mostrar a estabilidade de (ZI3) deve-se mostrar que MgsF é

estavel.

Assuma, por contradicdo, que Mgz F ndo é estavel. Entdo, apos alguns calculos algébri-
cos (veja para maiores detalhes a demonstracao do Teorema [5.2.1] do Capitulo [l), tem-se que
[)\5 - F g‘] nao tem posto linha pleno, para |A| > 1, ou seja, uma contradi¢ao é obtida. Logo,

Mg F & estavel. o
Teorema 7.2.2 Considere a EAR (7.1})). Se a solugao estabilizante existir, ela € tinica.

Prova: Esta prova utiliza o seguinte procedimento desenvolvido no Teorema [5.2.2]do Capitulo

Bl Suponha que existam duas solucdes estabilizantes P! e P? para (Z.14). Como Mg, = Mgz F
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s20 estéaveis, a equagao de Stein dada no Lema [5.1.4]
P' — P2 = M}, (P' — P?) Mg (7.15)

possui solucao unica P! — P? = 0. Logo, P! = P2. o

7.3 Convergéncia

Nesta secao serao apresentados resultados que garantem a convergéncia da recursao de Riccati
([CI4), ou seja, sera mostrado que tal recursdo é uma sequéncia mono6tona nao decrescente,

limitada superiormente.

Os trés resultados encontrados na sequéncia sao auxiliares. No primeiro deles, o sinal da
recursao de Riccati P41 € obtido. O segundo define uma recursao auxiliar Fy; e estabelece
uma relacao entre ela e a recursao de Riccati. Finalmente, o terceiro resultado auxiliar faz uma

comparacao entre recursoes de Riccati definidas com indices diferentes.
Lema 7.3.1 Suponha que P; > 0. Entao Piy1 € wma matriz semidefinida positiva.

Prova: Pelo Lema [T.I.1] as expressoes (T12) e (C.I4]) para P11 sdo equivalentes. Assim,
para determinar o sinal de P;y1 basta verificar a positividade de R e utilizar a hipétese F; > 0.

Assim, conclui-se de maneira direta que Py > 0. o

Lema 7.3.2 Considere as sequintes equagoes matriciais, para j = 1,2

Pz'j+1 = _Mg&i € Fji = Mgu- (7.16)

Entao, as sequintes relagoes sao obtidas

(i) PLy—PL=Fp (P -P)) inT (7.17)

)

(i) F}i - F]?i = Ffi (P} — P?) M}, ;. (7.18)

)

Prova: A demonstragdo deste resultado é andloga & desenvolvida para o Lema [(.3.2] do

Capitulo Bl sendo, portanto, omitida. o

Lema 7.3.3 Considere (710) para j =1,2 . Se P! > P?, entao P, > P?,.

(2 (3
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Prova: Utilizando as relagoes matriciais presentes no Lema [7.3.2] e a mesma élgebra desen-

volvida no Lema (.33l obtém-se

Phy—PAy = F} (P P2)E 1+ (P! - P2 0ty (PP - )R] (P} - P22 FR.

7 7 7
Através da Proposicao , da hipotese Pt — P? > 0 e do Lema [.3.1] obtém-se le+1 — Pi2+1 > 0.

<

O proximo lema garante que a recursao de Riccati é uma sequéncia monoétona nao decrescente.

Ele ¢ indispensavel para que a convergéncia seja demonstrada.

Lema 7.3.4 Suponha que R > 0 e defina {P;}°, por (Z10) com Py = 0. Entao {P;}3°, € uma

sequéncia mondtona nao decrescente.

Prova: Desde que R > 0 e P; é dado por (T.I12) tem-se que, para Py = 0 segue P, > 0 e
P, — Py > 0. Considere a hipotese de indugao P; — P;_1 > 0. Aplicando o Lema [7.3.3]

0=FR <P <.<PF<P,<..

Os dois ultimos resultados deste capitulo utilizam a comparacao entre as sequéncias esta-
belecidas no Lema 5.3.9 do Capitulo Bl Eles garantem que a sequéncia {P;y1}52, ¢ limitada
superiormente e converge para P®. Eles estdo sem provas, pois sdo analogos ao Lema [5.3.10 e

Teorema [5.3.1] a menos da modificacio nas matrizes £, F e G para &£, F e G.

Lema 7.3.5 Considere a sequéncia {P;1}:°2, definida no Lema[Z1.1. Se {)\g - ]j"} tem posto
coluna pleno e [)\E—f“ Q} tem posto linha pleno para todo i, entao para qualquer condi¢ao
inicial Py, a sequéncia {P;1}5°, € limitada superiormente, ou seja, existe uma matriz P tal

que 0 < Py < P?, para i > 0. o

Teorema 7.3.1 Suponha que o sistema (Z.1) seja detectdvel e estabilizdvel ¢ R > 0. Defina

uma sequéncia {P;11}2, por

Piy1 = Mes (FPF" + GRG") Mg, (7.19)

1PI‘OpOSi(}éO A matriz Mll,i é dada por Mll,i = M41,iPiM4?1,i =+ M42JRMZ;J, sendo {P“R} > 0.
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com Py > 0. Entdo, existe uma tnica matriz P* > 0 tal que P;y; — P quando i — oco. O

limite PT ¢ a solugio da EAR

P = Mg3(FPF" + GRGT) M. (7.20)
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Capitulo

Resultados Numéricos e Conclusoes

8.1 Comparacao com o Filtro BDU

Considere o seguinte modelo com incertezas

Tit1 = (FZ + 5FZ) T+ (Gz + 5Gz) w;
zi = Hizi+v;

sendo {M;, Ny, Ny ;} matrizes conhecidas e A; uma matriz arbitraria satisfazendo [|A;| < 1.

Em [42] a estimativa filtrada robusta com incertezas limitadas, denominada filtro BDU é

obtida a partir do seguinte resultado

Algoritmo Considere o sistema sujeito a incertezas (8I). Sejam dadas as matrizes de
ponderacdo Iy > 0, R; > 0 e @; > 0. As estimativas dos estados podem ser computadas

recursivamente segundo o seguinte algoritmo:

Passo 0 (Condicoes iniciais): Faca

Py = (IIy" + Hy Ry Ho) ™',

S o T p—1
$0|0 = P0|0H0 RO 20-

Passo 1 : Se H;+1M; = 0, entdo faga 5\Z =0.
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Caso contrario, determine \; no intervalo

A> A= \|Mz’THz‘T+13i_+11Hi+1Mz’H

que minimiza G(\) definido por (Z23) com as identificagoes ([2.24]).

Passo 2 : Se \; # 0, substituir {Qi, Rit1, Py, Gi, Fi} por:

) A . -1
Q7' = Q7+ NN, (I + AiNf,iPi\iN;?F,i) Ny,
Ri+l = Ri-‘rl - S\Z_lH’L—}—lM’LM;THZ:}—l

ild ii T ANV

= Py — Pi|iNJ¥:¢(5\i_1[ + Nf,ipi\iN%:i)_le,iPi\i

G = Gi_j\iﬂpz‘\iN}:iNgJ

E = (Fz - j\iGiQiNgj:iNfJ) (I— S‘ipi\iNJz:ivai)

Se \; = 0, faca

Qi = Qi, Rix1 = Rip1, By; = Py;, Gi =G, e F; = F.

Passo 3 : Atualize {%;);, P;;} da seguinte maneira:

Ty = Fidy
R X T p-1
Lit1]i+1 Zip1) + P Hi R ein
€it1 Zit1 — Hip1@iq);
5 T o A AT
Pty FP F + GiQiG;

P, P, P HL R Hi 1 P,
i+1]i+1 i1 = L] i1 g1 a1 14
A T

Reiv1 Rivi+ Hip1 Py Hiy

(8.2)

co
= W

co
Ut

[02¢]
-3

~ o~ o~ o~ o~ o~
o [02¢]
o (@]
O D D D N IT

Neste exemplo uma comparacao entre o Filtro Singular Robusto (FSR) obtido no Capitulo

e o Filtro Bounded Data Uncertainties (BDU) apresentado em ] é feita. Ressalta-se que na

Equagao (644) nao é necessario o ajuste de nenhum parametro auxiliar de otimizagao, enquanto

que no filtro BDU faz-se necessario o ajuste de A
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Os parametros utilizados na simulac¢ao sao os mesmos utilizados em [42], ou seja,

0.9802 0.0196 1 0
E ) Gw,i = 7H’i+1 = |:1 —1] 5 (815)
0 0.9802 0 1

e as seguintes matrizes de ponderacao

1.9608 0.0195
i = s R =1, 8=
0.0195 1.9605 0

As incertezas parameétricas sao modeladas através de

0.0198
M, = , Ny = [0 5} : (8.16)
0

Os resultados da Figura Rl foram obtidos considerando as matrizes (8I5) e (8.I6]), sendo

que a variancia do erro de estimativa foi calculado através do seguinte procedimento

T
~ 1 . (i
Ellz; - & = = ) o - 2.
=1

Variancia do Erro (dB)

Figura 8.1: FSR(—) e Filtro BDU (- - -)

Cada ponto no instante ¢ em cada curva é a Varidncia do Erro calculada sobre T' experimentos

(T = 500 trajetorias com N = 1000 pontos).

Para cada experimento j, a matriz ||A|| < 1 é selecionada aleatoriamente e fixada para todo
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As matrizes P encontradas sao:

8.0963 7.9298
Pppy =

7.9298 R8.0721

8.0869 7.6425
Ppsrp =

7.6425 7.9084

para os respectivos ajustes: XBDU = 5.8806F — 4 por meio da expressao
3 _ T T p-1 _
Appu = (1 + )| M{ Hi R Hip1 My, o= 0.5

e Apsgr ¢ dado no Teorema .11l onde y; — oo.

A figura abaixo mostra a convergéncia do maximo valor singular da matriz P;, calculada de
10

acordo com a EAR (1), com Py = .
1

Norma de P41

Figura 8.2: Evolugao de P yq);41

8.2 Conclusoes e Continuidade da Pesquisa

Neste trabalho, o problema de obtencao de estimativas recursivas robustas nas formas filtrada
e preditora para sistemas singulares discretos no tempo sujeitos a incertezas paramétricas foi
resolvido. Para isso, utilizaram-se duas técnicas de otimizacao nao lineares: minimos quadrados

regularizados e func6oes penalidade.

O sistema dinamico considerado nesta tese possui uma formulacao mais geral, com ruidos de
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estado e medida correlacionados e incertezas em todas as matrizes que o compde. Sendo assim,

os resultados obtidos generalizam os apresentados até o momento na literatura.

As estimativas recursivas robustas com as respectivas equagoes recursivas de Riccati foram
expressas na forma de blocos matriciais, possuindo estrutura simples e simétrica, sendo que as
expressoes obtidas nao necessitam de ajustes de parametros auxiliares, o que caracteriza uma

importante contribuicao da abordagem proposta nesta tese.

As propriedades de convergéncia e estabilidade dos filtros nominais e robustos foram detal-
hadamente demonstradas, provando-se que o filtro em estado permanente é estavel e a recursao
de Riccati é uma sequéncia mondtona nao decrescente limitada superiormente pela solugao da
Equacao Algébrica de Riccati.

Mostrou-se que ha equivaléncia entre as expressoes obtidas para o filtro robusto neste projeto

com as encontradas na literatura, através da simplificacao do sistema singular considerado.

Como trabalho futuro pretende-se calcular filtros de Kalman para sistemas lineares singulares
sujeitos a saltos Markovianos (SLSSSM), possuindo formulagdo mais geral, com incertezas em

todas as matrizes que os compoem, de acordo com o problema resolvido nesta tese.
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