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Ei+1xi+1 = Fixi +Gw,iwi +Gv,ivi,

zi = Hixi +Kw,iwi +Kv,ivi.
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Ei+1 ∈ R
m×n � Fi ∈ R

m×n � Hi ∈ R
p×n � Gw,i ∈ R

m×m � Gv,i ∈ R
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p×m �
Kv,i ∈ R

p×p
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 . Z � ' /B^

4 ������3�

(
ATRA

)−1
= −

[
0 I

]

R

−1 A

AT 0



−1 
0

I


 . Z � ' 0�^

� �w�&!$��!
� ����������!>��b .����&F ���JZ � ' 0�^ �,.�����+��W�:�u��������K����������u�����������


R

−1 A

AT 0




a

P


 = −


0

I


 . Z � ' 3�^

d%��l�������!$�!� ���
b := R−1a

������K����R.����
b − R−1a = 0

���&� ��� ���
�
−Rb + a = 0

' 4 �:N�� !
���������

������������������
A ∈ R

n×n � � � ���� "! � �$#&%
B
%

C
�

D
�'�( �� � ) �$*,+$-.�0/ � �1� � *�23�$*4��56�"-.56� � �./���*$798 �  :�-6%;�<*��$=.> � �  "�

� /6� �  � /��./6�;? �.@ # � /��
[
A B

C D

]−1

=

[
A−1 + A−1B

(
D − CA−1B

)−1
CA−1 −A−1B

(
D − CA−1B

)−1

−
(
D − CA−1B

)−1
CA−1

(
D − CA−1B

)−1

]
.



�

R−1a+AP = 0
�>��.����<�,.�����+��W�:�s�

b+AP = 0
��.����*�0��0�����������#5 ���������������:0��w�W�=�������� � ���




−R I 0

I 0 A

0 AT 0







b

a

P


 = −




0

0

I


 .

Z � ' A�^

P �&K �

(
ATRA

)−1
= −

[
0 0 I

]



−R I 0

I 0 A

0 AT 0




−1 


0

0

I


 .

�

�f�$��)�1
�����S�:�����V!���������������u�����w�&F��B�0�I!��9�,.�����+��W�:H���0��w�V�������������R��������F��B�0�
x̂
!���Z � ' + ^�'cO"�<�$��)�1
�����

���,F ���7�c�:�����c�����XQ �0�������!
�:!$���%��&���=�����}��� 00�&�>��:!����}�&!$���3�$���&$$�:�������J!��R�� ����������J.����&!h�}�&!$���J00�&�
����0,�������"����T'mb ����:���0��$���}�&!$�"�����XQ-����!
����E���>�XQ,+����
���W�}�"���&$�������F ���%!>���c�0�����������+���� ���&$��>��}���T��!��,!
��",�:!>���
�>���R���� ���$���F3
'

� 2 � # 4��!#���4 + � F �
1KJ�4�1 � � W > 00
7 ��1M��A=� 4EG GI��C
� �21M� �;G GI��1M� ��1M@84EGHG A=� �21 � �2NE4�� ��1M� �;G

(i) x̂ ∈ arg minx(Ax− b)
TW (Ax− b)

7

(ii) x = x̂ � � ��4 G ��� ��@8A=�B<�� ATWAx = ATWb
7

(iii) (x, λ, γ) = (x̂, λ̂, γ̂) � � ��4�G ��� ��@8A=� <��



−W I 0

I 0 A

0 AT 0







λ

γ

x


 =




0

b

0


 .

Z � ' 
�^

+ �
(ATWA)

� �
3H�21 N
��3 ���2N
��� 7 ��1M��A=� � ���%��GI�01 � �
x̂ � G ��� ��@8A=��� 1 � 9 4 <�� (ii)

P � � � �:<
� G;G �E7

(ATWA)−1 = −




0

0

I




T 


−W I 0

I 0 A

0 AT 0




−1 


0

0

I


 .

Z � '   ^

� ���T+�� �
(i)⇒ (ii)

�O��.L1�����GI�>����� 1 9 ���
1 4�� J F �
3

J := (Ax− b)TW (Ax− b) = xTATWAx− 2xTATWb+ bTWb.
Z � ' + � ^



���

&,1M��A=�
1

2

∂J

∂x
= ATWAx−ATWb.

Z � ' +�+ ^

+ �
x = x̂ � � � F �
1M��� <�� � �21 �2��� <�� J 7 F ��� 4 9 �
1 <
��@8A=� <�� �6���2��4�� ��<=4=<���<�� F 3��2�����23?4 �
3?<����

<���N
����GI�>� ��3 ∂J
∂x

= 0
7,�
�

ATWAx̂ = ATWb.
Z � ' + � ^

(ii)⇒ (i)
% �
���

W > 00
7,� ���%��GI�

∂2J

∂x
= ATWA ≥ 0.

Z � ' + .�^

�DG;G��2�O7 GI�
x
G 46��� G�� 4 7O4

ATWAx = ATWb
7
x � � � F �
1M��� <�� � �21 �2����<�� J P

(ii)⇒ (iii)
�O��.L1 4 4EGHNE4
3����
N
��� GO4
� 5
��� ��4
3$�;G

λ := b−Ax
�
γ := Wλ.

Z � ' + /B^

% �
���
ATW (b−Ax) = 0

7 � ���%��GI�

Ax+ λ = b

γ −Wλ = 0

ATγ = 0
Z � ' + 0�^

�
��7*<��*� �
3���4 �21 � �2NE4�� ��1M� �



−W I 0

I 0 A

0 AT 0







λ

γ

x


 =




0

b

0


 .

Z � ' + 3�^

(iii)⇒ (ii)




−W I 0

I 0 A

0 AT 0







λ

γ

x


 =




0

b

0


⇔





γ −Wλ = 0⇒ γ = Wλ = W (b−Ax)

λ+Ax = b

ATγ = 0

.

�O�
γ = W (b−Ax)

� ���%��GI�
AT γ = ATW (b−Ax)⇒ 0 = ATW (b−Ax)⇒ ATWAx = ATWb

P

+ �
A
� ��� F �EG ��� 9 ��� � 1 4 F � ��1 � � W > 0

7 GI��C
� � 1 � �
ATWA � �21 N
��3 ���2N
��� P �DG;G��2�O7 F ��� � � ����4

��P��=P��87,��� � � �%��GI�>4%&�1 �K46@8A=� / ��P8# 5=P �



� �

� 	�� � (*�  ��� �����+& � ��� � ���� �
	�����& � ��&  ��� ������ �� ��-���&  �

O9�0��}�����,F ���C�J�$���&$$�:�����J!��>�� �����������.����&!h�}�&!$���S����K��$�w�W���"��&!$�������W�}�3���B!��������V00�&� ����0,�������"����
�>���#!>�&!$���u�����XQ9���0������+B�:!$�3������=��������F ���������XQ !>�&!>� ���S5 ������ !���$$���B00���<��������:0��w�����T'Sb ���}�S5 ������ N
���$���&�$��w�&!>�*���W�}�s���cl>��������� ���&$��>������ !��,!
��",�:!$��� ���0��}�%���0�����������*+���"-.����I5 �&0�� �����}�u���GQW�������0� ����������������0�
!��*�0��}��$�� ���:!>�&!��#�*00�&��+����K�H���0��w�
'

�y�&�>��:!������s������K����������<�$���&$$�:������!��*0��>�����.����&!h�XQ���:00��)&������

x̂ = arg min
x

max
{δA, δb}

{‖x‖2Q + ‖(A+ δA) x− (b+ δb)‖2W}
Z � ' + A�^

���W�}����� ������������0��������2����0,�������"����/���W�}����N�����:0 �����}�������B!����w�&!>���/����

[
δA δb

]
= H∆

[
NA Nb

]
,

Z � ' + 
�^

������!$�
Q = QT > 0

�����������"%!�������K��$�w�W���"��&F �����
W = W T ≥ 0

�����������"*!��/��&��!����}�&F ���V���W�}�u�V�������V!��
�0�����������+��
�

A
���������"%00�&��@��,0��:!>�
�

b
+��������I00�&��@��,0��:!$���

δA
���������"*!��-�E�����$�$��&F ����!>�<���������"%�>�&�������W�

A
�
δb
+��������2!��-�E�����$�$��&F ����!$�V+��������I�>�&�������W�

b
�
H, NA, Nb

�����������"T�0�/00�&��@��,0��:!>���200�&�`!
�������>� �B�0�
���$���&�$��w�&!>���-�

∆
���������"S�W�$������XQW��w���}������ 5 ��"T����!$�

‖∆‖ ≤ 1
Z�00�&�����}�&F ����^�'

� ���0��$���}�&!$���J����K���� �I5 �&� ���$���0�������}�&!$����� � / + � �%�����d����56����H���0��w���2��������������T' ; �}���}� � ���<!��%���-�:�����
5�����!>���������}�W� ���W�}�C�[���0����w�J!���l>�����}��K���� ���&$��>��}�
� �>�3.����W� ���� ����"�� � ���������C��$����!>��K���� ���$�}�����������
!�������������� ����:0 �
'

� 2 � # 4���4��!#���� ��� ) F 3?����� ����4B<��O�6���2�>�87I46@8A=� / ��P��	� 5H� / ��P���
 5�� ��� � ��4 � 1 � 9 4�G ��� ��@8A=� x̂ <=4=<=4 F �
3

x̂ =
(
Q̂+AT ŴA

)−1 (
AT Ŵb+ λ̂NT

ANb

) Z � ' +   ^

GI��1 <=��1 � �>4EGH��46��3��878�;G <�� F �
1 <���3?46@8A=� ���I<
� . 9 4=<=4EG Q̂ �
Ŵ
G A=� <=4=<=4EG F �
3

Q̂ := Q+ λ̂NT
ANA

Z � ' ��� ^

Ŵ := W +WH
(
λ̂I −HTWH

)†
HTW

Z � ' ��+ ^

�
λ̂ � � � F 4
3�
��� ��3?� �;G 9 4�� 4
3 1 A=��1���C=46���2NE�B��� ����<=� 46��3?4
N � G><=��GI��C
� �21M� � F 3?����� ����4B<��O�6���2�>�87I46@8A=�

λ̂ := arg min
λ≥‖HTWH‖

G (λ)
Z � ' ��� ^



���

GI��1 <=��1 � �

G(λ) := ‖x(λ)‖2Q + λ ‖NAx(λ)−Nb‖
2 + ‖Ax(λ)− b‖2W (λ)

Z � ' � .�^

�O4EG ��� 1M@��8�;G>4
� 5
��� ��4
3$�;GHG A=� <���.L1 ��<=4EG F �
3

x(λ) :=
[
Q(λ) +ATW (λ)A

]−1 [
ATW (λ)b+ λNT

ANb
]

Q(λ) := Q+ λNT
ANA

W (λ) := W +WH
(
λI −HTWH

)†
HTW.

�

� �$��)�1
���������0��$���}�&!$�h00�&�>��:!����}��� �&�������"��&F ���j!��i��� 5�����0����&���W�V.����&!h�XQ���:00�j00�&� ����0,�������"����
���W�}����N�����:0 ���9�<!�����������������,.�����+��W�:H���0��w���/���������#�21
�$���0��� �B�0�d�&$���:!>���/���W�}�

x̂
'

� 2 � # 4���4���4 �DG GI��C
� �21M� �;G GI��1M� ��1M@84EGHG A=� �21 � �2NE4�� ��1M� �;G

(i) x̂ ∈ arg min
x

max
{δA,δb}

{‖x‖2Q + ‖(A+ δA)x− (b+ δb)‖2W }, ����� ���
	

GI��1 <=�
δA

�
δb
<=4=<=4EG F �
3

[
δA δb

]
= H∆

[
NA Nb

]
;

Z � ' � 0�^

(ii) x̂ ∈ arg min
x











I

A

NA


x−




0

b

Nb







T 


Q 0 0

0 Ŵ 0

0 0 λ̂I










I

A

NA


x−




0

b

Nb











; ����� ���	

(iii) (x, λ, γ) = (x̂, λ̂, γ̂) � G ��� ��@8A=� <=��G�� G � ����4



−Q 0 0 I 0 0 0

0 −Ŵ 0 0 I 0 0

0 0 −λ̂I 0 0 I 0

I 0 0 0 0 0 I

0 I 0 0 0 0 A

0 0 I 0 0 0 NA

0 0 0 I AT NT
A 0







τ1

τ2

τ3

γ1

γ2

γ3

x




=




0

0

0

0

b

Nb

0




. ����� ���	



� �

���
(Q+AT ŴA+ λ̂NT

ANA)
*%����� �:�����!3<6 	�&�> �7�#,
5 ����1#3/�

x̂
*
	��<�/�H�	
����6 3=B����+D��

(ii)
$���6 *#, D���������>

(Q+AT ŴA+ λ̂NT
ANA)−1 = −




0

0

0

0

0

0

I




T 


−Q 0 0 I 0 0 0

0 −Ŵ 0 0 I 0 0

0 0 −λ̂I 0 0 I 0

I 0 0 0 0 0 I

0 I 0 0 0 0 A

0 0 I 0 0 0 NA

0 0 0 I AT NT
A 0




−1 


0

0

0

0

0

0

I




.

),3?�
NE4��-4 ���W��� �-!$��P ����� � ' � ' + ���,.����&F ���JZ � ' +   ^��$�&$���N�� � ���#.����

(i)⇔ (ii)

x̂ = (Q̂+AT ŴA)−1(AT Ŵb+ λ̂NT
ANb)

= (Q+ λ̂NT
ANA +AT ŴA)−1(AT Ŵb+ λ̂NT

ANb)

.����%���#5 �������!��*$$���B00���2��������:0��w�����/��B!��������/�0��0�����}��00�&���

x̂ =


Q+

[
AT NT

A

]

 Ŵ 0

0 λ̂I




 A

NA






−1 [
AT NT

A

]

 Ŵ 0

0 λ̂I




 b

Nb


 , ����� ���	

�&�3!��*��������� �}��00�&�����&0��}�

x̂ = (Q+ATWA)−1ATWB,
Z � ' ��  ^

������!$�

A =


 A

NA


 , B =


 b

Nb


 � W =


 Ŵ 0

0 λ̂I


 . ����� �	�	

4 ������3�

x̂ =



[
I AT

]

 Q 0

0 W




 I

A






−1 [
I AT

]

 Q 0

0 W




 0

B


 . Z � ' . + ^

4 �$���:0 ����!$����P ����� � ' + ' � ����b .����&F ��� Z � ' . + ^��
����� � ���

x̂ ∈ arg min
x
{xTQx+ (Ax− B)TW(Ax− B)}.

Z � ' . � ^



� �

(ii)⇒ (iii)
����$>�����������!$�!� ���u���I���������"T�0�/!>���,.����&F ���3Z � ' . � ^ ����b .����&F ���3Z � ' 
�^��
00�&� ���I�:!������� l+�

0 �&F��B�0�

A←


 I

A


 , b←


 0

B


 � W ←


 Q 0

0 W


 , ����� �	�	

������!$�
A
�
W

�
B
!>�&!$���/����#Z � ' . � ^��$�&$���N�� � ���S���,.����&F ���JZ � ' � A�^�'

�

� 	�" � ������ &  & ��� #������������ (,����� � � & ��& �

b ��}�����,F �������}���}��!$��00�&��0,�������S!��%5�����F �����E�����W���:!>�&!��S���������}���J���0�����:F��B�0��������� �W���0�9!��*��K����W�:!>�&!���'
7P�����/!����}�W��@��0�����&$$���s���d���0��$���}�&!$�������$���0�������}�&!$���"�J����K���� �/��B!���� �����2+B��������/��� � .�0 � '

�y�&�>��:!������s���$���&$$�:�����

min{f(x)}
Z � ' . /B^

�������������

x ∈ S
Z � ' .�0�^

������!$�
f
�����95�����F ���#00�&��� ������#���

R
n
�
S ⊂ R

n
' �f00�&��� �������

S
NI5 ������&!$�*���� ���0�����:F��B�0�c5�����0����&�������

5 �&0�� �+������T' 4 �:!�N��w��5�����!>���������}�W� !$�>��N����B!$�S!��*5�����F ���>�E�����W���:!>�&!���NS���$>�������� �"���$���&$$�:�����
(
� ' . /

)
�

(
� ' .�0

)
����2��� �$���&$$�:������� �����0����������!>�#5 ������

min
x
{f(x) + cP (x)},

Z � ' .�3�^

������!$�
c
������00�&�>��}�������<���������+����

P
�����V5�����F �������

R
n
.������}������ 5 ��"u��� ����K����������0�-00�&��!
�:F��B�0�

(i) P
N%�����V5�����F ����00�&��� ��������

(ii) P (x) ≥ 0,
���W�}�����B!$�

x ∈ R
n
�

(iii) P (x) = 0 ⇔ x ∈ S.

�f�$���B0,�,!
���������������W�}�u���0��������F ����!$�V�$���&$$�:�����
(
� ' . /

)
�
(
� ' .�0

)
�E�����V��N����B!$��!��-5�����F ���V�E�����W���:!>�&!��

N<!���l����:!$��00�&��������K���� 	

(i)
�B� ���

{ck}
∞
k=1

�����9���,.���H���0��w�[!�������������������� �����*������!�����!$�C���[���
l�������� �}�W�c.��������W�}�[0 �&!>�
k,

����� � ��� 	
ck > 0

�
ck+1 > ck

'



� �

(ii)
d%��l��������W�}��0 �&!>�

ck
�V5�����F ���

q(ck, x) = f(x) + ckP (x)
'

(iii)
� �W�}��0 �&!>�

k
���0������+��J���$���&$$�:�����

minx{q(ck, x)}
���&$�������!$����������������F ���

xk
'

4 00�&��+����K�H���0��w�/!��0�����m��N����B!$�/NcK �W�}������:!>�2�E�������`���0��$���}�&!$��� ���$���0�������}�&!$��� �R����K���� � .���� ����00�&�����}��� �
���%�$���T+��&!$���-��� � .�0 � '

� 2 � # 4�� B �!# �DG GI��C
� �21M� �;G 3$��� 46@��8�;G G A=��N ��� ��<=4EG

(i) q(ck, xk) ≤ q(ck+1, xk+1);

(ii) P (xk) ≥ P (xk+1);

(iii) f(xk) ≤ f(xk+1)
P

� 2 � # 4�� B ��4 P + ��> 4
x∗
� ��4�G ��� ��@8A=� F 4
3?4B� F 3?����� ����4 / ��P�� � 5H� / ��P�����5=P &,1M��A=� F 4
3?4 9 4=<=4 k

f(x∗) ≥ q(ck, xk) ≥ f(xk).
Z � ' .*A�^

5 2�F�)!2 � # 4�� B �!# + ��> 4
{xk}

� ��4 GI�21 ����1 9 ��4�C���3?4=<=4 F ��� � � � ���I<=� <�� F ��1 4�� ��<=4=<��IP &,1M��A=�E7�1 �K4�� 1 � ��3
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x̂ = arg min
x
xTV −1x
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Gx = u
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������!$�
u
�
x
+����������0�T�

V
���������������"#!���l����:!>�����������+����

G
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G ∈ R

k×n � V > 0 ∈ R
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x̂ = arg min
x
xTV −1x
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Gx = u
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u ∈ R

k×1 P �DG;G � 9 ��4=<=� 4=� F 3?����� ����4 9 �
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� �21M� �
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x̂ (µ) = arg min
x

(Gx− B)T V−1 (µ) (Gx− B)
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G =


 I
G


 , V−1 (µ) =


V

−1 0

0 µkI


 �
B =


0

u


 , µ > 0.
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limµk→∞ x̂ (µ)

GI��� F 3$�>�25
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lim
µk→∞

x̂ (µ) = x̂0 Z � ' /�/B^

GI��1 <=�
x̂0 4 G ��� ��@8A=� <�� / ��P �  ;5H� / ��P � �;5=P � ��4 �25 F 3$�;G;G A=� F 4
3?4 x̂ (µk) � <=4=<=4 F �
3

x̂ (µ) =


0

I



T 
V (µ) G

GT 0



−1 
B

0
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lim
µk→∞

(Gx̂ (µ)− B)T V−1 (µ) (Gx̂ (µ)− B) = (x0)TV −1x0.
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' + � � ' .
' � �%�>��;=�0��������� � ' .
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�y�&�>��:!��������9����K������������$���&$$�:�����[!��J�&�������"��&F ��� Z � ' . 
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{µk}

∞
k=1

���������,.���H���0��w�[!��
����������������� �����>�}�W�-.����3���W�}�Y0 �&!>�
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����� � ��� 	

µk > 0; µk+1 > µk
�
limk→∞ µk = ∞

'jd%��l����
P (x) := (Gx− u)T (Gx− u)
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�:F��B�0�-!>��!���l����:F ����!��95�����F �����E�����W���:!>�&!��
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P (x)
'

d%��l����������}�������W�}��0 �&!>�
µk

�#5�����F ��������1
� ���w�W�
q(µk, x) = f(x) + µkP (x)

'��-����� ���
�

q(µk, x) = xTV −1x+ µk(Gx− u)
T (Gx− u).
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minx{q(µk, x)}
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xk
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q(µk, x)

N������S5�����F ���J�0�������}�����������>00�&��+��21>�J���
x
'��-$>�����+��



� �

�����}����.��������$���&$$�:�����
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x̂k := arg min
x








 I
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0
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V
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G
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0

0

I
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V 0 I

0 µ−1
k I G

I GT 0




−1 


0

u

0
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0
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µ−1
k → 0
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µk → ∞
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µkP (xk) → 0
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µk → ∞
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G
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0
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V
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0

u







 = (x0)TV −1x0.
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xi+1 = Fixi + wi

zi+1 = Hi+1xi+1 + vi+1, i ≥ 0
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xi ∈ R

n
�V+��������2!��%�0��}�&!$���T�

zi+1 ∈ R
p
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�:!>��!>�S�}�� :!>�
�
wi ∈ R

m
�
vi+1 ∈ R

p
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�:!>�
� �
Fi ∈ R

m×n � Hi+1 ∈ R
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x̂i|i
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(xi− x̂i|i)
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(
x̂i|i+1, x̂i+1|i+1

)
:= arg min

xi,xi+1








xi − x̂i|i

wi
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P−1
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i 0 0
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wi
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Fi I 0 −I
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−


−Fix̂i|i
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T

µi


Θ11 Θ12

Θ21 Θ22
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µi > 0
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Θ11 Θ12
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 ≥ 0.
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min
ψi,xi+1








 I 0

Ai Hi




 ψi

xi+1


−


 0

Zi





T 
P

−1
i 0

0 Ξ−1
i






 I 0

Ai Hi




 ψi

xi+1


−


 0

Zi









,
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Ai :=


Fi I 0

0 0 I


 , Hi :=


 −I
Hi+1


 ,Zi :=


−Fix̂i|i

zi+1


 ,P−1

i :=




P−1
i|i 0 0

0 Q−1
i 0

0 0 R−1
i+1


 ,

ψi :=




xi − x̂i|i

wi

vi+1



�

Ξ−1
i := µi


Θ11 Θ12

Θ21 Θ22
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Xi :=


 ψi
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 � I :=


I

0


 �B�d���,�0��0�����+��


P

−1
i 0

0 0
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I

0


 P−1

i

[
I 0
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[
ψTi xTi+1

]

I

0


 P−1

i

[
I 0

]

 ψi

xi+1


 =

(
X Ti I

)
P−1
i

(
ITXi

)
.
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xi − x̂i|i
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vi+1
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−


−Fix̂i|i

zi+1
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Ai Hi

]

 ψi

xi+1


−Zi,
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�
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�
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min
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(
X Ti I

)
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i

(
ITXi
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[
Ai Hi
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 ψi

xi+1


−Zi



T

Ξ−1
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]

 ψi
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(
X Ti I

)
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i

(
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T
)

=



[
ψTi xTi+1

]

I
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i



[
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]

 ψi
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 = ψTi P
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i ψi
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i ψi +



[
Ai Hi

]
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Zi










� � � �	

.������
���� ����V+���"����}���#$EN�� �,.�����+��W�:�s�3Z .
' .�^�'
�

�j�$��)�1
�����u���0��$���}�&!$�*5 ������,0,�-�21
�$���0��� �B�0�c��������:0��w����� ���W�}�u��� �0�����������+����cl>�����}�&!>��� )&�������� �2���W�}�
�900�������0���&��!��������-�,.����&F ���"���,0��$�����+��%!��IM/�:0,0 ����e��00�&�>��:!����}����!$�s�9���B!������%�>�*�0����&F0�*!��2�0��}�&!$�%�>����W�e'



� �

5 2�F�)!2 � # B �!#��!# % �
1KG���<���3$��� G�� G � ����4 / � P��;5 ��� F 3?����� ����4�<��O�>�21 �2�>�87I46@8A=� / � P���5=PO�DG;G��2�O7 � ���%��GI�
1 � � 4EG �;G ���2��46���2NE4EGD3$� 9 � 3;G��2NE4EG*.*� ��3?4=<=4EG��6���2��4EG x̂i+1|i+1

�DG��K4 9 �
3�3$�;G F �
1 <���1M� � �21 �K46@8A=��3$� 9 � 3;G��2NE4 <��
'�� 9$9 46��� G A=� <=4=<=4EGH3$�;G F � 9 ���2NE4
����1M� � F �
3

x̂i+1|i+1 =




0

0

0
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0
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�
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min
x

(Ax− b)T W (Ax− b) ,
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 I 0

Ai Hi


 � x :=


 ψi
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 , b :=
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 � W :=
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0 Ξ−1
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�$���0���}���hZ .
' + � ^#���W�}�
x̂i+1|i+1

N��&$���:!>�
'
4 ����!>�V�E������P ����� � ' + ' � �$����K����<.����s�V���������"

P
N*!���l����:!>��00�&�������W����<!��

x
�$�&�C��� ���
�

P := (ATWA)−1 = −


0

I



T 
W

−1 A

AT 0



−1 
0

I


 Z .
' + /B^

.��������0��0�����}�����`��������>!$���2���W���������������������K����������9!$�������������
�$���0��$���}����� Z .
' +�+ ^�'
�

" 	�� ���!������� ������� (*���& � ���� � 
��� �  �� & ���  �� ��� 
����� & � ���!����& 

�y�&�>��:!������s������K����������u������������!
���������:00�>!
����0����������>����������

xi+1 = Fixi + wi

zi = Hixi + vi,
Z .
' + 0�^

������!$�
xi ∈ R

n
�[+��������V!����0��}�&!$���T�

zi ∈ R
p

�S���,!
�:!>�3!>�=�}�� :!>�
�
wi ∈ R

m
�
vi ∈ R

p
���<���������#!��

� � �>����*�$���0���������0�9�����9�,.����&F��B�0�-!��#�0��}�&!$�S�<!��<���,!
�:!>�
�E�
Fi ∈ R

m×n � Hi ∈ R
p×n ���/���������"T�0�%!$�

�����������
'
� �$���&$$�:������!��%�$���,!
�:F ���>)&�������N<����00�&�����}�W�

x̂i+1|i
�}�W�=.����

(
x̂i|i, x̂i+1|i

)
:= arg min

xi,xi+1








xi − x̂i|i−1

wi

vi

xi+1




T 


P−1

i|i−1
0 0 0

0 Q−1

i 0 0

0 0 R−1

i 0

0 0 0 0







xi − x̂i|i−1

wi

vi

xi+1




+



−


 −Fix̂i|i−1

−Hix̂i|i−1 + zi


+


Fi I 0 −I

Hi 0 I 0







xi − x̂i|i−1

wi

vi

xi+1







T

µi


Θ11 Θ12

Θ21 Θ22








•
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���������0��$���}�&!$�>N#00�&�>���,.���H���0��w�
!
� �����}��!$��;=�0����������.
' + ' + '
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NE4EG F 3$�?<
�����
3?4EG 3$� 9 � 3;G��2NE4EG �6���2��4EG x̂i+1|i

�H4 9 �
3�3$�;G F �
1 <���1M� �O�21 �K46@8A=� 3$� 9 � 3;G��2NE4 <���'�� 9$9 46����G A=��<=4=<=4EG
3$�;G F � 9 ���2NE4
����1M� � F �
3

x̂i+1|i =




0

0

0

I




T 


Pi 0 I 0

0 Ξi Di Li

I DTi 0 0

0 LTi 0 0




−1 


0

Zi

0

0



,

Z .
' + A�^

�O4 9 �
3�3$�;G F �
1 <���1M� ���21 �K46@8A=� 3$� 9 � 3;G��2NE4B<�� '�� 9$9 46���

Pi+1|i = −




0

0

0

I




T 


Pi 0 I 0

0 Ξi Di Li

I DTi 0 0

0 LTi 0 0




−1 


0

0

0

I



,

Z .
' + 
�^

GI��1 <=�

Di :=


Fi I 0

Hi 0 I


 ,Li :=


−I

0


 ,Zi :=


 −Fix̂i|i−1

−Hix̂i|i−1 + zi


 �

Pi :=




Pi|i−1 0 0

0 Qi 0

0 0 Ri


 .

Z .
' +   ^

),3?�
NE4�� � �$���&$$�:������!��*������������"��&F ��� Z .
' + 3�^ ��B!��������d���,�0��0�����������V5 ������ Z .
' + � ^��>������!$�

A :=


 I 0

Di Li


 , x :=


 ψi

xi+1


 , b :=


 0

Zi


 e W :=


P

−1
i 0

0 Ξ−1
i


 .

d%�0���}��5 ������
� ���$���:0 ����!$�9�S�������
(iii)

!$�[P ����� � ' + ' � �&$���N�� � ����.����
x̂i+1

NS��������F ���[!$�9����K����������
��������������������:0��w�W�





Pi 0

0 Ξi





 I 0

Di Li





I DTi

0 LTi





0 0

0 0











λ1

λ2





 ψi

xi+1







=





 0

Zi





0

0






.

Z .
' ��� ^

� ���� lG0 ����!$�#.���� �9����+������}�*�0��XQ9$E��� !���l����:!>�*��� Z .
' ��� ^��������%+���"/.����

Pi 0

0 Ξi


 ≥ 0

�

 I 0

Di Li






� �

����� �������>00���������>�$�:���>�S�

Pi 0 I 0

0 Ξi Di Li
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i
�G������S��� !��,00��� �

��H���0��w� !>�J�$���0������F �R!>�������������"T�0���:!�������:!>�&!��3���
Di

�
Li

Z +�� ��� Z .
' +   ^^��:� �21
�$���0���}��� Z .
' + A�^*���W�}�
x̂i+1|i

N��&$���:!>�
'
4 ����!>�3�E����� P ����� � ' + ' � � ����K����S.����9�3���������"

P
NS!���l����:!>� 00�&��� ���W����[!��

x̂
.������c�0��0�����}� ���

����������/!$���/���W���������������������K����������-!$�������������
�h���0��$���}����� Z .
' + 
�^�'
�

" 	�" � ��
������%� �����$� 
�� ����� � ����������
��� ����� ���!������� ����������� �	��� ��� ��������� ���������

O9�0��}�)���,F ���c�����}��� ��������}�&!>���[�,.�����+��W�:H���0��w��� ���������.���S�21
�$���0��� �B�0�S!>���[�0�����������+����>l>�����}�&!>��� �
�$���,!
�������}���=�c00�������0���&��!��������0� ���,0��$��� �B�0�=!��cM/�:0,0 ���� �&$���:!>��� �$����+B�w����������� ���0����c0 ���� ���$�����&00�&�5�&.������w���
00�&�#�����������/����00�&�����}�&!>��� �������������}����$�}��Z +�� ��� � ��� � � . � ^�' � �W�}�9�������� ��� �����������0�

limµi→∞ x̂
���&��!�� 5 ������

�,.�����+��W�:�������
limΞi→0 x̂

�������}���%���&���&!$��� !�� �&00����!$�*00�&���-���0����w�%!�� 5�����F��B�0�m�E�����W���:!>�&!�����!��0������+ ����+B�:!>�
�����B�,F ��� � ' .�!$���R���� ���$��� � '

5 2�F�)!2 � # B � B �!# + ��> 4
�
x̂i+1|i+1

�
Pi+1|i+1

<=4=<=4EG F �
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x̂i+1|i+1 := Pi+1|i+1(FiPi|iF
T
i +Qi)

−1Fix̂i|i + Pi+1|i+1H
T
i+1R

−1
i+1zi+1

Z .
' ��+ ^

�

Pi+1|i+1 :=
((
FiPi|iF

T
i +Qi

)−1
+HT

i+1R
−1
i+1Hi+1

)−1
.

Z .
' ��� ^

),3?�
NE4���4 ���,0��$���}���
x̂i+1|i+1

N�!>�&!>�S����>Z .
' + � ^�� �����J���&��������������� �=����K����������������������[!����,.����&F��B�0�
���+����/����� �����:0 ����������F ���




Pi|i 0 I 0

0 0 Ai Hi

I ATi 0 0

0 HTi 0 0







a

b

c

xi+1




=




0

Zi

0

0



. � � � ���	



� �

b ��}���,.����&F ������������:0��w�W� �,.�����+��W�:�s��������K����������#00�&��� ��������!��<�,.����&F��B�0�




Pi|ia+ c = 0

Aic+Hixi+1 = Zi

a+ATi b = 0

HTi b = 0

⇒





c = −Pi|ia

Hixi+1 = Zi −Aic

a = −ATi b

HTi b = 0

⇒





c = Pi|iA
T
i b

Hixi+1 = Zi +AiPi|ia

a = −ATi b

HTi b = 0

⇒





c = Pi|iA
T
i b

Hixi+1 = Zi −AiPi|iA
T
i b

a = −ATi b

HTi b = 0

.

�y�&���9���9���W���������������
{a, c}

��B!���� �����%�0��0���������%��� ����������*!��
b
�
xi+1

�������������� Z .
' � .�^2�����
��������F �������*�s���&���������s���


AiPi|iA

T
i Hi

HTi 0




 b

xi+1


 =


Zi

0


 Z .
' � /B^

����� ��������F ����' �-�� ����"�����!$����P ����� � ' + ' + !$���R���� ���$��� � ����K����*.����
xi+1

N*!>�&!$������

x̂i+1|i+1 =
(
HTi (AiPi|iA

T
i )−1Hi

)−1
HTi (AiPi|iA

T
i )−1Zi

Z .
' � 0�^

.����<�0��0����������� ����������-!$���2���W���������������������K����������T�

Ai :=


Fi I 0

0 0 I


 , Hi :=


 −I
Hi+1


 ,Zi :=


−Fix̂i|i

zi+1


 e Pi|i :=




Pi|i 0 0

0 Qi 0

0 0 Ri+1




�������� � ���>Z .
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Pi+1|i+1

N%!���l����:!>��00�&�������W����<!��
x̂i+1|i+1

�$�&����� ���
� Z .
' ��� ^ N��&$���:!>�
'
�
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�
x̂i+1|i

�
Pi+1|i
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�587 3$�;G F � 9 ���2NE4
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x̂i+1|i = Pi+1|i((FiPi|i−1F
T
i +Qi)

−1 − FiPi|i−1H
T
i (Ri +HiPi|i−1H

T )−1HiPi|i−1F
T
i )−1Fix̂i|i−1

+ Pi+1|i((FiPi|i−1F
T
i +Qi)

−1 − FiPi|i−1H
T
i (Ri +HiPi|i−1H

T
i )−1HiPi|i−1F

T
i )−1

× FiPi|i−1H
T
i (Ri +HiPi|i−1H

T
i )−1(zi −Hix̂i|i−1) � � � ���	

�

Pi+1|i := (FiPi|i−1F
T
i +Qi)

−1 − FiPi|i−1H
T
i (Ri +HiPi|i−1H

T )−1HiPi|i−1F
T
i . � � � ���	



� �

),3?�
NE4�� 4 ���,0��$���}���
x̂i+1|i

N !>�&!>�R���� Z .
' + � ^J��� �=���&���������C���=�.����������� Z .
' � 
�^V����� ����� �����:0 �
��������F ���




Pi|i 0 I 0

0 0 Di Li

I DTi 0 0

0 LTi 0 0







a

b

c

xi+1




=




0

Zi

0

0



. � � � ���	

b ��}���,.����&F ������������:0��w�W� �,.�����+��W�:�u��������K����������#00�&��� ��������!��<�,.����&F��B�0�




Pi|ia+ c = 0

Dic+ Lixi+1 = Zi

a+DTi b = 0

LTi b = 0

⇒





c = −Pi|ia

Lxi+1 = Zi −Dic

a = −DTi b

LTi b = 0

⇒





c = Pi|iD
T
i b

Hxi+1 = Zi +DiPi|ia

a = −DTi b

LTi b = 0

⇒





c = Pi|iD
T
i b

Lxi+1 = Zi −DiPi|iD
T
i b

a = −DTi b

LTi b = 0

.

�y�&���9���9���W���������������
{a, c}

��B!���� �����%�0��0���������*��� ����������*!��
b
�
xi+1

�������������� Z .
' � 
�^/�����
��������F �������*�����&���������s���


DiPi|i−1D

T
i L

LT 0




 b

xi+1


 =


Zi

0


 Z .
' ��  ^

����� ��������F ����'
�-�� ����"�����!$����P ����� � ' + ' + !$���R���� ���$��� � ����K����<.����

xi+1
N*!>�&!$������

x̂i+1|i =
(
LTi (DiPi|i−1D

T
i )−1Li

)−1
LTi (DiPi|i−1D

T
i )−1Zi

Z .
' . � ^

.����*�0��0�����������`����������-!$���2���W���������������������K����������

Di :=


Fi I 0

Hi 0 I


 ,Li :=


−I

0


 ,Zi :=


 −Fix̂i|i−1

−Hix̂i|i−1 + zi


 �
Pi :=




Pi|i−1 0 0

0 Qi 0

0 0 Ri




�������� � ���>Z .
' � 3�^�' 4 ���,0��$���}���
Pi+1|i

N*!���l����:!>��00�&�������W����<!��
x̂i+1|i

�
�������N��=Z .
' � A�^�'
�
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���$���0�������}�&!$�J��� � 3 � ��� � 0 � ' 4 �$�����0������W� !
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��	�� ���!������� ������� # ��� �%� ��& � 
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Ei+1xi+1 = Fixi +Gw,iwi +Gv,i+1vi+1

zi+1 = Hi+1xi+1 + Jixi +Kw,iwi +Kv,i+1vi+1, i ≥ 0
Z�/�' + ^

������!$�
xi ∈ R

n
�3+��W�� Q,+����d�����K��$�w�W�T�

zi ∈ R
p

�3���,!
�:!>� !>���}�� :!>�
�
wi ∈ R

m
�
vi ∈ R

p
���S��� :!$���

�$���0���������0���>�i�0��}�&!$�i�[��� ���,!
�:!>�
�
Ei+1 ∈ R

m×n � Fi ∈ R
m×n � Hi+1 ∈ R

p×n �
Gw,i ∈ R

m×m �



� �

Gv,i+1 ∈ R
m×p � Kw,i ∈ R

p×m �
Kv,i+1 ∈ R

p×p ���/���������"T�0�%!$���������������>�&�������W�m�
Ji ∈ R

m×n NS�
���������"V.����"�����$���0�������}�������������!��u�����}�����������,.����&F ����!��s�}�� :!>�
'

� �$���&$$�:������!��9l>�����}��K���� )&�������N*����00�&�����}�W�
x̂i+1|i+1

�
�}�W�=.����

(
x̂i|i+1, x̂i+1|i+1

)
:= arg min

xi,xi+1




xi − x̂i|i

wi

vi+1

xi+1




T 





Pi|i 0 0

0 Qi Si

0 STi Ri+1




−1

0

0 0







xi − x̂i|i

wi

vi+1

xi+1




+





Fi Gw,i Gv,i+1 −Ei+1

Ji Kw,i Kv,i+1 Hi+1







xi − x̂i|i

wi

vi+1

xi+1



−


−Fix̂i|i

zi+1







T

µi


Θ11 Θ12

Θ21 Θ22








•





 , � � � ��	

������!$�
µi > 0

�

Θ11 Θ12

Θ21 Θ22


 ≥ 0.

O��&���3.������Y�$���&$$�:�����Y!��3������������"��&F ��� Z�/�' � ^V�����������i���0����i�0��������$�}� !$�i�$���&$$�:�����jZ .
' � ^�'
�B����!$�P��������3� �[5 ������J�,.�����+��W�:�������S!������>�0��0�����+����J�3�$���&$$�:����� Z .
' � ^u���$���0�������}�&!>�J�>�JP ������.
' + ' + �
�}���#$EN��1��B!��������/!��0������+ ����+B�:!>�����W�}����0 �����������K��$�w�W�/�>�&�������W�e' O9�0��}�V�>�T+��V5 ����#�$�w�&F ����������K����

min
ψi,xi+1








 I 0

Ci Ni




 ψi

xi+1


−


 0

Zi





T 
P

−1
i 0

0 Ξ−1
i






 I 0

Ci Ni




 ψi

xi+1


−


 0

Zi









,
Z�/�' .�^

������!$��.����s���2�:!������� lG0 �&F��B�0��Z .
' /
^ ���������� � ���

Ci :=


Fi Gw,i Gv,i+1

Ji Kw,i Kv,i+1


 ,Ni :=


−Ei+1

Hi+1


 ,Zi :=


−Fix̂i|i

zi+1


 ,P−1

i :=




Pi|i 0 0

0 Qi Si

0 STi Ri+1




−1

,

Ξi := µ−1

i


Θ11 Θ12

Θ21 Θ22



−1

� ψi :=




xi − x̂i|i

wi

vi+1


 � � � �
	

�y�&��� 00�&�>���,.���H���0��w� !��0���� �>�T+ ���W���}������� ���W�}�7�\�$���&$$�:����� Z�/�' � ^����7����K����������.���0��$���}�&!$���%.����
5 ������,0,� �21
�$���0��� �B�0�L���W�}� ��� �0�����������+����El>�����}�&!>��� �����K��$�w�W���0� �>�&�����������=00�&�5�I00�������0���&��!�������� �,.����&F ���
���,0��$�����+���!��<M/�:0,0 ����e��Ns�&$���:!$��'

5 2�F�)!2 � # M �!#��!# % �
1KG���<���3$�O��G�� G � ����4 / � P��;5 �O� F 3?����� ����4 <�� �>�21 �2�>�87I46@8A=� / � P � 5=P��DG;G�� ��4�1 � �>4EG



� �

GI��C
� �21M� �;GHJ�� F �6� �;GI�;G GI��> 4
� G 46��� G��I������4EG

��� [
Ci Ni

] � ��� F �EG ���6� �21KJ�4 F � ��1 � F 4
3?4 ���I<=� i �
���

Ni
� ��� F �EG ��� 9 ��� � 1 4 F � ��1 � F 4
3?4 ���I<=� i 7 F 4
3?4 � ��4 <=4=<=4�GI�21 ����1 9 ��4 {z0, z1, ..., zi+1}

P

�DG;G��2�O7 � ���%��GI�01 � �>4EG>�;G ���2��46���2NE4EG*.*� ��3?4=<=4EGHG��21 C
��� 4
3$�;G 3$� 9 � 3;G��2NE4EG �6���2��4EGO�HG��K4 9 �
3�3$�;G F �
1 <���1M� �
�21 �K46@8A=� 3$� 9 � 3;G��2NE4 <�� '�� 9$9 46��� G A=� <=4=<=4EG 3$�;G F � 9 ���2NE4
����1M� � F �
3

x̂i+1|i+1 =




0

0

0

I




T 


Pi 0 I 0

0 Ξi Ci Ni

I CTi 0 0

0 N T
i 0 0




−1 


X̂i|i

Zi

0

0




Z�/�' 0�^

�

Pi+1|i+1 = −




0

0

0

I




T 


Pi 0 I 0

0 Ξi Ci Ni

I CTi 0 0

0 N T
i 0 0




−1 


0

0

0

I



,

Z�/�' 3�^

GI��1 <=�
Ci
7
Ni
7
Zi
7
Ξi
�
Pi
<=4=<=4EG F �
3 / � P � 5=P

),3?�
NE4�� � �$���&$$�:������!��*������������"��&F ��� Z�/�' � ^ ��B!��������d���,�0��0��������00�&���JZ .
' + � ^��$������!$�

A :=


 I 0

Ci Ni


 , x :=


 ψi

xi+1


 , b :=


 0

Zi


 �

W :=


P

−1
i 0

0 Ξ−1
i


 .

4 �$���:0 ����!$�����������
(iii)

!$��P ����� � ' + ' � �
����� � ���<.����
x̂i+1

N���������F ����!$�������������V��������:0��w�W�





Pi 0

0 Ξi




 I 0

Ci Ni





I CTi

0 N T
i





0 0

0 0











λ1

λ2





 ψi

xi+1







=





 0

Zi





0

0






.

Z�/�' A�^

� ���/��������!>������K�����!>�J������@���!���Z�/�' A�^��$�&$���N�� � ���#.����

Ξiλ2 + Ciψi +Nixi+1 = Zi ⇒ Ξiλ2 + Ciφi +Nixi+1 = Zi,
Z�/�' 
�^



� �

������!$�
φi :=




xi

wi

vi+1



�

Zi :=


 0

zi+1


 '

4 �:N�� !
���������h�����}�,+�N0�I!>�<�$�������� �}�u������@��V!���Z�/�' A�^��h�#�,.����&F ���
Piλ1 +ψi = 0

�������� � ���
Piλ1 +φi =

X̂i|i,
������!$�

X̂i|i =




x̂i|i

0

0



'

P �&K ���>�������������3Z�/�' A�^I�,.�����+��W�:�s�




Pi 0 I 0

0 Ξi Ci Ni

I CTi 0 0

0 N T
i 0 0







λ1

λ2

φi

xi+1




=




X̂i|i

Zi

0

0



.

Z�/�'   ^

4 �����������!$�J.��������<@����E)&���0���0� � � � � � �}���C�}������ 56�����}���T�=�E�����JP ����� 	T� � ���������" k �0��.�������!>�
!�� Z�/�'   ^*N������C�����K��$�w�W�V������������F ���J)&������3N>!>�&!>�3����SZ�/�' 0�^�' d%��l�������!$�

Pi+1|i+1
00�&���3���W����S!��

x̂i+1|i+1
�>���,.����&F ���JZ � '   ^ !$��P ����� � ' + ' � ���0��$���}����� Z�/�' 3�^�'

�

8  * 2 ) '+#�(*) F 4 �D��3?4
N � G <=4 G ��� ��@8A=� <�� / � P � 5 � ���%��GI� 1 � � 4EG �;G ���2��46���2NE4EG�G��K4
NI�87I4=<=4EG F �I<���� GI��3
��� ����<=4EG 9 �
���

x̂i|i+1 :=




0

0

0

0

0

I

0

0

0




T 


Pi|i 0 0 0 0 I 0 0 0

0 Qi Si 0 0 0 I 0 0

0 STi Ri+1 0 0 0 0 I 0

0 0 0 0 0 Fi Gw,i Gv,i+1 −Ei+1

0 0 0 0 0 Ji Kw,i Kv,i+1 Hi+1

I 0 0 F Ti JTi 0 0 0 0

0 I 0 GTw,i KT
w,i 0 0 0 0

0 0 I GTv,i+1 KT
v,i+1 0 0 0 0

0 0 0 −ETi+1 HT
i+1 0 0 0 0




−1 


x̂i|i

0

0

0

zi+1

0

0

0

0




, � � � � �	

3<,�	�"�� � 1#3/� φ̂i|i+1 =




x̂i|i+1

ŵi|i+1

v̂i+1|i+1



$

� ��������� ����� ���������
A ∈ R

n×n
�
B ∈ R

n×m
+$-.�

A ≥ 0
7
	 �$��� *���3>�� [ A B

BT 0

] ? � � � ���� "! � �$# *�� � *�-.�1� �  "� *��
B "�$� 5 -.*� "- +$-.# > � � 5�# � � - � [

A B
]  "�$� 5 -.*� "- # � ��� � 5�# � � -67



� �

��	�� ���!������� ������� (*���& � ���� � 
��� �������!��������������������� �������� �� ���������

�y�&�>��:!������s������K����������u������������!
���������:00�������K��$�w�W�-!
����0����������>����������

Ei+1xi+1 = Fixi +Giνi

zi = Hixi +Kiνi, i ≥ 0
Z�/�' +�+ ^

������!$�
xi ∈ R

n
�3+��W�� Q,+����d�����K��$�w�W�T�

zi ∈ R
p

�3���,!
�:!>� !>���}�� :!>�
�
wi ∈ R

m
�
vi ∈ R

p
���S��� :!$���

�$���0���������0�-�>���0��}�&!$���*�������,!
�:!>�
�
Ei+1 ∈ R

m×n � Fi ∈ R
m×n � Hi ∈ R

p×n �����/���������"T�0�9!$�������������
�>�&�������W�=�


Gi
Ki


 :=


Gw,i Gv,i

Kw,i Kv,i


 �

νi :=


wi
vi


 . Z�/�' + � ^

� �0��}��$E���:�,0������������\!$�R�$���&$$�:�����Y!��[�$���,!
�:F ���Y���W�}�.���������������>�&����������������K������R���0�����������@��
!��0������+ ����+B�:!>�Y���W�}�)� 0 �����Rl>�����}�&!$��'5������&��@��Y.����3�>�Y���������

i − 1
����� � �����Y�0�����������+�� 4 F 3����
3��

!$�3�0��}�&!$�
xi
��!����>�&�����0��}� �0�����������+�� �����:0��w�W� ����

x̂i|i−1
'9������&��@�� �}���#$EN�� .�����@GQ[�����[���������"

!��V��&��!����}�&F ���3!���l����:!>�[���������+��
Pi|i−1

���W�}�9�[������� !����0�������&F ���
(xi − x̂i|i−1)

' � �W�}��������W����"��W�S�
�0�����������+���!��

x̂i|i−1
���W�}�

x̂i+1|i
�
�$���&� �B��� ���s������K����������<�$���&$$�:������!��*������������"��&F ���

(
x̂i|i, x̂i+1|i

)
:= arg min

xi,xi+1








xi − x̂i|i−1

νi

xi+1




T 



Pi|i−1 0

0 Ri



−1

0

0 0







xi − x̂i|i−1

νi

xi+1




+





Fi Gi −Ei+1

Hi Ki 0







xi − x̂i|i−1

νi

xi+1


−


 −Fix̂i|i−1

−Hix̂i|i−1 + zi







T

µi


Θ11 Θ12

Θ21 Θ22








•










, � � � � �	

������!$��.����
νi
�
Gi

�
Ki

�}����!���l����:!$���/����#Z�/�' + � ^ �
Ri :=


Qi Si

STi Ri


 .

� �$��)�1
���������0��$���}�&!$�=����1
� ���w�W�s���$���0�������}�S��������������� �}�=�W��������������+��S!��V�0��0�����+������>�$���&$$�:�����[!��
������������"��&F �����&0��������$���&��������'

� 2 � # M ��4��!# ) F 3?����� ����4 <�� �>�21 �2�>�87I46@8A=� / � P�� � 5 F �I<�� GI��3 3$�$�;G 9 3������ 9 �
���

min
ψi,xi+1








 I 0

Bi Mi




 ψi

xi+1


−


 0

Zi





T 
P

−1
i 0

0 Ξ−1
i






 I 0

Bi Mi




 ψi

xi+1


−


 0

Zi









Z�/�' + /B^



� �

GI��1 <=�

Bi :=


Fi Gi

Hi Ki


 , Mi :=


−Ei+1

0


 ,Zi :=


 −F x̂i|i−1

−Hx̂i|i−1 + zi


 , ψi :=


xi − x̂i|i−1

νi


 �

Pi :=


Pi|i−1 0

0 Ri


 , Ξ−1

i := µi


Θ11 Θ12

Θ21 Θ22


 . Z�/�' + 0�^

�

4 �$���T+��Y!��0����9���0��$���}�&!$�YNC���GQW���&K �Yki!������&�>����}�&F ���i56�����}� ���W�}�.�iP �����:.
' + ' + � �>�Y.����W�2�����
00�&�����&0��}�&F ���V!$��� ���������� ��������:0��w����� 5 �&�>��� �W����"��&!>�
�����W�}�%5 �&0�� �����}�W�R�s���$���:0 �&F ���#!$��� �:������� !$�S�R���� ���$���
� ' � ���9�0����%���&���+ �������$���T+��V5 �&� �&������:!>�
'

4 ����K���� �T�������XQ����$���0�������}�&!$�*���5���0��$���}�&!$�*.���� 5 ������,0,�I�21
�$���0��� �B�0� ���W�}�"���m�0�����������+����m�$���,!
�������}���
)&��������/�>�&�����������T'

5 2�F�)!2 � # M ��4��!# �DG*�;G ���2��46���2NE4EGL3$� 9 � 3;G��2NE4EG �6���2��4EG x̂i+1|i
3$�;G���� ��4
1M� �;G*<=4(G ��� ��@8A=�H<=� F 3?����� ����4 (

� P�� �
)

��G��K4 9 �
3�3$�;G F �
1 <���1M� � �21 �K46@8A=� 3$� 9 � 3;G��2NE4 <��>'�� 9$9 46��� 7 F �I<���� GI��3 ��� ����<=4EG 4�� � ��3�1 46���2NE4
����1M� � 46��3?4
N � G
<=4EGHGI��C
� �21M� �;G 3$� 9 � 3;G��8�;G

x̂i+1|i =




0

0

0

I




T 


Pi 0 I 0

0 Ξi Bi Mi

I BTi 0 0

0 MT
i 0 0




−1 


X̂i|i−1

Zi

0

0



,

Z�/�' + 3�^

�

Pi+1|i = −




0

0

0

I




T 


Pi 0 I 0

0 Ξi Bi Mi

I BTi 0 0

0 MT
i 0 0




−1 


0

0

0

I



,

Z�/�' + A�^

GI��1 <=�
Zi :=


0

zi


 7 X̂i|i−1 :=


x̂i|i−1

0


 �
Bi
7
Mi

7
Pi
<=4=<=4EG F �
3 / � P�� ��587 9 �
1M��4
1M��� 1 � ��4EG GI��C
� �21M� �;G

J�� F �6� �;GI�;G GI��> 4
� G 46��� G��I������4EG

��� [
Bi Mi

] � ��� F �EG ���6� �21KJ�4 F � ��1 � F 4
3?4 ���I<=� i �



� �

���
Mi

� ��� F �EG ��� 9 ��� � 1 4 F � ��1 � F 4
3?4 ���I<=� i 7*� � <=4=<=4�� ��4�GI�21 ����1 9 ��4 {z0, z1, ..., zi} P
),3?�
NE4�� � �$���&$$�:������!��*������������"��&F ��� Z�/�' + /
^ ��B!��������d���,�0��0��������00�&���JZ .
' + � ^��>������!$�

A :=


 I 0

Bi Mi


 , x :=


 ψi

xi+1


 , b :=


 0

Zi


 �

W :=


P

−1
i 0

0 Ξ−1
i


 .

4 �$���:0 ����!$�����������
(iii)

!$��P ����� � ' + ' � �
����� � ���<.����
x̂i+1

N���������F ����!$�������������V��������:0��w�W�





Pi 0

0 Ξi





 I 0

Bi Mi





I BTi

0 MT
i





0 0

0 0











λ1

λ2





 ψi

xi+1







=





 0

Zi





0

0






.

Z�/�' + 
�^

4 ���}�,+�N0�-!>������K�����!>�J������@���!���Z�/�' + 
�^��>�&$���N�� � ���<.����

Ξiλ2 + Biψi +Mixi+1 = Zi ⇒ Ξiλ2 + Biφi +Mixi+1 = Zi,
Z�/�' +   ^

������!$�
φi :=




xi

wi

vi



�

Zi :=


0

zi


 ' 4 �:N�� !
���������:�����}�,+�N0��!>� �$�������� �}��������@��R!��iZ�/�' + 
�^��:� �,.����&F ���

Piλ1 + ψi = 0
�������� � ���

Piλ1 + φi = X̂i|i−1,

������!$�
X̂i|i−1 =




x̂i|i−1

0

0



'

P �&K ���>�������������3Z�/�' + 
�^ �,.�����+��W�:�u�




Pi 0 I 0

0 Ξi Bi Mi

I BTi 0 0

0 MT
i 0 0







λ1

λ2

φi

xi+1




=




X̂i|i−1

Zi

0

0



.

Z�/�' ��� ^

4 �����������!$�>.����S���/@����E)&���0���0� � � � ��� �}�����}������ 56�����}���T�p�����������"����0��.�������!>��!��SZ�/�' ��� ^2N<�����
�����K��$�w�W���9����������F ���R)&������J!>�&!>�3���� Z�/�' + 3�^�'Jd%��l�������!$�

Pi+1|i
00�&���J���W����S!��

x̂i+1|i
� �3�,.����&F ���

Z � '   ^I!$��P ����� � ' + ' � ���0��$���}����� Z�/�' + A�^�'
�



� �

��	�" � ���� � ( �� ��������� ������ & ��� ���!������� ����������� �	��� ��� ��������� ���������

�y�&�>��:!����}����!$�
limΞi→0

�2.���� �,.�����+��W�:�P�Y���&���W�
limµi→∞

� �����}�,+�N0� !>�j���$���:0 �&F ��� !>�Y���0����w�\!��
5�����F��B�0�9�E�����W���:!>�&!��[Z +�� �������W�}�������������0�%!����}�W��@��0���9�B�,F ��� � ' .>!$�9�R���� ���$��� � ^��G�����%�,.����&F��B�0��Z�/�' 0�^ �
Z�/�' 3�^*� Z�/�' + 3�^ ��Z�/�' + A�^�� ��H�� � ���>.��������#a �BO��S���$���0�������}�&!$�����������B�,F��B�0� /�' + �H/�' � ���,0 �&��� �>���*l>���������
�$���&���������-��� � 0 � .��������0��0���������-���`����������-!$���2���W���������������9!$������������� Z�/�' + ^��
���������� � ���

[
x̂i+1|i+1 Pi+1|i+1

]
:=




0

0

0

0

0

0

0

0

I




T 


Pi|i 0 0 0 0 I 0 0 0

0 Qi Si 0 0 0 I 0 0

0 STi Ri+1 0 0 0 0 I 0

0 0 0 0 0 Fi Gw,i Gv,i+1 −Ei+1

0 0 0 0 0 Ji Kw,i Kv,i+1 Hi+1

I 0 0 F Ti JTi 0 0 0 0

0 I 0 GTw,i KT
w,i 0 0 0 0

0 0 I GTv,i+1 KT
v,i+1 0 0 0 0

0 0 0 −ETi+1 HT
i+1 0 0 0 0




−1 


x̂i|i 0

0 0

0 0

0 0

zi+1 0

0 0

0 0

0 0

0 −I




� � � � � 	

�

[
x̂i+1|i Pi+1|i

]
:=




0

0

0

0

0

0

0

0

I




T 


Pi|i−1 0 0 0 0 I 0 0 0

0 Qi Si 0 0 0 I 0 0

0 STi Ri 0 0 0 0 I 0

0 0 0 0 0 Fi Gw,i Gv,i −Ei+1

0 0 0 0 0 Hi Kw,i Kv,i 0

I 0 0 F Ti HT
i 0 0 0 0

0 I 0 GTw,i KT
w,i 0 0 0 0

0 0 I GTv,i KT
v,i 0 0 0 0

0 0 0 −ETi+1 0 0 0 0 0




−1 


x̂i|i−1 0

0 0

0 0

0 0

zi 0

0 0

0 0

0 0

0 −I




. � � � ����	

4 l�� !�� 00�&�����W�}�W� ���y������� QW����L/�' + ' + 00�&� ��� ���0��$���}�&!$���m����00�&�����}�&!$���c�������������}����$�}�
� �&!$�&���
Ji = 0

���S�0�����������+���l>�����}�&!>�S�
Gw,i = Gi

�
Gv,i = 0

�
Kw,i = 0

�
Kv,i = I

���W�}�>���B!$�
i
�E00�&�>��:!����}����!$�=���

0 �������Il>�����}�&!$�>�%�$���,!
�������T'
���9�$��)�1
�������"���0��$���}�&!$���%��������}��� .����#@GQS�,.�����+��W�:H���0��w�S�������������-l>���������"�&$���:!$���%���������,F��B�0�"��� �

������������0�<!��0����V0 ���� ���$����� 00�&� ���%!��,!
��",�:!$���%���� � � 
 � � � / ��� .������ ����"����>+���"�� ��B!���� ���������,!
��",�:!$���
k��I5 ��������-����00�&�����}�&!>���9��� � + / � '



� �

� 2 � # M � B �!# + � F �
1KJ�401 � � [
Fi Gi

] � ��� F �EG ����� �21KJ�4 F � ��1 �>�

Ei+1

Hi+1


 � ��� F �EG ��� 9 ��� � 1 4 F � ��1 � F 4
3?4

���I<=�
i
P &,1M��A=�E7 F �I<�����GI�O3$�$�;G 9 3$��N
��3

[
x̂i+1|i+1 Pi+1|i+1

]
:=




0

0

0

0

0

0

0

0

I




T 


Pi|i 0 0 0 0 I 0 0 0

0 Qi Si 0 0 0 I 0 0

0 STi Ri+1 0 0 0 0 I 0

0 0 0 0 0 Fi Gi 0 −Ei+1

0 0 0 0 0 0 0 I Hi+1

I 0 0 F Ti 0 0 0 0 0

0 I 0 GTi 0 0 0 0 0

0 0 I 0 I 0 0 0 0

0 0 0 −ETi+1 HT
i+1 0 0 0 0




−1 


x̂i|i 0

0 0

0 0

0 0

zi+1 0

0 0

0 0

0 0

0 −I




� � � ���	

9 �
���

[
x̂i+1|i+1 Pi+1|i+1

]
:=




0

0

I




T 


FiPi|iF
T
i +GiQiG

T
i −GiSi Ei+1

−STi G
T
i Ri+1 Hi+1

ETi+1 HT
i+1 0




−1 


Fix̂i|i 0

zi+1 0

0 −I


 � � � ���
	

�
��7,<��*� �
3���4 �21 � �2NE4�� ��1M� �;7�1 �K4
1 <=�
Si = 0 9 �
���

x̂i+1|i+1 := Pi+1|i+1E
T
i+1(FiPi|iF

T
i +GiQiG

T
i )−1Fix̂i|i + Pi+1|i+1H

T
i+1R

−1
i+1zi+1

Z�/�' � 0�^

�

Pi+1|i+1 := (ET
i+1(FiPi|iF

T
i +GiQiG

T
i )−1Ei+1 +HT

i+1R
−1
i+1Hi+1)

−1.
Z�/�' � 3�^

),3?�
NE4�� �B�
x̂i+1|i+1

N*!>�&!$������<Z�/�' � .�^��$����K����<.����
xi+1

N���������F ����!$������K����������u�����������V��������:0��w�W�




Pi|i 0 0 0 0 I 0 0 0

0 Qi Si 0 0 0 I 0 0

0 STi Ri+1 0 0 0 0 I 0

0 0 0 0 0 Fi Gi 0 −Ei+1

0 0 0 0 0 0 0 I Hi+1

I 0 0 F Ti 0 0 0 0 0

0 I 0 GTi 0 0 0 0 0

0 0 I 0 I 0 0 0 0

0 0 0 −ETi+1 HT
i+1 0 0 0 0







λ1

λ2

λ3

λ4

λ5

xi

wi

vi+1

xi+1




=




x̂i|i

0

0

0

zi+1

0

0

0

0




. � � � ���	



�.�

4 ���W��� �9!>�V�$�������� �}��������K�����!>�J������@���!��>Z�/�' � A�^��
����� � ���<.����

Pi|i 0

0 Qi




λ1

λ2


+


 0

Si


λ3 +


xi
wi


 =


x̂i|i

0


 , Z�/�' � 
�^

���%���W��� � !>�����21
�}�*� ��N��������������@����:����K����-.����

λ1

λ2


 = −


F

T
i λ4

GTi λ4


 . ����$>�����������!$�


λ1

λ2


 ���*�,.����&F ���

Z�/�' � 
�^R�&$���N�� � ���

Pi|i 0

0 Qi




−F

T
i λ4

−GTi λ4


+


 0

Si


λ3 +


xi
wi


 =


x̂i|i

0




⇒


−Pi|iF

T
i λ4

−QiG
T
i λ4


+


 0

Si


λ3 +


xi
wi


 =


x̂i|i

0


 . Z�/�' ��  ^

4 K ���}�
��00�&�>��:!������S��.����W��}�J������@���!���Z�/�' � A�^

[
Fi Gi

]

xi
wi


−Ei+1xi+1 = 0.

Z�/�' . � ^

� ���VZ�/�' ��  ^ ����� � ���<.����

xi
wi


 =


Pi|iF

T
i λ4 + x̂i|i

QiG
T
i λ4


−


 0

Si


λ3.

Z�/�' . + ^

a���"T����!$�������$>��������:F ����!$��+��������

xi
wi


 ��� Z�/�' . � ^ �E���w���,.����&F ���JZ�/�' . + ^��>�&$���N�� � ���

[
Fi Gi

]

Pi|iF

T
i λ4 + x̂i|i

QiG
T
i λ4 − Siλ3


−Ei+1xi+1 = 0

⇒ FiPi|iF
T
i λ4 +GiQiG

T
i λ4 −GiSiλ3 −Ei+1xi+1 = −Fix̂i|i

⇒ −(FiPi|iF
T
i +GiQiG

T
i )λ4 +GiSiλ3 +Ei+1xi+1 = Fix̂i|i.

Z�/�' . � ^



� �

;=��� � ���*�}���#$EN�� �V���W��� �-!>��������0,��� �}�
��.��������}�����&���}�,+��J������@����-!���Z�/�' � A�^��$���0��E�,0����+��������������G.����

STi λ2 +Ri+1λ3 + vi+1 = 0
Z�/�' .�.�^

vi+1 = −Hi+1xi+1 + zi+1
Z�/�' . /B^

λ3 = −λ5.
Z�/�' .�0�^

����$>�����������!$� Z�/�' . /
^ ��� Z�/�' .�.�^I�
λ2

����
−GTi λ4

�&$���N�� � ���

− STi G
T
i λ4 +Ri+1λ3 −Hi+1xi+1 = −zi+1 ⇒ STi G

T
i λ4 −Ri+1λ3 +Hi+1xi+1 = zi+1.

Z�/�' .�3�^

�y�&�>��:!����}����!$���S�,.����&F ���
−ETi+1λ4 +HT

i+1λ5 = 0
�`�&$���:!>�=�>���W��� �<!>� �$���������������@��[!�� Z�/�' � A�^��

����K����*.��������$>�����������!$�
λ3

����
−λ5

!>�&!$����� Z�/�' .�0�^�������� � ���

−ETi+1λ4 −H
T
i+1λ3 = 0.

Z�/�' .*A�^

b ��0�����+�����!$� Z�/�' . � ^��=Z�/�' .�3�^ ��Z�/�' .*A�^I��� 5 ���������������:0��w�W�e���&$���N�� � ���




FiPi|iF
T
i +GiQiG

T −GiSi Ei+1

−STi G
T
i Ri+1 Hi+1

ETi+1 HT
i+1 0







−λ4

−λ3

xi+1


 =




Fix̂i|i

zi+1

0


 .

Z�/�' . 
�^

�y�&�����-����[@����E)&���0����� [
Fi Gi

] ����� �������j������@�� �$�:���>� ���W�}� ���B!$�
i
������K����R.����.� ���������" k

�0��.�������!>��!��>Z�/�' . 
�^ N%�����������K��$�w�W�T'y�B����!$����������3�
x̂i+1|i+1

N*!>�&!$������#Z�/�' � /
^�'
4 !������&�>����}�&F ��� .����

Pi+1|i+1
!>�&!>� ����>Z�/�' � .�^9��B!��������#�0��0�����}� 00�&���\Z�/�' � /B^"����K������ ���0����

�$���B0,�,!
�����������>!��0������+ ����+B�:!$�����W�}�
x̂i+1|i+1

����!��0��}�#5 ������
�>�����XQJ�&������:!>�
'
4 $���� 1$�������XQV��������}�&!$�>.�����Z�/�' � /
^ �,.�����+��W�:�u� Z�/�' � 0�^ ��Z�/�' � 3�^ .�������!$�

Si = 0
'

�-�� ����"�����!$����P ����� � ' + ' + !$���R���� ���$��� � �
����� � ���<.����

x̂i+1|i+1 =



[
ETi+1 HT

i+1

]

 (FiPi|iF

T
i +GiQiG

T
i )−1 0

0 R−1
i+1




 Ei+1

Hi+1






−1

×
[
ETi+1 HT

i+1

]

 (FiPi|iF

T
i +GiQiG

T
i )−1 0

0 R−1
i+1




 Fix̂i|i

zi+1


 Z�/�' .   ^



� �

�&�C��� ���
�

x̂i+1|i+1 =
(
ETi+1

(
FiPi|iF

T
i +GiQiG

T
i

)−1
Ei+1 +HT

i+1R
−1
i+1Hi+1

)−1

× ETi+1(FiPi|iF
T
i +GiQiG

T
i )−1Fix̂i|i +HT

i+1R
−1
i+1zi+1.

Z�/�' / � ^

d%��l�������!$�����W����<!��
x̂i+1|i+1

00�&����������!$�
Pi+1|i+1

�>���d���,0��$��� �B�0�VZ�/�' � 0�^I��Z�/�' � 3�^y�}�����&$���:!>���T'

�

8  * 2 ) '+#�(*) F B . �6� �%1 � �;7(���6�?�
3?4 4B�;G ��3������ 3?4���� ��� � 9 �EGO��46��3�� 9 ��4EGO<�� / � P � � 5�3$� 9 4
��4 1 4B�;G ��3������ 3?4
F 3?� F �EG ��4 ��� ���  ��;7L1��;G;G 4�3$���I��3 ��1 9 ��4B4���46��3��87 Gi � 9 �
1KG���<���3?4=<=4 ��46��3��87 ��<���1M����<=4=<��IP

� �$��)�1
�����.���0��$���}�&!$�R5 ��"��C���,!
��F ���Y!$�R�$���,!
�������������K��$�w�W���>�&�������W�-!��,!
��",�:!$�i���)�B�,F ��� /�' � k
5 ������*����00�&�����}�&!>�#��� � .  !� Z

Si = 0
^�� �&$���:!>�s�%���W��� � !��I����������5 ����#�$�w�&F ���#!$�*�$���&$$�:�����<!��2�>Q�1
�����

+��������������� ��@�����F �����0������+B�:!$����� � / ��� '

� 2 � # M � B ��4 + � F �
1KJ�4 1 � � [
Fi Gi

] � ��� F �EG ��� � �21KJ�4 F � ��1 � � Ei+1
� ��� F �EG ��� 9 ��� � 1 4 F � ��1 � F 4
3?4

���I<=�
i
P�&,1M��A=�E7 F �I<�����GI� 3$�$�;G 9 3$��N
��3

[
x̂i+1|i Pi+1|i

]
:=




0

0

0

0

0

0

0

0

I




T 


Pi|i−1 0 0 0 0 I 0 0 0

0 Qi 0 0 0 0 I 0 0

0 0 Ri 0 0 0 0 I 0

0 0 0 0 0 Fi Gi 0 −Ei+1

0 0 0 0 0 Hi 0 I 0

I 0 0 F Ti HT
i 0 0 0 0

0 I 0 GTi 0 0 0 0 0

0 0 I 0 I 0 0 0 0

0 0 0 −ETi+1 0 0 0 0 0




−1 


x̂i|i−1 0

0 0

0 0

0 0

zi 0

0 0

0 0

0 0

0 −I




� � � � � 	

���,��

[
x̂i+1|i Pi+1|i

]
:=




0

0

I




T 


FiPi|i−1F
T
i +GiQiG

T
i −FiPi|i−1H

T
i Ei+1

−HiPi|i−1F
T
i Ri +HiPi|i−1H

T
i 0

ETi+1 0 0




−1 


Fix̂i|i−1 0

zi −Hix̂i|i−1 0

0 −I


 � � � �
��	



� �

�
� 9 �
���

x̂i+1|i = Pi+1|iE
T
i+1(Yi − FiPi|i−1H

T
i (Ri +HiPi|i−1H

T )−1HiPi|i−1F
T
i )−1

× Fix̂i|i−1 + Pi+1|iE
T
i+1(Yi − FiPi|i−1H

T
i (Ri +HiPi|i−1H

T )−1HiPi|i−1F
T
i )−1

× FiPi|i−1H
T
i (Ri +HiPi|i−1H

T )−1(zi −Hix̂i|i−1)
Z�/�' /D.�^

Pi+1|i := (ET
i+1(Yi − FiPi|i−1H

T
i (Ri +HiPi|i−1H

T )−1HiPi|i−1F
T
i )−1Ei+1)

−1 Z�/�' /�/B^

GI��1 <=�
Yi := FiPi|i−1F

T
i +GiQiG

T
i

P

),3?�
NE4�� �B�
x̂i+1|i

N*!>�&!$������#Z�/�' / + ^��$����K����<.����
xi+1

N���������F ����!$������K����������u�����������V��������:0��w�W�




Pi|i−1 0 0 0 0 I 0 0 0

0 Qi 0 0 0 0 I 0 0

0 0 Ri 0 0 0 0 I 0

0 0 0 0 0 Fi Gi 0 −Ei+1

0 0 0 0 0 Hi 0 I 0

I 0 0 F Ti HT
i 0 0 0 0

0 I 0 GTi 0 0 0 0 0

0 0 I 0 I 0 0 0 0

0 0 0 −ET
i+1 0 0 0 0 0







λ1

λ2

λ3

λ4

λ5

xi

wi

vi+1

xi+1




=




x̂i|i−1

0

0

0

zi

0

0

0

0




.
Z�/�' /D0�^

4 ���W��� �-!>�V�$�������� �}��������K�����!>�J������@����-!��>Z�/�' /D0�^�������� � ���<.����

Pi|i−1 0

0 Qi




λ1

λ2


+


xi
wi


 =


x̂i|i−1

0


 , Z�/�' /D3�^

���>���W��� �#!>�9���21
�}�[����N��������������@����s����K�����.����

λ1

λ2


 = −


F

T
i λ4 +HT

i λ5

GTi λ4


 . ����$>�����������!$�


λ1

λ2




�����,.����&F ���JZ�/�' /D3�^y�&$���N�� � ���

Pi|i−1 0

0 Qi




−F

T
i λ4 −H

T
i λ5

−GTi λ4


+


xi
wi


 =


x̂i|i−1

0




⇒


−Pi|i−1F

T
i λ4 − Pi|i−1H

T
i λ5

−QiG
T
i λ4


+


xi
wi


 =


x̂i|i−1

0


 . Z�/�' / A�^



� �

4 K ���}�
��00�&�>��:!������S��.����W��}�J������@���!���Z�/�' /D0�^

[
Fi Gi

]

xi
wi


−Ei+1xi+1 = 0.

Z�/�' /�
�^

� ���VZ�/�' / A�^ ����� � ���<.����

xi
wi


 =


Pi|i−1F

T
i λ4 + Pi|i−1H

T
i λ5 + x̂i|i−1

QiG
T
i λ4


 . Z�/�' /   ^

a���"T����!$�������$>��������:F ����!$��+��������

xi
wi


 ��� Z�/�' /�
�^ �E���w���,.����&F ���JZ�/�' /   ^��>�&$���N�� � ���

[
Fi Gi

]

Pi|i−1F

T
i λ4 + Pi|i−1H

T
i λ5 + x̂i|i−1

QiG
T
i λ4


−Ei+1xi+1 = 0

⇒ FiPi|i−1F
T
i λ4 + FiPi|i−1H

T
i λ5 +GiQiG

T
i λ4 −Ei+1xi+1 = −Fix̂i|i−1

⇒ (FiPi|i−1F
T
i +GiQiG

T
i )λ4 + FiPi|i−1H

T
i λ5 −Ei+1xi+1 = −Fix̂i|i−1

⇒ −(FiPi|i−1F
T
i +GiQiG

T
i )λ4 − FiPi|i−1H

T
i λ5 +Ei+1xi+1 = Fix̂i|i−1.

Z�/�' 0 � ^

;=��� � ���*�}���#$EN�� �����W��� �-!>�V������0,��� �}�
�G.��������}���s�&���}�,+��J������@����-!���Z�/�' /D0�^ .����

Riλ3 + vi = 0,
Z�/�' 0 + ^

vi = −Hixi + zi,
Z�/�' 0 � ^

λ3 = −λ5,
Z�/�' 0�.�^
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Riλ3 −Hixi = −zi ⇒ −Riλ3 +Hixi = zi.
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λ3
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^ ����� � ���

(Ri +HiPi|i−1H
T
i )λ5 +HiPi|i−1F

T
i λ4 = zi −Hix̂i|i−1.
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FiPi|i−1F
T
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T −FiPi|i−1H
T
i Ei+1

−HiPi|i−1F
T
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−λ4
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 =
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zi −Hix̂i|i−1
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Yi := FiPi|i−1F
T
i +GiQiG

T
i

������� � ���*.����

[
ETi+1 0

]

 Yi −FiPi|i−1H

T
i

−HiPi|i−1F
T
i Ri +HiPi|i−1H

T



−1 
 Ei+1

0
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=
[
ETi+1 0

]

 Yi −FiPi|i−1H

T
i

−HiPi|i−1F
T
i Ri +HiPi|i−1H
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−1 
 Fix̂i|i−1

zi −Hix̂i|i−1
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T
i

−HiPi|i−1F
T
i Ri +HiPi|i−1H
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 Ei+1
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×
[
ETi+1 0

]

 Yi −FiPi|i−1H

T
i

−HiPi|i−1F
T
i Ri +HiPi|i−1H
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−1 
 Fix̂i|i−1

zi −Hix̂i|i−1
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T
i

−HiPi|i−1F
T
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=
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BiHiPi|i−1F
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 (Yi − FiPi|i−1H

T
i BiHiPi|i−1F

T
i )−1 0

0 Bi




 I FiPi|i−1H

T
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T
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[
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T
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−HiPi|i−1F
T
i Ri +HiPi|i−1H

T



−1 
 Ei+1

0







−1
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Zi = Exi+1 + Fxi + GVi,
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Zi :=


0
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 , E =
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Em
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Fd
Fm


 , G :=


Gd
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F
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 �
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Gd
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I 0
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Em


 =


−I

0


 ; F :=
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F
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H


 ; F :=


Fd
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F
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Gw Gv

Kw Kv
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Fd
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 =


F

H


 �
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Gd
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 =


Gw Gv

Kw Kv
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Pi 0 0 I 0 0

0 R 0 0 I 0
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I 0 FT 0 0 0
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0

0
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ei :=
[
0 ... I ... 0
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, M (P ) := Ω−1 (P ) ,

Ω(P ) :=




P 0 0 I 0 0

0 R 0 0 I 0

0 0 0 F G E

I 0 FT 0 0 0

0 I GT 0 0 0

0 0 ET 0 0 0
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b 4 M 00�������0���&��!��������S�}����!>�&!>���T�$���0��E�,0����+�������������������

x̂i+1 = eT6 Ω−1 (P ) (e1x̂i + e3Zi)
Z 0
' 3�^

�

P = −eT6 Ω−1 (P ) e6.
Z 0
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�21 �
�>� 9 � <��;G 9 3������ F �
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(i)

<�� � � 9 � �
N
��� 7,GI� λE − F � ��� F �EG ��� 9 ��� � 1 4 F � ��1 � F 4
3?4 ���I<=� |λ| ≥ 1 �

(ii)
�;G ��4������ �87 �
N
��� 7 GI� [

λE − F G
] � ��� F �EG ���6� �21KJ�4 F � ��1 � F 4
3?4 ���I<=� |λ| ≥ 1 �
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GI��1 <=�

Yi := FdYiF
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T
m

)
NT
i −Ni

(
FmYiF
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Z 0
' 3 � ^
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� <���.L1 4 4 GI�21 ����1 9 ��4 {Pi}∞i=0
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GI��1 <=�

Pi := FdPiF
T
d + GdRG

T
d + Lp,i

(
FmPiF

T
m + Gm,iRG

T
m

)
LTp,i

− Lp,i
(
FmPiF

T
d + Gm,iRG

T
d

)
−
(
FdPiF

T
m + GdRG

T
m

)
LTp,i.

Z 0
' 3 � ^

&,1M��A=�
0 ≤ Pi ≤ Yi

F 4
3?4 i = 0, 1, 2, ...
P

),3?�
NE4�� O9�0��}�h!������&�>����}�&F �����J�����XQg���� ����"��&!>� �g�>�&�}�&F ���A��$$����+B�w�&!>�
Yi+1 = f (Yi, Ni)

���W�}�
�,.����&F ���

(
0
' 0  

) .
bc���}�����G��B!���� ���%�}���#$EN��1�0��0�����+����

Pi+1 = f (Pi, L (Pi))
00�&�

Lp,i = L (Pi)
'

4 �$���T+��iN ���������!
��F ����' 4 �����w�&F ���
0 ≤ P0 ≤ Y0

N3!>�&!>�i�C������������ ���3.����
0 ≤ Pi ≤ Yi

'
bc���}���R!���l������ ���

P̂i+1 = PY,i+1 = f (Yi, L (Yi))
00�&�

Ly,i = L (Yi)
�������XQ3�$�������� ���J�$���T+��&!$�R.����

P̂i+1 ≤ Yi+1
�$�&�C��� ���
�

f (Yi, Ly,i) ≤ f (Yi, Ni)
'
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� �W�}��������$��� lG0 �W�����>�&�}�&F �����E�0��0�����+��
Ry,i :=

(
FmYiF

T
m + Gm,iRG

T
m

) '2b ��0�����+����}���#$EN��
Ni =

Ly,i + (Ni − Ly,i)
���

(
0
' 0  

)
'

� ������P ������0
' .
' 
V���������-.����s�����,.���H���0��w�
Yi+1

�}���#$EN��1N<!>�&!>������

Yi+1 = −
[
0 0 I

]



Y11 0 Ed

0 Ry,i Em

ETd ETm 0




−1 


0

0

I




Z 0
' 3�.�^
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Y11 = FdYiF

T
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T
d + (Ni − Ly,i)Ry,i (Ni − Ly,i)

T − Ly,i
(
FmYiF

T
d,i + Gm,iRG

T
d

)
.

� ���
(
0
' 3 +

)
�%�E������P ������0
' .
' AJ����K����*.����

P̂i+1 = f (Yi, Ly,i) = −
[
0 0 I

]
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Ŷi = FdYiF
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(
Fm,iYiF
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) '

4 ������3�
�0��0�����+���� ���
(
0
' 3�.

)
!>�J����K����������*5 ������
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' 3�0�^

� ��� �
Ry,i :=

(
FmYiFTm + Gm,iRGTm

)
> 0 
�� ��� � {Yi,R} > 0 � Ŷi � ��� ��� �
	 � � ���� ��� ��� ��� �
��� ����� � ���

� � � � � �  � � � ��	 � � ���� � (2, 2) � �

 FdYiF

T
d + GdRGTd FdYiFTm + GdRGTm

FmYiFTd + Gm,iRGTd FmYiFTm + Gm,iRGTm


 � ��� ���	

�


 FdYiF

T
d + GdRGTd FdYiFTm + GdRGTm

FmYiFTd + Gm,iRGTd FmYiFTm + Gm,iRGTm


 =


Fd
Fm


Yi

[
FTd FTm

]
+


 Gd
Gm,i


R

[
GTd GTm

]
> 0

����K����<.����
Ŷi > 0

'

4 �$���:0 ����!$��� �������
(iii)

!$� P ����� 0
' + ' 0 00�&�
J1

!>�&!$� ����
P̂i+1

�
J2

!>�&!$� ����
Yi+1

� �&$���N�� � ���
.����

Yi+1 ≥ P̂i+1,
�&�

f (Yi, Ni) ≥ f (Yi, Ly,i)
'cbc���}�������V�0��00����@���!$�VK ����@>�

L (Yi) = Ly,i
5 ������,0,�9���
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P̂i+1

���W�}�
Yi+1.

4 �$���:0 ����!$�������0������W�K������������>���W�}���J���,.���H���0��w���
Pi � ��������}� � ���<.����

Ŷi+1 = f (Pi, L (Yi)) ≥ f (Pi, L (Pi)) = Pi+1

�&����� ���
������00�&�����}� � ���<��� �����������*���
56��������
Pi+1

���W�}�
Ŷi+1

'

a �����W�����������s���0��}����������}�W�-.����
Ŷi+1 ≤ P̂i+1

'c;=��� � ���#.����
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��F ���
(Pi ≤ Yi )

�*�E������P �����H0
' + ' 0�����K����<.����
Ŷi+1 ≤ P̂i+1

'

�y�&�#$���������!$�9��!��0���K����W�:!>�&!��S�&0�������00�&�
Ŷi+1 ≥ Pi+1

����� � ���

Pi+1 ≤ Ŷi+1 ≤ P̂i+1.
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����/@����E)&���0�����
Pi ≥ 0

�������}�������$���:0 ����!$����P �����H0
' .
' /�����K����*.����
0 ≤ Pi ≤ Pi+1

'

bc���}�����
0 ≤ Pi+1 ≤ Ŷi+1 ≤ P̂i+1 ≤ Yi+1,

�&����� ���
�
0 ≤ Pi+1 ≤ Yi+1

�s������!
��F �����0��XQ�00�&���$�:���}�
'
�

4 00�&�����W�}�&F �������������"���:���,.���H���0��w��� �0��}��$E���:�,0��:!>�*�>�#P ������0
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'   �����XQ*���W����-!>�<!������&�>����}�&F ����!$�
�$��)�1
���������0��$���}�&!$��.������
���� ����V+���"���K �W�}�������<.����s�S���,0��$���}����!��*M/�:0,0 ���� ��������������������s����E��������

P s

!��
Pi+1

'

� 2 � # ��� B �!#�� % �
1KG���<���3$�O4 GI�21 ����1 9 ��4 {Pi+1}
∞
i=0

<���.L1 ��<=4 F �
3

Pi+1 := M63,i

(
FPiF

T + GRGT
)
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63,i.
Z 0
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��� 7 ��1M��A=� F 4
3?4 1 �K4�� 1 � ��3 9 �
1 <
��@8A=� �21 � 9 ��4�� P0,
4�GI�21 ����1 9 ��4

{Pi+1}
∞
i=0 � � �2�>����4=<=4 G�� F ��3����
3�����1M� �;7��
�BGI��> 4E7*�25
� G � � � ��4���46��3��87 P s ��4�� 1 � � 0 ≤ Pi+1 ≤ P s

7 F 4
3?4

i ≥ 0
P

),3?�
NE4�� d"�i;=�0���������:0
' � ' + ����K���� .����=���=�.�����������RN �0��}��$�� ����"WQ,+����e�2�����}���Y�21
������E�����R���������"
M63F

�}�W�*.����
M63F

N9�0��XQ,+����e�h�&�9��� ���
�
‖λ (M63F) ‖ < 1

' U%�����"�u���,.���H���0��w�
{Zi}

∞
i=0

!��
Z0 = P0

�u�J�����w�&F �������,00�������������
Zi+1 = f(Zi,M63) = (M63F)Zi(M63F)T

' 4 �$���:0 ����!$����P ������0
' .
'   ����� � ���
.����

0 ≤ Pi+1 ≤ Zi+1
�
i = 0, 1, 2, ...

' �*���W�}�
j = 1, 2, ..

'

Zj+1 − Zj = M63

(
F (Zj − Zj−1)F

T
)
MT

63.

P �&K �

Zj − Zj−1 = (M63F)j−1 (Z1 − Z0) (M63F)T .

�y�&���

Zn = Z0 +
n∑

j=1

(Zj − Zj−1)
Z 0
' 3 
�^

���$>�����������!$�
(Zj − Zj−1)

�����,.����&F �����&0������������ � ���<.����

Zn = Z0 +

n∑

j=1

(M63F)j−1 (Z1 − Z0) (M63F)T .

�y�&���
M63F

N<�0��XQ,+����e����B!���� ���*!���l���� �
κ := ‖M63F‖ < 1 � ������K����<.����

‖Zn‖ ≤ ‖Z0‖+‖Z1 − Z0‖
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�
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'Ibc���}����� ���&������!$�

P s = κ0I
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Pi+1
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4 $���� 1$�%����00�&�����}� � ���d�9�$�����0������W�$���0��$���}�&!$�*!��0��}�����,F ������00�&��0����>���+ �%���W�}���/�$���T+��%!>�900�&��+����K�H���0��w�
!>���,.����&F �������,0��$�����+���!��*M/�:0,0 ����e'

��� � 	 �(����� � ��� ���������
A ∈ R

n×n
7 8 �  :�-

ρ(A) ≤ ‖A‖
% *�� � /6-

ρ(A) = max{|λ| : λ
?;>�� ��>6 "- � ��# -�� /6�

A}
�
‖A‖

?
� � -��"�'� �$*�5 �$+� ����# /6�
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�d�&� ��� ���
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' .
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1
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H =
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, J = 0, Kw =
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]
, Kv = 1

����� ���������"T�0�I!��2��&��!����}�&F ���V!$��� ���������
wi
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vi
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Q =


7 2

2 1
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 .
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E =
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 , F =
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 , Gw =
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1
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H =
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1.4 0.8

]
, Kw =
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1.4 1.4
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Q =
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0.0002 0.001


 ; R = 0.5; S =
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 .
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Capı́tulo 6
� ���F�3� � �F� � � ��
 � � ���A� �+�
��� � �%��� � � � ��� � ��� � ��	�
 �

� � � ��� �E�
� ���

O9�0����c0 ���� ���$�����}�������$���0�������}�&!>��� ���=�0�����������+���� ���&$��>��}���=)&�������� �����L5 ��������Ll>�����}�&!>�/�m�$���,!
�������}�
�
!��,!
��",�:!>���%00�&� $������#���>00�&�#$������&F ��� !>���-��N,0����:0 ���*!��u�&�������"��&F ��� !����}�W��@��&!>���%�>�9�R���� ���$��� � ' � �W�}�
���������$�}���V56�����}���2���B!
� lG0 �&F��B�0�/�>�����B!������������K��$�w�W�����$���0�������}�&!$���>���R���� ���$���H/��$�&�C��� ���
�

Ei+1 ← Ei+1 + δEi+1, Fi ← Fi + δFi, Hi ← Hi + δHi, Ji ← Ji + δJi

������!$�����/���������-!��s� � �>��������,�0��0���������/00�&���


Gw,iwi +Gv,ivi

Kw,iwi +Kv,ivi


←


 (Gw,i + δGw,i)wi + (Gv,i + δGv,i) vi

(Kw,i + δKw,i)wi + (Kv,i + δKv,i) vi
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�����N�����:0 ���T�T5 �&0�� �����}����!$�-�������������� ���GQW������� !>��� �$���&�$��:�,!>�&!��0�m!�� �0��}��$�� ���:!>�&!�� � 00�&��+����K�H���0��w�9!��,!
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(Ei+1 + δEi+1) xi+1 = (Fi + δFi) xi + ν̃i,

zi+1 = (Hi+1 + δHi+1)xi+1 + (Ji + δJi) xi + ν̃i, i ≥ 0
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−Fix̂i|i
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νi :=


 wi

vi+1


 , Gi :=

[
Gw,i Gv,i+1

]
, Ki :=

[
Kw,i Kv,i+1

]
,

Ri :=


Qi Si

STi Ri+1
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Ξi := µ−1
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−Qi 0 0 I 0 0 0

0 −Ŵi 0 0 I 0 0

0 0 −λ̂iI 0 0 I 0

I 0 0 0 0 0 I

0 I 0 0 0 0 Ai

0 0 I 0 0 0 NAi

0 0 0 I ATi NT
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(Ei+1 + δEi+1) xi+1 = (Fi + δFi)xi + ν̃i,

zi = (Hi + δHi)xi + ν̃i, i ≥ 0 � � � � �
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xi ∈ R

n
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zi ∈ R
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ṽi
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ν̃i :=


w̃i
ṽi


 :=


 (Gw,i + δGw,i)wi + (Gv,i + δGv,i) vi

(Kw,i + δKw,i)wi + (Kv,i + δKv,i) vi


 . � � � � ��	
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Ei
�
Fi
�
Gw,i

�
Gv,i

�
Hi

�
Kw,i

�I�
Kv,i
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δEi+1, δFi, δGw,i, δGv,i, δHi, δKv,i

�
δKv,i

�}���>�E��� �
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δFi δGi δEi+1

δHi δKi 0


 :=


M1,i 0

0 M2,i




∆1 0

0 ∆2




NFi

NGi
NEi+1

NHi
NKi

0


 ,

NGi
:=
[
NGw,i

NGv,i

]
, NKi

:=
[
NKw,i

NKv,i

]
, ‖∆j‖ ≤ 1, j = 1, 2.
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Ji :=




xi − x̂i|i−1

νi

xi+1




T 


P−1

i|i−1
0 0

0 R−1

i 0

0 0 0







xi − x̂i|i−1

νi

xi+1


+





 Fi + δFi Gi + δGi −(Ei+1 + δEi+1)

Hi + δHi Ki + δKi 0







xi − x̂i|i−1

νi

xi+1


−


 −(Fi + δFi)x̂i|i−1

zi+1 − (Hi + δHi)x̂i|i−1







T

× µi


Θ11 Θ12

Θ21 Θ22
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νi :=


wi
vi


 , Ki :=

[
Kw,i Kv,i

]
,Ri :=


Qi Si

STi Ri


 e Gi :=

[
Gw,i Gv,i

]
.
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δi
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δi := {δEi+1, δFi, δGi, δKi, δHi}
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��� / ��P � �;5���4�� 1 � � (
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i WiMi

)
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Ŵi := (W−1
i − λ−1MiM

T
i )−1,
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T σ = B � � � � �	

���#��D��

T :=




−Qi I 0 0 0 0 0 0 0

I 0 0 0 0 0 0 0 I

0 0 W−1

i 0 0 0 0 Mi Ai

0 0 0 λ̂−1

i I 0 0 I 0 0

0 0 0 0 λ̂−1

i I 0 0 I 0

0 0 0 0 0 0 I 0 NAi

0 0 0 I 0 I 0 0 0

0 0 MT
i 0 I 0 0 0 0

0 I ATi 0 0 NT
Ai

0 0 0




, σ :=




λ1

γ1

γ2

e

d

γ3

λ3

c

x
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B :=




0

0

bi

0

0

Nbi

0

0

0
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−Qiλ1 + γ1 = 0

−Ŵiλ2 + γ2 = 0

−λ̂iI λ3 + γ3 = 0

λ1 + x = 0

λ2 +Aix = bi

λ3 +NAi
x = Nbi

γ1 +ATi γ2 +NT
Ai
γ3 = 0

,
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)
�
−Ŵiλ2 + γ2 = 0⇒ γ2 = Ŵiλ2 ⇒ Ŵ−1

i γ2 = λ2
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λ2+Aix = bi
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Ŵ−1
i γ2+Aix =
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−Qi 0 I 0 0 0

0 −λ̂iI 0 0 I 0

I 0 0 0 0 I

0 0 0 Ŵ−1
i 0 Ai

0 I 0 0 0 NAi

0 0 I ATi NT
Ai

0







λ1

λ3

γ1

γ2

γ3

x




=




0

0

0
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Nbi

0
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−Qi 0 I 0 0 0

0 −λ̂iI 0 0 I 0

I 0 0 0 0 I

0 0 0 W−1
i − λ̂−1

i MiM
T
i 0 Ai

0 I 0 0 0 NAi

0 0 I ATi NT
Ai

0







λ1

λ3

γ1

γ2

γ3

x
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0

0

0
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Nbi

0
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i − λ̂−1

i MiM
T
i
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γ2 + Aix = bi
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�

W−1
i γ2 −Mi

(
λ̂−1
i I
)
MT
i γ2 +Aix = bi
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λ̂−1
i I
)
MT
i γ2 := −c

�W����� � ���
MT
i γ2+λ̂ic = 0⇒W−1

i γ2+Mic+Aix = bi
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−Qi 0 I 0 0 0 0

0 −λ̂iI 0 0 0 I 0

I 0 0 0 0 0 I

0 0 0 W−1
i Mi 0 Ai

0 0 0 MT
i λ̂iI 0 0

0 I 0 0 0 0 NAi

0 0 I ATi 0 NT
Ai

0







λ1

λ3

γ1

γ2

c

γ3

x
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0

0

0
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0

Nbi

0
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MT
i γ2 + λ̂ic = 0
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λ̂ic := −d
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c = −λ̂−1
i d⇒ c+ λ̂−1

i d = 0
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MT
i γ2 + λ̂ic = 0⇒MT

i γ2 + d = 0
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−Qi 0 I 0 0 0 0 0

0 −λ̂iI 0 0 0 0 I 0

I 0 0 0 0 0 0 I

0 0 0 W−1
i Mi 0 0 Ai

0 0 0 MT
i 0 I 0 0

0 0 0 0 I λ̂−1
i I 0 0

0 I 0 0 0 0 0 NAi

0 0 I ATi 0 0 NT
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λ1

λ3

γ1

γ2

c

d

γ3
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0

0

0
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0

0

Nbi

0
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e := −λ̂iIλ3 ⇒ λ̂−1

i e+ λ3 = 0
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e+ γ3 = 0
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�




−Qi I 0 0 0 0 0 0 0

I 0 0 0 0 0 0 0 I

0 0 W−1
i 0 0 0 0 Mi Ai

0 0 0 λ̂−1
i I 0 0 I 0 0

0 0 0 0 λ̂−1
i I 0 0 I 0

0 0 0 0 0 0 I 0 NAi

0 0 0 I 0 I 0 0 0

0 0 MT
i 0 I 0 0 0 0

0 I ATi 0 0 NT
Ai

0 0 0







λ1

γ1

γ2

e

d

γ3

λ3

c

x




=




0

0

bi

0

0

Nbi

0

0

0
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[
ETi+1 0 NT

Ei+1
0
] �




Fi Gi Ei+1

Hi Ki 0

NFi
NGi

NEi+1

NHi
NKi

0
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[
x̂i+1|i Pi+1|i

]
=




0

0

0

0

0

0

0

0

I




T 


−Qi I 0 0 0 0 0 0 0

I 0 0 0 0 0 0 0 I

0 0 W−1

i 0 0 0 0 Mi Ai

0 0 0 λ̂−1

i I 0 0 I 0 0

0 0 0 0 λ̂−1

i I 0 0 I 0

0 0 0 0 0 0 I 0 NAi

0 0 0 I 0 I 0 0 0

0 0 MT
i 0 I 0 0 0 0

0 I ATi 0 0 NT
Ai

0 0 0




−1 


0 0

X̂i 0

Zi 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 −I
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Qi :=




P−1

i|i 0 0

0 R−1

i 0

0 0 0


 , Ai :=


Fi Gi −Ei+1

Hi Ki 0


NAi

:=


NFi

NGi −NEi+1

NHi
NKi 0


 ,

Zi :=


 0

zi


 , X̂i :=




x̂i|i−1

0

0


 , Wi = Ξ−1

i , Ri :=


Qi Si

STi Ri+1


 . � � � ���	
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−Qi 0 0 I 0 0 0

0 −Ŵi 0 0 I 0 0

0 0 −λ̂iI 0 0 I 0

I 0 0 0 0 0 I

0 I 0 0 0 0 Ai

0 0 I 0 0 0 NAi

0 0 0 I ATi NT
Ai

0







λ1

λ2

λ3

γ1

γ2

γ3

x




=




0

0

0

0

bi

Nbi

0
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x̂i+1|i =




0

0

0

0

0

0

I




T 


−Qi 0 0 I 0 0 0

0 −Ŵi 0 0 I 0 0

0 0 −λ̂iI 0 0 I 0

I 0 0 0 0 0 I

0 I 0 0 0 0 Ai

0 0 I 0 0 0 NAi

0 0 0 I ATi NT
Ai

0




−1 


0

0

0

0

bi

Nbi

0
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� �W�}��K �W�}������ �/��� !��0�������E����@>�����$���&�$��w�&!$��!$��a � ��������������K��$�w�W�-M��&$��>���� Z�a �BM%^ ���-����K������%�E��� �
���������������`�����XQ>!���������������&!>�=�>�21
�����H���0��w�>�#�����:0��:!>�&!���!>����������F ���S�0��}��$�� ����"��������

P
���W�}���>b .����&F ���

4 ��K�N�$$��:0 �V!��%M/�:0,0 ����cZ�b 4 M%^ �������XQ<��������}�&!$��.����"�s���,0��$���}����!��9M/�:0,0 ����
{Pi+1|i+1}

N-�����S���,.���H�� �
0��w�*�����V!��,0����0��0,�������%.����900�&��+����K��9���W�}�S�s��������F ���V!>�#b 4 M#' ���:���0��$���}�&!$��� �$���&��������� ���0����90 ���� ���$���
���� ����"���� �����0������$���B0,�,!
�������������&!$�&�}�&!$�����W�}�����2�$���T+����/!��<�0��}��$�� ���:!>�&!��<�*00�&��+����K�H���0��w�>!$��a �BOV�
�����S+���"�.�����.�������!$�����%����0,�������"����u�}��� !��0��00�&�>��:!����}�&!>���<�>�[���B!������=�����K��$�w�W�T� �S�21
�$���0���}���=�&$���:!>�
���W�}���[a �BM5���,0 ���m���S�0���������}����������:0��w�W� �0��}��$E���:�,0��:!>�>���W�}���S0 �����>�>�&�������W�e' 4 ���}�,+�N0�<!>�>�0��������$�}�
!��3$$���B00���>��������:0��w�����[���_.����C����l>���������9�����W���,0,���3���Y�,.�����+��W�:H���0��w� ���������P���>�21
�$���0��� �B�0�>��B!��������
�&$>�����+��&!>��!��%��������� �}��!
� �����}�
�������}�,+�N0�-!>��������$�:�0�/00�&�����&0��}�&F ���S!��%$$���B00���T'

4 �0����}����N�K��w�3!��0������+ ����+B�:!>�3���0����>0 ���� ���$���J���W�}�C���<�$���T+����V!��>�0��}��$�� ���:!>�&!��S��00�&��+����K�H���0��w� !$���
a �BM��V����� �J+������}��K���� !��S�����)�&!$�&�}�W��@����E)&���0���0���&!
�:0����&�����������&$$�����������������"T�0��.����[00�&��� �B���F���
����0,�������"�����!$�������������������K��$�w�W�T�c00�&���J5 �&� 00�&�>��:!����}�&!$�R��� � / �!� 'JO9�0���}�9����56����H���0��w�35 �&�R����������:!>���
������&K �&���W���:!>�&!��#���������S���2���������"T�0�

NF

�
NGw

'

� 	�� � ��� ��� ����&  � (*����� ��� ����������

�B�����$���9.��������:������������� !
���������:00���R�����K��$�w�W���0�*Z 3
' � ^c�VZ 3
' + /
^c00�&�>��:!����}�&!$��� 5 ������� ����+��W��w�������0�I�>�
����������
�������N��

Zi = (E + δE) xi+1 + (F + δF) xi + (G + δG) Vi,
Z AB' + ^
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������!$��.����

Zi :=


 0

zi


 , E =


Ed
Em


 , F :=


Fd
Fm


 , G :=


Gd
Gm


 � Vi :=


wi
vi




δE :=


 δEd
δEm


 , δF :=


 δFd
δFm


 , δG :=


 δGd
δGm


 � �
� ��	

��B!���� ���*!������&�>����}�W�-���������}�������0�-�$���&�$��:�,!>�&!��0�9!>��b 4 M#��00�&���������XQV+B��������������,.���H���0��w�
'
4 ������3�m00�&���35 �&�R�&!$�&�}�&!$� �>�.�R���� ���$����0
� �J ���!
�:0,�

d
�����$���0�������}�P�3���W���������56�����������=�J�,.����&F ���

!
���������:0 ��!$������������������ ���!
�:0,�
m

����56������� ���u���,.����&F ����!��%���,!
�:!>�
'
4 �I����0,�������"����-���W�}����N�����:0 ��� [

δF δG δE
] �}�������B!����w�&!>���/����

[
δF δG δE

]
:=


 δFd δGd δEd

δFm δGm δEm


 := MiΛ

[
NF NG NE

] Z AB' .�^

������!$�

NF =


NFd

NFm


 , NG =


NGd

NGm


 , NE =


NEd

NEm


 ,Mi :=


M1 0

0 M2


 �

Λ =


∆1 0

0 ∆2


 . Z AB' /B^

� �W�}����0 �����������K��$�w�W�2l>�����}�&!$�����&$��>����JZ�b .����&F ��� Z 3
' � ^ !$���R���� ���$���F3�^�������� � ���

E :=


−E

H


 ; F :=


F

0


 , G :=


Gw Gv

Kw Kv




NE :=


−NE

NH


 ; NF :=


NF

0


 �

NG :=


NGw NGv

NKw NKv


 Z AB' 0�^

����.���������� �>� 0 �����[�$���,!
�������s���&$��>����=�����K��$�w�W�SZ�b .����&F ���YZ 3
' + /
^9!$�C�R���� ���$��� 3�^-+��W�:��� ��������K����������0�
!���l����:F��B�0�

E :=


−E

0


 ; F :=


F
H


 , G :=


Gw Gv

Kw Kv




NE :=


−NE

0


 ; NF :=


NF

NH


 �

NG :=


NGw NGv

NKw NKv


 . Z AB' 3�^
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R :=


 Q S

ST R


 > 0,

5 �&�I�$���T+��&!$�Y.������:���

 E
NE


 ����� �������i00��������� �$�:���>�Y�


 E F G

NE NF NG


 ����� �������P������@�� �$�:���>���

�����}������������@>���-�0�����������+��
x̂i+1

!��
xi
N%K����}�&!>������

[
x̂i+1 Pi+1|i+1

]
=




0

0

0

0

0

0

I




T 


Pi 0 0 0 I 0 0

0 R 0 0 0 I 0

0 0 0 0 F G E

0 0 0 0 NF NG NE

I 0 FT NT
F 0 0 0

0 I GT NT
G 0 0 0

0 0 ET NT
E 0 0 0




−1 


x̂i 0

0 0

Zi+1 0

0 0

0 0

0 0

0 −I




.
Z AB' A�^

4 ������3��00�&����5 �&� �&$>�����+��&!$���>���R���� ���$��� 0
���>�&���<.����u���-�21
�$���0��� �B�0�2���W�}�����/�0�����������+����-�*���W�}�
�����,0��$���}���S!���M/�:0,0 ���� +��W�:��� �}�������S���W�}���S0 ������l>�����}�&!$�[00�&���S���W�}���S0 �����>�$���,!
�������T' � ����}��������� ���
�>�&�}�&F��B�0�

x̂i+1|i+1
�
x̂i+1|i

�����}��������$������:!>���-�*�}�����/�0�����������+����������}����!>�&!>�������E�������2����
x̂i+1

'

�y�&�>��:!����}����!$����� ����K����������0�-00�&�����&0��}�&F��B�0�/��������:0��w�����

Ē :=


 E

NE


 , F̄ :=


 F

NF


 �
Ḡ :=


 G

NG


 Z AB' 
�^

����� � ���*.����
x̂i+1

�
Pi+1

�������}��� �J�����/�0��0�����}���-00�&���

x̂i+1 =




0

0

0

0

0

I




T 


Pi 0 0 I 0 0

0 R 0 0 I 0

0 0 0 F̄ Ḡ Ē

I 0 F̄T 0 0 0

0 I ḠT 0 0 0

0 0 ĒT 0 0 0




−1 


x̂i

0

Zi

0

0

0
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Pi+1 = −




0

0

0

0

0

I




T 


Pi 0 0 I 0 0

0 R 0 0 I 0

0 0 0 F̄ Ḡ Ē

I 0 F̄T 0 0 0

0 I ḠT 0 0 0

0 0 ĒT 0 0 0




−1 


0

0

0

0

0

I




.
Z AB' + � ^

� ���������}�������S�}�W���:�����}�W�*.����u���9�21
�$���0��� �B�0�VZ AB'   ^2�SZ AB' + � ^��p�}�������GQW���&K ���"�JZ 0
' .�^2�SZ 0
' /B^������0��E�,0��
���+����������������21�0,���������!$�!� �����#5 ������!>���I���������"T�0�

E
�
F
�
G

��������� ���B!
� lG0 �&!>���2���W�}�
Ē
�
F̄
�
Ḡ
.�������!$�

@GQ�����00�������}�&F ���>!��%����0,�������"����-�>�����B!�������'
d%��+B�:!$�u�%�0��}�s�����W���&K��w�
���������� � ���/�����+B�w�W�p�%���� ����"��&F ���#!>��� ���0������ !������&�>����}�&F��B�0� !��0������+ ����+B�:!>���

�>���R���� ���$���F0V���W�}�����2�$���&�$��:�,!>�&!��0�9!��*�0��}��$�� ���:!>�&!��#�*00�&��+����K�H���0��w�>!$���Il>��������� ���&$��>������T'
�B����!$����������3��00�&�>��:!������*�>�T+������������J��� ����K����������0�/�>�&�}�&F��B�0�

ei :=
[
0 ... I ... 0

]T
, M̄ (P ) := Ω̄−1 (P ) ,

Ω̄ (P ) :=




Pi 0 0 I 0 0

0 R 0 0 I 0

0 0 0 F̄ Ḡ Ē

I 0 F̄T 0 0 0

0 I ḠT 0 0 0

0 0 ĒT 0 0 0




,
Z AB' +�+ ^

������!$�
ei
�
M̄ (P )

!��,00�&�����������-���`$$���B00���2!��s�&00����!$��00�&� �#���W���:F ���>!��
Ω̄ (P )

'
M̄

N%���W���:0����&���&!>�
00�&���

M̄ij

�
i, j = 1, ..., 6

�u��+��������%!��*$$���B00���
ei
��������� �����������"V�:!�������:!>�&!��V���

i
�]N0������������:F ���>!$�

$$���B00���%���������"T�0�/���$�w���/�����-!����������/�����:F��B�0�T'
4 ���W��� �[!��\Z AB'   ^��\Z AB' + � ^��J!>���>!���l����:F��B�0�iZ AB' +�+ ^�� Z AB' +�+ ^��I����� � ���J.����C�il>�������\��� ����K������

�E����������������V�s��b 4 M 00�������0���&��!��������u�}����!>�&!$���2����

x̂i+1 = eT6 Ω̄−1 (P ) (e1x̂i + e3Zi)

P = −eT6 Ω̄−1 (P ) e6
Z AB' + � ^
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� 2 � #=? �!#��!# �DGB�21 �K46@��8�;G F 4
3?4 x̂i+1
�
P
<=4=<=4EG�3$�;G F � 9 ���2NE4
����1M� � F �
3 / �EP��H� 5 � / �EP��H� 5 F �I<���� GI��3

3$�$�;G 9 3�����4EG 9 �
���

x̂i+1 := M̄61x̂i + M̄63Zi = −M̄63F x̂i + M̄63Zi
Z AB' + .�^

P := M̄61PM̄
T
61 + M̄62RM̄

T
62 = M̄63(F̄P F̄

T + ḠRḠT )M̄T
63.

Z AB' + /B^

),3?�
NE4��-4 �$���T+���!��0����<P ������N%��K����W� k����w��$���}�&!>�����W�}����P �����H0
' + ' .�!$���R���� ���$���F0
'

� 	�� ���!��� � ��� � & ��& �

� �W�}�RK �W�}������ �>��� !��0�������E����@>�����$���&�$��w�&!$� !$�ia �BM1��������K������ �E������������������d�����}���i��������0��w� �
!$�������0��$���}�&!$���>.����[K �W�}���������L�R�0��}��$�� ���:!>�&!��J!��0����[l>�������Y.�������!$�.�������W���������������S!$�R���B!������)�}���
����+��W��w�������0�/�>�����������' bc�`���W���:0��$�w�W�T�>�����XQ�!���������������&!>���V�21
�����H���0��w���9�����:0��:!>�&!��<!��%�����J��������F ���
�0��}��$�� ����"��������

P
���W�}���Sb 4 M Z AB' + /
^�'�bc� +B� ����!���!$�S5 �����[!>���<�0��������$�}���#!��3Z AB'   ^9�3Z AB' + � ^����������

���GQW���&K �����jZ 0
' .�^>� Z 0
' /
^��������}���Y56���������[�0�$�BF0���[!>���[!������&�>����}�&F��B�0�3!��0��}�����,F �������&���������!$�!� ���P���
!����}�W��@��0�T'

5 2�F�)!2 � #=? ��4��!# + � F �
1KJ�4 1 � ��� G�� G � ����4 / �EP��;5 � <�� � � 9 � �
N
���*���;G ��4������ �87 �
N
��� � R > 0
P + ��> 4

P
� ��4

G ��� ��@8A=� <=4�&L�(' / �EP�� � 5=P + �
P ≥ 0

��1M��A=�
P � � ��4 G ��� ��@8A=� �;G ��4������ �87I4
1M� � F 4
3?4B4%&L�(' P

),3?�
NE4 	>b ��}�J�$���T+�� N�56�����}�J�����00�&�����}�&!
�:F ����'c������&��@�� .����[�21
����}�3��������������F ���P�������:!���l����:!>�
���������+��

P
���W�}�fZ AB' + /
^�' � �W�}� ��������}�W��� �0��}��$�� ���:!>�&!��Y!��hZ AB' + .�^S!���+���� ���i��������}�W�3.����

M̄63F̄
N

�0��XQ,+����e'
4 ��������
� ����>00�&�����}�&!
�:F �����-.����

M̄63F̄
����� NJ�0��XQ,+����e'fbc���}���������E)����W��K����>�S0TQW�:0��$�����9�W��K�N�$$�� �

00���[Z +�� ��� ���W�}�3�����������0��!����}�W��@��0���3!������&�>����}�&F ���R!$�J;=�0��������� 0
' � ' + !$�.�R���� ���$��� 0�^�� ����� � ���S.����
[
λĒ − F̄ Ḡ

] �����<����� �������s������@��<�$�:���>���B���W�}�
|λ| ≥ 1

�[�&����� ���
�������#00�&�����}�&!
�:F ����N��&$���:!>�
'cP �&K ���
M̄63F̄

N<�0��XQ,+����e'
�

5 2�F�)!2 � #=? ��4���4 % �
1KG���<���3$�O4%&L�(' / �EP�� � 5=P + �O4 G ��� ��@8A=� �;G ��4������ �87I4
1M� �O�25
� G ���23;7 ��� 4 � � 1 � 9 4�P

),3?�
NE4 	 b ��}�/�$���T+��-���� ����"���������K����������I�$���B0,�,!
�����������*!��0������+ ����+B�:!$�9�>�9;=�0��������� 0
' � ' � !$���R���� ���$���
0
'�������&��@��>.����#�21
����}��� !
�����"��������F��B�0�9�0��}��$�� ����"��������0�

P 1 � P 2 ���W�}�JZ AB' + /
^�'��y�&���
M̄61 = M̄63F̄



� �

�}�����0��XQ,+������T�����,.����&F ����!��S���������J!>�&!>���>��P �����H0
' + ' /

P 1 − P 2 = M̄1
61

(
P 1 − P 2

)
M̄2T

61

Z AB' + 0�^

��������� ��������F ��� �����:0 �
P 1 − P 2 = 0

' P �&K ���
P 1 = P 2 ' �

� 	�" � �������� ����� �����

O9�0��}�d���,F ���������}���"���$���0�������}�&!$��� ���0��$���}�&!$���m.����cK �W�}��������� �/00�&��+����K�H���0��w�%!>�d���,0��$���}���-!�� M/�:0,0 ����
Z AB' + /
^����&� ��� ���
�������XQ ��������}�&!$� .���� �}�W�"���,0��$���}��� N �����j���,.���H���0��w�\���&��)&���&���\����� !��,0����0��0,���������
���������}�&!>������E������������������'

��������H0�J���0��$���}�&!$��������00�&�����}�&!$�������P���,.���H���0��w�P�}���.����1
� ���w�W���0�T'\O�� �$�������� ���Y!����:�0�T�:�P������W�/!>�
���,0��$���}���\!��JM/�:0,0 ����

Pi+1
NC�&$���:!$��'�� ����K�����!$�\!���l����3�����.���,0��$���}���c����1
� ���w�W�

Ffi
�3�0��}��$E���:�,0,�

�����J�����w�&F ���>���������<���w���u�S���,0��$���}����!��<M/�:0,0 ����e' a �����W�������������p��������0,��� �������0��$���}�&!$������1
� ���w�W�25 ��"*�����
00�&�����W�}�&F ���S�������������,0��$��� �B�0�/!��<M/�:0,0 ����=!���l����:!>���-00�&�  ���!
�:0,�0�/!
� 56�����������0�T'

� 2 � # ? � B �!# + � F �
1KJ�4�1 � � Pi ≥ 0
P�&,1M��A=�

Pi+1 � � ��4���46��3��87HGI���>��<���.L1 ��<=4 F �EG������2NE4�P

),3?�
NE4 	 � �����RP ����� AB' + ' + � �����21
�$���0��� �B�0�[Z AB' + � ^#�RZ AB' + /
^<���W�}�
Pi+1

�}��� �,.�����+��W�:�������0�T' 4 ������3�
���W�}��!���������������W����������W�=!��

Pi+1
$�����}��+����� lG0 �W�"�����������+B�:!>�&!��<!��

R
�*���� ����"��W����@����E)&���0���

Pi ≥ 0
'

4 ������3��00�&��0������ � ���#!��%��������� �}��!
� �����}��.����
Pi+1 ≥ 0

'
�

� 2 � # ? � B ��4 % �
1KG���<���3$�O4EG GI��C
� �21M� �;G>�21 �K46@��8�;G>��46��3�� 9 ��4
� G;7 F 4
3?4 j = 1, 2

P
j
i+1 := −M̄ j

66,i

�
F
j
fi := M̄

j
61,i.

Z AB' + 3�^

&,1M��A=�E7,4EG GI��C
� �21M� �;G 3$��� 46@��8�;G G A=� ��� ����<=4EG

(i) P 1
i+1 − P

2
i+1 = F 1

fi

(
P 1
i − P

2
i

)
F 2
fi
T Z AB' + A�^

(ii) F 1
fi − F

2
fi = F 2

fi

(
P 1
i − P

2
i

)
M1

11,i.
Z AB' + 
�^

),3?�
NE4 	 4 !������&�>����}�&F ���h!��0��������0��$���}�&!$�gN.���GQW���&K �gk\!��0������+ ����+B�:!>� ���W�}�c� P �����O0
' .
' � !$�
�R���� ���$���F0
�>������!$���
�����}�����������&������:!>�
'

�

� 2 � # ? � B � B % �
1KG���<���3$� / �EP����$5 F 4
3?4 j = 1, 2
P + �

P 1
i ≥ P

2
i

7*��1M��A=�
P 1
i+1 ≥ P

2
i+1

P
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),3?�
NE4 	 �-�� ����"�����!$����� �����w�&F��B�0�-��������:0��w�����-�$���0���������0�9�>��P ����� AB' .
' � ���S�����0����>QW��K���$$�}�>!��0����� �
+ ����+B�:!>���>��P �����H0
' .
' .��>�&$���N�� � ���

P 1
i+1 − P

2
i+1 = F 2

fi

(
P 1
i − P

2
i

) 1
2

[
I +

(
P 1
i − P

2
i

) 1
2 M̄1

11,i

(
P 1
i − P

2
i

) 1
2

] (
P 1
i − P

2
i

) 1
2 F 2

fi
T
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4 ���}�,+�N0� !>� � ���&�����:F ��� 	W��!>�9@����E)&���0���
P 1
i −P

2
i ≥ 0

�2!$�*P ����� AB' .
' + � �&$���N�� � ���
P 1
i+1−P

2
i+1 ≥ 0

'

�

� �$��)�1
����� �:�����/K �W�}������� .����y�R���,0��$���}���9!�� M/�:0,0 ����BNc���������,.���H���0��w�2���&��)&���&���/�����-!��,0����0��0,��������'
b �:�<N%����!
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� 2 � #=? � B � M + � F �
1KJ�4/1 � � R > 0
�H<���.L1 4

{Pi}
∞
i=0

F �
3 / �EP��" $5 9 �
� P0 = 0
P'&,1M��A=�

{Pi}
∞
i=0 � � ��4

GI�21 ����1 9 ��4 ���
1 �6���
1 4�1 A=� <�� 9 3$�;G 9 ��1M� �IP

),3?�
NE4�� d%�0��!��>.����
R > 0

�
Pi
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P0 = 0
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P1 ≥ 0

�

P1 − P0 ≥ 0
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Pi − Pi−1 ≥ 0
' 4 �$���:0 ����!$����P ������AB' .
' .

0 = P0 ≤ P1 ≤ ... ≤ Pi ≤ Pi+1 ≤ ...
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∞
i=0
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����E��������������������00�&��+����K������W�}�

P s
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E
�
F
�
G
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Ḡ
'

� 2 � #=? � B � � % �
1KG���<���3$� 4 GI�21 ����1 9 ��4 {Pi+1}
∞
i=0

<���.L1 ��<=4 1 � P ����� �EP��=P��=P + � [
λĒ − F̄

] � ��� F �EG ���

9 ��� � 1 4 F � ��1 � � [
λĒ − F̄ Ḡ

] � ��� F �EG ���9� �21KJ�4 F � ��1 � F 4
3?4 ���I<=� i 7 ��1M��A=� F 4
3?4 1 �K4�� 1 � ��3 9 �
1 <
��@8A=�
�21 � 9 ��4�� P0,

4�GI�21 ����1 9 ��4 {Pi+1}
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3�����1M� �;7 �
� GI��> 4E7 �25
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s
7 F 4
3?4 i ≥ 0

P
�

5 2�F�)!2 � #=? � B �!# + � F �
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N
���(� �;G ��4������ �87 �
N
����� R > 0
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� ��4 GI�21 ����1 9 ��4 {Pi+1}
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F �
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Pi+1 = M̄63,i(F̄PiF̄
T + ḠRḠT )M̄T

63,i

Z AB' +   ^
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? /��./�� 5 -��
M̄11,i = M̄41,iPiM̄

T
41,i + M̄42,iRM̄T

42,i

%�*�� � /6-
{Pi,R} ≥ 0.
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� P0 ≥ 0
PA&,1M��A=�E7 �25
� G � ��� ��4 � 1 � 9 4���46��3��87 P+ ≥ 0

��4��'1 � �
Pi+1 → P+ 1 �K4
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i → ∞
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 � � �	� �9����	�
 � � � 
 � 	 �3� ��� ���

� 	�� � �� 
��� ������ ����  # ��� �%� �� ���

�y�&�>��:!������s������K����������<���B!�������00�&� ����0,�������"����

xi+1 = (Fi + δFi)xi + (Gi + δGi)wi

zi = Hixi + vi
[
δFi δGi

]
= Mi∆i

[
Nf,i Ng,i

] Z 

' + ^

������!$�
{Mi, Nf,i, Ng,i}

���������"T�0�900�&��@��,0��:!>���-�
∆i

���������������"J�W�$������XQW��w���}������ 5 ��"T����!$�
‖4i‖ ≤ 1

'

bc� � / ��� �i�0�����������+�� l>�����}�&!>�P���&$��>��}�i00�&� ����0,�������"��������������}�&!>���T�I!����>�&�������&!>�Rl>������� � d � N
�&$���:!>���V���W��� �-!$������K����������s���0��$���}�&!$�

� $���F�)7	���� F �y�&�>��:!��������7�����������c�������������\����0,�������"����\Z 

' + ^�' �B� ����� !>�&!>������� ���������"T�0�J!��
��&��!����}�&F ���

Π0 > 0
�
Ri > 0

�
Qi > 0

' 4 �S�0�����������+����S!$���[�0��}�&!$���>��B!���� �����[00�&�������}�&!>���
���,0��$�����+������������u����K�����!$��������K����������S�W��K ��������� 	

� ������� � Z �y�&��!
�:F��B�0�/�����:0��w������^ 	 a��&F �

P0|0 := (Π−1
0 +HT

0 R
−1
0 H0)

−1,

x̂0|0 := P0|0H
T
0 R

−1
0 z0.

� ������� + 	:�B�
Hi+1Mi = 0

�������}����5 �&F �
λ̂i = 0

'
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�R������00�&�����XQW������ !���������������
λ̂i
�>�����������+��W���

λ > λl,i := ‖MT
i H

T
i+1R

−1
i+1Hi+1Mi‖

Z 

' � ^

.����%������������"��
G(λ)

!���l����:!$������#Z � ' � .�^ 00�&� ���2�:!������� lG0 �&F��B�0�
(
� ' � /

)
'

� ������� � 	:�B�
λ̂i 6= 0

�>���$>�������� �
{Qi, Ri+1, Pi|i, Gi, Fi}

���� 	

Q̂−1
i = Q−1

i + λ̂iN
T
g,i

(
I + λ̂iNf,iPi|iN

T
f,i

)−1
Ng,i

Z 

' .�^

R̂i+1 = Ri+1 − λ̂
−1
i Hi+1MiM

T
i H

T
i+1

Z 

' /B^

P̂i|i =
(
P−1
i|i + λ̂iN

T
f,iNf,i

)−1 Z 

' 0�^

= Pi|i − Pi|iN
T
f,i(λ̂

−1
i I +Nf,iPi|iN

T
f,i)

−1Nf,iPi|i
Z 

' 3�^

Ĝi = Gi − λ̂iFiP̂i|iN
T
f,iNg,i

Z 

' A�^

F̂i =
(
Fi − λ̂iĜiQ̂iN

T
g,iNf,i

)(
I − λ̂iP̂i|iN

T
f,iNf,i

) Z 

' 
�^

�B�
λ̂i = 0

�B5 �&F �
Q̂i = Qi

�
R̂i+1 = Ri+1

�
P̂i|i = Pi|i

�
Ĝi = Gi

���
F̂i = Fi

'

� ��������. 	 4 ����W����"T�
{x̂i|i, Pi|i}

!>������K����������*��������� �}�
	

x̂i+1|i = F̂ix̂i|i
Z 

'   ^

x̂i+1|i+1 = x̂i+1|i + Pi+1|i+1H
T
i+1R̂

−1
i+1ei+1

Z 

' + � ^

ei+1 = zi+1 −Hi+1x̂i+1|i
Z 

' +�+ ^

Pi+1|i = FiP̂i|iF
T
i + ĜiQ̂iĜ

T
i

Z 

' + � ^

Pi+1|i+1 = Pi+1|i − Pi+1|iH
T
i+1R

−1
e,i+1Hi+1Pi+1|i

Z 

' + .�^

Re,i+1 = R̂i+1 +Hi+1Pi+1|iH
T
i+1.

Z 

' + /B^

O9�0����V�21������$���S�����S00�&�����W�}�&F ���3�����������Sa � ��������������K��$�w�W�<M��&$��>����iZ�a �BM%^ �&$���:!$�[�>�=�R���� ���$���
3�����a � ������� � �&����!��,! d����}� �-��0,����}��������:�0��Z � d �*^y���$���0�������}�&!$�>��� � / ��� N-56�����}�
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� ���w�W� !����&�������"��&F �����
����.����������
.����*�>�Vl>������� � d � 5 ��" � ���%���,0,�0���XQW�������� � �>����*!��

λ̂
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�

Fi =


0.9802 0.0196

0 0.9802


 , Gw,i =


1 0

0 1


 ,Hi+1 =

[
1 −1

]
,

Z 

' + 0�^

�s��� ����K����������0�/���������"T�0�-!��*��&��!����}�&F ���

Qi =


1.9608 0.0195

0.0195 1.9605


 , Ri+1 = 1, Si =


0

0


 .

4 �I����0,�������"����-���W�}����N�����:0 �����}�������B!����w�&!>���������}�,+�N0�-!��

M1 =


0.0198

0


 , Nf =

[
0 5

]
.
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' + 3�^

���s���0��$���}�&!$���V!>�3a ��K��$�}� 
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' + 0�^%� Z 

' + 3�^�� ������!$�
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�����������

E‖xi − x̂i‖ =
1

T

T∑
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T
�21
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Z
T = 500
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��&��������^�'
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�E��������������

j
�h�*���������"

‖∆1‖ < 1
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4 �I���������"T�0�
P
����00�&�����}�&!>���"�}��� 	

PBDU =


8.0963 7.9298

7.9298 8.0721




PFSR =


8.0869 7.6425

7.6425 7.9084




���W�}�����d���0��E�,0����+ ����� � �>����0� 	
λ̂BDU = 5.8806E − 4

����2��������!>���21
�$���0���}���

λ̂BDU = (1 + α)‖MT
1 H

T
i+1R

−1
i+1Hi+1M1‖, α = 0.5

�
λ̂FSR

N*!>�&!$���>��;=�0����������3
' + ' + �$�&��!��
µi →∞

'
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������+��W�����������K��$�w�W�9!>�����������"
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Livros Grátis
( http://www.livrosgratis.com.br )

 
Milhares de Livros para Download:
 
Baixar livros de Administração
Baixar livros de Agronomia
Baixar livros de Arquitetura
Baixar livros de Artes
Baixar livros de Astronomia
Baixar livros de Biologia Geral
Baixar livros de Ciência da Computação
Baixar livros de Ciência da Informação
Baixar livros de Ciência Política
Baixar livros de Ciências da Saúde
Baixar livros de Comunicação
Baixar livros do Conselho Nacional de Educação - CNE
Baixar livros de Defesa civil
Baixar livros de Direito
Baixar livros de Direitos humanos
Baixar livros de Economia
Baixar livros de Economia Doméstica
Baixar livros de Educação
Baixar livros de Educação - Trânsito
Baixar livros de Educação Física
Baixar livros de Engenharia Aeroespacial
Baixar livros de Farmácia
Baixar livros de Filosofia
Baixar livros de Física
Baixar livros de Geociências
Baixar livros de Geografia
Baixar livros de História
Baixar livros de Línguas
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