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Resumo

Investigamos alguns fendmenos quanticos, como fases topoldgicas e quantizacao de
Landau, em um contexto nao-relativistico da mecanica quantica nao-comutativa e em
regime de quebra da simetria de Lorentz. Apresentamos esses efeitos como o estudo da
mecanica quantica do movimentos de particulas neutras na presenca de campos eletro-
magnéticos. Por isso usamos a denominacao “efeitos analogos”. Sob certas condicoes
para configuracao dos campos, podemos encontrar niveis de energia quantizados para
o sistema formado por particulas neutras acopladas ao campo eletromagnético. Outros
efeitos analogos podem ser obtidos através de transformagoes de dualidade, como as trans-
formacoes de dualidade de Heaviside por exemplo. No contexto de violacao da simetria
de Lorentz, encontramos alguns efeitos relacionado ao background que controla a quebra
da isotropia do vacuo. ContribuigGes interessantes para a fase de Anandan sao obtidas.
Nesse mesmo cendrio, construimos niveis de energia de Landau para particulas neutras
num ambiente de quebra da inariancia de Lorentz. Como uma outra maneira de quebra
da invariancia de Lorentz, estudamos fases topoldgicas para particulas neutras levando
em conta a nao-comutatividade das coordenadas do espago e do espaco de fase. Também
analisamos um andlogo da quantizacao de Landau para particulas neutras no cenario
nao-comutativo. De posse das funcoes de onda relacionadas aos niveis de Landau, inves-
tigamos um analogo da quantizacao do efeito Hall para particulas neutras na presenca
de campos eletromagnéticos. Consideramos também um analogo do efeito Hall quantico
para uma particula neutra na presenca de um background que determina a violagao da
simetria de Lorentz.



v

Abstract

We investigate some non-relativistic quantum phenomena, such topological phases and
Landau quantization, in a non-commutative quantum mechanics context and in a Lorentz-
symmetry violation regime. We present these effects considering the quantum mechanics
of neutral particles systems submitted to electromagnetic fields. In this sense we use the
term “analog of effect”. Under certain conditions to the fields configuration, we can find
quantized energy levels to a system of neutral particles coupled to a electromagnetic field.
Another analog effects may be obtained if we consider duality transformations, such the
Heaviside duality transformations. In the Lorentz-symmetry violation context, we find
some effects related to the background that controls the breaking of vacuum isotropy.
Thus we obtain interesting contributions to the Anandan phase. In the same context,
we realize the Landau quantization to neutral particles in a Lorentz-invariance breaking
framework. As another way of Lorentz-symmetry violation, we study topological phases
for neutral particles systems taking account the non-commutativity of the coordinates of
space and phase space. Also we investigate a analog of Landau quantization to neutral
particles in the non-commutativity context. Since we have found the wave functions
related to the Landau levels, we construct a analog of the quantum Hall effect to neutral
particles submitted to electromagnetic fields. We also consider a analog of quantum Hall
effect in a neutral particle system submitted to Lorentz-symmetry breaking background.
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1 Introducao

Na escala da percepcao humana, as leis da fisica cldssica descrevem os fenomenos
a nossa volta com boa aproximacao, como por exemplo a queda de uma maga. Porém
na escala subatomica, onde o senso comum “forjado” por nossas experiéncias classicas
nem sempre estd de acordo com a realidade, precisamos trocar a fisica classica pela
fisica quantica para explicar resultados obtidos em experimentos. Podemos dizer que
a teoria quantica generaliza a mecanica cldssica e fornece descri¢gbes precisas para mui-
tos fenomenos anteriormente nao-resolvidos, como a radiacao do corpo negro e érbitas
eletronicas estaveis. Os efeitos da mecanica quantica se tornam mais evidentes na escala
atomica e subatomica, e geralmente nao sao observados em escalas macroscopicas. Porém,
invocando o principio da correspondéncia entre a mecanica classica e quantica, sabemos
que todos os objetos obedecem as leis da mecanica quantica, e que a mecanica cléssica
¢ a mecanica quantica de sistemas grandes, i.e. no limite estatistico onde o ntimero de
particulas pode ser considerado infinito. Assim as leis da mecanica classica sao resul-
tado das leis da mecanica quantica no limite de sistemas grandes ou niimeros quanticos

grandes. Contudo, nem sempre os fenomenos quanticos possuem analogo classico.

Em mecanica quantica, tanto a matéria quanto a energia exibem simultaneamente
propriedades de onda e particula. Como um conceito central em mecanica quantica, essa
dualidade coloca os conceitos da mecanica classica de onda e particula como inadequados
para descrever completamente o comportamento de objetos em escala subatomica. De
Broglie em 1924 formulou sua hipotese de que toda matéria, nao somente a luz, tem natu-
reza ondulatéria; relacionando assim um comprimento de onda ao momento da particula.
De fato, particulas subatomicas como o elétron apresentam comportamento de onda, in-
terferéncia e difracao, em certos experimentos. Podemos entao associar um fator de fase,
um escalar complexo de valor absoluto 1, a funcao de onda da particula. Esse fator de fase
nao tem, per si, qualquer significado fisico. Entretanto, diferencas nos fatores de fase de
dois estados interagentes podem levar a importantes efeitos fisicos. Esses fatores de fase

sao uma justificativa precisa para fenomenos de interferéncia com feixes de particulas.
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Desse modo, surge entao o conceito de fases quanticas, que podem ter diferentes
origens. A fase pode ser dinamica quando depende da velocidade de evolucao do sistema
quantico, ou geométrica quando depende da geometria do espago de estados [1]. Pode
ser também de origem topoldgica quando depende da estrutura topoldgica do espaco de

configuragao [2]. Nesta tese voltamos nossa atencao para as fases topoldgicas.

No final da década de 1950, Aharonov ¢ Bohm [2] demonstraram que alguns efeitos
fisicos podem ser descritos somente pelos potenciais eletromagnéticos, contrariando o
eletromagnetismo classico. Nesse sentido, campos magnéticos afetam o estado quantico
da matéria mesmo em regides do espaco onde o campo é nulo. Logo, nao existem forcas
classicas atuando sobre particula; porém lhe é atribuido um fator de fase que torna possivel
medir esse efeito através de experimentos de interferometria [3, 4]. Esse fator de fase estd

relacionado a conexidade do espaco, dai a origem o termo fase topoldgica.

Anos depois, em 1984, Aharonov e Casher [5] propuseram uma certa dualidade entre
o sistema eletronico descrito no efeito Aharonov—-Bohm e um outro onde uma particula
neutra, com momento de dipolo magnético permanente, também habita uma regiao
nao-simplesmente-conexa do espaco. Mesmo numa configuragao onde nao atuam forgas
classicas sobre a particula, temos um efeito mensuravel que novamente ¢ atribuido a um
fator de fase. Esse efeito pode ser observado em interferometros de particulas neutras
6, 7].

Efeitos de fase topoldgica nao dependem de outro fator senao da topologia do espago.
Logo pode-se construir efeitos similares aos ja conhecidos, considerando transformacoes
que preservem a topologia do espaco. Levando em conta as transformagoes de dualidade
de Heaviside [8], sob as quais as equagoes de Maxwell do eletromagnetismo sao invariantes,
encontramos dois novos efeitos relacionados as fases Aharonov—Bohm e Aharonov—-Casher
[9]. O efeito He-McKellar-Wilkens [10, 11] é descrito como o dual do efeito Aharonov—
Casher, onde uma particula neutra com momento de dipolo elétrico adquire uma fase
quantica. Para completar o quadro, temos o efeito Aharonov-Bohm dual [9, 12] que
descreve o movimento de um monopolo magnético na presenca de um potencial vetor

elétrico.

Muitos outros problemas envolvendo particulas, carregadas ou neutras, na presenca
de campos eletromagnéticos podem ser descritos através da quantizagao de Landau [13].
Trata-se de um de uma das configuracoes mais simples possiveis em fisica quantica, onde
uma particula carregada se move na presenca de um campo magnético homogéneo, tendo

seu espectro de energia quantizado em termos de uma freqiiéncia ciclotronica relacio-
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nada as o6rbitas do movimento cldssico. A quantizacao em niveis de Landau levanta um
interesse de destaque para a descricao de diversos fenomenos fisicos, e.g. o efeito Hall
quantico [14], superficies bi-dimensionais [15, 16], excitagoes anyonicas em condensados
de Bose-Einstein girantes [17, 18], entre outros efeitos que envolvem particulas e campos

eletromagnéticos, como efeitos andlogos para dipolos [19, 20, 21].

Com o desenvolvimento de novas técnicas para simular o comportamento de particulas
carregadas em dtomos neutros [22, 23, 24, 25|, vem a motivagao para a realizacao de
sistemas de particulas neutras descritos por niveis de Landau. Ericsson e Sjoqvist [19]
construiram um modelo onde particulas neutras, com momento de dipolo magnético,
na presenca de um campo elétrico externo, sob certas condigoes para configuracao de
campo-dipolo apresentam espectro de energia quantizado em niveis de Landau. Essa
idéia é baseada na interagao descrita no efeito Aharonov-Casher, onde uma particula
neutra interage com um campo elétrico via momento de dipolo magnético. De maneira
analoga, construimos niveis de Landau para dipolos elétricos na presenca de um campo
magnético externo [20]. Nesse caso a interagao é do efeito He-McKellar—Wilkens, onde
uma particula neutra interage com um campo magnético via momento de dipolo elétrico.
A quantizacao de Landau para dipolos elétricos apresenta o inconveniente da necessidade
de uma configuragao de campo gerado por uma densidade de cargas magnéticas. Para
solucionar essa questao, usamos o acoplamento descrito por Wei et al. [26] e descrevemos
a quantizacao em niveis de Landau para dipolos elétricos induzidos na presenca de uma

configuragao de campos elétrico e magnético cruzados [21].

Outras discussoes levantadas nesta tese sao a respeito do estudo de problemas de
mecanica quantica em um regime onde ¢é violada a simetria de Lorentz da relatividade
especial. Estudamos efeitos de fase topoldgica e quantizacao de Landau no contexto da
violagao das simetrias de Lorentz [27, 28], e fazemos algumas consideragoes acerca da

mecanica quantica ndo-comutativa desses efeitos [29, 30].

A relatividade especial é construida sob a premissa de que as leis da fisica sao as
mesmas para todos os observadores inerciais. A teoria prevé varios efeitos conhecidos,
entre eles, velocidade da luz constante para todos os observadores, atraso de relégios
em movimento, contracao dos objetos em movimento, e equivaléncia entre massa e ener-
gia. Esses efeitos foram confirmado em experimentos muito sensiveis, e a relatividade
é hoje uma ferramenta indispensavel para fisica experimental e tedrica. Entretanto, re-
centemente alguns fisicos, motivados pela possibilidade de uma teoria de unificacao, tém

investigado a possibilidade de os postulados da teoria da relatividade descreverem a natu-
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reza apenas de maneira aproximada [31, 32, 33, 34, 35]. Alguns estudos apontam para a
possibilidade da quebra das simetrias de Lorentz através de uma generalizacao do Modelo
Padrao. Essa estrutura promove uma descricao quantitativa da violacao das simetrias
de Lorentz, controlada por um conjunto de coeficientes a serem determinados pelos ex-
perimentos [36, 37, 38, 39]. Como exemplo, apresentamos a extensao da eletrodinamica
quantica que é obtida restringindo o setor fermionico da Lagrangiana da extensao do
modelo padrao. Trabalhamos com uma adaptacao do termo de Caroll-Field-Jackiw [40)]
para o setor fermionico, onde esse aparece como um acoplamento nao-minimo na equagao
de Dirac [41]. Esse acoplamento representa a interagdo de uma particula neutra com um
background eletromagnético que viola as simetrias de Lorentz. Nesse contexto, tomando o
limite nao-relativisticos dessa teoria, estudamos efeitos quanticos como fases geométricas

[27], quantizagdo em niveis de Landau [28] e o efeito Hall quantico [42].

Recentemente, um outro mecanismo para quebra da invariancia de Lorentz tem des-
pertado certo interesse. A sugestao é de que as coordenadas espaciais sejam nao-co-
mutativas. Essa idéia surge da teoria de cordas [43, 44|, entretanto apresentamos esse
mecanismo num contexto mais familiar de mecanica quantica nao-relativistica. Estuda-
mos efeitos de fases topoldgicas e quantizagao em niveis de Landau levando em conta que
as coordenadas nao comutam. Verificamos as correcoes devido a nao-comutatividade para
os efeitos Aharonov—Casher e He-McKellar-Wilkens [29], onde também consideramos a
nao-comutatividade do espaco de fase. Em um outro trabalho, investigamos a quantizacao
de Landau para particulas neutras num ambiente onde as coordenadas do espago, bem

como as do espaco de fase, ndo comutam [30].

A organizacao dessa tese se d4 como segue: No capitulo 2 apresentamos alguns efei-
tos de fase topoldgica puramente quanticos experimentados por particulas carregadas ou
neutras na presenca de campos eletromagnéticos externos. Fazemos uma breve descri¢ao
dos bem conhecidos efeitos Aharonov—Bohm, Aharonov—Casher e seus duais. No capitulo
3 construimos modelos analogos a quantizacao de Landau, porém nesse caso as particulas
nao possuem carga elétrica ou magnética, mas sao polarizadas com momento de dipolo
elétrico ou magnético. No capitulo 4 estudamos os efeitos de fase topologica e niveis de
Landau para particulas neutras na presenca de um background eletromagnético que viola
as simetrias de Lorentz. Nesse caso trabalhamos no limite nao-relativistico da equacao
de Dirac para férmions de spin meio nao-minimamente acoplados com o background. No
capitulo 5 apresentamos uma simples e breve descricao do cendrio da mecanica quantica
nao-comutativa. Nesse contexto estudamos efeitos de fase topoldgica para particulas neu-

tras, e também calculamos as contribuicoes para os analogos dos niveis de Landau para
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particulas neutras no ambiente nao-comutativo. No capitulo 6 apresentamos algumas
das mais basicas propriedades do efeito Hall quantico. Construimos modelos anédlogos da
quantizacao da condutividade Hall para particulas neutras, e investigamos esse efeito no
contexto da quebra da invariancia de Lorentz devido um background eletromagnético. Por
fim, no capitulo 7 apresentamos nossas conclusoes, observacoes e comentarios finais. A
menos que se informe o contrario, em toda extensao deste texto consideramos o sistema

natural de unidade A =c¢ = 1.



2 Fases topologicas

2.1 Introducao

Os campos eletromagnéticos nao fornecem uma descricao completa do eletromagne-
tismo no contexto da mecanica quantica. Mesmo na auséncia de campos, e assim de forcas,
os potenciais podem dar origem a efeitos quanticos mensuraveis. Em 1949 Ehrenberg e
Siday [45] previram a existéncia de fenémenos de interferéncia quantica observaveis asso-
ciados a fluxos magnéticos estacionarios, mas os primeiros a descreverem completamente
efeitos eletromagnéticos livre de forgas foram Aharonov e Bohm em 1959 [2]. Eles conside-
raram propriedades de interferéncia de uma particula carregada em uma superposicao dos
caminhos que passam por ambos os lados de uma linha de fluxo magnético isolada. Em
outras palavras, em mecanica quantica, em uma parte multiplamente-conexa do espaco
onde nao existem campos, as propriedades fisicas do sistema dependem do potencial, em
contraste com a fisica classica. Apds a descoberta, um intenso debate sobre o significado
fisico do efeito se seguiu [46, 47, 48, 49, 50]. O efeito Aharonov—Bohm é de interesse para
o estudo de linhas de fluxo em materiais magnéticos, e sua observagao experimental foi

dada por Chambers [3], e Peshkin e Tonomura [4].

Apés o influente paper de Aharonov e Bohm, outras fases geométricas foram desco-
bertas, como por exemplo o efeito Aharonov—Casher [5] onde a fungao de onda de uma
particula neutra que possui momento de dipolo magnético nao-nulo, que se move em uma
regiao nao-simplesmente-conexa livre de forcas, é afetada por um campo elétrico de ma-
neira similar ao efeito Aharonov—Bohm. No efeito Aharonov—Casher, uma particula neu-
tra magneticamente polarizada, que se move ao redor de um fio eletricamente carregado,
adquire uma fase quantica em sua funcao de onda. Esse efeito foi observado experimental-
mente em um interferometro de neutrons [6] e em um interferometro atomico Ramsey [7].
Posteriormente, He e McKellar [10], e Wilkens [11] de maneira independente, previram a
existéncia de uma fase quanica adquirida pela funcao de onda de uma particula neutra que

possui momento de dipolo elétrico nao-nulo, enquanto circula ao redor de uma linha de
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cargas magnéticas. Uma configuracao experimental simples e pratica para testar o efeito
He-McKellar—Wilkens, sem o inconveniente dos monopolos magnéticos, foi proposta por
Wei et al. [26]. Nessa configuragao, um campo elétrico gerado por um fio carregado induz
um momento de dipolo elétrico num particula neutra, e um campo magnético uniforme é
aplicado em um angulo nao-trivial ao campo elétrico. Outros dois esquemas experimen-
tais para o efeito He-McKellar-Wilkens sdo propostos por Dowling et al. [9], bem como
uma descricao unificada dos trés fenomenos anteriormente citados, além da introducao de
um novo efeito conhecido como Aharonov—Bohm dual. A fase de Aharonov—Bohm dual
pode ser calculada a partir da dinamica quantica de um monopolo magnético na presenca

de um solendide elétrico [12].

Neste capitulo fazemos uma breve descricao tedrica dos efeitos Aharonov—Bohm e
Aharonov—Casher. Considerando transformacoes de dualidade, derivamos duas novas
fases topoldgicas a partir dessas. Apresentamos entao a fase Aharonov—Bohm dual a
partir de uma transformacao de dualidade de Heaviside [8] do efeito Aharonov—-Bohm, e

a fase He-McKellar-Wilkens como dual do efeito Aharonov—Casher.

2.2 Efeito Aharonov—Bohm

Os primeiros a discutirem fases topoldgicas em mecanica quantica foram Aharonov e
Bohm em 1959 [2]. Eles mostraram que uma particula quantica com carga ¢ que circula

uma linha de fluxo magnético com fluxo ®,, adquire uma fase em sua fungao de onda
Pap = 1qPr, - (2.1)

A linha de fluxo magnético pode ser gerada por um solenéide delgado ou por uma linha
de dipolos magnéticos (ver figura 2.1). Classicamente o efeito é surpreendente, visto que
a particula carregada esta numa regiao livre de forcas e é afetada localmente apenas pelo
potencial vetor dependente de gauge que nao é visto como uma quantidade fisica. Por

essa razao o efeito Aharonov-Bohm é tido como um efeito nao-local.

Figura 2.1: Configuragao para o efeito Aharonov—Bohm com uma linha de dipolos
magnéticos

Para calcular a fase Aharonov—Bohm consideramos a probabilidade de encontrar a

particula carregada em um ponto B partindo de um ponto A e passando pela vizinhanca
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da linha de fluxo, ¢f. figura 2.1, usando integrais de caminho de Feynmann [51], i.e.
adicionando os fatores de fase de todos os possiveis caminhos entre A e B. A Lagrangiana
Lo de um sistema sem a linha de fluxo adquire um termo adicional na presenca do solendide
de acordo com

L=1Ly+qv-A, (2.2)

onde o 1ltimo termo é devido ao acoplamento minimo, v é a velocidade da particula e A
é o potencial vetor consistente com o campo magnético B = V x A fora da linha de fluxo.

O termo adicional da Lagrangiana modifica a agao de acordo com

S =5+AS, (2.3)
onde AS é dado por
B
AS:q/ A.dr, (2.4)
A

com df sendo o elemento de linha ao longo de um caminho especifico indo de A a B.
Somando sobre todos os possiveis caminhos que conectam A e B resulta na mesma integral
AS para os que passam pela esquerda da linha de fluxo e para os que passam pela direita,
visto que a integral depende apenas dos extremos pois o campo magnético esta confinado.
Assim, a diferenca de fase para a particula em uma superposicao dos caminhos da esquerda
(1) e da direita (r) da linha de fluxo é dado por

dap = i(AS — AS,) = iq]{/Y- 4l = iq// B-d3=ig®,, , (2.5)
C S

onde B é o campo magnético associado ao fluxo e ds é o elemento de area da superficie S
delimitada pelo circuito C. Esse é um efeito puramente quantico pois em fisica classica o
movimento de uma particula carregada é regido pela forca de Lorentz que é nula na regiao
onde a particula habita nesse sistema. Entretanto, podemos ver que o potencial vetor nao
se anula visto que a integral de A junto a qualquer circuito fechado C que contém a linha

de fluxo ndo se anula.

Uma ilustragao geométrica da natureza topolégica do efeito Aharonov-Bohm ¢é dada se
considerarmos o transporte paralelo de um vetor em um cone (ver figura 2.2). O cone nao
tem curvatura intrinseca, visto que pode ser construido a partir de um plano através da
juncao de dois lados retos de um angulo «, exceto no vértice onde a curvatura é nao-nula.
Esse é um andlogo do efeito Aharonov—-Bohm onde o vértice do cone representa a linha
de fluxo definida pelo angulo a e o espago plano ao redor representa a auséncia de campo

magnético. Quando um vetor é transportado paralelamente sobre o cone sem circular o
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vértice nenhuma holonomia é obtida, enquanto quando o vetor circula o vértice ele sera
girado quando retornar ao ponto de partida, de maneira analoga ao efeito Aharonov—
Bohm. A holonomia ¢ independente do caminho ao redor do vértice como ilustra a figura
2.2.

Figura 2.2: Transporte paralelo sobre um cone, onde o cone representa o potencial vetor.

Aharonov e Bohm também descreveram um efeito de fase para uma particula car-
regada devido a um campo elétrico, conhecido como efeito Aharonov—Bohm escalar ou
efeito Aharonov-Bohm elétrico. Nessa configuracao, uma particula carregada em um
interferometro experimenta um potencial escalar ¢ homogéneo durante um intervalo de
tempo [0, 7] em um dos feixes fazendo surgir um shift de gy na energia potencial. Ne-
nhuma forca atua sobre a particula dentro da regiao onde o campo escalar é aplicado,

visto que Vi = 0. Porém existe uma diferenca de fase entre os feixes dada por

®ABE = iq /OT p(t)dt . (2.6)

2.3 Efeito Aharonov—Casher

Em 1984, Aharonov e Casher [5] demonstraram que a Lagrangiana para uma particula
com carga ¢ e uma outra eletricamente neutra com momento de dipolo magnético i da

origem a um potencial vetor A, conforme

S A Ry (-7 (27)

onde 7, m e ¥ sao a posicao, massa e velocidade da particula carregada e R, MeV
sao as quantidades correspondentes para o dipolo magnético. Os dois primeiros termos
na Lagrangiana sao a energia cinética para a particula carregada e para o momento de
dipolo, respectivamente. Podemos notar que existe um termo de interagao qu(F — ]:?) Vv
para o dipolo magnético embora ele seja eletricamente neutro. Esse termo é necessario
na Langrangiana pois de outra forma a particula carregada experimentaria uma forca
dependente do gauge e do referencial de Galileu na regiao onde o campo magnético é

nulo.

Devemos notar que o termo de interagao depende apenas da posicao e velocidade

relativa das particulas. Entao, o efeito é independente de se a particula carregada se



2.8 Efeito Aharonov-Casher 10

mover ao redor do dipolo magnético ou vice versa. Portanto devemos esperar um efeito
“dual” ao efeito Aharonov—Bohm se considerarmos cargas estacionarias. A Lagrangiana
para o dipolo magnético fi em R e uma particula carregada fixa em 7 (i.e. ¥ = 0) é dada

por
MV?
2

Da eletrodinamica sabemos que o potencial vetor em 7 gerado por um momento de dipolo

L= —qA(F—R)-V . (2.8)

[ em R ¢ dado por

1jix(F-R)
Ar |7~ RJ?

A(F—R) = = x E(F— R) , (2.9)

QIH

onde E é o campo elétrico coulombiano em R devido a particula carregada em 7. Assim

reescrevemos a Lagrangiana (2.8) na forma

Mv: o 5
_l’_

L=~ x E(F— R), (2.10)

que via uma transformacao de Legendre define a Hamiltoniana

g 1 (p u><E> , (2.11)

2m

onde P = oL/ dV é o momento canonico do dipolo magnético. Dessa forma, podemos

identificar o potencial vetor para a particula neutra como

Ape=jixE . (2.12)
Se considerarmos uma particula com momento magnético “anéomalo”, como uma particula
de spin 1/2, a Hamiltoniana (2.11) é ligeiramente modificada (desprezando os termos
O(E?)) [52]

1 /- N2
H:-(P-* E> _rv. B 2.13
2m e 2mv ( )

onde o tltimo termo é devido a nao-comutatividade entre P e E. Aqui também obtemos
o potencial vetor como em (2.11), porém sua origem é diferente nesse caso; ele vem do

termo de acoplamento nao-minimo proporcional ao tensor eletromagnético F),, [53, 54].

Como conseqiiéncia do potencial vetor definido em (2.12) temos a existéncia de um
shift de interferéncia observavel quando momento de dipolo magnético circula uma linha

de cargas (ver figura 2.3). Essa fase, conhecida com fase Aharonov—Casher, é dada por

¢AC:17{E.dZ:iJ$(ﬁxE).dizw, (2.14)

onde \ é a carga elétrica por unidade de comprimento. A fim de prevenir a precessao do



2.8 Efeito Aharonov-Casher 11

dipolo magnético devido a presenca do campo elétrico na regiao onde ele habita, i.e.
=[x {@xE)=0, (2.15)

o momento magnético tem de ser paralelo a linha de cargas e ter seu movimento restrito
a um plano ao campo elétrico. Se essas condicoes sao satisfeitas o dipolo nao sofre a acao
de qualquer forga e o efeito é topoldgico no sentido em que depende apenas do nimero de

voltas do caminho ao redor da linha de cargas.

Figura 2.3: Configuracao para o efeito Aharonov—Casher com uma linha de cargas.

No caso Aharonov—Casher também pode-se obter um efeito escalar [55]. Nessa con-
figuracao um dipolo magnético experimenta um campo magnético homogéneo B em um
dos feixes, da mesma forma que a particula carregada experimente um potencial elétrico
no efeito Aharonov—Bohm escalar. Isso faz surgir um acréscimo na energia potencial
de acordo com i - B (efeito Zeeman) mas nao ha forcas atuando na particula visto que

V(- B ) = 0. Na intersecgao dos feixes a fase Aharonov—Casher escalar é dada por

PacE = iu/ B(t)dt, (2.16)
0
para um momento de dipolo paralelo ao campo magnético.

Houveram intensas discussoes sobre em que medida o efeito Aharonov—Casher pode
ser considerado como um andlogo fisico para efeito Aharonov—Bohm ou nao, i.e. um
efeito topoldgico ou nao. Em [55] Zeilinger aponta a nao-dispersividade como principal
caracteristica de um efeito topoldgico, i.e. independéncia da velocidade da particula. Essa
condicao é satisfeita tanto pela fase Aharonov—Bohm quanto pela fase Aharonov—Casher.
Uma outra defini¢ao muito forte de fase topolégica é apresentada em [56]. Nessa referéncia
Peshkin alega que uma fase topoldgica deve ser associada a regides multiplamente conexas,
o que ¢é o caso dos efeito Aharonov—Bohm e Aharonov—Casher, e também que nao deve
ser possivel localizar o phase shift em alguma regiao especifica do interferometro. Para a
fase Aharonov—Bohm apenas a diferenca de fase entre dois caminhos circulando a linha de
fluxo ¢é invariante de gauge, nao a fase de um caminho aberto. No efeito Aharonov—Casher
existe um campo elétrico na regiao onde a particula se move, embora isso nao resulte em
qualquer forca sobre a particula. A presenca desse campo introduz outras interagoes
ou flutuagdes no momentum angular e o efeito Aharonov—Casher pode ser explicado em

termos de uma troca local de momentum angular entre o campo elétrico e a particula.
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Assim a principio a fase Aharonov—Casher pode ser medida localmente e portanto trata-se

de um efeito nao-topolégico [56].

2.4 Dualidade e novas fases topoldgicas

A expressao para a fase Aharonov—Casher (2.14) pode ser comparada a da fase

Aharonov-Bohm (2.5) onde podemos identificar uma relagao de dualidade de acordo com
P, —— pA . (2.17)

Essa relacao de dualiadade expressa o fato de que o efeito Aharonov—-Casher pode ser
obtido a partir do efeito Aharonov—Bohm invertendo os papeis da particula carregada e

do momento de dipolo (ver figura 2.4).

Agora consideremos as transformacoes de dualidade de Heaviside [8] sob as quais as

equacoes de Maxwell sao invariantes

E—~B, B—-E,
A'eﬁgm7 A'mﬁ_ge
(2.18)
e— N, N —e,

onde e é a carga elétrica elementar e NV é a unidade de carga norte magnética, A,, e A, sao
os potenciais vetores magnético e elétrico, definidos na auséncia de monopolos magnéticos
e cargas elétricas respectivamente, tal que B=V x A, se V- B=0e¢ F =V x A, se

V-E= 0; d e i sao momentos de dipolo elétrico e magnético respectivamente.

Figura 2.4: Dualidade

Nesse contexto, encontramos duas novas fases através de transformacoes de dualidade
para os efeitos Aharonov—Bohm e Aharonov—Casher. A partir da fase Aharonov—Bohm

(2.5), sob as transformacoes (2.18), encontramos um novo efeito

$aBD = —iNjfer -dl = —iN //E .d§ = —iN®, . (2.19)

Essa fase proposta por Dowling et al. [9] é conhecida como efeito Aharonov—Bohm dual;

Furtado e Duarte [12] fizeram um estudo detalhado sobre esse efeito no movimento de
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um monopolo magnético que circula uma linha de fluxo de campo elétrico. Procedemos
da mesma forma para construir o dual eletromagnético para o efeito Aharonov—Casher, a

partir da fase (2.14)
PHMwW = i?f(cfx B)-dl = id\y (2.20)

onde A, é definido como uma densidade de monopolos magnéticos. Essa fase (2.20) foi
proposta por He e McKellar [10], e Wilkens [11] de maneira independente, no estudo do
movimento de uma particula neutra, que possui momento de dipolo elétrico permanente,
na presenca de um campo magnético gerado por uma linha de cargas magnéticas. Para
contornar o inconveniente do campo gerado por uma densidade de monopolos magnéticos,
Wei et al. [26] derivaram uma fase quantica para o movimento de uma particula neutra,
inicialmente nao-polarizada, que se move numa regiao onde sao aplicados simultaneamente
um campo elétrico nao-uniforme e campo magnético uniforme. Nesse caso, a configuragao
dos campos induz um momento de dipolo elétrico d = oz(E +7x B ) na particula neutra

que leva a uma fase do tipo
¢ = 7{(1? x aF)-dl (2.21)

onde « é a polarizabilidade elétrica.

2.5 Sumario

Neste capitulo, estudamos alguns efeitos que geram fases topoldgicas para a fungao
de onda de particulas neutras ou carregadas na presenca do campo eletromagnético. Para
uma particula carregada, que circula uma linha de fluxo de campo magnético isolada,
encontramos um efeito mensuravel mesmo que a particula habite uma regiao onde o
campo magnético se anule, e assim nao temos nenhuma forca atuando sobre ela [2]. Esse
efeito redefine o papel dos potenciais eletromagnéticos na fisica quantica, atribuindo a
eles uma influéncia sobre a matéria, mesmo na auséncia de campos, o que confronta a
fisica classica. Se considerarmos uma linha de fluxo de campo magnético como sendo
uma linha dipolos magnéticos, observamos uma dualidade entre o efeito Aharonov—Bohm
acima descrito e o efeito Aharonov—Casher [5], onde um dipolo magnético circula uma

linha de cargas elétricas e sua fungao de onda também adquire uma fase topoldgica.

Se consideramos transformacoes de dualidade de Heaviside, encontramos duas no-
vas fases a partir dos efeito Aharonov-Bohm e Aharonov—-Casher. No efeito conhecido
como Aharonov-Bohm dual [9, 12], um monopolo magnético circula um solenéide elétrico

isolado e adquire uma fase quantica. No efeito He—-McKellar—Wilkens, consideramos o
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movimento de um dipolo elétrico, que circula uma linha de cargas magnéticas, adquirindo
assim também uma fase. Com o intuito de contornar o inconveniente de uma distribuicao
de cargas magnéticas, Wei et al. [26] propdem uma configuracdo de campos elétrico e
magnético cruzados, que é mais realista do ponto de vista da realizacao experimental, que
induz um momento de dipolo elétrico na particula neutra que também adquire uma fase

similar a do efeito Aharonov-Bohm.
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3 Quantizacao de Landau

3.1 Introducao

O estudo de problemas simples como a dinamica quantica de particulas carregadas
ou neutras na presenga de campos eletromagnéticos sao responséaveis pelo surgimento de
vérios efeitos topoldgicos e geométricos em fisica [2, 5, 10, 11, 26]. A interagao entre
o campo eletromagnético e uma particula eletricamente carregada exerce um importante
papel no estudo de fenomenos coletivos, e.g. estatistica fracionaria e o efeito Hall quantico
[14]. Talvez um dos problemas mais simples possiveis em fisica seja a mecanica quantica
de uma particula carregada em duas dimensoes sob a influéncia de um campo magnético
constante aplicado perpendicularmente ao plano do movimento. Esse sistema é descrito
pela teoria de Landau [13]. Em mecéanica quantica, a quantizacao de Landau é a quan-
tizagao das oOrbitas ciclotronicas de particulas carregadas na presenca de campos eletro-
magnéticos. Como resultado, as particulas carregadas podem ocupar apenas 6rbitas com
valores discretos de energia, denominados niveis de Landau. Os niveis de Landau sao
degenerados, com o numero de elétrons por nivel diretamente proporcional a intensidade

do campo magnético aplicado.

A quantizacao de Landau apresenta notavel interesse sob muitos pontos de vista.
E o modelo mais simples necessério para a descricdo do efeito Hall quantico [14], por
exemplo. Por outro lado, os niveis de Landau foram estudados para diferentes superficies
bi-dimensionais [15, 57, 16] com interesse em diversas dreas da fisica. Paredes et al.
[17, 18], usando uma analogia entre um condensado de Bose-Einstein girante e um sistema
de elétrons interagentes em um campo magnético uniforme, provaram a existéncia de
excitagoes “anyonicas” nesse condensado. Ericsson e Sjoqvist [19], baseados nos resultados
de Paredes et al., propuseram uma analogia dos niveis de Landau para dipolos magnéticos,
o que seugundo os autores seria o primeiro passo para a realizacao do efeito Hall quantico

para atomos neutros.

Neste capitulo, baseados na idéia de Ericsson e Sjoqvist, construiremos analogos da
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quantizagao de Landau para particulas neutras polarizadas, tanto com momento de dipolo
magnético como com momento de dipolo elétrico. Apresentamos os niveis de Landau para
um sistema onde um dipolo elétrico se move na presenca de um campo magnético gerado
por uma densidade de monopolos magnéticos [20]. Para contornar o problema do campo
gerado por cargas magnéticas, usamos a idéia de Wei et al. [26] para fases topoldgicas
e construimos niveis de Landau para particulas neutras com momento de dipolo elétrico

induzido por uma configuracao de campos elétrico e magnético cruzados [21].

3.2 Niveis de Landau standard

Os niveis de Landau [13] sdo as solu¢ao da energia para uma particula com carga
¢ que tem seu movimento restrito ao plano z-y, onde estd na presenga de uma campo
magnético uniforme B aplicado perpendicular ao plano do movimento da particula. Esse
sistema é descrito pela Hamiltoniana

P 1 -
H=—=—(—iV —¢qA)?, 3.1
S (~iV — g) (31)

2m

onde m é a massa da particula e Aéo potencial vetor definido por B =V x A. Para

encontrar as energias do sistema identificamos as relagoes de comutacao nao-nulas por
[Py, P)] = imw , (3.2)

onde

w= b a@ (3.3)
m m
¢ a freqiiencia ciclotronica das orbitas classicas da particula carregada na presenca do
campo magnético onde o0 = + rotula a diregao de revolugao correspondente ao movimento
classico. A unidade de comprimento natural no regime Hall é o comprimento magnético

¢ = |¢B|~"/2. Dessa forma introduzimos os operadores escada

1
@ =——=(P,+i0P,),
V/2m|w| (3.4)
1 :
it =——— (P, —ioP)

vV 2m|w|

que obedecem a relagao de comutacao [a,a’] = 1. Nesses termos, escrevemos o operador

Hamiltoniano como

- 1 D
H ATA - * '
<a a+ ) lw| + - (3.5)
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Assim o movimento no plano z-y se transformou num oscilador harmonico unidimensional
acompanhado de um movimento livre na direcao z. Segue que os autovalores de energia

sao dados por

1 k
k. =|n+=)|w £ 3.6
o= (4 5) ol 55 (3.6)
onden =0,1,2,... e k, tem valor real. Notamos que esses autovalores sao independen-

tes tanto da direcao de revolucao quanto do centro das orbitas do movimento classico
correspondente. Temos também uma independéncia da energia em relacao ao autovalor
k, da componente p, do operador momentum, portanto existem degenerescéncias. Para
escrever as funcoes de onda, devemos lembrar que p, comuta com a Hamiltoniana. Logo

podemos usar o ansatz
\Ij<x7y) = eikyy¢n(x - (L’()) ) (37)

onde ¢,, sdo autofuncoes do oscilador harmonico e zy = k,/mw é o centro da érbita. Em
resumo, o estado da particula é caracterizado por dois ntiimeros quanticos n e k,. Cada

conjunto de funcoes de onda para um mesmo n é conhecido como nivel de Landau.

3.3 Analogos dos niveis de Landau para particulas
neutras

Nesta secao apresentamos a quantizacao de Landau para particulas neutras polariza-
das. Fazemos uso da idéia de Ericsson e Sjoqvist [19], que se basearam na intera¢ao do
efeito Aharonov—Casher onde uma particula neutra interage com um campo elétrico via
momento de dipolo magnético. Calculamos os niveis de energia e as fungoes de onda para
os sistemas de uma particula neutra com momento de dipolo elétrico na presenca de um

campo magnético.

3.3.1 Niveis de Landau para o dipolo magnético

Consideremos um sistema formado por uma particula neutra, com momento de dipolo
magnético permanente, que se move na presenca de um campo elétrico. Podemos obter
uma quantizagao analoga aos niveis de Landau se condic¢oes precisas na configuracao de
campo e dipolo forem obedecidas [19]. Nosso objetivo é encontrar os niveis de energia e
explicitar suas degenerescéncias, bem como escrever as fungoes de onda. Esse sistema é
descrito, no limite nao-relativistico [58], pela Hamiltoniana

1
oM

— — -1 [j’ -1
H — EY+ L _V.FE .
(p— pii x E) tog Y E (3.8)
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onde i é a intensidade do momento de dipolo magnético e 77 é um vetor unitario que
define a orientacao do dipolo, de modo que ji = pu7i. A Hamiltoniana (3.8) apresenta uma
certa analogia ao acoplamento minimo de uma particula carregada na presenca de um

campo magnético. Dessa forma, por analogia, definimos o potencial vetor efetivo
Apc =7 x E . (3.9)

Por conveniéncia, escolhemos o gauge simétrico

fYAC = %Téd) y (310)

onde p, ¢ uma densidade volumétrica de cargas elétricas. O campo elétrico, se conside-
rarmos 7 = &, é dado por

E= %rér . (3.11)

Definimos entao o campo magnético assiciado, dado por
BAC =V x AAC = peéz . (312)

Notamos que o campo magnético associado Bac ¢ homogéneo. Essa configuracao de
campo, com o movimento da particula restrito ao plano z-y, satisfaz as condigoes para
que ocorra um analogo dos niveis de Landau. Essas condi¢oes, demonstradas em [19], sao:
EAC uniforme, auséncia de torque sobre a particula e regime da eletrostatica 8tE =0e

V x E = 0. Assim todas essas condigoes sao satisfeitas.

Usando a configuragao de campo (3.10) e (3.11), escrevemos a equacao de Schrodinger

para o sistema, em coordenadas cilindricas, na forma

1 [10 0 1 02 iw O Muw?
L [;5 (ai) +_%} St e 5=, (3.13)

onde definimos a freqiiéncia ciclotronica, dada por

W= owac = a% : (3.14)

com ¢ = = rotulando a direcao de revolucao do movimento cléssico. Visto que a equagao

(3.13) nao depende explicitamente de ¢, usamos o seguinte ansatz para a solucao
Y =e“R(r), (3.15)

onde ¢ é um numero inteiro. Dessa forma, escrevemos a equacao de Schrodinger radial na
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forma

1 , 1 m? Mwic 5 olwac  owac o
2M<R +7“R T‘2R +1 €& 3 rT+ 5 5 R=0. (3.16)

Com o intuito de reescrever a equagao (3.16) acima numa forma mais conveniente, reali-

zamos a seguinte mudanga de coordenadas

M
¢ = %ﬁ . (3.17)

Assim, a equacdo (3.16) é reescrita na forma

/! / g 62
_s - = 1
R +R+< 4+6 1€ R=0, (3.18)
onde definimos a quantidade ( )
& ol —1
6= e + 5 ) (3.19)

Estudando os limites assintéticos das solugoes da equagao (3.18), podemos escrever a

solugao na forma
R(&) = e 2¢172¢(¢) . (3.20)

Notemos que (3.18) tem a forma da equacao hipergeométrica degenerada, e é satisfeita

pela fungao ¢(¢) dada por

) +1
onde F' é a fungao hipergeométrica degenerada. Para que a fungao (3.21) seja finita, o
primeiro parametro deve ser um nimero inteiro nao-positivo. Dessa forma chegamos na
seguinte expressao para os autovalores de energia:

B [l ol o 1
5_<N+2 2+2+2 WAC (3.22)

onde N = 0,+1,4+2... e os valores de ¢ explicitam as degenerescéncias dos niveis de

Landau. As autofuncoes radiais sao escritas como

Ry(r) = LRS! [lelmmp xXp\ =2 )T F =N, [ + Loz (3.23)
onde
1
= = 24
a = aac Mone (3.24)

¢ a unidade de comprimento fundamental.

Os niveis de energia sao infinitamente degenerados e independem do centro das érbitas,
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mas dependem da diregao de revolucao das orbitas classicas.

3.3.2 Niveis de Landau para o dipolo elétrico

Agora nos concentramos na andlise de um andlogo dos niveis de Landau para a
dinamica quantica de um dipolo elétrico na presenca de um campo magnético externo. A
idéia aqui é similar ao approach apresentado em [19] e desenvolvido na segao anterior via
equagao de Schrodinger. Aqui usamos a interacao descrita pelo efeito He-McKellar—
Wilkens, onde um dipolo elétrico interage com um campo magnético, e descrevemos
um novo andalogo dos niveis de Landau. Consideramos um sistema formado por uma
particula neutra que possui momento de dipolo elétrico nao nulo d. Essa particula se
move na presenca de um campo magnético externo B. De maneira analoga ao caso do
dipolo magnético, sob algumas condicoes para a configuracao campo-dipolo temos uma
quantizacao similar a dos niveis de Landau. Consideremos entao um campo magnético
nao-usual

B= %nrér , (3.25)

onde py, é uma densidade de cargas magnéticas. Um arranjo de configuracao de campo
com um campo magnético cilindricamente radial é muito dificil de realizar experimental-
mente, devido o fato, a priori, de precisarmos de uma distribuicao de cargas magnéticas.
Entretanto, alguns autores afirmam que esse tipo de configuragao pode ser obtido expe-

rimentalmente em arranjos apresentados em [59, 60, 61].

A Hamiltoniana que descreve a dinamica quantica do dipolo elétrico, na presenca de

um campo elétrico externo é dada por

1
oM

d

H -
2M

(F+ dii x B)? V-B, (3.26)

onde d é a magnitude do dipolo elétrico e m é a sua orientacao, que por conveniéncia
escolhemos paralela ao eixo z com 77 = é,. Definimos entao o potencial vetor por Agmyw =

it x B. Usando a configuragao de campo (3.25), definimos o gauge simétrico
14' . pm —
HMW = 57T€ - (3.27)

Dessa forma obtemos um campo magnético associado ao potencial vetor (3.27) escrito
como

Notamos que d exerce o papel de uma constante de acoplamento [62]. Aqui estabelecemos
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as mesmas condigoes, definidas em [19], para existéncia dos niveis de Landau. A condigao
para auséncia de torque sobre o dipolo é satisfeita, na configuragao de campo estabelecida
acima, desque que a velocidade da particula seja nula na direcao do eixo z; i.e. 0 movi-
mento estd restrito ao plano z-y. As condigOes para magnetostatica e e EHMW uniforme
ja foram satisfeitas pela escolha do gauge. Entao escrevemos a equacao de Schrodinger
para o sistema

1 d

IVAhs d Anaw )2 — AR By =& . (3.29)

Substituindo os campos na equacao acima, em coordenadas cilindricas, temos que

1 [10 o 1 0% iwoy  Mw? woo

2M

206 8

onde definimos a freqiiéncia ciclotronica como

0| dpu|
M )

(3.31)

W = OWHMW =

onde 0 = =+ rotula a diregdo de revolugao do movimento cldssico. A equagao (3.30) é

resolvida usando o seguinte ansatz
Y = CeR(r) . (3.32)

onde ¢ é um numero inteiro e C' é uma constante de normalizagao. Logo, escrevemos a

equacao de Schrodinger radial na forma

1 P Muwiyvw o olwnaw — owiavw _
2M<R + R - SR)+ (€ v, D TN ) R=0.  (3.39)

Agora, aplicando uma mudanca de varidveis na equacao acima de modo que

M
¢ = wﬁ , (3.34)
a equacao (3.33) é reescrita na conveniente forma
(ER"+ R + —§+6—£ R=0 (3.35)
4 4 ’ ‘
onde definimos ( )
£ ol —1
= — . 3.36
b= 5 (3.36)
Assumindo que as autofuncoes radiais sao da forma
R(§) = e 2¢2¢(¢) (3.37)

que satisfaz os requerimentos assintéticos usuais e garante a nao-divergéncia na origem
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para o estado ligado, temos que

d*¢ dg
) O +1) =€ = —~( = :
e +0+ 1) =g G —1¢ =0 (339
onde v = (§ — WTH Encontramos entdo que a solu¢do da equacao (3.38) é a fungao
hipergeométrica degenerada definida por
(&) =F [ l(|+1,¢ . (3.39)

A fim de que as autofuncgoes sejam finitas, as series em (3.39) devem ser polinomios de
grau N, portanto

_5_ 10|+ 1
7= 2

Com essa condigao, encontramos valores discretos para energia, dados por

=N. (3.40)

e ol o 1

As autofuncoes radiais sao dadas por

1 (N Y\ g r?
RN’g = a1+‘€| l2|€|N||f|'2 exp —@ rHF —N, |€| + ]., ﬁ s (342)
onde
1
Q=4 —— 3.43
Mwinw (3.43)

é o comprimento fundamental.

Notamos que os niveis de energia sao infinitamente degenerados de maneira similar
aos niveis de Landau. Observamos a dependéncia dos autovalores de energia em relacao
a direcao de revolucao o, de maneira analoga ao que ocorre no caso do dipolo magnético,

porém em sentido oposto.

3.4 Quantizacao de Landau para dipolos elétricos in-
duzidos

Nesta secao, apresentamos o problema da construcao de um analogo dos niveis de Lan-
dau para dipolos elétricos, onde contornamos o inconveniente da configuracao de campo
gerado por uma densidade de cargas magnéticas. Para tal, nos baseamos na idéia de
Wei et al. [26] onde uma particula neutra tem um momento de dipolo elétrico induzido

por uma configuracao de campos magnético e elétrico cruzados. Arranjos desse tipo sao
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interessantes para o estudo de sistemas envolvendo atomos frios na presenca de campos

eletromagnéticos externos.

A dinamica quantica de dtomos frios na presenca de um campo eletromagnético pro-
mete novas possibilidade para o estudo de propriedades quanticas de sistemas de muitos
corpos. Esses sistemas podem ser facilmente controlados e manipulados por campos ele-
tromagnéticos. Os atomos frios sao entao candidatos ideais para o estudo de fenémenos
intrinsecamente quanticos. Nos ultimos anos, avancos na tecnologia de atomos frios tor-
nou possivel simular diversos efeitos de estado solido utilizando atomos neutros e técnicas
de dtica quantica [63, 64, 22]. Recentemente, foram desenvolvidas técnicas para simular o
comportamento de particulas carregadas em atomos neutros [22, 23, 24, 25]. Em resumo,
o estudo de sistemas que simulam sistemas fortemente interagentes para atomo frios tém

atraido muita atengao em anos recentes [17, 18].

Sistemas onde atomos com momento de dipolo elétrico na presencga de configuragoes
de campo eletromagnético apropriadas tém sido utilizados para investigar alguns efeitos
fisicos [65, 66, 67, 68]. O estudo de fases quanticas na dinamica de dipolos teve sua
origem com o efeito Aharonov—Casher [5] para dipolos magnéticos na presenga de um
campo elétrico externo. Um dual eletromagnético do efeito Aharonov—Casher foi estudado
independentemente por He e McKellar [10] e Wilkens [11], que investigaram a dinamica
quantica de um dipolo elétrico na presenca de um campo magnético gerado por uma
densidade de monopolos magnéticos. De fato, do estudo da dinamica de dipolos elétricos
podem surgir uma variedade de fenémenos que geram fases geométricas [10, 11, 26, 68,

69, 70] em diferentes configuragées dipolo-campos.

Considerando a interac¢ao descrita por Wei et al. [26], temos que uma particula neutra
com momento de dipolo induzido por uma configuracao de campos elétrico e magnético
cruzados apresenta um efeito de fase topoldgica similar ao efeito Aharonov—Bohm [2]. A
vantagem dessa configuracao, em relacao a do efeito He-McKellar-Wilkens, é a possibi-
lidade de sua realizacao experimental. Nossa proposta aqui é construir um andalogo dos
niveis de Landau para dipolos elétricos, usando a interacao descrita por Wei et al., sem o

inconveniente de um campo gerado por uma distribuigao de cargas magnéticas [21].
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3.4.1 O dipolo elétrico induzido

Aqui consideramos um sistema de atomos frios tratados como dipolos elétricos indu-

zidos. Esse sistema é submetido ao seguinte campo elétrico externo
E="Lre (3.44)

onde p é uma densidade uniforme de cargas. O sistema também é submetido a um campo
magnético externo

B = Byé. . (3.45)

A presenca dos campos induz um dipolo elétrico na particula dado por

d=a(E+7xB), (3.46)
onde « é a polarizabilidade dielétrica da particula e v é a sua velocidade. A Lagrangiana
que descreve o dipolo elétrico na presenca de uma configuragao de campos elétrico e

magnético externos é dada por

1 1- = -
L:§M172+§d-(E+v7>< B). (3.47)
Considerando que o momento de dipolo é induzido em atomos frios, usando (3.46) rees-

crevemos a Lagrangiana do sistema na forma
1 o2 Lo L3 =
LZE(M+04B)U +§04E +av-BXxE. (3.48)

O termo a@- B x E é conhecido como a energia de Rotgen e é responsavel pela modificacao
do momentum canoénico do sistema. O estudo desse termo e sua similaridade com o termo
de Chern—Simons tem sido largamente estudado [65]. Em um sistema similar, Zhang
[66] analisou a possibilidade de se testar a nao-comutatividade espacial. O estudo de
propriedades de dualidade foi realizado recentemente por Noronha e Wotzasek [71]. A
configuracao de campo requer que o sistema permaneca confinado em um plano e esse

fato é responsavel por sua analogia com a teoria Chern—Simons.

3.4.2 Analogo dos niveis de Landau

Aqui construimos um andalogo dos niveis de Landau para um dipolo elétrico induzido

num configuracao de campos elétrico e magnético, como descrito anteriormente. Nesse
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sentido, escrevemos a Hamiltoniana associada a esse sistema

- L2 1
H= o P+oalExB)| — 5ouE? : (3.49)
onde redefinimos a massa da particula
m* =M +aB? . (3.50)

Notamos a semelhanga de (3.50) com a Hamiltoniana de uma particula carregada mini-
mamente acoplada com um campo magnético externo. Usando esse fato, o potencial vetor
efetivo é definido como

Ag=E x B (3.51)

Fazendo uso da configuragao de campo apresentada anteriormente (3.44) e (3.45), obtemos

o seguinte potencial vetor efetivo

. B
A = —7“’)7»% . (3.52)

Entao definimos o campo magnético efetivo associado ao potencial vetor efetivo

But = V X Aeg = Bopé, . (3.53)

Para construir os niveis de Landau para o nosso sistema, seguimos o approach usado
em [19] onde condigoes precisas para o surgimento de niveis de Landau sao estabelecidas.
Na configuragao de campo escolhida, as condigoes para torque nulo, campos estaticos
e campo magnético efetivo uniforme sao plenamente satisfeitas se restringirmos o movi-
mento da particula ao plano z-y. Agora o problema se reduz a resolucao da equacao
de Schrodinger associada a (3.49). Entao, escrevemos a equacao de Schrodinger para o
sistema, em coordenadas cilindricas, na seguinte forma:

1 [10 [ oy 1 0%y iwdy  mw? m*2w?
o [F@ (a—> * —%] 206" 8 VT sam

2 99 2 r*p =&,  (3.54)

onde definimos a freqiiéncia ciclotronica

B
W= 220 (3.55)

m*

Agora, usamos o seguinte ansatz para solucao da equagao de Schrodinger
Y =e“R(r), (3.56)

onde ¢ é um numero inteiro. Dessa forma podemos reescrever a equacao (3.54) explicitando
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as autofuncoes radiais

1 1 m2 Mw? lw  m*w?
— (R"+=R — —R E— 2= 2VR=0. 3.57
QM( TR >+( s ' 2 saBZ (8:57)

Por conveniéncia, usamos a seguinte mudanca de varidvel

£="y2 (3.58)

Temos entao que a equagao (3.57) é reescrita na forma

7 / 55 £2 o
ER +R+(_Z+ﬁ_E)RO’ (3.59)

onde definimos as quantidades

, (3.60)
4aB3

m
5 )
m

Assumindo que as autofuncoes radiais sao da forma

R(¢) = e 212 (¢) (3.61)

que satisfaz os requerimentos assintéticos usuais e garante que os estados ligados sejam

finitos na origem, temos que

d*¢ d¢ -~
d—£2+[(!€|+1)—5€]d—5—7<—0, (3.62)
onde S0l 4 1
N=F— (| |2+ ) . (3.63)

A solugdo para a equagao (3.62) é a funcao hipergeométrica degenerada, dada por

(&) = F = [{[+1,0¢] . (3.64)

A fim de que as fungoes de onda sejam normalizaveis, as series em (3.64) devem ser

polinomios de grau N, portanto

11, (4+))

=N
b 9

B 5 (3.65)
onde N é um numero inteiro. Dessa condicao, obtemos valores discretos para a energia,
dados por

l 1 l
SN’g = (N + % + 5) ws + éw 3 (366)
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onde ws = dw. No limite & — 1 os autovalores sao dados por
l l
EN[:(N—FU—F—-F—)U). (3.67)

Notamos que esse limite é caracterizado por campos magnéticos intensos. As autofuncoes

radials sao escritas como

IR B (GRS or*\ o2
Ry = pEERT] {2|2|N!|g|!2 xpl =3 )" F | =N, (] + Lﬁ : (3.68)
onde
: (3.69)
a = )
m*w

é a unidade de comprimento fundamental.

3.5 Sumario e observacoes

Neste capitulo, obtemos os autovalores de energia e autofun¢oes para um sistema
formado por uma particula neutra com momento de dipolo elétrico na presenca de um
campo magnético externo. Demonstramos que a interacao do efeito He-McKellar-Wilkens
é responsavel pela quantizacao dos niveis de energia da particula, de maneira similar ao
que acontece no caso do dipolo magnético na presenca de um campo elétrico externo
descrito em [19]. De fato, podemos associar o espagamento entre os niveis de Landau
para dipolos elétricos e dipolo magnéticos se considerarmos transformagoes de dualidade
de Heaviside. Usamos a Hamiltoniana apresentada por Anandan [58] para descrever esse
sistema e resolvemos a equacao de Schrodinger associada. Com os avangos na tecnologia
de dtomos frios [63, 22], acreditamos que seja possivel simular esses efeitos aqui estudados.
Atomos de Rydbeg frios podem ser explorados como sistemas para um possivel teste para
os niveis de Landau para dipolos elétricos em configuracoes de campo magnético mais

realistas.

Com o intuito construir um andlogo dos niveis de Landau para dipolos elétricos numa
configuracao de campo mais realista, propomos o estudo da dinamica quantica de uma
particula neutra com momento de dipolo elétrico induzido devido a presenca de uma con-
figuragao de campos elétrico e magnético cruzados. Essa idéia foi baseada na configuragao
de campo descrita por Wei et al. [26]. No regime de campos magnéticos intensos, os niveis
de energia sao similares aos niveis de Landau. Baseados nesse fato, a possibilidade de um
analogo atomico dos niveis de Landau para o dipolo elétrico é apresentada de maneira

similar ao caso do dipolo magnético [19]. Esse estudo pode ser visto como um primeiro
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approach para investigar um analogo atomico para o efeito Hall quantico com dipolos

elétricos em atomos frios.
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4 Quebra das simetrias de
Lorentz via um background
eletromagnético

4.1 Introducao

Recentemente, alguns autores tém investigado a possibilidade da violagao das sime-
trias de Lorentz a partir da generalizacao do modelo padrao. Essa teoria é conhecida
como extensao do modelo padrao, que possui todas as propriedades convencionais porém
prevé a quebra das simetrias de Lorentz [31, 32, 33, 72]. Em resumo, essa teoria nos
fornece uma descricao quantitativa da violacao das simetrias de Lorentz, que é contro-
lada por um conjunto de coeficientes cujos valores devem ser determinados ou vinculados
pelos experimentos [36, 37, 38, 39]. Aqui estudamos o setor da eletrodindmica quéantica
na extensao minima do modelo padrao. Obtemos a eletrodinamica quantica estendida
restringindo a extensao minima do modelo padrao aos setores dos campos fermionico e de

gauge. Escrevemos entao o setor fermionico na forma
L= %\T/F”D,,\I! — MV (4.1)
onde as quantidades I'V e M sao definidas como

I ="+ My, + d" v, , (4.2)

1
M=m+d¢+yp+ §H’“’UW : (4.3)

Os parametros a, b, ¢, d e H sao valores esperados fixos de background dos campos
tensoriais que quebram as simetrias de Lorentz. O setor do campo de gauge é escrito na

forma

1 1
Ly=—F"Eu+ 50 F A+ (4.4)
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onde *F'" = %e“”p"FpU ¢ o tensor eletromagnético dual e v, ¢ um campo tensorial de

background.

Introduzida por Carroll, Field e Jackiw [40], a extensdo da eletrodinamica quantica
(4.4) ndo quebra a simetria de gauge da agao e das equagoes de movimento, mas modifica
as relacoes de dispersao para diferentes polarizagoes dos fotons. Nesse contexto, encontra-
mos algumas investigaces recentes na literatura, e.g. o mecanismo tipo Cerenkov, conhe-
cido como “radiacao Cerenkov no vécuo”, para testar a simetria de Lorentz [73], mudancas
no redshifts gravitacional para fétons de Maxwell-Chern—Simons polarizados de maneira
diferente [74], evidéncias da violacao das simetrias de Lorentz e CPT na medic¢ao da pola-
rizagao da radiagao césmica de fundo [75], extensoes supersimétricas [76], quebra do grupo
de Lorentz até o pequeno grupo associado com v,, [77], monopolos magnéticos induzindo

corrente elétrica [78], e discussoes sobre corregoes radiativas [79, 80, 81, 82, 83, 84, 85, 86].

Para complementar o exemplo da extensao da eletrodinamica quantica, temos novas

modificacoes para o modelo padrao do tipo
Loew = Wby F¥y, 0 . (4.5)

Esse acoplamento descreve a dinamica de uma particula neutra que se move na presenca
de um campo eletromagnético e de um parametro by constante que controla a violagao
das simetrias de Lorentz. Observamos que o termo introduzido na expressao (4.5) é
analogo a um acoplamento nao-minimo, e representa um background que é uma adaptacao
do termo tipo Chern—Simons (4.4) para a equagao de Dirac. Alguns estudos recentes
relacionados a esse background no contexto nao-relativistico sao encontrados na literatura,
e.g. acoplamento nao-minimo e implicagoes [41], fases geométricas [27], andlogos dos niveis

de Landau [28], e geragdo de momento magnético [87].

4.2 Acoplamento nao-minimo

Consideremos a equacao de Dirac com a presenca do acoplamento introduzido em
(4.5)
(i& 4 gbyt FMny, m)lll ~0. (4.6)

Entao reescrevemos a equacao (4.6) na forma explicita

(i + gbo7- B+ gb- Byo—g7- b x E) —m)¥ = 0. (4.7)
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Esse sistema descreve o movimento de uma particula neutra de spin 1/2 na presenca de
um background que determina a quebra das simetrias de Lorentz. Podemos reescrever a

equagao (4.7) acima numa forma compacta conveniente
0 = HV = [@- 7+ gb- B+ fm]V | (4.8)

onde definimos

7=—i(V+igh(b x E —hB)) . (4.9)

Calculamos o limite nao-relativistico para a teoria (4.9) acima descrita através da

transformagao de Foldy—Wouthuysen, onde minimizamos a parte impar (ou a parte par)

da Hamiltoniana. Segundo as referancias [27, 28], obtemos a seguinte Hamiltoniana néo-
relativistica de ordem 1/m:

i~ B[m . % (ﬁ v iﬁ)2+A0} , (4.10)

onde definimos o potencial vetor

A=gbx E— gbyB , (4.11)
e o potencial escalar
B o o mn gl o m . n
Ap = 5% [VX(be)]—sz-[vXB}JrgbB, (4.12)

onde

g O
4.13
O o > (4.13)

sao as matrizes de Pauli, com ¢ = (01,09, 03) ¢ O é a matriz 2 x 2 nula.

A Hamiltoniana (4.10) nao-relativistica descreve o movimento de férmions de quatro
componentes, sem carga, sob a influéncia de um parametro constante que controla a

violagao das simetrias de Lorentz na presenca de campos elétricos e magnéticos.

4.3 A fase geométrica em um background que viola
as simetrias de Lorentz

No estudo da dinamica quantica de particulas carregadas e neutras, na presenca de
campos eletromagnéticos, observamos diversos efeitos topoldogicos e geométricos. Podemos

citar o efeito Aharonov—Bohm [2] onde uma particula carregada, que contorna um longo
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e delgado solendide, adquire uma fase quantica topolégica em sua funcao de onda; mesmo
movendo-se numa regiao onde os campos externos sao nulos. Esse efeito foi observado
experimentalmente conforme consta nas referéncias (3, 4]. Posteriormente, Aharonov e
Casher [5] demonstraram que uma particula neutra magneticamente polarizada acumula
uma fase quantica geométrica em sua funcao de onda enquanto circula um fio carregado,
movendo-se em uma regiao livre de forgas externas. O efeito Aharonov—Casher foi ob-
servado em um interferometro de neutrons [6] e em um interferémetro atomico Ramsey
[7]. Um outro efeito geométrico foi proposto por He e McKellar [10], e Wilkens indepen-
dentemente [11], no qual uma particula neutra, que possui momento de dipolo elétrico,
adquire uma fase geométrica em sua funcao de onda ao circular em torno de uma linha
de monopolos magnéticos. Uma configuracao experimental simples e pratica para testar
o efeito He-McKellar—-Wilkens foi proposta por Wei et al. [26], sem o inconveniente do

campo gerado por monopolos magnéticos.

4.3.1 O modelo e o limite nao-relativistico

Estamos interessados em estudar a dinamica quantica de uma particula neutra de
spin 1/2, que possui momentos de dipolo magnético e elétrico ndao-nulos, que se move na
presenca de uma campo magnético externo e de um background que viola as simetrias de
Lorentz. O sistema que estamos interessados em estudar é descrito pela seguinte equagao

de Dirac:

1 .
(maﬂ + é,uaagFaB — %daag75Faﬁ + gva*Faﬂ%» — m>\II =0, (4.14)

onde i é a intensidade do momento dipolo magnético, d é a intensidade do momento de
dipolo elétrico, e g é uma constante de acoplamento relacionada ao termo que contém
U que é um quadri-vetor constante que determina uma direcao preferencial no espago-
tempo. O terceiro termo na equagao (4.14) acima é o termo tipo Chern—Simons adaptado
para a equacao de Dirac que viola explicitamente as simetrias de Lorentz e CPT. No
momento, estamos interessados apenas no estudo da influéncia do parametro v, sobre a
fase geométrica, mas epecificamente sobre os efeitos Aharonov—Casher e He-McKellar—
Wilkens. Através da introdugao de um tensor anti-simétrico de rank 2, definimos o tensor

intensidade de campo como

F" ={E,B}, F"=-F" 6 F%=-F",
FO=F F9= _Eijchk )
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0 —E' —E* —E°
W | EBY 0 -B* B
P = . (4.15)

E2 B® 0 -B

E3 —-B?* B! 0

O tensor intensidade de campo dual *F*” é obtido através da contracao de F*” com o

tensor unitdrio completamente antisimétrico (o tensor de Levi-Civita) e*7:
]_ — — — —
FM = §€”V'D0Fpa =F"(FE— B,B— —FE). (4.16)

As matrizes de Dirac sao definidas como segue:

i

o0i = =[%0% — VYol = iy = —la; ,

2 (4.17)
Oij = 5[%%‘ - %”Yi] =1V = €2,
e, por conveniéncia, escolhemos s, B e 7/ como
V5 = , =5 = ,
-1 O O -1
(4.18)

i O d
Y= . P
—o? O

onde O e 1 designam as matrizes 2 x 2 nula e identidade respectivamente, e ¢/ sao as
matrizes de Pauli que obedecem a relagao (c'c? + 0’0') = —2¢%. Dessa forma, podemos

reescrever a equagao (4.14) como

iv"8, 4+ p(id - E — % - B) —id(i@ - E — % - B)ys

—gB(vo(a - B) — -(ﬁxﬁ>+ﬁ.§)—m}xp:o, (4.19)

QL

onde vy e U sao respectivamente as componentes time-like e space-like do quadri-vetor v,,.

Agora definimos as matrizes de Dirac na representacao padrao

I O ¢ _» c O
a:57: ) Y= . )
O o

i-pi=( 7 "
O -¢ )

Assim a equagao (4.19) pode ser escrita na forma compacta

Q
)

00V =HV =[@-7+pull-B+dS-E + g0 B+ fm]V¥ , (4.20)
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onde 7 = —i(V + 3(uE — dB) +ig(0 x E — v,B)).

Neste ponto, queremos encontrar uma aproximacao nao-relativistica da nossa teoria.
Entéao, utilizamos a transformacao de Foldy—Wouthuysen para o spinor de Dirac [88]. Em

acordo com o trabalho [29], obtemos a seguinte Hamiltoniana nao-relativistica:

R R 1 /= 2
onde definimos
A= (uBS +g0) x E—df% x B — guoBB (4.22)
e
2 2 2 A A
ooz ATz pfe 2 dBe = 9B e - B
Ay = ——F - —B"———V-F+—V-B+2X. E
0 2m 2m 2mV * 2mV + 2m [V X (U )}
Pog o s s om e oo
—2mZ-[VxB}+uH-B+dZ-E+gv-B. (4.23)

A expressao (4.21) é a Hamiltoniana quantica nao-relativisitca para férmions de 4 com-
ponentes. Entretanto, para diversas aplicacoes em mecanica quantica, podemos escrever
(4.21) para férmions de 2 componentes, na forma
1 /- 2
H=— (v + ia) tap (4.24)
2m
que é semelhante na forma a interagao de uma particula carregada com os campos elétrico

e magnético minimamente acoplados a um campo de gauge nao-abeliano com potencial

a,, onde
2 2
lj’ 2 d n2 :u’ = o d = 3 g — = — -
= —FrF-—8B"-—V.-EF+—V-B+—0G- E
0 2m 2m 2mv + 2mv + 2m [V X (T )}
—?5-[§x§}+u5~§+dﬁ-ﬁ+gﬁ-§, (4.25)
m
e
G=ud x E—déx B+ gt x E— quyB , (4.26)

onde & = (01,09,03), 0; (1 = 1,2,3) sdo as matrizes 2 x 2 de Pauli. A Hamiltoniana
(4.24) descreve um sistema formado por uma particula neutra, que possui momentos
dipolo magnético e elétrico permanentes, na presenca de campos elétrico e magnético
externos e de uma quadri-vetor constante que viola as simetrias de Lorentz. Devemos
notar que esse sistema (4.24) é similar na forma a um sistema de uma particula carregada

na presenca de um campo magnético externo.
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4.3.2 Fases geométricas

Neste Ponto, estudamos a dinamica quantica nao-relativistica de uma particula neu-
tra, polarizada p # 0 e d # 0, sob influéncia dos termos que violam as simetrias de Lorentz
vo # 0 e U # 0. A equagao de Schrodinger para esse problema é escrita, de acordo com
(4.24), na forma

1 - — — — — 2
—2—<V+iu5x B —idé x B+igz7><E—igvoB> U=Ev. (4.27)
m

Para obtermos a fase quantica, usamos o ansatz ¥ = ¥ye?, onde ¥y é a funcao de onda da
particula livre, e ¢ é a fase que a funcao de onda da particula acumula devido a influéncia
dos campos externos e dos parametros que violam as simetrias de Lorentz. O phase shift
é calculado a partir da equagao (4.27) como uma variagao na agao cldssica do sistema, e
¢ dada por

¢:i]§[wxﬁ—daxE—gvoémﬁxﬁ}-dZ. (4.28)

Os dois primeiros termos da integral (4.28) acima representam a fase estudada por Anan-
dan [58], que s@o os efeitos Aharonov—Casher e He-McKellar-Wilkens respectivamente.
Os demais termos em (4.28) sao as contribuigoes dos parametros de violagao das simetiras

de Lorentz para a fase geométrica.

Devemos notar que a fase na expressao (4.28) ¢ escrita em termos das matrizes & de
Pauli. Entretanto, se considerarmos os campos no plano z-y, restard apenas os termos

que contém o3 [89]. Assim, encontramos a forma simplificada
¢21037{[u5xﬁ—dﬁx§]+1f{gﬁxE—Uogé].df, (4.29)

onde k é um vetor unitario na direcao do eixo z. A presenca de o3 na fase representa
os graus de liberdade de spin; entretanto, nosso interesse aqui é o estudo de algumas
aplicacoes em mecanica quantica nao-relativistica, e levamos em conta apenas a compo-

nente up do spinor. Entao definimos as quantidades ji = ,u/g, d = dk e a fase
gb:i%[ﬁxE—Jx§+gﬁxﬁ—gvoB]-dZ. (4.30)

Os dois primeiros termos na integral da expressao (4.30) acima estao de acordo com a

literatura [5, 10, 11]; os demais termos serao levados em consideragao a seguir.

Agora analisaremos alguns casos especiais. Primeiro, consideremos o caso onde temos

a auséncia de campo magnético externo B = 0 e auséncia de polarizacao elétrica d = 0.
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Temos entao a fase conhecida como efeito Aharonov—Casher
¢Aczi7{[ﬁxﬁ+gﬁx E]-di, (4.31)

onde a presenca do termo gu x E determina a correcao para a fase de Aharonov—Casher
devido a presenca do parametro de violacao das simetrias de Lorentz. Podemos escrever

a expessao (4.31) na seguinte forma:
dac = ijf(/\ﬁ x E)-dl (4.32)

onde M = [+ gv3]lg, se fizermos U = Uglg, ¢ o momento de dipolo magnético modi-
ficado pela componente space-like do parametro de violagao das simetrias de Lorentz.
Podemos notar que a presenca do parametro de quebra aumenta o momento de dipolo
da particula, introduzindo uma nova contribuicao para a fase de Aharonov—Casher. Essa
contribuicao poderia ser investigada usando interferometia de particulas neutras com mo-
mento de dipolo permanente, e observaria-se o aumento na magnitude da polarizabilidade
das particulas. Considerando uma configuracao de campo gerada por um fio homogenea-

mente carregado, paralelo ao eixo z,

o Ae
EF=—2¢,, 4.33
27T7“e ( )

onde A, é a densidade linear de carga no fio. Nessas condicoes calculamos a fase de
Aharonov—Casher com as correcoes devido a presenca do background que viola as simetrias

de Lorentz
dac = 17{(/\?1 x E)-dl =i(p + gus)Ae - (4.34)

O resultado (4.34) acima ¢ similar ao efeito Aharonov—Casher [5] com o acrescimo da
correcao gus\e advinda da parte space-like do quadri-vetor v* que viola as simetrias de

Lorentz.

De maneira equivalente, consideramos o caso onde o campo elétrico é nulo E= 0, que
corresponde a realizacao do efeito He-McKellar—Wilkens na presenca do background que

quebra as simetrias de Lorentz. Entao, podemos escrever a fase

onde o primeiro termo na fase (4.35) acima é o efeito He-McKellar—Wilken [10, 11], e a
contribuicao gvog ¢é o fator que determina a correcao devido a componente time-like do

paramentro de viola¢do das simetrias de Lorentz. Podemos reescrever a expressao (4.35)
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em outro forma usando o teorema de Stokes
bmvw = —i / / [v x (d x B) 4 guoV X é] d3, (4.36)
S

onde usando a identidade V x (d x B) = (B-V)d — (d-V)B + d(V - B) — B(V - d),
e devido a configuracao campo-diplo, com o dipolo orientado na direcao do eixo z e os
campos no plano z-y, o primeiro termo na integral da experessao (4.36) resume-se a lei

de Gauss V - B = \,,. Assim, reescrevemos a fase na forma

Prvw = —i//S {af(v - B) + guyV X é] -ds, (4.37)

onde podemos considerar um campo gerado por uma densidade de monopolos magnéticos.
O segundo termo na integral da expressao (4.37) representa uma densidade de corrente
elétrica estaciondria V x B = J. Portanto, podemos considerar uma configuragao onde o
campo magnético é gerado por um fio carregado com uma densidade linear de monopolos
magnéticos, paralelo ao eixo z, que conduz uma corrente elétrica. Escrevendo o campo
magnético na forma

Am J

B=1m 4 4.
27r7’er + 27rre¢ ’ (4.38)

caculamos a fase de He—-McKellar-Wilkens com as correcoes devido ao background que

viola as simetrias de Lorentz
Srnw = —i 7{ [cf x B+ gvoé] A7 = —i(dm + guoj) , (4.39)

onde A\, é uma densidade linear de carga magnética e j é uma densidade de corrente
elétrica. O resultado (4.39) é a fase He-McKellar—Wilkens com o acrescimo da corre¢ao
guoj advinda da parte time-like do quadri-vetor v* que controla a quebra das simetrias

de Lorentz.

4.4 Violagao das simetrias de Lorentz e um analogo
dos Niveis de Landau

Estudos recentes direcionados para a andlise da dinamica de particulas fermionicas
carregadas, em um campo eletromagnético externo, dentro do cenario da eletrodinamica
estendida que inclui os termos de quebra das simetrias de Lorentz, foram realizados por
diversos autores [90, 27, 28, 41, 76, 91]. Como um novo desenvolvimento desses estu-
dos, pretendemos investigar a dindmica quantica de uma particula neutra de spin 1/2 na

presenca de um campo eletromagnético, levando em conta a influéncia de um parametro
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constante que controla a violagao das simetrias de Lorentz. Baseados na idéia da extensao
do modelo padrao, iniciamos com um modelo onde um termo tipo Chern-Simons [40] é adi-
cionado a equacao de Dirac, termos esses que caracterizam um background que determina
uma direcao preferencial no espaco-tempo. Em seguida, consideramos a Hamiltoniana
nao-relativistica associada a esse sistema [27], que é obtida através da transformagao de

Foldy-Wouthuysen [88] para o spinor de Dirac.

Nosso principal objetivo nesta secao é obter uma quantizagao dos niveis de energia
para o sistema descrito acima, que serd tratada como um efeito andlogo aos niveis de
Landau [13], onde uma particula carregada se move na presenca de uma campo magnético
homogéneo. Para tal, adaptamos a ideia de Ericsson e Sjoqvist [19] para o nosso sistema
e escolhemos uma configuragao campos-particula onde os analogos dos niveis de Landau
podem ocorrer. Nosso interesse nesse estudo, vem da possibilidade da formulagao dos
niveis de Landau descrever muitos problemas como o efeito Hall quantico [14], superficies
bi-dimensionais [15, 16], excita¢bes de anyons em condensados de Bose-Einstein girantes
[17, 18], analogos da quantizagao em niveis de Landau para particulas neutras polarizadas

[19, 20, 21], entre outros sistemas.

4.4.1 Dinamica quantica e a quebra das simetrias de Lorentz

A dinAmica de uma particula neutra de spin 1/2 que se move na presenca de um
campo eletromagnético que envolve o parametro de quebra das simetrias de Lorentz é
descrito pela equacao de Dirac, com a adicao de um termo tipo Chern—Simons, como
segue:

(maﬂ + gua* F*Pryg — m)lll =0, (4.40)

onde g é uma constante de acoplamento, * F'* = %e”"p"F o € 0 tensor intensidade de campo

eletromagnético dual, e v* é um parametro constante que implementa a violacao das
simetrias de Lorentz dando uma direcao preferencial ao espaco-tempo. Por conveniéncia,
separamos o parametro v, em duas componentes, com vy sendo a parte time-like e U a
parte space-like. As matrizes de Dirac sao dadas por:

1 O , O o .

B=A"= . A= , .ot =p9", 4.41
¥ O 1 ¥ i O ¥ (4.41)
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onde O e 1 sao as matrizes 2 x 2 nula e unitaria respectivamente, e o; sao as matrizes de

Pauli que satisfazem a seguinte algebra:
V9" = ~"°] = 2i0™,
[Yiy? — A9i] = 2i0Y = i€iky,, (4.42)
{7 + 977"} =26
Ap6s essas breves definigoes, podemos escrever a equacao (4.40) na forma
[ify“@# — guo(7- B) + g7 - (0 x E) + (5 B)y° — m} T =0 (4.43)

ou, de maneira equivalente,

N ov
H\P:[&-ﬁ—g(U~B)+ﬁm}\P:iE, (4.44)
onde definimos 7@ = —i [6 + g((T % E)— Uoé)}. Conforme relatado anteriormente, vamos

obter um Hamiltoniano nao-relativistico associado a equagao (4.44); para tal, utilizamos
a aproximagcao de Foldy—Wouthuysen. De acordo com a referéncia [27], podemos escrever
a Hamiltoniana nao-relativistica associada na forma

[P (6 _ 16)2+a0 . (4.45)

2m

A expressao (4.45) acima é similar & Hamiltoniana que descreve a interagdo de uma
particula carregada minimamente acoplada com um campo de gauge Abeliano com po-

tencial a,. O potencial vetor ¢é escrito como

a= gux E — gvoé , (4.46)
e o potencial escalar como
g — =, — 3 gUO—» = = — =4
aoz%a'[VX(’UXE)]—%O"[VXB}—FQU'B. (447)

A expressao (4.45) tem a mesma forma que a Hamiltoniana que descreve o movimento de
uma particula carregada na presenca de um campo magnético. Isso sugere a possibilidade

da construgao de modelos analogos aos niveis de Landau.

4.4.2 Analogo da quantizacao em niveis de Landau

Neste ponto, usaremos a Hamiltoniana nao-relativistica (4.45) para a construgao de

efeitos analogos aos niveis de Landau para particulas neutras, na presenca do campo ele-
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tromagnético e de um quadri-vetor constante que quebra as simetrias de Lorentz. Notamos
que a expressao (4.45) é similar na forma a uma Hamiltoniana que descreve o movimento
de uma particula carregada na presenca de um campo magnético externo. Nesse sentido,
sob certas condigoes, podemos construir niveis de energia quantizados de maneira analoga
a quantizagao de Landau [13]. Entao, podemos determinar alguns aspectos da natureza
do background que viola as simetrias de Lorentz investigando as propriedades das cons-
tantes de acoplamento. Desprezando os termos de segunda ordem nos campos, podemos

escrever (4.45) na forma

1 P LI A1 PV e
H:—[*— 5 x E B} Iz Wx(@xE)] -9 Vv xB], (448
5 [P~ 90U + guoB| + 5,770 [ (U )] 50 I ] (4.48)
onde p = —iV. Por conveniéncia, podemos assumir que os campos estao definidos no plano

z-y, entdo teremos apenas a component o da matriz de spin na expressao (4.48) [89].
Entretanto, visto que nosso interesse consiste em estudar alguns aspectos da mecanica
quantica nao-relativistica, restringimos o nosso sistema apenas para a componente up do

spinor. Entao, reescrevemos a Hamiltoniana (4.48) como

1 — — = =12 g_’ =, — — g’UO_’ = =4
H = [7— g0 x B+ guol| + 50k [Vx (@x B)] - 22k [V x B],  (4.49)

onde definimos k = (0,0, 1) é um vetor unitdrio orientado na diregao do eixo z.

A partir de agora, analisaremos separadamente as componentes time-like e space-like
do quadri-vetor v* = (vg,v"). A seguir construiremos niveis de Landau para ambos os

Casos.

O caso time-like

Se considerarmos apenas os termos time-like em (4.49), nos resta o seguinte modelo

= [+ guwB| 228 [9x B (4.50)

Sob certas condigoes para configuracao dos campos, particulas neutras podem apresen-
tar niveis de energia quantizados de maneira similar aos niveis de Landau para particulas
carregadas. As condigoes precisas para configuracao do sistema, para que os niveis de
Landau ocorram para particulas neutras, foram estabelecidos na referéncia [19]. Aqui,
adaptamos essas condi¢oes para um sistema descrito pela expressao (4.50), onde uma
particula neutra se move na presenca de um background que viola as simetrias de Lo-

rentz. Assim, o torque sobre a particula deve ser nulo, os campos devem ser estaticos e o
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L. . = (¢ — — — — .
“campo magnético efetivo” Béﬁ) =V x A® = V x B deve ser uniforme. Com a escolha
do gauge simétrico, essas condicoes sao satisfeitas se o movimento da particula estiver

restrito ao plano z-y. Entao escolhemos a seguinte configuracgao:

k=(0,0,1), .

At — = (—y,x,0),

[N

onde j é uma densidade de corrente elétrica. Entao, reescrevemos a Hamiltoniana (4.50)

na forma

+ M(L@ —-1), (4.52)

oL
2m 2

2
~ ~ miw - ~
P2+ P2+ (%) (22 + 37

onde

m .

wy = Slwg| =

(t)

, N . . A e . ~ ~ 2 (t A A A A ,
¢ a freqiiéncia ciclotronica, ¢ = & rotula a direcao de revolugao, e Lz’ = Tp, — yp, ¢

o operador momentum angular. Nesse caso, a unidade de comprimento natural é ¢; =
1-1/2
lguog| /2.
Visto que as coordenadas da posicao e do momentum obedecem as relagoes de co-
mutagao

[Z,0.) =1, [9,0)] =1, [2,0y]=10,P:]=0, (4.54)

i L [Vmled, o (—ishs = By)
a = —= (—sz +iy) + ;
V2 2 /m|wyl
- (4.55)
. he—
it = — m|wt|(—<:%— ) {isp: —by) :
V2 | 2 v m|w]

que satisfazem a relagao [, a'] = 1. Dessa forma, escrevemos a Hamiltoniana (4.52) na
forma compacta

- 1
HY = |w| {dTa + 5(1 _ g)} : (4.56)

da qual obtemos um analogo do espectro de energia de Landau para o caso time-like

1
EJ(\?) = |:N+ 5(1 —§):| |Wt| ) N = 071727"' (457)
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Para obter o espectro degenerado, introduzimos os operadores escada associados

Co L [Wmled (i +y)
b = — (=& —19) + ———=2| ,
vl e Vi (4.58)
i L[ vmlw], . (isps + Dy)
= — 2 (=T +1ig) + —F—==| ,
V2| v mlwl
com [l;, BT] = 1. O operador momentum angular pode ser escrito como
LY = afa —b'p, (4.59)
onde dessa forma temos que
me = (N —n) (4.60)

g

é o autovalor do operador L;’, e n é o autovalor de b'h. Entdo, escrevemos o andlogo dos

niveis de energia degenerados de Landau

1
E®Q  — lndmpt=(1—)]|w], (4.61)

n,myg 2

onde my explicita as degenerecéncias dos estados.

As autofuncoes do estado fundamental na representacao Cartesiana, \Il(()%(:c,y) =

(x,y]0,0), podem ser obtidas se considerarmos as seguintes propriedades dos operado-

res de aniquilagao

(z,ylal0,0) = 0,

) (4.62)
(,y[b0,0) = 0.

Resolvendo o sistema de equagoes diferenciais (4.62), obtemos as autofun¢oes normaliza-
das para o estado fundamental

1 a:2+y2

A (4.63)

Waole,y) = o=
t

Os estados excitados podem ser calculados com a aplicacao dos operadores de criagao,

IN,0) = (N)"2@hNo,0),

) (4.64)
IN,n) = (n))"2(b")"|N,0) .
Visto que \1153?”(9;, y) = (z,y|N,n), escrevemos
(;T n(atyntme
‘Ilglt,)mz(x7 ): <{L‘,y|( ) (CL) |070> 7 (465)

(n +my)!n!
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que é um conjunto de autofungoes associadas aos autovalores de energia E](\?) =[N+1(1—

<)ol
Caso space-like

Da mesma forma, considerando apenas os termos space-like na Hamiltoniana (4.49) e
escolhendo uma direcao preferencial no espaco tempo U = w37, onde 77 é um vetor unitario,

temos a Hamiltoniana para esse caso

1. L o2 g e
H——[ —gu3n><E} + L5 [Vx@xE). (4.66)

- 2m 2m

De maneira analoga ao caso anterior, adaptamos as condigoes para a existéncia da quan-
tizacao andloga aos niveis de Landau para o caso space-like. As condigOes para torque
nulo, campos estaticos e campo magnético efetivo BC({ST) =V x A® = V x il x E uniforme,

sao satisfeitas com a escolha da configuragao
(4.67)

onde p, ¢ uma densidade de carga elétrica, e com o movimento da particula restrito ao

plano z-y. Entao, escrevemos a Hamiltoniana (4.66) na forma

‘ 1 mws)\” Slws| (s
H® = — | p2 4 p? —_— 24+ - ==L —1 4.68
e (M) @) | - EY -y, @)
onde
U3 Pe
ws = Slwg| = lgvspel (4.69)
m
é a frequéncia ciclotronica, e
LY = ip, — §ps (4.70)
é o operador momentum angular. Aqui o comprimento fundamental é £, = |gupe| /2.

Nesse caso, as coordenadas da posicao e do momentum obedecem as relacoes de comutacao
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(4.54), assim podemos construir os operadores escada e operadores escada associados

~ 1 | m|ws| - s A (igﬁz - ﬁy)
o@ = — |—kT+1iy) + —F———| .
\/5 I 2 ( y) /m‘wsl
S VA VO O G e 1)
V2| 2 Vmlw |
- (4.71)
7 1 m’ws’ : (Kﬁx +}3 )
b = — ¢t — i) + ———=22 |
\/§ I 2 ( y) /m|ws|
it 1 V m’ws’ o FPN (_igﬁa} +ﬁy)
b= —= (€& +1f) + ———"|
ARE i
que obedecem as relacdes de comutacdo [a,al] = 1, [b,b1] = 1. Entdo escrevemos a
Hamiltoniana (4.68) na forma compacta
7 6) ate 4 1
HY = w| |a'a + 5(1 +9)| (4.72)
e o operador momentum angula como
LY =bTb—afa . (4.73)
Assim obtemos o espectro de energia na forma
EY = N+ la 4.74
0= [V 5049 il (.74
e o espectro do momentum angular
me=mn—N . (4.75)

Entao, como N = n — my, escrevemos explicitamente as degenerecéncias dos niveis de
energia

1
B, = [n—mp+ (149wl (4.76)

As autofuncoes do estado fundamental podem ser calculadas, da mesma forma que no

caso time-like, usando as propriedade dos operadores de aniquilacao

(z,ylal0,0) = 0,

) (4.77)
{z,y[b0,0) = 0.
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Resolvendo o sistema de equacoes diferenciais, encontramos as autofungoes normalizadas

para o estado fundamental no caso space-like

) 1 _a?4y?

1S x,y) = ——e 4.78
0,0( y) o 0 ( )
e usando as propriedades dos operadores de criagao

IN,0) = (N)"2@hNpo,0),

R (4.79)
IN,n) = (n!)"2(b")"|N,0)
encontramos os estados excitados
bh)m (a0, 0
‘I’S’,)mz( 7 ): (x,y|( ) (CI,) | ) > ’ (480)

(n + my)!n!
que é um conjunto de autoestados associados aos niveis de energia E](VS) = [N+1(14<)]|ws|.

Como relatado anteriormente, um dos nossos interesses é tentar caracterizar propri-
edades fisicas do background que viola as simetrias de Lorentz. Nesse sentido, podemos
entender a constante de acoplamento time-like guvy como uma espécie de “carga” gerada
pela presenca do background. Entao, identificando ¢ = gvg, onde ¢ é uma carga elétrica
pontual, encontramos um comportamento fisico dual aos niveis de Landau original [13]
onde uma particula carregada apresenta niveis de energia quantizados ao mover-se na
presenca de um campo magnético homogeéeneo. No caso space-like, podemos identificar a
constante de acoplamento guz com uma polarizacao magnética induzida pela presenca do
background. Assim, identificando p = gvs, temos um sistema dual aos niveis de Landau—
Aharonov—Casher [19, 20] onde uma particula neutra, que possui momento de dipolo
magnético, se move na presenca de um campo elétrico externo e apresenta um espectro

de energia quantizado.

4.4.3 Comentario sobre mecanica quantica supersimétrica

Mudando totalmente o foco de nossa discussao, aqui fazemos um breve comentario
que visa esclarecer uma certa questao. A dependéncia dos niveis de energia na direcao de
rotacao ciclotronica pode ser entendida em termos de supersimetria [92]. Sugerimos que

o rétulo ¢ = &+ seja o autovalor de um certo operador 7 e introduzimos a supercarga

Q" = fa', (4.81)
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onde f e fT sdo os operadores de aniquilacdo e criacio fermionicos, e @ e a' sdo os
operadores de aniquilacao criacao bosonicos. Entao, () cria um fermion e destroi um
boson, e QF faz a operacao inversa. No caso time-like, os operadores escada fermidnicos

obedecem as relagoes
=5, ALfYy=1, Ji=/1=0. (4.82)
Dessa forma, podemos reescrever a Hamiltoniana (4.56) como
A = ] (QQ1 +Q1Q) = | (aa+ f1f) - (4.83)

Portanto, definimos os operadores ntimero bosonico e fermiénico como afa e f7f = %(1 —
7), e obtemos os respectivos autovalores Ng = N e Ny = £(1—¢). De maneira semelhante,

no caso space-like definimos os operadores escada fermionicos que satisfazem as relagoes

onde novamente ¢ = + é o autovalor do operador 7. Da mesma forma, podemos reescrever
a Hamiltoniana do caso space-like em termo dos operadores niimero bosonico e fermionico

definidos respectivamente por a'a e fT f = %(1 — T), com seus respectivos autovalores
NB:NGNF:%(l‘i‘g)

4.5 Sumario e observacoes

Investigamos a possibilidade da violagao das simetrias de Lorentz em termos da ex-
tensao do modelo padrao. Estudamos alguns sistemas onde uma particula neutra de spin
meio se move na presenc¢a de um background eletromagnético que viola as simetrias de
Lorentz, controlado por um 4-vetor constante. O parametro de quebra das simetrias de
Lorentz pode ser entendido como um agente que quebra a isotropia do vacuo, em outras

palavras, pode ser visto como um tipo de “éter”.

Nesse sentido, estudamos o movimento quantico nao-relativistico de uma particula
neutra na presenca de um campo eletromagnético e de um background de natureza ele-
tromagnética que viola as simetrias de Lorentz. Demonstramos que o parametro que
controla a violagao das simetrias de Lorentz modifica os efeitos de fase geométrica. O
efeito Aharonov—Casher foi investigado nesse modelo, e demonstramos que a presenca do
background contribui para aumentar magnitude do dipolo magnético, ou simplesmente

induzir uma polarizacao na particula. O efeito He-Mckellar-Wilkens também foi inves-
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tigado nesse contexto, e demonstramos o surgimento de uma densidade corrente elétrica

estacionaria que contribui para a fase.

Impondo algumas condicoes para configuracao dos campos, obtemos um espectro de
energia quantizado para os casos space-like e time-like, de maneira similar a quantizacao
de Landau para particulas carregadas na presenca de um campo magnético homogéneo
[13]. Para tentar caracterizar a natureza fisica do background, supomos que ele pola-
riza a particula neutra; e assim, em um experimento hipotético, poderiamos mensurar o

background analisando mudancas na polarizacao das particulas.
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5 Mecdanica quantica
nao-comutativa

5.1 Introducao

O estudo de teorias no espago nao-comutativo, motivado pela teoria de cordas [43, 44],
tem atraido muito interesse em diversas dreas da fisica [93], como um outro mecanismo
para a quebra da invariancia de Lorentz. A teoria de campos nao-comutativa esté rela-
cionada a M-theory [94], gravitacdo quantica [95], e efeito Hall quantico [96, 97, 98]. Em
mecanica quantica, um grande nimero de problemas tém sido investigados no espaco nao-
comutativo [99]. Alguns resultados importantes estao relacionados a fases geométricas,
e.g. o efeito Aharonov—Bohm [100, 101, 102, 103], o efeito Aharonov—Casher [89, 104],
a fase de Berry quantica [105, 106], os niveis de Landau [107, 108, 109], e outros que

envolvem dinamica de dipolos [110].

Define-se o espaco-tempo nao-comutativo substituindo-se as coordenadas ' do espaco-
tempo por operadores Hermitianos (denotados %) que obedecem as seguintes relagoes de

comutacao

(27, 27] = i0% | (5.1)

onde #% ¢ um tensor antissimétrico que pode ser constante, uma funcao somente das
coordenadas da posicao ¢, ou uma funcao tanto das coordenadas da posicao &' quanto
do momentum p°. No primeiro caso, os operadores &' definem essencialmente uma algebra
de Heisenberg. Essa idéia nao ¢ nova, remonta aos anos de 1930 e é atribuida ao préprio
Heisenberg. A primeira realizacao fenomenolégica dessa idéia foi realizada por Peierls,
que a aplicou a sistemas eletronicos nao-relativisticos na presenga de campos magnéticos
externos; o que ficou conhecido como substituigdo de Peierls [111]. Porém, o primeiro

artigo com uma andlise sistematica do assunto s veio com Snyder em 1947 [112].

Um toy model dessa realizagao vem de fazer 6%, na relagao de comutagao (5.1), uma

constante real. Nesse caso 0% exerce um papel completamente andlogo ao da constante
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de Planck! % na relagao de comutagao do espago de fase quantico [2°,p’] = ihd”. Em

particular, existe uma relacao de incerteza no espaco-tempo

Ax'Az? > =|07] (5.2)

1
2
o que implica que |#*| é a medida da menor porgao de drea observdvel no plano-ij. Isto nos
déd um limite para a resolugao na qual se pode investigar o espago tempo, e entao temos
uma compreensao da estrutura de curta-distancia do espago-tempo. O espago-tempo

torna-se “confuso” em pequenas distancias, e nao existe mais qualquer nocao definida de

ponto.

5.2 Campos magnéticos intensos

Nesta secao descrevemos como nocoes fundamentais de teoria de campos nao-comu-
tativa surgem de um dos problemas mais simples em fisica, conhecido como a mecanica
quantica do movimento em duas dimensoes de uma particula carregada, sob a influéncia de
uma campo magnético constante, aplicado perpendicularmente ao plano do movimento.

Denotamos a posicao e a velocidade da particula por
F=(x,y), =7, (5.3)

e 0 campo magnético externo constante por B= By(0,0,1). Consideremos entao o gauge

onde o potencial vetor correspondente é escrito na forma
onde B=V x A. A Lagrangiana que governa esse movimento é dada por
| I .
L= 5mu +ev- A(r) - V(r), (5.5)

onde e ¢ a carga e V ¢é a auto-energia da particula devido sua interacao com uma impureza
que é introduzida dentro do sistema. Fazemos a quantizacao canonica desse sistema de
maneira usual, como visto no capitulo 3, e obtemos o Hamiltoniano

T2

H= -+ V(i) (5.6)

onde Il = mv' = p'— eA(7) é o momento cinemético invariante de gauge, enquanto p’ é o

momentum canonico. Na auséncia de interacoes, V = 0, os auto-valores de energia do

Devemos lembrar que por convencao fazemos & = ¢ = 1 em toda extensdo deste texto.
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Hamiltoniano (5.6) sdo os niveis de Landau

1
5:(n+§>w, n=0,1,2,..., (5.7)
onde
BBO

é a freqiiéncia ciclotronica das orbitas classicas da particula carregada na presenca do

campo magnético. O espacamento entre os niveis de Landau é constante e dado por

1

Para ver como o espaco de coordenadas nao-comutativo surge, consideramos o limite
de campo intenso By — oo, i.e. o regime energético onde By > m, ou de maneira
equivalente podemos tomar o limite de massa pequena da particula m — 0. Nesse limite

a Lagrangiana (5.5) se reduz a
L ™% Ly=eByxy—V(z,y) . (5.10)

A Lagrangiana (5.10) acima é da forma pg — H(p,q), entao as coordenadas (eByz,y)
formam um par canonico e temos a seguinte relagao de comutacao
i

- 5.11
B (5.11)

[,y

Essa relagao também pode ser obtida formalmente a partir da relacao de comutacao

[, 1I,] = ieBy, tomando o limite By — oo, com a escolha do gauge simétrico ff(F) =
%BO (_yv .T) :

Examinemos entao o significado preciso do limite tomado acima. Visto que a fre-
qiiéncia ciclotronica (5.8) diverge no limite By — oo (ou m — 0), o espacamento (5.9)
entre os niveis de Landau torna-se infinito e o nivel n = 0 mais baixo desacopla-se de
todos os demais. Entao o limite de campo intenso projeta o sistema quantico sobre o
nivel de Landau mais baixo. Esse limite é de fato um redutor do espaco de fase. Visto
que a Lagrangiana reduzida (5.10) é de primeira ordem na derivada temporal, o que
efetivamente torna o espago de coordenadas em um espaco de fase. Em outras palavras,
o espaco de fase quadri-dimensional original degenera-se no espaco de configuracao bi-
dimensional. Portanto, podemos concluir que coordenadas nao-comutativas surgem em

sistemas eletronicos forcados a permanecer no nivel de Landau mais baixo.

Podemos escrever a relagao de comutagao (5.11) na forma (5.1) introduzida na segao
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anterior como

(2", 27] =167, (5.12)
onde os parametros 6% da nao-comutatividade sao dados por

g7 = Leij

5.13
el (513)

onde €7 é o tensor antisimétrico. O presente contexto é de fato o mesmo em que a
substitui¢do de Peierls foi originalmente realizada em 1933 [111]. Se introduzirmos uma
impureza, descrita por uma funcao potencial V', em um sistema eletrénico como em (5.10),
entao podemos calcular o shift de energia em primeira ordem em teoria de perturbacao,
devido a impureza, do nivel de Landau mais baixo tomando as componentes da posi¢ao

7= (x,y) em V(r) como varidveis ndo-comutativas.

5.3 Mecanica quantica nao-comutativa e o produto-x

Nesta se¢ao, discutiremos algumas conseqiiéncias da nao-comutatividade das coorde-
nadas no contexto da mecanica quantica nao-relativistica. A idéia aqui é mapear espaco
nao-comutativo no espaco comutativo usual, alterando a regra de multiplicacao desse

espaco. Um espago nao-comutativo possui a seguinte estrutura de coordenadas:

@49 = 69,
9] = 0, (5.14)
@] = 167,

como mencionado anteriormente na introducao, onde & e 4 sdao operadores?. Entretanto,
muitas vezes é preferivel trabalhar com o espaco comutativo usual com os efeitos da nao-
comutatividade implicitos nos calculos. Felizmente, existe uma maneira muito simples de
se realizar isso. Tudo o que precisamos fazer é redefinir a lei de multiplicacao das fungoes
das coordenadas do espaco adequadamente. A operagao que usaremos é conhecida como

produto-x (star ou Moyal), e é definida de acordo com seguinte a expressao:

(5.15)

F@0) — (7)) = e 500,0. ) £0/)9()

yi:,zj:m

onde f e g sao funcoes das coordenadas e 0% = fe¥ é uma matriz antissimétrica invertivel.

Com respeito a esse produto, um calculo elementar mostra que as coordenadas do espaco

2As coordenadas x' e p’ continuam obedecendo as relacoes de comutagao [z¢,27] = [p',p] = 0 e
[, p] = i6%



5.8 Mecanica quantica ndo-comutativa e o produto-x 52

z' obedecem a relagao de comutagao (5.14),
[27,27] = [2%,27), = 2" % 2? — 27 % 2" =i0" . (5.16)

Essa relacao serve apenas mostrar que o produto-x é correto, e motivar seu uso nesse
formalismo. Para uma derivacao do produto Moyal, induzida a partir das relagoes de

comutagao (5.14), ver por exemplo a referéncia [113].

5.3.1 Espacgo nao-comutativo

Mudando um pouco o enfoque, discutiremos como tratar sistemas de mecanica quan-
tica no espaco nao-comutativo. Em mecanica quantica, diversos problemas tém sido
investigados no espago nao-comutativo; como por exemplo, resultados relacionados a fases
geométricas [100, 101, 102, 114, 103, 104, 89] e outros que envolvem dinamica quéantica
de dipolos [110, 29, 30]. Iniciaremos entdo com um sistema formado por uma particula,
que se move em um plano nao-comutativo, sob a influéncia de um potencial V' (z). A
idéia é mapear o espaco nao-comutativo em um espaco comutativo usual, substituindo-se
o produto ordinario pelo produto-x. Logo, a equacao de Schrodinger independente do
tempo para esse sistema é escrita na forma

{ﬁ + V(x)] *U(x)=EV. (5.17)
2m
E facil verificar, a partir da rela¢ao (5.15), que o termo que contém p nao se altera sob a
operagao produto-x. Entretanto, o termo do potencial V' se transforma como segue:

i

Vi) W) = V) Ba) + 3 (-) Do+ DV ()07 G300 D ()

2
(5.18)
Agora, escrevemos 0,; como ip;, = 82:%, e tomamos a transformada de Fourier de V (z),
entao temos que
Dt <+ OV ()01, - G, () = / Y (R) (0 k) Uy dk . (5.19)

Somando sobre n em (5.18) obtemos que

V() U(z) = / R3O (1) 0 () d | (5.20)
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Agora usando a relacao de comutagao [p;, z;] = —id;;, obtemos que
i i i Lo i
V(") x¥(z') =V 2" — 506 p; | ¥(z') . (5.21)

O resultado (5.21) acima nos diz que, em mecanica quantica nado-comutativa, o produto-
pode ser substituido por um Bopp shifts [115]; i.e. o produto Moyal pode ser substituido

pelo produto ordinario apenas com a seguinte mudanca de coordenadas
i i Loy
= — 596 Dj - (5.22)

Entao, podemos mapear um sistema H (', p') no espago nao-comutativo em um H(z*, p')

no espaco comutativo usual da seguinte forma
N i i Lo i
H(',p') — H (2" — 596 i, 0, (5.23)

onde x' e p' sdo as coordenadas da posicao e do momentum na mecanica quantica usual.
Portanto, a relagao (5.23) define que o sistema é retratado no espago comutativo e os
efeitos da nao-comutatividade podem ser calculados a partir dos termos que contém o

parametro 6.

5.3.2 Espaco de fase nao-comutativo

Agora, consideremos o caso em que ambas as coordenadas posi¢ao-posi¢ao e momen-
tum-momentum nao comutam. Essa formulagao é conhecida como espaco de fase nao-
comutativo. Podemos citar como exemplo, de sistema quantico que exigem esse tipo de
formulacao, a estatistica de Bose—Einstein na mecanica quantica nao-comutativa. Neste

caso, os operadores 2 e p' obedecem as seguintes relacoes de comutacao

@27 = i6Y
] = 07, (5.24)
@' p] = iV,

onde 09 = feV e 0V = 0c sao tensores antissimétricos constantes. Aqui, de maneira

analoga a do espa¢o nao-comutativo, temos também um Bopp shifts

i S Y i Lo
H(#@'p') — H ()\x —ﬁQEJpj,)\p +ﬁ€€]x]’) , (5.25)
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onde A é um fator de escala. Portanto, para mapearmos os espacgo de fase nao-comutativo

no espaco comutativo, fazemos as seguintes substituicoes:

. , 1 .
¥ — At — ﬁQEZ]pj 5
(5.26)

O fator A estd sujeito ao seguinte vinculo [116] para satisfazer as relagoes de comutagao
(5.24):
0707 = 090 = 001 = 4 *(\* — 1)1, (5.27)

onde 1 é a matriz identidade. Se tomarmos os limites A =1 e § — 0, recuperamos o caso
do espaco nao-comutativo. Assim, podemos considerar espago nao-comutativo como um

caso particular do espacgo de fase nao-comutativo.

Nas secoes seguintes, faremos algumas aplicacoes dos conceitos de espago nao-comu-
tativo e espago de fase ndo-comutativo em sistemas quanticos como fases geométricas [29]

e niveis de Landau [30].

5.4 A fase de Anandan nao-comutativa

O estudo de fases geométricas teve inicio com Aharonov e Bohm, que demonstraram
que campos magnéticos alteram o estado da matéria mesmo em regices onde o campo é
nulo, porém com a presenga do potencial vetor [2]. Décadas depois, Aharonov e Casher
demonstraram que uma particula neutra, que possui momento de dipolo magnético per-
manente, a0 mover-se na presen¢a de um campo elétrico, acumula uma fase quantica em
sua fungao de onda, mesmo numa regiao livre de forgas externas [5]. He e McKellar [10],
e Wilkens [11] de maneira independente, previram a existéncia de uma fase quantica para
o sistema formado por uma particula neutra, que possui momento de dipolo elétrico per-
manente, enquanto circula uma linha formada por monopolos magnéticos. Uma proposta
simples e pratica de um esquema experimental para testar o efeito He-McKellar-Wilkens,
sem o inconveniente dos monopolos magnéticos, foi apresentada por Wei et al. [26]. Ou-
tros dois esquemas experimentais sdo propostos por Dowling et al. [9], bem como uma
descricao unificada dos trés efeitos acima citados, além da proposta de um novo efeito co-
nhecido como Aharonov-Bohm dual. A fase de Aharonov—Bohm dual pode ser calculada
levando-se em consideracao a dinamica quantica de um monopolo magnético na presenca

de um solendide elétrico [12].
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Um efeito tipo fase geométrica foi proposto por Anandan [58], o qual descreve um tra-
tamento covariante unificado e totalmente relativistico da interacao entre uma particula,
que possui ambos momentos de dipolo elétrico e magnético permanentes, e o campo
eletromagnético. Esse problema foi investigado, no contexto da mecanica quantica nao-

relativistica, por Anandan [52], e Furtado e de Lima Ribeiro [117].

Nesta secao, analisamos o efeito de fase quantica, proposto por Anandan, para uma
particula neutra permanentemente polarizada, com momentos de dipolo elétrico e mag-
nético, na presenca de campos elétricos e magnéticos externos, no espaco nao-comutativo
e no espago de fase nao-comutativo. Para tal, encontramos o limite nao-relativistico
dessa teoria, via transformagao de Foldy—Wouthuysen [88]. Estudamos também os efeitos
Aharonov—Casher e He-McKellar—-Wilkens, separadamente, no espago nao-comutativo e

espaco de fase nao comutativo.

5.4.1 Limite nao-relativistico

Agora consideremos a dinamica quantica relativistica de uma particula neutra de spin-
1/2, com momentos de dipolo elétrico e magnético nao nulos, que se move na presenca
de um campo eletromagnético externo. Esse sistema é descrito pela seguinte equagao de
Dirac

1 :
(i'y,ﬁ” + Eﬂ;o_aﬁFaﬁ — %dO'ag’}/g,Fa/B - m) v=0, (5.28)

onde p é a intensidade do momento de dipolo magnético e d a intensidade do momento
de dipolo elétrico. O sengundo e o terceiro termo na equacao (5.28) acima representam
a interacao do momento de dipolo magnético e momento de dipolo elétrico, respectiva-
mente, com o campo eletromagnético. Ndés usamos as seguintes convengoes para o tensor

intensidade de campo e matrizes de Dirac [118§]

F" ={E,B}, F"=-F",
| | ) (5.29)

F° = FE", FY = —GijkBk ;

[ 0 B —Ev —E |
E* 0 —-B* BY
Fhv o 0 e | (5.30)

E* —-BY DB” 0
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1
2
l

2

ooi = =[10% — VYol = oy = —la; ,

(5.31)

Oij = [%”Yj - ’Yj%'] =1y = €2,

e por conveniéncia, escolhemos 75 como [119]

O -1
%= ( S ) , (532

onde O e 1 sao as matrizes nula e identidade 2 x 2, respectivamente. Dessa forma,

podemos reescrever a equacao (5.28) como segue:

— —

[iy“aﬂ+u(i&-ﬁ—2-§)—id(io?-ﬁ—i- )fyg,—m}\pzo, (5.33)

com as matrizes de Dirac dadas por

. 1 O . O o . O
= 0: s ]: y &: _’:
B =" <® _1> y (_Uj <D> By (5

e Q
~__—

(5.34)
- g O S o g O
Y= , H=pY= .
O 7 O -7
onde ¢/ sao as matrizes de Pauli que obedecem as seguintes relacoes olo? + 070t = —2¢%.
Entao, a equagao (5.33) pode ser escrita de maneira mais compacta como segue:
) T
lamzﬂxp:[w.a+uH-B+dH.E+5m]xp, (5.35)

onde 7 = —i(V + u GE — d 3B).

Agora que escrevemos a Hamiltoniana do sistema de maneira mais conveniente, calcu-
laremos o limite nao-relativistico através da transformacao de Foldy-Wouthuysen. Esse
¢ um método muito conveniente para descrever a interagao de uma particula relativistica
com uma campo externo, e para transicao para descricao semi-classica. A representacao
de Foldy—Wouthuysen promove a melhor opcao de transicao para o limite classico da

mecanica quantica relativistica [88]. Escrevemos a Hamiltoniana (5.35) na forma

A ~

H=03m+é&+0, (5.36)

onde é = pll- B+dIl- E and O = 7 - @ s@o os termos par e impar na Hamiltoniana, que
obedecem as relacoes €3 = 5é e O = —[F0. Nosso objetivo é minimizar a parte impar,

ou até mesmo fazé-la ir para zero. Entao, introduzimos a transformacao

H = &5(H —1i0)e™ (5.37)
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onde S é uma matriz Hermitiana. Assim, segue que
i 1

+ 571518, 15, Bml]] + ... .

~ A A 1 ~ ~ = A A A A
Para particulas nao-relativisticas na presenca do campo eletromagnético, a trans-
formacao de Foldy—Wouthuysen pode ser realizada definindo-se o operador S = —ﬁ BO,

0 que nos permite escrever

= fm+é+0, (5.38)

onde O é da ordem de ﬁ Calculamos a transformagao de segunda ordem fazendo a
escolha S/ = —ﬁ@@’ , 0 que nos leva a

H" =fm~+é+0", (5.39)

onde 0" ¢ da ordem de # Agora, a terceira aproximacio com S” = —ﬁﬁAOA” anula a

parte impar da expansao nao-relativistica. Finalmente, encontramos o resultado usual

. . A 1 1 4 1 4 4
H" =~ = —0? - —0" - —10, 10, 5.40
b+ d =4 (m 500 D50 em 000 Ga)
Depois de substituirmos € e O na equagcao (5.40) acima, considerando apenas os termos

até a ordem de %, obtemos a seguinte Hamiltoniana nao-relativistica

N N 1 . . _) 2 N2E2 d2§2
A" ~ ——( FidA(S % ) - -
ﬁ[m (V- (S x B +ad(E < B) - EE D
3. - dB = - Lo L
G G PG B i Brdii B (5.41)
2m 2m

A equagao (5.41) acima é a Hamiltoniana nao-relativistica para férmions de quatro com-
ponentes. Entretanto, para diversas aplicagoes a baixas energias, na mecanica quantica
nao-relativistica, consideramos apenas o spinor de duas componentes. Entao, escrevemos

(5.41) para férmions de duas componentes na seguinte forma

R 1 . 2E2 dzB’Q
H/” ~ m—% V—l(ﬁx )—|—1 ] om
— — d — — — -
—%VEJF%V B+ -B+d. (5.42)

onde i = puded = d#, e & = (01,02,03); onde o; (i = 1,2, 3) sio as matrizes de Pauli 2x 2.
A Hamiltoniana (5.42) descreve o sistema formado por uma particula neutra polarizada
de maneira permanente, com momentos de dipolo elétrico e magnético, na presenca de

campos elétrico e magnético. Diversos efeitos topolégicos podem ser investigados nesse
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contexto variando-se a configuracao dipolo-campo [10, 11, 26].

5.4.2 Fases geométricas

Consideremos a dinamica quantica nao-relativistica de um sistema de uma particula
descrito pela Hamiltoniana (5.42). Esse sistema pode descrever diversas situagoes fisicas
a depender da configuracao dipolo-campo; e.g. o efeito Aharonov—Casher quando p # 0 e
d = 0, o efeito He-McKellar—Wilkens quando p = 0 e d # 0, e a fase de Anandan no caso
geral onde p # 0 e d # 0. Por conveniéncia, escolhemos os campos elétrico e magnético,
nos quais a particula estd imersa, como sendo radiais em relacao a uma linha orientada
no eixo z. Para que nao existam forcas externas atuando na particula, escolhemos a
orientacao dos dipolos na dire¢ao do eixo z; i.e. os dipolos estao orientados perpendicu-
larmente aos campos. Novamente, com a intencao de elucidar algumas caracteristicas do
nosso sistema, reescrevemos a Hamiltoniana (5.42) na forma que segue:

H= —i (6 - ibi>2 Fby; (5.43)

aqui, a interacao entre a particula e os campos elétrico e magnético é similar aquela cuja
particula estd minimamente acoplada a um campo de gauge nao-Abeliano, com potencial
b, dado por

b = (ix B)—(dxB).
(5.44)
by = —— ——— V. E4

Os dois primeiros termos em by podem ser considerados como potenciais externos, e nao
contribuem para o estudo de fases geométricas [26]. Devemos observar também, que o
potencial by representa uma influéncia local na funcao de onda; porém, nosso interesse é o
estudo de estados assintoticos. Portanto, nao devemos considerar esses termos quadraticos
nos campos, pois representam apenas efeitos locais. Outra demonstragao de que os ter-
mos da ordem de O(E?) e O(B2) podem ser desprezados, para os calculos de efeitos de
fases geométricas, foi realizada por Anandan [52]. Por conveniéncia, assumimos que o
movimento da particula ¢é restrito ao plano z-y, e que os campos sao radiais podendo ser

gerados por linhas de cargas elétricas e magnéticas distribuidas ao longo do eixo z.

O ponto principal na discussao sobre fases geométricas é que os termos na parte
dinamica da Hamiltoniana nao implicam na acao de nenhuma forca sobre a particula,

nao gerando assim nenhum efeito no contexto da fisica classica. Entretanto, em mecanica
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quantica esses termos afetam a funcao de onda da particula atribuindo a ela uma fase

geométrica. Para obter essa fase geométrica, usamos o seguinte ansatz
U = Vpe? (5.45)

onde ¥, é a solucao para equacao da particula livre, e ¢ é a diferenca de fase acumulada
pela funcao de onda da particula, que é definida como uma variacao na acao classica.
Realizando o célculo da fase geométrica para o sistema descrito pela Hamiltoniana (5.43),

encontramos

¢:17§[(ﬁxﬁ)—(5x§)ydi. (5.46)
Esse resultado é conhecido como fase de Anandan [58], que é a generalizacao do efeito
Aharonov—Casher para particulas neutras com ambos momentos de dipolo elétrico e
magnético. E facil perceber que o primeiro termo da integral na equacao (5.46) é res-
ponsavel pela fase de Aharonov—Casher, e o segundo termo pela fase de He-McKellar—
Wilkens. Podemos recuperar o efeito Aharonov—Casher se considerarmos o caso em que

nao temos o momento de dipolo elétrico d = 0, logo recuperamos o resultado ja conhecido

Pac = i]{(,z x E)-dl. (5.47)

Da mesma forma, na auséncia de momento de dipolo magnético u = 0, temos a fase de

He-McKellar-Wilkens, com o resultado também conhecido
PaMW = —if(CfX B)-dr. (5.48)

Esses efeitos sao usualmente conhecidos como fases topoldgicas, mas segundo alguns au-
tores [56] o termo mais correto é fase geométrica. No caso comutativo essas fases sdo

nao-dispersivas, visto que nao dependem explicitamente da velocidade da particula [120].

5.4.3 Fases geométricas no espago nao-comutativo

Nosso interesse aqui é estudar as conseqiiéncias da nao-comutatividade das coordena-
das da posigao para a fase de Anandan (5.46). Para tal, procederemos de maneira usual,
definindo as coordenadas da posicao e do momentum como operadores 2 e p' que obe-
decem as relagoes de comutacao (5.14). Nesse contexto, consideraremos a Hamiltoniana
composta pelos termos da equacao (5.43) que contribuem para o efeito de fase geométrica,
conforme discutido anteriormente. Assim, nosso sistema formado por uma particula neu-
tra, que possui momentos de dipolo elétrico e magnético, na presenca de campos elétrico

e magnético externos, para o calculo de fase geométrica, é descrito pela Hamiltoniana que
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segue:
~i AL 1Ai = A\ _’_’AiQ
H(Z',p") = 5~ |p' = (E x E)(&) + (d x B)(@")| . (5.49)

Podemos mapear o espago nao-comutativo (2%, p) no espaco comutativo (z*,p’), substi-
tuindo o produto usual pela operagao produto-* (5.15), onde os efeitos da nao-comutati-
vidade das coordenadas podem ser calculados através dos termos que contém o parametro

0. Entao, escrevemos a equacao de Schrodinger independente do tempo na forma
H(x' p)xy =&V, (5.50)

onde £ é o autovalor de energia.

Em mecanica quantica nao-comutativa, de maneira geral, pode-se substituir o pro-
duto-* (5.15) por um Bopp shifts [115]. Logo, escrevemos a equagao de Schrédinger na

forma
H (a:z - 5«96“pj,pz> U =&V, (5.51)

onde 2! e p' sao as coordenadas da posicao e momentum na mecanica quantica usual.
Portanto, a equagao (5.51) é definida no espago comutativo usual, com os efeitos devido
a nao-comutatividade calculados através dos termos que comtém o parametro 6. Note
que, em mecanica quantica poderiamos tomar o parametro # como uma pertubacao,

considerando # < 1; porém, esse nao é um dos nossos interesses no momento.

Para o cédlculo da fase geométrica nao-comutativa, consideremos a equagao de Schro-

dinger para o nosso sistema descrito pela Hamiltoniana (5.49)
‘ Lo o L 72
— D' = (I x E)@")+(dx B)(")| »¥=EV. (5.52)

Agora, substituiremos o produto-x pelo produto usual utilizando um Bopp shifts nas
coordenadas da posicao z, i.e. faremos a mudanca de coordenadas de acordo com a

expressao (5.22) discutida anteriormente,
i i Loy
= — 596 Dj - (5.53)

Os campos F e B sao funcoes das coordenadas da posicio z' e também se transformam
de acordo com a relagao (5.22). Assim, os termos que contém os campos sao substituidos

COomo segue:

(5.54)
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onde k' sao os autovalores do operador momentum no espaco nao-comutativo, e é definido
como segue:

[P = (ix E)+ (dx B)]| ¥ = 5", (5.55)
onde k' = mv' e v’ é o gradiente oridndrio. As relagoes (5.55) podem ser obtidas na
mesma forma através de uma expansao em até primeira ordem em série de Taylor da
relagdo (5.15). Tomemos os caso do dipolo magnético (fi X E) como exemplo, aplicando
a operacao produto-x temos que

G By w)(a) = exp | 30900, | i x ) w(:)

Y=z2=x

Q

(i % B)U + %eija,-(ﬁ « B)o,0 | (5.56)
Da equagao (5.55) retiramos a relacao

OV =[k— (i x E)V, (5.57)
que substituida na equacdo (5.56) nos leva a primeira das relagoes (5.54). Da mesma

forma, podemos obter a relacao para o termo do dipolo elétrico.

Com base nas relagoes (5.54), escrevemos a e equagao de Schrodinger (5.52) na forma

que segue:

L0~ (A% B)ou(dx B)| w=gv.  (5.58)

Para calcular a fase geométrica no caso nao-comutativo, procedemos da maneira usual
e usamos o ansatz ¥ = Wye? como solucao da equacgio (5.58) acima, onde ¥, é a solugio
para a equacao de Schrodinger na auséncia de campos e ¢ é a fase geométrica nao-
comutativa. Explicitemos entao a fase de Anandan levando em conta a nao-comutativi-

dade das coordenadas espaciais

—(k — (d % B)):0p(d x B)]-dr . (5.59)

A primeira integral da fase (5.59) acima ¢é a fase de Anandan na mecéanica quéntica
comutativa, conforme o resultado (5.46) encontrado anteriormente. Os demais termos sao

corregoes devido a nao-comutatividade. No espaco comutativo tridimensional, definimos
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o vetor § = (61,65, 05) com 67 = €756, Entdo, reescrevemos a fase (5.59) na forma

+=m ¢ 0-[(dx B) x V(dx B);]d. (5.60)

A fase de Anandan nao-comutativa na forma (5.60) acima explicita sua dependéncia na
velocidade v da particula. Essa “dispersividade” é introduzida devido aos efeitos da nao-

comutatividade.

A seguir, analisaremos alguns limites interessantes para a fase de Anandan nao comu-

tativa (5.59), e.g. o efeito Aharonov—Casher e He-McKellar-Wilkens nao-comutativos.

5.4.4 FEfeito Aharonov—Casher nao-comutativo

Consideremos entao o caso, na equagao (5.59), no qual a particula apresenta apenas
momento de dipolo magnético u # 0, e d = 0. Nesse caso, obtemos a fase de Aharonov—

Casher nao-comutativa

— —

brc = ijf[,z < B+ %elmm — (i x B))o(ji x B - df . (5.61)

O primeiro termo da integral (5.61) acima é a fase de Aharonov—Casher usual na
mecanica quantica comutativa. O segundo termo da integral é a correcao devido a nao-co-
mutatividade das coordenadas espaciais. No espaco tri-dimensional comutativo, definimos

o vetor 6 = (61,65, 605) com 69 = €756, Entdo, reescrevemos a fase (5.61) na forma
pac = ij{(ﬁx E)-dl+ %mfé'- [7x V(ji x E)j]d¢
—~m ¢ 0-[(ix E)x V(ix E)]dl. (5.62)

A fase (5.62) acima é a mesma obtida em [103, 89] no caso relativistico. Note que esta é

uma fase geométrica dispersiva, visto que depende da velocidade da particula [120].

5.4.5 Efeito He—McKellar—Wilkens nao-comutativo

Outro efeito interessante é obtido, da equacao (5.59), considerando a auséncia de

dipolo magnético p = 0, com d # 0. Esse caso é o efeito He-McKelllar-Wilkens nao-
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comutativo, que escrevemos como segue:

brnew = —i 7{ (@ % B)+ 50 (s1 — (T x B))on(dx B)]-dl (5.63)

O primeiro termo na integral (5.63) é a fase de He McKellar-Wilkens usual na
mecanica quantica comutativa. O segundo termo na integral é a correcao devido a nao-
comutatividade. Da mesma forma que procedemos no caso da fase Aharonov—Casher
nao-comutativa, no espaco tri-dimensional comutativo, definimos o vetor = (01,05, 053)

com 0% = €7@, Reescrevemos a fase (5.63) na forma
rw = —if(ci‘x B).di— %ij- [ x V(d x B)jde
+%m]§5- [(dx B) x V(d x B);]dl . (5.64)
Nessa forma (5.64) explicitamos a dependéncia da fase de He-McKellar-Wilkens nao-

comutativa em relacao a velocidade da particula, o que demosntra que a nao-comutativi-

dade das coordenadas espaciais torna tal efeito uma fase dispersiva [120].

5.4.6 Fases geométricas no espaco de fase nao-comutativo

Neste ponto, discutiremos o problema da fase de Anandan nao-comutativa, exposto
anteriormente, com o adicional da nao-comutatividade dos momenta além das posicoes.
Essa formulagao é conhecida espaco de fase nao-comutativo. Nesse caso, substituimos as
coordenadas da posicao ¢ e do momentum p¢ por operadores Hermitianos 2% e p’, que

obedecem as relagoes de comutagao (5.24) como segue:

7,39 = 09
'] = 107, (5.65)
@' p] = 17,

onde 67 e 6”7 sao matrizes antisimétricas. Entao, escrevemos a equagao de Schrodinger

considerando apenas os termos que geram a fase geométrica

1 e L
- V—l(,uXE)—i—l(dXB)] w0 =EV . (5.66)

No espago de fase nao-comutativo, o produto-x pode ser substituido por um Bopp shifts
generalizado [115]. Nesse sentido, em mecéanica quéantica, podemos mapear o espago de

fase nao-comutativo no espaco de fase comutativo usual fazendo a seguinte mudanca nas
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coordenadas

A 1

r — At — —0Yp;
22
N "o 1 5 (5.67)
i R .
p p 2)\ CUJ ?

onde o fator de escala A é uma parametro arbitrario constante. Os campos dependem das
coordenadas espaciais e os termos que os contém também se transformam de acordo com

as relagoes (5.67) acima. Segue entao que

i

(AxE) — A x E)+ 550" (s = (F x E))0n(fi x E) |
L L : L L (5.68)
(dx B) — Xdx B)+ 59”“(@ —(d x B);))0m(d x B) .
Podemos reescrever a equagao de Schrodinger (5.66) na seguinte forma
1 = 1 N 2 L m R R
—% AV + 50”1'2- — 1)\(,& X E) + 591 (/ﬁ}l — (u X E)l)8m</,6 X E)
L 1 I L2
+iX(d x B) — ﬁelm(m —(dx B))On(dx B)| ¥ =&V . (5.69)

Redimensionamos a massa da particula, e reescrevemos a equacao (5.69) acima com uma

pequena e conveniente mudanca, como segue:

I 15 L i R L i - S
—5 [v a0 = G X B) + 550" (k0 — (i x B0 x E)
+i(d x B) — Q—Velm(m —(dx B))On(dx B)| ¥ =&V . (5.70)
onde m’ = m/A. Da mesma forma que na mecanica quantica comutativa, podemos

escrever a solugao da equagao (5.70) acima na forma
U = Ujexp(o) , (5.71)

onde Wy é a solu¢do da equacao de Schrodinger para uma particula de massa m' na
auséncia de campos externos, e ¢ é a fase geométrica de Anandan no espaco de fase

nao-comutativo. Encontramos entao tal fase, e a escrevemos na forma

—— ¢ Gg,de (5.72)

A expressao (5.72) acima apresenta uma contribuigao devido a fase geométrica no
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espaco comutativo, uma outra devido a correcoes do espago nao-comutativo, e mais uma
devido a correcoes do espaco de fase nao-comutativo. Assim, podemos escrever a expressao

acima como

¢ = ¢a + PrNC + PEFNC , (5.73)

onde ¢ é a fase de Anandan comutativa (5.46), ¢rnc é a contribuigdo devido a nao-
comutatividade das coordenadas espaciais, conforme a segunda integral da expressao
(5.59), e ¢rpnc € a contribuigdo devido a nado-comutatividade dos momenta. Assim,

escrevemos ¢rpnc ha forma

PEFNC = o ]{Q%jdg + N2 ?{[elm(/ﬁ — (fi X E)1)0m(ji x E)] - dl
1— N Im I B T B J
oz 0" (k1 — (d X B);)Opn(d x B)]-dl . (5.74)

A fase (5.74) acima também depende da velocidade da particula. O primeiro termo
em (5.74) é aparentemente similar ao spin factor que aparece na fungao de particao de
uma particula girante. A conexao entre esse spin factor e as fases geométricas foram
investigadas por Grundberg et al. [121] e Lévay [122]. Essa similaridade com o spin
factor e suas implicacoes fisicas nao sao objetos deste trabalho, mas poderao ser topicos

de futuras investigacoes.

5.5 Niveis de Landau no espaco nao-comutativo

Mudando um pouco o foco, estudaremos efeitos analogos aos niveis de Landau para
uma particula neutra, polarizada, na presenca de campos elétricos e magnéticos externos,

no espaco nao-comutativo e espago de fase nao-comutativo.

Um dos setups mais simples na fisica é a mecanica quantica do movimento de uma
particula carregada, em duas dimensoes, sob a influéncia de um campo magnético ho-
mogéneo, aplicado perpendicularmente ao plano do movimento [13]. Esse sistema apre-
senta niveis de energia, conhecidos como niveis de Landau, quantizados no plano perpendi-
cular ao campo magnético. Os niveis de Landau téem um papel fundamental no estudo de
diversos problemas em fisica, e.g. o efeito Hall quantico [14], superficies bi-dimensionais
diferentes [15, 57, 16], excitacoes de anyons em condensados de Bose-Einstein girantes
[17, 18], e outros como efeitos andlogos usando dipolos [19, 20, 21]. Ericsson e Sjoqvist
desenvolveram um analogo da quantizacao de Landau para particulas neutras na pre-

senca de uma campo elétrico externo [19]. A idéia baseia-se no efeito Aharonov—Casher
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[5], onde uma particula neutra pode interagir com um campo elétrico através de um mo-
mento de dipolo magnético permanente. Seguindo o mesmo caminho, nés desenvolvemos
um analogo dos niveis de Landau para uma particula neutra, com momento de dipolo
elétrico permanente, na presenca de um campo magnético gerado por monopolos [20].
Esse modelo é baseado na interacao descrita pelo efeito He-McKellar—Wilkens [10, 11],
onde uma particula neutra interage com um campo magnético via momento de dipolo
elétrico. Para contornar o inconveniente dos monopolos magnéticos, propusemos o estudo
de um analogo da quantizagao de Landau na dinamica quantica de uma particula neutra,
com momento de dipolo induzido, na presenca de campos magnético e elétrico cruzados

21].

Nosso objetivo aqui é investigar analogos da quantizacao de Landau para particulas
neutras, que possuem momentos de dipolo elétrico e magnético permanentes, na pre-
senca de campos magnéticos e elétricos externos, no contexto da mecanica quantica nao-
comutativa. Calculamos as correcoes para os niveis de energia devido a nao-comutativi-

dade no espaco e no espaco de fase.

5.5.1 Particula carregada no campo magnético homogéneo

Podemos obter niveis de energia quantizados para uma particula carregada, com carga
—e, que se move sobre o plano z-y na presenca de um campo magnético homogéneo
orientado na direcao do eixo z, B = Bpé.. Esse sistema é descrito pela Hamiltoniana
minimamente acoplada dada por
1 N
H= o <ﬁ— eA) : (5.75)

onde A é o potencial vetor definido por B =Vx ff, e p é o momento linear definido como

p = —iV. Escolhemos o gauge simétrico dado na forma
- B B
A= 70(—3/,95,0) = 707@@5 : (5.76)

onde, em coordenadas cilindricas, r* = z* + y* e é;, é um vetor unitdrio orientado na
“direcao” ¢. Entao, a partir de (5.75) e (5.76), escrevemos a equacao de Schrodinger para
o sistema, fazendo uso da simetria cilindrica do sistema, na forma

1 {1 0 < 0\IJ> 1 62\11] iwdl  mw?

“om |ror\"or ) T2 T 296 T 8

U =&Y, (5.77)
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onde
eB

— (5.78)

w =
é a frequiencia ciclotronica das orbitas cldssicas da particula carregada na presenca do
campo magnético. Resolvendo a equagcao diferencial (5.77), obtemos os niveis de Landau

5:(%”“#)@, n=0,1,2..., (5.79)

onde ¢ é um nimero inteiro relacionado a periodicidade da funcao de onda, que é escrita
na forma

U =e“R(r), (5.80)
e R é a autofuncgao radial escrita como

1 (| )
Rp(r) = PAES [2l€ln!|€|!2

r2 4 , r?
T aaZ — 1, — 5.81
Jetritr |n 415 (5.8
onde a = w/% é o comprimento magnético, ou comprimento fundamental. Em (5.81), F

¢ a funcao hipergeométrica degenerada.

5.5.2 Analogos dos niveis de Landau para dipolos

Consideremos o limite nao-relativistico de uma particula neutral de spin 1/2 com
momentos de dipolo elétrico e magnético, na presenca de um campo eletromagnético
externo [29]. Nesse limite, apés desprezarmos os termos da ordem O(E?) e O(B2), o
Hamiltoniano de Anandan (5.42) pode ser escrito na forma simplificada

1 N - . = d a
H=—— V—1(,u><E)—i—1(d><B)] v B+ SV B, (5.82)

2m 2m 2m

onde i e d sao os momentos de dipolo magnético e elétrico da particula, e B e E sao os

campos magnético e elétrico externos.

Sob certas configuragoes dipolo-campo, podem-se obter efeitos analogos a quantizagao
de Landau [19]. Nesse sentido, invocamos os efeitos Aharonov—Casher e He—McKellar—
Wilkens, nos quais a particula interage com os campos externos através dos momentos de
dipolo. Aqui, separamos o nosso sistema em dois casos distintos; primeiro consideramos
o caso Landau—Aharonov—Casher fazendo d = 0 e p # 0, e em segundo o caso Landau—

He-McKellar-Wilkens onde fazemos d # 0 e 4 = 0 na equagao (5.82).

Consideremos a Hamiltoniana (5.82) no caso em que nao temos momento de dipolo
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elétrico, d = 0 e u # 0. Segue que

1 - 2 L o
H= 7= phsc| - 2oV E, 5.83
om P — pAAc om ( )
onde o potencial vetor efetivo é dado por
-~ = .
AAC—’NJXE, ’I’L—ﬂ, (584)
i

e 1 é um vetor unitario orientado na dire¢ao do dipolo, assim i = uni. Note, que (5.83) é
similar na forma a Hamiltoniana (5.75) de uma particula carregada na presenga de uma

campo magnético homogéneo. Podemos definir a intensidade de campo associada como

Bac =V x Axc . (5.85)

As condicoes exatas, para a configuragao dipolo-campo, para as quais ocorrem os
niveis de Landau—Aharonov—Casher foram demonstradas por Ericsson e Sjoqvist [19]. Es-
sas condicoes sao torque nulo sobre o dipolo, eletrostatica OE eV x E , € B Ac uniforme.
Fazendo a escolha 77 paralelo ao eixo z, 7 = €., temos as duas primeiras condicbes sa-
tisfeitas se o campo E ¢ suave e atua apenas no plano z-y, £, = 0, e o movimento da
particula estd restrito ao plano x-y. Assim, a terceira condigao resume-se a lei de Gauss

V.- E = p. e Bac = pe€,, onde p, é uma densidade volumétrica uniforme de carga.

Agora escolhemos uma configuracao de campo para o gauge simétrico como

E-= %rér , (5.86)
e obtemos o seguinte potencial vetor
A’ _ Pe A
AC = 5T - (5.87)

Reescrevemos a Hamiltoniana (5.83), aproveitando a simetria cilindrica, na forma

1 7, nw 12 w
=g 7= 5re] =5 (5.88)
onde
W= wao = LLe (5.89)
m

é a freqiiéncia ciclotronica. Portanto, os niveis de Landau—Aharonov—Casher [19, 20] sdo

— 1 1
£ = (n + w% — —) WAC , (590)

escritos na forma

2

onde n = 0,1,2,.... Entao, encontramos niveis de energia para uma particula neutra,
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magneticamente polarizada, que se move na presenca de uma campo elétrico, de maneira
similar a uma particula carregada no campo magnético homogéneo da quantizacao de

Landau.

Agora, procederemos de maneira analoga ao exposto acima, e consideraremos o caso
Y )
no qual g = 0 na Hamiltoniana (5.82) para obter um outro efeito andlogo aos niveis de

Landau. Entao, escrevemos a Hamiltoniana para o efeito Landau—He—McKellar—-Wilkens

como
H= % [ﬁ+ dfTHer + %V . B, (5.91)

onde definimos .
Apaw =7 X B, ﬁ:i, (5.92)

|d|
e 1 é um vetor unitario orientado na direcao do dipolo, assim d = dri. Podemos definir a

intensidade de campo associada como

Nesse caso também podemos determinar a configuracao na qual o efeito Landau—He—
McKellar-Wilkens ocorre. De maneira similar ao caso Landau—Aharonov—Casher, o tor-
que sobre o dipolo deve ser nulo, o campo magnético deve ser estatico (9th =0, B deve
ser suave, e EHMW deve ser uniforme. Entao, se fizermos 7 = é,, B, = 0 e limitarmos o
movimento da particula ao plano x-y, as duas primeiras condi¢oes para que ocorra uma
quantizacao analoga aos niveis de Landau sao satisfeitas. A terceira condicao ¢é satisfeita
com a escolha V- B = Pm, onde py, é uma densidade volumétrica uniforme de monopolos

magnéticos, € Buyvw = pPm€..

Novamente escolhemos o gauge simétrico como

B = %nrér , (5.94)
obtemos o potencial vetor efetivo
A = %“r% , (5.95)
e reescrevemos (5.91) na forma
H= % [ﬁ+ %r@%r + g , (5.96)

onde
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¢ a freqiiéncia ciclotronica. Portanto, os niveis de energia de Landau—He-McKellar—

Wilkens [20] sao escritos na forma

+6—-1 1
&= n—|—||—+— WHMW (5.98)
2 2
onde n = 0,1,2,.... Assim, encontramos niveis de energia para uma particula neutra,

eletricamente polarizada, de maneira analoga a quantizacao de Landau para particulas

carregadas no campo magnético homogéneo.

5.5.3 O dipolo magnético no espago nao-comutativo

Neste ponto, analisamos os niveis de Landau—Aharonov—Casher, conforme exposto
anteriormente, do ponto de vista da mecanica quantica nao-comutativa. Nesse caso, onde
temos a auséncia de polarizacao elétrica, fazemos d = 0 em (5.82), para um momento de
dipolo magnético na presenca de um campo elétrico externo, escrevemos a Hamiltoniana

desse sistema na forma
1 . - 2 /,L — —
H=—— [V - WAAC} 1SR, (5.99)
m 2m

onde definimos
(5.100)

e 77 é um vetor unitario orientado na direcao do dipolo.

Para que possamos construir um efeito andlogo aos niveis de Landau para o sistema
acima descrito, devemos obedecer algumas condigoes para configuragao dipolo-campo [19].
Por simplicidade, escolhemos a orientagao do dipolo ao longo do eixo z, 7 = (0,0,1), e o

campo elétrico no plano z-y como segue:
— . pe
E = 3(3},%0) . (5.101)
Assim, obtemos o potencial vetor efetivo
1 Pe
Apc = E(—y,a:,O) : (5.102)

Dessa forma, reescrevemos (5.99) explicitando as coordenadas espaciais, como segue:

1 PP \? PPe N2 Hpe
me g ) s )
2m[ t5y) Tl 5o o (5.103)

Nosso interesse é estudar o problema descrito acima no contexto da mecanica quantica
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nao-comutativa. Para tal, devemos substituir as coordenadas x' e p' por operadores

hermitianos 2% e p' que obedecem as relagoes de comutacao (5.14)

7,49 = 09
7] = 0, (5.104)
@', p] = 6% .

No entanto, podemos mapear o espago nao-comutativo no espaco comutativo substi-
tuindo o produto usual pela operagdo produto-* definido em (5.15). Porém, em mecanica
quantica nao-comutativa podemos substituir o produto-* por um Bopp shifts [115]; assim

fazemos a seguinte mudanca de coordenadas

0
T w— gy,
; (5.105)

e a Hamiltoniana (5.103) toma a forma

2 2
[1pet [4Pe ppel\ o ppe  Hpe
((1+ 1 )pz-l- 2y> +((1+ 1 )py 230)] 5 (5.106)

Entao, redefinimos a massa e a freqiéncia ciclotronica, e reescrevemos a Hamiltoniana

1
H=—
2m

(5.106) acima como segue:

N2 N2 ~ -1
mw mew w [P0
H=— e + — - — —— |1 , 5.107

2m

onde redefinimos

M= &= FPe . (5.108)

3
ppet ~ ppet
(1 + 1 ) m (1 + 1 )

Portanto, as contribuigoes devido a nao-comutatividade das coordenadas espaciais modi-

ficam a massa e a freqiiéncia ciclotronica da particula.

Para calcularmos os niveis de energia e as autofungoes, precisamos resolver a equacao
de Schrodinger HV = £V relacionada a Hamiltoniana (5.107). Fazemos uso da simetria
cilindrica do problema e reescrevemos a Hamiltoniana (5.107) na forma compacta

1 mo 17 @ ped\
H=— |p— —réy| —=(1 ¢ . 1

Lembrando que p'= —iV, e escrevendo o Laplaciano em coordenadas cilindricas, a equacao
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de Schrédinger para o sistema (5.109) acima descrito é escrita como segue:

1 [18 [ 0¥ 10°0] wdv ma? . o XA
i [—— (TE)JW_?&’TS?}_?%JF < r\ll—E(l—i— . ) U =&V . (5110)

Analisando as simetrias do sistema (5.110) acima descrito, usamos o seguinte ansatz

para solucao da equacao de Schrodinger:
U =e“R(r), (5.111)

onde ¢ é um numero inteiro relacionado a periodicidade da funcao de onda com relagao a

¢. Entao, podemos escrever a equagao de Schrodinger radial

1 1, e’ , M0 G AN
—(R”+—R’——m2R)+<5—mwr2+—w+°—u<1+”p) )RZO, (5.112)
T

2m r 8 2 2 4

e usando a seguinte mudanca de varidveis:

podemos escrever a equagao de Schrodinger radial numa forma mais conveniente

1 / 5 €2 o

¢R +R+< 1) R0 (5.114)
onde e oy -1
e 1 ppet\

ﬁ_w+2+2(1+ . ) . (5.115)

Tomando os limites assintéticos das solugoes da equacao (5.114), escrevemos as solugoes

radiais na forma

R(§) = e *2¢112¢(¢) (5.116)
onde a equagao hipergeométrica ¢ satisfeita pela funcao ¢ dada por
) +1
C=F {— (5-"%) 7|e|+1,§] . (5.117)

A condigao para que a funcdo (, definida pela relagao (5.117) acima, seja finita é que
o primeiro argumento da hipergeométrica seja um numero inteiro nao-positivo. Dessa
forma, encontramos uma relacdo para os niveis de energia do efeito Landau—Aharonov—
Casher na mecanica quantica nao comutativa, conforme segue:

B 0] —€+1\ - 11+ pupd\ " .
5—<n+ 5 s 1 w, (5.118)
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onden =0,1,2,... . Escrevemos também as autofuncoes radiais na forma
L[de+n)) 22 r?
Buelr) = Zm {QWTL!M“Q R Ul R (5.119)
onde
1
a=\—=— (5.120)
mow

é o novo comprimento fundamental, redefinido devido a nao-comutatividade das coorde-

nadas espaciais.

Se tomarmos os limite # — 0 em (5.118), recuperamos o resultado original em (5.90).
E facil ver que as corregoes nao-comutativas deslocam os niveis de energia e reduzem o

comprimento fundamental.

5.5.4 Dipolo magnético no espaco de fase nao-comutativo

Neste ponto, analisamos o problema Landau—Aharonov—Casher no espaco de fase nao-
comutativo, usando o formalismo discutido anteriormente. Podemos mapear o espaco de

fase nao-comutativo no espaco comutativo usando o seguinte Bopp shifts:

A i Apy +
T — \r — — — —
2)\py7 Pz Y& 2)\97
7 : (5.121)
y—>)\y+apx; Py*Apy—ﬁfE;

onde o fator de escala A é um parametro constante arbitrario. Assim, a Hamiltoniana

(5.103) torna-se
A+ Hoeh 41 A+ 0 2
X Pz 5 HpPe b\ )
5 2
frpet 1 0 _ [tpe
+ (()\—i- ™ )py 5 (upe/\—i- )\> x) ] sy (5.122)

Redefinindo a massa e a freqiiéncia ciclotronica, reescrevemos

1 +m@ 2+ mo \2
[ - —_— __(7’/'
om |\ Pr T Y Py =75

w 1pef ! 6 1pef -
—— <A+ 4/\) t 53 <>\+ 4/\) ; (5.123)

1
H = —

2m

H —
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0
(Npe)‘ + _>
L L — o= A (5.124)

2
H’pee ~ )\ &69

Aqui redefinimos a massa e a freqiiéncia ciclotronica em termos dos parametros da nao-

onde

comutatividade, 0 e . Aproveitando a simetria do sistema, escrevemos a Hamiltoniana

(5.123) na forma

1 mew S 1pel ! 0 [ped -
HZ%{ —7”34 —ﬁ<“ 4>\) " 2mne (“ 4>\) - 61

A equagao de Schrodinger é portanto escrita como

L [10 (0w 1] ibov i,
om |ror \ or r2 0¢? 2 0¢ g
w 1pel ! 0 1pef -
5 (,\+ o ) Ut o <>\+ o ) U =€V, (5.126)

Novamente usamos o seguinte ansatz para solu¢ao da equagao (5.126) acima:
U =e“R(r), (5.127)
e escrevemos a equagao de Schrodinger radial como

2
(ER"+ R + <—§l+ﬁ—ﬁ—§>R:0, (5.128)

onde fazemos a mudanca de variaveis

e="2 (5.129)
2
e definimos
£ 1 A ppd\
T DY . A . 1
& &)+2+2/\<+4/\) 2mm2<+4A (5.130)

Estudando o limite assintético das solugoes em (5.128), podemos escrever as solugoes

radiais na forma

R(§) = e *2¢12¢(¢) . (5.131)
Assim a equacao hipergeométrica é satisfeita pela funcao ¢ que é dada por
) +1
C:F{— (ﬁ—%),w—kﬂ,f} . (5.132)

A condicao para que a fungao (5.132) acima seja finita é que o primeiro argumento seja
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um numero inteiro nao-positivo. Entao, os niveis de energia de Landau—Aharonov—Casher

no espaco de fase nao-comutativo sao dados por

_ [ —r+1\ . 1 A pped\
5—(77,—1— 5 w5y A+ o Wt 5 A+ o . (5.133)

onde n = 1,2,.... Devemos notar que, devido a relagao (5.27), podemos expressar os

niveis de energia (5.133), bem como m e @, em termos dos parametros e 6. Entdo, segue

que

0 —0+1 1/1 1 ~ AN
£ = (n+||—+>w——<—i— 1+00+ 1 > &

2 2\2 2 4
0 (1 1 = 0\ 2
+%<§i§ 1405+ 12 ) , (5.134)
visto que A2 = 1 &+ 11+ 66.
As autofuncoes radiais sao escritas na forma
Bne(r) = S [2|z|n!|g|g2 e @ E | =n, [l + 1, o | (5.135)
onde
1
a=\/ == (5.136)
mw

é o comprimento fundamental modificado. E facil demonstrar que recuperamos o caso do
espac¢o nao-comutativo, como caso particular do caso do espaco de fase nao-comutativo,
tomando A = 1 e # — 0. Também recuperamos o efeito original se fazemos A = 1, com

ambos os parametros da nao-comutatividade 6 e 6 nulos.

5.5.5 O dipolo elétrico no espago nao-comutativo

Aqui procedemos da mesma maneira que no caso dos niveis de Landau para o dipolo
magnético, porém aqui fazemos p = 0 em (5.82), e escrevemos a Hamiltoniana para uma
particula neutra com momento de dipolo elétrico na presenca de um campo magnético

externo. Logo, segue que
d -

V-B, (5.137)
m

onde

, (5.138)

e 77 é um vetor unitario orientado na direcao do dipolo.
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Por simplicidade, escolhemos a orientagao do dipolo na dire¢ao do eixo z, i = (0,0, 1),
e o campo magnético segundo o gauge simétrico

B=5,.,0), (5.139)

e obtemos o potencial vetor efetivo

J‘THMW = %n(_y,l’,o) ) (5-140)

onde p,, é uma densidade de monopolos magnéticos. Com essas escolhas, reescrevemos
(5.137) na forma

. 5.141
2m ( )

Agora, estudaremos o sistema acima descrito no contexto da mecanica quantica nao-

comutativa. Para tal, podemos mapear o espaco nao-comutativo no espago comutativo

via Bopp shifts, onde fazemos a seguinte mudanga de coordenadas:

0
T o= T opy,
2
; (5.142)
y — y+§p;r7

¢ a Hamiltoniana (5.141) toma a forma

1 dppw0 dpm 2 dpw0 dpm 2 dpm
H=— 1+ — - — 1+ — — — . (5.14
T <(+4)px 2y)+ t )t ) | o (5.143)
Redimensionamos a massa e a freqiiéncia ciclotronica, e obtemos
1 mo \’ mo \’| @ AN
onde redefinimos
dpm
L L P . (5.145)
L dowd a1+ dpwt
+ = 1

Portanto, as contribuicoes da nao-comutatividade modificam a massa e a freqiiéncia ci-
clotronica da particula.

Antes de prosseguir, reescrevemos a Hamiltoniana (5.144) numa forma mais conveni-
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ente, aproveitando a simetria do problema. Segue entao

1 mw S dpmb -
H= —ré — 1+ == : 14
o {p—f— 5 Te¢] +3 ( t— ) (5.146)

Entao escrevemos a equacao de Schrodinger em coordenadas cilindricas

1 [10 [ 0V 10*0] wd¥ mo? , dpmb
= Sl Rl it 7 1+ 7)) g —ev. (514
2m {7"87“ (T8T)+r28¢2] * " Jr2( * 4 ) £V (5.147)

Devido a simetria do problema, usamos o seguinte ansatz para solugao da equagao (5.147):
U =e“R(r), (5.148)

onde ¢ é um nuimero inteiro relacionado a periodicidade da fungao de onda. Entao escre-

vemos as equacao de Schrodinger radial

L (L > mo? , lo @ dpm0\ "
Qm(R TR——R) (5— 8r+7—§(1+7) R=0, (5.149)

e usando a seguinte mudanca de variaveis:

=292 (5.150)

escrevemos a equacao de Schrodinger radial na forma conveniente

2
ER"+ R + <—§ + 8- i—£> R=0, (5.151)
onde .
E ¢ 1 dpm0\
TSN o252

Analisando os limites assintéticos das solugbes da equagao (5.151), podemos escrever

as solugoes radiais como

R(&) = e™*/2¢2((¢) . (5.153)
Assim a equacao hipergeométrica é satisfeita pela funcao (, escrita na forma
)+ 1
g:p[—( —”T+),|e|+1,§] . (5.154)

A condigao para que a funcao hipergeométrica F' seja finita é que o primeiro argumento
seja um numero inteiro nao-positivo. Entao, os niveis de energia de Landau—He-McKellar—

Wilkens sao dados por

-1
5:(n+%>@+%(¥iﬂme> o, (5.155)
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onde n =0,1,2,.... As funcoes de onda radiais sao dadas por
L[de+n)) 22 r?
Fne(r) = 2 {QWTL!M“Q e rtF =+ Loz (5.156)
onde
1
=\ — 5.157
a e (5.157)

é o comprimento fundamental modificado pelos efeitos da nao-comutatividade das coor-

denadas espaciais.

Fazendo o parametro 6 se anular em (5.155), recuperamos o resultado original dado
em (5.98). B facil verificar que as correcoes devido a nao-comutatividade deslocam os

niveis de energia e reduzem o comprimento fundamental.

5.5.6 Dipolo elétrico no espaco de fase nao-comutativo

Consideremos o caso onde as coordenadas dos momenta nao-comutam entre si. Po-
demos mapear o espaco de fase nao-comutativo no espaco de fase comutativo usando o

seguinte Bopp shifts:

A 0 APz +
xr — CU—_pya Pz — APz Y

29 20% (5.158)
y_>)\y+apx7 pyHApy_ﬁxa

onde o fator de escala A é um parametro arbitrario constante. Assim, a Hamiltoniana

(5.141) torna-se

dpeml 1 g\ \°
At —— | pe — = [ dpu A+ =
()3 (2 3))
dpmb 1 0\ \’|  dpm
A+ —— — | dpu\ + = - 1
—|—<(+ N )py+2(p +)\)x>] v (5.159)
Redefinindo a massa e a freqiiéncia ciclotronica da particula, chegamos em
g i, 2+ L 2
~ oom |\PrT 2 A

@ dpmd\ " 0 AN
X (A+—4)\ ) ~ 5 <>\+—4A , (5.160)

1
H = —

2m

>~
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- (dpm)\ + %)
M= 5= (5.161)

dpmb 2 - dpm0
apm? A\ 4 HPmb

sao a massa e a freqiiéncia ciclotronica modificadas pela nao-comutatividade no espaco

onde

de fase.

Fazendo uso a simetria cilindrica do sistema, reescrevemos a Hamiltoniana (5.160) na
forma

1 [, mo .1 @ dpmd\ 0 dpm\ >
H= % |:p+ 7T€¢:| + ﬁ ()\‘l’ T) - DN ()\‘F T) . (5.162)

A equagao de Schrodinger é dada por

_L 12 a_\lj _|_laz_\ll _i_@a_\ll_i__maj? Z\I]
om |ror \| or r2 0¢? 2 0¢ g
@ dpmd\ 0 dpwt\ 2
+ﬁ ()\+T) v — AV <>\+T> U=EV. (5.163)

Devido a simetria do sistema, usamos o seguinte ansatz para a solugao da equagao (5.163):
U =c“R(r), (5.164)

onde ¢ é um numero inteiro relacionado a peridiocidade da fungao de onda. Escrevemos

a equacao de Schrodinger radial

ER"+ R + <—§l+ﬁ—ﬁ—z>R:0, (5.165)

onde fizemos a seguinte mudanga de coordenadas:

&=, (5.166)
e definimos
&0 AN 6 dpp0\
f=z*t3 o (“K) T oman (”K) ' (5.167)

Estudando os limites assintéticos das solugoes da equacao (5.165), podemos escrever

as solucoes radiais na forma

R(&) = e */%12((¢) . (5.168)
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Assim, a equacao hipergeométrica é satisfeita pela funcao ¢ dada por

g:F[—( —m%l),|é|+1,§} . (5.169)

A condicao para que a funcao hipergeométrica degenerada acima seja finita é que o pri-
meiro argumento seja um numero inteiro nao-positivo. Assim encontramos os niveis de
energia de Landau—He-McKellar—Wilkens no espaco de fase nao comutativo, como segue:

B 0 +¢—-1\ . 1 dpm0\ " 0 dpp0\
S—<n+ 5 w+2>\ A+ 5 A Y A+ ) . (5.170)

onde n =0,1,2,.... Baseados na relagao (5.27), podemos expressar os niveis de energia
(5.170), bem como 7 e @, em termos dos parametros 6 e 0:
|+¢—1\_ 1/1 1 = dpn0\
E = —_— -l =+ =-V1+600+—
<n + 5 W+ 5\3% 3 + 00 + 1 w
o (1 1 -

A E S N A (5.171)
om \2 7 2 1 ’ '

visto que A? = 1 4+ 11 + 66.

As autofuncoes radiais sao dadas por

R S (I L Ry r?
Bnlr) = Zmen [ZWTL!M!Z e =1 (5.172)
onde
1
a =\ == 1
Q=)= (5.173)

é o comprimento fundamental modificado pela nao-comutatividade do espaco de fase. E
facil demonstrar que recuperamos o caso do espaco nao-comutativo, como um caso especial
do caso do espaco de fase nao-comutativo, tomando A = 1 e § — 0. Também recuperamos
o efeito original no espaco comutativo tomando A = 1 e anulando os parametros da nao-

comutatividade 6 e 6.

5.6 Sumario e observacoes

Estudamos a dinamica quantica nao-relativistica de uma particula neutra, que possui
momentos de dipolo elétrico e magnético permanentes, na presenca de campos magnéticos
elétricos externos. Usamos a expansao de Foldy—Wouthuysen para realizar a transicao do
limite classico da mecanica quantica relativistica para a nao-relativistica. Nesse limite,

investigamos os efeitos Aharonov—Casher e He-McKellar—Wilkens no espaco de coorde-
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nadas nao-comutativo. Substituimos o produto-x pelo Bopp shifts [115] nos termos que
envolvem os campos, e obtemos a fase quantica de Anandan com as devidas correcoes pro-
venientes da nao-comutatividade. Demonstramos que a fase de Anandan nao-comutativa
é uma fase geométrica dispersiva. Usualmente, a fase geométrica é um efeito local, en-
quanto a fase topoldgica é nao-local. Peshkin e Lipkin [56] demonstraram que o efeito
Aharonov-Bohm [2] é nao-local, porque seu valor depende de quantidades fisicas numa
regiao fora do trajetoria da particula. Logo esse é um efeito topoldgico. A fase de
Aharonov—Bohm é proporcional ao nimero de revolugoes no caminho fechado ao redor
da linha de fluxo. Essa é um invariante topoldgico, e essa fase depende da topologia e
nao da distancia; logo deve ser nao-local. Portanto nao ha campo magnético junto ao
caminho da particula e nem ha mudancas nas quantidades fisicas. Porém, observa-se que
no caso do efeito Aharonov—Casher [5] existem campos junto ao caminho dos feixes de
particulas; assim conclui-se que o efeito Aharonov—Casher é local devido a interagoes lo-
cais, e é nao-topologico porque o phase shift depende de campos locais junto ao caminho
das particulas. Em contraste com a fase topoldgica, a fase geométrica em geral é um efeito
local, pois depende da geometria e da topologia do espaco de parametros, mas nao de-
pende da topologia do espaco-tempo. Aqui, as fases quanticas ndo-comutativas dependem
dos campos e da velocidade das particulas. Esse fato caracteriza a fase de Anandan nao-
comutativa como uma fase geométrica devido a sua dependéncia dos campos, e dispersiva
devido sua dependencia da velocidade [120]. O efeito Aharonov—Casher nao-comutativo
foi encontrado como caso limite de (5.60), e esta de acordo com os resultados na literatura
[89, 104]. A versao nao-comutativa do efeito He-McKellar-Wilkens é obtida, e também
é uma fase geométrica dispersiva. Calculamos também a fase de Anandan no espaco de
fase nao-comutativo, e novamente concluimos que um dos efeitos da nao-comutatividade

¢ inserir uma dispersividade na fase geométrica.

Em outro contexto, estudamos efeitos andlogos aos niveis de Landau para particulas
neutras, que possuem momentos de dipolo elétrico e magnético nao-nulos, na presenca de
campos elétricos e magnéticos externos, no contexto da mecanica quantica nao-comuta-
tiva. Calculamos as quantizagoes de Landau—Aharonov—-Casher e Landau-He-McKellar—
Wilkens para dipolos magnéticos e elétricos, respectivamente. Em ambos os casos, cal-
culamos as correcoes para os niveis de energia que surgem devido a nao-comutatividade
das coordenadas do espaco e do espaco de fase. Também calculamos as correcoes para
a massa e para a freqiiéncia ciclotronica no espaco e espaco de fase nao-comutativos,
bem como a influencia da nao-comutatividade no niveis de energia, nas fungoes de onda

radiais e no comprimento fundamental. Verificamos que no limite § — 0, no caso nao-
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comutativo, recuperamos os resultados do caso comutativo. Verificamos também que o
caso nao-comutativo pode ser entendido como um caso especial do caso do espaco de fase

nao-comutativo que recuperamos se fizermos A =1e 6 — 0.
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6 FEfeito Hall quantico

6.1 Introducao

A descoberta do efeito Hall quantico foi um conquista extraordinaria na fisica da
matéria condensada. FKEsse efeito é observado em elétrons bi-dimensionais a tempera-
turas muito baixas e campos magnéticos intensos. Essa descoberta tem fundamental
importancia como uma manifestacao da mecanica quantica em escalas macroscopicas
[123, 124, 125]. A observagao experimental bésica é que a dissipacao tende a zero o,, — 0,
e que ocorre a quantizagao da condutancia Hall o,,, = ve? de um dispositivo transistor-like
contendo um gas de elétrons bi-dimensional submetido a um campo magnético intenso.
Essa quantizacao é universal e independe de todos os detalhes microscépicos como o tipo
de material semi-condutor, a pureza da amostra, o valor exato do campo magnético, e as-
sim por diante. Como resultado, esse efeito é usado atualmente para manter a resisténcia
elétrica padrao por laboratérios de metrologia ao redor do mundo. Além disso, desde

2 ¢ equivalente a uma medida

que a velocidade da luz esteja definida, uma medida de e
da constante de estrutura fina que é de fundamental importancia para a eletrodinamica

quantica.

No efeito conhecido como efeito Hall quantico inteiro descoberto por von Klitzing
em 1980 [123], o nimero quantico v é um ndimero inteiro com uma precisao de 1071% e
uma exatidao absoluta de 1078, Em 1982, Tsui, Stormer and Gossard [126] descobriram
que em certos dispositivos com desordem reduzida, o nimero quantico v assume valores
fracionarios racionais. Nesse efeito conhecido como efeito Hall quantico fracionario, as
particulas se condensam em estados quanticos especiais cujas excitacoes tém a proprie-
dade de serem descritas por nimeros quanticos fracionarios, incluindo carga fracionaria
e estatistica fracionaria que é um meio termo entre as estatistica ordinarias de Bose e de

Fermi.

As propriedades e aplicagoes do efeito Hall quantico sao amplamente estudadas em

sistemas eletronicos em campos magnéticos intensos. Entretanto, o nosso interesse é
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construir um efeito andlogo para particulas neutras. Partimos da quantizacao de Landau
para dipolos elétricos e magnéticos [19, 20] na presenca configuragoes de campos elétricos
e magnéticos externos. Assim, de posse das fungoes de onda do estado fundamental,
calculamos o valor médio da corrente no plano de movimento das particulas, bem como

a condutividade Hall associada.

6.2 O efeito Hall classico

O efeito Hall cléssico, descoberto por E.H. Hall em 1879 [127], se refere a diferenca
de potencial, que surge entre lados opostos de um condutor pelo qual passa uma cor-
rente elétrica, criada por um campo magnético aplicado perpendicularmente a corrente.
Elétrons com carga —e, que se movem com velocidade ¢ no plano z-y na presenca de um

campo magnético B, obedecem a equacgao de movimento

mv = —e(E + 7 x B) . (6.1)
O que implica em E=-3xB para uma corrente estatica, i.e. ¥ =0. A densidade de
corrente é J = —epoU em um gas de elétrons homogeéneo com densidade de particulas py,
ou
e e
J, = —%Ey R - %Ex , (6.2)

onde B, é a componente do campo magnético perpendicular ao plano condutor. Da forca
de Lorentz ev X B, temos que a corrente flui em uma direcao perpendicular ao campo

elétrico E.

Tomamos o campo elétrico na diregao do eixo y, i.e. E, = 0e E, # 0. Segue da

relacao (6.2) que a resistividade Hall R, é

E B
R, =-Y=-"2 6.3
Y Jm epo ( )
enquanto a resistividade diagonal R,, ¢
E,
R.,,=—=0. 6.4
Jx (6.4)

A resistividade Hall (6.3) é classicalmente uma fungao linear da componente perpendicular
do campo magnético B, para valores fixos da densidade pjg. E de conhecimento geral
que a resistividade depende sensivelmente de detalhes da amostra como sua composicao,

geometria e impurezas.
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6.3 O efeito Hall quantico

A quantizagao do efeito Hall foi descoberta por von Klitzing [123] em 1980, um século
depois da descoberta do efeito Hall classico [127]. A descoberta foi precedida por uma
sugestao tedrica devido a Ando [128] e uma indicacao experimental dada por Kawaji [129],
mas nenhum aparentemente antecipou a exata quantizacao da condutividade Hall. Da
expressao (6.3) temos que

Ry — -2 = 12T (6.5)

= =
€po ve

onde definimos o fator de preenchimento de Landau v como

27 po
V=
eB,

(6.6)

No caso do efeito Hall quantico inteiro descoberto por von Klitzing [123], v assume valores
inteiros. O efeito Hall quantico fracionario, onde v = p/q com p inteiro e ¢ inteiro impar,
foi descoberto por Tsui, Stormer e Gossard [126] em 1982. A quantizacao exata da
condutividade Hall foi explicada baseado em um raciocinio topoldgico combinado com

uma teoria de resposta linear [130, 131, 132, 133, 134, 135, 136].

A resistividade Hall é dada por (6.5), ou

Rk
onde
orh
Rk = % ~ 25812.807%) (6.8)

em unidades SI. Devido a precisao em sua medida, desde 1990 Rk, conhecido como cons-

tante von Klitzing, tem sido usado como a resisténcia padrao.

Uma medida da resistividade Hall é também usada para fins de uma determinacgao

precisa da constante de estrutura fina @ = e*/4w. Um resultado preciso é obtido em [137]
o' =137.0360037(27) (0.020 ppm) . (6.9)

A constante de estrutura fina é uma das constantes fundamentais da natureza caracteri-
zando toda extensao da fisica, caracterizando a “for¢ca” da interagao eletromagnética. O
resultado (6.9) é comparavel aos obtidos em outros experimentos como o efeito Josephson
[138, 139], o comprimento de onda de Broglie do neutron [140] e 0 momento magnético

anomalo do elétron [141]. O valor recomendado pela CODATA (Commitee of Data for
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Science and Technology - 1998) para uso internacional é [139]
a~! = 137.03599976(50) (3.7 ppb) . (6.10)

Se a completa consisténcia de o nao é confirmada, é possivel indicar o aparecimento de

nova fisica.

6.3.1 O fator de preenchimento de Landau

Aqui discutimos o significado fisico do parametro v da rela¢ao (6.6). Devido o principio
de exclusao de Pauli, somente um elétron pode ocupar cada estado quantico, o qual

~1/2

denominamos sitio de Landau, cuja drea é AS = 27¢? onde ¢ = (eB,) ¢ o comprimento

magnético. Em cada nivel de energia a densidade de estados é

1 B,

(6.11)

onde & = 27 /e é o quantum de fluxo de Dirac. O fator de preenchimento do nivel de

energia ¢ definido por

_ Numero de elétrons  po _ 2mpo  poPp

eB, B,

= 270*po (6.12)

~ Ntmero de estados  ps
Para v = 1/m existem m quanta de fluxo por elétron, B,/py = m®p.
A posicao do elétron é descrita somente pelo centro do movimento ciclotronico =
(X,Y) em cada nivel de Landau. Suas coordenadas X e Y s@o nado-comutativas,

i

(X,Y] = =il?. (6.13)

€D,

Devido o principio da incerteza de Heisenberg, a posicao do elétron nao pode ser determi-
nada com precisao maior que a drea AS = 2w/?. O que coincide com a 4rea de um sitio

de Landau.

6.3.2 A corrente Hall quantizada

Analisamos o problema de Landau [13] na presenca de um campo elétrico orientado

na direcao do eixo y, E= FEyé,. Considerando o gauge de Landau

A = B.(y,0,0) , (6.14)
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a Hamiltoniana é dada por

1
H = 5 [(pe + eB.)° + 1] + eyl (6.15)
Tomamos um autoestado do momento canénico p, = —id,, tal que
pelk) = kI) (6.16)

Assim reescrevemos a Hamiltoniana (6.15) como

1
H= 3 [(k‘ + eB,)? +p§] +eykEy , (6.17)
onde p, = —id,. Considerando o centro da drbita classica deslocado de modo que
E
yr = —ke? — 2002 (6.18)
w
temos que
1 1 (€E0€)2
H=—|pi+—(y—u) E 6.19
o [Py+€4(y yk)}+€yk 0+ % (6.19)

A freqiiéncia ciclotronica é definida como
w=—",. (6.20)

O sistema (6.19) é soluvel exatamente. A fun¢ao de onda para o estado fundamental é

1
Vrl/2g

Po(z,y) = exp (ikz) exp {—2%2(?; - yzf} : (6.21)

Em um cendrio de teoria quantica de campos, onde introduzimos o operador cq(k)

que destréi um elétron em um sitio de Landau |k) que satisfaz a rela¢do de anticomutagao

{co(k). b (D} = 6(k = 1), (6.22)

definimos o operador de campo como

Volz,y) = / %co(k)\llo(x, y)dk (6.23)

Nesse caso, temos

CO 1 GEO
Yo(z,y) ~7; / exp (ikz) exp [ Y2 (y+k€2 - — ) ]dk. (6.24)
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Entao definimos a nossa densidade de corrente elétrica

iepo
2m

(Jr(2,y)) = — [Vo(Vitbo) — (Vitbo) o] (6.25)

que ¢ a corrente de Nother. Para uma densidade p, homogénea, reescrevemos a corrente

CcOomo

() = Lo~ e Ao . (6.26)

m

Usando (6.24) obtemos as componentes da corrente no plano z-y

(Jo) = —CEyp ,
(6.27)
<Jy> = 0.
Definimos assim a corrente Hall, dada por
2
Jun=(J.) =v—E, (6.28)

21

visto que a densidade é homogénea, py = v/(27(?) no fator de preenchimento v.

6.4 Um analogo da condutividade Hall para particu-
las neutras

Consideramos um sistema onde uma particula neutra, permanentemente polarizada
com momento de dipolo magnético i = pZ, na presenca de uma configuracao de campos
elétrico e magnético externos. Como visto anteriormente, esse sistema pode ser descrito
pela Hamiltoniana nao-relativistica

_
2m

1 _ . _
H= o (§~p7x E)’ V-E+uz-B. (6.29)

A seguir calcularemos os niveis de Landau e a condutividade Hall para esse sistema.

6.4.1 Niveis de Landau para dipolos magnéticos

Esse sistema pode ser quantizado de maneira andloga aos niveis de Landau, se sa-
tisfeitas algumas condigoes para a configuracao de campos-dipolo [19]. Essas condigoes
sao torque nulo, campos estaticos e e campo magnético efetivo uniforme. Restringindo

o movimento das particulas ao plano z-y, essas condicoes sao satisfeitas com a seguinte
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escolha
Z = (0,0,1),
B = By(0,0,z2),

onde p é uma densidade de carga e By ¢ uma constante. Dessa forma, definimos as

quantidades efetivas

geff = ZXEZP<07I7O)7
. (6.31)
Beg = V X A= pZ.

Notamos que B.g é uniforme e satisfaz uma das condigoes para que ocorra o analogo dos

niveis de Landau. O termo pz2'- B pode ser entendido como um potencial escalar efetivo
V(z)=pz- B = uByr, (6.32)

que esta relacionado ao campo elétrico efetivo
Eg = —VV(x) = —uB,(1,0,0) (6.33)

que é um campo constante paralelo ao plano do movimento das particulas. Dessa forma

podemos reescrever a Hamiltoniana (6.29) como

1 P
H = S [P + (py — ppx)?] — o T pBox (6.34)

ou explicitando a forma da Hamiltoniana do oscilador harmonico

P2 1 uBy 2w By
H=""+ -—mw |z — | p,l*— — = +uBy (p,l* —— | . 6.35
2m - oM {x <py mwz)} 2 T (py mw2> (6:35)
Definimos a freqiiéncia ciclotronica
w=" (6.36)
m
e o comprimento fundamental
1
(= ——. (6.37)

Visto que a Hamiltoniana (6.35) ndo depende explicitamente de y, podemos usar o ansatz
U(x,y) = exp(iky)®(z) para a funcdo de onda, onde k é o autovalor de p,. Definimos o

centro da Orbita classica como

B
Xy = (k€2 - M) , (6.38)

mw?
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e reescrevemos a Hamiltoniana (6.35) na forma

py 1, 2 W -
H= om + gmw (x — Xi)" — 5 + uBo Xy + 3™MUD (6.39)
onde
By
Up = — (640)
p
Ee X Ee B
estd relacionado a velocidade de drift classica ﬁ = u—oﬂ. Dessa forma, encon-
eff

tramos os niveis de energia quantizados para o oscilador harmonico
1—¢ 1
Enke = |+ 5 lw| + nBo Xy + ™MD (6.41)

onde ¢ = =+ rotula a direcao de revolugao das drbitas cldssicas, tal que w = ¢|w|. As

funcoes de onda para o estado fundamental do oscilador sao dadas por

1
Po(w) = — e 3@ X (6.42)

H

Os estados excitados do oscilador harmonico sao descritos pelas fungoes de Hermite, mas

apenas o estado fundamental é necessario para o nosso objetivo.

6.4.2 Condutividade Hall para particulas neutras

Se considerarmos o limite de campos intensos, o espacamento entre os niveis de Landau
se torna infinito, e o nivel de Landau mais baixo desacopla de todos os outros. Portanto,
esse limite projeta o sistema quantico no nivel de Landau mais baixo. Considerado o
sistema onde uma particula neutra, que possui momento de dipolo magnético nao-nulo,
e na presenca de campos elétrico e magnético externos, calculamos o valor esperado da

corrente no plano do movimento

=

(J) = =22 00| — p Al o) | (6.43)
cuja componente x se anula

() = 22w p. W) = 0. (6.44)
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porém a componente y resulta

1o
(Jy) = — - (Tolpy — ppz| Vo)
1 1 2
—%m e 2@ XN (L — ppa) da
po B
=~ (k— upXi) = —po—
m p
= —uovp , (6.45)

onde p é a densidade de particulas. Agora, podemos encontrar a condutividade

J:v _ Ozx Oy Eac (646)
Jy —Ozy Oz E, ’

onde o0;; é a matriz formada pelos elementos do tensor de condutividade no plano do
movimento. Como o campo elétrico efetivo Eeﬁ = (E;, Ey), logo B, = —uBy e E, = 0.

Assim, a condutividade Hall oy = 0,, ¢ encontrada

Oy = —VlL , v= %0 , (6.47)

p

onde ¢y = ! é o quantum de fluxo. O fator de preenchimento de Landau

0
(p/do)

é definido como a razao entre a densidade ¢ e a densidade de fluxo efetiva p/¢y. Dessa

(6.48)

forma v pode ter valor p/q, onde p e ¢ sdo numeros inteiros. Logo v pode assumir valores

inteiros ou fraciondrios racionais.

6.5 Analogo da condutividade Hall e a quebra das
simetrias de Lorentz

Aqui consideramos o movimento de uma particula neutra nao-relativistica sujeita a
um background eletromagnético que viola as simetrias de Lorentz. Como apresentado
em anteriormente, a Hamiltoniana nao-relativisitca para esse sistema € similar na forma a
Hamiltoniana que descreve a interacao de uma particula carregada minimamente acoplada
com um campo magnético, como segue:

| (6 + ia)2+a0 , (6.49)

2m
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onde definimos o potencial de gauge nao-Abeliano a, como

[/ OV g e & B
e
@=gbx E — gbyB , (6.51)

-

onde b, = (by,b) é um quadi-vetor constante que controla a quebra das simetrias de
Lorentz e g é uma constante. Notamos que a Hamiltoniana (6.49) descreve o movimento
de uma particula neutra minimamente acoplada com os campos elétrico e magnético
externos através de constantes que envolvem o quadri-vetor de quebra das simetrias de

Lorentz.

6.5.1 Analogia dos niveis de Landau

Investigamos um andlogo da quantizacao de Landau para um sistema onde uma
particula neutra esta na presenca de um background que viola as simetrias de Lorentz.
Consideramos essa configuragao no gauge de Landau, e separamos o problema em dois

casos, space-like e time-like como segue.

Caso space-like

Consideramos apenas os termos que contém a parte space-like do quadri-vetor b, na

Hamiltoniana (6.49), temos a seguinte Hamiltoniana:

1

He= o5 g% B)] + L2 [ x (Fx B)]+gb B (6.52)

Sob determinadas condigoes para configuracao dos campos, podemos obter um anéalogo
da quantizagao de Landau para esse sistema [19, 28]. Essas condi¢do sdo a auséncia de
torque sobre a particula, campos estaticos, e campo magnético efetivo uniforme. Com o
movimento da particula restrito ao plano z-y, essas condigoes sao satisfeitas pela seguinte

configuracao de campo:

Z = (0,0,1),
E = Ey(z,0,0), (6.53)
B = By(0,0,z),
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onde Ey e By sao constantes. Entao definimos as seguintes quantidade efetivas

Aeﬂ‘: XE:

—

Beff -

&

Ny

0(07ma0) ’

B (6.54)
X Aeﬂ‘ = E()Z .

<

Notamos que Bg ¢ uniforme e satisfaz uma das condigoes para que para que ocorra um
analogo da quantizacao de Landau. O termo gb- B pode ser entendido como um potencial

escalar efetivo, pois assumindo que b= b3Z temos que
V(z) = gbsz- B = gbsBox | (6.55)
que ¢é associado a um campo elétrico efetivo
Eur = —VV(z) = —gbsBy(1,0,0) (6.56)

que é um campo constante paralelo ao plano do movimento das particulas e perpendicular
ao campo magnético efetivo. Nessa configuracao, podemos reescrever a Hamiltoniana

(6.52) na forma

1

H = om 15 + (py — gbsEox)?] —

by E,
J 23 0 | gbsBox, (6.57)

ou

2m = 2 mw? 2 mw?

2 b-Bq\ 12 b3 B
H = p—z+—mw2 [JL‘— <py€2 _ L2 0)] - g4—95330 (Py£2 -3 0) ,  (6.58)

onde definimos a freqiiéncia ciclotronica

bs E
w =950 (6.59)
m
e o comprimento fundamental
1
(= (6.60)

Vb By
Visto que a Hamiltoniana (6.58) nao depende explicitamente de y, podemos usar o ansatz
U = exp(iky)®(x) para a funcdo de onda, onde k é o autovalor da componente p, do
momentum. Definimos o centro da érbita classica do oscilador harmoénico descrito por
(6.58) como

X = (k€2 — gb‘”’B;’) , (6.61)
mw
e reescrevemos a Hamiltoniana na forma
H = p_i + 1mu)2 (x — Xk)2 e + gbs Bo X, + lmv% , (6.62)
2m 2 2 2
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onde
By
= = 6.63
UD E, ( )
E’e X Ee B
esta relacionado a velocidade de drift TB’—PH = gb3EOg do movimento classico. En-
eff 0
contramos os autovalores de energia do oscilador harmonico
1—¢ 1
(C:nk = |n+ T \w\ + gbgBoXk + éva s (664)

onde ¢ = + rotula a diregao de revolugao da freqiiéncia ciclotronica w = ¢|w|. Resolvendo
a equagao de Schrodinger relacionada ao Hamiltoniana (6.62), ou usando as propriedades
dos operadores escada para o estado fundamental, encontramos a autofuncao para o nivel
de Landau mais baixo
By () =~ TR (6.65)
e

Estado excitados estao relacionados as fungoes de Hermite, porém essa descrigao nao é

importante para os nossos objetivos.

O caso time-like

Da mesma maneira que ocorre no caso space-like, se considerarmos apenas a parte

time-like da Hamiltoniana (6.49) temos
H =5 (5+ghB) — 22 [V x B (6.66)

Da mesma forma podemos escolher uma configuracao de campo na qual o andlogo da
quantizacao de Landau ocorra,

A = B = By(0,2,0), (6.67)

onde By é uma constante. Entao, reescrevemos a Hamiltoniana (6.66) na forma

2
pr L, 2\2 W
H=Pe - )Y .
5 5 (z )+ 5 (6.68)
onde usamos o ansatz ¥ = e*®(x), k é o autovalor de p, e £ = (ghyBy)~'/? é o compri-

mento fundamental. Aqui
Y gboBo

m

(6.69)



6.5 Andlogo da condutividade Hall e a quebra das simetrias de Lorentz 95

é a freqiiéncia ciclotronica com w = ¢|w| onde ¢ = + rotula o sinal da dire¢ao de revolugao.
A Hamiltoniana (6.68) descreve o movimento de um oscilador haronico, e tem niveis de

energia quantizados

£, = [n + %1 o] (6.70)

Calculamos também o nivel de Landau mais baixo

]_ 1 2\2
Do(7) = e 2 @RE)T 6.71

De posse das autofuncoes para o estado fundamental, a seguir calculamos um analogo

da condutividade Hall para esses sistemas.

6.5.2 A condutividade Hall

Visto que temos os niveis de Landau mais baixos para os nossos sistemas, podemos
calcular o valor médio da corrente de particulas no plano z-y, e encontrar um analogo da
condutividade Hall. Se considerarmos o limite de campos intensos, o espacamento entre
os niveis de Landau se torna infinito, e o nivel de Landau mais baixo desacopla de todos
os demais. Assim, esse limite projeta o sistema quantico no nivel de Landau mais baixo.
Considerando o sistema onde uma particula neutra estd na presenca de um background
eletromagnético que viola as simetrias de Lorentz, analisamos os casos space-like e time-

like como segue.

O caso space-like

Supondo que o campo magnético efetivo é muito intenso para podermos desprezar os
niveis de Landau mais altos, tomamos apenas as autofungoes (6.65). Entao, calculamos

o valor esperado da corrente

. b B .
(J) = =222 005 — ghy Aug| o) | (6.72)

m
que se anula para componente x

b
() = =22 Wl o) = 0, (6.73)
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e para a componente y resulta em

b
(Jy) = —M<‘I’o|py — gbsEpx|Vy)
b 1 Z (e
_ng_Q_Eﬁ e @@ (k — gby Eyx) da
b B
= —M(k‘ - 953E0Xk) = —953050
0
= —gbsovp (6.74)

onde p é a densidade de particulas. Agora podemos encontrar a condutividade

J:v _ Ozx Oy Eac (675)
Jy —Ozy Oz E, ’

onde o0;; ¢ uma matriz formada pelos elementos do tensor de condutividade no plano z-y;
e como definimos anteriormente Eeﬁ = (E,, E,), assim E, = —gbsBy e £, = 0. Entao, a

condutividade Hall oy = 04y €

oy = —vgbs v= 2% , (6.76)
N
onde ¢y = (gb3)~! é o quantum de fluxo. O fator de preenchimento definido como
0
(Bo/0) 010

é a razao entre a densidade de particulas ¢ e a densidade de fluxo magnético efetiva
Ey/¢o; assim o valor de v p/q (p e ¢ sdo nimeros inteiros) e pode ser um nimero inteiro

ou fraciondrio racional.

O caso time-like

Novamente supondo que o campo magnético efetivo é muito intenso, consideramos
apenas o nivel de Landau mais baixo (6.71). Assim, calculamos o valor esperado da

corrente no plano z-y. Novamente, a componente x da corrente se anula

b
() = =222 Wl o) = 0, (6.78)
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bem como a componente y

b
(Jy) = —gT:;Q(‘I’oU?y — gboBox|¥y)
1
= —g[;rOLQ _fﬁ e_z%(x_kﬂ)z(k; — gboBoz) dx
b
= Tk by Bokt?) = 0. (6.79)
m

Devido a auséncia do campo elétrico efetivo, a densidade de corrente, na integral acima,
é perfeitamente antissimétrica em relagao ao pico da gaussiana e entao a corrente total se

anula. Portanto nao temos condutividade Hall para o caso time-like.

6.6 Sumario e observacoes

Aqui fazemos uma breve descricao das propriedades mais basicas do efeito Hall quan-
tico. Apresentamos a versao classica desse efeito, e enfatizamos a importancia de sua
quantizacao para a metrologia, principalmente como uma forma precisa de medir a cons-
tante de estrutura fina. Para calcular o valor da corrente Hall quantizada num sistema
eletronico bi-dimensional, encontramos as autofuncoes referentes aos niveis de Landau e

por fim calculamos o valor médio da densidade de corrente, bem como a corrente Hall.

Nosso principal objetivo foi construir um analogo do efeito Hall quantico para parti-
culas neutras. Partimos da Hamiltoniana nao-relativistica para um momento de dipolo
magnético na presenca de um configuracao de campos elétrico e magnético externos. Como
feito anteriormente, encontramos um andlogo dos niveis de Landau para esse sistema, e

em seqiiéncia construimos um analogo da da condutividade Hall quantizada.

Outro problema por nés estudado foi o efeito Hall quantico em um sistema formado
por uma particula neutra na presenca de um background eletromagnético que viola as si-
metrias de Lorentz. No limite nao-relativistico, o problema consiste no movimento de uma
particula neutra acoplanda com campos elétrico e magnético externos, onde um quadri-
vetor constante que controla as a quebras das simetrias de Lorentz atua na constante de
acoplamento. Novamente construimos um anélogo dos niveis de Landau onde dividimos
o problema em dois casos: O caso space-like e o time-like. Calculamos um analogo da
condutividade Hall para o caso space-like, e concluimos que nao ocorre esse efeito para o

caso time-like devido a auséncia de um termo que gere a velocidade de drift.
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7 Conclusoes e comentdarios
finais

Investigamos alguns efeitos puramente quanticos, como fases topolégicas por exemplo,
onde uma particula carregada ou neutra sofre a influéncia do campo eletromagnético
mesmo em regioes onde a forga classica é nula sobre a particula. Apresentamos o efeito
Aharonov-Bohm [2], onde uma particula carregada acumula uma fase em sua funcao de
onda devido o movimento que realiza, numa regiao livre de campos, ao redor de uma
linha de fluxo magnético isolada. Um efeito similar é apresentado; o efeito Aharonov—
Casher [5] onde uma particula neutra com momento de dipolo magnético permanente
adquire uma fase, semelhante a do efeito Aharonov—Bohm, ao circular uma linha de
cargas elétricas. Esses efeitos sao atribuidos a conexidade do espaco, e dessa forma sao
chamados de fases topoldgicas. Através de transformacoes de dualidade de Heaviside
encontramos mais duas fases topoldgicas [9]. A fase He-McKellar—Wilkens é construida
como o dual da fase Aharonov—Casher, onde uma prticula neutra com momento de dipolo
elétrico acumula uma fase topoldgica em sua funcao de onda ao se mover numa regiao livre
de forgas, nao-simplesmente-conexa, do espaco. Para completar o quadro, temos a fase
Aharonov—Bohm dual [9, 12], estudado através do movimento de um monopolo magnético
que circula um solendide elétrico. Houveram intensas discussoes sobre o uso do termo
“fase topoldgica” para os efeitos Aharnov—Casher e He-McKellar—Wilkens [55, 56]. Isso
se deve a presenga de campos, embora nao haja forcas, na regiao onde a particula habita.
Contudo, entendemos que o uso correto do termo dependera de condicoes estabelecidas

preestabelecidas pela definicao do mesmo.

Um outro problema que envolve a mecanica quantica de particulas carregadas ou neu-
tras na presenca do campo eletromagnético é a quantizacao em niveis de Landau. Con-
siderando sistemas formados por particulas neutras, com momento de dipolo magnético
ou elétrico, na presenca de campos elétricos e magnéticos externos, obtemos os autovalo-
res de energia e as autofungoes associadas [20]. Com o intuito de construir um anédlogo

da quantizacao de Landau para dipolos elétrico, numa configuracao de campo mais rea-
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lista, propomos o estudo do movimento de uma particula neutra com momento de dipolo
induzido por uma configuracao de campos magnético e elétrico cruzados [21]. Esse aco-
plamento foi proposto por Wei et al. [26] no estudo do efeito He-McKellar-Wilkens para
dipolos elétricos induzidos sem a necessidade de uma densidade de cargas magnéticas. No
regime de campos magnéticos intensos, os niveis de energia sao muito semelhantes aos
niveis de Landau [13]. Com os avangos na tecnologia de dtomos frios [63, 22], acredita-
mos que seja possivel simular esses efeitos experimentalmente. Esse estudo pode ser visto

como um primeiro passo para a descricao do efeito Hall quantico para particulas neutras.

Investigamos o comportamento de alguns efeitos quanticos, fases geométricas e niveis
de Landau, considerando a possibilidade de as simetrias de Lorentz nao serem exatas.
Usamos o termo de Carroll-Field-Jackiw [40], que restringe o setor de gauge da ele-
trodinamica quantica extendida, para o setor fermionico. Esse termo entra na equacao
de Dirac como um acoplamento nao-minimo, e pode ser interpretado como a interacao
de uma particula neutra com um background eletromagnético que viola as simetrias de
Lorentz. Estabelecido o contetido relativistico dessa formulagao, desenvolvemos nossos
trabalhos tomando o limite nao-relativistico. Demonstramos que o parametro que con-
trola a quebra das simetrias de Lorentz modifica as fases topolégicas de Aharonov—Casher
e He-McKellar—Wilkens, hora contribuindo como uma polarizagao (caso space-like), hora
como uma densidade de corrente elétrica (caso time-like). Um outro resultado surge desse
estudo. Considerando algumas condicoes para a configuracao dos campos, obtemos o es-
pectro de energia quantizado em niveis de Landau. Esses resultados sao interessantes para
direcionar investigacoes acerca da natureza fisica do background que quebra a invariancia
de Lorentz. Supondo que o background polariza a particula neutra, num experimento
hipotético poderiamos mensurar a violagao das simetrias de Lorentz analisando variagoes

no momento de dipolo das particulas.

Uma outra forma de quebra da invariancia de Lorentz vem de considerar a nao-
comutatividade das coordenadas espaciais. Nesse sentido, investigamos as contribuigoes
dessa formulacao para sistemas quanticos como fases topoldgicas e quantizacao de Lan-
dau. Para tal, tomamos o limite nao-relativistico da equacao de Dirac que descreve a
interagao de dipolos elétricos e magnéticos neutros com o campo eletromagnético. Nesse
limite, substituimos as coordenadas espaciais por operadores que nao comutam, e o pro-
duto usual pela operacao produto-x. Essa operacao mapeia o espaco nao-comutativo
no espaco comutativo usual, onde as corregoes devido a nao-comutatividade aparecem
nos termos que contém o parametro 6. Em mecanica quantica nao-comutativa, podemos

mapear o espago nao-comutativo no espago comutativo através de um Bopp shifts [115]
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nos termos que envolvem as coordenadas, bem como os campos. No estudo da fase de
Anandan nao-comutativa [29], demonstramos que a nao-comutatividade torna dispersivas
as fases topolégicas Aharonov—Casher e He-McKellar—Wilkens, visto que faz surgir uma
dependéncia da velocidade da particula, i.e. dependente da energia do feixe de particulas.
Da mesma forma, estudamos essas fases no espacgo de fase nao-comutativo. Demonstra-
mos que nos limites § — 0, § — 0 e A\ — 1 recuperamos a fase de Anandan original [58].
Ainda no contexto da nao-comutatividade das coordenadas espaciais, investigamos as im-
plicacoes para a quantizagao de Landau em sistemas de particulas neutras, com momento
de dipolo elétrico e magnético, na presenca de campos elétricos e magnéticos externos
[30]. Calculamos as corregoes para os niveis de energia, massa e freqiiéncia ciclotronica
devido a nao-comutatividade das coordenadas espaciais, como também considerando a
nao-comutatividade do espaco de fase. Verificamos que no limite § — 0,6 — 0e A — 1

recuperamos os resultados originais [20].

Os 1ultimos resultados produzidos durante esse trabalho vém do estudo de algumas
propriedades do efeito Hall quantico, considerando uma analogia feita para particulas
neutras. Partindo da Hamiltoniana nao-relativistica para o movimento de uma particula
neutra, com momento de dipolo magnético, na presenga de um campo elétrico externo,
construimos os niveis de Landau para esse sistema. De posse das autofuncoes associadas
aos niveis de Landau, calculamos o valor esperado para a corrente Hall e encontramos um
analogo da condutividade Hall para o sistema de particulas neutras. No mesmo sentido,
utilizamos os estudos sobre niveis de Landau num cendrio de quebra das simetrias de
Lorentz e calculamos a condutividade Hall para esse sistema. Destacamos a importancia
desses estudos, visto a relevancia da quantizagao do efeito Hall para a metrologia. Por
hora, conseguimos atingir objetivos apenas de interesse académico com esses estudos.
Entretanto, em trabalhos futuros pretendemos estabelecer bounds para verificagao expe-

rimental desses efeitos, bem como ampliar o nosso repertério tedrico.
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