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Resumo

A utilizacdo de Redes Neurais Artificiais (RNA) Multilayer Percep-
trons (MLP) Backpropagation (BP) para aproximacao de fun¢des com-
preende trés fases: treinamento, validagdo e utilizacdo. Este trabalho
propde uma metodologia para abordagem de dois aspectos sobre estas
fases: 1%) estimar um parametro para aferir a exatidao de saidas de RNA
classificando quais podem ser consideradas confidveis e quais ndo podem,
pois na fase de utilizacdo as RNA ndo conseguem aproximar a funcio de
interesse para 100% dos dados; e 2%) estabelecer o nimero minimo de
padrdes a serem utilizados na fase de treinamento que permita a con-
vergéncia e a generalizacdo dessas redes. A metodologia propde a uti-
lizacao de duas redes: a RNA Direta (RNAD), utilizada para aproximar a
funcdo de interesse, e a RNA Inversa (RNAI), utilizada para aproximar a
Funcao Inversa (FI) da RNAD. Apds o treinamento conjunto das duas re-
des, a diferencga entre a entrada da RNAD e a saida da RNAI, que devem
ser computacionalmente iguais na convergéncia das redes, ird definir os
parametros apresentados. Caso a funcdo a ser aproximada nao tenha FI
definida, o dominio € restringido para onde exista. A metodologia pro-
posta serd demonstrada utilizando-se dados sintéticos a partir da fun¢do
quadrética f(x) = x?, com o objetivo de controlar as entradas e as sai-
das para demonstrar experimentalmente a validade da metodologia que
serd aplicada para as RNA MLP nos dominios real, complexo e de Cli-
fford. O dominio (multidimensional) de Clifford € restringido para que
seja isomorfo ao dominio complexo, permitindo a visualizacdo gréfica
dos resultados e a compara¢do com o dominio complexo.



Abstract

The use of Artificial Neural Networks (ANN) Multilayer Perceptrons
(MLP) Backpropagation (BP) for regression is done in three phases: train-
ing, validation and testing. This research proposes a methodology to
approach two aspects of these phases: 1st) to estimate a parameter to
confront the accuracy of the ANN output classifying those which can be
considered reliable and those which are not, therefore in the testing phase
of the ANN it will not be possible to evaluate the function of interest for
100% of the data; and 2nd) to establish the minimum number of patterns
which allow the convergence and the generalization of those networks to
be used in the training phase. The method proposes the use of two net-
works: Direct ANN (DANN), used to approximate the function of inter-
est, and Inverse ANN (IANN), used to approximate the Inverse Function
(IF) of DANN. After the joint training of the two networks, the difference
between the input of the DANN and the output of the IANN, should be
the same computerwise in the convergence of the networks, it will define
the parameters presented. In case the function to be approximated does
not have a defined IF, the domain is restricted for where there is one. The
method proposed will be demonstrated using synthetic data starting from
the quadratic function f(x) = 22, with the objective of controlling the
input and the output to demonstrate the validity of the method that will
be applied for the ANN MLP in the Real, Complex and Clifford domain.
The Clifford (multidimensional) domain is restricted so that it is isomor-
phous to the complex domain, allowing the graphic visualization of the
results and the comparison to the complex domain.
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CAPITULO

1

Introducao

Redes Neurais Artificiais (RNA) podem ser descritas como técnicas computacionais baseadas
em um modelo matemaético inspirado na estrutura do neurdnio biolégico que tem capacidade de
adquirir, armazenar e utilizar conhecimento experimental (Carvalho, 2007). As RNA do tipo
Multilayer Perceptron (MLP) sdo difundidas como ferramentas para a solu¢do de problemas de
reconhecimento de padrdes (Travessa, 2006), fluxo de carga (W. L. Chan e Lai, 2000), apro-
ximacdo de func¢des (Arena et al., 1995) entre outras. Uma prética estatistica comum para a
escolha do conjunto de treinamento dessas redes € a validagdo cruzada estratificada conhecida
também como método hold-out (Kohavi, 1995), a qual reserva em torno de 70% dos dados
disponiveis para treinamento e o restante para validag¢do. Isso tem como caracteristica ndo de-
sejavel a admissdo de subconjuntos de treinamento maiores ou menores que 0 necessario, o que
incide diretamente nas fases de validacao e utilizagdo, pois as redes podem convergir de acordo
com o critério de parada, mas ndo necessariamente generalizar a funcao.

E uma caracteristica inerente s RNA, na fase de utilizagio, que, para alguns valores de en-
trada, a saida atual ndo se aproxima corretamente da funcdo. Em certas aplica¢des € necessario
utilizar unicamente saidas sobre as quais o grau de exatiddo, aqui denominado confiabilidade,
seja alto. Em caso contrdrio, ¢ melhor ndo utilizar. Este trabalho apresenta uma metodologia
deterministica como alternativa ao método hold-out e outros métodos estatisticos (Uchimura et
al., 1995), fornecendo para tal fim dois pardmetros: o primeiro, para definir a confiabilidade
na exatiddo das saidas de RNA; e o segundo, para definir a quantidade minima de padrdes de
treinamento necessdrios para permitir a convergéncia e a generalizacdo.

A metodologia propde a utilizacdo de duas redes: a RNA Direta (RNAD), utilizada para
aproximar a funcdo de interesse, € a RNA Inversa (RNAI), utilizada para aproximar a Func¢ado
Inversa (FI) da RNAD. Ap6s o treinamento conjunto das duas redes, a diferenca entre a entrada

da RNAD e a saida da RNAI, que devem ser computacionalmente iguais na convergéncia das
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redes, ird definir os parametros apresentados. Caso a funcdo a ser aproximada ndo tenha FI
definida, o dominio € restringido para onde exista. A metodologia proposta serd demonstrada

2, com o objetivo de con-

utilizando-se dados sintéticos a partir da fungio quadrdtica f(z) = z
trolar as entradas e as saidas para demonstrar experimentalmente a validade da metodologia que
serd aplicada para as RNA MLP nos dominios real, complexo e de Clifford. O dominio (multi-
dimensional) de Clifford € restringido para que seja isomorfo ao dominio complexo, permitindo
a visualizacdo grafica dos resultados e a compara¢do com o dominio complexo. As equagdes

de Clifford neste artigo refletem esta restricao.

1.1 Organizacao do trabalho

Os conceitos necessdrios para a compreensdo de RNA de forma geral sdo apresentados no
capitulo 2 os quais sdo necessdrios para a extensdo dessas redes para o dominio complexo,
capitulo 3. No capitulo 4 sdo apresentados os conceitos e defini¢des das dlgebras de Clifford
necessdrias para a compreensao da estrutura e funcionamento das RNA de Clifford e seu res-
pectivo backpropagation no capitulo 5. A descri¢do da metodologia proposta neste trabalho é
apresentada no capitulo 6 e os resultados e as discussdes dos mesmo se encontram nos capitulos

7 e 7.4, respectivamente, e o capitulo 8 € reservado para as conclusoes.



CAPITULO

2

Redes Neurais Artificiais

Redes Neurais Artificiais (RNA) s@o estruturas ldgico-matematicas para modelar a maneira
como o cérebro realiza uma tarefa particular ou funcdo de interesse. Segundo (Haykin, 1994),
uma RNA € um processador macigamente paralelo distribuido, constituido de unidades de pro-
cessamento simples (neurdnios artificiais), que t€ém a propensao natural para armazenar conhe-
cimentos experimentais e torni-los disponiveis para o uso, normalmente sdo implementadas,
utilizando-se componentes eletronicos, ou € simulada por programagdo em um computador.
Essas redes assemelham-se ao funcionamento do cérebro humano em dois aspectos: 1%) as
conexdes entre os neurdnios, conhecidas como pesos sindpticos, sdo utilizadas para armazenar
o conhecimento adquirido; 2*) o conhecimento é adquirido por meio de dados do ambiente,
num processo de aprendizagem também conhecido como processo de treinamento ou "Algo-
ritmo de Aprendizagem", que tem como finalidade ajustar os pesos sindpticos da rede de uma

forma ordenada para alcancar um objetivo desejado.

Uma RNA pode possuir uma ou multiplas camadas. O nimero de camadas define a ca-
pacidade de representacdo das relacdes entre o espago de entrada e de saida. A inexisténcia da
camada intermedidria, caracteristica do modelo Perceptrons, que esta condicionado, por con-
cep¢do, a representar bem somente relacdes linearmente separdveis. A existéncia de camadas
intermedidrias, caracteristica do modelo Multilayer Perceptrons (MLP), retira tal limitagdo. Se
houver apenas uma camada intermediéria, a rede do tipo MLP pode representar (com determi-
nado grau de aproximacdo) qualquer func¢do continua (Cybenko, 1988). Os conceitos acima
apresentados serdo discutidos com mais detalhes nas proximas se¢des. Por enquanto, enfati-

zaremos o conceito do neurdnio artificial que € o ponto de partida para compreender a estrutura
das RNA.
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2.1 O Neuronio Artificial

O primeiro modelo matematico de um neurdnio artificial foi proposto por (McCulloch e
Pitts, 1943). Neste modelo, o neurdénio possui n entradas g, x1,x2, - ,Z;, -+ , T, (€quiva-
lentes aos dendritos) e apenas uma saida o; (equivalente ao axOnio). Para simular a sinapse, cada
entrada do neurdnio estd associada a um peso wy;, Wi, Waj, ..., W;; € um peso fixo b; chamado
bias, cujos valores podem ser positivos (excitatdrios) ou negativos (inibitorios). Temos na
Figura (2.1) a representagiio grafica desse modelo'. Os pesos tém a finalidade de armazenar
o comportamento de funcdes, informagdo esta retirada dos dados de entrada fornecidos ao

neurdnio.

0, /
Figura 2.1: Neurdnio artificial
net; = Yy wpz;+b (2.1)
0o = f(net;) (2.2)

O indice j: faz referéncia a conexao entre o j-€simo neurdnio a ¢-ésima entrada. Para esse
modelo é comum a entrada x, ser fixada no valor 1, e seu peso correspondente wy; = b; ser
definido como bias. O corpo celular € emulado aplicando-se a Equagao (2.1) resultando no valor
net; logo ap6s este valor é submetido a uma fungdo de ativagdo f(-) e a safda dessa fungdo é

representada por o; como mostrado na Equagao (2.2).

2.2 Funcoes de Ativacao

As Funcdes de Ativagdo (FA) fornecem o valor da saida de um neurdnio. Dependendo

do valor de ativag@o net;, existem vdrios tipos de fungdes de ativagdo. A escolha de uma ou

'Figura editada do original em (Yi, 2004)
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outra depende de diversos fatores relacionados a aplica¢do que se quer resolver. As fungdes de

ativacdo mais comuns em RNA sdo detalhadas a seguir.

2.2.1 Funcao Degrau

A Figura (2.2) mostra a fung@o degrau. O eixo horizontal representa os valores de net; e o

eixo vertical representa os valores de o; das Equagoes (2.1) e (2.2), respectivamente.

18 ‘ ! ‘ ! ‘ ! ‘ ! !

05 ; i ; i ‘ i ; i i
5 K

Figura 2.2: Func¢do degrau

A funcdo degrau descrita na Equacdo (2.3) € utilizada no modelo de (McCulloch e Pitts,

1943) e representa a generalizagdo da caracteristica bindria de circuitos digitais.

1, senet; >0
0; = f(net;) = (2.3)
0, senet; <0

pois s6 admite saidas, zero ou um. Por ter esta caracteristica, a funcdo ndo € utilizada no
algoritmo backpropagation (que serd discutido na secao 2.6) no processo de aprendizado, pois

nao € possivel computar a derivada por toda a extensao de seu dominio.

2.2.2 Funcao Logistica

Esta func¢do, ao contrario da funcdo degrau, pode assumir todos os valores entre zero e um.

Esta fung¢do também € conhecida como logistica e € definida pela Equacdo (2.4):

1
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A funcdo logistica mostrada na Figura (2.4) apresenta trés caracteristicas fundamentais para
solucdo da maioria das aplicagdes préticas utilizando RNA: € continua, ndo linear e limitada

entre zero e um. O fato de a funcdo ser continua permite calcular a derivada em qualquer

05 i ; i ; i i i i ;
-10 -8 -B -4 -2 o 2 4 B a8 10

Figura 2.3: Funcao logistica

ponto do seu dominio e, conseqiientemente, permite o processo de aprendizagem pelo algoritmo
backpropagation. A niao-linearidade permite o desenvolvimento de solu¢des para problemas
também nao lineares. E a caracteristica de ser limitada nos garante que ndo importa se net;
assuma valores elevados ou infimos, pois o;, por ser limitada entre entre zero € um, sempre

fornecera saidas limitadas.

2.2.3 Funcao Tangente Hiperbdlica

A funcdo tangente hiperbdlica, definida pela Equacgdo (2.5), possui as mesmas trés carac-
teristicas descritas na funcao logistica descrita na Equacdo (2.4). No entanto, € possivel observar

na Figura (2.4) que essa FA possui os limites entre [—1, 1].

net; —net;

(&
enet; + e—netj

0j = f(net;) = —

(2.5)

O comportamento da fun¢do tangente hiperbdlica € muito semelhante ao da fun¢ao logistica,
com a vantagem (dependendo do problema a ser abordado) de fornecer valores o; negativos.
Essa funcao € apresentada neste trabalho na forma de fun¢do elementar transcendental, fungdo
escrita com termos exponenciais, que permite a mestra representacdo matematica em diversos

dominios.
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15

Figura 2.4: Funcdo tangente hiperbdlica

2.3 Perceptron

As Redes perceptron com uma camada sdo uma associacdo de varios neurdnios de (McCul-
loch e Pitts, 1943) em paralelo e sdo consideradas o tipo mais simples de RNA. Esta rede é
formada por uma camada tnica de neur6nios de saida, os quais estdo conectados por pesos wj;

as entradas ;. Observe a Figura (2.5):

neuronio j

Figura 2.5: Perceptron
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Cada neurdnio computa o seu respectivo valor net;, Equagdo (2.1), na figura representado
por > . Imediatamente, net; é aplicado na FA f(-), para obter a saida o;. A Equagdo (2.6)

abaixo resume este processo.

01 = flwns +wars + ... +Fwax; +b1) = f(net;)
0y = [f(wiary + W + ... + winx; + b)) = f(nety)

. ) (2.6)
0j = f(wyry +wyrs + ... +wyx; +b;) = f(net))

De maneira a facilitar a compreensdo e a implementacdo dos algoritmos, a Equacgdo (2.6)

serd organizada na forma matricial, como mostra a Equacao (2.7)

T
01 w1 Wiz - Wiy sl by
02 Wo1 W2 -+ Wy €2 by

=f . . A e (2.7)
0j Wi Wiz -+ Wiy ZT; bj

Observando com aten¢do a Equacdo (2.7), podemos constatar que ela nada mais é que a

generalizacdo da Equagdo (2.1). Assim, podendo reescrever a equacao matricial como (2.8):
O=f(W'X + B) (2.8)

Em que O corresponde ao vetor de saidas da rede, f a FA, B ao vetor de bias e X ao vetor

de entradas da rede neural e W7, 2 matriz de pesos transposta.

2.4 Redes Multilayer Perceptrons

As redes neurais artificiais podem ser organizadas em mais de uma camada de neur6nios,
este tipo de rede é conhecido com Multilayer Perceptrons (MLP), Figura (2.6). Além das ca-
madas de entrada e saida, este tipo de rede possui camadas ocultas, também chamadas de ca-
madas intermedidrias. As saidas de cada camada servem de entrada para a seguinte, e deve-se
associar um peso para cada entrada em cada camada. A andlise matemadtica de (Minsky e Pa-
pert, 1969) sobre o modelo perceptron provou que redes de uma camada ndo sdo capazes de
solucionar problemas que ndo sejam linearmente separdveis. Tal restricdo implica que padrdes
de entrada similares resultem em padrdes de saida similares, o que leva o sistema a incapacidade
de aprender certos mapeamentos. Dessa maneira, padrdes de entrada, com estruturas similares,
fornecidos do mundo externo, que levem a saidas diferentes, ndo sdo possiveis de serem ma-

peados por redes sem representagdes internas, isto €, sem camadas intermedidrias.
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l
b, by
1 1
X, X, 01
newrénio 1 neurdnio 1
X2 xi 0,
newrdnio 2 neurdnio 2
b, . v
X S 7 X! >
: &) ! & %

neurchio j Reurcnio j

Figura 2.6: Rede MLP

Um exemplo cldssico deste caso € a func¢do ou-exclusivo (XOR). Contudo, o desenvolvi-
mento do algoritmo de treinamento backpropagation, por (Rumelhart et al., 1986), mostrou que
€ possivel treinar, eficientemente, redes com camadas intermedidrias, resultando no modelo de
redes neurais artificiais mais utilizado atualmente, as redes (MLP), treinadas com o algoritmo
backpropagation. Nessas redes, cada camada tem uma funcao especifica. A camada de saida re-
cebe os estimulos da camada intermedidria e constréi o padrao que serd a resposta. As camadas
intermedidrias funcionam como extratoras de caracteristicas. Seus pesos sdo uma codificagdo
de caracteristicas apresentadas nos padrdes de entrada e permitem que a rede crie sua prépria
representacdo, mais rica e complexa, do problema. Todas estas afirmagdes sdo fundamentadas
pelos trabalhos de (Cybenko, 1988) e (Cybenko, 1989) que demonstram que sdo necessarias
apenas duas camadas intermedidrias para a aproximacdo de qualquer fun¢do e uma camada

intermedidria para implementar qualquer func¢do continua.

2.5 Aprendizado Supervisionado

Para que uma RNA possa fornecer resultados convenientes a problemas especificos, é ne-
cessdrio que passe por uma fase de treinamento, em que seus pesos sindpticos, ou simplesmente
pesos, sdo ajustados de forma que ela se adapte aos diferentes estimulos de entrada. A partir
dessa constatacdo, podemos entdo afirmar que a propriedade mais importante de uma rede neu-
ral artificial € sua capacidade de aprendizado. Uma rede neural aprende através de um processo
iterativo de ajustes aplicados aos seus pesos sindpticos e limiares, que pode ser expresso na
forma de um algoritmo computacional. Nao hd uma defini¢do precisa, universalmente aceita,
de “aprendizado”. No contexto de redes neurais artificiais, (Haykin, 1994) define aprendizado
da seguinte forma: “Aprendizado é um processo pelo qual os parametros livres de uma rede

neural sdo adaptados através de um processo de estimulo pelo ambiente no qual a rede estd
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inserida”. Um tipo particular de aprendizado serd de especial interesse para este trabalho: o

aprendizado supervisionado.

Este tipo de aprendizado € caracterizado pela presenca de um “professor” externo. A fungao
do “professor” durante o processo de aprendizado € suprir a rede neural com uma resposta
desejada a um determinado estimulo apresentado pelo ambiente. Definimos um sinal de erro
e;(n) como a diferenca entre a resposta desejada e a resposta observada na saida da rede neural
no instante n. Os pardmetros da rede sdo entdo ajustados de acordo com o sinal de erro e;(n). A

Figura (2.7) apresenta um diagrama de blocos de um sistema com aprendizado supervisionado.

Vetor descrevendo
o estado do
ambiente

Ambiente “Professor”

Resposta
desejada
/ Resposta +
observada _

Dispositivo de
aprendizado

Sinal de erro

Figura 2.7: Diagrama de blocos: sistema com aprendizado supervisionado

Uma forma de implementar uma estratégia de aprendizado supervisionado em redes neurais
¢ por meio de procedimentos iterativos de corre¢do de erro. Durante o aprendizado, os erros
vao sendo calculados sucessivamente, até que cheguem a um valor satisfatério, definido a priori.
Seja t;(n) aresposta desejada para um neurdnio j no instante n e seja o,(n) a resposta observada
para este neurénio. A resposta 0;(n) é produzida por um estimulo (vetor) X (n) aplicado a
entrada da rede da qual o neurdnio j faz parte. O objetivo do aprendizado por corre¢do de erro
¢ minimizar alguma funcdo de custo baseada no sinal de erro e;(n) = t;(n) — 0;(n), de modo
que a resposta observada de cada neurdnio da rede se aproxime da resposta desejada para aquele
neurdnio, em algum sentido estatistico. Em outras palavras, que as respostas entre os ¢;(n) e
0j(n) sejam tao pequenas quanto necessdrio. Uma fungio de custo comumente empregada é o
Sum of Squared Error (SSE) definido como E(n) = 1 3 (e;(n))*.

J

)
Devemos nos atentar que F(n) define uma superficie de erro sobre o espago dos pesos. A
superficie de erro é caracterizada pela presenca de um minimo global e um ou mais minimos
locais. Os métodos de otimizagdo utilizados na minimiza¢do de F(n) usualmente recorrem

a informacdo do gradiente do erro para ajustar os parametros da rede. Teoricamente, estes
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€«—————Minimo global

mMinimos locais

Figura 2.8: Possivel superficie de erro

métodos sempre atingem um ponto de minimo da superficie de erro, mas nada se pode afirmar
sobre a natureza (local ou global) do ponto de minimo obtido a partir de uma condi¢do inicial

arbitraria. A Figura (2.8) ilustra uma possivel superficie de erro.

2.6 Algoritmo Backpropagation

O algoritmo backpropagation (BP) € utilizado no treinamento de redes neurais MLP. Ba-
sicamente, o algoritmo consiste em duas fases de computagdo: a fase de propagacdo e a de
retropropagacao. Na fase de propagacgao, Figura (2.9), uma entrada é aplicada a rede neural e o
seu sinal € propagado pela rede, camada por camada. Durante a fase de propagacao, os pesos da
rede permanecem fixos. Na fase de retropropagacdo, Figura (2.10), um sinal de erro € calculado
na saida da rede e € propagado no sentido reverso, camada por camada, e ao final deste processo

0s pesos sdo ajustados de acordo com uma regra de correcdo de erro.

r ey

neironios ocultos Computo das saidas e
dos erres

. neurdnios de saida
. '\’&_}.»"':f W

§; > AN

o NN

) :.'-.
: DAL \
\
y

Figura 2.9: Fase de propagacao

O treinamento de uma rede com o algoritmo backpropagation é realizado de forma super-

visionada, ou seja, € apresentada a rede uma determinada entrada e também € disponibilizada
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a resposta desejada para aquela entrada. A popularidade deste algoritmo resulta de sua rel-
ativa simplicidade de implementacdo e da capacidade de armazenar conteido de informacgdo

(adquirido pela rede MLP a partir do conjunto de dados) nos pesos sindpticos da rede.

Apresentados estes conceitos o algoritmo backpropagation pode ser descrito em detalhes.
Considere o neurdnio j. Na Figura (2.11), os vetores de entrada e os alvos de uma rede MLP
podem ser representados por X e 7', respectivamente. Onde 7' € a aplicacao dos valores X sobre
a funcdo de interesse. Assim, define-se como padrdo os vetores de entrada X e suas correspon-
dentes saidas desejadas 1" utilizados no periodo de treinamento. Em problemas praticos, sao
apresentados diversos padrdes de treinamento [ X, 7'] 8 RNA, para que, ao final do aprendizado,

ela forneca respostas para entradas diferentes de X utilizadas no treinamento.

ej(n) = tj(n) — o;(n) (2.9)

E(n) = % Z (e;(n))? (2.10)
1 N-1

MSE =< HZ:O E(n) (2.11)

Ajuste dos peses a partir da
camada de saida até a de entrada

Figura 2.10: Fase de retropropagacao

Seja j o indice que identifica o neurdnio e n o passo de execugdo e considere, inicialmente,
o método de treinamento em que 0s pesos sdo ajustados padrdo-a-padrdo. As mesmas etapas
descritas na secdo (2.1) s@o procedidas e mostradas nas nas Equagdes (2.12) e (2.13). O erro
fornecido para o neurdnio j é dado pela diferenca entre a saida o;(n) e o alvo t;(n). Como
descrito na Equacgdo (2.9), define-se o valor instantdneo do erro quadratico para o neurdnio
j de acordo com a Equacdo (2.10). Considerando N como niimero total de padrdes (vetores-
exemplo) contidos no conjunto de treino, o Mean Square Error (MSE) ou erro quadritico médio
¢ obtido somando F/(n) sobre todo n e entdo normalizando com respeito ao tamanho N do

conjunto de treino, conforme a Equacao (2.11).
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Para um dado conjunto de treino, F/(n) representa a func¢@o custo do processo de minimiza-
cdo do erro de aprendizado, constituindo uma medida inversa do desempenho do processo de
aprendizado a partir do conjunto de treino. Para minimizar F(n), os pesos sindpticos sdo atua-
lizados a cada apresentacdo de um novo padrao a MLP através do vetor de entrada até o término

de uma Epoca.

Figura 2.11: Neur6nio de saida

Uma Epoca consiste no intervalo correspondente 2 apresentacdo de todos os N vetores-
exemplo do conjunto de treino a camada de entrada da MLP. O ajuste dos pesos € feito de acordo
com os respectivos erros computados para cada padrao apresentado a rede. A média aritmética
destas alteragdes individuais nos pesos sobre o conjunto de treino € portanto uma estimativa da
verdadeira alteragdo que resultaria a partir da alteragdo de pesos baseada na minimizacao da
func¢ado de custo sobre todo o conjunto de treino. Considere a Figura (2.11), a qual descreve o
neur6nio j sendo alimentado por um conjunto de sinais produzidos na saida dos neurdnios da

camada a sua esquerda.

net;(n) = Zwﬂ(n)xz(n) +b; (2.12)

0j(n) = f(net;(n)) (2.13)

A correcdo dos pesos € obtida a partir da regra delta, definida pelo gradiente do erro quadrético
em fun¢do do préprio peso como mostra a Equacao (2.14). A influéncia da taxa de aprendizado
nao estd no caminho percorrido pelo algoritmo e sim na velocidade para alcangar o minimo
global (Braga et al., 2007). Uma taxa de aprendizado muito baixa torna o treinamento muito
lento, ao passo que uma taxa de aprendizado muito alta provoca oscilacdes no treinamento e
impede a convergéncia do processo de aprendizado. A Figura (2.8) ilustra uma possivel super-
ficie de erro que o algoritmo backpropagation pode percorrer. Para cada problema e aplicagao,
€ necessdrio encontrar a melhor taxa de aprendizagem 7) por tentativa e erro, lembrando das

restri¢des citadas ha pouco.
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0

Awgi(n) = 15—
i

E(n) (2.14)

0 _OE(n) Oej(n) 0oj(n) Onet;(n)
8wﬁE(n) ~ Oej(n) . do;(n) . onet;(n) ' owj;

(2.15)

Aplicando a regra da cadeia na derivada parcial da Equagdo (2.14), obtemos a equacao
em que a corregdo do peso ¢ escrita em fungdo do erro e;(n), da saida o;(n), do potencial de
ativacdo net;(n) e do proprio peso w;; do neurdnio j.

Derivando cada termo da Equagdo (2.15), teremos os resultados parciais em (2.16):

gggz; — ¢;(n) (2.16a)
gzgz; - -1 (2.16b)
aii;% = f'(net;(n)) (2.16¢)
%Zi (ZL)) = (2.16d)
Assim, o gradiente % 3E(") resulta em:
a{f@ﬁz) = —¢;(n) - f'(net;(n)) - zi(n) (2.17)

Pode-se observar na Equacgdo (2.17) que o gradiente do MSE € expresso em funcao de trés
parametros: o erro, a derivada da FA e da entrada correspondente ao peso a corrigir. Como
dito na secdo 2.2, a necessidade de se utilizar fun¢des de ativacdo como a linear, logistica ou
a tangente hiperbodlica na aplicacdo do algoritmo backpropagation é mostrada claramente na
Equacgado (2.17), em que a FA da rede deve ser necessariamente diferencidvel em todo o seu

dominio.
Substituindo o resultado da Equacdo (2.17) na Equagido (2.14) e definido J; como (2.18),
obtemos a Equacgdo (2.19), que nada mais € do que termo de corre¢do dos pesos em relacdo ao

erro da rede, e na Equacdo (2.20) temos a regra de atualizagdo dos pesos.



CAPITULO 2. REDES NEURAIS ARTIFICIAIS 15

OF ,
d;(n) —%T(Z)l) =e;j(n) - f'(netj(n)) (2.18)
j
Awj;(n) = —n-d;(n)-x; (2.19)
Wit = wit + Awy (2.20)

Salientamos que a Equacdo (2.18) s6 € valida para os neurodnios da camada de saida, ja que
as saidas desejadas sdo definidas apenas para a dltima camada. Logo, a equacdo para correcao
dos pesos para as camadas intermedidrias deve ser definida em funcdo dos erros fornecidos
pela dltima camada. Em outras palavras, devemos definir o gradiente J; para os neurénios

pertencentes as camadas escondidas.

}?efk V-‘

Figura 2.12: Neurdnio escondido j e neurdnio de saida k

Quando o neurdnio j pertence a uma camada escondida, ndo ha nenhuma saida desejada
pré-especificada para o neurdnio. Assim, o sinal de erro de um neur6nio escondido deve ser
calculado em termos dos sinais de erro de todos os neur6nios aos quais o neurdnio esta dire-
tamente conectado. Considere a Figura (2.12), que mostra o neurénio j como um neurdnio

escondido da rede.

Da Equacdo (2.18), podemos redefinir o gradiente local §;(n) para o neurdnio escondido
j como (2.21) usando a relacdo da Equacdo (2.16c). Para calcular a derivada parcial gf((z))

devemos proceder como segue:

5:(n) = _0E(n)  9oj(n) _ _0E(n)
! doj(n) Onetj(n) do;(n)

fnety(n) 21)

Derivando a Equagdo (2.10) em relagdo a 0;(n), obtemos a Equacao (2.22a)

2 - i
OB 37 ey ) o) Oneteln) (2:220)

do;(n) onetg(n)  Oo;(n)

k
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Usando a regra da cadeia para calcular gz’jgzg, podemos rescrever (2.22a) como (2.22b). O

erro na saida do neurdnio % € dado por

er(n) = tx(n) — ox(n) = tp(n) — f(nety(n)) (2.23)

sendo que nety(n) é o nivel de ativagdo interna do neurdnio k. Assim, temos

deg(n)

Da Figura (2.12) podemos ver que o nivel de ativag@o interna de neurdnio % € dado por

netg(n Z wyj(n (2.25)

sendo que g € o nimero total de entradas (excluindo a polarizac¢do) aplicadas ao neurdnio k.

Derivando a Equagdo (2.25), em relacdo a 0,(n), obtemos

onety(n)

—80j ) = wy;(n) (2.26)

Assim, substituindo as Equacdes (2.24) e (2.26) na Equacgdo (2.22b), obtemos a derivada

parcial desejada descrita por:

gigzi - Z ex(n) - f'(nety(n)) - wi;(n) (2.272)

= =) u(n) - wi(n) (2.27b)

sendo que em (2.27b) fizemos uso da definicdo de gradiente local dada na Equacdo (2.18) para
exprimir dx(n).
Finalmente, substituindo a Equagdo (2.27b) na Equacgao (2.21), obtemos a expressao para o

gradiente local d;(n) para o neurdnio escondido j:

8;(n) = f'(net;( Z Sx(n) - wii(n (2.28)

O termo f’(net;(n)) na Equagdo (2.28) depende apenas da FA associada ao neurdnio j. O

termo restante, isto é, o somatério sobre k, depende de dois conjuntos de termos. O primeiro
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conjunto de termos, 0s d, exige o conhecimento dos sinais de erro e, (n), para todos os neurénios
localizados na camada imediatamente posterior a camada onde se encontra o neurdnio j, € que
estdo diretamente conectados ao neurdnio j; veja a Figura (2.12). O segundo conjunto de ter-

mos, 0S Wy, consiste nos pesos sindpticos associados a estas conexdes.

2.7 Modos de Treinamento

Uma apresentagdo completa do conjunto de treinamento durante o processo de aprendiza-
gem é denominada época. Dado um conjunto de treinamento, o algoritmo backpropagation

pode ser executado em dois modos distintos:

1. Modo padrao-a-padrdo (on-line): os pesos sdo atualizados apds a apresentacdo de cada
padrdo a rede neural. Neste modo de treinamento, uma época consiste na apresentacao
dos N padrdes de treinamento organizados na ordem {[X (i), 7'(i)],i = 1,2,--- ,n}. O
primeiro exemplo da época € apresentado a rede, e a seqiiéncia de processamentos das
fases de propagacdo e retropropacgao, discutidos na se¢do 2.6, € realizada, resultando no
ajuste de pesos da rede. Repete-se este processo até que o dltimo padrdo [X (n),T(n)]
seja apresentado a rede, concluindo assim a época, que, apds sua conclusdo, o critério de

parada € analisado. Caso o critério ndo seja satisfeito, o processo e repetido.

2. Modo batelada (batch mode): todos os padrdes {[X (i), T(i)],i = 1,2,--- ,n} séo apre-
sentados de uma sé vez e somente apds a apresentagdo os pesos sdo ajustados, consti-
tuindo assim uma época. Para uma determinada época, definimos a funcao de custo como
o erro quadratico médio, definido na Equacdo (2.11). A correcdo a ser aplicada a cada
peso wy; serd proporcional a derivada parcial E(n) em relagdo wj; e ao termo 1/N que

precede a Equacdo (2.11). Assim, temos

(2.29)

sendo que, para calcular %ET@, procedemos da mesma forma descrita anteriormente na
Ji
secdo 2.6. A escolha de qual modo utilizar vai depender do desempenho que se quer

atingir com a rede e da aplicacdo para a qual a RNA estd sendo modelada (Mgller, 1993).

2.8 Critérios de Parada

O algoritmo backpropagation executa a correcdo dos pesos diversas vezes e necessita de
pelo menos um critério de parada (Haykin, 1994). Vamos listar aqui alguns dos critérios de

parada mais usuais:
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1. Quando o algoritmo de treinamento for executado um nimero mdximo de vezes, definido

a priori.

2. Quando a norma euclidiana do gradiente do erro for inferior a um limiar pré-especificado

e arbitrariamente pequeno.

3. Quando a taxa de variacdo absoluta no erro quadritico médio por época for suficiente-

mente pequena.

4. Quando o erro médio quadratico MSE atingir um valor pré-especificado e arbitrariamente

pequeno.

2.9 Normalizacao dos Dados

As principais fungdes de ativacao utilizadas nas aplicagdes préticas sdo a logistica, Equacao
(2.4), e a tangente hiperbodlica, Equacao (2.5), apresentadas na sec¢do 2.2. Estas fungdes tem
suas safdas limitadas, a logistica entre [0, 1] e a tangente hiperbdlica entre [—1, 1], e, caso o
conjunto de dados de treinamento e utilizacdo do problema a ser abordado estiverem fora dos
limites da funcdo, ha a necessidade destes serem normalizados de modo que o treinamento ndo
seja comprometido. Para normalizar um elemento ¢ do conjunto de alvos 7', é empregada a
Equacao (2.30)

(t — Thnin)

tnorm = (M - m)(TT) +m (230)

onde:

t: alvo;

* t,orm: alvo normalizado;

M e m: valores maximo e minimo, respectivamente, da escala normalizada;

* Thax € Tmin: valores maximo e minimo, respectivamente, do vetor de alvos 7'.

Os valores M e m vao depender da FA empregada, mas nao € aconselhdvel que estes valores
assumam exatamente os valores de saturacdo das fungdes de ativacdo, pois isto pode comprome-
ter a convergéncia do treinamento. O ideal € escolher um intervalo proximo as ndo-linearidades
da FA. Apds o treinamento, ha a necessidade de desnormalizar os dados obtidos. Para isso,

fazemos uso da Equacido (2.31).

(tnorm - m)

t = (Tmax - Tmin) (M — m)

+ Tmin (231)
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2.10 Inicializacao dos Pesos

O primeiro passo do algoritmo de backpropagation € a inicializacdo dos pesos da rede,
o que corresponde a definicdo de um ponto inicial da superficie de erro. Uma inicializagao
inadequada (ponto inicial mal localizado) pode fazer com que o algoritmo de treinamento fique
preso em um minimo local ou apresente problemas numéricos que de outra forma poderiam
ser evitados. Como usualmente ndo temos nenhuma informagdo que possa ser diretamente
empregada na inicializacdo dos pesos da rede, uma solu¢do comumente utilizada € inicializar os
pesos aleatoriamente com distribuicdo uniforme sobre um pequeno intervalo em torno do zero.
Diversos métodos de inicializacdo ja foram propostos com o intuito de melhorar o desempenho e
convergéncias de RNA (Nguyen e Widrow, 1990), (Boers e Kuiper, 1992) porém, neste trabalho
¢ adotado a inicializacdo aleatdria dos pesos com vista a validar o desempenho da metodologia

proposta sem qualquer qualquer modificacao de desempenho no algoritmo backprpagation.



3

Redes Neurais Artificiais Complexas

Do ponto de vista estrutural, projetar redes neurais artificiais RNA, que possam processar
sinais complexos, é semelhante a se projetar suas contrapartes de domino real. A principal di-
ferenga encontra-se na adaptagdo do algoritmo BP e na escolha adequada da FA para o dominio
dos nimeros complexos. Exclusas essas dificuldades, as RNA de dominio complexo adotam
os mesmos conceitos de topologia de rede, modos de treinamento, critérios de parada e
validacao do treinamento de RNA reais.

Para que possamos adaptar satisfatoriamente o algoritmo BP, ao caso complexo, devemos
compreender os conceitos relacionados com as fung¢des continuas, diferencidveis, analiticas e
limitadas e nao-limitadas no dominio complexo, pois estes conceitos sdo de suma importancia
para se desenvolver as regras de aprendizado de dominio complexo utilizando-se o método
gradiente descendente (Y1, 2004), (Nitta, 2000).

Quando bem compreendidos, estes conceitos guiam a escolha da FA a ser implementada
nessas redes. Dependendo da aplicacdo a ser abordada, esta escolha tem grande influéncia
na capacidade de generalizacdo e aprendizado da rede, visto que as FA de dominio complexo
podem apresentar pontos singulares.! A principio, qualquer FA ndo-linear complexa pode ser
usada no algoritmo Complex Backpropagation (CBP), desde que os problemas com os pontos
singulares também chamados de singularidades sejam contornados (Leung e Haykin, 1991),
(Benvenuto e Piazza, 1992), (Georgiou e C, 1992), (Arena et al., 1993), (Arena et al., 1995),
(Kim, 2001), (Yi, 2004).

Pontos onde a fungdo de ativagio toma valores no infinito (co).

20
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3.1 O Neurénio Artificial Complexo

O neurdnio artificial complexo (Leung e Haykin, 1991) apresentado na Figura (3.1) é seme-
lhante ao neurdnio artificial convencional apresentado na se¢@o 2.1. A diferenca estd nos valores
de entrada, alvos, pesos que sdo todos nimeros complexos. O limiar ou bias deste neurdnio €
definido com o valor 1, pois este € o elemento identidade no dominio complexo, mas do ponto
de vista conceitual tal fato ndo impede que ele seja um ndimero complexo (W. L. Chan e Lai,
2000).

Figura 3.1: O neur6nio artificial complexo

Assim, no dominio real, net; € descrito como uma combinagdo linear no espaco vetorial das
entradas x4 (n) cujo os pesos sdo wj,(n), como mostra a Equacdo (3.1). De maneira a facilitar
a compreensdo das equagdes, o termo (n), que corresponde ao n-ésimo padrao de treinamento,

serd ausentado das expressoes que seguem.

net; = Y wpzg+b = a; +id; (3.1)
k

o; = f(netj)=u;+ v, (3.2)

A saida fornecida por cada neur6nio da rede complexa é dada pela Equacgdo (3.2), em que
f(+) é afungdo de ativagdo complexa, onde u; é a parte real da saida do neurdnio e v; é a parte

imaginéria da saida do neur6nio.

O sinal de saida do neur6nio € comparado com o alvo ¢; e o erro do neur6nio € obtido

conforme Equacdo (3.3).
€; = tj — 05 (33)

Para a defini¢do do MSE complexo, devemos lembrar que o dominio complexo nao ¢ total-
mente ordenado. Este fato leva ao consenso entre (Benvenuto e Piazza, 1992), (Georgiou e C,
1992), (Leung e Haykin, 1991) e outros autores de que a fun¢do custo deve ser uma funcgdo real.

Esta fun¢do € apresentada na Equacgdo (3.4).
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1 1
E= > (esel) =3 > (Er+el) (3.4)

J J

Onde ¢jr € ej; correspondem, respectivamente, a parte real e imaginaria do erro de cada
neurdnio. A préxima secdo tratard dos conceitos ligados a diferenciabilidade no dominio com-
plexo, necessarios para compreensao do algoritmo CBP, e das relacdes e implicagdes com re-

lac@o a escolha da FA mais adequada para este algoritmo.

3.2 Diferenciabilidade no Dominio Complexo

A diferenciabilidade no dominio complexo C nos ajudard a compreender melhor o com-
portamento das FA de varidvel complexa e conseqiientemente algoritmo CBP. Uma rede do
tipo MLP, usando o algoritmo BP, pode ser considerada um aproximador universal de funcoes,
quando as FA implementadas no algoritmo sdo ndo-lineares. Em outras palavras, com FA nao-
lineares, a rede neural se torna capaz de solucionar diversos problemas de ordem prética. (Le-
ung e Haykin, 1991), que pode ser considerado um dos primeiros artigos sobre redes neurais
artificiais complexas, os autores estenderam o conceito de FA nao-linear diferencidvel para o
dominio complexo, usando a FA fully logistica complexa, porém, esta funcdo e diversas ou-
tras apresentam pontos singulares. Assim, torna-se necessario a melhor compreensdo da nog¢ao
de diferenciabilidade no dominio complexo para escolhermos a melhor estratégia para se con-
tornar este problema. Uma func¢do G : D C C — C é diferencidvel em zy € D se para qualquer
h € D arelacdo abaixo existir.

G'(2) = diG(Zo) = lim Gz + h})L — G(2)

20 h—0

(3.5)

Formalmente, esta definicdo é semelhante ao conceito de diferenciacdo no dominio real,
porém, devemos atentar para o fato de que condi¢des adicionais para as derivadas parciais de
((zp) devem ser estabelecidas (Knoop, 1996a), para garantir a validade da Equacéo (3.5). Mais
tecnicamente falando, estamos nos referindo as Equagdes de Cauch-Riemann (3.7).

Primeiramente devemos lembrar que uma fungdo G(z) = (u(z,y),v(z,y)) : D C C — C
¢ diferencidvel em z; € D, se e somente se u € v forem fungdes reais diferencidveis em zj e as

equacdes de Cauchy-Riemann forem satisfeitas.

8u' 3u_ av' B ov

Uy = %7 Uy = 8_3/’ Vg = %a Vy = a_y (36)

Uy = Vy Uy = —Uy (3.7)
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3.3 Funcoes Inteiras e Limitadas no Dominio Complexo

Para escolhermos a FA complexa a ser implementada no algoritmo backpropagation com-
plexo faz-se necessario a compreensio dos seguintes conceitos e defini¢des: Se uma fungdo GG
complexa é diferencidvel na vizinhancga ao redor 2y € C, entdo G € dita analitica ou holomorfa
em C (Knoop, 1996b). Isto equivale a dizer que todas as derivadas parciais de GG descritas na

Equacao (3.6) sdo continuas (Knoop, 1996a). O que nos leva a seguinte defini¢ao:
Uma fungio f : C — C € dita inteira quando esta é holomorfa por todo plano C.

Esta definicdo foi estudada em detalhes por Liouville resultando no seu teorema sobre as

propriedades das func¢des inteiras limitadas:

Teorema 1 (Liouville) “Se uma funcdo complexa f é inteira e limitada em C, entdo f é cons-

tante’.

Funcdes classificadas como inteiras e limitadas restringem muito o nimero de solugdes que
as RNA implementadas com ela podem solucionar. Conceitos e demonstracdes sobre diferenci-
abilidade no dominio C podem ser encontrados nas referéncias (Lyness, 1967), (Saff e Snider,
1976). A proxima se¢do, apresenta as principais FA de dominio complexo suas limitagdes,

vantagens e desvantagens.

3.4 Funcoes de Ativacao Complexas

Segundo o Teorema 1, funcdes inteiras limitadas sdo todas constantes, razao pela qual esta
secdo restringe-se a discussdo de duas classes de fungdes: as inteiras ndo-limitadas e as ndo-

inteiras limitadas como possiveis FA para o algoritmo CBP.

3.4.1 Funcoes Inteiras Nao-Limitadas

As FA mais utilizadas em redes MLP foram apresentadas na sec¢do 2.2 e podem ser esten-
didas para o dominio C, estas serdo apresentadas a seguir, a0 mesmo tempo em que é feita a

discussdo da implicagdo existente, no uso destas fungdes em RNA de dominio complexo.

Funcao Fully Logistica

A funcao fully logistica nada mais é que a extensao da fun¢do logistica real para o dominio

C, razdo por que é chamada de fully.

1
Oj = f(netj) = f(aj —+ Zdj> = m (38)
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Esta funcdo € classificada como ndo-limitada. Para entender melhor esta classificacdo, con-
sidere o exemplo: seja y = e° com z = x + iy a fungcdo exponencial. Podemos reescr-
ever ¢* como e%e", o que torna claro que o termo e ¢ a identidade de Euler. Logo, temos:

e* = "W = e%eW = e"(cos(y) + isin(y)), porém, esta FA apresenta infinitas singulari-

z

dades devido ao fato de que quando z € 0 + i(k + 1)m com k € N implicando: e * =

1
14+e—*#

e *(cos(—y) + jsin(—y)) = —1 é, conseqiientemente, f(z) = — 00. As singularidades

de (3.8) podem ser observadas nos picos da Figura (3.2).

-10

d -20 .20
(a) FA fully logistica (b) Magnitude fully logistica

Figura 3.2: FA fully logistica e respectiva magnitude

Segundo (Georgiou e C, 1992), estas singularidades sdo caracteristicas e podem atrapalhar
o treinamento de redes MLP implementadas com o algoritmo CBP, pois se a saida do neurdnio
situar-se em algum ponto de singularidade, a derivada da FA assumird um valor elevado e
conseqiientemente a corre¢do dos pesos poderd ser maior que o necessario, podendo elevar o
tempo de convergéncia ou até mesmo comprometé-lo.

Em contrapartida, (Leung e Haykin, 1991) dizem que o fato de a funcio ter singularidades
ndo € um grande problema, pois este pode ser contornado apenas escalando ou normalizando
os dados de entrada para alguma regido satisfatéria do plano complexo onde as singularidades

ndo tenham tanta influéncia, visto que os pontos singulares sao periédicos.

A Figura (3.3) mostra uma outra caracteristica importante sobre esta FA. A fase § = arg(net;)
da entrada Figura [3.3(a)] e a fase 6 = arg(o,) da saida Figura [3.3(b)], como podemos obser-
var, sdo distintas e ndo-lineares. Estas caracteristicas sdo desejdveis para aplicacdes em que ha

necessidade de variagdo da fase (Buchholz e Sommer, 2000).
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fase( net g )

!
W

(a) Fase do espaco de entrada (b) Fase de saida: fully logistica

Figura 3.3: Fase do espaco de entrada e da funcao fully logistica

Funcao Fully Tangente Hiperbdlica

Da mesma maneira que a funcao logistica pode ser estendida para o dominio complexo, a
funcao tangente-hiperbdlica de dominio real também pode. No dominio complexo, ela recebe
o nome de fully tangente hiperbdlica.

enetj —net;

enetj + e—netj

— €

0j = f(net;) = f(a; +id;) = (3.9)

(a) FA fully tangente hiperbdlica (b) Magnitude fully tangente hiperbdlica

Figura 3.4: FA fully tangente hiperbdlica e respectiva magnitude

Esta FA também possui pontos singulares quando net; € 0 &4 (2k + %) mcomk € N,
que podem ser visualizados na Figura (3.4). (Kim, 2001) validou diversas fun¢des inteiras nao-
limitadas entre elas a fungdo fully tangente hiperbdlica enquanto (Kim e Adali, 2003) demons-
tram que esta FA € um bom discriminante nao-linear e satisfaz as condi¢des de generalizagdo
impostas pelo algoritmo CBP em redes MLP complexas.

A FA fully tangente hiperbdlica também guarda a caracteristica de ndo-linearidade na fase,

tal como a fully logistica, como pode ser visto na Figura (3.5), e as condicdes citadas por
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(Leung e Haykin, 1991), para o contorno dos problemas das singularidades, sdo reforcadas por
(Kim, 2001), (Kim e Adali, 2003) com a adi¢do da ressalva, a qual diz que, apesar de essa
funcao ser classificada como nao-limitada, ela € limitada por quase todo seu dominio, salvo os
pontos singulares, mas isto € suficiente para resolvermos a maioria das aplicacdes praticas em

engenharia. Mais adiante discutiremos com mais detalhes este assunto.

fase( net g )

d -10 10

(a) Fase do espaco de entrada (b) Fase de saida: fully tangente hiperbdlica

Figura 3.5: Fase do espaco de entrada e da fun¢do fully tangente hiperbodlica

3.4.2 Funcoes Nao-Inteiras Limitadas

Esta classe de fun¢oes ndo possui derivadas totais, pois u; e v; da saida f(net;) sdo calcu-
lados separadamente. No entanto, pode-se calcular as derivadas parciais em todo seu dominio.
Este fato implica que, quando se definir a regra de ajuste dos pesos sindpticos no algoritmo CBP,
devemos fazé-lo usando as derivadas parciais. Nesta se¢do, vamos apresentar alguns exemplos

deste tipo de FA e suas principais caracteristicas.

Funcao Split Logistica

Esta funcao split simplesmente consiste em aplicar a funcdo logistica, descrita na Equacao
2.4, na parte real e na parte imagindria de net; = a; + id; (e por este motivo é chamada
split) como mostra a Equacdo (3.10). Esta FA ¢ dita limitada devido a auséncias de pontos
singulares, como pode ser observado na Figura (3.6). Para as FA dessa classe, a caracteristica
de ser limitada € vista por (Georgiou e C, 1992) e (Benvenuto e Piazza, 1992) como ideal para

se projetar redes MLP complexas usando o algoritmo CBP.

: 1 , 1
0; = f(netj) = f(aj + Zdj) = m +1 (—1 i €_dj> (310)
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(a) FA split logistica (b) Magnitude split logistica

Figura 3.6: FA split logistica e respectiva magnitude

Porém para escrevermos o algoritmo CBP, usando FA da mesma classe que (3.10), devemos
usar suas derivadas parciais, ja que estas ndo sdo analiticas por toda a extensdo do dominio

complexo C.

Logo, necessitamos derivar as componentes u; € v; de o; em (3.10) em fungdo das compo-

nentes a; e d; do sinal de entrada net;. Em (3.11) seguem estes resultados:

8uj 1 ]_

- _ 1—— 3.11
ta; Oa; 1+e % ( 1—1—6_“7') (3.11a)
g, = % —0 (3.11b)

J
Vo, = % —0 3.11¢)
J
8Uj 1 1
L N S 3.11d
vd; ad; 14+e 4 ( 1—|—e—dj> ( )

Podemos notar, nas Equacdes (3.11a) e (3.11d), a derivada de primeira ordem da funcao
logistica aplicada na parte real e imagindria do sinal de entrada net;. Esta FA também tem a

caracteristica desejavel de ndo-linearidade na fase, como pode ser obsevado na Figura (3.7).
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(a) Fase do espago de entrada
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(b) Fase de saida: split logistica

Figura 3.7: Fase do espaco de entrada e da fun¢do split logistica

Funcao Split Tangente Hiperbdlica

Assim como a FA logistica pode ser separada em parte real e imagindria, a funcio tangente

hiperbdlica também pode ser separada e recebe o nome de split tangente hiperbdlica, Equagao

(3.12). Os gréficos referentes a ela sdo mostrados na Figura (3.8). Ela também se encaixa no

grupo das fun¢des preferidas por (Georgiou e C, 1992) por ser ndo-inteira e limitada.

0j = f(net;) = f(a; +id;) =

e

d -10 10

(a) FA split tangente hiperbdlica

et + e %

eV —e Y

(3.12)

)

edi —e~di
+i| ——
edi + e~

d -10 -10

(b) Magnitude split tangente hiperbdlica

Figura 3.8: FA split tangente hiperbdlica e respectiva magnitude

Esta FA, assim como a split logistica, igualmente ndo tem derivadas totais e faz-se neces-

sario entdo calcular as derivadas parciais dos componentes u; € v; de o; em (3.12), em funcdo

das componentes a; e d; do sinal de entrada net;. Para se implementar o CBP, estes resultados
podem ser observados na Equacdes (3.13a) a (3.13d). Esta FA também guarda a caracteristica

da nao-linearidade entre a fase do espago de entrada e a fase da saida, como pode ser observado
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na Figura (3.9).

3uj 2 2
= - 3.13
Hay da; (e“i + e_“j> (3-132)
3uj
ug = =0 (3.13b)
J
Vo, = % =0 (3.13¢)
a;
8vj 2 2
= — = —— 3.13d
Yd; ad, <edﬂ‘ + e_dj> ( )

fase( net‘I )

d -10 10 d -0 -10

(a) Fase do espago de entrada (b) Fase de saida: split tangente hiperbdlica

Figura 3.9: Fase do espago de entrada e da funcdo split tangente hiperbdlica

Funcao fully de Georgiou

A fungdo proposta por (Georgiou e C, 1992) € classificada como ndo-inteira e limitada, mas
como se pode ver na Equacdo (3.14), a func@o ndo divide a parte real e imaginéria do sinal
net; de entrada. Assim, ndo pode ser classificada como uma funcio split, apesar de possuir
caracteristicas comuns a esta. A Figura (3.10) mostra o comportamento grafico da FA e da

magnitude.

net;

0; = f(net]) = f((lj + Zdj) = (314)

¢+ [nety]

Na Equagio (3.14), temos as constantes { ¢ r } € R onde ¢ controla a declividade da fungéo

e r controla o limite da saida da mesma.
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(a) FA fully de Georgiou

Figura 3.10: FA fully de Georgiou e respectiva magnitude

(b) Magnitude da FA fully de Georgiou

N

Tal como as fungdes split, esta FA ndo € analitica em todo dominio C e exige a necessidade

de se conhecer as derivadas parciais para a constru¢ao do algoritimo CBP. As derivadas parciais

sdo apresentadas em (3.15), lembrando que net; = a; + id; e 0; = u; + 1v;.

Ug,

Uq

J

Vg

Ou;
8aj

Ou;

od,

v

8%

od,

T(d?+c~r|netj\)
2

ety |(c-r+Inet;])

1

[

r-a;-d;

|net;|(c-r+|net; |)2

0

r-a;-d;

|net;|(c-r+|net; N?

0

r(a?+c-r|netj\)

[net;|(c-r+|net; \)2
1

C

se |net;| # 0
se |net;| =0
se |net;| # 0
se |net;| =0
se|net;| #0
se |net;] =0
se net;| # 0

se|net;| =0

(3.15a)

(3.15b)

(3.15¢)

(3.15d)

Na Figura (3.11), podemos ver que a FA proposta pelo autor ndo consegue implementar uma

importante caracteristica que uma FA complexa deveria possuir, que € a ndo-linearidade entre a

fase de entrada e a de saida (Kim e Adali, 2003). Este fato reduz o niimero de classes de funcdes

que a MLP complexa, implementada com esta FA, pode aproximar (Buchholz e Sommer, 2000).

Em outras palavras, se a aplicacdo de interesse a ser resolvida ndo tem o comportamento da fase

como informacao relevante para a solugdo, esta FA é uma boa opc¢ao para ser implementada no

algoritmo CBP, caso contrério, ndo.
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(a) Fase do espaco de entrada (b) Fase de saida: FA fully de Georgiou

Figura 3.11: Fase do espaco de entrada e fase da FA fully de Georgiou

3.4.3 Funcoes de Ativacao Complexas Satisfatorias

A caracteristica natural de fungdes analiticas complexas de serem nao-limitadas foi o ponto
de partida de vérios autores para a busca de propriedades desejaveis para fungdes de ativacdo
complexas (Kim e Adali, 2003). O primeiro autor a abordar esta idéia foi (Georgiou e C, 1992),
que identificou cinco propriedades que uma FA complexa deve possuir para ser considerada
satisfatoria. Vamos agora citd-las, assumindo antes que z = = + iy e a FA sejam f(z) =

u(x,y)+iv(x, y) e as derivadas parciais de f(z) sejam, respectivamente, u, t,, U, € v,. Assim:

1. f(2) deve ser ndo-linear em x e y, pois, caso seja linear, a rede feed-forward treinada com

esta fungdo s6 € capaz de resolver problemas linearmente separaveis.

2. f(z) deve ser limitada. Esta afirmacdo s é verdadeira quando ambas fungdes u e v sdo
limitadas. Caso uma delas ndo seja limitada durante o treinamento, ha possibilidade da

ocorréncia de um eventual overflow.

3. As derivadas parciais u, u,, v, € v, devem existir e devem ser limitadas. O motivo € o

mesmo do item anterior.

4. f(z) ndo deve ser inteira, pois, segundo o Teorema 1, toda fung¢do inteira e limitada é
uma funcdo constante. Como a caracteristica limitada é fundamental para maioria dos

problemas, a FA desejdvel deve ser ndo-inteira, para que isto ocorra.

5. uyv, # vyu,. A dltima afirmativa vem do fato que, para que a corre¢do de peso seja

efetuada, o termo ¢ usado na corre¢io dos pesos sindpticos deve ser ndo-nulo.

Observando o Teorema 1, (You e Hong, 1998) perceberam que a segunda e quarta condicoes
de (Georgiou e C, 1992) sdo redundantes, isto €, uma fun¢ao nao-linear limitada no dominio C
ndo pode ser inteira. Usando este fato, os autores reduziram as condigdes anteriores para apenas

quatro e as estendeu para as FA limitadas split. Assim, as condi¢des sao:
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1. f(2) deve ser ndo-linear em x e y.

2. Para garantir a estabilidade do sistema, f(z) ndo deve possuir singularidades e ser limi-

tada para todo z pertencente a um subconjunto limitado.
3. As derivadas parciais u,, uy, v, € v, devem ser continuas e limitadas.

4. uyv, # vyu,. Caso contrdrio, f(z) ndo é uma FA satisfatéria, exceto quando:

Uy, = v, =0, e uy # 0,v, # 0
u, = v, =0, e Uy 7# 0,0, #0

Estes dois conjuntos de condi¢des apresentados enfatizam as FA limitadas e suas respecti-
vas derivadas parciais. (Kim e Adali, 2003) notaram que estas condi¢des nada mais sao do que
casos especiais do Fully Complex Backpropagation que utilizam Funcédes Elementares Trans-
cendentais (FET)?> como FA. Esta generalizacdo s6 é possivel porque as FET sdo limitadas e

analiticas por quase todo o dominio C.

Contudo, em seu trabalho (Kim e Adali, 2003) lembram que as FET violam claramente
as condi¢des 2 e 3, tanto no trabalho de (Georgiou e C, 1992) quanto no de (You e Hong,
1998), onde ambas as condi¢des tratam das caracteristicas FA limitadas e suas derivadas parciais
também limitadas. Todavia, estas violagdes somente ocorrem nos pontos singulares que por
natureza sio todos periddicos em FET complexas. Isto torna mais clara a afirmacdo de que
as FET sdo analiticas e limitadas por quase todo seu dominio, e uma das conclusdes do autor
€ que, para a maioria dos problemas praticos em engenharia, os resultados convergem com

probabilidade igual a 1 quando utilizamos FET complexas como FA.

(Kim e Adali, 2003) ainda fazem a observagao sobre a restri¢do u,v, 7# v,u,, que € imposta
para garantir o aprendizado continuo, isto é, prevenir a situacdo onde um sinal de entrada difer-
ente de zero para a FA force o gradiente da funcdo de erro se tornar nulo. Esta condi¢do, segundo
o autores, € desnecessaria para FET complexas fully, porque todas satisfazem as equagdes de
Cauchy-Riemann (3.7), o que leva a concluir que a restri¢do u,v, # v,u, s6 faz sentido para

fungdes complexas ndo-analiticas split.

Uma das importantes conclusdes do trabalho dos autores € resumida na proposi¢do a seguir
que, segundo suas proprias palavras, “relaxa e reduz” as condi¢Oes e caracteristicas desejaveis

de FA complexas do tipo fully:

Proposicao 1 (Taehwan Kim e Tiilay Adali) "Em um dominio limitado do plano complexo
C, uma FA fully complexa ndo-linear f(z) necessita ser analitica e limitada, para ser conside-

rada satisfatoria.

2Fungdes que podem ser reescritas, utilizando-se o termo exponencial €.
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3.5 Algoritmo Backpropagation Complexo

A estrutura de uma rede MLP complexa é semelhante 8 MLP real discutida na se¢io 2.4 e a
diferenca principal se encontra no valores dos sinais de entrada, pesos sindpticos, sinais de saida
e alvos, que sao todos nimeros complexos. Para podermos definir com precisio o algoritmo de
aprendizado complexo, € necessdrio escolhermos uma FA adequada, pois esta escolha influéncia

diretamente, dependendo da aplicacdo para a qual ela € destinada a resolver.

A correcdo dos pesos complexos baseia-se na regra delta, modificada para valores comple-
x0s, onde a soma dos erros quadraticos [/ agora é descrita em funcdo da parte real e da parte

imagindria do peso complexo. Logo, a correcao é expressa por:

oE .(‘3E>
+

3.16
awﬂR Zawju ( )

Awji =1 (
Onde os subindices R e [ indicam a contribui¢do das partes real e imagindria dos pesos comple-
xos e 7 a taxa de aprendizado. O algoritmo CBP € executado da mesma maneira como € feito
no dominio real: duas fases (propagacao e retropropagacio) em que primeiramente sdo obtidos
os sinais de saida da rede e, a partir do erro de comparacao, € feita a corre¢ao da tltima camada
até a primeira.

No dominio real, a corregio dos pesos estd em fungdo da derivada da FA f’(net;). Entre-
tanto, no dominio complexo, o cédlculo da variagdo do peso pode ser feito de duas maneiras:
pelas derivadas parciais, caso a FA seja uma das ndo-inteiras limitadas, apresentadas na sec¢ao
3.4.2, ou pela derivada total, caso a FA seja uma das inteiras nao-limitadas, apresentadas na

secdo 3.4.1.

3.5.1 Correcao Pelas Derivadas Parciais

A correcao dos pesos de uma RNA complexa pode ser feita a partir das derivadas parciais
de uma FA nao-inteira limitada, desde que as condi¢des estabelecidas na se¢do 3.4.3, para este
tipo de fungdo, sejam satisfeitas. Considere o neur6nio da Figura (3.1) pertencente a camada
de saida de uma rede MLP complexa e a Equacdo (3.1). Derivando-se as varidveis a; € d; em
func¢do da parte real e imagindria dos pesos, obtemos:

da; od; da; ad,;

R 8w]~iR ! Gwm ! awj” R ( )

8wjiR

O MSE esta em funcdo de u;(a;,d;) e vj(a;, d;), assim como a; estd em funcdo de wj;r €

d; de wj;r. Entdo, usando a regra da cadeia e de posse das Equagoes (3.4) e (3.17), a parte real
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e a imagindria do gradiente podem ser escritas conforme mostram as Equagdes (3.18).

oE  OF (0u; Oa; n Ou; 0d; 4 OF OFE (Ov; Oa; ] Ov; 0d; (3.182)

awjiR N 8Uj 8aj awﬁR 8d] awjiR 81}] 8aj 8wﬂR 8d GwﬂR
OF OF an 8aj an 8dj OF c%j 8CLJ (‘)vj 8dj
= e - — 3.18b
8wju an (8(1j 811)]'1'] * adj (9wj” * o, 81}] 8% 8wﬂ[ + ﬁdj 3wj,»] ( )
Definindo 9, = gTE — ngE e com as equacoes (3.18), obtemos as Equacdes (3.19).
GE/awﬁR = —5]'3 (uajxiR + udeL'iR) + 5]'[ (Udj-TiR + 'UdjxiR) (3193)
8E/8wju = —(SJR (ua]. (—l’”) + ud].x”) + 5j1 (’Udj (—l‘i[) + Udjl'i]) (319b)

Desta maneira, o gradiente € definido como a Equagao (3.20).
Vw].iE = —Z; ((Ua]. + iudj) 6jR + (Uaj + ivd].) (Sj[) (320)

Nota-se que, analogamente ao dominio real, em que o gradiente era calculado em fun¢do da
entrada do neurdnio, do termo 4, e da derivada f'(net;), o gradiente no dominio complexo, para
FA ndo-inteiras limitadas, é calculado em fun¢do: da entrada do neur6nio z;, o termo 9; e as
derivadas parciais ug;, Ud;, Va;, Va;- ASSim, para minimizar o erro £, cada peso complexo wj;
deve ser alterado pela quantidade Aw;;, que € proporcional ao gradiente negativo, como mostra

a Equacdo (3.21), onde o sobrescrito () indica o complexo conjugado.
Awj; = nz; [(uaj + iudj) djr + (Ua]. + ivdj) 5j[j| (3.21)

(Buchholz, 2005) Logo, a regra de atualiza¢do dos pesos complexos é andloga a mostrada na
Equagdo (2.20). Como mostrado na se¢do 2.6, o termo d; pode pertencer a um neur6nio na saida
da rede ou a um neurénio escondido. (Yi, 2004) sugere que sobre a defini¢do ¢; = ~bu, 1=
seja desenvolvida a regra da cadeia, de tal forma, a podermos isolar os termos da derivada da
FA e ficar evidente o produto termo-a-termo’, pois dessa maneira obteremos uma expressio
semelhante a regra comum do dominio real, que € nitidamente mais compreensivel. Assim,
listamos os d; para o neurdnio e saida e intermedidrio, nesta ordem, e por dltimo a simplificagdo

evidente da Equag@o (3.21) decorrente da simplificagdo dos d; propostos.

5j = (t] - Oj) © f'(netj) (322)
5 = <Z 5kw;k> ® f'(net;) (3.23)
wi? = w40z (3.24)

3® denota o produto termo-a-termo. Ex: (z + iy) ® (2’ +iy’) = xa’ + iyy’.
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3.5.2 Correcao Pela Derivada Total

Como evidenciado na se¢do 3.5.1, as Equagdes (3.22) e (3.23) sdo utilizadas para FA que
nao possuem derivadas totais. Para as equacdes andlogas, usando a derivada total, simplesmente
substituiremos o produto termo-a-termo pelo produto usual. Assim, as equacdes 0; para o

neuronio de saida e intermedidrio serdo, respectivamente:
!
6; = (tj —o;)f' (net]) (3.25)

§; = (Z(Skw;‘k> f'(net}) (3.26)
K

A expressdo para a regra de atualizacdo dos pesos, usando a derivada total, é semelhante
a Equac@o (3.24), mudando apenas o valor de ¢; correspondente as Equacdes (3.25) e (3.26).
Detalhes sobre as demonstracdes e relagdes apresentadas nesta se¢do podem ser encontradas
em (Georgiou e C, 1992) e (Yi, 2004).

3.6 Normalizacao de Numeros Complexos

A normaliza¢do de um nimero complexo pode ser feita de duas maneiras: normalizando
a parte real e a imagindria, separadamente, ou normalizando pelo médulo. O problema de se
normalizar separadamente a parte real e a imagindria € que a fase # do nimero normalizado é
diferente da fase do nimero original, o que dificulta a recuperacdo dessa informacao no pro-
cesso de desnormalizacdo. Entdo, optamos pela normalizacdo dos dados complexos, usando o

modulo, pois este ndo muda a informagdo da fase entre o nimero original e o normalizado.
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Figura 3.12: Normalizacdo de nimeros complexos com preservagao da fase

A 1déia da normalizagdo pelo médulo, que pode ser visualizada na Figura (3.12), consiste

simplesmente em levar o nimero complexo que estd definido no raio R para o raio r. Esta
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idéia também permite o caminho inverso, ou seja, levar um ndmero do raio r para o R. Assim,
podemos considerar:
o Z = Re' é 0 niimero a ser normalizado e R seu respectivo raio;

0

e z = re' € o nimero normalizado e r seu respectivo raio.

Assim, seguem as respectivas equagdes de normalizacdo e desnormalizagao:

Z

z = rm (3.27a)
7 — Ré (3.27b)

Os experimentos de (W. L. Chan e Lai, 2000) e (Travessa, 2006) sugerem que o raio de
normalizagdo r fique em torno de 0.1, pois neste raio os autores, em seus trabalhos, garantiram
o treinamento das redes, evitando o overflow. Ja (Kim, 2001) e (Benvenuto e Piazza, 1992)
recomendam o raio de normaliza¢do r unitdrio. Todavia, € consenso que tanto a parte real

quanto a parte complexa sejam valores pequenos, situados no intervalo (0, 1].



CAPITULO

4

Algebras Geométricas ou de Clifford

Sejam ey, e,, ..., €;,...,e, vetores pertencentes ao espacgo vetorial V;, n-dimensional sobre
os reais e A qualquer escalar real. A dlgebra geométrica Cl,, = CI(V,,) comn = p+qé
gerada a partir do espaco vetorial V,, onde é definido o produto geométrico ® o qual guarda as

seguintes propriedades sobre todos os vetores:

e ®(e;Re3) = (e ®ey)®ey (4.1a)
e (ext+e3) = e Rey+e Res (4.1b)
(e +e3)Re; = e Qe +e3Re (4.1¢)
e\ = e (4.1d)

() = e (4.1e)

onde |e;| é um escalar positivo associado a e;. O axioma (4.1e) é chamado contraction rule.
Diz-se que vetor e; tem assinatura positiva (ou negativa) quando o sinal em (4.1e) € especificado
como positivo (ou negativo), e o vetor e; € chamado de vetor nulo se |e;| = 0 quando e; # 0. As
dlgebras de Clifford tém diversas assinaturas C'l,, ,, onde: p € a quantidade de vetores de base
e; que tem assinatura positiva (+1) e ¢ é a quantidade de vetores de base e; que tem assinatura

negativa (—1).

produto geométrico produto interno produto exterior

— —— ——
e Qe = e Ve; + e Ne; (4.2)
= (e teje) + 5(ee; —eje)

O produto geométrico, Equagdo (4.2), € a combinacio linear de dois produtos: o produto

interno (V) e o produto exterior (A). O produto interno, devido ao axioma (4.1e), retorna ape-

37
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nas valores escalares e € definido como a parte simétrica do produto geométrico, enquanto o
segundo € definido como a parte anti-simétrica do produto geométrico e apenas retorna valores
definidos como k-blades (Hestenes e Ziegler, 1991). Qualquer elemento gerado pelo produto
exterior (A) de qualquer quantidade de vetores e;, e, ..., e, é chamado de k-blade ou blade
de grau k, grade k do inglés, e € expresso de acordo com a Equagdo (4.3). Quais quer combi-
nacdo linear de k-blades é chamada de k-vector ou multivetor. Todos os k-blades de quaisquer

assinatura satisfazem a relacao (4.4).

(e1€5---€), = e NesA---Aey (4.3)

(e1ey---ep), = —(ep---exeq), (4.4)

As dlgebras de Clifford de assinatura C, ,, com n = p + ¢, geram exatamente 2" com-
binacOes linearmente independentes entre a unidade escalar e os vetores de base através do
produto geométrico. Tomemos como exemplo a assinatura Clj 3, esta assinatura tem trés ve-
tores de base e; que tém assinatura negativa, pois ¢ = 3, e os elementos de base desta assinatura
sdo0 {1, ey, ey, €3} conseqiientemente esta assinatura é composta por 2° = 8 termos linearmente

independentes os quais sao:

{1, e1, e, €3, € Ney € Nes, ey /\e3, e Aex Aes}

Os k-blades nada mais sdo do que subespagos orientados (Dorst e Mann, 2002a), onde o
produto geométrico permite a modelagem dos espacgos vetoriais conhecidos através destes ob-
jetos (Dorst et al., 2007). Estes elementos sdo os escalares (0-blades), vetores (1-blades),
segmentos de plano orientados ou bivetores (2-blades) e volumes orientados ou trivetores (3-
blades), como mostra a Fig.4.1, a qual exibe uma possivel representacdo destes subespacos.

Dependendo da assinatura da dlgebra de Clifford, esta pode ter a dlgebra dos nimeros com-

€3 e Ne,Ae;
ene;
93"‘[‘1
. > e, > e, e,

& elAezC"_;. / 081,\&26
= ¥
e, ™

0-blade 1-blade 2-blade 3-blade

Figura 4.1: k-blades: subespagos orientados

plexos como subespago (Dorst et al., 2007), como € o exemplo da assinatura C'ly o que tem a
dlgebra dos nimeros complexos expandida sobre {1,e; A e,} onde (e; A ey)* = —1 é equiv-

alente a unidade imagindria do plano complexo, que € o objeto deste trabalho para efeitos de
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comparacao com o dominio complexo. A Figura (4.2) exemplifica esta comparacao. Para facili-

tar a representagdo dos k-blades iremos utilizar a seguinte notacio e; Aex A\« - -/\e,, = ejey - - - €.

x+1y x+{ee )y

1 1

(a) Plano complexo gerado pela base {1,7} (b) Plano complexo gerado pela base {1, e e2}

Figura 4.2: Plano complexo gerado por duas bases distintas

4.1 Segmentos de Area e Volume Orientados

Esta secdo se dedica a explanar um pouco sobre os elementos basicos das algebras de Cli-
fford apresentados na sec@o anterior bem como apresentar as caracteristicas geométricas que

desses elementos trazem por defini¢do.

4.1.1 Vetores e Escalares

O conceito de vetor foi criado para descrever grandezas que agregam a si propriedades
geométricas tais como: velocidade de um corpo que por definicdo tem sentido, direcdo e mag-
nitude. Sua representagdo se faz da seguinte maneira: o comprimento do vetor informa a mag-
nitude da grandeza, a direcdo desta é determinada pela reta-suporte e o seu sentido por uma
flecha colocada em uma das suas extremidades, como pode ser observado na Figura (4.3). Em
sentido oposto, temos as grandezas adimensionais que ndo necessitam de uma representacao

vetorial, e sio chamadas escalares (Vieira, 2005).

~

Figura 4.3: Um vetor
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4.1.2 Bivetores e Trivetores

Tais como os vetores, os bivetores e trivetores foram pensados para representar grandezas
que tém caracteristicas geométricas associadas a elas por definicdo. Um bom exemplo € a
grandeza campo elétrico que se propaga em trés dimensdes. Esta grandeza fica melhor rep-
resentada por volumes do que por vetores. O mesmo acontece para grandezas de superficie.
Assim, os bivetores sdo definidos como fragmentos de drea orientados, onde o valor de sua drea
informa a magnitude da grandeza por ele representada, a dire¢do da grandeza € determinada pela
direcdo do plano-suporte do bivetor e admite dois possiveis sentidos: horario ou anti-hordrio,

conforme demonstra a Figura (4.4).

(a) Bivetor e; A e, anti-horario (b) Bivetor e, A e; horario

Figura 4.4: Possiveis orientagdes do bivetor e; A e

J4 o trivetor ¢ um volume orientado onde o volume determina a magnitude e também ad-
mite duas orientagdes, como pode ser observado na Figura (4.5). As formas desses objetos
podem variar: os fragmentos de plano podem ser representados por paralelogramos ou discos;
os volumes, por paralelepipedos ou esferas, ou seja, podemos escolher a forma que desejarmos
para estes elementos. Segundo (Suter, 2003) e (Dorst et al., 2007), a forma pouco importa.
O que se deve dar atencdo € a capacidade desses elementos de representar todo o espaco de

interesse.

(a) Trivetor e1ese3 com orien- (b) Trivetor —e;exe3 com orien-
tacdo para fora da esfera. tacdo para dentro da esfera.

Figura 4.5: Possiveis orientacdes do trivetor e; A e; A e



CAPITULO 4. ALGEBRAS GEOMETRICAS OU DE CLIFFORD 41

4.1.3 Multivetores

Um multivetor ¢ uma combinagao linear de diferentes k-blades como mostra o exemplo do
multivetor definido em uma 4lgebra 3-dimensional R3 = Cls, 0 qual necessita de 23 = 8§ ter-
mos linearmente independentes para a sua representacdo completa como mostra a representagao

abaixo onde \; sdo os coeficientes reais de cada k-blade:

)\1 + )\2(31 + )\362 + )\463 + )\56162 + )\66263 + )\76391 + )\gelegeg
~~ N ~ ~ ~ T N———

escalar vetores bivetores trivetores

Figura 4.6: Multivetor

O multivetores também sdo conhecidos como nimeros de Clifford. De maneira andloga,
podemos ter multivetores de dlgebra de maiores dimensdes, porém a visualizacdo de todos os
objetos ja ndo € possivel. A Figura (4.6) mostra uma possivel representagdo grafica de um
multivetor na dlgebra Cls3, onde o0 mesmo nada mais é do que uma combinacdo linear dos
escalares,que ndo tem representacdo grafica, e dos possiveis k-blades que compoem a dlgebra

em questdo.

Definidos estes objetos bdsicos, a proxima se¢do ird discutir os principais operadores que
atuam sobre esses objetos. Mais adiante, outros operadores uteis e necessarios para implemen-
tar o BackPropagation de Clifford serdo apresentados. Informagdes mais detalhadas sobre os
diversos elementos das dlgebras de Clifford podem ser encontradas em (Hestenes, 2003), (Dorst
e Mann, 2002a), (Dorst e Mann, 2002b), (Mann et al., 2001), (Arthan, 2006), (Paiva, 2007).
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4.2 Operadores Geométricos

Esta secdo se dedica a apresentar e caracterizar os operadores das dlgebras de Clifford
necessarios para a implementagdo computacional das RNA de Clifford, caso o leitor tenha fa-

miliaridade com os mesmos € sugerido seguir com a leitura para o proximo capitulo.

4.2.1 Inversa Geométrica

O produto geométrico de Clifford € invertivel e tinico. Seja A um multivetor nao-nulo e seu

inverso dado por A~!, onde:

A
Al = _ (4.5)
AVA

O termo A é chamado de reverso do multivetor A e é obtido, invertendo-se a ordem dos
fatores dos k-blades com grade k > 2. Assim, se A = e; A ey A ... A e, O seu reverso serd
A = e, A--- Aey Aep. Estainversa satisfaz A™'A = 1 = AA™! para qualquer elemento
nao-nulo da dlgebras de Clifford (Dorst e Mann, 2002a).

4.2.2 Norma de Multivetores

A norma ou valor absoluto de multivetores é uma extensdo do valor absoluto de nimeros

complexos. Tomemos como exemplo o multivetor A:
A= )\1 + )\Qel + )\362 + )\463 + )\56162 + )\66263 + )\76361 + )\gelegeg

A norma ||A|| deste multivetor é dada pela expressdo:

A= /N2 423+ X3+ A2+ A2+ X2+ A2 4 A2

que nada mais é que a raiz quadrada da soma de cada coeficiente ao quadrado dos termos
do multivetor A. No caso geral, para qualquer dlgebra de assinatura Cl,,, a norma de um
multivetor A é dada pela raiz quadrada do produto geométrico entre o multivetor e seu reverso',

tomando do resultado do produto a soma dos escalares, como mostra a Equacgao 4.6.

Iall = \/(aeA) (4.6)

! Veja a definicdo de reverso na secio 4.2.1.
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4.2.3 Conjugado Geomeétrico

As 4lgebras de Clifford sdo uma extensdo n-dimensional da dlgebra dos nimeros comple-
xos (Arena et al., 1997). A defini¢do do complexo conjugado de um multivetor € de suma im-
portancia para se estender o algoritmo BP para o dominio das dlgebras de Clifford (Yi, 2004).
No dominio complexo, para encontrarmos o complexo conjugado z* de um nimero z, basta
que se inverta o sinal da parte imagindria de z. Nas dlgebras de Clifford, os multivetores sdao
combinacdes lineares de diferentes k-blades e o complexo conjugado de cada um deles depende
do grade k ao qual o blade pertence (Mann et al., 1999). Dado o multivetor:

A= A + e + Asey + \e3+ Ase1e5 + Ageze3 + Arese; + \gejexes
~— —— v —— 7 N——
0-blade 1-blades 2-blades 3-blades

Para computarmos o complexo conjugado A* do multivetor A, a inversdo do sinal de cada
um dos k-blades é dada pela expressao (—1)km%, onde k,, = kmod 4. A Tabela (4.1)
descreve esta relacdo.

k-blade | k,, =
0-blade
1-blade

k mod 4 | sinal do conjugado
0
1
2-blade 2 —
3
0
1

_|_

3-blade
4-blade
5-blade

e R

Tabela 4.1: Sinal do conjugado do blade de grade k

Logo, o conjugado do multivetor A seré:

A*= A

1 — o€ — Azey — \se3 — Asejey — \geges — Arese; + Agejeqes
~—~ N — 7\ —~ s N——
0-blade 1-blade 2-blade 3-blade

4.2.4 Funcao Exponencial de Multivetores

Para um multivetor A, qualquer fungdo exponencial exp(A) é definida como a expansédo
polinomial (de Sabbata & Bidyut Kumar Datta, 2007):

exp(A) :1—1—15—1-1;—,24—%-1-“' )
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Se o quadrado do multivetor A € um escalar, entio a expansao polinomial em (4.7) pode ser

computada, usando-se as fun¢des trigonométricas usuais:

cos(a) + A ge AT = —a?

exp(A) =< 1+A, se A =0 (4.8)

cosh(a) + A¥™ e A? = o2

onde o é um escalar real. Informacdes adicionais sobre implementacdo computacional da
Equacgdo (4.7) podem ser encontradas em (Dorst et al., 2007), (Mann et al., 1999) e (Girard,
2007).

4.2.5 Diferenciacao de Multivetores

A defini¢do da derivada multivetorial estd associada as definicdes de diferenciac@o escalar
e diferenciacdo vetorial. Mais precisamente, ela engloba as duas definicdes e € dada pela ex-

pressdo:

4.9)

(A - 0x) F (X) E}:E%F(X—kszz) — F(X)
onde F'(X) € a funcdo a ser derivada sobre o multivetor X e A é o multivetor de mesmo
grade de X que da a orientacdo da derivada. Como este operador tem caracteristica semelhante
a derivada escalar e vetorial, (Dorst et al., 2007) e (Hestenes e Sobczyk, 1984) mostram que a
soma das derivadas parciais em cada dimensao de atuagdo de F'(X') nos fornece a informagao da
variacdo do multivetor na dire¢do de A. Podemos citar como exemplo o trabalho de (Yi, 2004)
que usou a funcdo logistica F'(X) = 1/ (1 + exp(—X)) e sua respectiva derivada F"'(X) =
F(X)[1 — F(X)], ambas definidas na dlgebra tridimensional Cl;, para construir o algoritmo
BP de Clifford, lembrando que neste caso A = 1 € um escalar ou um multivetor de grade igual

a Z€10.

4.2.6 Rotacoes Geométricas

Dependendo da assinatura da dlgebra de Clifford, esta pode ter a dlgebra dos nimeros com-
plexos como um subespaco (Yi, 2004) e (Kim e Adali, 2003). A vantagem de se fazer tal
generalizagdo € a de podermos definir a func¢do exponencial de um bivetor como um objeto que
nos permitird fazer rotagdes com quaisquer elementos da dlgebra de Clifford.

Este objeto chama-se rotor e é definido como o produto em sardwich do elemento = que se

quer rotacionar (Dorst e Mann, 2002b). Sua Equacao é dada por (4.10) .

—
Rx R, rotacdo no sentido anti-horario
€T —

- = (4.10)
Rx R, rotacdo no sentido horario
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Figura 4.7: Rotacgdes do vetor a sobre o plano /

H
onde z pode ser qualquer elemento da algebra de Clifford e ﬁ € igual:

=11

= exp (:I:Ig) = COoS (g) + Isen (g) (4.11)

Observando a Equacdo (4.11), podemos notar que ela é semelhante a equacdo de rotacao
no dominio complexo. A diferencga estd no termo ==/ = +e; A e;, que € um bivetor de sentido
anti-hordrio caso [ ou horédrio —/. Na Figura (4.7), temos como exemplo o plano / = e; Aes e
um vetor a neste plano de fase igual a 45 graus. Os dois vetores restantes sdo, respectivamente,
rotacdes de 30 graus no sentido horério (vetor a;) e anti-hordrio (vetor a,;) do vetor a e sdao

. — = —
computados respectivamente: a, = RaR ,a,, = RaR.
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Redes Neurais Artificiais de Clifford

As RNA de Clifford tém em comum com as RNA reais a topologia de rede, modos de
treinamento, critérios de parada e validacao do treinamento. Para essas redes, os valores
das entradas, pesos, bias e saidas das FA sao todos multivetores da dlgebra de Clifford. A
escolha da FA de dominio de Clifford também é um ponto a ser considerado, visto que esta
escolha afeta diretamente a adaptagdo do algoritmo BP para as édlgebras de Clifford. Nesta
secdo, apresentaremos os principais conceitos de RNA do dominio de Clifford, seus elementos

basicos e suas respectivas caracteristicas.

5.1 O Neuronio Artificial de Clifford

O modelo do neurdnio artificial de Clifford, Figura (5.1), é muito semelhante ao modelo
real e complexo. A diferencga estd nos valores das suas componentes x;, b;, net;, oj, que agora

sao todos numeros de Clifford ou multivetores.

Figura 5.1: O neurdnio artificial de Clifford

46
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E assim, no dominio real e complexo, o valor o; € computado como aplicacio da FA sobre
o valor net;. Contudo, no lugar do produto usual temos o produto geométrico ®. Assim, as

Equagdes (2.1) e (2.2) no dominio de Clifford sao definidas como:

netj = Zwﬂ X x; + bj (51)

0; = f(net;) (5.2)

5.2 Funcoes de Ativacao de Clifford

As FA de Clifford, tais como as complexas, também sdo divididas em funcées inteiras
nao-limitadas e funcoes nao-inteiras limitadas, e as defini¢des, caracteristicas e propriedades
dessas funcdes discutidas na secdo 3.4 também sdo vdlidas para o dominio de Clifford (Yi,
2004) e (Laville e Lehman, 2005). Aqui, apresentaremos uma representante de cada tipo, visto

que quaisquer outras fun¢des acarretam caracteristicas semelhantes.

5.2.1 Funcoes Inteiras Nao-Limitadas

Funcao Fully Tangente Hiperbdlica de Clifford

Esta funcdo pode ser escrita na forma exponencial, tal como suas contrapartes de dominio
real e complexo, porém, o valor net; e conseqlientemente o; agora se tratam de multivetores de

Clifford de qualquer assinatura C'l,, ,.

enetj — e

enet; + e—net;

net;

0; = f(net;) = (5.3)

E, de maneira semelhante, podemos definir a FA fully logistica em Clifford e diversas FA do
tipo fully.
5.2.2 Funcoes Nao-Inteiras Limitadas

Funcao Split Logistica de Clifford

Tal como a fungdo split logistica complexa, a funcdo split logistica de Clifford nada mais é
do que a aplica¢do da func¢do logistica real definida na Equacdo (2.4) em cada coeficiente dos

termos do multivetor de entrada da funcdo. Tomemos como exemplo multivetor A:

A = )| + Xe; + Aze3 + Ases + Asejey + Ngeres + Arese; + A\gejexes



CAPITULO 5. REDES NEURAIS ARTIFICIAIS DE CLIFFORD 48

Logo, o valor da func¢do split logistica de Clifford em A sera:

— 1 1 1 1
A= m= + m=s F mme fomms T 6y
1 1 1 1 ’
Tre €182 T oTeels o i

E, de forma andloga, podemos definir a FA split tangente hiperbdlica e diversas outras da mesma

categoria.

5.3 Algoritmo Backpropagation de Clifford

O algoritmo BP de Clifford é muito semelhante ao BP complexo, discutido na secdo 3.5,
tanto no quesito estrutural quanto na escolha da FA a ser utilizada. As principais diferencas
repousam nos valores das entradas, pesos sindpticos, bias e saidas da rede. Todavia, este novo
dominio de atuacdo, tal como no dominio complexo, nos leva a adaptar o BP para tratar os
sinais da rede que agora sdo todos multivetores de Clifford. Assim, nesta se¢cao apresentaremos
as devidas alteracdes no BP para processar multivetores de Clifford, levando em consideragao
a escolha da FA que pode ser inteira ndo-limitada ou ndo-inteira limitada.

O erro na saida da rede € dado pela Equacao (5.5) e semelhante a Equagado (2.9) no dominio
real, porém os enésimos alvos ¢;(n) e as enésimas saidas o;(n) agora sdo multivetores de Cli-
fford. Para facilitar a escrita das equagdes a seguir, o termo (n), que se refere a enésimo padrao

de treinamento, serd suprimido de algumas equagdes que se seguem.

O somatdrio dos erros quadraticos instantaneos para o BP em Clifford é definido como o
quadrado da norma do erro na saida que, por sua vez, pode ser escrito em termos do conjugado

de Clifford, como mostra a Equacgdo (5.6):

E

%Z!%’\Q
_1y $ ( (0 - )2 (5.6)

= 1{(t; — 0)) ® (t; — 0)"),

onde o * sobrescrito representa o conjugado de Clifford e 2" = 2717 ¢ o total de elementos da
dlgebra de assinatura C'l,, , € )\Zj e )\, sdo, respectivamente, os coeficientes dos multivetores ¢;

€ 0;. Assim, a fung¢do real que representa 0 MSE para o dominio de Clifford € definida como:

e
MSE =< g E(n) (5.7)
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Com o MSE definido, podemos encontrar as regras de aprendizado para o BP de Clifford
de forma analoga as feitas nas se¢des 2.6 e 3.5. Detalhes sobre estas demonstragdes podem ser
encontradas em (Yi, 2004), (Buchholz e Sommer, 2000), (Arena et al., 1998) e (Arena et al.,
1997). Estas regras sao resumidas na Tabela (5.1), onde ® representa o produto geométrico, ®

o produto termo-a-termo’! e o * sobrescrito representa o conjugado de Clifford.

FA inteira ndao-limitada FA ndo-inteira limitada
wit? | = wit 4+ nd; @z} = wh? +nd; @ x}
0; saida | = (t; — 0;) ® f'(net}) = (t; — 0;) © f'(net;)

d; oculto | = (Z wi, ® 5k) ® f'(net}) | = (Z wiy, ®5k) ® f'(net;)
k k

Tabela 5.1: Regras de aprendizado backpropagation de Clifford

!® denota o produto termo-a-termo Ex: (x + yes + zejez) O (2/ + y'ey + 2'ejez) = za’ + yy'es + z2'ejes.



CAPITULO

6

Confiabilidade de Redes Neurais
Artificiais

O método mais comum para determinar a convergéncia de uma RNA para um conjunto de
treinamento € estabelecer um MSE minimo e encerrar a correcao dos pesos, quando este valor
for alcancado. No entanto, a convergéncia de uma rede neural ndo garante a sua generalizagao,
pois a rede € utilizada para entradas diferentes daquelas usadas no conjunto de treinamento.
Nesta secao, vamos discutir a andlise de confiabilidade de RNA, bem como a convergéncia e

generalizagcdo dessas redes e propor um novo método para a anélise de confiabilidade.

6.1 Quantidade de Padroes vs. Generalizacao de RNA

Para verificar a generalizacdo de uma RNA, a validacdo cruzada estratificada é o método
mais utilizado. Este método consiste em dividir parte do conjunto de entradas e alvos, reser-
vando 70% a 80% para o treinamento e o restante para a validacdo (Kohavi, 1995). Apds o
treinamento, aplica-se a rede neural o conjunto de simulacdo e comparam-se os valores forneci-
dos pela RNA com os alvos desse conjunto de simulacdo. Caso a rede convergir para o MSE
especificado e as entradas de simulacdo respondam dentro da especifica¢do, o treinamento €
considerado valido. Um dos problemas neste tipo de validacdo é determinar o conjunto de
padrdes de treinamento mais adequado para usar o0 mapeamento aprendido para qualquer valor

de entrada.

Para mostrar a influéncia da escolha dos padrdes de treinamento, suponha que uma RNA
seja utilizada para aproximar uma fung¢do y = f(x) qualquer. Para que a convergéncia seja

alcancada, esta rede possui um neur6nio na camada de entrada correspondente ao dominio da
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fun¢do, um neurdnio na camada de saida correspondente ao contradominio da funcdo e ao
menos uma camada oculta, como demonstrou (Baum e Haussler, 1987). No treinamento desta

RNA, sdo executados cinco passos essenciais:

1. escolha do intervalo das entradas de treinamento;

2. escolha dos padroes de treinamento;

3. especificagdo do MSE desejado e critérios de parada adicionais, caso seja necessario;
4. escolha de uma topologia mais adequada para a RNA;

5. execucao do algoritmo BP para o MSE especificado.

Primeiramente, determina-se um intervalo de treinamento [, ; Zimaz), NO qual as entradas
nunca poderao estar fora, tanto no teste quanto na utiliza¢do. Essa condi¢@o é necessdria, pois as
redes neurais artificiais do tipo MLP ndo sdo capazes de extrapolar o conjunto de treinamento.
Em seguida, é feita a escolha dos padrdes a serem utilizados no aprendizado da RNA. Esta
escolha é feita de maneira que o conjunto de entradas e alvos represente a fun¢do y = f(x) no

intervalo especificado.

O préximo passo é determinar um critério de parada. Como o problema € representar a
fun¢do por meio de redes neurais, supervisionadas, o melhor critério € especificar um MSE
minimo, pois o algoritmo encerrard apenas quando as saidas fornecidas forem suficientemente
préoximas do conjunto de comparagdo, onde o MSE representa o erro a ser tolerado na saida
da rede no treinamento. Com relacdo a topologia ideal para uma RNA, é de conhecimento que
ela varia de acordo com a aplicagdo. Entdo, cabe ao projetista de redes determinar a melhor
topologia para a solucdo do seu problema. Por ultimo, € implementado o algoritmo BP para

treinar uma RNA com os padrdes de treinamento escolhidos.

Vamos supor que o MSE foi alcangado para duas situagdes diferentes:

a) com poucos padrdes de treinamento;

b) com muitos padrdes de treinamento.

E intuitivo dizer que na situagéio » a RNA responde melhor para entradas diferentes do treino
comparado a primeira situagdo, pois mais exemplos lhe foram apresentados; logo, ela foi capaz
de mapear melhor a fun¢do, apesar de, nos dois casos, o MSE especificado ter sido atingido,
mas, dependendo do tamanho do conjunto a ser analisado, reservar 80% dos dados pode ser
dispendioso demais. Assim, uma pergunta se faz necessdria, neste ambito: existe uma forma
de se determinar a quantidade suficiente de padrdes de treinamento de tal forma a garantir a
generalizacdo da RNA? Esta pergunta serd alvo de discussdo na préxima secdo, onde vamos

sugerir uma metodologia de abordagem para este problema.
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Além do niimero de padrdes influenciar na generalizacdo da RNA, € importante determinar
a distribuicao adequada deles, pois podemos escolher um nimero grande de padrdes, mas, se
concentrarmos a maioria deles em um extremo do intervalo [%,,,; Zmaz], as entradas distantes
destes valores ndo responderdo adequadamente a fun¢do y = f(x). Pode-se contornar este
problema simplesmente escolhendo valores uniformemente distribuidos entre os extremos ,,,;,,

€ Tmax-

6.2 Metodologia Direta-Inversa

O método proposto neste trabalho para verificar se as saidas fornecidas durante a utilizacao
da rede neural artificial sdo corretas de acordo com a especificacao do problema é denominado
Metodologia Direta-Inversa. Este método baseia-se no treinamento de duas RNA: uma rede
para aproximar a funcdo de interesse (RNAD) e uma segunda para aproximar a func¢io inversa

da primeira (RNAI) sendo, respectivamente:

e X, T e O: o vetor de entradas, alvos e saidas da RNAD;
* 0O, X e X ovetor de entradas, alvos e saidas da RNAI;

e N: o numero de padrdes de treinamento.

Na fase de treinamento, a RNAD ¢ treinada com o conjunto de treinamento [X 7] com N
pequeno até se atingir o critério de parada e os pesos representativos deste treino siao salvos e
a rede fornece como conjunto de saidas atuais o vetor O. Logo apds, a RNAI € treinada com
o conjunto [O X]| até se atingir o critério de parada e os pesos representativos deste treino sdo
salvos e a rede fornece como conjunto de saidas atuais o vetor X . O fluxo de treinamento pode

ser visualizado na Figura (6.1).

X(n) O(n) X%(n)

RNA direta :> RNA Enversa :>

T(n)
Figura 6.1: Fluxo de dados no treinamento e utilizagao das redes direta e inversa

Ap6s o treinamento conjunto da RNAD e RNAI, a diferenca entre cada componente do vetor

X e X“ € calculada de acordo com o erro e;;,,,, Equacdo (6.1), e é computada a média desses
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erros F;,,, Equacdo (6.2).
eino(t) = |z(t) —2*(t)], 1<t<N 6.1)

1 N
Ez'm; - Nzemv (62)

t=1

Para se obter a quantidade de padrdes minima que permitird 8 RNAD generalizar, aumenta-
se gradativamente a quantidade de padrdes /V de treinamento. Efetua-se um novo treinamento
conjunto da RNAD e RNAI e avalia-se o novo valor para o parametro F£;,,,. Este novo valor, com
a convergéncia das redes, serd menor que o do treinamento anterior. Este processo € repetido até
que E;,, ndo tenha mais mudancas significativas em seu valor caracterizando a generalizagdo da
rede e, portanto, o valor de [V associado a ele é a quantidade minima de padrdes que permitird

a RNAD generalizar a funcdo de interesse.

6.3 Confiabilidade das Saidas de RNA

Na fase de utilizagdo, uma saida confidvel é aquela em que a diferenca entre o valor da
entrada da RNAD e a saida da RNAI, Equacdo (6.1), seja menor que o erro médio de treina-
mento F;,,. Portanto, na fase de utilizacdo, um conjunto de utilizacdo X € aplicado a RNAD
e o fluxo da Fig. 6.1 € seguido para fornecer a saida X“. Logo apés, o erro e;,, € computado
para cada componente dos vetores X e X de utilizacdo. Estes sdo classificados de acordo com
a desigualdade da Equacdo (6.3). Para qualquer quantidade N de padrdes de treinamento, o
parametro F;,, consegue classificar os valores confidveis e ndo-confidveis associados a quanti-

dade N do treinamento corrente.

ndo-confidvel, se e, (t) > Einy
o(t) sera = (6.3)
confidvel, s€ inp(t) < Einy

Nos dominios complexo ou de Clifford, é necessdria a utilizacdo de outro parametro para
aferir a quantidade minima de padrdes de treinamento devido ao fato de estes dois dominios
nao serem totalmente ordenados. Este parametro é dado como mdédulo da diferenca dos valores
absolutos entre a entrada da RNAD e a saida da RNAI, Einvg,, como mostra a Equacio (6.4).
Neste artigo, o computo do médulo na dlgebra de Clifford, no subespacgo desejado, € idéntico ao
dominio complexo, e a generalizacdo da defini¢do de mddulo para qualquer dlgebra de Clifford
pode ser encontrada em (Dorst et al., 2007). O parametro F;,,,, Equacio (6.2), permanece sendo
o valor que fard a classifica¢io entre os valores confidveis e ndo-confidveis na fase de utilizacdo

nestes dominios.

FEinvg, =

N
Z (®)] — |z ()] 6.4)

ZIH
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Resultados

Nesta secdo, apresentaremos os resultados dos treinamentos e utilizagao das redes direta
e inversa nos dominios dos nimeros reais, complexos e de Clifford, que demonstram o fun-
cionamento da metodologia proposta. As fun¢des escolhidas para a demonstragdo da metodo-
logia foram a quadratica real, complexa e de Clifford, cada qual limitada a certos intervalos de
dominio para garantir a sua funcdo inversa, o que € fundamental para a aplicacdo da metodolo-
gia.

Os resultados foram obtidos utilizado-se o software Matlab® na versio 7.1.0.246 (R14).
Para implementar as RNA, com o algoritmo BP, foram desenvolvidos scripts especificos, sem
utilizagdao do foolbox de redes neurais disponibilizado pelo software, para cada dominio. No
dominio real e complexo, utilizamos func¢des basicas nativas do Matlab®, enquanto no dominio
de Clifford utilizamos, em conjunto, com as func¢des bdsicas, rotinas do toolbox Geometric
AlgeBra Learning Environment (GABLE) (Mann et al., 2001), que possibilitam o computo
dos principais operadores das dlgebras geométricas de Clifford de assinatura C1, ,, para o caso
especifico das dlgebras onde p + ¢ = 3.

Com o objetivo de encontrar a melhor topologia de rede em cada dominio, tanto para a
RNAD quanto para RNAI, treinaram-se diversas redes, variando-se o nimero de neurdnios e de
camadas, para encontrar o melhor modelo para cada rede, em cada dominio de atuacdo. A FA
escolhida para se implementar nas redes foi a tangente hiperbdlica, porque esta funcao permite
que as RNA complexas e de Clifford guardem informacao sobre o comportamento da fase (Y1,

2004), cada qual com sua respectiva representacdo no dominio de atuagao.
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7.1 Resultados no Dominio Real

A fung¢do quadrética f(z) = x* real tem o seu comportamento bem conhecido, porém,
esta func¢do ndo tem sua fungdo inversa garantida por todo seu dominio, razao pela qual o seu

dominio e restringido entre [1, 5].

7.1.1 Parametros de Treinamento: Dominio Real

Os parametros de treinamento para a RNAD e RNAI de dominio real sdo mostrados na
Tabela (7.1). As entradas e alvos da RNAI sdo dependentes da RNAD de acordo com as
defini¢cdes da sec¢do 6.2. A topologia, critérios de parada e modo de treinamento da RNAI
sdo os mesmos da RNAD.

Algoritmo de treinamento: || backpropagation
Modo de treinamento: || padrdo a padrio
Entradas RNAD: || entre [1, 5]
Taxa de aprendizado: || 10~}
MSE desejado: || 10~*
Nimero maximo de epdcas: || 20.000
Topologia RNAD e RNAI: || 1-4-4-1

Tabela 7.1: Parametros de treinamento redes direta e inversa: dominio real

Os valores do intervalo de entrada da RNAD foram normalizados entre [%1, %] , usando-se
a Equacdo (2.30) e, apds o treinamento e utilizagdo das redes, os dados sdo retomados ao seu

intervalo original de acordo com a Equacgdo (2.31).

7.1.2 Analise da Confiabilidade: Dominio Real

Treinamento com 2 Padroes: Dominio Real

Nesta etapa, foram utilizados 2 padrdes de treinamento: entradas X = [1,5] e alvos T =
[1,25]. As duas redes convergiram para o MSE desejado, como mostra a Figura (7.1). Os alvos

e as saidas das redes RNAD e RNALI, apds o treinamento, podem ser observados na Tabela (7.2).

[ RNAD [ RNAI |
alvos-treino | saidas-treino | alvos-treino | saidas-treino
1 1.5128 1 1.0667
25 24.4335 5 4.8761

Tabela 7.2: Alvos e saidas de treinamento RNAD e RNAI para 2 padrdes: dominio real

Para testar a qualidade do treinamento, foi criado um conjunto de teste com 500 entradas,

todas entre [1 ,5]. O gréfico das saidas em fungdo das suas respectivas entradas é mostrado na
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Figura 7.1: MSE RNAD e RNAI para 2 padrdes de treinamento: dominio real

Figura (7.2), onde os pontos em vermelho representam as saidas fornecidas pela RNA treinada
mediante a apresentacdo do conjunto de teste com 500 padroes. Nota-se que a rede direta ndo
foi capaz de aprender a fungdo f(r) = 22, j4 que a maioria dos valores de utilizagdo desvia
muito da curva esperada, como mostra a Figura [7.2(a)]. O mesmo se pode concluir da rede
inversa, observando a Figura [7.2(b)].

----- Curva esperada
O Padries de treinamento ||

+  Saidas de utilizagéo
I I

I T T
3 35 1 15 5 5 10 , 15 20 25
X X

(a) Utilizagdo RNAD (b) Utilizagao RNAI

----- Curva esperada

"""" R st O Padriies de treinamento [| T i E e

+ Saidas de utilizagdo
T

Figura 7.2: Utilizacdo da RNAD e RNALI treinadas com 2 padrdes: dominio real

O parametro FE;,,, apresentado na secdo 6.2, permite averiguar a qualidade das saidas de
utilizagdo da RNAD. Para o treinamento com 2 padrdes, ele assumiu o valor 0,0119. As sai-
das confidveis e ndo-confidveis podem ser visualizadas na Figura (7.3), onde as saidas nao-
confidveis estdo representadas por X e as confidveis pelos pontos em vermelho. Observando as
saidas confidveis, podemos notar que elas estdo proximas aos padrdes de treinamento e as saidas
nao-confidveis proximas aos valores intermedidrios. Este comportamento j era esperado, visto
que nio foi fornecido, no treinamento da rede, informacao suficiente para aproximar os valores

intermediarios.
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Figura 7.3: Confiabilidade das saidas da RNAD treinada com 2 padrdes: dominio real

Treinamento com 5 padroes: Dominio Real

Para o treinamento com 5 padrdes, o MSE desejado também foi alcancado pelas duas redes,

como mostra a Figura (7.4).

—=— Curva MSE

1000
épocas

(a) MSE RNAD

1500 2000

MSE

f —=— Curva MSE

----- MSE-alvo = 0.0001 |

(b) MSE RNAI

Figura 7.4: MSE RNAD e RNAI para 5 padrdes de treinamento: dominio real

Na Tabela (7.3) podemos observar os alvos e as saidas das duas redes para o treinamento

com 5 padrdes.

[ RNAD [ RNAI
alvos-treino | saidas-treino | alvos-treino | saidas-treino
1 0.3183 1 1.1401
4 4.0060 2 1.9326
9 9.5351 3 2.9872
16 16.7059 4 4.0842
25 24.3185 5 4.9325

Tabela 7.3: Alvos e saidas de treinamento RNAD e RNAI para 5 padrdes: dominio real

Para testar as redes treinadas com 5 padrdes, fornecemos o mesmo conjunto, com 500

padrdes de utilizacdo, usados para testar as redes treinadas com 2 padrdes. Observando a Figura
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(7.5), podemos notar que, fornecendo mais padrdes de treinamento, a rede melhorou a interpo-
lagdo de f(z) = 2* e também da sua respectiva inversa, o que também j4 era esperado, uma
vez que neste treinamento com 5 padrdoes hd uma quantidade maior de informacao que pode ser
armazenada nos pesos sindpticos da rede. Para o treinamento das redes com 5 padrdes, o erro
E;,, foi de 0,0093, que é menor, comparado com o0 mesmo erro obtido com o treinamento com

2 padrdes.

25 T T T T T T T
----- Curva esperada . . .
O Padries de treinamento

2 + Saidas de utilizagio | | i_"""_JE ______ T

----- Curva esperada
O Padries de treinamento
Saidas de utilizagio

e
: : : : : : ”
0 froneeee -------- -------- --------- ; s T | L
i SR TR P i SEPPPEE -----------------
J i i
1 15 2 25 3 35 4 45 5 5 10 135 20
X ¥2
(a) Utilizagao RNAD (b) Utilizagdo RNAI

Figura 7.5: Utilizacdo da RNAD e RNAI treinadas com 5 padrdes: dominio real

Observando a Figura (7.6), podemos constatar que existe uma quantidade maior de padrdes
de utilizacdo da RNAD que podem ser classificados com confidveis de acordo com a compara-

¢d0 com o erro e;,, dos padrdes de utilizagdo com o erro E;,, do treinamento com 5 padrdes.

= ' ' ' ' : : : ¥
*  Saidas confiaveis : : :

ol X Saidas ndo-confidveis | N o
O Padrées de treinamento : : :
----- Curva esperada ' '

L] R Rt RN rommnnee " CAEILIEELEEE R
% Y
e :

S Y SPUUE W VHSPAS M N
l] i i

1 1.5 2 245 3 345 4 4.5 5

X

Figura 7.6: Confiabilidade das saidas da RNAD treinada com 5 padrdes: dominio real

7.1.3 Amostragem Suficiente para Treinamento: Dominio Real

Com o intuito de encontrar um niimero minimo suficiente de padrdes, para garantir a gene-
ralizagio da RNA que representa a fungio f(z) = 2%, a RNA em questdo foi treinada e testada

diversas vezes para diferentes quantidades de padrdes, processo este necessario também para
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poder avaliar o comportamento do erro FE;;,,, com o aumento do nimero de padrdes, de acordo

com a metodologia proposta. Os resultados sdo resumidos na Tabela (7.4).

épocas de treino
padrdes FEiny RNAD | RNAI
2 0,0119 457 155
0,0108 2688 222
0,0108 3028 533
0,0093 2406 104
0,0099 2107 58
0,0098 1437 214
0,0093 2350 261

0| | | O | W

Tabela 7.4: Comportamento do erro £;,, com o aumento de padrdes: dominio real

A partir de 5 padrdes, o erro £}, ndo tem mudangas significativas, razao pela qual podemos
concluir que este nimero de amostras € suficiente para generalizar a RNA para o problema

proposto. Dados adicionais podem ser encontrados em (Alencar, 2007).

7.2 Resultados no Dominio Complexo

Pelo fato de o dominio complexo ndo ser um conjunto totalmente ordenado, como os
nimeros reais sobre a reta real, optamos pela representacdo de um nimero complexo na forma
z = re’ para construir os conjuntos de treinamento e de utilizagio. Esta forma nos permite
gerar nimeros complexos igualmente espacados pela fase € sobre um determinado raio r de in-
teresse. E tal como a funcdo quadritica real, a fun¢do complexa z? ndo tem sua funcdo inversa
garantida por todo seu dominio. Assim, optamos por uma faixa de valores para a fase no raio

unitario onde a fun¢do inversa exista.

7.2.1 Parametros de Treinamento: Dominio Complexo

Os parametros de treinamento para a RNAD e RNAI de dominio complexo sdo mostrados
na Tabela (7.5). As entradas e alvos da RNAI sdo dependentes da RNAD de acordo com as
defini¢des da secdo 6.2. A topologia, critérios de parada e modo de treinamento da RNAD sao

os mesmos da RNAL

Algoritmo de treinamento:
Modo de treinamento:
Entradas RNAD:

Taxa de aprendizado:

MSE desejado:

Nimero maximo de epdcas:
Topologia RNAD e RNAL:

complex backpropagation
padrdo a padrao

exp(#i): com 5° < 9 < 40°
10~1

7%107°

20000

1-5-1

Tabela 7.5: Parametros de treinamento redes direta e inversa: dominio complexo
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Os valores de entrada das redes complexas ndo foram normalizados, pois escolhemos o raio
unitario para criar os conjuntos de treinamento. Para raios maiores que 1, a normalizacdo é
necessdria (Leung e Haykin, 1991) e pode ser efetuada, utilizando-se as equagdes discutidas na

secdo 3.6.

7.2.2 Analise da Confiabilidade: Dominio Complexo

Treinamento com 2 Padroes: Dominio Complexo

Para 2 padrdes de treinamento, tanto a rede direta quanto a rede inversa convergiram para o

MSE desejado, como mostra a Figura (7.7).

[ O B . T T
‘i = —=— Curva MSE —=— Curva MSE

] 10

7e005 [ Ak ] MSE-alve = 7e-005 ||

-2
-2
w 10
7]
=
10°
4 .
10
= i B b B S SR A S S S St St S [2Iiii
0 20 40 60 80 100 0 50 100 150 200 250 300 350 400
épocas épocas
(a) MSE RNAD (b) MSE RNAI

Figura 7.7: MSE RNAD e RNAI para 2 padrdes de treinamento: dominio complexo

l RNAD [ RNAI ]
20 | alvos-treino = exp (207) saidas-treino 0 alvos-treino = exp (617) saidas-treino
10° 0,9848 + 0, 17361 0,9738 + 0, 18173 5° 0,9962 + 0, 08721 0,9834 + 0,0813:
80° 0,1736 + 0, 98481 0,1722 +0,98737 | 40° 0, 7660 + 0, 64284 0,7653 + 0,6445¢

Tabela 7.6: Alvos e saidas de treinamento RNAD e RNAI para 2 padrdes: dominio complexo

Contudo, 2 padrdes de treinamento sdo insuficientes para generalizar a fun¢do quadrética
complexa, como pode ser observado na Figura (7.8), onde submetemos 500 padrdes de teste as
redes treinadas, e somente os pontos proximos aos padrdes de treinamento se aproximaram dos
alvos desejados. Na Tabela (7.6), podemos observar acurdcia dos treinamentos para 2 padroes.
O parametro F,,, calculado para averiguar a confiabilidade das saidas da rede direta, para o
treinamento com 2 padrdes, assumiu o valor de 0,00946 e filtrou satisfatoriamente os dados
nao-confidveis dos confidveis, como mostra a Figura (7.9), onde também € possivel ver que os
valores aceitos como confidveis estdo proximos dos valores fornecidos para o treinamento da

rede.
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Figura 7.9
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Treinamento com 6 Padroes: Dominio Complexo

Como se pode observar na Figura (7.10), os treinamentos das redes com 6 padroes também

ocorreram com sucesso, pois tanto a rede direta quanto a inversa atingiram o MSE desejado.

10

—=— Curva MSE ]
-== MSE-alvo = 7e-005 |3

z

2

100 200 300 400

épocas

500 600 700

(a) MSE RNAD

MSE

—=— Curva MSE
MSE -alvo = 7e005

100 200 300 400

épocas

500 600 700

(b) MSE RNAI

Figura 7.10: MSE RNAD e RNAI para 6 padrdes de treinamento: dominio complexo

Com 6 padrdes de treinamento, as redes conseguem representar melhor a fungdo complexa

e sua respectiva inversa, como pode ser observado na Figura (7.11). Este fato se deve ao

aumento do nimero de padrdes de treinamento, o que torna possivel aos pesos das redes ar-

mazenarem mais informacdes sobre a funcao de interesse no dominio especificado.

0.8

0.6

0.4

0.2

R

mme-bLoo_l____1

*  Saidas de utilizagao
O  Alvos treinamento  H

0 0.5 1

(a) Utilizagdo RNAD

i sinfo)

Saidas de utilizacéo

..................... O Padries de treinamento

1 4.5 0 0.5 1

cos(o)

(b) Utilizagdo RNAI

Figura 7.11: Utilizagao da RNAD e RNALI treinadas com 6 padrdes: dominio complexo
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O erro E;,, atingiu o valor 0,01141 para o treinamento com 6 padrdes e também se mostrou
uma boa estimativa para filtrar os dados confidveis dos ndo-confidveis, como pode ser visto na
Figura (7.12).

1
]
1
1
1
L
1
1

i sinfo)
RS I

|

Saidas confidveis
Saidas nao-confidveis
Padries de treinamento H

R | 0.4 0 0.5 1
cos(o)

Figura 7.12: Confiabilidade das saidas da RNAD treinada com 6 padrdes: dominio complexo

No entanto, ndo houve muita alteracdo no valor do erro F,, do treinamento de 2 para 6
padrdes, o que o torna um parametro ndo confidvel para amostragem da quantidade minima
de padrdes necessdrios para generalizar a rede direta, o que nos compeliu a procurar um outro
parametro que nos forneca a informacgao desejada. Este novo parametro serd discutido na prox-
ima secdo. Na Tabela (7.7), podemos visualizar os alvos e as saidas atuais das redes direta e

inversa para o treinamento com 6 padrdes.

[ RNAD RNAI

20 | alvos-treino = exp (267) saidas-treino 0 alvos-treino = exp (67) saidas-treino

10° 0,9848 + 0, 17361 0,9789 + 0,1732i | 5° 0, 9962 + 0, 08721 1,0056 + 0, 07743
24° 0,9135 + 0, 40674 0,9092 + 0,4119; | 12° 0,9781 + 0, 20793 0,9776 + 0, 2003:
38° 0,7880 + 0, 61574 0,7862 + 0,61737 | 19° 0, 9455 + 0, 32564 0,9361 + 0, 32267
52° 0,6157 + 0, 78801 0,6317 +0,79917 | 26° 0,8988 + 0, 43844 0,8932 + 0,44413
66° 0,4067 + 0,91354¢ 0,4164 + 0,91057 | 33° 0,8387 + 0, 54461 0, 8255 + 0, 54707
80° 0,1736 + 0, 98481 0,1646 + 0,97157 | 40° 0, 7660 + 0, 64284 0,7816 + 0, 64681

Tabela 7.7: Alvos e saidas de treinamento RNAD e RNAI para 6 padrdes: dominio complexo

7.2.3 Amostragem Suficiente para Treinamento:
Dominio Complexo

O erro F;,, no dominio real tende a diminuir e se estabilizar em um determinado valor,

com o aumento gradativo da quantidade de padrdes de treinamento, fornecendo, assim, um
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parametro para estimar a quantidade de padrdes minima para generalizar uma RNA. Este parametro
e utilizado também para filtrar as saidas confidveis, das ndo-confidveis, na fase de utilizagcdo
dessa RNA. Todavia, no dominio complexo, o erro £;,, ndo tem 0 mesmo comportamento que
no dominio real, devido ao dominio complexo ndo ser ordenado, como pode ser observado na
coluna E,, na Tabela (7.8).

épocas de treino
padrdes FEiny FEinvgy,, | RNAD | RNAI
2 0,00946 | 0,00770 117 445
0,01042 | 0,00517 1485 1559
0,01002 | 0,00495 3114 215
0,01010 | 0,00538 2134 545
0,01141 | 0,00412 701 771
0,01128 | 0,00423 923 703
0,01119 | 0,00431 959 562

0O | O U | W

Tabela 7.8: Comportamento do erro F;,,, com o aumento de padrdes: dominio complexo

Este fendmeno confirma que, no dominio complexo, F;,, se torna uma estimativa ndo con-
fidvel para aferir a quantidade minima de padrdes necessérios para generalizar uma RNA, mas
tal como no dominio real, F;,, continua sendo um bom parametro para filtrar os dados con-
fidveis dos ndo-confidveis, na fase de utilizacio da RNAD, como mostrado na Figura (7.12).

Assim, se faz necessario o uso do parametro Einvg,,, Equacio (6.4), definido na secdo 6.2.

A principal diferenca entre F;,, € Einvg, é aconotacdo geométrica que o primeiro tem para

!, mesmo aqueles

o campo complexo, pois ele consegue distinguir o quao iguais sao os fasores
que t€m valores absolutos iguais, enquanto o segundo simplesmente tem a média dos valores
absolutos da diferenca entre os modulos de dois nimeros complexos como parametro. Em
outras palavras, mede a diferenca entre dois nimeros reais sem implicacdo geométrica alguma,
fato que justifica o uso de E;,, para averiguar a qualidade das saidas da RNAD e Finvg, €
qualificado para averiguar a quantidade de padrdes necessdrios para generalizar o problema,
pois este erro Finvg, tem o mesmo comportamento que o erro f;,, no dominio real, como
pode ser verificado na Tabela (7.8). E, observando esta mesma tabela, podemos afirmar que 6

padrdes de treino sdo suficientes para generalizar a funcdo quadratica complexa.

Representagio senoidal (teorema de Euler) de um vetor de rotacio no plano complexo.



CAPITULO 7. RESULTADOS 65

7.3 Resultados no Dominio de Clifford

Conforme discutido no capitulo 4, as algebras de Clifford podem ter, dependendo da sua
assinatura, a algebra dos nimeros complexos como subespaco. Afim de facilitar a ponderacdo
dos resultados e estabelecer parametros observaveis, vamos fornecer conjuntos de treinamento
e utilizagfio para as RNA de Clifford de assinatura Clj 32, 0 subespago gerado pelos elementos
de base {1,e; A ey}, que é um subespaco equivalente ou isomdrfico a dlgebra dos nimeros
complexos (Denker, 2007). Escolhemos a assinatura C'l 3, pois esta € utilizada por padrdo no
toolbox GABLE para Matlab® que fornece as rotinas dos operadores das 4lgebras de Clifford.

7.3.1 Parametros de Treinamento: Dominio De Clifford

Os parametros de treinamento para as redes RNAD e RNAI sdo fornecidos na Tabela (7.9).

Algoritmo de treinamento: || Clifford backpropagation
Modo de treinamento: || padrio a padrdo
Entradas RNAD: || exp(fe; A ez): com 5° < 0 < 40°
Taxa de aprendizado: || 107!
MSE desejado: || 7% 1075
Nimero maximo de epdcas: || 20000
Topologia RNAD e RNAI: || 1-3-1

Tabela 7.9: Parametros de treinamento para as redes direta e inversa: dominio de Clifford

Tais como os resultados do dominio real e complexo, as entradas e alvos da RNAI sao
dependentes da RNAD de acordo com as defini¢des da se¢do 6.2. A topologia, critérios de
parada e modo de treinamento da RNAD sdo os mesmos da RNAI Os intervalos dos valores de

6 e a utilizacdo do raio unitdrio sdo idénticos aos das redes complexas.

Os padrdes de treinamento e utilizacdo no dominio de Clifford foram construidos de forma
muito semelhante ao dominio complexo, utilizando-se da relaciio exponencial 7e%*1®2 que agora

¢ definida para bivetores, veja secio 4.2.4. Como exemplo, tomemos r = 1 e § = 5°. Logo,

re’e2 = 0.9962 + Oe; + Oey + Oes + 0.0872e;e; + Oeses + Oese; + Oe;ezes
= 0.9962 + 0.0872e e,

7.3.2 Analise da Confiabilidade: Dominio de Clifford

Treinamento com 2 Padroes: Dominio de Clifford

Na Figura (7.13), podemos observar a convergéncia do treinamento das redes RNAD e

RNALI para dois padroes. Ambas atingiram o MSE-alvo do treinamento.

’Esta assinatura tem todos os seus elementos de base e? iguais —1. Veja capitulo 4, para detalhes.
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Figura 7.13: MSE RNAD e RNAI para 2 padrdes de treinamento: dominio de Clifford
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Figura 7.14: Utilizagdo da RNAD e RNAI treinadas com 2 padrdes: dominio de Clifford

Tal como no dominio complexo, submetemos as redes treinadas a 500 padrdes de utilizagao,
para averiguar a qualidade da generalizagdo das redes e, como esperado, devido ao isomorfismo
desta dlgebra no dominio especificado com a dlgebra dos nimeros complexos, dois padroes de
treinamento foram insuficientes para generalizar a fungio quadratica de Clifford f(c) = ¢® e

sua respectiva inversa. Como mostra a Figura (7.14).

Esta caracteristica de isomorfismo permite que usemos também o erro F;,, para medir a
qualidade da saida da RNAD no dominio de Clifford. Este erro, para o treinamento com dois
padrdes, atingiu o valor de 0,00984 e somente filtrou como valores adequados aqueles que se

encontravam proximos dos valores de treinamento, como pode ser visto na Figura (7.15).
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Figura 7.15: Confiabilidade das saidas da RNAD treinada com 2 padrdes: dominio de Clifford

E na Tabela (7.10) podemos observar a acurdcia das saidas do treinamento com 2 padrdes
no dominio de Clifford.

l RNAD [ RNAI ]
20 alvos-treino = exp (20eiea) saidas-treino 2] alvos-treino = exp (fejez) saidas-treino
10° 0,9848 + 0, 1736¢e1 e2 0,9716 + 0, 1813e1e2 5° 0,9962 + 0,0872¢e7 e2 0,9850 + 0,0755€e1 e2
80° 0,1736 + 0, 9848e1e2 0,1720 + 0, 9888e1e2 40° 0, 7660 4 0,6428e1 e2 0,7638 4+ 0,6455e1 e2

Tabela 7.10: Alvos e saidas de treinamento RNAD e RNAI para 2 padrdes:dominio de Clifford

Treinamento com 6 Padroes: Dominio de Clifford

Fica evidente, na Figura (7.16), a convergéncia dos treinamentos das redes direta e inversa.
Ambas atingiram o MSE-alvo. Em comparagdo ao treinamento com 6 padrdes no dominio

complexo, o desempenho no treinamento foi mais custoso, em termos computacionais.

Estes resultados vao de encontro com os obtidos por (Buchholz e Sommer, 2000), que ve-
rificaram que as redes de Clifford levam mais épocas para terminar o treinamento do que as
redes complexas, porém, evidenciando que o resultado na generalizacdo € melhor do que as
redes complexas. Na fase de utilizacdo, Figura (7.17), também fica patente a melhora da repre-
sentagdo da fungdo f(c) = ¢* pela RNAD, que agora se ajusta melhor a curva ideal da fungfo

quadratica, e o mesmo se pode dizer da sua funcdo inversa.

E.., que atingiu para este treino o valor de 0,00955, também se mostrou um bom parametro

para filtrar os dados confidveis dos ndo-confidveis, como evidenciado na Figura (7.18).



e,e, sin(e)

CAPITULO 7. RESULTADOS 68

; : - — = Curva MSE
10 : ] ] -== MSE-alvo = 7e 005 [

T}
7]
. =
10
10k
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 0 100 200 300 400 500 600 700 800 900
épocas épocas
(a) MSE RNAD (b) MSE RNAI
Figura 7.16: MSE RNAD e RNAI para 6 padrdes de treinamento: dominio de Clifford
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Figura 7.17: Utilizacdo da RNAD e RNALI treinadas com 6 padrdes: dominio de Clifford

E, como era de se esperar, E;,, no dominio de Clifford também néo teve o comportamento

esperado como no dominio real. Na Tabela (7.11) € possivel observar a qualidade das saidas no
treinamento com 6 padrdes.

7.3.3 Amostragem Suficiente para Treinamento:
Dominio de Clifford

Contudo, tal como no dominio complexo, o valor £, ndo sofreu um decréscimo significa-
tivo no seu valor, em comparac¢io com o treinamento com 2 padrdes, condi¢ao necessdria para

podermos avaliar a quantidade minima necessdria para a generaliza¢do da fun¢do quadratica.
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e,e, sin{e)

Saidas confidveis
Saidas ndo-confiaveis
Padries de treinamento H

R 045 0 0.5 1
cos(e)

Figura 7.18: Confiabilidade das saidas da RNAD treinada com 6 padrdes: dominio de Clifford

[ RNAD [ RNAI |

20 | alvos-treino = exp (26eje2) saidas-treino 0 alvos-treino = exp (fejez) saidas-treino

10° 0,9848 + 0, 1736e1 e2 0.9865 + 0.1703¢e1 e2 5° 0,9962 + 0,0872¢e; e2 0.9994 4- 0.0821e1 e2
24° 0,9135 + 0,4067¢e1 e2 0.9068 4- 0.4110e1e2 | 12° 0,9781 + 0,2079¢7 e2 0.9819 4 0.1989%¢7 e2
38° 0,7880 + 0,6157e1 ez 0.7941 4 0.6163e1e2 | 19° 0,9455 + 0, 3256e1 e2 0.9463 4 0.3248e1e2
52° 0,6157 + 0, 7880e1 e2 0.6053 4- 0.7822e1e2 | 26° 0, 8988 + 0,4384e1 ez 0.8765 4 0.4431eqe2
66° 0,4067 + 0,9135e1 €2 0.4215 4 0.9285e1e2 | 33° 0, 8387 + 0, 5446e1 e2 0.8375 4 0.5494e1 e2
80° 0,1736 + 0,9848e1 e2 0.1696 4 0.9736e1e2 | 40° 0, 7660 + 0,6428e1e2 0.7788 4 0.6426¢e1 e2

Tabela 7.11: Alvos e saidas de treinamento RNAD e RNAI para 6 padroes:dominio de Clifford

Conseqiientemente, a solu¢do € a mesma dada para o dominio complexo. Tomamos o valor
Einvg,, Equagdo (6.4), como parametro para averiguar a quantidade minima de padrdes para
a generalizagdo do problema. Os comportamentos destes parametros podem ser observados
na Tabela (7.12). Aqui podemos notar que, a partir de 6 padrdes, o erro Einvg, ja ndo sofre
alteracoes significativas, o que implica que 6 padrdes ja s@o suficientes para a generalizacio da
fun¢do quadrética de Clifford.

7.4 Discussao Dos Resultados

7.4.1 Dominio Real

No dominio real, a metodologia proposta mostrou-se eficiente para validar a quantidade
minima necessdria de padrdes para generalizar a fungio quadrética f(r) = 22, no intervalo
de dominio especificado. A evolu¢do do erro F;,,, ver Tabela (7.4), evidencia que 5 padrdes

de treinamento sdo suficientes para generalizar a funcdo. Este mesmo pardmetro também se
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épocas de treino
padrdes Einy FEinvg,, | RNAD | RNAI
2 0,00984 | 0,00610 99 293
0,01132 | 0,00776 1677 1033
0,01158 | 0,00723 2527 2136
0,01097 | 0,00496 3418 549
0,00955 | 0,00470 3533 960
0,01100 | 0.00463 2430 1028
0.01056 | 0.00468 9052 2864

0O | O U1 | W

Tabela 7.12: Comportamento do erro F;,,, com o aumento de padrdes: dominio de Clifford

mostrou eficiente para filtrar os dados confidveis dos ndo-confidveis, ver Figuras (7.6) e (7.3).Na
realizagdo dos experimentos pode perceber-se que, ao tentar encontrar a topologia ideal para
esta fun¢do, é que uma camada intermedidria ndo era suficiente para que as redes convergissem
em seus treinamentos. Assim, fol necessario acrescentar mais uma camada, onde se verificou
que a topologia 1 — 4 — 4 — 1, para as redes B P trabalhando em modo padrao-a-padrao, foi
suficiente para que as redes convergissem para o MSE desejado nos treinamentos, salientando-
se que o algoritmo B P desenvolvido ndo tem nenhum adicional de performance para garantir
a convergéncia. Medida esta nescessdria para avaliar a metodologia sem a intervencao desses

métodos de performance.

7.4.2 Dominio Complexo

No dominio complexo, a metodologia também mostrou eficicia para validar a quantidade
minima necessdria de padrdes para generaliza¢do da fungdo quadrdtica complexa f(z) = 2% e
para filtrar os dados confidveis dos nao-confidveis. Este tltimo pode ser visualizado nas Figuras
(7.9) e (7.12), porém, neste dominio o parametro F;,,, Equacio (6.2), ndo teve o comporta-
mento esperado, que era de diminuir e estabilizar seu valor conforme o aumento do nimero de
padrdes de treinamento como no dominio real, fato este explicado pela falta de ordem nos ele-
mentos do dominio em questdo. Verificou-se experimentalmente que ele € um bom parametro
para filtrar os dados confidveis dos nao-confidveis, porém, um parametro de baixa relevan-
cia para aferir a quantidade minima de padrdes necessdrios para garantir a generalizacdo da
fun¢do quadratica complexa, ja que seu valor ndo diminuiu significantemente com o aumento

do nimero de padrdes de treinamento: ver Tabela (7.8).

Assim, foi necessario o uso de outro parametro derivado de F,,, para que fosse possivel
encontrar a quantidade de padrdes que garantiria a generalizagdo do problema, parametro este
chamado Finvg,. Enquanto E;,, é a média dos valores absolutos da diferenca entre dois ve-
tores complexos, Einvg,, Equacio (6.4), ¢ a média dos valores absolutos da diferenca dos va-
lores absolutos dos vetores complexos. Na pratica, o primeiro tem uma conotacdo geométrica
e o segundo € apenas um escalar, porém, Einvg, tem o mesmo comportamento de F;,, no
dominio real: ele diminui seu valor conforme se aumenta a quantidade de padrdes de treina-

mento, e se estabiliza a partir de 6 padroes de treinamento, ver Tabela (7.8). Para as redes
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complexas, notou-se que a topologia 1 — 5 — 1, com apenas uma camada intermedidria para as
redes complex backpropagation padrao-a-padrao, foi suficiente para que as redes convergissem
para o MSE desejado, o que, em comparagdo ao dominio real, € um resultado expressivo, ja
que no dominio complexo as redes foram capazes de guardar informacdes do comportamento
dos padrdes complexos para a fungdo quadritica e ao mesmo tempo guardar informacao do

comportamento da fase dessa funcao.

7.4.3 Dominio de Clifford

No dominio de Clifford, escolhemos o subespaco gerado pelos elementos de base {1,€; A es},
que é isomorfo a dlgebra dos nimeros complexos, para validar a metodologia. Neste dominio,
os resultados foram muito semelhantes aos do dominio complexo. O erro £, continuou sendo
um boa métrica para validar os padrdes de utilizagdo confidveis dos ndo-confidveis e, tal como
no dominio complexo, este parametro ndo foi suficiente para aferir a quantidade minima de
padrdes para garantir a generaliza¢do da fun¢do quadratica de Clifford f(c) = ¢ no espago de
dominio especificado. Assim, utilizamos o parametro Einuvg, para averiguar qual a quantidade

minima de padrdes necessarios para generalizar o problema.

No dominio de Clifford, a partir de 5 padrdes, as redes conseguem generalizar a fungao
quadratica satisfatoriamente. A topologia utilizada foi 1 — 3 — 1, a qual garantiu a convergéncia
dos treinamentos das redes, o que, em comparacao ao treinamento das redes complexas, mostra,
experimentalmente, que sdo necessiarios menos neurdnios para representar o mesmo problema
com resultados andlogos ao do dominio complexo, evidenciando, assim, que 0s neurénios
de Clifford t€ém maior facilidade para guardar o comportamento desta funcdo em relagdo ao

neur6dnio de dominio complexo.
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Conclusoes

Este trabalho propds, validou e demonstrou a metodologia Direta-Inversa como uma solucao
para: 1%) estimar a exatiddo de saidas de RNA classificando quais podem ser consideradas
confidveis e quais nao podem, na fase de utilizacao; e 2*) estabelecer o nimero suficientemente
pequeno de padrdes (neste trabalho chamado de nimero minimo) a serem utilizados na fase de
treinamento, de acordo com esta metodologia, para garantir a convergéncia e a generalizacdo
das redes.

Ressalve-se, apenas, que, enquanto no dominio real o erro F;,,, conseguiu ser um parametro
para estimar a quantidade de padrdes suficientes para generalizar uma funcdo quadréatica, ao
mesmo tempo, este erro, podde ser usado como critério para filtrar as saidas confidveis das ndo-
confidveis, na fase de utilizacdo. Todavia, no dominio complexo e de Clifford, o erro E;,,
conseguiu filtrar satisfatoriamente os dados confidveis dos ndo-confidveis, porém como nao
teve 0 mesmo comportamento que no dominio real, que € diminuir e estabilizar seu valor com o
aumento gradativo do nimero de padrdes de treinamento, foi necessario, nestes dois dominios,
fazer uma adaptacao deste erro, a qual chamamos de Einuvy,,, para poder averiguar a quantidade
minima de padrdes necessarios para garantir a convergéncia e a generalizacdo destas redes nos
dominios em especifico.

Com relacdo a topologia das redes, as RNA complexas e de Clifford se mostraram mais
robustas para aproximar a funcdo quadratica, necessitando de uma topologia simplificada em
relacdo a do dominio real, isso porque, ao invés das duas camadas necessdrias no dominio real,
nos dominios complexo e de Clifford foi necessdria somente uma e com menos neurdnios para
uma representagdo eficiente.

A metodologia foi desenvolvida para a abordagem de problemas para aproximar fungdes
que possuam inversa ou que tenham inversa em dominios restritos, como foi demonstrado na

aproximagio da fungio quadrética f(z) = x? para os dominios real, complexo e de Clifford.

72
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Os resultados mostram a eficdcia da metodologia nestes trés dominios com a determinagdo dos
parametros que permitem tomar decisoes na fase de utilizag@o sobre a confiabilidade da apro-
ximagdo de funcdes. Deixa-se como sugestao de trabalhos futuros a aplicacdo da metodologia
para problemas préticos em engenharia, bem como modelagem da metodologia com outros al-
goritmos de aprendizado de RNA bem e verificar o desempenho desses algoritmos utilizando

as técnicas otimizagdo de convergéncia entre outras.
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14

14
4

’

le-4

1074
’

4

0.1
0

net.parametros.Nmax

netd

net.parametros.Erro

treinar (net, X, T)

net.parametros.Erro

net.parametros.n
net.parametros.m

alvo.d
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simular (netd, X) ;

Yt=
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o\°
o\
o\
o\
o\
o\
o\°
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%$Rede Inversa
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14

redemlp(Yt,X, [4 4 1],{'tans', "tans', "tans'})

net=
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o\°
o\°
o\
o\
o\
o\
o\
o\
o\

o\
o\°
o\°
o\
o\°
o\
o\
o\
o\

o\
o\
o\°
o\°
o\°
o\°
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$Treinar Rede Inversa
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o\°
o\°
o°

o\°
o\°
o\°
o\°
o\°
o\°
o\°
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0.1;

net.parametros.n

le—-4;

net.parametros.Erro

net.parametros.Erro

4

alvo.i

4

0

net.parametros.Nmax

net.parametros.m

=10~4;

treinar (net, Yt, X);

neti=
Yti

simular (neti, Yt);
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%$Plota o comportamento do Erro Global da Redes
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4

subplot (2,2,1)
semilogy (netd.Eplot, '-ob', 'LineWidth',1.5, '"MarkerEdgeColor', 'b', ...

4

clf

'MarkerFaceColor', 'b', "MarkerSize',1.5);

hold on

4

plot ([0 size(netd.Eplot,2)], [alvo.d alvo.d],'-—r', "LineWidth', 2)

4

1

max (netd.Eplot)

alvo.d/2.5

axis ([0 size(netd.Eplot,2)

xlabel ('\fontsize{l2}épocas');

4

title('\fontsize{1l2}Rede Direta')

ylabel ('"\fontsize{12}MSE");

num2str (alvo.d)]);

legend ('Curva MSE', ['MSE alvo

grid on;

14

subplot (2,2, 2)

semilogy (neti.Eplot, '-ob', 'LineWidth',1.5, "MarkerEdgeColor', 'b', ...

'MarkerFaceColor', 'b', "MarkerSize',1.5);

hold on

plot ([0 size(neti.Eplot,2)], [alvo.i alvo.i],'-—r', 'LineWidth',2);

1)

max (neti.Eplot)

alvo.i/2.5

axis ([0 size(neti.Eplot,2)

xlabel ("\fontsize{1l2}épocas"');

4

title('\fontsize{1l2}Rede Inversa')

ylabel ('"\fontsize{12}MSE")

14

num2str (alvo.i)]);

legend('Curva MSE', ['MSE alvo

pause;

grid on;
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%$Validar
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o\°
o\°
o\
o°
o\°
o\°
o\°
o\°
o\°
o\°
o\°
o\°
o\°
o\
o°
o\°
o\°
o\°
o\°
o\°
o\°
o\°
o\°
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linspace(1,5,Cs);

S=

Cs=500;
[S minS maxS]

premnmx (S) ;
S=(.75=.25) % (S—=(-1))/(1-(-1))+(.25);

simular (neti, ¥Ys);

Ysi=

simular (netd, S);

Ys=
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%$Computo do erro da inversa -> Einv
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X(1,k)-Yti(1,k)

4

size (X, 2)
Einv + abs(

=1
Einv/size (X, 2)

Einv

Einv = 0;
for k
end

Einv
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Confiabilidade das saidas da REDE DIRETA

°
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- Ysi(l,a));

abs( S(1,a)
< Einv

(1,2a)

=O;

(1,a)

size(Ysi, 2)

aceite (1, a)
aceite (1, a)

1

if erro_inv_vl

erro_inv_vl
else
end

for a
end
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Desnormalizando os Dados
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14
14

14

7
i

4
4

(X=.25) * (maxX-minX) / (.75-.25) +minX
(Yti-.25) * (maxX-minX) / (.75-.25) +minX
(S=.25) % (maxS-minS) / (.75-.25) +minS
(Ysi—.25) x (maxX-minX) / (.75-.25) +minX
(T-.2572) * (maxT-minT)/ (.75%2-.25"2)+minT
(Yt=.25"2) x (maxT-minT) / (.75%2-.25"2) +minT
(Ys=.25"2) x (maxT-minT) / (.75%2-.25"2) +minT

X
Yti
Ysi
Yt
Ys
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o\°
o\

o\°
o\°
o\°
o\°
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$Erro da Inversa

o\

o\°
o\°
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4

4

4

sum (abs (eit — beta))/Ct

neti.parametros.Eg
S—-Ysi;
= beta+falfa;

sgrt (2+«MSE1)
= X-Yti;

MSE1i
beta
eit
falfa
ei
tol
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$Graficos do Treinamento
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14

7

14
4

linspace(1,5,500)

a.”2

plot(a,b, '--b', 'LineWidth', 2)

clf;
subplot (2,2,1)
grid on

a
b
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title('Utilizacdo Rede Direta')

axis([1 5 1 25])

xlabel ('X'"); ylabel ('X"2"');

hold on

plot (X,T, 's', '"MarkerEdgeColor', 'k', '"MarkerFaceColor', 'y', "MarkerSize',7);
pause

plot(S,Y¥s, 'xr', 'LineWidth', 2, '"MarkerSize', 4);

plot (X, T, 's', 'MarkerEdgeColor', 'k', '"MarkerFaceColor','y', '"MarkerSize', 7);
plot(a,b,'--b', 'Linewidth', 2);

legend ('Curva esperada', 'Padrdes de treinamento', 'Saidas de utilizacao')
subplot (2,2, 2)

plot(b,a, '-—b', 'LineWidth',2);

grid on;

axis([1 25 1 5]);

yvlabel ('X"); xlabel ('X"2");

title('Utilizacdo Rede Inversa');

hold on

plot (T,X,'s', 'MarkerEdgeColor', 'k', '"MarkerFaceColor','y"', '"MarkerSize',7);
pause

plot(S.”2,Y¥si, "xr', 'LineWidth',2, '"MarkerSize',b4)

plot(T,X, 's', '"MarkerEdgeColor', 'k', '"MarkerFaceColor', 'y', "MarkerSize',7);
plot(b,a, '--b', 'LinewWwidth', 2);

pause;

clf;

stem(S,ei,'.', "MarkerSize',5);

hold on

plot (Yti, zeros(l,size(Yt,2)),'s', '"MarkerEdgeColor', 'k', ...

'MarkerFaceColor', 'y', "MarkerSize',5);

pause

plotarConf (S,Y¥Ys,¥s,¥si,Yt,Yti,X,T,S,S5.%2,aceite);
format short

NETID.T = T;

NETD.O = Yt;
NETI.T = X;

NETI.O = Yti;
vld.0 = Ys;

v1li.0 = Ysi;
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redemlip.m

[net]=redemlp (X, T, neu, fativ)

function
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o\
o\
o
o
o
o
o
o
o
o
o\
o\
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configuragédo da rede
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o\°
o\°
o\
o\
o\
o\
o\°
o\
o\°
o\°
o\°
o\°
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size (X,1);

net.arquitetura.nent

size(T,1);

net.arquitetura.nsai

4

length (neu)

net.arquitetura.ncam

fativ;

net.arquitetura.fativ
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pesos iniciais

o
°

%pesos da camada de entrada

%pesos das camadas intermediarias

o\
o\
o\
o
o
o
o
o
o
o\
o
o\
o\
o\
o
o
o
o
o
o\
o
o
o\
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o\
o
o
o
o
o
o
o\
o
o\
o\
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o
o\
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o
o
o
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o
o
o

rand(neu(l,1),size(X,1));

Iw{li,1}

=rand(neu(l,1),1);
if length(neu)<l

b{l}

4

Lw={}

else

length (neu)

2
LW{cam, cam-1}

for cam

rand (neu (1, cam), (neu(l,cam-1)));

rand (neu(l,cam),1);

b{cam}

end

end

=.1;

net.parametros.n

net.parametros.Erro

0;
1

net.parametros.N

4

net.parametros.E

=1;

net.parametros.Eg

4

0

net.parametros.Nmax

net.parametros.m

10000;

4

0

net.pesos.IW

net.tempo

=IW;

=b;

net.pesos.b

=LW;

net.pesos.LW

clear E IW N Ta Z cam db j nent neu Ea IWm Na X ans dIW a m nsai Eg..

LW Nmax Xa b dLW e n Erro LWm T Y bm dY fativ ncam pad Erroa
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A.3 treinar.m

function [net]=treinar (net,X,T)
n=net.parametros.n;
Erro=net.parametros.Erro;
N=net .parametros.N;
Eg=net.parametros.Eg;
m=net.parametros.m;
Nmax=net .parametros.Nmax;
IW=net .pesos.IW;
b=net.pesos.b;
LW=net .pesos.LW;
nent=net.arquitetura.nent;
nsai=net.arquitetura.nsai;
ncam=net.arquitetura.ncam;
fativ=net.arquitetura.fativ;
Ct=size (X, 2);
epocass = 0;
tic;
while Eg>Erro
Erroa(l,1)=Erro;
Ea(l,1)=Eg;
Na(1l,1)=N;
for pad=1l:Ct
Z{pad}{1}=IW{l}*xX(:,pad) + b{l};
if fativ{l,1l}=="line';
Y{pad}{1l}=purelin(Z{pad}{1l});
dY{pad}{1l}=dpurelin (Z{pad}{1l},Y{pad}{1});
elseif fativ{l,1l}=="logs';
Y{pad}{l}=logsig(Z{padl}{1l});
dY{pad}{l}=dlogsig(Z{pad}{1l},Y{pad}{1l});
elseif fativ{l,l}=='tans';
Y{pad}{l}=tansig (Z{pad}{1l});
dY{pad}{l}=dtansig(Z{pad}{1l},Y{pad}{1});
end
for cam=2:ncam
Z{pad} {cam}=LW{cam, cam-1}+Y{pad}{cam-1} + b{cam};
if fativ{l,cam}=='line';
Y{pad}{cam}=purelin (Z{pad}{cam});
dY{pad}{cam}=dpurelin (Z{pad} {cam}, Y{pad}{cam});
elseif fativ{l,cam}=="'logs';
Y{pad}{cam}=logsig (Z{pad}{cam});
dY{pad} {cam}=dlogsig (Z{pad}{cam},Y{pad} {cam});
elseif fativ{l,cam}=='tans';
Y{pad}{cam}=tansig (Z{pad}{cam});
dY{pad}{cam}=dtansig(Z{pad}{cam}, Y{pad}{cam});
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end
end
e{pad}=T(:,pad)-Y{pad} {ncam}; E{pad}=.5% (sum(e{pad}.”2));
A{pad}{ncam}=e{pad}.xd¥Y{pad} {ncam};
cam=ncam-1;
for j=l:ncam-1
A{pad}{cam}=(LW{cam+l, cam}'xa{pad} {cam+l}) ...
.xdY{pad}{cam};
cam=cam-1;
end
dIW{l}=n*a{pad}{1l}*x(X(:,pad)");
IWm{l}=IW{1l};
IW{1l}=IW{1l}+dIW{1l};
IW{1}=IW{1l}+m* (IW{1}-IWm{1l});
db{l}=nxa{pad}{1l};
bm{l}=b{l};
b{l}=b{l}+db{1};
b{l}=b{1l}+m* (b{1l}-bm{1l});
for cam=1:ncam-1
dLW{cam+1, cam}=n*xa{pad}{cam+l}* (Y{pad}{cam}'");
LWm{cam+1l, cam}=LW{cam+1, cam};
IW{cam+1l, cam}=LW{cam+1, cam}+dLW{cam+1, cam};
LW{cam+1l, cam}=LW{cam+1, cam}+m* (LW{cam+1, cam}-LWm{cam+1, cam}) ;
db{cam+l}=nxa{pad} {cam+1l};
bm{cam+1l}=b{cam+1};
b{cam+l}=b{cam+l}+db{cam+1};
b{cam+l}=b{cam+l}+m* (b{cam+l}-bm{cam+1});
end
end
Eg=E{1l};
for pad=1l:Ct-1
Eg=Eg+E{pad+1};
end
Eg=Eg/Ct
N=N+1;
epocass = epocass + 1;
Eplot (1, epocass) = Eg;
Ea(l,2)=Eg;
Na (1, 2)=N;
Erroa(l,2)=Erro;
semilogy (Na,Ea, '-")
hold on
plot (Na,Erroa, '-k'")
hold on
if N==Nmax
break

end
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end

net.tempo =toc;

axis ([0 N 10e-6 21);

xlabel('Epocas')

ylabel ('Erro'")

net.parametros.n=n;

net .parametros.Erro=kErro;

net.parametros.N=N;

net.parametros.E=E;

net.parametros.Eg=Eg;

net.parametros.m=m;

net.Eplot = Eplot;

net.pesos.IW=IW;

net.pesos.b=b;

net.pesos.LW=LW;

clear E IW N Ta Z cam db j nent neu Ea IWm Na X ans dIW a m nsai Eg...
LW Nmax Xa b dLW e n Erro LWm T Y bm dY fativ ncam pad Erroa

A.4 simular.m

function [Ys]=simular (net,S)

n=net.parametros.n;

Erro=net.parametros.Erro;

N=net.parametros.N;

Eg=net.parametros.Eg;

m=net.parametros.m;

Nmax=net .parametros.Nmax;

IW=net .pesos.IW;

b=net.pesos.b;

LW=net .pesos.LW;

nent=net.arquitetura.nent;

nsai=net.arquitetura.nsai;

ncam=net.arquitetura.ncam;

fativ=net.arquitetura.fativ;

Cs=size (S, 2);

for pad=1:Cs
Z{pad}{1}=IW{1l}*S(:,pad) + b{l};
if fativ{l,1l}=="line';

Y{pad}{1l}=purelin(Z{pad}{1l});

elseif fativ{l,l}=="logs';
Y{pad}{l}=logsig(Z{pad}{1l});
elseif fativ{l,l}=='tans';

Y{pad}{l}=tansig(Z{pad}{1l});
end
for cam=2:ncam

Z{pad} {cam}=LW{cam, cam-1}*Y{pad}{cam-1} + b{cam};
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if fativ{l,cam}=='line';
Y{pad}{cam}=purelin (Z{pad} {cam});
elseif fativ{l,cam}=='logs';
Y{pad}{cam}=logsig (Z{pad} {cam}) ;
elseif fativ{l,cam}=='tans';
Y{pad}{cam}=tansig (Z{pad} {cam}) ;
end
end
end
for pad=1:Cs
Ys (:,pad)=Y{pad}{ncam};

end
A.5 validacao.m

clear;

clc;

Ct=3;

X=linspace (.25,.75,Ct);
T=X."2;

net=redemlp (X, T, [5 5 1],{'tans', "tans', "tans'});
net.parametros.n=.1;
net.parametros.Erro=10"-5;
net.parametros.m=0;
net.parametros.Nmax=5000;
netd=treinar (net, X, T);

clf;

Yt=simular (netd, X) ;
net=redemlp(T,X, [5 5 1], {'tans', "tans', "tans'});
net.parametros.n=.1;
net.parametros.Erro=10"-5;
net.parametros.m=0;
net.parametros.Nmax=5000;
neti=treinar (net, Yt, X);
XIl=simular (neti, T);
XI2=simular (neti, Yt);
Cs=500;
S=linspace (.25, .75,Cs);
Ys=simular (netd, S) ;
SI=simular (neti, ¥Ys);

alfa = Yt - T;

beta = XI1 - X;

falfa XI2 - beta - X;
Malfa sum(.5xalfa.”2)/Ct;
Mbeta = sum(.5xbeta.”2)/Ct;
Mfalfa = sum(.5xfalfa.”2)/Ct;
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talfa sqgrt (2+xMalfa) ;
tbeta = sqgrt (2«Mbeta);
tfalfa = sqrt(2xMfalfa);
tol = tbeta + tfalfa;
el = S - SI;
a=linspace (.25, .75,500);
b=a.”"2;
subplot (1,2,1)
plot(a,b, '-k")
hold on
plot (X,Yt, 'x', 'LinewWidth',2, "MarkerSize',10)
pause
subplot (1,2, 2)
plot(b,a, "-k")
hold on
plot (Yt,XI1l, 'x', "LineWidth', 2, "MarkerSize',10)
pause
clf
subplot (1,2,1)
plot(a,b, '-k'")
hold on
plot (S,Y¥s, 'x', 'LinewWidth',2, '"MarkerSize',10)
pause
subplot (1,2, 2)
plot(b,a, "-k")
hold on
plot (Ys,SI, 'x', 'LineWidth',2, 'MarkerSize',10)
pause
clf
stem(S,SI - S,'.")
hold on
plot ([min(S) max(S)], [0 0],'-k")
pause
clf
for pad=1:Cs

if abs(ei(pad))<tol

plot (S (pad),¥s(pad),'.")
hold on

else

plot (S (pad),Ys (pad), 'xk'", "LinewWidth', 2, "MarkerSize',10)

hold on
end

end
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A.6 plotarConf.m

function [ out ] = plotarConf (Tvld,Ovld,Tvli,Ovli,0d,01i,Xd,Td,Xs,Ts,aceit)
subplot (2,2,1)

hold on

if length (find(aceit==1))=0

for a=l:size(aceit, 2)

if aceit (a)==

vetorOK.X(1l,a) = Xs(1l,a);

vetorOK.Y (1l,a) = Ovld(1l,a);
else

vetorNO.X(1l,a) = Xs(1l,a);

vetorNO.Y (1, a) ovld(l,a);
end
end
% remove o0s valores nulos
vpl = find(vetorOK.Xx0);
for a = 1l:length(vpl)
vOKX (1,a)=vetorOK.X(1,vpl(a));
end
vp2 = find(vetorOK.Y=0);
for a = l:length(vp2)
vOKY (1,a)=vetorOK.Y (1,vp2(a));
end
clear vpl vp2 a

find (vetorNO.Xx0) ;

vpl

for a = 1l:length(vpl)
vNOX (1,a)=vetorNO.X(1l,vpl(a));

end

vp2 = find(vetorNO.Yx0);

for a = l:length(vp2)
vNOY (1, a)=vetorNO.Y(1l,vp2(a));

end

clear vpl vp2 a

plot (vOKX,vOKY, 'or', 'MarkerEdgeColor', 'r', 'MarkerFaceColor','r',...
'MarkerSize', 3);

plot (vNOX, vNOY, 'xk', 'MarkerEdgeColor', 'k', 'MarkerFaceColor','k"', ...
'MarkerSize',7);

plot (Xd,Xd.”2,'s', '"MarkerEdgeColor', 'k', '"MarkerFaceColor','y', ...
'MarkerSize',7);

a=linspace(1l,5,500);

b=a."2;

plot(a,b, '--b', 'LinewWidth',2);

legend('Saidas confidveis', 'Saidas n&o confidveis', ...
'Alvos treinamento', 'Curva esperada', 'Location', 'best');

plot (vOKX,vOKY, 'or', 'MarkerEdgeColor', 'r', 'MarkerFaceColor','r',...
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'MarkerSize', 3);

plot (vNOX, vNOY, 'xk', 'MarkerEdgeColor', 'k', 'MarkerFaceColor','k',...

'MarkerSize',7);

plot (Xd,Xd.”2,'s', '"MarkerEdgeColor', 'k', 'MarkerFaceColor','y', ...

'MarkerSize',7);
xlabel ("\fontsize{l2}X")
ylabel ("\fontsize{12}Y = X"2")
$title('Confiabilidade das saidas rede Direta')
grid on

else

plot (Xs,0Ovld, 'xk', '"MarkerEdgeColor', 'k', '"MarkerFaceColor', k"', ...

'MarkerSize',7);

plot (Xd,Xd.”2,'s', '"MarkerEdgeColor', 'k', 'MarkerFaceColor','y', ...

'MarkerSize',7);
legend('Saidas ndo confidveis', 'Alvos treinamento')
a=linspace(1l,5,500);
b=a.”"2;
plot(a,b, '-b', 'LineWidth', 2);

plot (Xs,0Ovld, '"xk', '"MarkerEdgeColor', 'k', "MarkerFaceColor', k', ...

'MarkerSize',7);

plot (Xd,Xd.”2,'s', '"MarkerEdgeColor', 'k', '"MarkerFaceColor','y', ...

'MarkerSize',7);
xlabel ('\fontsize{1l2}X")
ylabel ("\fontsize{12}Y = X"2")

$title ('\fontsize{l2}Confiabilidade das saidas rede Direta')

grid on
end
subplot (2,2, 2)
hold on

plot (Ts,Ovli, 'or', '"MarkerEdgeColor', 'r', '"MarkerFaceColor', 'z', ...
'MarkerSize', 3);

plot (Td, Xd, 's', 'MarkerEdgeColor', 'k', "MarkerFaceColor','y', ...
'MarkerSize',7);

legend('Saidas de utilizacgdo rede inversa', 'Alvos treinamento');

plot(b,a,'-—b', 'LineWidth', 2);

grid on;

ylabel ("\fontsize{12}X")

xlabel ('\fontsize{l2}Y = X"2")

title('\fontsize{1l2}Utilizacdo Rede Inversa')
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$Configuracdo/Parametros da rede DIRETA
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REDE DIRETA

4

= T7e-5;
.1
20000;

treinar (X, T, net)

validar (Xs, Ts,netd.pesos);

Xp =randperm(length (X)) ;

net.hiden.nw

net.alvo

net.u

net .maxepocas

format long

$Treinamento e utilizacao:
X = X(Xp);

T = T(Xp);

netd

vld
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= Te-5;
.1
20000;
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netd.O (netdp) ;
treinar (netd.O, X, net);

validar (v1ld.O,Xs,neti.pesos);

X (netdp)

Treinamento utilizacg

netdp =randperm(length (netd.O));

net .maxepocas
netd.O

net.hiden.nw
net.alvo
net.u

neti

v1li
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1)
1)

max (netd.Eplot)
max (neti.Eplot)

num2str (netd.alvo)]);

netd.alvo/2.5

title('\fontsize{l2}Rede Direta')

xlabel ('\fontsize{l2}épocas")
neti.alvo/2.5

title('\fontsize{1l2}Rede Inversa')

4

subplot (2,2, 2)
semilogy (neti.Eplot, '-ob', 'LineWidth',1.5, '"MarkerEdgeColor', 'b', ...

'MarkerFaceColor', 'b', "MarkerSize',1.5);

'MarkerFaceColor', 'b', '"MarkerSize',1.5);
hold on

hold on
plot ([0 size(neti.Eplot,2)], [neti.alvo neti.alvo],'--r', 'LineWidth',2);

semilogy (netd.Eplot, '-ob', 'LineWidth',1.5, "MarkerEdgeColor', 'b', ...
plot ([0 size(netd.Eplot,2)], [netd.alvo netd.alvo],'--r', 'LineWidth',2);

axis ([0 size(netd.Eplot,2)
axis ([0 size(neti.Eplot,2)

ylabel ("\fontsize{l2}MSE")
legend ('Curva MSE', ['MSE alvo

clft;
subplot (2,2,1)
grid on;
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xlabel ('\fontsize{l2}épocas')
ylabel ("\fontsize{l2}MSE")

num2str (neti.alvo)]);

)

legend ('Curva MSE', ['MSE alvo

grid on;

pause;
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fi

— nao con

saida confiavel (0)

(1) -

"aceite"

%$Computo do vetor
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sum (abs (X-neti.0)) /length (X);

Einv

sum (abs (abs (X) —abs (neti.0))) /length (X);

Einv2

=abs (Xs-v1i.0);
length (v1i.O)

erro_inv_vl

=1:

for a

<Einv

(1,a)

aceite(l,a)=1;

if erro_inv_vl

else

aceite(1l,a)=0;

end

end
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%$Chama o scritp PlotarConf
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plotarConf (vld.T,v1d.0,v1i.0,T,X,Ts,Xs,aceite);

B.2 treinar.m

treinar (X, T, net)

result ]

[

net.hiden.nw

function

14

nw =

sum (100*clock)) ;

rand('state',
a=-0.45;

b=0.45

14

4

(a+ (b-a)) * (rand (1, nw) +ixrand (1, nw) )

p.w

4

(a+ (b—a)) ~ (rand (1, nw) +i+rrand (1, nw))

p.h
Eg

EgPad
tmp=0

14

:O;

epocas

14

tic

(Eg>net.alvo)

while

size (X, 2)

1

1

for a

for pad

nw

4

p.w(l,a)*X(1l,pad)

net.w(l,a)

afun(net.w(l,a));

o.w(l,a)

end

= l:nw

for a
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end
epo
Eg=
Epl
if

end
end
result.
result.
result
result
result
result.
result.
result
result

result.

tmp=tmp+p.h(l,a)*o.w(l,a);
end
net.k=tmp;
o.k=afun (tmp) ;
O(l,pad)= o.k;
netj.o (1, pad)=tmp;
tmp=0;
erro=T(1l,pad)-o0.k;
EgPad(1l,pad)=0.5xabs (erro) "2;
A.h=erro*conj(dfun (net.k));
for a=l:nw
A.w(l,a)=conj(p.h(l,a))*a.h+xconj(dfun(net.w(l,a)));
end
for a=l:nw
tmp=p.w(l,a);
p.w(l,a)=tmp+net.u*xa.w(l,a)*conj(X(1l,pad));
end
for a=l:nw
tmp=p.h(1l,a);
p.h(l,a)=tmp+net.uxa.hxconj(o.w(l,a));
end

tmp=0;

cas=epocas+l;

sum (EgPad) /size (X, 2)
ot (1, epocas)=Eg;
epocasx>net .maxepocas;

break

tempo=toc;

pesos=p;
.Eg=Eg;
.epocas=epocas;
.T=T;

0=0;

Eplot=Eplot;

.alvo=net.alvo;

.netj.O0=netj.o;

maxepocas=net.maxepocas;
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B.3 validar.m

function [result] =

p.w = P.w;

p.h = P.h;

nw = size(p.w,2);
tmp=0;

for pad=l:size(Xs,2)

for a=1l:nw

validar (Xs, Ts,P);

net.w(l,a) = p.w(l,a) * Xs(1l,pad);
o.w(l,a)= afun(net.w(l,a));

end

for a = 1l:nw

tmp = tmp + p.h(l,a)

end

net.k = tmp ;
o.k = afun(tmp);
O(l,pad)= o.k ;
netj.o(l,pad) =
tmp=0;

erro = Ts(1l,pad)

* o.w(l,a);

EgPad(l,pad)= 0.5 % abs(erro)"2;

end

Eg = sum(EgPad) /size(Xs,2);

result.Eg = Eg;
result.T = Ts;

result.0 = O;

result.netj.0 = netj.0O;

B.4 afun.m

Q

function [ B ] = afun(b)

B = tanh (b);

B.5 dfun.m

o

function [ C ] = dfun(s)

C =1 - tanh(s) ."2;

% Funcao de Ativacado Complexa

% derivada da funcédo de ativacao complexa
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B.6 plotarConf.m

function [ out ] = plotarConf (Tvld,Ovld,Ovli,Td,Xd,Ts,Xs,aceit)
clf;
hold on;
if length(find(aceit==0))>1 & length(find(aceit==1))>1
vp = find(aceit==1);

for i=l:length (vp)
vOK(1l,i) = Ovld(vp(1i));

end

vp = find(aceit==0);

for i=1l:length (vp)
vNO(1l,i) = Ovld(vp(1));

end

plot (vOK, 'or', "MarkerEdgeColor', 'r', '"MarkerFaceColor', 'r', ...
'MarkerSize', 2);

plot (vNO, 'xk', '"MarkerEdgeColor', 'k', 'MarkerFaceColor', k"', ...
'MarkerSize',7);

plot (Td, 's', 'MarkerEdgeColor', 'k', "MarkerFaceColor','y'...
, '"MarkerSize',5);

legend ('Saidas confidveis', 'Saidas né&o confidveis', ...
'Alvos treinamento');

t = deg2rad(linspace(0,360,1000));

tl = exp(t*]j);

plot (tl, '-b', 'LineWidth',2.5);

hold on;

axis([-1.1 1.1 -1.1 1.11);

axis square;

title('\fontsize{l2}Confiabilidade das Saidas Rede Direta');

xlabel ('\fontsize{1l2}cos (\theta)");

ylabel ("\fontsize{12}1i sin(\theta)'); grid on;

plot ([0 1],[0 0], '-k', 'LineWidth',1.5);

tt = exp(deg2rad(90) %7j);

plot ([0 real(tt)], [0 imag(tt)],'-k', 'LinewWidth',1.5);

tt = exp(deg2rad(2x5)*73);

plot ([0 real(tt)]l, [0 imag(tt)],'—-—k', 'LinewWidth',1.5);

tt = exp(deg2rad(2%40)*7);

plot ([0 real(tt)]l, [0 imag(tt)],'——k', 'LinewWwidth',1.5);

plot (Td, 's', 'MarkerEdgeColor', 'k', "MarkerFaceColor', ...
'y', '"MarkerSize',5);

plot (vOK, 'or', '"MarkerEdgeColor', 'r', 'MarkerFaceColor', ...
'r', "MarkerSize', 2);

plot (vNO, 'xk', '"MarkerEdgeColor', 'k', 'MarkerFaceColor', 'k"', ...
'MarkerSize',7);

plot (Td, 's', 'MarkerEdgeColor', 'k', "MarkerFaceColor','y', ...

'MarkerSize',5); pause;
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elseif length(find(aceit==1))== length(aceit)

plot (Ovld, 'or', 'MarkerEdgeColor', 'r', "MarkerFaceColor','rc', ...

'MarkerSize', 2);

plot (Td, 's', '"MarkerEdgeColor', 'k', "MarkerFaceColor','y', ...
'MarkerSize',5);

legend('Saidas confidveis', 'Alvos treinamento');

t = deg2rad(linspace(0,360,1000));

tl = exp(t=*]j); plot(tl, '-b', 'LineWidth',2.5);

hold on; axis([-1.1 1.1 -1.1 1.11);

axis square

title('\fontsize{l2}Confiabilidade das Saidas Rede Direta')

xlabel ("\fontsize{1l2}cos (\theta) ")

ylabel ('"\fontsize{12}1i sin(\theta)"')

grid on; plot ([0 11,0 O],'-k"','LinewWidth',1.5);

tt = exp(deg2rad(90) *3j);

plot ([0 real(tt)], [0 imag(tt)],'-k', 'LineWidth',1.5);

tt = exp(deg2rad(2x5)*73);

plot ([0 real(tt)], [0 imag(tt)],'——k', 'LineWidth',1.5);

tt = exp(deg2rad(2x40)*73);

plot ([0 real(tt)]l, [0 imag(tt)],'—-—k', 'Linewidth',1.5);

plot (Ovld, 'or', 'MarkerEdgeColor', 'r', '"MarkerFaceColor',
'MarkerSize', 2);

plot (Td, 's', 'MarkerEdgeColor', 'k', "MarkerFaceColor','y', ...
'"MarkerSize',5); pause;

else

r',...

plot (Ovld, 'xk', "MarkerEdgeColor', 'k', '"MarkerFaceColor', 'k', ...

'MarkerSize',7);

plot (Td, 's', 'MarkerEdgeColor', 'k', "MarkerFaceColor','y', ...
'MarkerSize',5);

t = deg2rad(linspace(0,360,1000));

tl = exp(t=*]j); plot(tl, '-b', 'LineWidth',2.5);

hold on; axis([-1.1 1.1 -1.1 1.1]); axis square;

title('\fontsize{l2}Confiabilidade das Saidas Rede Direta');

xlabel ("\fontsize{l2}cos (\theta)'");

ylabel ("\fontsize{12}1 sin(\theta)'); grid on;

plot ([0 1],[0 0], '-k', 'LineWidth',1.5);

tt = exp(deg2rad(90) *3j);

plot ([0 real(tt)], [0 imag(tt)],'-k', 'LineWidth',1.5);

tt = exp(deg2rad(2x5)*73);

plot ([0 real(tt)], [0 imag(tt)],'—-—k', 'LineWidth',1.5);

tt = exp(deg2rad(2x40)*73);

plot ([0 real(tt)]l, [0 imag(tt)],'——k', 'Linewidth',1.5);

legend('Saidas ndo confidveis', 'Alvos treinamento');

plot (Ovld, 'xk', 'MarkerEdgeColor', 'k', "MarkerFaceColor', 'k', ...

'MarkerSize',7);
plot (Td, 's', 'MarkerEdgeColor', 'k', "MarkerFaceColor','y', ...

'MarkerSize',5); pause;
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end

clf;

plot (Ovli, 'or', '"MarkerEdgeColor', 'r', 'MarkerFaceColor','r', ...
'MarkerSize', 2);

hold on

plot (Xd, 's', '"MarkerEdgeColor', 'k', '"MarkerFaceColor','y', ...
'MarkerSize',5);

t = deg2rad(linspace(0,360,1000));

tl = exp(t*7j);

plot (tl, 'LineWidth', 2);

axis([-1.1 1.1 -1.1 1.11);

axis square

title('\fontsize{l2}Rede Direta')

xlabel ("\fontsize{1l2}cos (\theta) ")

ylabel ('"\fontsize{12}1 sin(\theta)"')

grid on

plot ([0 11,[0 0O],'-k'", 'Linewidth',1.5);

tt = exp(deg2rad(90) *7j);

plot ([0 real(tt)], [0 imag(tt)],'-k', 'LineWidth',1.5);

tt = exp(deg2rad(5)*3j);

plot ([0 real(tt)], [0 imag(tt)]l,'—-—-k', 'LinewWidth',1.5);

tt = exp(deg2rad(40)*73);

plot ([0 real(tt)], [0 imag(tt)],'——k', 'LineWidth',1.5);

plot (Xd, 's', 'MarkerEdgeColor', 'k', "MarkerFaceColor', 'y', 'MarkerSize', 5);

grid on

legend ('Saidas de utilizacédo', 'Alvos treinamento', 'Location', 'best');

title('\fontsize{l2}Saidas de utilizacdo Rede Inversa')

plot (Xd, 's', 'MarkerEdgeColor', 'k', "MarkerFaceColor', 'y', 'MarkerSize',5);

pause;

clft;

plot (Ovld, 'or', "MarkerEdgeColor', 'r', 'MarkerFaceColor', 'r', '"MarkerSize',2);

hold on

plot (Td, 's', 'MarkerEdgeColor', 'k', "MarkerFaceColor', 'y', 'MarkerSize',5);

t = deg2rad(linspace(0,360,1000));

tl = exp(t*]j);

plot (tl, 'Linewidth',2);

axis([-1.1 1.1 -1.1 1.11);

axis square

title('\fontsize{l2}Rede Direta')

xlabel ("\fontsize{l2}cos (\theta)")

ylabel ('\fontsize{12}1i sin(\theta)"')

grid on

plot ([0 1]1,[0 0],'-k'", 'Linewidth',1.5);

tt = exp(deg2rad(90) *7j);

plot ([0 real(tt)], [0 imag(tt)],'-k', 'LineWidth',1.5);

tt = exp(deg2rad(2%5)*7);

plot ([0 real(tt)], [0 imag(tt)],'——k', 'LineWidth',1.5);
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tt = exp(deg2rad (2x40)*7);

plot ([0 real(tt)], [0 imag(tt)],'--k', 'LineWidth',1.5);

plot (Td, 's', 'MarkerEdgeColor', 'k', "MarkerFaceColor','y', 'MarkerSize',5);
grid on

legend ('Saidas de utilizacédo', 'Alvos treinamento', 'Location', 'best');
title('\fontsize{l2}Saidas de utilizacdo Rede Direta')

plot (Td, 's', 'MarkerEdgeColor', 'k', "MarkerFaceColor', 'y', 'MarkerSize', 5);
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net.hiden.nw
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net.alvo

0.1;
20000

net.u

14

net .maxepocas

4

format long

REDE DIRETA

$Treinamento e utilizacao

Xp =randperm(size (X, 2));

1, Xp);

X

treinar (X, T, net);

netd=
vld

4

validar (Xs, Ts,netd.pesos)
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netdp =randperm(size (netd.0,2));

netd.O

1, netdp) ;

netd.O(

netdp) ;

I

X (

treinar (netd.O, X, net) ;

neti=

4

validar (v1ld.O,Xs,neti.pesos)

vli=
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subplot (2,2,1);
semilogy (netd.Eplot, '-ob', 'LineWidth',1.5, "MarkerEdgeColor', 'b', ...

clf;

'MarkerFaceColor', 'b', '"MarkerSize',1.5);

hold on

14

plot ([0 size(netd.Eplot,2)], [netd.alvo netd.alvo],'--r', 'LineWidth', 2)

14

1)

netd.alvo/2.5 max(netd.Eplot)

axis ([0 size(netd.Eplot,2)
title('\fontsize{l2}Rede Direta')

xlabel ('\fontsize{l2}épocas")
ylabel ("\fontsize{l2}MSE")

num2str (netd.alvo)]);

legend ('Curva MSE', ['MSE alvo

grid on

subplot (2,2,2)

semilogy (neti.Eplot, '-ob', 'LineWidth',1.5, "MarkerEdgeColor', 'b', ...

'MarkerFaceColor', 'b', "MarkerSize',1.5);

hold on

14

plot ([0 size(neti.Eplot,2)], [neti.alvo neti.alvo],'--r', 'LineWidth', 2)

1)

max (neti.Eplot)

neti.alvo/2.5

axis ([0 size(neti.Eplot,2)
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title('\fontsize{l2}Rede Inversa')

xlabel ('\fontsize{1l2}épocas"')
ylabel ('"\fontsize{12}MSE")

num2str (neti.alvo)]);

legend('Curva MSE', ['MSE alvo

grid on

pause
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%$Computo do erro do erro:

o\

o\
o
o
o
o
o
o
o
o\
o\
o\
o
o
o
o
o
o
o
o
o\
o\
o\
o
o
o
o
o
o
o
o
o\
o\

o
o
o
o
o
o
o
o
o\

o\
o
o
o
o
o
o
o
oe
o\
o\
o
o
o
o
o
o
o
o
o\
o\
o\
o
o
o
o
o
oo
o\
o

Einv

0;
1

Einv2

size (X, 2)

for k
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Einv2+abs (norm (GA (neti.O(
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k))))i
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end
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%$Chama o scritp PlotarConf
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clf;

plotarConf (vld.T,v1d.0,v1i.0, T, X, aceite);

C.2 treinar.m

treinar (X, T, net)

result ]

[

net.hiden.nw

function

14

nw =

sum (100xclock)) ;

rand('state',

p.w

zeros (8, nexnw) ;

at(b-a) .xrand(1l,size(p.w,2));

)
)

2

p.wi(l

at(b-a) .xrand(1,size(p.w,2));

7 .

p.w(5
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p.h=zeros (8, nwxns) ;

a=-.5;

p.h(l,:) = a + (b-a).xrand(l,size(p.w,2));
p.-h(5,:) = a + (b-a).xrand(1l,size(p.w,2));

tmp=0;
epocas=0;
while (Eg>net.alvo)
for pad=l:size (X,2)
for a=l:nw
net.w(:,a)=m(GA(p.w(:,a))*GA(X(:,pad)));
o.w(:,a)=m(afun(GA(net.w(:,a))));
end
for a=l:nw
tmp=tmp+GA (p.h(:,a))*GA(o.w(:,a));
end
net.k=m(tmp) ;
netj.0(:,pad) = m(tmp);
o.k=afun (tmp) ;
O(:,pad)=m(o.k);
tmp=0;
erro = GA(T(:,pad)) - o.k;
EgPad(l,pad)= 0.5% (sum(m(erro) ."2));
A.h = errox conjugate (dfun (GA (net.k)));
for a=l:nw
A.w(:,a)= m(conjugate (GA(p.h(:,a))) * a.h *x...
conjugate (dfun (GA(net.w(:,a)))));
end
for a=l:nw
tmp=GA(p.w(:,a));
p.w(:,a)=m(tmp+net.uxGA(a.w(:,a))*conjugate (GA(X(:,pad))));
end
for a=l:nw
tmp=GA(p.h(:,a));
p.h(:,a)=m(tmp+net.u*a.hxconjugate (GA(o.w(:,a))));
end
tmp=0;
end
epocas=epocas+l;
Eg=sum (EgPad) /size (X, 2)
Eplot (1, epocas)=Eg;
if epocas>net.maxepocas;
break
end

end



APENDICE C. CODIGOS FONTE BACKPROPAGATION DE CLIFFORD 103

result.pesos=p;
result.Eg=Eg;
result.epoc=epocas;
result.T=T;
result.0=0;
result.Eplot=Eplot;
result.netj=netj.oO;

result.alvo=net.alvo;
C.3 validar.m

function [result] = validar (Xs,Ts,P);
p.w = P.w;
p.h = P.h;
nw = size(p.w,2);
tmp=0;
for pad=l:size(Xs,2)
$FASE DE FORWARD
for a=l:nw
net.w(:,a)=m(GA(p.w(:,a))*GA(Xs(:,pad)));
o.w(:,a)=m(afun(GA(net.w(:,a))));
end
for a=l:nw
tmp=tmp+GA(p.h(:,a))*GA(o.w(:,a));
end
net.k=m(tmp) ;
o.k=afun (tmp) ;
O(:,pad)=m(o.k);
tmp=0;
erro = GA(Ts(:,pad)) - o.k;
EgPad(l,pad)= 0.5x (sum(m(erro) ."2));
end
Eg = sum(EgPad) /size (Xs,2);
result.Eg = Eg;
result.T = Ts;

result.0 = O;
C.4 afun.m

% FUNCAO DE ATIVAQAO TANH, EM CLIFFORD
function [ B ] = afun(b)
B = GAdivide (GAgexp (b) - GAgexp (-b),GAgexp (b) + GAgexp(-b) );
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C.5 dfun.m

% DERIVADA DA FUNCAO TANH EM CLIFFORD.
function [ C ] = dfun(s)

C = (2/(GAgexp (s)+GAgexp(-s))) * (2/ (GAgexp (s) +GAgexp (-s))) ;

C.6 plotarConf.m

function [ out ] = plotarConf (Tvld,Ovld,Ovli,Td,Xd,aceit)

clf;

hold on;

if length(find(aceit==0))>1 & length(find(aceit==1))>1
vp = find(aceit==1);

for a=1l:length (vp)
vxOK(1l,a)=0v1d(l,vp(a));
vyOK (5,a)=0v1d(5,vp(a));

end

vp = find(aceit==0);

for a=1l:length (vp)
vxNO (1,a)=0v1d(l,vp(a));
vyNO (5,a)=0v1d(5,vp(a));

end

plot (vxOK (1, :),vyOK(5,:),'or', "MarkerEdgeColor',"'r', ...
'MarkerFaceColor', 'r', "MarkerSize',2);

plot (vxNO (1, :),vyNO(5,:), 'xk', "MarkerEdgeColor', "k', ...
'MarkerFaceColor', 'k', "MarkerSize',7);

plot (Td(1,:),Td(5,:),'s"', "MarkerEdgeColor', 'k', ...
'MarkerFaceColor', 'y', '"MarkerSize', 5);

legend('Saidas confidveis', 'Saidas n&o confidveis', ...
'Alvos treinamento');

t = deg2rad(linspace(0,360,1000));

tl = exp(txJ);

plot(tl, '-b', 'LineWidth',2.5);

hold on

axis([-1.1 1.1 -1.1 1.11);

axis square

title('\fontsize{l2}Confiabilidade das Saidas Rede Direta')

xlabel ("\fontsize{1l2}cos (\theta) ")

ylabel ('"\fontsize{1l2}e_le_2 sin(\theta)"')

grid on

plot ([0 1]1,[0 0], '-k', 'LineWwidth',1.5);

tt = exp(deg2rad(90) %7j);

plot ([0 real(tt)], [0 imag(tt)],'-k', 'LineWidth',1.5);

tt = exp(deg2rad(2x5)*7);

plot ([0 real(tt)], [0 imag(tt)],'——k', 'LinewWidth',1.5);
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tt = exp(deg2rad (2x40)*73);

plot ([0 real(tt)], [0 imag(tt)],'—-—k', 'LineWidth',1.5);

plot (vxOK (1, :),vyOK(5,:), "'or', 'MarkerEdgeColor','z", ...
'MarkerFaceColor', 'r', "MarkerSize',2);

plot (vxNO (1, :),vyNO(5,:), 'xk', "MarkerEdgeColor', "k', ...
'MarkerFaceColor', 'k', "MarkerSize',7);

plot (Td(1,:),Td(5,:),'s"', "MarkerEdgeColor', 'k', ...
'MarkerFaceColor','y', '"MarkerSize',5);

pause;

elseif length(find(aceit==1))== length (aceit)

plot (Ovld(l,:),0v1ld(5,:), ' 'or', "MarkerEdgeColor','r', ...
'MarkerFaceColor', 'r', "MarkerSize',2);

plot (Td(1,:),Td(5,:),'s"', "MarkerEdgeColor', 'k', ...
'MarkerFaceColor', 'y', '"MarkerSize',5);

legend('Saidas confidveis', 'Alvos treinamento');

t = deg2rad(linspace(0,360,1000));

tl = exp(t*]);

plot (tl, '-b', 'LineWidth',2.5);

hold on

axis([-1.1 1.1 -1.1 1.11);

axis square

title('\fontsize{l2}Confiabilidade das Saidas Rede Direta')

xlabel ("\fontsize{1l2}cos (\theta) ")

ylabel ('"\fontsize{1l2}e_le_2 sin(\theta)")

grid on

plot ([0 1],[0 0], '-k', 'LineWidth',1.5);

tt = exp(deg2rad(90) %7j);

plot ([0 real(tt)], [0 imag(tt)],'-k', 'LinewWidth',1.5);

tt = exp(deg2rad(2x5)*73);

plot ([0 real(tt)]l, [0 imag(tt)],'—-—k', 'LineWidth',1.5);

tt = exp(deg2rad(2x40)*73);

plot ([0 real(tt)], [0 imag(tt)],'—-—-k','LineWidth',1.5);

plot (Ovld(l,:),0v1ld(5,:), ' 'or', '"MarkerEdgeColor','r', ...
'MarkerFaceColor', 'r', "MarkerSize',2);

plot (Td(1,:),Td(5,:),'s"', "MarkerEdgeColor', 'k', ...
'MarkerFaceColor', 'y', "MarkerSize', 5);

pause;

else

plot (Ovld (1, :),0v1ld(5,:), 'xk', "MarkerEdgeColor', 'k', ...
'MarkerFaceColor', 'k', "MarkerSize',7);

plot (Td(1,:),Td(5,:),'s"', "MarkerEdgeColor', 'k', ...
'MarkerFaceColor', 'y', '"MarkerSize',5);

t = deg2rad(linspace(0,360,1000));

tl = exp(t+J);

plot(tl, '-b', 'LineWidth',2.5);

hold on

axis([-1.1 1.1 -1.1 1.11);
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axis square
title('\fontsize{l2}Confiabilidade das Saidas Rede Direta')
xlabel ('\fontsize{l2}cos (\theta)")
ylabel ("\fontsize{1l2}e_le_2 sin(\theta)')
grid on
plot ([0 17,[0 01,'-k','LineWidth',1.5);
tt = exp(deg2rad(90) %7j);
plot ([0 real(tt)], [0 imag(tt)],'-k','LineWidth',1.5);
tt = exp(deg2rad(2x5)*73);
plot ([0 real(tt)], [0 imag(tt)],'—-—-k','LinewWidth',1.5);
tt = exp(deg2rad (2x40) *73);
plot ([0 real(tt)], [0 imag(tt)],'——k', 'LineWidth',1.5);
legend('Saidas nao confiaveis', 'Alvos treinamento');
plot (Ovld(1l,:),0v1ld(5,:), "xk', 'MarkerEdgeColor', 'k', ...
'MarkerFaceColor', 'k', "MarkerSize',7);
plot (Td(1l,:),Td(5,:),'s', "MarkerEdgeColor', 'k', ...
'MarkerFaceColor','y', '"MarkerSize',5);

pause;

end

clf;

plot (Ov1li(l,:),0v1i(5,:),'or', 'MarkerEdgeColor','v', ...

'MarkerFaceColor', , '"MarkerSize',2);
hold on

plot (Xd(1l,:),Xd(5,:),'"'s", '"MarkerEdgeColor', k', ...

r

'MarkerFaceColor', 'y', "MarkerSize',5);
t = deg2rad(linspace(0,360,1000));
tl = exp(t«J);
plot (tl, 'Linewidth',2);
axis([-1.1 1.1 -1.1 1.17]);
axis square
title('\fontsize{1l2}Rede Direta')
xlabel ('"\fontsize{l2}cos (\theta) ')
ylabel ('\fontsize{l2}e_le_2 sin(\theta)"')
grid on
plot ([0 11,[0 O],'-k'", 'LinewWidth',1.5);
tt = exp(deg2rad(90) *x3);
plot ([0 real(tt)], [0 imag(tt)],'-k', 'LineWidth',1.5);
tt = exp(deg2rad(5)*7J);
plot ([0 real(tt)], [0 imag(tt)],'——k', 'LineWidth',1.5);
tt = exp(deg2rad(40) *73);
plot ([0 real(tt)], [0 imag(tt)],'——k', 'LineWidth',1.5);
plot (Xd (1, :),Xd(5,:),'s"', "MarkerEdgeColor', 'k', ...
'y

'MarkerFaceColor', !

, '"MarkerSize',5);

grid on

legend('Saidas de utilizacao', 'Padrdes de treinamentos', 'Location', 'best');
title('\fontsize{l2}Saidas de utilizacdo Rede Inversa');

pause
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clf;

plot (Ovld(1l,:),0v1d(5,:), 'or', 'MarkerEdgeColor', 'z', ...

'MarkerFaceColor',
hold on
plot (Td(1,:),Td(5,:),'s", '"MarkerEdgeColor', 'k', ...

r', '"MarkerSize',2);

'MarkerFaceColor','y', '"MarkerSize',5);

t = deg2rad(linspace(0,360,1000));

tl = exp(txJ);

plot (tl, 'Linewidth',2);

axis([-1.1 1.1 -1.1 1.17);

axis square

title('\fontsize{1l2}Rede Direta')

xlabel ('\fontsize{l2}cos (\theta) ')

ylabel ('"\fontsize{l2}e_le_2 sin(\theta)"')

grid on

plot ([0 11,[0 O],'-k'", 'LineWidth',1.5);

tt = exp(deg2rad(90) *7j);

plot ([0 real(tt)], [0 imag(tt)],'-k', 'LineWidth',1.5);

tt = exp(deg2rad(2+5)*7);

plot ([0 real(tt)], [0 imag(tt)]l,'—-—-k','LinewWidth',1.5);

tt = exp(deg2rad (2x40)*7);

plot ([0 real(tt)], [0 imag(tt)],'-—k', 'LineWidth',1.5);

plot (Td (1, :),Td(5,:),'s"', "MarkerEdgeColor', "k', ...
'MarkerFaceColor', 'y', "MarkerSize',5);

grid on

legend('Saidas de utilizacao', 'Padrdes de treinamentos', 'Location', 'best');

title('\fontsize{1l2}Saidas de utilizacdo Rede Inversa');
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