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Introdução

Um dos mais importantes aspectos da geometria diferencial é obter uma relação
entre as propriedades da curvatura de uma variedade Riemanniana e sua estrutura
topológica. Na década em que apareceram os primeiros trabalhos de S. S. Bochner
nesta linha de pesquisa, muitas investigações com o nome de "curvature and betti
numbers"foram inauguradas.

Agora, quando queremos establecer relações entre o Laplaciano induzido sobre
uma variedade Riemanniana compacta e sua Geometria, isto é, a curvature e os
números de Betti de uma variedade. Os métodos que a continuação indicaremos
foram introduzidos pelo matemático Solomon Bochner e que nestos momentos é
chamado , o método de Bochner.

Bochner nasceu em 1899 em Krakóv em Austria-Hungria (agora Polónia) e
falleceu em 1982 Houston (Texas USA). Solomon Bochner estudio na Universidade
de Warsaw. Obteve seu Ph. D. na Universidade de Berlin em 1921 com o trabalho
sobre sistemas ortogonais de funções analíticas complexas. Foi supervisado
por Schmidt. Bochner trabalhou com Harald Bohr, Hadry e Littlewood em
Copenhagen, Oxford anda Cambridge respectivamente. Muitos de seus trabalhos
foram sobre a função Zeta de Riemann . Bochner em Munich desde 1924 até
1933 desenvolveu resultados sobre analisis harmônico. Seu trabalho foi ussado na
teoria de distribuições.Fora de Alemanha em 1933, aceitou trabalhar em Pinceton,
onde segueu ate se retirar. Ele trabalhou neste tempo sobre as somas de series
de Fourier e foi considerado como um dos maiores espertos sobre o Análise de
Fourier. Também trabalhou juntamente com Von Neuman por um momento. Seu
maior livro inclui Análise Harmônico e a Teoria de Probabilidades (1955). Nos
1960's trabalhou sobre a historia e �loso�a da matemática.

Usando a teoria harmônica de Bochner é possível mostrar que certos números de
Betti de X são nulos baixo certas estimativas sobre a curvatura de uma variedade
Riemanniana compacta.
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No capítulo 1 estudaremos os fundamentos básicos da Álgebra Tensorial assim
como a obtenção do produto tensorial, e a obtenção dos Fibrados Tensoriais e
Vetoriais sobre uma variedade qualquer.

No capítulo 2 estudaremos em forma geral os aspectos da diferenciação exterior
e conexões sobre uma variedade, obserando sempre nem como as componentes de
uma r-forma muda com mudanças de coordenadas.

No capítulo 3, dado por conhecida a existência de uma conexão a�m em uma
variedade Riemanniana, se desenvolve como é que a conexão, ou derivação sobre a
variedade, vai agindo sobre aplicações e r-formas diferenciais.

No capítulo 4 teremos como principais resultados os teoremas de Hodge e
o Método de Bochner, e veremos na seção 4.4 a suas aplicações e a obtenção
de resultados topológicos em base a estas observações. Veremos como é que a
fórmula de Bochner é uma mistura da curvatura e o operador Laplaciano-Beltrami,
de�nido na seção 4.2.
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Capítulo 1

Álgebra Tensorial

Neste capítulo introduziremos as ferramentas básicas da Álgebra Tensorial, assim
como a construção do produto tensorial, com a �nalidade de aproveitar este desen-
volvimento e aplicar nas variedades Riemannianas. Aqui, todos os espaços vetoriais
são de dimensão �nita

1.1 Álgebra Multilinear

Denotemos por F um corpo (R ou C ). Seja V um espaço vetorial sobre F . Uma
aplicação f : V −→ F é chamada linear se

f(αx+ βy) = αf(x) + βf(y),

com α, β ∈ F , e x, y ∈ V .

O conjunto V ∗ = {f : V −→ F , f é linear} , é chamado o Espaço Dual de V .
Se V é um espaço vetorial n-dimensional sobre F , então V ∗ é também um espaço
vetorial n-dimensional sobre F ; em efeito, considere {a1, a2, · · · , an} uma base para
V e v ∈ V tal que

v =
n∑
i=1

viai,

com os vi escalares; se f ∈ V ∗, então

f(v) =
n∑
i=1

vif(ai).

De esta maneira, a aplicação linear f é determinada pelo seus valores f(ai),
1 ≤ i ≤ n, sobre a base, assim podemos de�nir aplicações lineares a∗i ∈ V ∗, 1 ≤
i ≤ n, tais que

a∗i(aj) = δij, 1 ≤ j ≤ n,

4



1.1 Álgebra Multilinear 5

com δij =

{
1 , i = j
0 , i 6= j

, e assim, a∗i(v) = vi. Daqui

f(v) =
n∑
i=1

fiv
i

=
n∑
i=1

fia
∗i(v),

logo

f =
n∑
i=1

fia
∗i, (1.1)

onde fi = f(ai).

A equação (1.1) indica que qualquer elemento em V ∗ pode ser expressado como
combinação linear dos {a∗i, 1 ≤ i ≤ n}; observando que esta expressão é única, o
conjunto {a∗i, 1 ≤ i ≤ n} forma uma base para V ∗ a qual é chamada a base dual
de {ai, 1 ≤ i ≤ n} e portanto V ∗ é também um espaço vetorial n-dimensional sobre
F .

De�nição 1.1 Sejam V , Z espaços vetoriais. Uma aplicação f : V −→ Z é
chamada linear se temos

f(α1v1 + α2v2) = α1f(v1) + α2f(v2),

para cada v1, v2 ∈ V , α1, α2 ∈ F. ♦

De�nição 1.2 Sejam V , W e Z espaços vetoriais. Uma aplicação f : V ×W −→
Z é chamada bilinear se temos

f(α1v1 + α2v2, w) = α1f(v1, w) + α2f(v2, w)
f(v, β1w1 + β2w2) = β1f(v, w1) + β2f(v, w2),

para cada v, v1, v2 ∈ V , w,w1, w2 ∈ W , α, α1, α2, β, β1, β2 ∈ F. ♦

Exemplo 1 : Sejam V e V ∗ espaços duais. De�nimos a aplicação

<,>: V × V ∗ −→ F
(v, v∗) −→ <,> ·(v, v∗) =< v, v∗ >

= v∗(v).

Assim, <,> é uma aplicação bilinear com valores em F de�nida sobre V × V ∗.

De�nição 1.3 Sejam V1, V2, · · · , Vr, Z espaços vetoriais sobre F . Uma aplicação
f : V1 × V2 × · · · × Vr −→ Z é chamada r-linear se

f(v1, · · · , α1v
1
i + α2v

2
i , · · · , vr) = α1f(v1, · · · , v1

i , · · · , vr) + α2f(v1, · · · , v2
i , · · · , vr).

♦
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Denotaremos o conjunto de todas as aplicações r-lineares de V1 × V2 × · · · × Vr
em Z como L(V1 × V2 × · · · × Vr;Z).

Sejam f, g ∈ L(V1 × V2 × ...× Vr;Z), α ∈ F , então para quaisquer vi ∈ Vi, 1 ≤
i ≤ n, de�nimos

(f + g)(v1, v2, · · · , vn) = f(v1, · · · , vn) + g(v1, · · · , vn)

(αf)(v1, v2, · · · , vn) = αf(v1, v2, · · · , vn),

com isto temos que f + g e αf pertencem a L(V1 × V2 × · · · × Vr;Z), daqui
L(V1 × V2 × · · · × Vr;Z) é um espaço vetorial sobre F .

No que segue pretendemos transformar uma aplicação bilinear sobre V ×W , em
uma aplicação linear; mas precisamente, dados dos espaços vetoriais V,W , construir
um espaço vetorial Y e uma aplicação bilinear h : V × W −→ Y dependendo
somente dos espaços V , W e satisfazendo que: para quaisquer aplicação bilinear
f : V ×W −→ Z , existe uma única aplicação linear g : Y −→ Z tal que

f = g ◦ h : V ×W −→ Z

isto é, o seguinte diagrama comuta:

V ×W h //

f

##HHHHHHHHH Y

g

��
Z

O espaço Y assim construído é chamado o Produto Tensorial de V e W .
Os elementos da forma v∗ ⊗ w∗ em V ∗ ⊗W ∗ são chamados Redutíveis.

1.2 Construção do Produto Tensorial

Primeiro consideraremos o Produto Tensorial dos espaços duais V ∗ e W ∗. Sejam
v∗ ∈ V ∗, w∗ ∈ W ∗, então de�nimos o produto tensorial ⊗ como sendo

v∗ ⊗ w∗(v, w) = v∗(v).w∗(w)

= < v, v∗ > · < w,w∗ >,

onde v ∈ V,w ∈ W .
Assim de�nido, ⊗ : V ∗×W ∗ −→ L(V,W ; F ) é uma aplicação bilinear , pois se

α1, α2 ∈ F , então

(α1v
∗
1 + α2v

∗
2)⊗ w∗(v, w) = < v, α1v

∗
1 + α2v

∗
2 > · < w,w∗ >

= α1 < v, v∗1 > · < w,w∗ > +α2 < v, v∗2 > · < w,w∗ >

= (α1(v
∗
1 ⊗ w∗) + (α2(v

∗
2 ⊗ w∗)))(v, w),

isto é
(α1v

∗
1 + α2v

∗
2)⊗ w∗ = α1(v

∗
1 ⊗ w∗) + α2(v

∗
2 ⊗ w∗).
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Similarmente podemos mostrar que a operação ⊗ é também linear na segunda
variável.

Sejam {ai}1≤i≤n e {bj}1≤j≤m bases de V e W , e sejam {a∗i}1≤i≤n e {b∗j}1≤j≤m
suas bases duais , isto é, bases de V ∗ e W ∗ respectivamente, então, desde que ⊗ é
bilinear, temos

v∗ ⊗ w∗ =

n,m∑
i,j=1

v∗(ai) · w∗(bj)a∗i ⊗ b∗j.

Com isto, qualquer elemento de V ∗ ×W ∗ pode ser expressado como combinação
linear de elementos da forma a∗i ⊗ b∗j, os quais resultam ser uma base para
V ∗ ⊗W ∗, assim V ∗ ⊗W ∗ é um espaço vetorial (n×m)-dimensional.

É possível mostrar que qualquer aplicação bilinear f : V ×W −→ F pode ser
expressada como combinação linear dos a∗i ⊗ b∗j, assim, obtemos que os espaços
V ∗ ⊗W ∗ e L(V ×W ; F ) são isomorfos. Similarmente temos

V ⊗W = L(V ∗ ×W ∗; F ).

Para que V ⊗W e V ∗ ⊗W ∗ sejam duais entre sim, requeremos

< v ⊗ w, v∗ ⊗ w∗ >=< v, v∗ > · < w,w∗ >,

em particular
< ai ⊗ bj, a∗p ⊗ b∗q >= δpi · δ

q
j .

δpi · δ
q
j =

{
1 , (i, j) = (p, q)
0 , (i, j) 6= (p, q).

Assim {ai⊗ bj, 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m} e {a∗i⊗ b∗j, 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m} são bases
duais. Finalmente temos

V ∗ ⊗W ∗ = (V ⊗W )∗.

Teorema 1.1 Suponhamos que h : V ×W −→ V ⊗W é a aplicação bilinear obtida
do produto tensorial ⊗, i.e, para v ∈ V,w ∈ W

h(v, w) = v ⊗ w,

então, para qualquer aplicação bilinear f : V ×W −→ Z, existe uma única aplicação
linear g : V ⊗W :−→ Z tal que

f = g ◦ h : V ×W −→ Z.
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Demonstração.
De�na a aplicação linear g : V ⊗W −→ Z tal que sua ação sobre a base é de�nida
por

g(ai ⊗ bj) = f(ai, bj), 1 ≤ j ≤ n.

Sejam v ∈ V,w ∈ W , assim existem escalares vi, wi, 1 ≤ i ≤ n tais que

v =
n∑
i=1

viai w =
m∑
j=1

wjbj,

então

g(v ⊗ w) =
∑
i,j

viwjg(ai ⊗ bj)

=
∑
i,j

viwjf(ai, bj),

= f(v, w),

daqui f = g ◦ h : V ×W −→ Z , aliás , g é única.

Corolario 1.1 Os espaços vetoriais L(V ×W ;Z) e L(V ⊗W ;Z) são isomorfos.

Demonstração.
De�na a aplicação

ϕ : L(V ⊗W ;Z) −→ L(V,W ;Z)
g −→ ϕ(g) = g ◦ h,

onde h é de�nido como no teorema (1.1), assim, pelo o teorema anterior, temos
que ϕ é uma bijeção e além disso é linear, portanto ϕ é um isomor�smo.

Podemos generalizar a operação de produto tensorial de aplicações lineares a
aplicações multilineares, para isso sejam f ∈ L(V1×· · ·×Vr; F ), g ∈ L(W1×· · ·×
Ws; F ), então o seu produto tensorial é de�nido como segue

f ⊗ g(v1, · · · , vr, w1, · · · , ws) = f(v1, · · · , vr) · g(w1, · · · , ws)

onde vi ∈ Vi, wj ∈ Wj, 1 ≤ i ≤ r, 1 ≤ j ≤ s.

Como conseqüência desta de�nição temos o seguinte teorema :

Teorema 1.2 O produto tensorial ⊗ é uma aplicação bilinear de
L(V1, · · · , Vr; F ) × L(W1, · · · ,Ws; F ) em L(V1, · · · , Vr,W1, · · · ,Ws; F ); além
disso, ⊗ é associativo, isto é, para quaisquer ϕ ∈ L(V1, · · · , Vr; F ), ψ ∈
L(W1, · · · ,Ws; F ), ξ ∈ L(Z1, · · · , Zt; F ) temos

(φ⊗ ψ)⊗ ξ = φ⊗ (ψ ⊗ ξ).
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Demonstração.
Ver ([1]).

Podemos mostrar também que

dim(V1 ⊗ · · · ⊗ Vr) = dimV1.dimV2. · · · .dimVr,

e
V1 ⊗ · · · ⊗ Vr = L(V ∗1 × · · · × V ∗r ; F ).

Finalmente, apresentamos a generalização do teorema anterior :

Teorema 1.3 Seja h : V1 × · · · × Vr −→ V1 ⊗ · · · ⊗ Vr aplicação r-linear de�nida
pelo produto tensorial ⊗ , i.e. , para vi ∈ Vi, 1 ≤ i ≤ r,

h(v1, · · · , vr) = v1 ⊗ · · · ⊗ vr.

Então, para quaisquer f ∈ L(V1, · · · , Vs;Z), existe uma única aplicação linear
g ∈ L(V1 ⊗ · · · ⊗ Vr;Z) tal que

f = g ◦ h : V1 × · · · × Vr −→ Z.

Demonstração.
Ver ([1]).
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1.3 Tensores

De�nição 1.4 Seja V um espaço vetorial n-dimensional sobre F e V ∗ o seu espaço
dual. Os elementos do produto tensorial

V r
s = V ⊗ · · · ⊗ V︸ ︷︷ ︸

r−termos

⊗V ∗ ⊗ · · · ⊗ V ∗︸ ︷︷ ︸
s−termos

,

são chamados tensores do tipo− (r, s), onde "r"é o ordem contravariante e "s"é
o ordem covariante.

Em particular, os elementos em V r
0 são chamados tensores contravariantes de

ordem r, e os elementos de V 0
s são chamados tensores covariantes de ordem s.♦

Vamos convenir que V 0
0 = F , V 1

0 = V, V 0
1 = V ∗. Os elementos de V são

chamados contravetores, e os elementos de V ∗ são covetores.

Pelo feito na seção anterior temos que

dimV r
s = nr+s,

e
V r
s = L(V ∗ × · · · × V ∗︸ ︷︷ ︸

r−termos

×V × · · · × V︸ ︷︷ ︸
s−termos

; F ).

Isto mostra que os tensores do tipo-(r, s) são (r + s)-funcionais lineares de�nidas
sobre

V ∗ × · · · × V ∗︸ ︷︷ ︸
r−termos

×V × · · · × V︸ ︷︷ ︸
s−termos

.

Seja {ei}1≤i≤n uma base de V e {e∗i}1≤i≤n a sua base dual, então

ei1 ⊗ · · · ⊗ eir ⊗ e∗k1 ⊗ · · · ⊗ e∗ks , 1 ≤ i1, · · · , ir, k1, · · · , ks ≤ n, (1.2)

forma uma base para V r
s ; daqui um tensor x do tipo-(r, s) pode ser unicamente

representado por

x =
∑
i1···ir
k1···ks

xi1···irk1···ksei1 ⊗ · · · ⊗ eir ⊗ e
∗k1 ⊗ · · · ⊗ e∗ks ,

onde os xi1···irk1···ks são chamados as componentes do tensor x na base dada em (1.2).
Com um simples cálculo podemos obter que

xi1···irk1···ks = x(e∗i1 , · · · , e∗ir , ek1 , · · · , eks)
= < e∗i1 ⊗ · · · ⊗ e∗ir ⊗ ek1 ⊗ · · · ⊗ eks , x > .
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Se escolhemos uma outra base {ēi}1≤i≤n de V com base dual {ē∗i}1≤i≤n , então
a relação com respeito á base inicial vem dada por

ēi = αjiej,

onde α = (αji ) é uma matriz n× n não singular. Também temos

ē∗i = βije
∗j,

onde β = (βji ) é a matriz inversa de α, isto é

αjiβ
k
j = βjiα

k
j = δki .

Se denotamos as componentes do tensor x, com respeito a esta nova base, por
x̄i1···irk1···ks , então obtemos a seguinte relação

xj1···jrl1···ls = x̄i1···irk1···ksα
j1
i1
· · ·αjrirβ

k1
l1
· · · βksls .

O espaço V r
s de todos os tensores do tipo-(r, s) é um espaço vetorial, aliás

podemos de�nir duas operações: multiplicação e contração.

De�nição 1.5 Sejam x um tensor do tipo-(r1, s1) e y um tensor do tipo-(r2, s2).
O produto tensorial de x e y, x ⊗ y, é um tensor do tipo-(r1 + r2, s1 + s2) dado
por

x⊗ y(v∗1, · · · , v∗r1r2 , v1, · · · , vs1+s2) = x(v∗1, · · · , v∗r1 , v1, · · · , vs1) ·
y(v∗r1+1, · · · , v∗r1+r2 , vs1+1, · · · , vs1+s2),

onde vi ∈ V ,vj ∈ V ∗ para todo 1 ≤ i ≤ s1 + s2 , 1 ≤ j ≤ r1 + r2. ♦

Quando é escolhida uma base, as componentes de x⊗ y tem a forma

(x⊗ y)
i1···ir1+r2
k1···ks1+s2

= x
i1···ir1
k1···ks1

· yir1+1···ir1+r2

ks1+1···ks1+s2
.

De�nição 1.6 Escolha dois índices λ, µ, 1 ≤ λ ≤ r, 1 ≤ µ ≤ s. Para qualquer
tensor redutível do tipo-(r, s)

x = v1 ⊗ · · · ⊗ vr ⊗ v∗1 ⊗ · · · ⊗ v∗s ∈ V r
s ,

de�nimos

Cλµ(x) =< vλ, v
∗µ > v1 ⊗ · · · ⊗ v̂λ ⊗ · · · ⊗ vr ⊗ v∗1 ⊗ · · · ⊗ v̂∗µ ⊗ · · · ⊗ v∗s,

onde a notação ”v̂λ” signi�ca que omitimos o termo vλ, assim, Cλµ(x) ∈ V r−1
s−1 .

Estendendo a aplicação x −→ Cλµ(x) linearmente obtemos uma aplicação Cλµ :
V r
s −→ V r−1

s−1 chamada a aplicação de contração de tensores. ♦
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Se expressamos o tensor x em componentes

x = xi1···irk1···ksei1 ⊗ · · · ⊗ eir ⊗ e
∗k1 ⊗ · · · ⊗ e∗ks ,

então pela de�nição do tensor contração, obtemos

Cλµ(x) = xi1···irk1···ksCλµ(ei1 ⊗ · · · ⊗ eir ⊗ e∗k1 ⊗ · · · ⊗ e∗ks)
= x

i1···iλ−1jiλ···ir−1

k1···kµ−1jkµ···ks−1
ei1 ⊗ · · · ⊗ eir−1 ⊗ e∗k1 ⊗ · · · ⊗ e∗ks−1 .

Suponhamos que, para cada r > 0 de�nimos

T r(V ) = V r
0 = V ⊗ · · · ⊗ V︸ ︷︷ ︸

r−termos

,

então, se consideramos a soma direita

T (V ) =
∑
r≤0

xr, xr ∈ T r(V ),

qualquer elemento x pode ser expressado como a soma formal

x =
∑
r≤0

xr, xr ∈ T r(v),

onde todos salvo um número �nito são zeros; assim T (V ) é um espaço vetorial
in�nito-dimensional, com a lei distributiva, o produto entre tensores pode ser
estendida a uma multiplicação em T (V ) fazendo deste espaço uma álgebra
chamada o Álgebra Tensorial de V.

Denotemos por `(r) ao grupo de permutações do conjunto de números naturais
{1, 2, · · · , r}, assim um elemento σ ∈ `(r) determina um automor�smo sobre o
espaço vetorial T r(V ) de�nido por

σx(v∗1, · · · , v∗r) = x(v∗σ(1), · · · , v∗σ(r)),

onde x ∈ T r(V ), e os v∗i ∈ V ∗. Podemos observar que se x = v1 ⊗ · · · ⊗ vr então

σx = vσ−1(1) ⊗ · · · ⊗ vσ−1(r),

onde σ−1 ∈ `(r) é a inversa de σ.

De�nição 1.7 Seja x ∈ T r(V ). Se para todo σ ∈ `(r) temos

σx = x,

então dizermos que x é um tensor contravariante simétrico de ordem r.
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Se para todo σ ∈ `(r) temos

σx = sgnσ · x,

onde

sgnσ =

{
1 se σ é uma permutação par
−1 se σ é uma permutação impar,

então dizemos que x é um tensor contravariante alternante de ordem r. ♦

De�nição 1.8 Denotemos por P r(V ) ao conjunto de todos os tensores contravari-
antes simétricos de ordem r, e por Λr(V ) ao os tensores contravariantes alter-
nantes. Resulta que, com as operações de soma e produto com um escalar, os
espaços P r(V ) e Λr(V ) são subespaços vetoriais de T r(V ), é por isto que podemos
de�nir, para cada x ∈ T r(V )

Sr(x) =
1

r!

∑
σ∈`(r)

σx

Ar(x) =
1

r!

∑
σ∈`(r)

sgnσ · σx.

As aplicações lineares Sr, Ar : T r(V ) −→ T r(V ) são chamadas a aplicação
simetrização e alternante respectivamente. ♦

Observações 1.1 Podemos demonstrar que

P r(V ) = Sr(T
r(V )),

e aliás
Λr(V ) = Ar(T

r(V )).
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1.4 Fibrados Tensoriais e Fibrados Vetoriais

Nesta seção,M será considerada uma variedade diferenciável n-dimensional, Tp(M)
e T ∗p (M) o espaço tangente e cotangente de M no ponto p, respectivamente, então
podemos de�nir o espaço tensorial do tipo-(r,s) como sendo

T rs (M)p = Tp(M)⊗ · · · ⊗ Tp(M)︸ ︷︷ ︸
r−termos

⊗T ∗p (M)⊗ · · · ⊗ T ∗p (M)︸ ︷︷ ︸
s−termos

,

sobre cada ponto p ∈M , a qual é um espaço vetorial nr+s-dimensional. Consider-
emos também o espaço

T rs (M) =
⋃
p∈M

T rs (M)p,

que é chamado �brado tensorial do tipo-(r,s) sobre M .

Com a �nalidade de dotar de uma topologia ao espaço T rs (M), de�niremos nele
uma estrutura diferenciável C∞ para fazer dele uma variedade diferenciável.

Considere V um espaço n-dimensional sobre R, e seja

GL(V ) = {T : V −→ V, T automor�smo linear

assim de�nido, GL(V ) é um grupo. Se escolhemos {e1, · · · , en} base de V , então
V é isomorfo a Rn e deste jeito podemos representar um elemento y ∈ V da forma

y = (y1, · · · , yn)

Assim, GL(V ) é o grupo multiplicativo de matrizes não singulares de ordem n×n,
que agi sobre V da forma seguinte

y · a = (y1, · · · , yn) ·

 a1
1 · · · an1
...

. . .
...

a1
n · · · ann


com a = (aij) ∈ GL(V ).

Seja agora U um sistema de coordenadas sobre M com coordenadas locais
u1, · · · , un, então para p ∈ U temos a existência de uma base natural

{( ∂

∂u1
)p, · · · , (

∂

∂un
)p},

do espaço Tp(M), e {(du1)p, · · · , (dun)p} a sua base dual (base de T ∗p (M)), então

(
∂

∂ui1
)p⊗· · ·⊗(

∂

∂uir
)p⊗(duj1)p⊗· · ·⊗(dujs)p, 1 ≤ iα, jβ ≤ n, 1 ≤ α, β ≤ n, (1.3)
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é uma base para T rs (p).

Denotemos por V r
s o espaço de todos os tensores do tipo-(r, s) do espaço vetorial

V , assim este espaço tem como base

ei1 ⊗ · · · ⊗ eir ⊗ e∗j1 ⊗ · · · ⊗ e∗js ; 1 ≤ iα, jβ ≤ n, 1 ≤ α, β ≤ n. (1.4)

Assim os elementos de V r
s podem ser expressado por componentes, logo podemos

de�nir a aplicação
ϕU : U × V r

s −→
⋃
p∈U T

r
s (p),

(p, y) −→ ϕU(p, y) = ȳ,

sendo ȳ um elemento de T rs (p) tal que as componentes com respeito á base (1.4) são
as mesmas componentes de y com respeito á base (1.3), desta maneira, podemos
demonstrar que o conjunto {ϕU(U × V r

s ), ϕW (W × V r
s ), · · · } forma uma estrutura

diferenciável em T rs (M), com U,W, · · · sistemas de coordenadas de M .

De�nição 1.9 Sejam E,M duas variedades diferenciáveis, e π : E −→ M
uma aplicação diferenciável sobrejetiva. Seja V = Rq um espaço q-dimensional.
Se um cubrimento aberto {U,W,Z, · · · } de M e um conjunto de aplicações
{ϕU , ϕW , ϕZ , · · · } satisfazem as condições

1. Toda aplicação ϕU é um difeomor�smo entre U ×Rq e π−1(U), e para p ∈ U ,
y ∈ Rq temos π · ϕU(p, y) = p.

2. Fixando p ∈ U quaisquer, seja

ϕU,p(y) = ϕU(p, y),

y ∈ Rq. Então ϕU,p : Rq −→ π−1(p) é um homeomor�smo. Quando U ∩W 6=
∅, para qualquer p ∈ U ∩W :

gUW (p) := ϕ−1
W,p ◦ ϕU,p : Rq −→ Rq

é um automor�smo linear de V = Rq, i.e., gUW (p) ∈ GL(V ).

3. Quando U ∩W 6= ∅, a aplicação

gUW : U ∩W −→ GL(V )

é diferenciável.

Então (E,M, π) é chamada um Fibrado Vetorial Real q-dimensional sobre M ,
onde E é chamada o Espaço Fibrado, M é chamada o Espaço Base, π é chamada
Projeção do Fibrado, e V é a Fibra Típica.

Para cada p ∈M o espaço Ep = π−1(p) é chamada a Fibra do Fibrado vetorial
E no ponto p. ♦
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Podemos de�nir sobre Ep uma estrutura linear natural. É possível mostrar
que sobre uma variedade diferenciável M existe um Fibrado vetorial q dimensional
(E,M, π) (Ver[1]).

De�nição 1.10 Uma aplicação s : M −→ E diferenciável tal que π ◦ s = id :
M −→M é chamada seção diferenciável do �brado vetorial (E,M, π). Denotamos
ao conjunto de todas as seções diferenciáveis do �brado vetorial (E,M, π) por Γ(E).
♦

Não é difícil mostrar que Γ(E) é um espaço vetorial real.



Capítulo 2

Diferenciação Exterior

Neste capítulo estudaremos como é possível de�nir uma derivação sobre uma var-
iedade. Este conceito vem dado pela conexão sobre uma varieade. Aqui demon-
straremos que tal conexão existe sempre em uma variedade.

2.1 Algebra Exterior

Um tensor contravariante alternante de ordem r é também chamado um vetor
exterior de grau r ou um r-vetor exterior. O espaço Λr(V ) é chamado o espaço
exterior de V de grau r. Convenhamos que Λ1(V ) = V e Λ0(V ) = F .

De�nição 2.1 Seja ξ um k-vetor exterior e η um l-vetor exterior. De�namos

ξ ∧ η = Ak+l(ξ ⊗ η).

Assim, ξ ∧ η é um (k + l)-vetor exterior chamado o produto exterior (wedge) de ξ
e η. ♦

Teorema 2.1 Se ξ, ξ1, ξ2 ∈ Λk(V ), η, η1, η2 ∈ Λl(V ), ζ ∈ Λh(V ), então temos

1. Lei Distributiva :
(ξ1 + ξ2) ∧ η = ξ1 ∧ η + ξ2 ∧ η,

ξ ∧ (η1 + η2) = ξ ∧ η1 + ξ ∧ η2.

2. Lei Anticomutativa:
ξ ∧ η = (−1)klη ∧ ξ.

3. Lei Associativa:
(ξ ∧ η) ∧ ζ = ξ ∧ (η ∧ ζ).

Demonstração.
Demonstraremos somente a segunda Lei; dado que ξ ∧ η é um tensor alternante, se
τ ∈ `(k + l), então

τ(ξ ∧ η) = sgn(τ)ξ ∧ η,

17
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assim podemos escolher τ como sendo

τ =

(
1 2 ... k k + 1 ... k + l

l + 1 l + 2 ... l + k 1 ... l

)
,

daqui, sgn(τ) = (−1)kl, logo para quaisquer v∗1, · · · , v∗k+l ∈ V ∗ temos

(ξ ∧ η)(v∗1, · · · , v∗k+l) = (−1)klτ(ξ ∧ η)(v∗1, · · · , v∗k+l)
= (−1)klξ ∧ η(v∗τ(1), · · · , v∗τ(k+l))

=
(−1)kl

(k + l)!

∑
σ∈`(k+l)

sgnσξ(v∗στ(1), · · · , v∗στ(k)) ·

η(v∗στ(k+1), · · · , v∗στ(k+l)),

e pela forma que estamos considerando τ obtemos

=
(−1)kl

(k + l)!

∑
σ∈`(k+l)

sgnσ · η(v∗σ(1), · · · , v∗σ(l)) · ξ(v∗σ(l+1), · · · , v∗(l+k))

= (−1)klη ∧ ξ(v∗1, · · · , v∗k+l).

As outras propriedades seguem da mesma de�nição.

Podemos observar que se ξ, η ∈ V = Λ1(V ) , então, pela lei anticomutativa
obtemos que

ξ ∧ η = −η ∧ ξ , ξ ∧ ξ = 0.

Seja {e1, · · · , en} uma base em V , então de acordo com a Lei Associativa temos

ei1 ∧ · · · ∧ eir = Ar(ei1 ⊗ · · · ⊗ eir), 1 ≤ i1, · · · , ir ≤ n.

Assim pela observação anterior, o vetor exterior ei1 ∧ · · · ∧ eir é não zero se
e somente se i1, · · · , ir são distintos, daqui se r > n então o vetor exterior
correspondente é zero.

Se expressamos um r-vetor exterior alternada da forma

ξ = ξi1···irei1 ⊗ · · · ⊗ eir ,

então, da linearidade de Ar temos

Ar(ξ) = ξi1···irAr(ei1 ⊗ · · · ⊗ eir)
= ξi1···irei1 ∧ · · · ∧ eir ,

assim, qualquer vetor exterior de grau maior que n é nulo, i.e. Λr(V ) = {0} para
todo r > n.
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No caso que n ≤ r podemos expressar ξ como segue

ξ = r!
∑

i1<···<ir

ξi1···irei1 ∧ · · · ∧ eir .

Assim os vetores exteriores da forma {ei1 ∧ · · ·∧ eir ; 1 ≤ i1 < · · · < ir ≤ n} formam
uma base para o espaço Λr(V ),em efeito, se v∗1, · · · , v∗r ∈ V ∗ então

ei1 ∧ · · · ∧ eir(v∗1, · · · , v∗r) =
1

r!

∑
σ∈`(r)

sgnσ < ei1 , v
∗σ(1) > · · · < eir , v

∗σ(r) >

=
1

r!

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

< ei1 , v
∗σ(1) > · · · < ei1 , v

∗σ(r) >
< ei2 , v

∗σ(1) > · · · < ei2 , v
∗σ(r) >

.

.

.
< eir , v

∗σ(1) > · · · < eir , v
∗σ(r) >

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Esta fórmula é chamada Fórmula de Avaliação para ei1 ∧ · · · ∧ eir . Em particular
temos

ei1 ∧ · · · ∧ eir(e∗j1 , · · · , e∗jr) =
1

r!
det(< eiα , e

∗jβ >)

=
1

r!
δi1···irj1···jr ,

onde

δi1···irj1···jr =


1 ; se i1 , · · · ir são distintos e {j1, · · · , jr} é uma

permutação ímpar de (i1, · · · , ir)
−1 ; se i1 , · · · ir são distintos e {j1, · · · , jr} é uma

permutação par de (i1, · · · , ir)
0 ; em outros casos,

é chamado o δ-símbolo Geralizado de Kronecker. Disto obtemos que

e1 ∧ · · · ∧ en(e∗1, · · · , e∗n) =
1

n!
,

assim e1 ∧ · · · ∧ en 6= 0.

Agora suponhamos que {ei1 ∧ · · · ∧ eir ; 1 ≤ i1 < · · · < ir ≤ n}, com r < n, são
linearmente dependentes, então existem escalares ai1···ir ∈ F não todos nulos, tais
que ∑

1≤i1<···<ir≤n

ai1···irei1 ∧ · · · ∧ eir = 0. (2.1)

Suponhamos que aj1···jr é não zero ,com 1 ≤ j1 < · · · < jr ≤ n, e que os índices
que faltam para completar o conjunto {1, · · · , n} sejam k1 < · · · < kn−r, assim
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{j1 · · · jr, k1, · · · , kn−r} é uma permutação de {1, · · · , n}, logo fazendo o produto
exterior a ambos lados por ek1 ∧ · · · ∧ ekn−r na fórmula (2.1) obtemos

aj1···jrej1 ∧ · · · ∧ ejr ∧ ek1 ∧ · · · ∧ ekn−r = ±aj1···jre1 ∧ · · · ∧ en
= 0,

e daqui obtemos que aj1···jr = 0 o que contradiz nossa suposição; por tanto concluí-
mos que {ei1 ∧ · · · ∧ eir ; 1 ≤ i1 < · · · < ir ≤ n} é linearmente independente e forma
uma base de Λr(V ), assim a dimensão deste espaço é(

n
r

)
=

n!

r!(n− r)!
.

De�nição 2.2 Denotamos a soma formal
∑n

r=0 Λr(V ) por Λ(V ), desta forma
Λ(V ) é um espaço vetorial de dimensão 2n. Sejam ξ =

∑n
r=0 ξ

n, η =
∑n

s=0 η
s,

onde ξr ∈ Λr(V ), ηs ∈ Λs(V ). De�namos o produto exterior de ξ e η por

ξ ∧ η =
n∑

r,s=0

ξr ∧ ηs.

Com isto Λ(V ) é uma álgebra com respeito ao produto exterior que é chamado
Álgebra exterior ou Álgebra de Grassman de V . ♦

O conjunto {1; ei (1 ≤ i ≤ n); ei1 ∧ ei2 (1 ≤ i1 < i2 ≤ n); · · · ; e1 ∧ · · · ∧ en} é
uma base para o espaço vetorial Λ(V ).

De igual maneira podemos de�nir uma álgebra exterior para o espaço dual V ∗

Λ(V ∗) =
∑

0≤r≤n

Λr(V ∗),

assim um elemento de Λr(V ∗) é chamada uma forma exterior de grau r, ou uma
r-forma exterior sobre V .

Os espaços vetoriais Λr(V ) e Λr(V ∗) são entre ambos duais, neste caso se v1 ∧
· · · ∧ vr ∈ Λr(V ), v∗1 ∧ · · · ∧ v∗r ∈ Λr(V ∗) então

< v1 ∧ · · · ∧ vr, v∗1 ∧ · · · ∧ v∗r >= det(< vα, v
∗β >).

Seja f : V −→ W uma aplicação linear com V,W espaços vetoriais, então f
induz uma aplicação linear entre os espaços exteriores Λr(W ∗) e Λr(V ∗) de�nido
como

f ∗ : Λr(W ∗) −→ Λr(V ∗)
φ −→ f ∗φ,

tal que f ∗φ(v1, · · · vr) = φ(f(v1), · · · , f(vr)), vi ∈ V, 1 ≤ i ≤ n. Assim de�nido
podemos ver que a aplicação f ∗ é linear.
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Teorema 2.2 Sejam V , W espaços vetoriais. Dada uma aplicação f : V −→ W
linear, então, f ∗ comuta com o produto exterior, isto é, para φ ∈ Λr(W ∗) e ψ ∈
Λs(W ∗) temos

f ∗(φ ∧ ψ) = f ∗φ ∧ f ∗ψ.

Demonstração.
Ver ([1]).
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2.2 Diferenciação Exterior

O conjunto
Λr(M) =

⋃
p∈M

Λr(T ∗p (M)),

que é o �brado de r-formas exteriores sobre M , é um �brado vetorial sobre M .
Se Γ(Λr(M)) é o espaço de seções diferenciáveis do �brado exterior Λr(M), então
ele é um C∞(M)-módulo e seus elementos são chamados r-formas diferenciáveis
exteriores sobre M . Assim uma r-forma diferenciável exterior sobre M é um
campo tensorial diferenciável covariante anti-simétrico de ordem r sobre M .

Similarmente, o �brado forma exterior

Λ(M) =
⋃
p∈M

(Λ(T ∗p (M)),

é também um �brado vetorial sobre M e os elementos do espaço das seções
Γ(Λ(M)) são chamados formas diferenciais exteriores sobre M .

Sem perda de generalidade, representamos Γ(Λ(M)) por simplesmente Λ(M),
ao igual que Γ(Λr(M)) por Λr(M). Podemos expressar como a soma formal

Λ(M) =
n∑
r=o

Λr(M),

desta maneira, toda forma diferenciável exterior ω pode ser expressada como

ω = ω0 + ω1 + ω2 + · · ·+ ωn,

onde ωi é uma i-forma diferencial exterior.

Com isto podemos estender o produto exterior de formas diferenciais ao espaço
de formas diferenciais exteriores, dado ω1, ω2 ∈ Λr(M), então para cada p ∈ M
de�nimos

ω1 ∧ ω2(p) := ω1(p) ∧ ω2(p).

Também, o produto exterior ∧ de�ne uma aplicação

∧ : Λr(M)× Λs(M) −→ Λr+s(M)

onde Λr+s(M) = {0} quando r + s > n.

Teorema 2.3 Seja M uma variedade diferenciável n-dimensional, então existe
uma única aplicação

d : Λ(M) −→ Λ(M)

tal que d(Λr(M)) ⊂ Λr+1(M) e satisfaz
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1. Dados ω1, ω2 ∈ Λ(M) temos d(ω1 + ω2) = dω1 + dω2.

2. Se ω1 é uma r-forma diferencial exterior, então

d(ω1 ∧ ω2) = dω1 ∧ ω2 + (−1)rω1 ∧ dω2.

3. Se f é uma função diferenciável sobre M , então df é precisamente a diferen-
cial de f .

4. Se f ∈ Λ0(V ), então d(df) = 0.

A aplicação d assim de�nida é chamada a derivada Exterior.

Demonstração.
Suponhamos pelo momento que d existe, então temos as seguintes a�rmações
A�rmação 1 : Se ω1, ω2 ∈ Λ(M) e se existe um aberto U ⊂ M tal que
ω1|U = ω2|U , então dω1|U = dω2|U .

Para mostrar isto só precisamos provar que se ω/U = 0 então dω/U = 0, para
isso seja p ∈ M ; dado que uma variedade Riemanniana é localmente compacta,
então existe um aberto W com p ∈ W , tal que W̄ ⊂ U , e daqui existe uma função
diferenciável h : M −→ R tal que

h(p
′
) =

{
1 , p

′ ∈ W
0 , p

′ ∈M − U ,

assim, h · ω ∈ Λ(M) e h · ω ≡ 0, e então, pela segunda condição

0 = d(h ∧ ω)

= dh ∧ ω + (−1)0h · dω,

como ω|W = 0, então h · dω = 0 sobre W , e daqui dω|W = 0. Desde que p é
arbitrário, concluímos que dω|U = 0 sobre M .

Seja agora ω uma forma diferenciável exterior de�nida sobre o conjunto aberto
U , então, para qualquer ponto p ∈ U existe um sistema de coordenadas U1 ⊂ U de
p e uma forma exterior ω̄ de�nida sobre M (a saber ω̄ = h · ω) tal que

ω̄|U1 = ω|U ,

assim , podemos de�nir
dω|U1 := dω̄|U1 ,

e daqui, d é um operador localmente diferenciável.

Mostraremos a unicidade da Derivada Exterior d com respeito a um entorno
coordenado, mas pela condição 1), só precisamos mostrar isto para monômios.
Suponha que em um entorno coordenado U , ω é expressado por

ω = adu1 ∧ · · · ∧ dur,
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com a : U −→ R diferenciável, assim

dω = da ∧ du1 ∧ · · · ∧ dur + a ∧ d(du1 ∧ · · · ∧ dur)
= da ∧ du1 ∧ · · · ∧ dur,

onde, da é a diferencial da função a, assim , ω restrita ao entorno coordenado U
possui uma forma completamente determinada.

Agora, suponhamos que

ω|U = ai1···ipdu
i1 ∧ · · · ∧ duir ,

então podemos de�nir

d(ω|U) = dai1···ir ∧ dui1 ∧ · · · ∧ duir , (2.2)

desta maneira, d(ω|U) é uma (r + 1)-forma diferenciável exterior sobre U satis-
fazendo as condições 1) e 3).

Para mostrar 2), consideremos os monômios

α1 = adui1 ∧ · · · ∧ duir

α2 = bduj1 ∧ · · · ∧ dujs ,

então, pela de�nição

d(α1 ∧ α2) = d(a.bdui1 ∧ · · · ∧ duir ∧ duj1 ∧ · · · ∧ dujs)
= (adb+ bda) ∧ dui1 ∧ · · · ∧ duir ∧ duj1 ∧ · · · ∧ dujs

= adb ∧ dui1 ∧ · · · ∧ duir ∧ duj1 ∧ · · · ∧ dujs +

bda ∧ dui1 ∧ · · · ∧ duir ∧ duj1 ∧ · · · ∧ dujs

= (da ∧ dui1 ∧ · · · ∧ duir) ∧ (bduj1 ∧ · · · ∧ dujs) +

(−1)r(adui1 ∧ · · · ∧ duir) ∧ (db ∧ duj1 ∧ · · · ∧ dujs)
= dα1 ∧ α2 + (−1)rα1 ∧ dα2,

mostrando assim a propriedade 2).

Dada f :−→ R função diferenciável, então sobre U temos

df =
∂f

∂ui
dui,

como f ∈ C∞(M), então
∂2f

∂ui∂uj
=

∂2f

∂uj∂ui
,
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daqui

d(df) = d(
∂f

∂uidui
)

= d(
∂f

∂ui
) ∧ dui + (−1)0.

∂f

∂ui
∧ d(dui)

= d(
∂f

∂ui
) ∧ dui

= (
∂2f

∂ui∂uj
duj) ∧ dui

=
1

2
(
∂2f

∂ui∂uj
− ∂2f

∂uj∂ui
)duj ∧ dui

= 0,

assim temos demonstrada a propriedade 4).

SeW é um outro entorno coordenado, então pela propriedade local do operador
derivada exterior e sua unicidade, obtemos que

d(ω|U)|U∩W = d(ω|U∩W )

= d(ω|W )|U∩W ,

daqui, o operador derivada exterior d é uniformemente de�nido por (2.2) sobre
U∩W , assim podemos de�nir-o sobre todoM globalmente, isto mostra a existência
do operador d satisfazendo as condições do teorema.

Teorema 2.4 (Lema de Poincaré) Para qualquer forma diferencial exterior ω,
d(dω) = 0.

Demonstração.
Desde que d é um operador linear, só precisamos mostrar o lema no caso em que
ω é um monômio, para isso suponhamos que

ω = adu1 ∧ · · · ∧ dur,

daqui
dω = da ∧ du1 ∧ · · · ∧ dur,

logo

d(dω) = d(da) ∧ du1 ∧ · · · ∧ dur − da ∧ d(du1) ∧ · · · ∧ dur + · · ·
= 0.

culminando assim a nossa demonstração.

Seja f : M −→ N uma função diferenciável entre as variedades M e N , então,
ele induz uma aplicação entre os espaços de formas diferenciais exteriores

f ∗ : Λ(N) −→ Λ(M).
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De fato, f induz uma aplicação tangente

f∗ : Tp(M) −→ Tf(p)(N)
α′(0) −→ d

dt
(f ◦ α)(0),

em cada ponto p ∈M , e assim podemos de�nir

f ∗ : Λ(N) −→ Λ(M)

em cada parte homogênea de Λ(N) e Λ(M) como segue: Se β ∈ Λr(N), r ≥ 1,
então f ∗β ∈ Λr(M) é tal que para qualquer conjunto {X1, · · · , Xr} de campos
vetoriais sobre M

< X1 ∧X2 ∧ · · · ∧Xr, f
∗β >p:=< f∗X1 ∧ · · · ∧ f∗Xr, β >f(p),

com p ∈M .

Se β ∈ Λ0(N), de�nimos

f ∗β := β ◦ f ∈ Λ0(M).

Como já vimos anteriormente, a aplicação f ∗ se distribui sobre o produto exte-
rior, isto é, para ω, η ∈ Λ(N)

f ∗(ω ∧ η) = f ∗ω ∧ f ∗η.

Teorema 2.5 Seja f : M −→ N uma função diferenciável entre as variedades
diferenciáveis M e N . Então, a aplicação induzida f ∗ : Λ(N) −→ Λ(M) comuta
com a derivada exterior d, isto é

f ∗ ◦ d = d ◦ f ∗ : Λ(N) −→ Λ(M)

em outras palavras, o diagrama comuta

Λ(N) d //

f∗

��

Λ(N)

f∗

��
Λ(M) d // Λ(M)

.

Demonstração.
Desde que f ∗ e d são lineares. só precisamos mostrar que f ∗ ◦ d = d ◦ f ∗ para
monômios.

Suponhamos que β ∈ Λ0(M), escolha um campo vetorial diferenciável X tan-
gente a M , então

< X, f ∗(dβ) > = < f∗X, dβ >

= f∗X(β)

= X(β ◦ f)

= < X, d(f ∗β) >,
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logo
f ∗(dβ) = d(f ∗β).

Agora, se β = udv, com u, v : N −→ R diferenciáveis então

f ∗(dβ) = f ∗(du ∧ dv)

= f ∗du ∧ f ∗dv
= d(f ∗u) ∧ d(f ∗v)

= d(f ∗u.d(f ∗v))

= d(f ∗(u · dv))

= d(f ∗(β)).

Assumamos agora que (2.2) vale para formas diferenciáveis de grau menor que r,
mostremos também que vale para r-formas exteriores diferenciáveis . Seja β um
monômio de grau r da forma

β = β1 ∧ β2,

onde β1 é uma 1-forma diferenciável exterior sobre N e β2 uma (r − 1)-forma
diferenciável exterior sobre N , então pela hipótese de indução

df ∗(β1 ∧ β2) = d(f ∗β1 ∧ f ∗β2)

= d(f ∗β1) ∧ f ∗β2 − f ∗β1 ∧ d(f ∗β2)

= f ∗(dβ1 ∧ β2)− f ∗(β1 ∧ β2)

= f ∗d(β1 ∧ β2).

demonstrando assim o teorema.
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2.3 Conexões

De�nição 2.3 Uma conexão sobre um �brado vetorial E é uma aplicação

∇ : Γ(E) −→ Γ(T ∗(M)⊗ E)

a qual satisfaz:

1. Para todo s1, s2 ∈ Γ(E), ∇(s1 + s2) = ∇s1 +∇s2.

2. Para s ∈ Γ(E) e α ∈ C∞(M), ∇(αs) = dα⊗ s+ α∇s.
♦

Suponhamos que X é um campo vetorial diferenciável tangente aM e s ∈ Γ(E),
seja

∇Xs =< X,∇s > (2.3)

onde <,> representa a relação entre T (M) e T ∗(M), assim ∇X é uma seção de E,
chamada o Quociente Diferencial Absoluto ou a Derivada Covariante da seção s
ao longo de X.

Observações 2.1 Dado (2.3), podemos associar

∇ : Γ(TM)× Γ(E) −→ Γ(E)
(X, s) −→ ∇Xs =< X,∇s > .

Proposição 2.1 Sejam X, Y dois campos vetoriais diferenciáveis tangentes sobre
M , s1, s2, s seções de E, e α ∈ C∞(M), então

1. ∇X+Y s = ∇Xs+∇Y s.

2. ∇αXs = α∇Xs.

3. ∇X(s1 + s2) = ∇Xs1 +∇Xs2.

4. ∇X(αs) = (Xα)s+ α∇Xs.

5. Se X1(p) = X2(p) com p ∈ M , então para qualquer seção s ∈ Γ(E) temos:
∇X1s(p) = ∇X2s(p).

Demonstração.
Ver ([1]).

Pela propriedade 5), podemos de�nir o quociente diferencial absoluto de uma
seção de E com respeito a um vetor tangente de M no ponto p, assim para X ∈
Tp(M) temos

∇X : Γ(E) −→ Ep = π−1(p)

com isto podemos concluir que, se os valores das seções s1, s2 sobre uma curva
parametrizada em M que é tangente a X são os mesmos, então ∇Xs1 = ∇Xs2.
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"Localmente, uma conexão é dada por um conjunto de 1-formas diferen-
ciáveis" ; em efeito, consideremos um entorno coordenado (U, ui) de M e escolha
q-seções diferenciáveis sα, 1 ≤ α ≤ q de E sobre U tais que sejam linearmente
independentes em U . Tal conjunto de q-seções é chamado um referencial local de
E em U .

Em todo ponto p ∈ U , temos associado o conjunto {dui ⊗ sα; 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤
α ≤ q}, que é uma base do espaço tensorial T ∗p (M)⊗ Ep. Como ∇sα é uma seção
local sobre U do �brado T ∗(M)⊗ Ep, podemos escrever

∇sα =
∑

1≤i≤m
1≤β≤q

Γβαidu
i ⊗ sβ,

onde, os Γβαi são funções diferenciáveis sobre U .

Denotemos por
ωβα =

∑
1≤i≤m

Γβαidu
i,

assim obtemos

∇sα =

q∑
β=1

ωβα ⊗ sβ. (2.4)

Para simpli�car os cálculos vamos introduzir uma notação matricial, assim de-
notemos por

S =


s1

s2
...
sq

 ,

a matriz coluna onde os si são os referenciais locais, e seja

ω =

 ω1
1 · · · ωq1

. . .
ωq1 · · · ωqq


então, (2.4) pode ser expressado por

∇S = ω ⊗ S,

onde a ω é chamada a Matriz da Conexão e depende da escolha do referencial local.

Se S
′
=

 s
′
1
...
s
′
q

 é um outro referencial local sobre U , então

S
′
= AS, A =

 a1
1 · · · a1

q
. . .

a1
q · · · aqq

 ,
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onde os aij : U −→ R são diferenciáveis e detA 6= 0, e suponhamos que a matriz da
conexão ∇ com respeito ao referencial local S

′
seja ω

′
, então

∇S ′ = ∇(A · S)

= dA⊗ S + A · ∇S
= (dA+ A · ω)⊗ S
= (dA+ A · ω)⊗ A−1 · S ′

= (dA · A−1 + A · ω · A−1)⊗ S ′ ,

�nalmente
ω
′
= dA · A−1 + A · ω · A−1, (2.5)

esta é a Fórmula de Transformação para uma matriz de conexão com respeito a
uma mudança de referenciais locais.

Seja agora {U,W, · · · } um cubrimento coordenado para M . Sobre cada U �xe
um referencial local SU de E e assine uma matriz ωU de ordem q × q de 1-formas
diferenciais as quais satisfazem a fórmula de transformação (2.5) quando as vizin-
hanças coordenadas correspondentes se interceptam, i.e.,se sobre U ∩W 6= ∅ temos
que

SW = AWU · SU ,
onde AWU é uma matriz de ordem q × q de funções diferenciáveis sobre U ∩W ,
então

ωW = dAWU · A−1
WU + AWU · ωU · A−1

WU . (2.6)

Então, "existe uma conexão ∇ sobre E cuja representação matricial sobre cada U
do cubrimento coordenado é exatamente ωU". (Ver[1]).

Teorema 2.6 Sempre existe uma conexão sobre um Fibrado vetorial.

Demonstração.
Escolha um cubrimento coordenado {Uα}α∈A de M . Como localmente as funções
ϕUα : Uα × Rq −→ π−1(Uα) são difeomor�smos, então podemos observar que
os �brados vetoriais são localmente triviais (ou seja da forma Uα × Rq), assim
podemos assumir que existe um referencial local Sα para cada Uα, α ∈ A, logo,
pela estrutura local das conexões precisamos só construir uma matriz ωα de ordem
q × q para cada Uα tais que as matrizes construídas satisfazem (2.5) com respeito
a uma mudança de referenciais locais.

Podemos assumir, sem perda de generalidade, que {Uα}α∈A é localmente �nito,
e seja {gα}α∈A uma partição da unidade subordinada a {Uα}α∈A, tal que suppgα ⊂
Uα, então, quando Uα ∩ Uβ 6= ∅, existe uma matriz Aαβ de funções diferenciáveis
sobre Uα ∩ Uβ tal que

Sα = Aαβ · Sβ,
com detAαβ 6= ∅.
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Para cada α ∈ A, escolha uma matriz φα de ordem q×q de 1-formas diferenciais
sobre Uα, seja então

ωα =
∑
β∈A

gβ · (dAαβ · A−1
αβ + Aαβ · φβA−1

αβ),

onde, a soma sobre os termos β tais que Uβ ∩ Uα = ∅, são zeros, assim ωα é uma
matriz de 1-formas diferenciais sobre Uα.

Agora necessitamos mostrar que, sobre Uα ∩ Uβ 6= ∅ temos

ωα = dAαβ · A−1
αβ + Aαβ · ωβ · A−1

αβ .

Observe primeiro que se Uα ∩ Uβ ∩ Uγ 6= ∅, temos

Aαβ · Aβγ = Aαγ,

assim, sobre Uα ∩ Uβ 6= ∅ temos

Aαβ · ωβ · A−1
αβ = Aαβ · (

∑
γ

Uγ∩Uβ∩Uα 6=∅

gγ · (dAβα · A−1
βγ + Aβγ · φγ · A−1

βγ )A−1
αβ)

=
∑
γ

Uγ∩Uβ∩Uα 6=∅

gγ · (Aαβ · dAβα · A−1
βγ · A

−1
αβ + Aαβ · Aβγ · φγ · A−1

βγ · A
−1
αβ),

como
Aαβ · Aβγ = Aαγ, (2.7)

então
Aαβ · ωβ · A−1

αβ =
∑
γ

gγ · (Aαβ · dAβγ · A−1
αγ + Aαγ · φγ · A−1

αγ ).

Também de (2.7), obtemos

dAαβ · Aβγ + Aαβ · dAβγ = dAαγ,

e daqui
Aαβ · dAβγ = dAαγ − dAαβ · Aβγ,

logo

Aαβ · ωβ · A−1
αβ =

∑
γ

gγ · ((dAαγ − dAβγ · Aβγ) · A−1
αγ + Aαγ · φγ · A−1

αγ )

=
∑
γ

gγ · (dAαγ · A−1
αγ + Aαγ · φγ · A−1

αγ )−
∑
γ

gγ · dAαβ · A−1
αβ

= ωα −
∑
γ

dAαβ · A−1
αβ ,

portanto
Aαβ · ωβ · A−1

αβ = ωα − dAαβ · A−1
αβ ,
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ou equivalentemente

ωα = Aαβ · ωβ · A−1
αβ + dAαβ · A−1

αβ ,

concluindo assim a nossa demonstração.

No caso particular em que φβ = 0 então obtemos uma conexão ∇ sobre E cuja
matriz de conexão sobre Uα é

ωα =
∑
β

gβ · (dAαβ · A−1
αβ).

Teorema 2.7 Seja ∇ uma conexão sobre um �brado vetorial E, e p ∈ M , então,
existe um referencial local S em um entorno coordenado de p tal que a matriz de
conexão correspondente, ω, é zero no ponto p.

Demonstração.
Ver([1]).



Capítulo 3

Derivação em Variedades

No capítulo anterior demonstramos a existência de uma conexão sobre uma var-
iedade, aliás existe uma conexão em particular no caso que a variedade seja Rie-
manniana, a conexão a�m, a qual nós permite derivar funções, formas diferenciais,
sobre variedades.

No començo introduziremos conceitos básicos de geometria Riemanniana, con-
siderando os resultados da existência de uma conexão a�m e as equações estruturais
de Cartan, sem demonstração.

3.1 Tópicos em Geometria Riemanniana

Consideremos M uma variedade Riemanniana n-dimensional e G um campo ten-
sorial covariante simétrico de posto 2 localmente expressada por

G = gijdu
i ⊗ duj,

onde (U, ui) é um sistema local de coordenadas.

No caso que G é não degenerado e de�nida positiva, então é chamado um
Tensor Métrico de M e neste caso M é chamada uma Variedade Riemanniana.

Dado um campo referencial local S =

 s1
...
sn

 , então a conexão em uma

variedade pode ser expressado localmente por

∇S = ω ⊗ S,

onde ω = (ωjj ) é a matriz de conexão e os ωij são 1-formas diferenciáveis.

Uma conexão ∇ se diz que é compatível com a métrica G se

∇G = 0,

33
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ou equivalentemente
dG = ω ·G+G · ωt

onde ω =

 ω1
1 · · · ωn1

. . .
ω1
n · · · ωnn

 , G = [gij].

Uma conexão se diz de Livre Torsão se

T (X, Y ) = ∇XY −∇YX − [X, Y ] = 0, ∀X, Y ∈ Γ(T (M)).

O teorema fundamental diz que existe uma única conexão de livre torsão
compatível com a métrica sobre M chamada a Conexão de Levi-Civita.

De�nimos, para cada X, Y ∈X(M) , a curvatura

R(X, Y ) : X −→ X

R(X, Y ) · Z = ∇Y∇XZ −∇X∇YZ −∇[X, Y ]Z

a qual vem associada da matriz curvatura

Ω = dω − ω ∧ ω, (3.1)

onde ω é a matriz da conexão ∇ e

R(X, Y ) · Z =
n∑

α,β=1

λα < X ∧ Y,Ωβ
α > ·eβ

com Z =
∑n

α=1 λ
α · eα, e Ω = (Ωβ

α), sendo os {e1, · · · , en} um campo referencial
local linearmente independente, e {ω1, · · · , ωn} o seu campo referencial dual, então

ωi(ej) = δij.

As equações estruturais de Cartan indicam que existe uma única matriz de
conexão (ωij) sobre T

∗(M) tal que{
dωi = ωij ∧ ωj
ωij + ωji = 0.

Com respeito a (3.1) temos a segunda equação estrutural de Cartan

dωij = ωik ∧ ωkj + Ωij.

Nosso caso podemos escrever

ωij = gilω
l
j = ωij

Ωij = Ωk
i gkj,
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com

Ωij =
1

2
Rijklωl ∧ ωk,

sendo
Rijkl =< R(ei, ej)el, ek > .

Se consideramos uma subvariedade Nm ↪→ Mn, e {e1, · · · , en} referencial local
ortonormal de M tal que {e1, · · · , em} são ortonormais a N , então de�nimos a
segunda forma fundamental

−
−→
II(X, Y ) = (∇XY )n, X, Y ∈X(M) ,

onde ∇ é a conexão de M , e (·)n indica a componente normal a N , ou também
podemos expressar

−
−→
II(X, Y ) = ∇XY −∇N

XY.

onde ∇N é a conexão sobre N gerada pela restrição da métrica G sobre N .

Por outro lado temos que

(∇ei)(ek) = (ωij ⊗ ej)(ek)
= ωij(ek) · ej,

assim

ωij(ek) = < (∇ei)(ek), ej >
ωij(ek) = < ∇ekei, ej > . (3.2)

Como os ωij são 1-formas diferenciais, então temos que

ωνi = hνij · ωj, m+ 1 ≤ ν ≤ n,

daqui
ωνi(ej) = hνij,

pois ωj(ej) = 1, e por (3.2), dado que a conexão é compatível com a métrica, temos

< ∇ejeν .ei > = ej < ei, eν > − < eν ,∇ejei >

= < −∇ejei, eν >

= <
−→
II(ei, ej), eν >, m+ 1 ≤ ν,

por tanto
hνij =<

−→
II(ei, ej), eν > .

Denotamos a curvatura seccional da seção gerada pelos vetores ei, ej por Rijij,
e a curvatura de Ricci por

Rij =
n∑
k=1

Rikjk.
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3.2 Derivadas de Ordem Superior

Considere f ∈ C∞(M), então a sua derivada exterior é dada por

∇f = df,

neste caso df pertence ao espaço T ∗(M), assim localmente podemos escrever

df = fiωi, (3.3)

onde fi ∈ C∞(M).

Para calcular a segunda derivada covariante , ∇2f , devemos ter em conta que
ele é um tensor simétrico do tipo (0, 2), a qual podemos representar da forma

∇2f = fijωj ⊗ ωi, (3.4)

onde os fij ∈ C∞(M).
Para obter a expressão dos fij observemos que da expresão dada em (3.3)

∇2f = ∇(fi · ωi)
= dfi ⊗ ωi + fi · ∇ωi
= dfi ⊗ ωi + fi · ωij ⊗ ωj
= (dfi + fj · ωji)⊗ ωi,

assim, comparando obtemos a relação

fijωj = dfi + fj · ωji,

por outro lado, também de (2.1), podemos diferenciar exteriormente e obter mais
uma relação

0 = dfi ∧ ωi + fi.dωi

= dfi ∧ ωi + fi.ωij ∧ ωj
= (dfi + fj.ωji) ∧ ωi
= fijωj ∧ ωi
=
∑
i<j

fijωj ∧ ωi +
∑
i>j

fijωj ∧ ωi

=
∑
i<j

(fij − fji)ωj ∧ ωi,

desde que os ωi ∧ ωj , com i < j é uma base , concluímos que

fij = fji, ∀i, j.

O tensor do tipo-(0, 2) simétrico dado por

fijωj ⊗ ωi,
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é chamado o Hessiano de f .

Tomando o traço do Hessiano , de�nimos o Laplaciano de f como sendo

4f = fii.

Observações 3.1 Para calcular os fij observe que

fij = fijωj(ej)

= dfi(ej) + fj.ωji(ej)

= dfi(ej) + fj < ∇eiej, ej >

logo
fij = dfi(ej) + fj < ∇ei , ej > .

De�nimos a terceira derivada covariante

∇3f = fijkωk ⊗ ωj ⊗ ωi, (3.5)

com fijk ∈ C∞(M). Novamente, para obter os valores dos fijk, derivamos covari-
antemente (3.4) e obtemos

∇3f = ∇(fijωj ⊗ ωi)
= dfij ⊗ ωj ⊗ ωi + fij∇ωj ⊗ ωi + fijωj ⊗∇ωi
= dfij ⊗ ωj ⊗ ωi + fijωjk ⊗ ωk ⊗ ωi + fijωj ⊗ ωik ⊗ ωk
= dfij ⊗ ωj ⊗ ωi + fikωkj ⊗ ωj ⊗ ωi + fijωj ⊗ ωik ⊗ ωk
= dfij ⊗ ωj ⊗ ωi + fikωkj ⊗ ωj ⊗ ωi + fkjωki ⊗ ωj ⊗ ωi
= (dfij + fikωkj + fkjωki)⊗ ωj ⊗ ωi,

comparando com (3.5) conseguimos a seguinte relação

fijkωk = dfij + fikωkj + fkjωki. (3.6)

Diferenciando exteriormente (3.4)

d(fijωj) = d(fjωji)

dfij ∧ ωj + fijdωj = dfj ∧ ωji + fidωji.

Daqui, e da primeira e segunda equações estruturais temos

0 = −dfij ∧ ωj − fijdωj + dfj ∧ ωji + fidωji

= −dfij ∧ ωj − fij(ωjk ∧ ωk) + dfj ∧ ωji + fi(ωjk ∧ ωki + Ωji)

= −(dfij + fikωkj) ∧ ωj + (dfj + fkωkj) ∧ ωji + fjΩji

= −(dfij + fikωkj) ∧ ωj + fjkωk ∧ ωji + fjΩji

= −(dfij + fikωkj + fkjωki) ∧ ωj + fjΩji

= −fijkωk ∧ ωj +
1

2
fjRjiklωl ∧ ωk,
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ou equivalentemente

0 = −fijkωk ∧ ωj +
1

2
fkRkijlωl ∧ ωj

= (−fijk +
1

2
flRlijk)ωk ∧ ωj

=
∑
k<j

(−fijk +
1

2
flRlijk)ωk ∧ ωj +

∑
k>j

(−fijk +
1

2
flRlijk)ωk ∧ ωj

=
∑
k<j

(−fijk +
1

2
flRlijk + fikj −

1

2
flRlikj)ωk ∧ ωj.

Como os ωk ∧ ωj, com k < j são linearmente independentes, igualamos cada com-
ponente da ultima expressão a zero, e daqui

fijk − fikj =
1

2
fl(Rlijk −Rlikj)

= flRlijk,

obtendo �nalmente a identidade de Ricci

fijk − fikj = flRlijk.

Em particular, considerando i = k na identidade de Ricci,

fiji − fiij = fjRliji,

e somando com respeito a i, com 1 ≤ i ≤ n, temos

fiji − fiij = flRlj,

ou
n∑
i=1

(fiji − fiij) = fjRlj.
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3.3 Derivadas de r-formas exteriores

Seja ω ∈ Λr(M), assim podemos escrever

ω = ai1...irωi1 ∧ · · · ∧ ωir , (3.7)

de�nimos a sua derivada covariante como sendo

∇ω = ai1...ir,jωj ∧ ωi1 ∧ · · · ∧ ωir (3.8)

que é uma r + 1-forma exterior, com 1 ≤ j ≤ n e I = {i1, · · · , ir} ⊆ {1, · · · , n} tal
que os ωi1 ∧ · · · ∧ ωir formam uma base de Λr(M).
Derivando exteriormente (3.7) temos

dω = d(aI · ωI)
= daI ∧ ωI + aI(−1)αωi1 ∧ · · · ∧ dωiα ∧ · · · ∧ ωir
= daI ∧ ωI + aI(−1)αωi1 ∧ · · · ∧ (ωiαjα ∧ ωjα) ∧ · · · ∧ ωir
= daI ∧ ωI + aIωiαjα ∧ ωi1 ∧ · · · ∧ ωjα ∧ · · · ∧ ωir
= (daI + ai1···jα···irωjαiα) ∧ ωI .

Assim de�nimos a derivada covariante dos ai1···ir,j via a relação

n∑
j=1

ai1···ir,jωj = dai1···ir +
∑

1≤α≤r
jα

ai1···jα···irωjαiα . (3.9)

De maneira análoga, obtemos uma relação para (r − 1)-formas exteriores

ai1···ir−1,jωj = dai1···ir−1 + ai1···jα···ir−1ωjαiα . (3.10)

Vejamos agora um caso particular. Para n = 2, seja ω = aω1 ∧ ω2, então a sua
derivada covariante tem a forma

∇ω = a,jωj ∧ ω1 ∧ ω2, 1 ≤ j ≤ 2,

onde
2∑
j=1

a,jωj = da+ a(
∑

1≤α≤2
jα

ωjαiα)

= da+ a(
2∑

i,j=1

ωji)

= da+ a(ω11 + ω12 + ω21 + ω22),

com isto

a,j = a,jωj(ej)

= da(ej) + a(ω11(ej) + ω12(ej) + ω21(ej) + ω22(ej)),
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desta maneira obtemos uma expressão simples da derivada covariante.

Derivando exteriormente (3.10), obtemos

dai1···ir−1,j ∧ wj + ai1···ir−1,jdωj = dai1···jα···ir−1 ∧ ωjαiα + ai1···jα···ir−1dωjαiα
dai1···ir−1,j ∧ ωj + ai1···ir−1,kωkj ∧ ωj = dai1···jα···ir−1 ∧ ωjαiα + ai1···jα···ir−1(ωjαk ∧ ωkiα)

+ai1···jα···ir−1Ωjαiα

= dai1···jα···ir−1 ∧ ωjαiα + ai1···jα···ir−1(ωjαk ∧ ωkiα)

+
1

2
ai1···jα···ir−1Rjαiαklwl ∧ wk.

Por um lado temos

dai1···ir−1,j ∧ ωj + ai1···ir−1,kωkj ∧ ωj = ai1···ir−1,jkωk ∧ ωj − ai1···kα···ir−1,jωkαiα ∧ ωj
= ai1···ir−1,jkωk ∧ ωj + ai1···kα···ir−1,jωj ∧ ωkαiα
= ai1···ir−1,jkωk ∧ ωj +

(dai1···kα···ir−1 + ai1···jν ···kα···ir−1ωjν iν ) ∧ ωkαiα
= ai1···ir−1,jkωk ∧ ωj + dai1···kα···ir−1 ∧ ωkαiα +∑

ν 6=α

ai1···jνkα···ir−1ωjν iν ∧ ωkαiα +

ai1···jν ···kα···ir−1ωjν iν ∧ ωkαiα
= ai1···ir−1,jkωk ∧ ωj + dai1···kα···ir−1 ∧ ωkαiα +∑

ν 6=α

ai1···jνkα···ir−1ωjν iν ∧ ωkαiα +

ai1···jα···iα···ir−1ωjαkα ∧ ωkαiα
= ai1···ir−1,jkωk ∧ ωj + dai1···kα···ir−1 ∧ ωkαiα +∑

ν 6=α

ai1···jνkα···ir−1ωjν iν ∧ ωkαiα +

ai1···jα···ir−1ωjαiα ∧ ωkαiα ,

comparando as duas últimas equações temos

ai1···ir−1,jkωk ∧ ωj +
∑
ν 6=α

ai1···jν ···kα···ir−1ωjν iν ∧ ωkαiα =
1

2
Rjαiαlkai1···jα···ir−1ωk ∧ ωl,
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observe que a expressão
∑

ν 6=α ai1···jν ···kα···ir−1ωjν iν ∧ωkαiα é identicamente zero pois∑
ν 6=α

ai1···jν ···kα···ir−1ωjν iν ∧ ωkαiα =
∑
ν<α

ai1···jν ···kα···ir−1ωjν iν ∧ ωkαiα +∑
ν>α

ai1···jν ···kα···ir−1ωjν iν ∧ ωkαiα

=
∑
ν<α

ai1···jν ···kα···ir−1ωjν iν ∧ ωkαiα +∑
ν<α

ai1···jα···kν ···ir−1ωjαiα ∧ ωkν iν

=
∑
ν<α

ai1···jν ···kα···ir−1ωjν iν ∧ ωkαiα −∑
ν<α

ai1···jα···kν ···ir−1ωkν iν ∧ ωjαiα

=
∑
ν<α

ai1···jν ···kα···ir−1ωjν iν ∧ ωkαiα −∑
ν<α

ai1···kα···jν ···ir−1ωjν iν ∧ ωkαiα

= 0,

com isto,

ai1···ir−1,jkωk ∧ ωj =
1

2
Rjαiαlkai1···jα···ir−1ωk ∧ ωl,

o que implica a seguinte igualdade

ai1···ir−1,lk − ai1···ir−1,kl = Rjαiαlkai1···jα···ir−1 .

Similarmente, para r-formas temos

ai1···ir,jk − ai1···ir,kj = Rlαiαjkai1···lα···ir .



Capítulo 4

Método de Bochner

Neste capítulo tem como fundamento estudar o operador Laplaciano ∆ sobre
uma variedade Riemanniana, e observar que o seu estudo dá informação sobre a
topologia da variedade.

Teremos como principais resultados o Teorema de Decomposição de Hodge e o
Método de Bochner, os quais em combinação nós da informação dos números de
Betti, que é uma ferramenta topológica.

Na Seção 4.2, demonstraremos que as de�nições dadas por K. Kodaira e Hodge
com respeito a uma r-forma harmônica são equivalentes.

Na Seção 4.4 conheceremos como é que o Método de Bochner é aplicado a os
números de Betti.

4.1 O Operador Estrela

Seja {ω1, · · · , ωn} uma base ortonormal positiva, de 1-formas exteriores sobre a
variedade Riemanniana M . De�nimos o operador linear estrela (∗) ou operador de
Hodge como sendo

∗ : Λr(M) −→ Λn−r(M)

∗(ωi1 ∧ · · · ∧ ωir) := sgn(σ(I, Ic))ωir+1 ∧ · · · ∧ ωn,

onde σ(I, Ic), denota a permutação

(i1, · · · , ir, ir+1, · · · , in) ↪→ (1, · · · , n).

Em base a esta de�nição obtemos as seguintes propriedades do operador ∗,

∗(1) = ω1 ∧ · · · ∧ ωn

∗(ω1 ∧ · · · ∧ ωn) = 1,

aliás podemos mostrar que

∗(Aω1 ∧ · · · ∧ Aωn) = (detA) ∗ (w1 ∧ · · · ∧ wn),

42
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isto signi�ca que o operador ∗ independe da base positiva escolhida.

Como conseqüência imediata da de�nição temos os seguintes lemas enunciados
sem demonstração

Lema 4.1 Temos ∗∗ = (−1)r(n−r) : Λr(M) −→ Λr(M).

Lema 4.2 Para ω, v ∈ Λr(M) temos

< v, ω >= ∗(ω ∧ ∗v) = ∗(v ∧ ∗ω).

Lema 4.3 Seja v1, · · · , vn uma outra base arbitraria positiva de T ∗(M), então

∗(1) =
1√

det(< vi, vj >)
v1 ∧ · · · ∧ vn.

Se supormos M orientável,considerando coordenadas locais, então escolhendo
os vetores ∂

∂x1 , · · · , ∂
∂xn

como uma base positiva, podemos expressar

∗(1) =
√

det(gij)dx
1 ∧ · · · ∧ dxn.

A esta expressão chamamos Forma de Volume

vol(M) =

∫
M

∗(1).

Com isto, sobre Λr(M), podemos de�nir um produto escalar

(α, β) =

∫
M

< α, β > ∗(1)

=

∫
M

α ∧ ∗β,

assim de�nida, (, ) é bilinear e positiva de�nida.

De�nição 4.1 Se ω é uma r-forma então de�nimos

δω = (−1)n(r+1)+1 ∗ d ∗ ω.

♦

Lema 4.4 Se M é compacto, então o operador δ é o operador adjunto de d com
respeito ao produto escalar ( , ), i.e.∫

M

< dω, η >=

∫
M

< ω, δη >,

para todo ω ∈ Λr−1(M), η ∈ Λr(M).
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Demonstração.
Observe primeiro que por de�nição do operador ∗ temos

∗ ∗ (ωi1 ∧ · · · ∧ ωir) = ∗{sgn(σ(I, Ic))ωir+1 ∧ · · · ∧ ωin}
= sgn(σ(Ic, I)) · sgn(σ(I, Ic))ωi1 ∧ · · · ∧ ωir ,

por outro lado
sgn(σ(I, Ic)) = (−1)(n−r)rsgn(σ(I, Ic)),

e assim por linearidade obtemos

∗ ∗ ω = (−1)(n−r)rω, ∀ω ∈ Λr(M).

Observe também que

(ωi1 ∧ · · · ∧ ωir) ∧ ∗(ωi1 ∧ · · · ∧ ωir) = sgn(σ(I, Ic))ωi1 ∧ · · · ∧ ωir ∧ ωir+1 ∧ · · · ∧ ωin
= ω1 ∧ · · · ∧ ωn.

Se ω = aIωI e θ = bIωI então por linearidade

ω ∧ ∗θ = (aIωI) ∧ ∗(bIωI)
= aIbIωI ∧ ∗(ωI)
= aIbIω1 ∧ · · · ∧ ωn
= < ω, θ > dV.

Agora, se ω ∈ Λr−1(M) e η ∈ Λr(M), então

< dω, η > = dω ∧ ∗η
= d(ω ∧ ∗η) + (−1)rω ∧ d ∗ η
= d(ω ∧ ∗η) + (−1)r · (−1)(n−r+1)(r−1)ω ∧ ∗ ∗ (d ∗ η),

mas

(−1)r+(n−r+1)(r−1) = (−1)nr+n+1

= (−1)n(r+1)+1,

logo

< dω, η > = d(ω ∧ ∗η) + ω ∧ ∗(δη)

= d(ω ∧ ∗η)+ < ω, δη >;

integrando obtemos∫
M

< dω, η >=

∫
M

d(ω ∧ ∗η) +

∫
M

< ω, δη > .

Finalmente, pelo teorema de Stoke's, ver ([1]), concluímos que∫
M

< dω, η >=

∫
M

< ω, δη > .
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4.2 O Laplaciano

Lembremos que temos dois operadores

d : Λr(M) −→ Λr+1(M)

e
δ : Λr+1(M) −→ Λr(M),

com a relação
(α, dβ) = (δα, β),

onde α ∈ Λr+1(M), β ∈ Λr(M).

Uma forma ω é chamada harmônica se for fechada e co-fechada (i.e dω = o
e δω = 0), esta é a de�nicição dada por Hodge; mas K. Kodaira por outro
lado, chama a uma forma ω, harmônica, se ∆ω = 0, onde ∆ é o operador
Laplace-Beltrami −dδ − δd.

Neste capítulo demonstraremos, na proposição (3.2), a equivalência das duas
de�nições anteriores.

Considerando α, β formas exteriores de grau r e r + 1 respectivamente, então,
pelo teorema de Stoke's ∫

M

d(α ∧ ∗β) = 0,

daqui ∫
M

dα ∧ ∗β = (−1)r−1

∫
M

α ∧ d ∗ β,

ou equivalentemente
(dα, β) = (α, δβ).

De maneira análoga podemos observar que se β é uma p− 1-forma então

(α, dβ) = (δα, β).

Com tudo isto podemos enunciar o seguinte resultado: "Para que uma forma
exterior α seja fechada é necessário e su�ciente que seja ortogonal a todas as
formas co-exatas de grau r."

De fato, esta condição é necessária pois se dα = 0 então (α, δβ) = 0 para todo
β ∈ Λr+1(M). Suponhamos agora que α é ortogonal a todas as r- formas co-exatas
, então (α, δdα) = 0 e daqui (dα, dα) = 0, o que implica dα = 0.

Analogamente podemos a�rmar que : "Para que uma forma exterior seja
co-fechada é necessário e su�ciente que seja ortogonal a todas as formas exatas".
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Das duas a�rmações anteriores podemos concluir que se α e β são duas
r-formas com α exata e β co-exata , então (α, β) = 0.

De�nição 4.2 O Operador de Laplace-Beltrami sobre Λr(M) é de�nido por

∆ := −dδ − δd : Λr(M) −→ Λr(M)

Uma r-forma exterior ω é chamada harmônica se ∆ω = 0. ♦

Proposição 4.1 O Operador Laplaciano ∆ é auto-adjunto, i.e.

(∆α, β) = (α,∆β),

para todo α, β ∈ Λr(M).

Proposição 4.2 Seja α ∈ Λr(M) então

∆α = 0⇐⇒ dα = 0 e δα = 0.

Demonstração.
Pela mesma de�nição, é claro que se dα = 0 e δα = 0 então ∆α = 0.

Reciprocamente, se ∆α = 0, então, da identidade

(∆α.α) = ((dδ + δd)α, α)

= (δα, δα) + (dα, dα),

e pela hipótesse temos que, a expressão acima é zero, e como (δα, δα) + (dα, dα) é
não negativa, eles são nulos quando dα = 0 e δα = 0.

Corolario 4.1 Sobre uma variedade Riemanniana compacta e conexa, toda apli-
cação harmônica é constante.

Exemplo 2 : Suponhamos agora que f : Rn −→ R é uma aplicação diferenciável,
assim temos

df =
∂f

∂xi
dxi.

Mostremos que neste caso a de�nição do operador Laplaciano-Beltrami coincide
com o Laplaciano em Rn, para isso escolha ϕ = ϕidx

i com suporte compacto,
assim

∗ϕ =
n∑
i=1

(−1)i−1ϕidx
1 ∧ · · · ∧ d̂xi ∧ · · · ∧ dxn,

logo

(df, ϕ) =

∫
Rn

∂f

∂xi
ϕidx

1 · · · dxn,
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mas
∂

∂xi
(fϕi) =

∂f

∂xi
ϕi + f · ∂ϕi

∂xi
,

assim, desde que ϕ tem suporte compacto

(df, ϕ) = −
∫

Rn
f · ∂ϕi

∂xi
dx1 ∧ · · · ∧ dxn

segue-se que

δϕ = −∂ϕi
∂xi

= −divϕ.

�nalmente obtemos que

∆f = −δdf =
n∑
i=1

∂2f

(∂xi)2
= div(gradf).

Logo, o operador Laplaciano coincide com o usual em Rn.

Exemplo 3 : Suponhamos agora que temos uma aplicação diferenciável f : M −→
R e seja, ϕ : M −→ R uma aplicação diferenciável com suporte compacto, e
denotemos por g = det gij com (gij) a métrica Riemanniana de M e (gij) a sua
matriz inversa (que de�ne uma métrica em T ∗(M)); assim∫

M

∆f · ϕ√gdx1 ∧ · · · ∧ dxn = (∆f, ϕ)

= −(df, dϕ)

= −
∫
M

< df, dϕ > ∗(1)

= −
∫
M

<
∂f

∂xi
dxi,

∂vϕ

∂xi
dxi > ∗(1)

= −
∫
M

gij
∂f

∂xi

∂ϕ

∂xj

√
gdx1 · · · dxn

=

∫
M

1
√
g

∂

∂xi
(
√
ggij

∂f

∂xi
)ϕ
√
gdx1 · · · dxn,

como isto vale para todo ϕ ∈ C∞(M) com suporte compacto, segue-se que

∆f =
1
√
g

∂

∂xi
(
√
ggij

∂f

∂xi
),

o que queríamos demonstrar.
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Agora calculemos o Laplaciano para r-formas exteriores, para isso seja ω = aIωI
com I = {i1, · · · , ir} e ωI = ωi1 ∧ · · · ∧ ωir , 1 ≤ i1 < · · · < ir ≤ n, assim então

dω = aI,jωj ∧ ωI
=

∑
i1<···<ir+1

∑
σ(i1,··· ,ir+1)

sgn(σ)aσωi1 ∧ · · · ∧ ωir+1 ,

onde σ(i1, · · · , ir+1) denota a permutação do conjunto {i1, · · · , ir+1}.

Agora calculemos δω, para isso chamemos de

β = ∗ω
= ai1···irsgn(σ(I, Ic))ωir−1 ∧ · · · ∧ ωin .

Denotemos por
bk1···kn−r = sgn(σ(I, Ic))ai1···ir ,

se k = (k1, · · · , kn−r) = (ir+1, · · · , in) = Ic, então podemos escrever

β = bKωK .

Derivando exteriormente

dβ = bK,jωj ∧ ωK
= (dbk1···kn−r + bk1···jθ···kn−rωjθkθ) ∧ ωK , 1 ≤ θ ≤ n− r.

Por outro lado

dβ = d(∗ω)

= sgn(σ(I, Ic))dai1···ir ∧ ωir+1 ∧ · · · ∧ ωin + bk1···jθ···kn−rωjθkθ ∧ ωK ,

e dada a fórmula
ai1···ir,jωj = dai1···jα···ir + ai1···jα···irωjαiα ,

obtemos

dβ = sgn(σ(I, Ic))ai1···irωj ∧ wir+1 ∧ · · · ∧ ωin −
sgn(σ(I, Ic))ai1···jα···irωjαiα ∧ ωir+1 ∧ · · · ∧ ωin

+bk1···jθ···kn−rωjθkθ ∧ ωir+1 ∧ · · · ∧ ωin
= sgn(σ(I, Ic))ai1···iα···irωiα ∧ wir+1 ∧ · · · ∧ ωin −

sgn(σ(I, Ic))ai1···jα···irωjαiα ∧ ωir+1 ∧ · · · ∧ ωin
+bk1···jθ···kn−rωjθkθ ∧ ωir+1 ∧ · · · ∧ ωin .
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Pela de�nição dos bK , a�rmamos que

bk1···iα···kn−r = 0,

no caso que jθ = iα, para algum α; isto é claro desde que

bk1···iα···kn−r = sgn(σ(i1 · · · kθ · · · ir; k1 · · · iα · · · kn−r))ai1···kθ···ir
= −sgn(σ(i1 · · · ir; in−r · · · in))ai1···jα···ir
= −bk1···jθ···kn−r ,

logo
bk1···jθ···kn−r = 0

�nalmente concluímos que

dβ = sgn(σ(I, Ic))ai1···iα···ir,iαωiα ∧ ωir+1 ∧ · · · ∧ ωin ,

e daqui

∗dβ = sgn(σ(I, Ic))sgn(σ(iα, ir+1, · · · , in, i1, · · · îα, · · · , ir))
×ai1···iα···ir,iαωi1 ∧ · · · ∧ ω̂iα ∧ · · · ∧ ωir

= (−1)n−α+r(n−r)ai1···irωi1 ∧ · · · ∧ ω̂iα ∧ · · · ∧ ωir ;

então

δω = (−1)n(r+1)+1 ∗ dω
=
∑

1≤α≤r

(−1)n(r+1)+1+n−α+r(n+r)ai1···ir,iαωi1 ∧ · · · ∧ ω̂iα ∧ · · · ∧ ωir

=
∑

1≤α≤r

(−1)α+r2+1ai1···ir,iαωi1 ∧ · · · ∧ ω̂iα ∧ · · · ∧ ωir ,

agora, pela de�nição

−∆ω = δdω + dδω

= δ(ai1···ir,jωj ∧ ωi1 ∧ · · · ∧ ωir) + d((−1)α+r2+1ai1···ir,iαωi1 ∧ · · · ∧ ω̂iα ∧ · · · ∧ ωir)
= (−1)α+(r+1)2+1ai1···ir,jiαωj ∧ ωi1 ∧ · · · ∧ ω̂iα ∧ · · · ∧ ωir +

(−1)α+(r+1)2+1ai1···ir,iαjωj ∧ ωi1 ∧ · · · ∧ ω̂iα ∧ · · · ∧ ωir
= (−1)α+(r+1)2+1ai1···ir,jiαωj ∧ ωi1 ∧ · · · ω̂iα ∧ · · · ∧ ωir +

(−1)α+r2+1ai1···ir,jjωj ∧ ωi1 ∧ · · · ∧ ω̂iα ∧ · · · ∧ ωir +

(−1)α+r2+1

ai1···ir,iαjωj ∧ ωi1 ∧ · · · ∧ ω̂iα ∧ · · · ∧ ωir
= (−1)(r+1)+(r+1)2+1ai1···ir,jiαωj ∧ ωi1 ∧ · · · ∧ ω̂iα ∧ · · · ∧ ωir +

(−1)(r+1)+(r+1)2+1ai1···ir,jjωi1 ∧ · · · ∧ ωir +

(−1)α+r2+1ai1···ir,iαjωj ∧ ω1 ∧ · · · ∧ ω̂iα ∧ · · · ∧ ωir .
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Por outro lado temos que

ai1···ir,iαj = ai1···ir,jiα +Rkβiβiαjai1···kβ ···ir .

Observe-se que

(−1)α+(r+1)2+1 = (−1)α+r2+2r+2 = (−1)α+r2 ,

e assim

−∆ω = ((−1)α+(r+1)2+1ai1···ir,jiα + (−1)α+r2+1ai1···ir,jiα + (−1)α+r2+1Rkβiβiαj) ·
ωj ∧ ωi1 ∧ · · · ∧ ω̂iα ∧ · · · ∧ ωir +

(−1)(r+1)+(r+1)2+1ai1···ir,jjωi1 ∧ · · · ∧ ωir ;

com isto

∆ω = (−1)α+r2Rkβiβiαjai1···kβ ···irωj ∧ ωi1 ∧ · · · ∧ ω̂iα ∧ · · · ∧ ωir +

(−1)(r+1)+(r+1)2+2ai1···ir,jjωiq ∧ · · · ∧ ωir ;

mas
(−1)(r+1)+(r+1)2 = (−1)r+1+r2+2r+1 = (−1)r(r+1) = 1,

e assim

∆ω = (−1)α+r2Rkβiβiαjai1···kβ ···irωj ∧ ωi1 ∧ · · · ∧ ω̂iα ∧ · · · ∧ ωir +

ai1···ir,jjωi1 ∧ · · · ∧ ωir
= −Rkβiβiαjai1···kβ ···irωj ∧ ωi1 ∧ · · · ∧ ω̂iα ∧ · · · ∧ ωir + aI,jjωI .

Seja
E(ω) := Rkβiβjαiαai1···kβ ···irωi1 ∧ · · · ∧ ωiα ∧ · · · ∧ ωir ,

e de�nimos o Operador Laplaciano de Bochner por

∇∗∇ω := aI,jjωI .

Logo, podemos observar que

∆ω = ∇∗∇ω − E(ω).

Observações 4.1 No caso que ω = f , uma aplicação diferenciável, então

∆f =
n∑
i=1

fii.

Neste caso E(f) = 0.

Observações 4.2 Se ω = aiωi é uma 1-forma, então

E(ω) = Rkijiakωj

= Rjkakωj.



4.3 Teorema de Decomposição de Hodge 51

4.3 Teorema de Decomposição de Hodge

Enunciaremos sem demonstração alguns teoremas importantes no desenvolvimento
desta teoría

De�nição 4.3 Seja
Hr = {ω ∈ Λr(M), ∆ω = 0}.

Os elementos de Hr são chamados r-formas harmônicas (seguindo a de�nição
dada por K. Kodaira). ♦

De�nição 4.4 Seja α uma r-forma exterior, então, ela é chamada fechada se
dα = 0; e se existe um η ∈ Λr−1(M) tal que dη = α, então α é chamada exata. ♦

De�nição 4.5 Duas formas fechadas α, β ∈ Λr(M) são chamadas cohomologas
se α− β é exata. ♦

Esta última de�nição determina uma relação de equivalência sobre o espaço de
formas fechadas em Λr(M). Assim o conjunto formado pelas classe de equivalência
é um espaço vetorial sobre R, chamado o p-ésimo grupo de cohomologia de Rham
e denotado por Hr

dR(M,R) ou simplesmente Hr(M).

Teorema 4.1 Seja M uma variedade Riemanniana compacta. Então toda classe
de cohomologia em Hr(M) (0 ≤ p ≤ n = dimM) contém precissamente uma forma
harmônica.

Demonstração.
Ver([5]).

Com este teorema podemos observar que existe um isomor�smo entre nossos
espaços Hr e Hr(M).

Teorema 4.2 (Hodge, Descomposição) Seja M uma variedade Riemanniana
compacta. Para cada inteiro r com 0 ≤ r ≤ n, Hr é �nito dimensional, e temos a
seguinte decomposição em soma direta do espaço Λr(M) de r-formas diferenciáveis
sobre M :

Λr(M) = ∆(Λr(M))⊕Hr

= dδ(Λr(M))⊕ δd(Λr(M))⊕Hr

= d(Λr−1(M))⊕ δ(Λr+1(M))⊕Hr;

além disso, a equação ∆ω = α possui uma solução ω ∈ Λr(M) se e somente se a
r-forma α é ortogonal ao espaço de r-formas harmônicas.

Demonstração.
Ver ([4]).
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4.4 Método de Bochner e Aplicações

Lembremos que

Hr
dR(M,R) =

Kerd

Imd
,

é a cohmologia de Rham, assim

dimHr
dR(M,R) = br(M),

é chamado o p-número de Betti.

Lema 4.5 (Bochner) Seja ω =
∑

I aIωI uma r-forma sobre M , então

∆|ω|2 = 2 < ∆ω, ω > +2|∇ω|2 + 2 < E(ω), ω > . (4.1)

Demonstração.
Temos que a norma de ω é da forma

|ω|2 =
∑
I

a2
I .

Escolha um referencial ortonormal dual em um entorno de p ∈M por translação
paralela de um referencial ortonormal {e1, · · · en} no ponto p. Daqui, neste ponto
temos que ωij = 0, pois

0 = ∇ei = ωij ⊗ ej,

então

0 = ωij ⊗ ej,

avaliando sobre (v, ωk) ∈ Tp(M)⊗ T ∗p (M), temos

= ωij(v)⊗ ej(ωk),
= ωij(v), ∀i, j ∈ {1, · · · , n}.

Aliás, ∇eiej = 0 ao longo da geodésica tangente a ei, o q implica que

∇ei(∇eiej) = 0,

no ponto p.

Calculando

∆|ω|2 = (a2
I)jj

= 2aI(aI)jj + 2((aI)j)
2.

Observe que em geral (aI)j 6= aI,j e (aI)jj 6= aI,jj, onde os termos da direita
denotam a diferenciação da aplicação aI e os termos do lado esquerdo denotam a
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diferenciação covariante de r-formas, mas, pela escolha de nosso referencial local
temos

(aI)j = daI(ej)

= aI,j − ai1···jα···irωjαiα(ej)

= aI,j,

no ponto p.

Analogamente

aI,jj = dai1···ir,j(ej)

= d[daI(ej) + ai1···jα···irωjαiα(ej)](ej)

= (aI)jj + ai1···jα···ir .ej(ωjαiα(ej));

por outro lado

ej(ωjαiα) = ej < ∇ejejα , eiα >

= < ∇ej∇ejejα , eiα > + < ∇ejejα ,∇ejeiα >

= 0.

no ponto p, e daqui

< ∇∗∇ω, ω > = < aI,jjωI , aIωI >

= aI(aI)jj,

e também

|∇ω|2 = |∇(aIωI)|2

= |(aI),jωj ∧ ωI |2

= (aI)
2
,j,

�nalmente

∆|ω|2 = 2aI(aI)jj + 2((aI)j)
2

= 2 < ∇∗∇ω, ω > +2|∇ω|2

= 2 < ∆ω, ω > +2|∇ω|2 + 2 < E(ω), ω >,

no ponto p ∈M .

Observe que os dois lados da igualdade independem do ponto p, assim, esta
igualdade é globalmente de�nida em todo M .
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Teorema 4.3 Seja M uma variedade Riemanniana compacta n-dimensional sem
bordo. Suponhamos que Rji ≥ 0, entao, qualquer 1-forma harmônica ω é paralela
(i.e ∇ω = 0) e R(ω, ω) = 0.

Em particular, isto implica que o primeiro número de Betti, b1(M), é ao mais
n. Além disso, se existe um ponto p ∈ M tal que a curvatura de Ricci é positiva,
então b1(M) = 0.

Demonstração.
Sejaω uma 1-forma harmônica, então pela fórmula de Bochner temos

∆|ω|2 = 2 < ∆ω, ω > +2|∆ω|2 + 2 < E(ω), ω >

= 2|∆ω|2 + 2 < Rjkajωk, aiωi >

= 2|∆ω|2 + 2Rjiajai.

Podemos de�nir

R(ω, ω) = Rjiajai

= < R(ej, ek)ek, ei > ajai

= < R(ajej, ek)ek, aiei >

= Ric(ajej, aiei)

= Ric(aiei, aiei);

assim
∆|ω|2 = 2|∇ω|2 + 2R(ω, ω),

logo ∆|ω|2 ≥ 0, assim a aplicação |ω|2 é sub-harmônica, assim dado que M é
compacto implica pelo principio do Máximo, que |ω|2 é constante.

Assim
0 = 2|∇ω|2 + 2R(ω, ω),

daqui
|∆ω|2 = 0 R(ω, ω) = 0.

Com isto, |∇ω|2 = 0, assim ω é paralela, e desde que a dimensão de 1-formas
paralelas é ao mais n, segue-se que a dimensão de 1-formas harmônicas é também
ao mais n, e desde que os espaços Hr e Hr

dR(M) são isomorfos, obtemos o resultado.

No caso que R(p) > 0 para algum ponto p ∈ M , então, desde que R(ω, ω) = 0
obtemos ω(p) = 0 e daqui b1(M) = 0.

De�nição 4.6 O operador curvatura de uma variedade Riemanniana M é a apli-
cação linear

S : Λ2(M) −→ Λ2(M),
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dada por
S(ωi ∧ ωj) = Rjiklωl ∧ ωk.

♦

Teorema 4.4 Seja M uma variedade Riemanniana compacta. Se o operador cur-
vatura é não negativo sobre M , então qualquer r-forma harmônica é paralela.

Daqui, o r-ésimo número de Betti é ao mais

(
n
r

)
. Além disso, se existe um

ponto p ∈M tal que S(p) > 0 , então br(M) = 0.

Demonstração.
Dada a identidade

∆|ω|2 = 2|∇ω|2+ < E(ω), ω >,

onde
< E(ω), ω >= Rkβiβjαiαai1···kβ ···irai1···jα···ir ,

podemos de�nir a 2-forma

ω̄ = ai1···jα···irωjα ∧ ωiα ,

então
S(ω̄) = Riαjαklai1···jα···irωl ∧ ωk.

Daqui

< S(ω̄), ω̄ > = < Riαjαklai1···jα···irωj ∧ ωk, ai1···jβ ···irωjβ ∧ ωiβ >
= Riαjαklai1···jα···ir .ai1···jβ ···ir
= < E(ω), ω >,

e assim, seguindo o mesmo procedimento do teorema anterior concluímos a demon-
stração.

De�nição 4.7 Um campo vetorial X = aiei é chamado um campo vetorial de
Killing se

ai,j + aj,i = 0,

para todo i, j ∈ {1, 2, · · · , n}. ♦

Lema 4.6 O gerador in�nitesimal de uma familia 1-paramétrica de isometrias de
M é um campo vetorial de Killing sobre M .

Demonstração.
Seja ϕt : M −→ M uma familia 1-paramétrica de isometrias, parametrizadas por
t ∈ (−ε, ε). Se {e1, · · · , en} é um referencial local ortonormal no ponto p ∈ M
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dada pelas coordenadas normais centradas em p.Então, pelo fato das funções ϕt
ser isometrias, obtemos

< dϕt(ei), dϕt(ej) > = < ei, ej >

= δij,

diferenciando e avaliando no ponto t = 0, obtemos

0 =
d

dt
< dϕt(ei), dϕt(ej) > |t=0

= < ∇Tdϕt(ei), dϕt(ej) > + < ∇Tdϕt(ej), dϕt(ei) >,

onde T = dϕt
(
∂
∂t

)
é o campo vetorial in�nitesimal dada por ϕt.

Podemos ver os vetores ∂
∂t
, e1, · · · , en como vetores tangentes dadas por coor-

denadas desde (−ε, ε)×M , neste caso temos a propriedade que

[T, dϕt(e1] = 0, 1 ≤ i ≤ n,

então, podemos escrever a igualdade anterior como

0 =< ∇eiT, ej > + < ∇ejT, ei >,

no ponto t = 0, assim se T = aiei, então

∇T = ai∇ei
= aiωii ⊗ ej,

logo

∇eiT = ∇T (ei)

= aiωii(ei) · ej
= ai,jej

�nalmente
< ∇ei , ej >= ai,j,

analogamente
< ∇ejT, ei >= aj,i,

concluindo assim a demonstração.

Teorema 4.5 Seja M uma variedade Riemanniana compacta com curvatura de
Ricci não positiva. Então, qualquer campo de Killing sobre M é paralelo. Além
disso, se existe um ponto p ∈ M tal que a curvatura de Ricci satisfaz R(p) < 0,
então não existem campos vetoriais de Killing não triviais.

Em particular , isto implica que M não possui uma familia de isometrias 1-
paramétricas.
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Demonstração.
Seja X = aiei um campo de Killing, a sua forma dual é dada por ω = aiωi. Logo

∆|ω|2 = 2a2
i,j + 2ai,jj · ai

= 2|∇ω|2 − 2aj,ij · ai
= 2|∇ω|2 − 2R(p, p),

assim, aplicamos o mesmo método do teorema anterior para concluir a demon-
stração.



Referências Bibliográ�cas

[1] S. S. Chern, W. H. Chen ,K. S. Lam , Lectures on Di�erential Geometry, World
Scienti�c, 1999.

[2] Peter Li, Lecture Notes on Geometric Analysis, University of California, 1996.

[3] Samuel L. Goldberg, Curvature and Homology, Dover Publications, Inc, New
York, 1962.

[4] Frank W. Warner, Fundations of Di�erentiable Manifolds and Lie Groups,
Graduate Texts in Mathematics, Springer Verlag, 1983.

[5] Jürgen Jost, Riemannian Geometry and Geometric Analysis, Universitext,
Springer Verlag, Third Edition , 2000.

58



Livros Grátis
( http://www.livrosgratis.com.br )

 
Milhares de Livros para Download:
 
Baixar livros de Administração
Baixar livros de Agronomia
Baixar livros de Arquitetura
Baixar livros de Artes
Baixar livros de Astronomia
Baixar livros de Biologia Geral
Baixar livros de Ciência da Computação
Baixar livros de Ciência da Informação
Baixar livros de Ciência Política
Baixar livros de Ciências da Saúde
Baixar livros de Comunicação
Baixar livros do Conselho Nacional de Educação - CNE
Baixar livros de Defesa civil
Baixar livros de Direito
Baixar livros de Direitos humanos
Baixar livros de Economia
Baixar livros de Economia Doméstica
Baixar livros de Educação
Baixar livros de Educação - Trânsito
Baixar livros de Educação Física
Baixar livros de Engenharia Aeroespacial
Baixar livros de Farmácia
Baixar livros de Filosofia
Baixar livros de Física
Baixar livros de Geociências
Baixar livros de Geografia
Baixar livros de História
Baixar livros de Línguas

http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1


Baixar livros de Literatura
Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matemática
Baixar livros de Medicina
Baixar livros de Medicina Veterinária
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC
Baixar livros Multidisciplinar
Baixar livros de Música
Baixar livros de Psicologia
Baixar livros de Química
Baixar livros de Saúde Coletiva
Baixar livros de Serviço Social
Baixar livros de Sociologia
Baixar livros de Teologia
Baixar livros de Trabalho
Baixar livros de Turismo
 
 

http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1

