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Introducao

Um dos mais importantes aspectos da geometria diferencial é obter uma relacao
entre as propriedades da curvatura de uma variedade Riemanniana e sua estrutura
topologica. Na década em que apareceram os primeiros trabalhos de S. S. Bochner
nesta linha de pesquisa, muitas investigagoes com o nome de "curvature and betti
numbers'"foram inauguradas.

Agora, quando queremos establecer relacoes entre o Laplaciano induzido sobre
uma variedade Riemanniana compacta e sua Geometria, isto é, a curvature e os
ntmeros de Betti de uma variedade. Os métodos que a continuacao indicaremos
foram introduzidos pelo matematico Solomon Bochner e que nestos momentos é
chamado , o método de Bochner.

Bochner nasceu em 1899 em Krakév em Austria-Hungria (agora Polénia) e
falleceu em 1982 Houston (Texas USA). Solomon Bochner estudio na Universidade
de Warsaw. Obteve seu Ph. D. na Universidade de Berlin em 1921 com o trabalho
sobre sistemas ortogonais de funcoes analiticas complexas. Foi supervisado
por Schmidt. Bochner trabalhou com Harald Bohr, Hadry e Littlewood em
Copenhagen, Oxford anda Cambridge respectivamente. Muitos de seus trabalhos
foram sobre a funcao Zeta de Riemann . Bochner em Munich desde 1924 até
1933 desenvolveu resultados sobre analisis harmonico. Seu trabalho foi ussado na
teoria de distribuigoes.Fora de Alemanha em 1933, aceitou trabalhar em Pinceton,
onde segueu ate se retirar. Ele trabalhou neste tempo sobre as somas de series
de Fourier e foi considerado como um dos maiores espertos sobre o Analise de
Fourier. Também trabalhou juntamente com Von Neuman por um momento. Seu
maior livro inclui Analise Harmonico e a Teoria de Probabilidades (1955). Nos
1960’s trabalhou sobre a historia e filosofia da matematica.

Usando a teoria harmonica de Bochner é possivel mostrar que certos niimeros de
Betti de X sao nulos baixo certas estimativas sobre a curvatura de uma variedade
Riemanniana compacta.



No capitulo 1 estudaremos os fundamentos basicos da Algebra Tensorial assim
como a obtencao do produto tensorial, e a obtencao dos Fibrados Tensoriais e
Vetoriais sobre uma variedade qualquer.

No capitulo 2 estudaremos em forma geral os aspectos da diferenciacao exterior
e conexoes sobre uma variedade, obserando sempre nem como as componentes de
uma r-forma muda com mudancas de coordenadas.

No capitulo 3, dado por conhecida a existéncia de uma conexao afim em uma
variedade Riemanniana, se desenvolve como é que a conexao, ou derivacao sobre a
variedade, vai agindo sobre aplicacoes e r-formas diferenciais.

No capitulo 4 teremos como principais resultados os teoremas de Hodge e
o Método de Bochner, e veremos na secao 4.4 a suas aplicacoes e a obtencao
de resultados topologicos em base a estas observacoes. Veremos como é que a
formula de Bochner é uma mistura da curvatura e o operador Laplaciano-Beltrami,
definido na secao 4.2.
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Capitulo 1

Algebra Tensorial

Neste capitulo introduziremos as ferramentas basicas da Algebra Tensorial, assim
como a construcao do produto tensorial, com a finalidade de aproveitar este desen-
volvimento e aplicar nas variedades Riemannianas. Aqui, todos os espacos vetoriais
sao de dimensao finita

1.1 Algebra Multilinear

Denotemos por F um corpo (Rou C). Seja V um espago vetorial sobre F. Uma
aplicagao f : V — F é chamada linear se

flax + By) = af(x) + Bf(y),

coma,feF,ex,yeV.

O conjunto V* ={f:V — F, f é linear} , é chamado o Espa¢o Dual de V.
Se V é um espacgo vetorial n-dimensional sobre I, entao V* ¢ também um espago
vetorial n-dimensional sobre F ; em efeito, considere {ay, as, - - , a,} uma base para

VewveV tal que
n
v= Zviai,
i=1

com os v escalares; se f € V*, entdo

n

flv) =Y v'flay).

=1

De esta maneira, a aplicacao linear f é determinada pelo seus valores f(a;),
1 < i < n, sobre a base, assim podemos definir aplicacoes lineares a* € V*, 1 <
1 < n, tais que
a*(a;) = 0%, 1<j<n,
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i L yi=y : *i i :
coméj:{ 0 it , e assim, a™(v) = v'. Daqui

flo) => " f'

= Z fia*i<v)v
i=1
logo
f=Y fa" (1.1)
i=1
onde f; = f(a;).

A equacao (1.1) indica que qualquer elemento em V* pode ser expressado como
combinagao linear dos {a*,1 < ¢ < n}; observando que esta expressao é tnica, o
conjunto {a*,1 < i < n} forma uma base para V* a qual é chamada a base dual

de {a’,1 <i < n} e portanto V* ¢ também um espago vetorial n-dimensional sobre
F.

Definicao 1.1 Sejam V, Z espacos vetoriais. Uma aplicagao f 'V — Z €
chamada linear se temos

flanvr + agua) = an f(v1) + aa f(v2),
para cada v1,v9 €V, aq, a9 € F. O

Definicao 1.2 Sejam V, W e Z espacos vetoriais. Uma aplicacao f:V X W —
Z é chamada bilinear se temos

fla1v) + agva, w) = ay f(vr, w) + ay f(va, w)

f (v, Brwy + Bawa) = B1f (v, wr) + Bof (v, w2),
para cada v,v1,v2 €V, w, w1, wy € W, a,an, 0, 8, 1, P2 € F. O
Exemplo 1 : Sejam V e V* espagos duais. Definimos a aplicacao

<> VxxV: — F
(v,0*) — <, > (v,0%) =< v, 0" >
= v*(v).

Assim, <, > é uma aplicacao bilinear com valores em F definida sobre V' x V*.
Definicao 1.3 Sejam Vi, Vs, .-+, V.., Z espacos vetoriais sobre F. Uma aplica¢ao

fVixVyx---xV,— Z € chamada r-linear se

2

f(vh'" 7alvz’1+a2”iv"' 7UT):a1f(U17"' 7Ui17"' 7UT>+O'/2f(vl7"' aviza"' 7U7”)'
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Denotaremos o conjunto de todas as aplicacoes r-lineares de Vi x V5 x --- X V.
em Z como L(V} x Vo x -+ x V3 7).

Sejam f,g € LIV} x Vo X ... x V,; Z), a0 € F, entdo para quaisquer v; € V;, 1 <
1 < n, definimos

(f+g)(U1,Uz,"' 7Un) = f(vlv"' 7Uﬂ)+g(7}17"' 71)71)
(af)(vi,v9, -+ ,v,) = af(vy,va, -, Up),

com isto temos que f + g e af pertencem a L(V; x Vo x -+ x V;; Z), daqui
L(VI x Vy X -+ xV,; Z) & um espago vetorial sobre .

No que segue pretendemos transformar uma aplicagao bilinear sobre V x W, em
uma aplicacao linear; mas precisamente, dados dos espacos vetoriais V, W, construir
um espaco vetorial Y e uma aplicacao bilinear h : V x W — Y dependendo
somente dos espacos V, W e satisfazendo que: para quaisquer aplicacao bilinear
f:V xW — Z | existe uma tnica aplicacao linear g : Y — Z tal que

f=goh: VW —Z

isto é, o seguinte diagrama comuta:

VxWhtsy

]

O espago Y assim construido é chamado o Produto Tensorial de Ve W.
Os elementos da forma v* ® w* em V* ® W* sao chamados Redutiveis.

1.2 Construcao do Produto Tensorial

Primeiro consideraremos o Produto Tensorial dos espacos duais V* e W*. Sejam
v* e Vi w* € W*, entao definimos o produto tensorial ® como sendo

v R w (v,w) = v*(v).w(w)
=<0,v" > <w,w" >,
ondeveViwell.

Assim definido, ® : V* x W* — L(V,W;F ) é uma aplicagao bilinear , pois se
ay, g € ', entao

(o] + aevy) @ w* (v, w) = < v, V] + avy > - < w,w* >
=a; <v,v] > <w,w >+ay <v,v5 > <ww >
= (au(v] @ W) + (aa(vy ® w"))) (v, w),

isto é
(0] + avy) @ w* = a1 (v] @ w*) + ag(vy @ wk).
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Similarmente podemos mostrar que a operagao ® é também linear na segunda
variavel.

Sejam {ai}lgign e {bj}lgjgm bases de V e W, e Sejam {a*i}lgign [§] {b*j}lgjgm
suas bases duais , isto é, bases de V* e W* respectivamente, entao, desde que ® é
bilinear, temos

VTR W' = Z v*(a;) - w*(bj)a™ @ b,
ij=1
Com isto, qualquer elemento de V* x W* pode ser expressado como combinacao

linear de elementos da forma a** ® b*/, os quais resultam ser uma base para
V* @ W*, assim V* @ W* é um espago vetorial (n x m)-dimensional.

E possivel mostrar que qualquer aplicacdo bilinear f : V x W — F pode ser
expressada como combinacao linear dos a* ® b*/, assim, obtemos que os espacos
V¥ W* e LV x W;TF) sao isomorfos. Similarmente temos

VoW =LV x WF).

Para que V@ W e V* @ W* sejam duais entre sim, requeremos
<VRuW, VT QW' >=<v,v" > <w,w" >,

em particular
<a; X bj, a*? X b* >= 5? . (5;]

P sq _ 1, (4,7) = (pq)
g 5j_{0 ,(1,9) # (9, 9)-

Assim {a; ®b;,1<i<n,1<j<m}e{a"®@b" 1<i<n,1<j<m}sao bases
duais. Finalmente temos

VER Wt = (Ve W)

Teorema 1.1 Suponhamos que h : VxW — VW ¢ a aplicacao bilinear obtida
do produto tensorial ®, i.e, para v € V,w € W

h(v,w) =v® w,

entao, para qualquer aplicacao bilinear f - VXW — Z, existe uma unica aplicag¢ao
linear g : V@ W :— Z tal que

f=goh: VW —Z
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Demonstracao.
Defina a aplicagao linear g : V@ W — Z tal que sua acao sobre a base é definida
por

g(a; @b;) = f(aib;), 1<j<n.

Sejam v € V,w € W, assim existem escalares v, w’, 1 <i < n tais que

v = Zviai w = ijbj,
i=1 j=1
entao
g(v@w) = Zviwjg(ai ® b))
iJ
= Zviwjf(ai7bj>7
1,J
= f<v7 w)7
daqui f =goh:V xW — Z | alids , g ¢ tnica. [ ]

Corolario 1.1 Os espacos vetoriais LV x W;Z) e LIV @ W; Z) sdo isomorfos.

Demonstragao.
Defina a aplicagao

o LVW;Z) — LV,W,;Z)
g — wlg)=goh,

onde h é definido como no teorema (1.1), assim, pelo o teorema anterior, temos
que ¢ é uma bijecao e além disso é linear, portanto ¢ é um isomorfismo. [ ]

Podemos generalizar a operacao de produto tensorial de aplicagoes lineares a
aplica¢oes multilineares, para isso sejam f € L(V) x---x V;F), g€ LW x -+ X
Wg; F), entdo o seu produto tensorial é definido como segue

f®g<v1,"' y Upy Wi,y - - aU)S):f(Ula"' 7UT>'g(w17"' 7w$)

onde v; € Vi,w; e W;, 1 <i<r,1<j<s.
Como conseqiiéncia desta definicao temos o seguinte teorema :

Teorema 1.2 O produto tensorial & € uma aplicacao  bilinear de
LV, Vi F) x LW,  WgF) em LV, V., Wy, W F); além
disso, ® € associativo, isto €, para quaisquer ¢ € L(Vi,--- Vo F) ¢ €
LWy, W) &€ L(Zy,--+,Z;TF) temos

(PRY)RE=0® (W RE).
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Demonstracao.
Ver ([1]). n

Podemos mostrar também que

dim(Vy ® --- @ V,) = dimVy.dimVs. - - - .dimV,,

Finalmente, apresentamos a generalizacao do teorema anterior :

Teorema 1.3 Seja h: Vi X --- XV, — V1 ® --- ® V.. aplicagao r-linear definida
pelo produto tensorial @ | i.e. , para v; € Vi, 1 <@ <,

h('Ula"','Ur):Ul(X)"'@'Ur-

Entao, para quaisquer f € L(Vi,---, Vs Z), eriste uma unica aplica¢io linear
g€ Li®--®V:Z) tal que

f=goh:Vix.---xV, — Z.

Demonstragao.
Ver ([1]). ]
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1.3 Tensores

Definicao 1.4 Seja V' um espago vetorial n-dimensional sobre B e V* 0 seu espaco
dual. Os elementos do produto tensorial

VZ:J/@...@VL@V*@...@‘/;
r—termos s—termos

s

sao chamados tensores do tipo — (r,s), onde "r"é o ordem contravariante e "s"é
o ordem covariante.

Em particular, os elementos em V' sao chamados tensores contravariantes de
ordem r, e 0s elementos de VSO sao chamados tensores covariantes de ordem s.{

Vamos convenir que Vi = F, V) = V.V’ = V* Os elementos de V sdo
chamados contravetores, e os elementos de V* sao covetores.

Pelo feito na secao anterior temos que

dimV] =n"**,

Vi=LlV"x - - xV'xV x-.-xV;F).

s

- -
r—termos s—termos

Isto mostra que os tensores do tipo-(r,s) sdo (r + s)-funcionais lineares definidas

sobre
y*><~--><Vi><V><---><V.

v vV
r—termos s—termos

Seja {e;}1<i<n, uma base de V e {€*'},<i<, a sua base dual, entio
6i1®"'®eir®€*k1®"'®e*ks, 1§i17"'7ir7k17"'7k5§n7 (12)

forma uma base para V; daqui um tensor x do tipo-(r,s) pode ser unicamente
representado por

r=Y 2l ® 0 et @t
Qi
kq-ks

onde os z;! "y sdo chamados as componentes do tensor = na base dada em (1.2).

Com um simples calculo podemos obter que

G1eir *11 *7
T = (e e ey, ery)

:<€*i1®"-®6*ir®€k1®"'®eks7'x>’
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Se escolhemos uma outra base {&;}i<i<, de V com base dual {¢*'}1<;<, , entao
a relacao com respeito a base inicial vem dada por

5 — o]
€ = ;€5
onde o = () é uma matriz n X n ndo singular. Também temos
ki __ Q1 %]
e = B,
onde 3 = (/) é a matriz inversa de «, isto é

j ak ik k
O‘gﬁj :ﬁf%’ =0,

Se denotamos as componentes do tensor x, com respeito a esta nova base, por
X7 entdo obtemos a seguinte relacao
ki---ks?

jl"'jT’ _ *il"’ir jl . jT kl . ks
Lyl = Ty, %y a;, 511 515 .

O espaco V] de todos os tensores do tipo-(r,s) é um espaco vetorial, alids
podemos definir duas operacoes: multiplicacao e contracao.

Defini¢ao 1.5 Sejam x um tensor do tipo-(r1,s1) e y um tensor do tipo-(ra, s3).
O produto tensorial de x ey, * ® y, é um tensor do tipo-(r1 + 19,51 + S2) dado
por

*1 *T172 _ *1 *7'1
x®y(v 7...71) 7U1,"',U31+32)—I(U ,"'7U 7U17"'7US1)'
#7141 *71+12
y</U yrrt U 7U81+17... 7U81+82>7
ondev; € V ! € V* para todo 1 <i < s34+ 89,1 <7< r;+1rs. O

Quando é escolhida uma base, as componentes de x ® y tem a forma

il"'ir1+'r2 _ il"'i'rl Z'7”14»1“'1‘7'1«}»7'2
(x ® )k1~--k51+82 - xky"ksl k51+1"'k51+52 '

Definicao 1.6 Escolha dois indices A\, pu,1 < A < r,1 < p < s. Para qualquer
tensor redutivel do tipo-(r,s)

$:U1®"'®UT®’U*1®---®U*SEVZ,

definimos

Cru(2) =< v, 0" >0, @ Q@0 ® - Q0,0 ®- - RI"® - @™,

onde a notagio "0, significa que omitimos o termo vy, assim, Cy,(x) € Vi
Estendendo a aplicagio x — C),(z) linearmente obtemos uma aplicagao C),, :

VI — VIt chamada a aplicagao de contracdo de tensores. O
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Se expressamos o tensor z em componentes
x—ajilmir e ®®6 ®6*k1®...®6*k5
- Yk1ksu1 i )
entao pela definicao do tensor contragao, obtemos

OA;L(ZE) = 1‘211',','3:50,\“(61‘1 R X €, ® €*k1 R ® e*ks)

_ pAria—1gincte—1 . ] xk1 o *kg_1
= xkl"'kufljku”'ksflezl & ®Ke,_ e ® K e .

Suponhamos que, para cada r > 0 definimos

"V)y=Vy=V® -V,
N———

r—termos

entao, se consideramos a soma direita

T(V)=>) a"a" €T"(V),

r<0

qualquer elemento x pode ser expressado como a soma formal

T = Zxr, " eT"(v),

r<0

onde todos salvo um ntimero finito sdo zeros; assim 7'(V) é um espago vetorial
infinito-dimensional, com a lei distributiva, o produto entre tensores pode ser
estendida a uma multiplicacdo em T'(V) fazendo deste espaco uma algebra
chamada o Algebra Tensorial de V.

Denotemos por £(r) ao grupo de permutagdes do conjunto de niimeros naturais
{1,2,---,r}, assim um elemento o € ¢(r) determina um automorfismo sobre o
espaco vetorial 7" (V') definido por

ocx(v?, - 07 = z(veW ... o))
onde z € T"(V), e os v*' € V*. Podemos observar que se r = v; @ - - - @ v, entao
O = Vg=1(1) @+ @ Vg=1(r);
onde o~ € {(r) é a inversa de o.
Definig¢ao 1.7 Seja v € T"(V). Se para todo o € {(r) temos
or =1,

entao dizermos que x € um tensor contravariante simétrico de ordem r.
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Se para todo o € ((r) temos

oxr = sgno - x,

onde
1 se o € uma permutacdo par
sgno = B L
g —1 se o € uma permutacao impar,
entao dizemos que x € um tensor contravariante alternante de ordem r. O

Definicao 1.8 Denotemos por P"(V') ao conjunto de todos os tensores contravari-
antes simétricos de ordem r, e por A"(V') ao os tensores contravariantes alter-
nantes. Resulta que, com as operacoes de soma e produto com um escalar, os
espagos P" (V') e A™(V') sao subespagos vetoriais de T™(V'), é por isto que podemos
definir, para cada x € T (V)

1
Se(z) = ] Z ox
)

T oel(r

As aplicagoes lineares S., A, : T"(V) — T7(V) sao chamadas a aplicagao
simetrizacao e alternante respectivamente. O

Observacoes 1.1 Podemos demonstrar que
Pr(V) = 5.(1"(V)),

e alids
A"(V) = A(T"(V)).
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1.4 Fibrados Tensoriais e Fibrados Vetoriais

Nesta segdo, M sera considerada uma variedade diferenciavel n-dimensional, T,,(M)
e T;(M) o espaco tangente e cotangente de M no ponto p, respectivamente, entao
podemos definir o espago tensorial do tipo-(r,s) como sendo

S

TI(M), = Ty(M) @ - @ T,(M) @ T; (M) @ @ T; (M),

Vv "~
r—termos s—termos

sobre cada ponto p € M, a qual é um espaco vetorial n""*-dimensional. Consider-
emos também o espaco

TI(M) = | TI(M),,

peEM

que é chamado fibrado tensorial do tipo-(r,s) sobre M.

Com a finalidade de dotar de uma topologia ao espago 77 (M), definiremos nele
uma estrutura diferencidvel C* para fazer dele uma variedade diferenciavel.

Considere V um espago n-dimensional sobre R, e seja
GL(V)=A{T:V — V,T automorfismo linear

assim definido, GL(V) é um grupo. Se escolhemos {ej,--- ,e,} base de V, entdo
V' ¢ isomorfo a R" e deste jeito podemos representar um elemento y € V' da forma

Assim, GL(V') é o grupo multiplicativo de matrizes nao singulares de ordem n X n,
que agi sobre V' da forma seguinte

1 n

aj a;

_ 1 n . .
y-a=(y, - ,y") : :
1 n

aTL an

com a = (a}) € GL(V).

Seja agora U um sistema de coordenadas sobre M com coordenadas locais
ul, -+, u", entdo para p € U temos a existéncia de uma base natural

(= (o),

do espaco T,(M), e {(du'),,--- ,(du"),} a sua base dual (base de T, (M)), entao

0 0

(oo ® 8 (5 )y @ (A )y @& (), 1 S jy <, 1< B <, (13)
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¢ uma base para 17 (p).

Denotemos por V" o espaco de todos os tensores do tipo-(r, s) do espago vetorial
V', assim este espaco tem como base

e, @ ®e, @M@ ®@e M 1<y, js5<n, 1<a,B3<n. (1.4)

Assim os elementos de V] podem ser expressado por componentes, logo podemos
definir a aplicacao
v UV — U T3 (p),
(p.y) — wu(p,y) =7,

sendo y um elemento de 77 (p) tal que as componentes com respeito 4 base (1.4) sao
as mesmas componentes de y com respeito & base (1.3), desta maneira, podemos
demonstrar que o conjunto {py (U x V), o (W x VI),-- -} forma uma estrutura
diferencidvel em 77 (M), com U, W, - - - sistemas de coordenadas de M.

Definicao 1.9 Sejam E, M duas variedades diferencidveis, e m : E — M
uma aplicacao diferencidvel sobrejetiva. Seja V. = RY um espaco q-dimensional.
Se um cubrimento aberto {UW,Z,---} de M e um conjunto de aplicagoes
{ov, ow, vz, -} satisfazem as condicoes

1. Toda aplicagio @y € um difeomorfismo entre U x RY e 7= Y(U), e para p € U,
y € R temos m - oy (p,y) = p.

2. Fizando p € U quaisquer, seja
@U,p<y> = @U(pa y)?

y € RY. Entao oy, : R — 7 (p) é um homeomorfismo. Quando UNW #
0, para qualquer p € UNW :

guw (p) == ©ut, 0 Yup : RT — RY
é um automorfismo linear de V=R, i.e., gqyw(p) € GL(V).
3. Quando UNW # 0, a aplicagio
guw :UNW — GL(V)
¢ diferencidvel.
Entao (E, M, ) é chamada um Fibrado Vetorial Real g-dimensional sobre M,

onde E € chamada o Fspaco Fibrado, M € chamada o FEspaco Base, m € chamada
Projecao do Fibrado, e V € a Fibra Tipica.

Para cada p € M o espago E, = 7w (p) é chamada a Fibra do Fibrado vetorial
E no ponto p. O
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Podemos definir sobre £, uma estrutura linear natural. E possivel mostrar

que sobre uma variedade diferenciavel M existe um Fibrado vetorial ¢ dimensional
(E, M, ) (Ver[1]).

Definicao 1.10 Uma aplicacao s : M — FE diferencidvel tal que mo s = id :
M — M ¢ chamada se¢ao diferencidvel do fibrado vetorial (E, M, ). Denotamos
ao congunto de todas as segoes diferencidveis do fibrado vetorial (E, M, ) por I'(E).

O

Nao é dificil mostrar que I'(E) é um espaco vetorial real.



Capitulo 2

Diferenciacao Exterior

Neste capitulo estudaremos como é possivel definir uma derivacao sobre uma var-
iedade. Este conceito vem dado pela conexao sobre uma varieade. Aqui demon-
straremos que tal conexao existe sempre em uma variedade.

2.1 Algebra Exterior

Um tensor contravariante alternante de ordem r é também chamado um wvetor

exterior de grau r ou um r-vetor exterior. O espago A"(V) é chamado o espaco
exterior de V de grau r. Convenhamos que A*(V) =V e A°(V) =F.

Definicao 2.1 Seja & um k-vetor exterior e n um l-vetor exterior. Definamos

ENN = Ara(§®n).

Assim, E A é um (k + [)-vetor exterior chamado o produto exterior (wedge) de &
en. 9

Teorema 2.1 Se £, &,& € A*(V),n,mi,me € AY(V), ¢ € A*(V), entio temos

1. Lei Distributiva :
i+ &)An=8An+E& A,

EN(M+m2)=EAm +E A

2. Lei Anticomutativa:
EAn=(=DMpnE

3. Lei Associativa:

AN AC=EN(AQ).

Demonstracao.
Demonstraremos somente a segunda Lei; dado que £ An é um tensor alternante, se
T € l(k +1), entdo

T(EAm) = sgn(T)§ A,

17
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assim podemos escolher 7 como sendo

(1 2k ket ookt
[ N Sy B R R D A A
daqui, sgn(1) = (—1)¥, logo para quaisquer v*!, ... v** € V* temos

EAm, o) = (DFE Aot
(=DM An(vm® ... gkt
(_1)kl

"kt D) Y sgnof (T, )
" ocl(k+l)

1
1

) 9

n(U*UT(k)-i-l)? . U*cﬂ'(k—i—l))

e pela forma que estamos considerando 7 obtemos

—1 M *0 *0 *0 *
((k; +)l)' Z sgno - (v W o D)L g(protHD Lo R
" oel(k+l)
= (CLM AL,

As outras propriedades seguem da mesma defini¢ao. [ ]

Podemos observar que se £, € V = AY(V) | entao, pela lei anticomutativa
obtemos que

EAn=-nNE , ENE=0.

Seja {e1,- - ,e,} uma base em V entao de acordo com a Lei Associativa temos
e N Nej, = Ap(es, @+ ®e;,), 1<, i, <.

Assim pela observacao anterior, o vetor exterior e; A --- A e;. & nao zero se
e somente se iq,---,1, sao distintos, daqui se r > n entao o vetor exterior
correspondente é zero.

Se expressamos um r-vetor exterior alternada da forma
é":gl '€i1®”'®6i7-a
entao, da linearidade de A, temos

Ar(g) = SilmirAr(eh X ei'r')
— e A Aey,

assim, qualquer vetor exterior de grau maior que n é nulo, i.e. A"(V) = {0} para
todo r > n.
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No caso que n < r podemos expressar £ como segue

£=r! Z fil"'i"eil A Ne, .

1 <<y

Assim os vetores exteriores da forma {e;, A---ANe; ;1 <i; <--- <i, <n} formam

uma base para o espago A”(V),em efeito, se v*!, -+ v*" € V* entdo
*1 7 1 *0 (1) *0 (1)
e, N Nep (V- o ):—'239n0<e,~1,v > < ey, U >
" o€l(r)

< e, v oW > <y vl >
< ey, v W > <y vl >

< e, 0N > . < 0o >

Esta formula é chamada Férmula de Avaliagao para e;; A --- Ae;. Em particular
temos

e, N Ne (€, er) = i det(< e;,, €77 >)
r!
L,
= %
onde
1 ; seiy, - i, sdo distintos e {j1,- -+ ,j,} é uma
permutagao impar de (iy,--- )
o =49 —1 ; seiy, - i, sdo distintos e {j1, -+, j,} ¢ uma
permutacao par de (iy,- - , ;)
0 ; em outros casos,

¢ chamado o d-simbolo Geralizado de Kronecker. Disto obtemos que

* * 1
elA---Aen(el,---,e"):m,

assim e; A --- Ae, # 0.

Agora suponhamos que {e;, A---Ae; ;1 <iy <--- <i, <n}, comr <n, sao
linearmente dependentes, entao existem escalares a**"' € F nao todos nulos, tais
que

Z av e, Ao Ney, = 0. (2.1)

1<ii << <n

Suponhamos que /"7 & nao zero ,com 1 < j; < --- < j, <n, e que os indices
que faltam para completar o conjunto {1,---,n} sejam k; < --- < k,_,, assim
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{j1-+Jr k1, -+ ,kn_r} € uma permutacdo de {1,--- ,n}, logo fazendo o produto
exterior a ambos lados por eg, A -+ Aeg, . na formula (2.1) obtemos

r
a e, N Nej Negy N Ney, = Fa e Ao Ney,
=0,

e daqui obtemos que a’'"7* = ( o que contradiz nossa suposicao; por tanto conclui-
mos que {e; A---Ae; ;1 <ip <--- <i, <n} élinearmente independente e forma
uma base de A”(V), assim a dimensao deste espago é

()=

Definigao 2.2 Denotamos a soma formal " A"(V) por A(V), desta forma
A(V) € um espago vetorial de dimensao 2". Sejam & = Y ._ &% n = > o0,
onde " € A"(V),n* € A*(V). Definamos o produto exterior de & e n por

EAn=) & AR

r,s=0

Com isto A(V') é uma dlgebra com respeito ao produto exterior que é chamado
Algebra exterior ou Algebra de Grassman de V. O

O conjunto {1; e; (1 <i<n); e;; Ney, (1<ip <ig<m); ---; e A---Ney}é
uma base para o espago vetorial A(V).

De igual maneira podemos definir uma algebra exterior para o espaco dual V*

AV = D AV,

0<r<n

assim um elemento de A"(V*) é chamada uma forma exterior de grau r, ou uma
r-forma exterior sobre V.

Os espagos vetoriais A"(V') e A"(V*) s@o entre ambos duais, neste caso se vy A
Ao, € AN(V), v A A0 e AT(V*) entdo

<ULA - AU, 0 A AT >= det(< v, v >).

Seja f : V — W uma aplicacao linear com V, W espacgos vetoriais, entao f
induz uma aplicacao linear entre os espagos exteriores A"(W*) e A"(V*) definido
como

froAT(Wr) — AT(V)
¢ — [,
tal que f*o(vi,---v.) = o(f(vy), -+, f(v.)), v; € V, 1 < i < n. Assim definido
podemos ver que a aplicacao f* é linear.
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Teorema 2.2 Sejam V , W espacos vetoriais. Dada uma aplicacao f:V — W
linear, entdo, f* comuta com o produto exterior, isto €, para ¢ € N"(W*) e o) €
AS(W™*) temos

[rony)=fonfy.

Demonstragao.
Ver (|1]). n
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2.2 Diferenciacao Exterior

O conjunto
AT(M) = | AT (M),

pEM

que é o fibrado de r-formas exteriores sobre M, é um fibrado vetorial sobre M.
Se T'(A"(M)) é o espago de secoes diferenciaveis do fibrado exterior A"(M), entdo
ele ¢ um C°°(M)-mddulo e seus elementos sdo chamados r-formas diferencidveis
exteriores sobre M. Assim uma r-forma diferenciavel exterior sobre M é um
campo tensorial diferenciavel covariante anti-simétrico de ordem r sobre M.

Similarmente, o fibrado forma exterior

peEM

¢ também um fibrado vetorial sobre M e os elementos do espaco das secoes
['(A(M)) sao chamados formas diferenciais exteriores sobre M.

Sem perda de generalidade, representamos I'(A(M)) por simplesmente A(M),
ao igual que I'(A"(M)) por A"(M). Podemos expressar como a soma formal

AM) = 3 A7),

desta maneira, toda forma diferencidvel exterior w pode ser expressada como
w=w+w W
onde w’ é uma i-forma diferencial exterior.
Com isto podemos estender o produto exterior de formas diferenciais ao espaco

de formas diferenciais exteriores, dado wy,ws € A"(M), entdo para cada p € M
definimos

w1 A wa(p) := wi(p) A wa(p).

Também, o produto exterior A define uma aplicacao
A AN(M) x AS(M) — A"5(M)
onde A"**(M) = {0} quando r + s > n.

Teorema 2.3 Seja M uma variedade diferencidvel n-dimensional, entao existe
uma unica aplicacao

d: AM) — A(M)
tal que d(A"(M)) C A™"(M) e satisfaz
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1. Dados wy,wy € A(M) temos d(wy + wo) = dwy + dws.
2. Se wy € uma r-forma diferencial exterior, entao

d(w1 A (.UQ) = d(.dl N wo + (—1)’”w1 A dCL)Q.

3. Se f € uma funcao diferencidvel sobre M, entdao df € precisamente a diferen-
cial de f.

4. Se f € AV, entdo d(df) = 0.
A aplicacao d assim definida é chamada a derivada Exterior.
Demonstracao.
Suponhamos pelo momento que d existe, entao temos as seguintes afirmagcoes

Afirmacao 1 : Se wy,wy € A(M) e se existe um aberto U C M tal que
w1l = waly , entao dwi|y = dws|y.

Para mostrar isto s6 precisamos provar que se w/U = 0 entao dw/U = 0, para
isso seja p € M; dado que uma variedade Riemanniana é localmente compacta,
entdo existe um aberto W com p € W, tal que W C U, e daqui existe uma funcio
diferenciavel h : M — R tal que

’ 1 s pl € w
0, peM-U"
assim, h-w € A(M) e h-w = 0, e entdo, pela segunda condigao
0=dhAw)
=dh Aw+ (=1)°h - dw,
como wly = 0, entdo h - dw = 0 sobre W, e daqui dw|y = 0. Desde que p é

arbitrario, concluimos que dw|y = 0 sobre M.

Seja agora w uma forma diferencidvel exterior definida sobre o conjunto aberto
U, entao, para qualquer ponto p € U existe um sistema de coordenadas U; C U de
p e uma forma exterior w definida sobre M (a saber @ = h - w) tal que

wly, = wlu,

assim , podemos definir
dw\Ul = d(D\UI,

e daqui, d é um operador localmente diferenciavel.

Mostraremos a unicidade da Derivada Exterior d com respeito a um entorno
coordenado, mas pela condigao 1), s6 precisamos mostrar isto para monomios.
Suponha que em um entorno coordenado U, w é expressado por

w=adu' A Adu,
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com a : U — R diferenciavel, assim

dw = daANdu' N Ndu" +aNd(du' AN du”)
=dandu' N Adu,

onde, da é a diferencial da funcao a, assim , w restrita ao entorno coordenado U
possui uma forma completamente determinada.

Agora, suponhamos que

T

wly = @il---ipduil A ANdu'
entao podemos definir
d(w|y) = dag,..;, Adu™ A--- A du™, (2.2)

desta maneira, d(w|y) ¢ uma (r + 1)-forma diferenciavel exterior sobre U satis-
fazendo as condigoes 1) e 3).

Para mostrar 2), consideremos os monomios

a; = adu™ A - A dut
s = bdu?' A - A du?e,

entao, pela definicao

d(ay A ag) = d(a.bdu™ A--- A du'™ A du?* A--- A du’®)
= (adb + bda) A du™ A -+ Adu™ Adu* A - A du?s
= adb A du A - Adu'" Adu?t A A du?t +
bda A du™ A--- Adu™ Adu?t A - A du’s
= (da A du™ A - ANdu™) A (bdu?t A -+ A du?*) +
(=) (adu™ A -+~ Adu™) A (db A du?* A -~ A du?®)
=dog N+ (—1)"aq A da,

mostrando assim a propriedade 2).

Dada f :— R funcao diferenciével, entao sobre U temos

_9of
- oul

df i,
como f € C*(M), entdo
of  O*f

ouious  Ouidut’




2.2 Diferenciacao Exterior 25

daqui

of

adf) = di2—)
of of

o —J 7 —1\0 —J 7
= (50 Adut + (<1)° 5T A d(dud)
of
Gui) A du
_ 0*f
C \Ouioud
1 of cr
= 5 Guow ~ gwow ™ Ndu

:d(

du’) A du’

assim temos demonstrada a propriedade 4).

Se W é um outro entorno coordenado, entao pela propriedade local do operador
derivada exterior e sua unicidade, obtemos que

d(w|v)lvew = d(wlvaw)
= d(w|w)|vaw,
daqui, o operador derivada exterior d é uniformemente definido por (2.2) sobre

UNW , assim podemos definir-o sobre todo M globalmente, isto mostra a existéncia
do operador d satisfazendo as condigoes do teorema. [ ]

Teorema 2.4 (Lema de Poincaré) Para qualquer forma diferencial exterior w,
d(dw) = 0.

Demonstragao.
Desde que d é um operador linear, s6 precisamos mostrar o lema no caso em que
w é um monomio, para isso suponhamos que

w=adu' A---Adu,

daqui
dw=da Adu* A--- A du”,
logo
d(dw) = d(da) Adu* A+ ANdu” —da Ad(du') A~ Adu” + -
= 0.
culminando assim a nossa demonstracao. [ ]

Seja f : M — N uma funcao diferenciavel entre as variedades M e N, entao,
ele induz uma aplicacao entre os espacos de formas diferenciais exteriores

£ A(N) — A(M).
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De fato, f induz uma aplicagao tangente

fo: T, (M) — Ty(N)
o/(0)  — F(foa)(0),

em cada ponto p € M, e assim podemos definir
ffrA(N) — A(M)

em cada parte homogénea de A(N) e A(M) como segue: Se € A"(N),r > 1,
entdao f*0 € A"(M) é tal que para qualquer conjunto {Xi,---, X, } de campos
vetoriais sobre M

<X1/\X2/\/\X7’7f*5 >p=< f*Xl/\/\f*XT75>f(p)>

com p e M.

Se 3 € A°(NV), definimos
f1B:=pBo feA(M).

Como ja vimos anteriormente, a aplicacao f* se distribui sobre o produto exte-
rior, isto é, para w,n € A(N)
frwAn) = frwn f.

Teorema 2.5 Seja f : M — N uma funcdo diferencidvel entre as variedades
diferencidveis M e N. Entao, a aplicacio induzida f* : A(N) — A(M) comuta
com a deriwada exterior d, isto €

ffod=do f*: A(N) — A(M)
em outras palavras, o diagrama comuta

A(N) —%2= A(N) .

T

A(M) —%= A(M)

Demonstracao.
Desde que f* e d sao lineares. s6 precisamos mostrar que f*od = d o f* para
monomios.

Suponhamos que 8 € A°(M), escolha um campo vetorial diferencidvel X tan-
gente a M, entao

< X, f(dB) > =< f.X,dB >
= £.X(B)

= X(Bof)
=< de(f*ﬁ) >,
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logo
fH(dB) = d(f"3).

Agora, se § = udv, com u,v : N — R diferencidveis entao

fr(dB) = f*(du A dv)

= f*du N f*dv

= d(f*u) Nd(fv)
= d(f*u.d(f"v))
d(f
d(f

“(u - dv))
“(8)).

Assumamos agora que (2.2) vale para formas diferenciaveis de grau menor que r,
mostremos também que vale para r-formas exteriores diferenciaveis . Seja [ um
monoémio de grau r da forma

B = B1 A o,

onde 3; ¢ uma l-forma diferencidvel exterior sobre N e (o uma (r — 1)-forma
diferenciavel exterior sobre N, entao pela hipotese de inducao

df*(Br A B2) = d(f*Bi A [*2)
=d(f*Br) N f*Ba— [ B Nd(f*Ba)
= f*(dBi A B2) — [*(B1 A B2)
= [ d(B1 N\ Ba).

demonstrando assim o teorema. ]
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2.3 Conexoes

Definicao 2.3 Uma conexao sobre um fibrado vetorial £ é uma aplicagao
V:I'(E) —T(T"(M)® E)
a qual satisfaz:
1. Para todo sq1,s2 € T'(E), V(s1 + s2) = Vs1 + Vsa.

2. Para s e T'(F) ea € C®(M), V(as) =da® s+ aVs.
¢

Suponhamos que X é um campo vetorial diferenciavel tangente a M e s € I'(E),
seja
Vxs=<X,Vs> (2.3)

onde <, > representa a relacao entre T'(M) e T*(M), assim Vx é uma segao de F,
chamada o Quociente Diferencial Absoluto ou a Derivada Covariante da secao s
ao longo de X.

Observagoes 2.1 Dado (2.3), podemos associar

V:INTM)xT'(E) — T(F)
(X, s) — Vxs=< X,Vs>.

Proposicao 2.1 Sejam X,Y dois campos vetoriais diferencidveis tangentes sobre
M, s1, 82,5 segoes de E, e a € C°(M), entao

1. Vxiys=Vxs+ Vys.

Vaxs =aVxs.

Vx(s1+ s2) = Vxs1 + Vxso.
Vx(as) = (Xa)s+ aVys.

Se X1(p) = Xa(p) com p € M, entao para qualquer se¢ao s € I'(E) temos:
VX1S(p) = szs(p)'

Demonstragao.
Ver ([1]). ]

Pela propriedade 5), podemos definir o quociente diferencial absoluto de uma
secao de E com respeito a um vetor tangente de M no ponto p, assim para X €
T,(M) temos

Vx:I'(EF) — E, = 7 (p)

com isto podemos concluir que, se os valores das secoes sy, Sp sobre uma curva
parametrizada em M que é tangente a X sao os mesmos, entao Vxs; = Vxss.
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"Localmente, uma conexao € dada por um conjunto de 1-formas diferen-
cidueis”; em efeito, consideremos um entorno coordenado (U, u’) de M e escolha
g-secoes diferenciaveis s,, 1 < a < g de E sobre U tais que sejam linearmente
independentes em U. Tal conjunto de g-secoes é chamado um referencial local de
EemU.

Em todo ponto p € U, temos associado o conjunto {du’ ® s,; 1 <i<n,1 <
a < ¢}, que é uma base do espago tensorial T;(M) ® E,. Como Vs, é uma se¢ao
local sobre U do fibrado T*(M) ® E,, podemos escrever

Vsy = Z T8 du' ® 58,

1<i<m
1<B<gq

onde, os T'?; sdo fungdes diferenciaveis sobre U.

Denotemos por
o= Y T,

1<i<m

assim obtemos .
Vsq = ng ® s3. (2.4)
B=1

Para simplificar os calculos vamos introduzir uma notagao matricial, assim de-
notemos por

1 q
wp W
) .
4q q
Wi wq

entdo, (2.4) pode ser expressado por
VS=w® s,

onde a w é chamada a Matriz da Conexao e depende da escolha do referencial local.

!
51
/ . . ~
Se S = : é um outro referencial local sobre U, entao

/
Sq

1 1

ay a,
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onde os aé- : U — R sao diferenciaveis e det A # 0, e suponhamos que a matriz da
~ . . ! . / ~
conexao V com respeito ao referencial local S seja w , entao

VS =V(A-S)
—dA®S+A-VS
—(dA+A-w)®S
=dA+A- WA S
—(dA- AT+ A w- AHeS,

/

finalmente

Ww=dA- AT+ A w- AT (2.5)

esta ¢ a Formula de Transformag¢ao para uma matriz de conexao com respeito a
uma mudanca de referenciais locais.

Seja agora {U,W,---} um cubrimento coordenado para M. Sobre cada U fixe
um referencial local Sy de E e assine uma matriz wy de ordem ¢ x ¢ de 1-formas
diferenciais as quais satisfazem a formula de transformacao (2.5) quando as vizin-
hancas coordenadas correspondentes se interceptam, i.e.,se sobre UNW # () temos
que

Sw = Awv - Su,

onde Ay é uma matriz de ordem ¢ x g de funcdes diferenciaveis sobre U N W,
entao
ww = dAWU : Aﬁ/lU + AWU Wy A;VIU (26)

Entao, "existe uma conexao V sobre E cuja representacao matricial sobre cada U
do cubrimento coordenado € exatamente wy . (Ver|[1]).

Teorema 2.6 Sempre existe uma conexao sobre um Fibrado vetorial.

Demonstragao.

Escolha um cubrimento coordenado {U,}aca de M. Como localmente as fungoes
v, : Uy x R" — 77YU,) sao difeomorfismos, entdo podemos observar que
os fibrados vetoriais sdo localmente triviais (ou seja da forma U, x R?), assim
podemos assumir que existe um referencial local S, para cada U,,«a € A, logo,
pela estrutura local das conexoes precisamos s6 construir uma matriz w, de ordem
q x q para cada U, tais que as matrizes construidas satisfazem (2.5) com respeito
a uma mudanca de referenciais locais.

Podemos assumir, sem perda de generalidade, que {U,},ca € localmente finito,
e seja {ga }aca uma particdo da unidade subordinada a {U, }aca, tal que suppg, C
Uy, entao, quando U, N Uz # (), existe uma matriz A, de funcdes diferenciaveis
sobre U, N Ug tal que
So = Aap - 93,

com det A,g # 0.
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Para cada o € A, escolha uma matriz ¢, de ordem ¢ x g de 1-formas diferenciais
sobre U,, seja entao

Wa = Zg/@ ’ (dAaﬁ ) A;é + Aaﬁ ’ gbﬁA;ﬁl)v
BeA

onde, a soma sobre os termos [ tais que Uz N U, = (), sdo zeros, assim w, é uma
matriz de 1-formas diferenciais sobre U,,.

Agora necessitamos mostrar que, sobre U, N Uz # () temos
Wa = dAsg - Ajg + Aap - ws - Ay
Observe primeiro que se U, N Uz N U, # (0, temos
Aap - Agy = Aay,

assim, sobre U, N U # 0 temos

Aag-wp- Ay = Aas- (Y gy (dAga- AG) + Agy - 6 - A5))ATS)

UWmUﬁ’YnUa;t(Zl
= 0 Gl s A5 AT Ay Ay A5 AT,
U«,mUB’YmUa;éG)
COomo
Ap - Agy = Aoy, (2.7)
entao

Aag-wg  Agh = gy (Aag - dAgy - Al + Aoy - 0y - AL,
il

Também de (2.7), obtemos
dAuwg - Agy + Aup - dAg, = dA

arys

e daqui
Anp - dAg, = dAny — dAss - Ay,

logo
Aaﬂ "wg e A;é = ng ’ ((dAcw - dAﬁv ’ AB’Y) ) Aa_'i + Acw ’ 9257 ’ Agyl)
g
= Zg'y (dAay - A;ﬂlf + Aoy - ¢y A;;L) - ng - dAag - A;Bl
g g
=wo— Y dAus- A},
v

portanto
Aaﬁ twg - A;é = Wy — dAaB : A;Bl,
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ou equivalentemente

Wo = Aaﬁ swg - A;é + dAaﬁ . A;é,

concluindo assim a nossa demonstracao. [ ]

No caso particular em que ¢3 = 0 entao obtemos uma conexao V sobre £ cuja
matriz de conexao sobre U, é

wa =Y g5 (dAus - A}).
5

Teorema 2.7 Seja V uma conexdo sobre um fibrado vetorial E, e p € M, entao,
existe um referencial local S em um entorno coordenado de p tal que a matriz de
conexrao correspondente, w, € zero no ponto p.

Demonstragao.
Ver([1]). ]



Capitulo 3

Derivacao em Variedades

No capitulo anterior demonstramos a existéncia de uma conexao sobre uma var-
iedade, alias existe uma conexao em particular no caso que a variedade seja Rie-
manniana, a conexao afim, a qual nés permite derivar funcoes, formas diferenciais,
sobre variedades.

No comengo introduziremos conceitos basicos de geometria Riemanniana, con-
siderando os resultados da existéncia de uma conexao afim e as equacoes estruturais
de Cartan, sem demonstragao.

3.1 Topicos em Geometria Riemanniana

Consideremos M uma variedade Riemanniana n-dimensional e G um campo ten-
sorial covariante simétrico de posto 2 localmente expressada por

G= gwdul ® duj,
onde (U, u") é um sistema local de coordenadas.

No caso que G é nao degenerado e definida positiva, entdao é chamado um
Tensor Métrico de M e neste caso M é chamada uma Variedade Riemanniana.

51
Dado um campo referencial local S = : , entao a conexao em uma
Sn
variedade pode ser expressado localmente por
VS=w®S,

onde w = (w}) ¢ a matriz de conexao e os w} sao 1-formas diferenciaveis.

Uma conexao V se diz que é compativel com a métrica G se

VG =0,

33
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ou equivalentemente

dG =w- -G+ G-t

w% cee Wl

onde w = , G = [g45]-
1 n
wn o .. wn

Uma conexao se diz de Livre Torsao se
T(X,)Y)=VxY -VyX - [X,Y]=0, VXY eI(T(M)).

O teorema fundamental diz que existe uma tUnica conexao de livre torsao
compativel com a métrica sobre M chamada a Conexdo de Levi-Civita.

Definimos, para cada X,Y €X(M), a curvatura

R(X,Y): X — X
R(X,Y)-Z=VyVxZ—VxVyZ—V[X,Y]Z

a qual vem associada da matriz curvatura
D=dw—wAw, (3.1)

onde w é a matriz da conexao V e

RX,Y)-Z=> X <XAY,Ql> e

a,B=1
com Z =3 1"_A-e, e Q= (Q),sendo os {e1,,e,} um campo referencial
local linearmente independente, e {wy, -+ ,w,} 0 seu campo referencial dual, entao
(UZ'(@]‘) = (5;

As equagoes estruturais de Cartan indicam que existe uma Unica matriz de
conexao (w}) sobre T*(M) tal que

d@i:w}-/\wj
wi +w] =0.

Com respeito a (3.1) temos a segunda equacao estrutural de Cartan
d(x}; = w;r N\ Wiy + ng
Nosso caso podemos escrever
_ 1
Wij = GuwW; = W;

Qij = Uany,
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com
QO = §Rz’jklwl N Wk,
sendo
Rijkl =< R(ei,ej)el,ek > .
Se consideramos uma subvariedade N™ < M", e {ey,--- , e, } referencial local
ortonormal de M tal que {e,--- ,e,} sdo ortonormais a N, entdo definimos a

segunda forma fundamental
~THX,Y) = (VxY)", X,Y €X(M),

onde V é a conexdo de M, e ()" indica a componente normal a N, ou também
podemos expressar

_TI(X,Y) = VyY — VAY.

onde V¥ ¢ a conexdo sobre N gerada pela restricao da métrica G sobre N.

Por outro lado temos que
(Vei)(er) = (wij © €;)(ex)
= wij(ex) - €5,

assim

wij(ex) = < (Vei)(ex), €; >

wij(ek) =< Vekei,ej > . (32)
Como os w;; sao 1-formas diferenciais, entao temos que

wyi:hi”j-wj, m+1§lj§n,

daqui
Wyi (Gj) = h;/],

pois wj(e;) = 1, e por (3.2), dado que a conexao é compativel com a métrica, temos
< Ve e >=¢;<eje,>— <€, Ve >
=< —Ve].e,»,ey >
ﬁ

=< 1l(e;ej),e, > m+1<v,
por tanto

v —

hi; =< Il(ei, e;), e, > .

Denotamos a curvatura seccional da secao gerada pelos vetores e;, e; por R;j;j,
e a curvatura de Ricci por
n
Ry = E Rigji-
k=1
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3.2 Derivadas de Ordem Superior

Considere f € C*°(M), entao a sua derivada exterior ¢ dada por

Vf=df,

neste caso df pertence ao espago 7*(M), assim localmente podemos escrever
df = fuws, (3.3)
onde f; € C*(M).

Para calcular a segunda derivada covariante , V2f, devemos ter em conta que
ele ¢ um tensor simétrico do tipo (0,2), a qual podemos representar da forma

V2f = fijw; ® wi, (3.4)
onde os f;; € C*(M).
Para obter a expressao dos f;; observemos que da expresdo dada em (3.3)
Vi =V(fi-w)
=dfi ®w; + fi - Vw;
=dfi ®w; + [i - wij @ w
= (df; + f; - wji) ® wi,

assim, comparando obtemos a relacao
Jijwi = dfi + [ - wyi,

por outro lado, também de (2.1), podemos diferenciar exteriormente e obter mais
uma relagao

= dfZ A\ Wi + f,».wij AN wj
= (dfi + fjwji) A wi
= [fijwj N w

= Zfijwj A wj + Z fijwj N\ w;

1<j 1>7

= (fij = fio)wj Awi,

i<j
desde que 0s w; Aw; , com 7 < j é uma base , concluimos que
fij = fis V4,7
O tensor do tipo-(0,2) simétrico dado por

fijw; ® wi,
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é chamado o Hessiano de f.

Tomando o traco do Hessiano , definimos o Laplaciano de f como sendo
Af = fu.
Observacoes 3.1 Para calcular os f;; observe que
fii = fiwi(e;)
= dfi(e;) + fiwji(e;)
= dfz(ej) + fj < Veiej, €; >

logo
fz‘j = dfz(e]) + fj < Vei,ej > .
n
Definimos a terceira derivada covariante
VA f = fijpwr ® w; ® w, (3.5)

com fij € C°(M). Novamente, para obter os valores dos f;;z, derivamos covari-
antemente (3.4) e obtemos

Vif = V(fijw; ® wy)
= dfij Qw; Qw; + fi;Vw; Qw; + fijw; @ Vw;
= dfi; @ w; @ w; + fijwir @ wi @ w; + fijw;  wir @ wg
= dfi; Qw; @ w; + firwij ® w; @ w; + fijw; @ Wi @ wi
= dfi; @ w; @ w; + firwi; @ Wj @ Wi + friwk @ wj @ w;
= (dfi; + firwrj + frjwri) @ wj ® w;,

comparando com (3.5) conseguimos a seguinte rela¢ao

Jipwr = dfi; + fiwrj + frjwri- (3.6)
Diferenciando exteriormente (3.4)
d(fijw;) = d(fiw;:)
dfij Nwj + fijdw; = dfj AN wj; + fidw;;.
Daqui, e da primeira e segunda equagoes estruturais temos
0 = —dfi; Nw; — fijdw; + df; N wji + fidwj;
= —dfi; Nwj — fij(wir Awg) +df; ANwji + fi(wje A wii + Qj4)
= —(dfi; + firwnj) Nw; + (df; + frwnj) Awii + ;82
= —(dfij + firwrz) AN wj + firws A wji + [
= —(dfi; + finwr;j + frgwri) A wj + [

1
= — fijewr A wj + §ijjz‘lel N w,
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ou equivalentemente
1
0 = —fijewr Awj + §fkRkijlWl N wj
1
= (= fijr + §flRlijk)wk N wj
1 1
= Z(_fijk + EflRlz‘jk>Wk Aw; + Z<_fijk + EflRlz‘jk>Wk A wj

k<j k>j

1 1
= Z(_fijk + — fiRijk + firj — §flRlikj)wk N wj.

2
k<j

Como o0s wi A w;, com k < j sao linearmente independentes, igualamos cada com-
7 )
ponente da ultima expressao a zero, e daqui

fije — firj = %fl(Rlijk — Rii;)
= flRlijk:a

obtendo finalmente a identidade de Ricci

Jijk — firg = fiRuj-

Em particular, considerando ¢ = k£ na identidade de Ricci,

fiji — Jiij = JiRujis
e somando com respeito a i, com 1 <17 < n, temos

Tiji — Jug = [ilyy,

ou
n

Z(fzgz - fu]) - ijlj‘

=1
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3.3 Derivadas de r-formas exteriores

Seja w € A"(M), assim podemos escrever
W=y Wi N Aw; (3.7)
definimos a sua derivada covariante como sendo
Vw = aj, . jwj ANwiy A+ Aw;, (3.8)

que é uma r + 1-forma exterior, com 1 < j<nel={i,---,i.} C{1,--- n} tal
que 0s w;, A - -+ Aw;, formam uma base de A"(M).
Derivando exteriormente (3.7) temos

dw = d(ay - wy)
=da; Nwr+ar(—1)%w;, Ao Adwi, Ao Aw;,
=dar ANwr + a;(—1)%wi A A (Wigjo Awj ) A=+ Aw;,
= da;r Nwr + aw; i, Nwi, N Awj, N Aw;,

= (da; + ail"'ja"'irwjaia) A wr.

Assim definimos a derivada covariante dos a;,..;, j via a relacao

n

E Qjy .y jW5 = dail...ir + E Qg gt Wi - (39)
j:l 1<a<lr
ja
De maneira aniloga, obtemos uma relacao para (r — 1)-formas exteriores

Wiy jW5 = Ay iy iy Wi (3.10)

Vejamos agora um caso particular. Para n = 2, seja w = aw; A wsy, entao a sua
derivada covariante tem a forma

Vw=awj Nwi ANwy, 1< 75 <2,

onde
2
Za,jwj = da+ af Z Wjqia)
i=1 1<ag2
Ja
2
= da + a(z wji)
ij=1
= da + a(wi1 + wiz + war + wa),
com isto

a,; = a;w;(e;)
da(e;) + a(wii(ef) + wiale;) + warle;) + waale;)),
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desta maneira obtemos uma expressao simples da derivada covariante.

Derivando exteriormente (3.10), obtemos

Ay iy _yj N WG+ Qi 005 = Ay joip N Wi T iy Wi
dail‘“ir—lyj /\ w.] + ail'“ir—lykwkj /\ w] = d&il“'.ja‘“ir—l /\ wjaia + ail"'ja“'ir—l (wjak /\ wkla)
+ai1"'ja"'ir719j

= dail"'ja"'i'rfl /\ wjaicx + a‘il'“ja“'irfl (wjak /\ wkia)

ala

+§a¢1...ja...i7,7lRjai&klwl N Wy.

Por um lado temos

dail...irfhj VAN Wy + Ay -vip_q kWEj N Wy = Qi jEWE N Wi = Qi ekgvip_1,jWkaia A Wi
= Qjyeip_q,jkWk VAN Wi + Qjyvkgyevip_1,j W5 VAN Wkyia
= Qjyvip_q,jkWEk N Wi +
(dail...ka...”71 + az‘l...ju...ka...iT71ijiu) VAN Wkaia
= Qjy ooy q,jkWk N\ W5 + dail...ka._.irfl AN
Z Wiy wsjibiarir—1 Wiy N Whaia T
v#a
Qiyojiyeobia i Wi N\ Whaia
weip1 N Wheia T

: :a’il"'juka“'irfleuiu /\ wkaia +
v#a

= Qjyoipq jkWk A W) + dail...k

all]alazrfleuka /\ wkaza
= ail...irfhjkwk VAN Wj + dail..,ka...%71 A Wk ia +
E ail"'juka"'ir—leuiu /\ wkaia +

v#a
iy jorir 1 Wiaia /N Wkaias

comparando as duas ultimas equagoes temos

Ay i1, jEWE N Wi + E Qg gkt 1 Wiy N Wkoio — 5Rjaialkail...ja...irflwk VAN wi,
v#a



3.3 Derivadas de r-formas exteriores 41

observe que a expressao Zy#a @iy evjoobinyin 1 Wiy, N\ Wi, € identicamente zero pois

z a’il"‘jl/"'ka"'irfleuir/ /\ wk‘oﬂ'a = z a’il"'ju"'ka"'irfleuiu /\ wkaia +

vEa v<a
z :ail"'ju"'ka"'irfleuiu /\ wkaia
v>a
= E iy ofyoekoir1 Wiy, N\ Whaia T
v<a
E ail"'ja“'ku“'ir—leaia /\ wkuiu
v<a
= z ajil"'ju"'ka"'ir—leuiu /\ wkaia -
v<a
§ ail"'ja"’ku"'ir—lwkuiu /\ wjaia
v<a
= E iy fyokgip_1 Wiy /\wkaia -
v<a
z :a’il“‘ka“‘ju“‘ir—leuiu /\ wkaia
v<a
=0,
com isto,
ity 1, gk A WG = 5 Rioiqlhiyjorwir Wk N Wy

o que implica a seguinte igualdade

Wiy vy b — Qi g ol = Pty i -

Similarmente, para r-formas temos

Wiyl = iy kj = Rigin k@it



Capitulo 4

Método de Bochner

Neste capitulo tem como fundamento estudar o operador Laplaciano A sobre
uma variedade Riemanniana, e observar que o seu estudo dé informagao sobre a
topologia da variedade.

Teremos como principais resultados o Teorema de Decomposicao de Hodge e o
Método de Bochner, os quais em combinacao nos da informacao dos ntimeros de
Betti, que é uma ferramenta topologica.

Na Secao 4.2, demonstraremos que as defini¢coes dadas por K. Kodaira e Hodge
com respeito a uma r-forma harmoénica sao equivalentes.

Na Secao 4.4 conheceremos como é que o Método de Bochner ¢ aplicado a os
numeros de Betti.

4.1 O Operador Estrela

Seja {wy, -+ ,w,} uma base ortonormal positiva, de 1-formas exteriores sobre a
variedade Riemanniana M. Definimos o operador linear estrela () ou operador de

Hodge como sendo
«: N"(M) — A"(M)

*(wi, A Aw;,) = sgn(o(d, IC))%‘TH Ao A wy,

onde o(1,1¢), denota a permutagao
(i1, yipy g1, 50p) < (1,2, n).
Em base a esta definicao obtemos as seguintes propriedades do operador ,
x(1)=wi A Aw,y

k(Wi A Awy) =1,

alids podemos mostrar que

k(Awy A -+ AN Awy) = (det A) * (wy A -+ Awy,),

42
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isto significa que o operador * independe da base positiva escolhida.

Como conseqiiéncia imediata da definicao temos os seguintes lemas enunciados
sem demonstracao

Lema 4.1 Temos x = (—1)"™") : A"(M) — A"(M).
Lema 4.2 Para w,v € A"(M) temos
<v,w >=*(w A xv) = *(v A *w).

Lema 4.3 Seja vy,--- ,v, uma outra base arbitraria positiva de T*(M), entdo

1

*(1) = Vdet(< v;,v; >)

(O IANERIVAN Ve

Se supormos M orientavel,considerando coordenadas locais, entao escolhendo

os vetores -9 como uma base positiva, podemos expressar

e g
#(1) = y/det(gi;)dx" A -+ A dz™.
A esta expressao chamamos Forma de Volume
vol(M) = / x(1).
M

Com isto, sobre A"(M), podemos definir um produto escalar

@p) = [ <ap>

= [ anss.

assim definida, (,) é bilinear e positiva definida.

Definicao 4.1 Se w € uma r-forma entao definimos
dw = (=)D v g x w,
¢

Lema 4.4 Se M ¢é compacto, entdo o operador § € o operador adjunto de d com
respeito ao produto escalar (), i.e.

/<dw,77>:/ <w,0n >,
M M

para todo w € A" (M), n e A"(M).
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Demonstracao.
Observe primeiro que por definicao do operador * temos

* K (wil ARERRA wir) = *{Sg?l(O’([, [C))wirH ARERRA win}
= sgn(o(1°,1)) - sgn(o(I,1°))wi, A+ Aw;,.,
por outro lado
sgn(o(I,1°) = (=1)" " sgn(o (1, 1)),
e assim por linearidade obtemos
sxw=(=1)"""w, Ve A"(M).

Observe também que

(wiy Ao Awi ) Ax(wiy A Aw;,) = sgn(o (L, 19)wiy A Awi, Awgyy A

=wi A ANwy.
Se w = ajwy e 0 = byw; entao por linearidade
wAx0 = (ajwr) A *(brwy)
= asbjwy N *(wy)

:alblwl/\---/\wn

=< w,f>dV.

Agora, se w € A" (M) e n € A"(M), entao
< dw,n > = dw A *xn
=dwA*n) + (=1)'wAdxn
= d(w A *n) + (=1)" - (=) IODG A ok (d % n),
mas
(—1)rH=r D=1 (L pynrnt

(_1)n(r+1)+1

logo
< dw,n > = d(wAx*n)+w A *(dn)
=d(w A )+ < w,on >;

integrando obtemos

/<dw,’r]>:/d(w/\*n)+/ <w,0n > .
M M M

Finalmente, pelo teorema de Stoke’s, ver ([1]), concluimos que

/ <dw,n>:/ <w,on > .
M M

44
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4.2 O Laplaciano

Lembremos que temos dois operadores

d: AT(M) — A™L(M)

51 AH(M) — AT(M),

com a relagao
(a, dB) = (dar, ),
onde o € A" (M), 3 € A"(M).

Uma forma w é chamada harmonica se for fechada e co-fechada (i.e dw = o
e dw = 0), esta é a definicigao dada por Hodge; mas K. Kodaira por outro
lado, chama a uma forma w, harménica, se Aw = 0, onde A é o operador
Laplace-Beltrami —dd — dd.

Neste capitulo demonstraremos, na proposi¢ao (3.2), a equivaléncia das duas
defini¢oes anteriores.

Considerando «, # formas exteriores de grau r e r 4+ 1 respectivamente, entao,
pelo teorema de Stoke’s

/Md(aA x3) = 0,

/Mda/\*ﬁ:(—l)"“_l/Moz/\d*ﬁ?

(da, B) = (a,60).
De maneira analoga podemos observar que se 5 é uma p — 1-forma entao
(a, dB) = (dar, ).

Com tudo isto podemos enunciar o seguinte resultado: "Para que uma forma
exterior o seja fechada € necessdrio e suficiente que seja ortogonal a todas as
formas co-exatas de grau r."

daqui

ou equivalentemente

De fato, esta condi¢ao é necessaria pois se da = 0 entao («, §3) = 0 para todo
B € A™Y(M). Suponhamos agora que « é ortogonal a todas as r- formas co-exatas
, entdo (o, dda) = 0 e daqui (da, da) = 0, o que implica da = 0. [ |

Analogamente podemos afirmar que : "Para que uma forma exterior seja
co-fechada € necessdrio e suficiente que seja ortogonal a todas as formas exatas”.
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Das duas afirmacoes anteriores podemos concluir que se a e 3 sao duas
r-formas com « exata e [ co-exata , entdo (o, 3) = 0.

Definigao 4.2 O Operador de Laplace-Beltrami sobre A"(M) é definido por
A:=—dd—0d: N" (M) — A"(M)
Uma r-forma exterior w é chamada harmonica se Aw = 0. O
Proposicao 4.1 O Operador Laplaciano A € auto-adjunto, i.e.
(A, B) = (o, AB),
para todo o, 5 € A" (M).
Proposic¢ao 4.2 Seja o € A"(M) entao
Aa=0<=da=0 e da=0.

Demonstracao.
Pela mesma definicao, é claro que se da = 0 e da = 0 entao Aa = 0.

Reciprocamente, se Aa = 0, entao, da identidade

(Aa.a) = ((d6 + bd)a, )
= (da, 6a) + (dav, dav),

e pela hipotesse temos que, a expressao acima é zero, e como (da, da) + (dov, dar) é
nao negativa, eles sao nulos quando da =0 e da = 0.

Corolario 4.1 Sobre uma variedade Riemanniana compacta e conexa, toda apli-
cacao harmonica é constante.

Exemplo 2 : Suponhamos agora que f : R® — R ¢ uma aplicacao diferenciavel,
assim temos o/
dz’.

X
Mostremos que neste caso a definicao do operador Laplaciano-Beltrami coincide

com o Laplaciano em R", para isso escolha ¢ = ¢;dz’ com suporte compacto,
assim

sp = (1) rpdat A Adai A A da”
=1

logo

@0 = [ et
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mas

of Dp;
8$Z (f@z) a 5 Pi + f ' 8.ZUZ"
assim, desde que ¢ tem suporte compacto
dp;
d =— dxt Ao A da”
(df, ¢) . [ oz, x
segue-se que
0 .
dp = —ai = —divp.
finalmente obtemos que
n 82f -
Af =—=ddf = ; On.) = div(gradf).
Logo, o operador Laplaciano coincide com o usual em R". [ ]

Exemplo 3 : Suponhamos agora que temos uma aplicacao diferenciavel f : M —
R e seja, ¢ : M — R uma aplicacao diferencidvel com suporte compacto, e
denotemos por g = det g;; com (g;;) a métrica Riemanniana de M e (¢) a sua
matriz inversa (que define uma métrica em 7%(M)); assim

MAf'go\/gdxl/M"/\dac” = (Af, )
= —/ < df,dp > *(1)

- —/ < O 4 2% gt > (1)

ox;  Ox;
of ¢ 1
- _ ij 2L 7 e dr™
/Mg 89518 gdx x
1

=, 7 (V3 5 )

como isto vale para todo ¢ € C*°(M) com suporte compacto, segue-se que

1
\/_ ox;

0 que queriamos demonstrar. [ ]

Af = o (ag 5,
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Agora calculemos o Laplaciano para r-formas exteriores, para isso seja w = ajwy
com [ ={iy, - i, fewr=wj;, A Aw;, , 1 <iy <.+ <i, <n, assim entdo

dw = ajjw; N\ wr

- Z Z Sgn<0)aowi1 N ANWi g,

11 <o <bp41 o (i1, yort1)

onde o(iq, - ,ir11) denota a permutacao do conjunto {iy,--- 711}

Agora calculemos dw, para isso chamemos de

0 = *w
= ;i sgn(o(I, I))wi_, N Aw;,.

Denotemos por
biyok,_, = sgn(o(I,I°))ai, .., ,

se k= (ki, - kn_yr) = (dps1, -+ ,1,) = I°, entdo podemos escrever

ﬁ = bgwg.
Derivando exteriormente

dﬁ = bKJ‘(.dj A WK
- (dbkl"'knfr + bkl"'jé"'knfrwj9k9) /\ wK? 1 S 9 S n—r.

Por outro lado

df = d(xw)

= sgn(o(1,1°)da;, ... Nwi ., N AwWiy, + Dkyecjpeton, Wigky N\ WK

e dada a férmula
Qi i j W5 = Ay foiy + Vigocfoip Wi

obtemos

dp = sgn(o(1,1°))a;,..c;w; Nw;, ., A+ ANw;, —
SG(o (L, 1)) @iy joiyWinin N Wiy Ao AWy,
F0k e jgbon Wighy N Winy Ao AW,
= sgn(o(1,1°)) s, ipeiy Wiy, N Wiy N Ay, —
SG(o (L, 1))@y jo iy Winin N Wiy Ao AWy,

+bk1"'j0"'knfrwj9k€ NWi g N Nwi,,.
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Pela definicao dos by, afirmamos que
bkl“'ia'“kn—r == 0,
no caso que jyp = 14, para algum «; isto é claro desde que

bkl"‘ia"'knf'r = sgn(a(il s kﬁg R ir; k‘l s ia s k?n_r))(lil...ke.“”

= —sgn(o (i1 ir by - in))Qiyerjrmin

_bkl"'je'"kn—r7

logo
bk jo-bin—y = 0

finalmente concluimos que

dﬂ = 8971(0'([, IC))ail...iQ...ir,iawia A\ wmrl A-- A win,

e daqui
wdB = sqn(o(1,1°)sgn(0 (ia, irp1s -+ 2in, i1, day - ir))
XK Qg oo o Wiy VANV w}a VANRRIVAY Wi,
= (=) g wi A AW, A Awg;
entao

Sw = (_1>n(r+1)+1 * dw
= Z (_1)n(r+1)+1+n—a+r(n+r)ailmihiawil JANKIEIRIVAN w}a FANKIEIRIVAN Wi,
1<a<r
2 A
= Z (_1)a+r +1ai14..ihiawil VANRIIRNVAN wia Ao A wir,
1<a<r

agora, pela definicao

—Aw = ddw + déw
= 8(@iyiy jwj Awiy Aves Awy) + d((—1)°‘+’“2+1ai1...ihiawi1 Ao ANwi, N Awg,)
— (=)D g wi Awy A A, A Awi, 4
(—1)eH D g wi Awy A A, A Aw;,

~

iy iy jiaWj AN Wip N oWy Aees Awy, +
2
(_1)a+r +1

— (_1)a+(7"+1)2+1

Ay -y i W5 A Wiy VAN /\wia VANERIVA Wi, +

a+r2tl ~
(—1) ail...imiajwj/\wil /\---/\wia /\---/\wir

— (=)D wi Awy A A, A Awi, +

2
(—1)HDHEHD g A Aw, +

a+ri41 ~
(—1) Qg i i jW 5 ANwig A A Wi, VANIEEIAN Wi, -
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Por outro lado temos que

Qi ipying = Qir-ingia T BhpiginjGir-kg iy -
Observe-se que

(_1)a+(r+1)2+1 — (_1)a+r2+2r+2 — (_1)044-7“2

9

€ assim

2 2 2
—Aw = (1) g i+ (D i+ (CDT T Ry i) -
Wi Awiy A AWy, Ao Awg, +
2
(_1)(r+1)+(r+1) +1ai1---ir,jjwi1 A-ee A Wi ;
com isto

2 ~
Aw = (_1)a+r Rkﬁiﬁiajail...kﬁ...irwj VAN Wiy VAN Wi, VANEIERIVAN Wi, +

2
(_1)(r+1)+(r+1) +2ai1---ir,jjwiq Ao A Wi

mas
(_1)(r+1)+(r+1)2 _ (_1)r+1+r2+2r+1 _ (_1)r(r+1) -1
e assim
2 ~
Aw = (—1)Q+T Rkﬁiﬁiajail...kﬁ...irwj A Wi, VANCREIVAY Wi, VANRRIIVAY Wi, +
iy jWin I\ * 7 A Wi,
= —RgigiajQiyhginWj AN Wiy N -s Ay A= Awi, + ar,j;wr.
Seja

E(w) = Rigisjuioliy-hsi, Wiy N Awiy A= Awj,,
e definimos o Operador Laplaciano de Bochner por
V*Vw = ayjwr.
Logo, podemos observar que
Aw = V*'Vw — E(w).

Observacoes 4.1 No caso que w = f, uma aplicacdo diferencidvel, entdo

Af =) fu
i=1

Neste caso E(f) = 0.
Observacoes 4.2 Se w = a,w; € uma 1-forma, entao

E(w) = Rkijiakwj

= jparWwj.
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4.3 Teorema de Decomposicao de Hodge

Enunciaremos sem demonstragao alguns teoremas importantes no desenvolvimento
desta teoria

Definicao 4.3 Seja
H ={we A" (M), Aw = 0}.

Os elementos de H" sao chamados r-formas harmonicas (seguindo a definigao
dada por K. Kodaira). O

Definicao 4.4 Seja o uma r-forma exterior, entao, ela é chamada fechada se
da = 0; e se eriste um n € A" (M) tal que dn = «, entdo o é chamada exata. ¢

Definicao 4.5 Duas formas fechadas o, € A"(M) sdo chamadas cohomologas
se o — [} € exata. O

Esta iltima definicao determina uma relacao de equivaléncia sobre o espaco de
formas fechadas em A"(M). Assim o conjunto formado pelas classe de equivaléncia
é um espaco vetorial sobre R, chamado o p-ésimo grupo de cohomologia de Rham
e denotado por H},(M,R) ou simplesmente H"(M).

Teorema 4.1 Seja M uma variedade Riemanniana compacta. Entdo toda classe
de cohomologia em H" (M) (0 < p < n = dim M) contém precissamente uma forma
harmonica.

Demonstracao.
Ver([5]). u

Com este teorema podemos observar que existe um isomorfismo entre nossos
espagos H" e H"(M).

Teorema 4.2 (Hodge, Descomposigao) Seja M uma variedade Riemanniana
compacta. Para cada inteiro r com 0 < r <n, H" € finito dimensional, e temos a

sequinte decomposi¢ao em soma direta do espago N"(M) de r-formas diferencidveis
sobre M :

A"(M) = AN (M) & H
= do(A"(M)) ® sd(A"(M)) & H"
= d(ATH (M) @ S(ATH (M) ® HT;

além disso, a equacio Aw = a possui uma solucio w € A"(M) se e somente se a
r-forma a € ortogonal ao espago de r-formas harmonicas.

Demonstracao.
Ver ([4]). u
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4.4 Meétodo de Bochner e Aplicacoes

Lembremos que
Kerd

HgR(M’R) - Imd '

é a cohmologia de Rham, assim
dim Hj(M,R) = b,(M),

é chamado o p-nimero de Bettu.

Lema 4.5 (Bochner) Seja w =), ajw; uma r-forma sobre M, entdo
Alw] =2 < Aw,w > +2|Vw]* + 2 < B(w),w > . (4.1)

Demonstracgao.
Temos que a norma de w é da forma

W =) af.
I

Escolha um referencial ortonormal dual em um entorno de p € M por translacao
paralela de um referencial ortonormal {ey,---e,} no ponto p. Daqui, neste ponto
temos que w;; = 0, pois

0= Vel- = Wij ® €j,

entao
0= w; @ ey,
avaliando sobre (v, wy) € T,(M) ® T (M), temos

= wij(v) @ €j(we),
= wij(”)a VZ,j € {17 7n}'

Alias, V.,e; = 0 ao longo da geodésica tangente a e;, o q implica que
vei(veiej) =0,
no ponto p.

Calculando

Alw|* = (a);;

= 2az(ar);; + 2((ar);)*.

Observe que em geral (ar); # ar; e (ar);; # arjj, onde os termos da direita
denotam a diferenciacao da aplicacao a; e os termos do lado esquerdo denotam a
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diferenciacao covariante de r-formas, mas, pela escolha de nosso referencial local
temos

(ar); = day(e;)
aIaj - all]a27wjaza(6j)

= argj,

no ponto p.
Analogamente

arjj = dag,..q, j(€5)
= d[das(e;) + Wiy joiyWinia (€5)](€5)

= (ar)jj + Qijo-rip €5 (Wjaia (€5));
por outro lado

ej(chxicx) = ej < ve]'ejaa e’ia >
=< Vejvejeja,eia >+ < Vejeja, Vejeia >
= 0.

no ponto p, e daqui

< V*Vw,w > = < ar;wr, arwr >

= ar(ar)jj,
e também
[Vwl? = [V(awr)[*
= |(ar) jw; A wr?
= (a1>,2j>
finalmente

Alwl* = 2ar(ar);; + 2((ar);)*
=2 < V'Vw,w > +2|Vw|?
=2 < Aw,w > +2|Vw]* +2 < BE(w),w >,

no ponto p € M.

Observe que os dois lados da igualdade independem do ponto p, assim, esta
igualdade é globalmente definida em todo M. [ ]
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Teorema 4.3 Seja M uma variedade Riemanniana compacta n-dimensional sem
bordo. Suponhamos que Rj;; > 0, entao, qualquer 1-forma harménica w € paralela
(i.e Vw=0) e R(w,w) = 0.

Em particular, isto implica que o primeiro nimero de Betti, by(M), € ao mais
n. Além disso, se existe um ponto p € M tal que a curvatura de Ricci € positiva,
entdo by (M) = 0.

Demonstracao.
Sejaw uma 1-forma harmonica, entao pela formula de Bochner temos

Alw]? =2 < Aw,w > +2|Aw]* + 2 < B(w),w >
= 2|Aw]* + 2 < Rjajwy, a;w; >
= 2|Aw|2 + 2Rjz~ajai.

Podemos definir

R(w,w) = Rja;a;
= < R(ej, ex)ex, e; > aja;
= < R(aje;, ex)ey, ae; >
= Ric(aje;, ae;)

= Ric(aie,-, aiei);

assim
Alw]? = 2|Vw]? + 2R(w, w),

logo Alw|?* > 0, assim a aplicacdo |w|* é sub-harménica, assim dado que M é
compacto implica pelo principio do Maximo, que |w|? é constante.

Assim
0 =2|Vw|* 4+ 2R(w,w),

daqui
|Avl>=0  R(w,w)=0.

Com isto, [Vw|* = 0, assim w ¢ paralela, e desde que a dimensao de 1-formas
paralelas é ao mais n, segue-se que a dimensao de 1-formas harmonicas é também
ao mais n, e desde que os espagos H" e Hj,(M) sao isomorfos, obtemos o resultado.

No caso que R(p) > 0 para algum ponto p € M, entao, desde que R(w,w) =0
obtemos w(p) = 0 e daqui b, (M) = 0. u

Definicao 4.6 O operador curvatura de uma variedade Riemanniana M € a apli-
cacao linear
S AN*(M) — A*(M),
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dada por
S(wi VAN U)j) = Rjiklwl N We.

O

Teorema 4.4 Seja M uma variedade Riemanniana compacta. Se o operador cur-
vatura € nao negatiwo sobre M, entao qualquer r-forma harmonica é paralela.
Daqui, o r-ésimo numero de Belti é ao mais Z ) Além disso, se existe um
ponto p € M tal que S(p) > 0, entdo b.(M) = 0.

Demonstragao.

Dada a identidade
Alw]* = 2|Vw*+ < B(w),w >,

onde
< E(w),w >= Rk@iﬁjaiaa’il"'kﬁ---irai1---ja---ir7
podemos definir a 2-forma
W= aZl]alrw]a /\ wioﬂ

entao
S(Cu) = Riajaklail---jamirwl A Wi .
Daqui
< S(G)),w > =< Riajaklail...ja...irwj N Wi, iy oejginWig AN Wig >
- Riajakla“il”'ja“'ir'ail"'jﬁ"'ir

=< E(w),w >,

e assim, seguindo o mesmo procedimento do teorema anterior concluimos a demon-

stracao. ]
Definicao 4.7 Um campo vetorial X = a;e; € chamado um campo vetorial de
Killing se

am -+ Cljﬂ' = O,
para todo 1,5 € {1,2,--+ ,n}. O

Lema 4.6 O gerador infinitesimal de uma familia 1-paramétrica de isometrias de
M € um campo vetorial de Killing sobre M.

Demonstragao.
Seja ¢, : M — M uma familia 1-paramétrica de isometrias, parametrizadas por
t € (—e,e). Se {e1, - ,e,} é um referencial local ortonormal no ponto p € M
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dada pelas coordenadas normais centradas em p.Entao, pelo fato das funcoes
ser isometrias, obtemos

< dpi(e;),dpi(e;) > = < e;, e >

= Y,
diferenciando e avaliando no ponto t = 0, obtemos
d
0= < dpi(e:), dipr(ej) > [i=o
= < Vrdpi(e),doi(ej) > + < Vrdpi(e;), dpi(ei) >,

onde T' = dip; (%) é o campo vetorial infinitesimal dada por .

Podemos ver os vetores %, e, -+, e, como vetores tangentes dadas por coor-
denadas desde (—¢,¢) x M, neste caso temos a propriedade que

[T, dpi(e1] =0, 1 <i<nmn,
entao, podemos escrever a igualdade anterior como
0=<V,T,e; >+ <V,T,e >,

no ponto t = 0, assim se T" = a;e;, entao

VT = aiVeZ-
= awi; X €5,
logo
V., T =VT(e)
= awii(e:) - €;
= @4,j€j
finalmente
< Vei, €; >= aj;j,
analogamente
< VejT, €; >= Q;,
concluindo assim a demonstracao. [ ]

Teorema 4.5 Seja M wuma variedade Riemanniana compacta com curvatura de
Ricci nao positiva. Entao, qualquer campo de Killing sobre M € paralelo. Além
disso, se existe um ponto p € M tal que a curvatura de Ricci satisfaz R(p) < 0,
entao nao existem campos vetoriais de Killing nao triviais.

Em particular , isto implica que M nao possui uma familia de isometrias 1-
paramétricas.
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Demonstracao.
Seja X = a;e; um campo de Killing, a sua forma dual é dada por w = a;w;. Logo

A|w|2 = 2&?7]- + 2ai,jj © A,
== 2]Vw|2 - QCLjﬂ'j * g

= 2|Vw|* — 2R(p, p),

assim, aplicamos o mesmo método do teorema anterior para concluir a demon-
stragao. -
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