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RESUMO

Nesta dissertacao estudamos as propiedades das matrizes nao-negativas e irredutiveis.
Para tais matrizes provamos o teorema de Perron-Frobenius e mostramos algumas aplicagoes
do teorema, como por exemplo ao Google e a dinamica de populagoes. Também damos
estimativas para o autovalor maximal e estudamos o espectro.
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Capitulo 1

Introducao

Nosso primeiro objetivo foi o de entender como funciona o Google. Isto nos levou a
considerar matrizes nao-negativas e matrizes irredutiveis. Estudamos suas propriedades
como também a conexao existente entre estas matrizes e grafos dirigidos. Estes sao os
principais tépicos do Capitulo 2.

Como veremos na se¢ao seguinte, o principal resultado por tras do Google é o Teorema
de Perron-Frobenius e no Capitulo 3 se encontra o enunciado e a prova deste Teorema,
assim como também sua aplicagao ao Google.

Finalmente no Capitulo 4 sao estudadas outras propriedades das matrizes irredutiveis.
Em particular a forma de Frobenius para estas matrizes é introduzida. Também sao
mencionados outros problemas onde a Teoria de Perron-Frobenius é muito utilizada.

1.1 O Go gle

O Google foi criado em 1998 por Sergei Brin ¢ Lawrence Page, dois estudantes de
Doutorado em Informética da Universidade de Stanford.

O Google é uma pégina de busca na rede que hoje em dia é a mais utilizada no mundo
inteiro para procurar qualquer tipo de informacao, e recebe até 200 milhoes de consultas
didarias. O nome Google é uma variacao sobre o termo googol, que refere-se ao niimero
10100

O Google utiliza uma enorme base de dados formadas pelas milhoes de paginas web
existentes na internet para procurar a informagao pedida. O Google utiliza um algoritmo,
chamado PageRank para ordenar os resultados das buscas para logo serem apresentadas.
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Brin e Page tinham o objetivo de exibir, em um ntimero relevante dos casos, uma lista
onde ao menos as dez primeiras paginas contivessem informagao util para quem realiza
a busca. Mais que isso, eles conseguiram fazer com que o Google corrigisse os termos da
busca e fizesse sugestoes de termos certos.

1.2 O Modelo

Devemos cadastrar todas as paginas web existentes, com seus contetdos, links, etc.

Neste primeiro momento, vamos nos interessar s nas paginas as quais vamos atribuir
uma etiqueta P;,..., P, e por seus enlaces. Assim a rede pode ser descrita usando um
grafo dirigido em que cada pagina é um vértice do grafo e existe uma seta ligando P; a
P; se desde a pagina F; ha um enlace para a pagina P;. Como este grafo ¢ muito grande
vamos trabalhar com a transposta da sua matriz de adjacéncia A, que serd uma matriz
n X n cujas entradas sao 0 ou 1, onde a;; = 1 se, e somente se, existe um enlace desde a
pagina P; para a pagina F;, e a;; = 0 caso contrario. Mais detalhes sobre grafos e matrizes
de adjacéncia podem ser encontrados na secao 2.3.

A matriz A é da forma

P P; P,
] ! !
Pl —
P, — g — enlaces a pagina P,
P, —
!

enlaces desde la pagina P;

Vamos chamar A a matriz de Google.

Observacgao 1. A soma das entradas correspondentes a coluna j é exatamente o niimero
de links que esta pagina contém.

Uma primeira idéia para ordenar as paginas seria a de postular que a ”importancia”’de
uma pagina estd relacionada com o niimero de paginas que tém um enlace para ela, ja que



isto significaria que o conteido desta pagina seria recomendado por muitos participantes
da rede.

Mas este modelo nao traduz adequadamente a seguinte situacao: que uma pagina P
tenha poucas citacoes, mas esteja citada de paginas relevantes como por exemplo, desde
WWW.amazon.com ou www.microsoft.com e se simplesmente nos dedicassemos a contar
as paginas que citam P, nossa pagina teria asignada um peso baixo, mas isto nao parece
razoavel.

Assim devemos melhorar nosso modelo de maneira de asignar um peso alto
e tanto paginas muito citadas

e quanto a paginas pouco citadas, mas desde sites importantes.

Nosso segunda tentativa consistird em decidir que o peso x; da pagina P; sera proporcional
a soma das impor tancias das paginas que possuem um enlace para P;.

Usando matrizes, podemos traduzir isto da seguinte maneira:

T g

T2 X2
=)\A ,

Tn T,

onde A é a constante de proporcionalidade e A é a matriz dada acima.

Podemos reformular nosso problema da seguinte maneira: queremos achar A um autovalor
de Aex = (x1,29,...,x,) um autovetor associado a A que tem todas as coordenadas nao
negativas ou seja x > 0.

Observe que se pretendemos que este método seja util deveriamos pedir que o autovetor
acima fosse unico.



Capitulo 2
Nocoes Basicas

Ao longo deste trabalho estaremos usando alguns conceitos conhecidos pelo leitor, como
os de autovalor e autovetor, que ja apareceram nos cursos de Algebra Linear. J& outros
conceitos, como os de matriz positiva ou irredutivel, sao menos conhecidos, assim que
para facilitar a leitura, faremos aqui uma breve revisao destes conceitos basicos.

2.1 Autovalores e Autovetores

Em toda esta secao vamos considerar A uma matriz n x n real.

Definicao 1. Um nimero A € R é dito ser um autovalor de A se existe um vetor nao-
nulo v € R™ tal que Av = Av, ou equivalentemente, se A é uma raiz de p(x), polinomio
caracteristico de A. Lembramos que o polinémio caracteristico estd dado por p(z) =
det(zl — A)

Se A é um autovalor de A, entao o conjunto a seguir é um subespago vetorial nao-nulo,
chamado de auto-espacgo associado a A:

Wy:={veR"|Av=\v}.

Assim, associados a um autovalor de A temos definidos dois ntimeros inteiros: um deles
a multiplicidade de A como raiz do polinomio caracteristico e o outro a dimensao do
auto-espaco W,.

Definicao 2. Dado A um autovalor de A definimos a sua multiplicidade algébrica como
sendo igual a multiplicidade de A como raiz do polinémio caracteristico. A multiplicidade
geométrica estara dada pela dimensao do auto-espaco associado a .
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Observagao 2. A multiplicidade algébrica de um autovalor A é sempre maior o igual a
multiplicidade geométrica do mesmo. Ja que se a multiplicidade geométrica for m < n,
entao existem vy, . . ., v, autovetores nao-nulos,linearmente independentes associados a .
Considerando B = {vy,...,Up, w1, ..., w,, } uma base de R" temos que a matriz C' é
equivalente a matriz A, onde C' estd dada por

C— M, Cia
0 Ch)
Portanto A e C' tém o mesmo polinomio caracteristico. Note que o polindmio caracteristico

de C estd dado por p(x) = (z—\)™-det(z1,—m—C22) € logo A tem multiplicidade algébrica
pelo menos m.

Proposicao 1. Sejam A um autovalor de A e B(\) a matriz n x n dada por:

B(A\) = adj (M — A)
entdo as colunas nao-nulas de B(\) sdo autovetores de A associados a A.

Demonstracao. De fato, pelas propriedades da adjunta, temos que

(AL —A)B(\) = (AI—A)adj(M — A)
= det(\ ] — A) I,
p(\) I,
0,

ja que A é uma raiz do polinomio caracterisitico p de A. Logo temos que cada coluna nao
nula é um autovetor nao-nulo associado a A. O]

Esta proposicao sera de grande utilidade nos proximos capitulos.

2.2 Matrizes Nao-Negativas e Matrizes Irredutiveis

Definicao 3. Uma matriz n X n real A é dita nao-negativa se a;; > 0 para todo 1 <14,j <
n, neste caso denotaremos por A > 0. Se a;; > 0 para todo 1 < 7,5 < n, diremos que A ¢é
positiva e denotaremos por A > 0.

11



Observacao 3. Se A > 0, entao AP > 0 para qualquer p > 0. Podemos também esperar
que, se A tem uma alta densidade de elementos nao-nulos, entao para um p suficientemente
grande, deveriamos obter AP > 0.

Exemplos de matrizes nao-negativas, que vamos utlilizar nos proximos capitulos, sao as
matrizes de permuta¢ao. Dada uma pernutacao o € S,, a matriz associada a o serd a
matriz P dada por

1, seo(i)=j
2% , -
0, caso contrario

Outro tipo especial de matrizes que vamos a considerar sao as chamadas “matrizes irre-
dutiveis”. Vamos definir o conceito de matriz redutivel:

Definicao 4. Seja A uma matriz n x n, com n > 2. A é dita redutivel se existe uma
matriz de permutacao P tal que

A A
PtAP _ 11 12
|: 0 A227

onde Ajq, Ay sao matrizes quadradas de ordem menor que n. Se nao existe uma tal
matriz de permutacao P, entao diremos que A é irredutivel.

Exemplo. Toda matriz positiva é irredutivel.

Exemplo. Toda matriz nao-negativa 3 x 3 que tem s6 uma entrada nula, é irredutivel.

O exemplo anterior pode ser generalizado da seguinte maneira:

Exemplo. Toda matriz nao-negativa n X n com n > 2 que tenha no maximo n — 2
entradas nulas, é irredutivel.

Matrizes nao-negativas e irredutiveis tém muitas propriedades especiais, como por exem-
plo:

Proposicao 2. Se A é uma matriz nxn, ndo-negativa e irredutivel, e seja x = (z1,...,x,)
0 tal que Az = 0, entao z = 0.

12
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Demonstracao. Suponha que z, > 0 para algum k, entao:
n
0 = (Az)i=) aia,
j=1
Z Qi kL,

o que mostra que x; < 0, uma contradicao. ]

Outra propriedade especial das matrizes nao-negativas e irredutiveis é a seguinte:

Lema 1. Seja A uma matriz n X n nao-negativa e irredutivel, entao (I + A)"~1 > 0.
Demonstracao. Seja y € R™ nao-nulo e y > 0, consideremos

z=U+A)y=y+ Ay (1)

note que z > 0 pois A > 0 e y > 0 e, além disso, z tem pelo menos tantas coordenadas
nao-nulas quanto y. Se y nao for positivo, provaremos que z tem, pelo menos, uma
coordenada nao-nula a mais do que y.

Suponhamos que z tem tantas coordenadas nao-nulas quanto y, sem perda de generalidade

y:(g) e zz(S) onde u,v > 0

ja que a propriedade de uma matriz ser positiva é invariante por permutacoes. Observe

podemos supor que:

que tanto u quanto v sdo vetores de R™ (sem coordenadas nulas), onde m > 1 é o nimero
de coordendas nao-nulas de y e 0 é o vetor nulo de R"™™.

Podemos pensar a matriz A formada por blocos da seguinte forma:

A A
A ( 1 12) ’
An Ao
onde as matrizes Ajy, Ao, Ao e Ay tém ordens m x m, m x (n —m), (n —m) X m e
(n —m) X (n —m) respectivamente. Pela defini¢ao de z em (), temos que:
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Y — v . u 4 AH A12 u
~\0/ \o Ay Ap) \0
_({u i Apu+0
N 0 A21U+0
. A11u+u
N A21U ’

logo As;u = 0. Mas como u > 0 e Ay > 0, entao Ay = 0. Isto é uma contradicao ja que
A é irredutivel.

Assim, z tem pelo menos uma coordenada nao-nula a mais do que y. Se z nao for positivo,
aplicando o mesmo argumento para z temos que zo = (I + A)z = (I + A)?y tem pelo
menos uma coordenada nao-nula a mais do que z e pelo menos 2 coordenadas nao-nulas
a mais do que y.

Repetindo este argumento no maximo n — 1 vezes, teremos que para todo y > 0 nao-nulo,
z = (I + A)" 'y tem todas suas coordenadas positivas.

Em particular, para j = 1,2,...,n tomando y = e; o j-ésimo vetor da base canonica de
R™, temos que:

(I+A)" ;>0 Vj=1,2,..,n

Como (I + A)"'e; é a j-ésima coluna da matriz (I + A)"!, temos que (I + A)"! tem
todas suas colunas positivas e portanto (I + A)"~! ¢ uma matriz positiva como querfamos
mostrar.

O

Esta propriedade serda uma peca chave na prova do Teorema de Perron-Frobenius.

Varios corolérios podem ser deduzidos deste lema:

Corolario 1. Uma matriz A n X n, nao-negativa é irredutivel se, e somente se

(I, + A" > 0.

Corolario 2. Se A é uma matriz n X n nao-negativa e irredutivel, entao todo autovetor
nao-negativo de A deve ser positivo.

14



Corolario 3. Uma matriz A n X n nao-negativa ¢é irredutivel se, e somente se, para cada
(4,7) existe um inteiro k tal que a entrada (i, j) da matriz A* seja positiva.

Tanto o corolario 1, quanto o corolario 3, nos proporcionam um critério para decidir
b )
quando uma matriz nao-negativa é irredutivel.

2.3 Matrizes e Grafos

Muitas das propriedades das matrizes nao-negativas que serao estudadas neste trabalho
dependem da distribui¢ao das entradas nulas e por isso, as vezes, ¢ mais conveniente
substituir a matriz original por uma matriz em que substituimos as entradas nao-nulas
por 1, obtendo assim uma matriz que s6 tem como entradas 0 e 1 e que tem a mesma
distribui¢ao de zeros que a matriz A. Diremos que esta é a matriz (0, 1) obtida a partir
de A.

Vamos querer associar a uma matriz ndo-nula A, ou melhor a matriz (0, 1) obtida a partir
de A, um grafo e relacionar as propriedades de A com as propriedades do grafo construido
a partir de A.

Precisamos definir grafo:

Definicao 5. Seja V um conjunto nao-vazio com n-elementos que denotaremos por
1,2,...,n e seja S uma relagao bindria em V. O par D = (V,S) é chamado um grafo di-
rigido. Os elementos de V serao chamados de vértices e os elementos de S serao chamados
de setas de D. A seta (i,7) € S serd dita ligando o vértice i ao vértice j.

Serad conveniente representar o grafo D = (V,S) por um diagrama no qual os elementos
de V serao pontos e os elementos de .S serao setas ligando os pontos apropriados de V.

Exemplo. Considere V = {1,2,3} e S = {(1,1),(1,2),(2,2),(2,3),(3,1),(3,2)}. O grafo
D = (V,S) pode ser representado pelo seguinte diagrama:

%

~
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Definicao 6. A matriz de adjacéncia A(D) associada a um grafo D com n vértices, é
uma matriz (0,1) de ordem n X n cuja entrada (i,j) é igual a 1 se, e somente se, (i,7) é
uma seta de D.

Exemplo. A matriz de adjacéncia do exemplo anterior sera

110
AD)y=1(0 1 1
110

Observagao 4. Analogamente, dada uma matriz (0, 1) A, podemos associar-lhe um grafo
dirigido D tal que a matriz de adjacéncia de D seja a matriz A. Para isto basta colocar
uma seta ligando o vértice 7 ao vértice j toda vez que a;; = 1.

Definicao 7. Um grafo D sera dito fortemente conexo se para todo par ordenado de
vértices distintos ¢ e j existe um caminho em D ligando 7 a j.

Exemplo. O exemplo anterior é um grafo fortemente conexo. Se “apagdssemos”a seta
ligando 3 a 2 ainda seria fortemente conexo, mas se “apagdssemos”a seta ligando 2 a 3 ja
nao serfa fortemente conexo, por exemplo para o par ordenado (1,3) nao existe nenhum
caminho ligando o 1 ao 3.

O nosso objetivo é relacionar o fato de que uma matriz nao-negativa seja irredutivel com
o fato de que seu grafo dirigido associado seja fortemente conexo.

Vamos usar as seguinte notacao: se A = (a; ;) ¢ uma matriz quadrada, entao al(-? denotara
a entrada (i,7) da matriz A

Teorema 1. Se A = (a;;) é uma matriz (0,1) e D(A) é o grafo dirigido associado a A

com vértices 1,2,...,n, entao o nimero de caminhos distintos de comprimento k& ligando
S, (k)

iajéigualaa;;.

Demonstracao. Por um lado temos que

(k) _
ij ity Ay ity " Qtgo_q ity At

t1,t2,...,tk

a

16



onde ty,...,t; percorrem independentemente, os nimeros de 1 a n.

Por outro lado, o caminho (i,ty), (t1,t2), ..., (tk—1,tk), (tx,j) liga i a 7 em D(A) se, e
somente se, a;y, = Gy, = = Qpy_y 1), = gy t; = 1, 18tO é, se, e somente se,

ity * gty " Aty by, Qg t; = 1,

donde o resultado segue de forma imediata. O

Corolario 4. Se A = (a;;) é uma matriz ndo-negativa, entao o grafo dirigido associado
a A tem caminhos de comprimento k ligando o vértice i ao vértice j se, e somente se,
(k)

a; ;7 > 0.

Este corolario tem uma conseqiiéncia importante:

Teorema 2. Uma matriz nao-negativa é irredutivel se, e somente se, seu grafo dirigido
associado é fortemente conexo.

Demonstragao. Temos pelo Corolario 3 que uma matriz ndo-negativa A = (a; ;) ¢ irre-
dutivel se, e somente se, para cada i, j existe um k tal que al(g-) > (. Pelo corolério 4 temos
que esta condicdo serd satisfeita se, e somente se, o grafo dirigido D(A) tem um caminho
ligando o vértice 7 ao vértice j. Portanto A sera irredutivel se, e somente se, para cada i e
J existe um caminho em D(A) ligando i a j, ou seja: se, e somente se D(A) é fortemente

Cconexo. O

Outros invariantes associados as matrizes nao-negativas, como o indice de imprimitividade
definido no capitulo 4, também podem ser calculados através do grafo dirigido associado.
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Capitulo 3

O Teorema de Perron-Frobenius e o
Go gle

3.1 O Teorema

O teorema de Perron-Frobenius foi mostrado por Perron em 1907 para matrizes positivas
(ver [Per]) e estendido para matrizes nao-negativas e irredutiveis por Frobenius em 1908-
1909 (ver [Frl] e [Fr2]). A prova que daremos aqui segue o método desenvolvido por
Weilandt em [Wie.

Seja A € M,,x,(R) uma matriz irredutivel e nao-negativa e seja P = {x e R" |z > 0,z #
0}. Considere a funcao: r4 : P — R dada por

Az).
ra(x) = min ﬂ,
1<i<n a5

onde (Ax); é a i-ésima coordenada do vetor Azx.
Definicao 8. Esta funcao é chamada da fun¢ao de Collatz - Wielandt associada a matriz

A e foi introduzida em [Col] e [Wie].

Para todo x € P, esta funcao tem as seguintes propriedades:

o r4(x) >0.

e Paraj=1,2,... n,temos quera(z)z; < (Az);. Mais ainda, temos que a igualdade
¢ verificada para algum j.

18



o x7a(x) < Ax.

O teorema a seguir, estabelece mais propriedades da funcao r4:

Teorema 3. Seja A € M, «,(R) uma matriz irredutivel e ndo-negativa e seja r4 a fungao
de Collatz - Wielandt associada & matriz A. Entao:

(i) A fungao r4 é homogénea de grau 0.

(ii) Se x é ndo-negativo, ndo-nulo, e p é o maior nimero real tal que Az —px > 0, entao
ra(z) =p

(iii) Sejax € Pey= (I +A)" 'z, entdao r4(y) > ra(x).
Demonstragao. (i) Para z € P\ {0} e t > 0, temos que

ra(tr) = gl% (2,

= min (Ax)z
;70 tl’z

= min (A$)Z
x; 70 ($)Z

= ru(z).

~

(ii) A definigao de r4 implica que:

Az —ry(x)z >0,

equeexisteum 1 <k <ntalquex; #0e (Ax—7ra(x)x)r =0. Se ¢ > ra(x), entdo a k-
ésima coordenada de Ax — cx é negativa, logo r4(z) = max{p € Ry tal que Ax —pz >
0}, como queriamos.

(iii) Como Az — r4(z)z > 0, multiplicando nos dois lados por (I + A)"~! (que é uma
matriz positiva pelo lema 1) temos que

(I+A)" Az — I+ A)" ' ra(z)z >0,

e como A e I + A comutam, podemos reescrever a desigualdade anterior da seguinte
maneira:

0<AT+A)" " z—ra(x)I+A)" " 2=Ay—ra(z)y,

19



assim, pelo item anterior, temos que r4(y) > ra(x).

O

Exemplo. Vamos mostrar que se A é uma matriz n X n, nao-negativa e irredutivel, entao
a funcao r, esta limitada.

Obviamente r4 estd limitada inferiormente ja que r4(xz) > 0 para todo x no dominio de
TA-

Vamos mostrar que 74 esta limitada superiormente pela maior soma das colunas de A.
Para cada j =1,2,...,n, definimos

cj = g a;; asoma dos elementos da j-ésima coluna de A.
i=1

Como 74 é homogénea de grau 0, é suficiente mostrar que

ra(r) <max ¢; parax € E = {z P tal que sz =1}
! i=1

Temos que (A z); > ra(z) z; ou seja,

n
Zaijxj >ra(z)x;, Yi=1,...,n,

somando sobre i temos que:

ZZQU% >ZTA =ra(x), jaque Z:pizl.
i=1

i=1 j=1

O lado esquerdo pode ser escrito como:

n n
E E aijmjzg xjg Qij = E xjc]<maxcj,

i=1 j=1 7=1 =1

logo 74(z) < max; ¢;.
Vamos definir € R>( como

r =sup ra(z) = sup r4(z), (3.1)
zelP ek
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ja que todo vector x € P pode ser pensado como z = t - onde T = Z;w cx e Ee
ra(z) =1ra(2).

Por outro lado, se a funcao r4 fosse continua, como E é um compacto, r, atingiria o
maximo em algum elemento de [E e podriamos trocar o supremo pelo maximo:

r =sup ra(r) = max r4(x),
z€k z€E

Obviamente r4 é continua para todo x € E' com x > 0, mas r4 pode ser nao continua em
um z de E se x tem alguma coordenada nula. De fato considere o seguinte exemplo

Exemplo. Considere a matriz A dada por
2 21
A=|1 2 1
0 2 1
e considere z. = (1,0,€)/(1 +¢€) € E onde € > 0. Entao

Ax.=2+4+€61+4¢€€)/(14+¢€) era(xz)=1.

Por outro lado, temos que

ra(wo) =27 1= lim ra(zo).

Teorema 4. Seja A € M,,»,(R) uma matriz irredutivel e nao-negativa, entao a fungao

ra atinge seu maximo em [E.

Demonstragdo. Seja G dado por G = (I + A)"'E, ou seja
G=I+A)""'"E={y|ly=({+A)" " zondexcE},

G é compacto e os elementos de GG sao positivos, como r é continua em G, existe yo € G

tal que 74(yo) > ra(z) para todo z € G. Seja o = yo/ Y. (¥0)i € E, temos que
ra(zo) = ra(yo), pelo teorema 3(i). Se y = (I + A)" !z, temos que

ra(z) <ra(y)  pelo Teorema 3
<ra(yo) pela definicao de yq

= T’A(ZZ,’(]),

logo ra(z) < ra(xo) para todo € E e o maximo ¢é atingido em xy.
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Definigao 9. Seja A € M,,»,(R) uma matriz irredutivel e ndo-negativa, um vetor z € P
¢é dito ser um vetor maximal de A se rz < Az. Um vetor z € P é mazimal se, e somente
se, ra(z) =r.

Lema 2. Seja A € M, x,(R) uma matriz irredutivel e ndo-negativa, entdo o nimero r
definido em (3.1) é positivo e é um autovalor de A. Além disso todo vetor extremal de A
é positivo e é um autovetor de A associado ao autovalor r.

Demonstragao. Seja u = (1,1, ..., 1), entdo temos que
ra(u) = min = min a;e > 0.
a(w) 1§i1§n u; 1§z‘1§nz ik
u; 70 k=1

Pois se qualquer linha de A fosse nula, entdo A seria redutivel. Como r > ry(u), entdo
r > 0. Seja z um vetor extremal e seja x = (I + A)""12. Sem perda de generalidade
podemos supor que z € E, entao pelo Lema 1 temos que z > 0 e x € G. Também temos
que Az —rz >0, pois z é extremal.

Suponhamos que Az —r z # 0, entao

I+ A" (Az—r2)=Ax—ra >0,

como Az > rx, entdao temos que r < r4(x), o que contradiz a defini¢ao de r.

Assim temos que Az —rz =0, e logo r é um autovalor de A, z é um autovetor associado
ar.

Finalmente, como Az = rz, temos que

r=I+A)"2=0+r)""z

e como x > 0, r > 0, obtemos que z > 0 O

Agora ja podemos enunciar o Teorema de Perron-Frobenius, o principal resultado deste
Capitulo.

Notacgoes: Para o Teorema de Perron- Frobenius temos:
e |A| é a matriz cujos elementos (7, j) sao os |a; ;|, onde A = (a; ;)
[yl = (ll, - [yn]) onde y = (1, ... yn)
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Teorema 5 (Perron-Frobenius). Seja A € M, «,(R) uma matriz irredutivel e nao-
negativa, entao:

(i) A tem um autovalor positivo r, igual ao raio espectral de A.
(ii) Existe um autovetor positivo associado a r

(iii) O autovalor r tem multiplicidade algébrica igual a um.

Demonstracao. (i) S6 resta mostrar que se A é outro autovalor de A, entao |\ < r.

Sejam A\ um autovalor de A e y # 0 um autovetor associado a A\, como A é nao-negativa,
temos que

[Allyl = [Ay| < Alyl,
logo [Al < r(fy]) <
(ii) Seja z # 0 um autovetor associado a r, ou seja, Az = r z, temos

rlzl < Al,

isto implica que |z| é um vetor maximal de A, logo pelo Lema 2 temos que |z| ndao tem
nenhuma coordenada nula, assim a dimensao do auto-espago associado a r é um. Pois se
tivéssemos dois autovetores x, y linearmente independentes associados a r, entao teriamos
que ax + By também seria um autovetor associado a r para todo a, 3 € R e poderiamos
determinar « e (3 tais que o vetor ax+ By tivesse uma coordenada nula, absurdo. Portanto
a multiplicidade geométrica de r é um.

Para provarmos que a multiplicidade algébrica de r é um, devemos mostrar que r é uma
raiz de p4(z) o polinémio caracteristico de A, e ndo é raiz do polindémio obtido derivando

pa.

Considere a matriz B(t) = adj(It — A). Temos que B(r) é ndo-nula ja que o posto de
Ir—Aé (n—1), temos pelo menos um menor de tamanho n — 1 nao-nulo. Por outo lado,
pela proposi¢ao 1 temos que as colunas nao-nulas de B(r) sao autovetores associados a
7, logo cada coluna é nao nula de B(r) é um miiltiplo do vetor z > 0, assim cada coluna
nao nula de B(r) é positiva ou negativa. Se aplicarmos o mesmo argumento a matriz A’
temos que cada linha nao nula de B(r) é positiva ou negativa. Portanto cada elemento
de B(r) é nao-nulo e todos tém o mesmo sinal.
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Como B(t)({t — A) = pa(t) I, temos que

B'(t)(It — A)+ Bt)({t — A) = B'(t)(It — A) + B(t) = py(t) I

onde / indica a derivada. Em ¢t = r e aplicando ao vetor z temos que

B(r)(z) = B'(r)(Ir — A)(2) + B(r)(z) = pa(r) 2,

e logo como B(r) e z sdo nao-nulos e todos os elementos de B(r) tém o mesmo sinal e
0 mesno acontece para todas as coordenadas de z, temos que B(r) z # 0, assim r é uma
raiz simples do polinémio caracteristico de A, p4(t), que é o que querfamos provar. [

Exemplo. Considere a matriz A dada a seguir
1 2 3
A=1(0 1 1
21 3

Por um célculo direto vemos que r = 5. Vamos comparar com os valores da funcao r nos
vetores (I + A)*(z;) = z;11 onde z; = (0,1,1), para i = 1,2. Temos que

z1 = (0,1,1), A(xy) = (5,2,4), ra(z;) = min{2,4} = 2
Ty = (31,11, 33), A(xy) = (152,44, 11), ra(zs) = min{$2 11, 4} =4

w3 = (1091,315,1241), A (z3) = (5444, 1556,6220), ra(zs) = 4,93968. ..

Vemos que 74(x;) converge de maneira muito réapida para o valor de r.

Uma versao mais fraca do Teorema 5 pode ser provada para matrizes nao-negativas, nao
necessariamente irredutiveis:

Teorema 6. Seja A € M, «,(R) uma matriz ndo-negativa, entdo A tem um autovalor r
que é maior ou igual do que o médulo de qualquer autovalor de A e um autovetor positivo
associado a 7.

Demonstracao. Seja A. = A+ eB, onde B é qualquer matriz positiva n X n e € é um
numero real positivo. Temos que A, > 0 é irredutivel, entao existe r. autovalor de A, tal
que se A é um autovalor de A,, entao

re > | A
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Seja z, € E um autovetor associado a r.. Como tanto os autovalores quanto os autovetores
dependem continuamente das entradas da matriz, temos que

r=limr. z=I1imz

e—0 e—0

temos que
rz=limr.z.=limA. 2. = Az

e—0 e—0

Como os autovalores de A podem ser obtidos como lim,_q A, = A onde A\, é um autovalor
de A, temos o que queriamos. n

3.2 Voltando ao Go gle

Para aplicar o Teorema de Perron-Frobenius a matriz de Google, esta devera ser irre-
dutivel.

Outro problema é determinar o autovetor nao negativo z = (xy,...,z,) formado pelas
importancias das paginas Pi,..., P,. O Teorema de Perro-Frobenius nos diz que o au-
tovetor procurado esta associado ao autovalor positivo de mdédulo maximo. Esta parte
computacional nao faz parte do nosso objetivo, mas vamos dar uma idéia rapida de como
resolver este problema no caso mais simples:

Suponha que A seja diagonalizavel e que A s6 tem um autovalor de médulo méaximo (ou
seja vamos supor que A é primitiva (ver segao 4.2)).

Seja B = {vy,--- ,v,} uma base de autovetores, associados aos autovalores
AL > Ao > A = > A

Observe que v; é o autovetor procurado.

Comecamos com um vetor vy > 0 qualquer, sabemos que podemos escrevé-lo como com-
binacao linear dos vetores da base B, ou seja, existem cy, ..., ¢, € R tais que

Vg = C1U1 + CoUoy + -+ - + CpU,

Como os vetores v; sao autovetores de A, temos que

A(U(]) = cl)\lvl + CQ)\QUQ + -4+ Cn)\nl)n
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Aplicando A sucessivas vezes temos que

A (vo) = )Xk uy + oMby + -+ e M, VEEN

Se c; # 0, entao temos que

AF A An
(:O = v + 02(—2)kvg +oF cn(—)kvn Vk € N
% ¥ M
Como |A;/A\] < 1 parai=2,...,n temos que
. AF(wp)
Jim S = e

e podemos obter v; da igualdade acima.

Este método numérico é conhecido como método das poténcias e a sua velocidade de
convergéncia depende do quociente A;/As.

Como falamos no inicio desta secao, precisamos que a matriz de Google seja irredutivel,
ou equivalentemente, que o grafo da rede seja fortemente conexo,mas isto nao acontece em
geral. Por exemplo, paginas criadas recentemente nao recebem enlaces de outras paginas
e paginas coorporativas s recebem links internos. Como resolver este problema?

O Google resolve isto agregando uma série de probabilidades de transigao (saida) a todos
os vértices. Isto é considerando a matriz

n
A'=cA+(1-0]| : |@Q,...,1)

Pn

onde pi,...,p, ¢ uma distribuicao de probabilidade, ou seja p; > 0 e Z?Zl pj=1lecé
um parametro entre 0 e 1. No caso do Google ¢ é da ordem de 0, 85.

A matriz A’ é a matriz obtida de A dividindo cada coluna nao-nula pela soma dos ele-
mentos dessa coluna, ou seja

I mij
A= 3




onde N; =Y 7, aj, se Nj # 0. Se uma coluna ¢ nula, substituiremos suas entradas por
1/n.

Observe que a matriz A > 0 e que a soma dos elementos de cada coluna é igual a 1.
Matrizes com esta propriedade sao chamadas de matrizes estocasticas ou de Markov.

Poderfamos escolher p; = 1/n para todo j e com isto a matriz A" serfa positiva e logo
irredutivel, ou poderiamos escolher outras distribuicoes de probabilidade e este grau de
liberdade nos permitiria fazer buscas “personalizadas”.
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Capitulo 4

Mais sobre Matrizes Nao-Negativas

Neste capitulo daremos estimativas para o maior autovalor positivo de uma matriz nao-
negativa, estudaremos o espectro e definiremos a forma de Frobenius para matrizes irre-
dutiveis.

4.1 Estimativas para o autovalor maximo de uma ma-
triz nao-negativa

O problema de localizar o autovalor maximal de matrizes nao-negativas é importante nao

s6 de um ponto de vista tedrico, mas também na pratica. Para que estas estimativas

sejam uteis, tais cotas devem ser dadas por funcoes de facil computacao nas entradas da

matriz. A melhor cota conhecida (e a mais utilizada) para o autovalor maximal de uma
matriz ndo-negativa foi dada por Frobenius em [Fr2]:

Seja A uma matriz n X n e para cada i,j = 1,...,n sejam
n n

ri = E:%J e %::§:am7
j=1 i=1

temos que:

Teorema 7. Se A é nao-negativa e r é seu autovalor maximal, entao
p<r<R

onde p = min; r; e R = max; r;. Se A é irredutivel, entao p = r = R se, e somente se, as
somas das linhas de A sao todas iguais.
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Demonstragao. Vamos supor que A seja irredutivel. Seja x = (1,9, ...

autovetor maximal. Entao

n
E CLijZL'j

J=1

Se T, > x; para j = 1,...,n temos que

T'm

<R.

Analogamente se z;, < z; para j =1,...

v

Tk

> p.

=Trx;

,Ty) > 0 um

1=1,...,n

n
-
T, 4 V]
J=1
n
2 am
J=1

,n temos que:

1 n
— > aym,
X

ra

n
>
j=1

Se A for redutivel, podemos aplicar o resultado mostrado para as matrizes positivas

A. = A+ eB, onde B é uma matriz positiva, e usar um argumento de continuidade como

foi feito no Teorema 6.

Outro resultado nesta diregao é o seguinte:

Teorema 8. Se A é nao-negativa, ri, 79, ..

uma linha nula, entao

]

., T, as somas das linhas de A, e A nao tem

o 1g AN
min (~ Z> <7 < max (- Z)
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Demonstracdo. Podemos supor sem perda de generalidade que A é irredutivel ja que o
caso geral segue-se deste caso usando um argumento de continuidade como fizemos na
demostragao do Teorema anterior.

Denotemos por 7;(A?) a soma dos elementos de i-ésima linha de A%. Se (z1,...,2,) >0
com Y i, x; = 1 é um autovalor de A associado a r e portanto um autovalor de (A?)*
associado a r?, temos que

n n
r? = E ziri(A%) r= g T 7.
i1 i=1

Dai segue-se que

D i Ti 7%‘(142)'

r= o

D i1 TiTi

Afirmacgao. Se ¢, ..., g, s@o nimeros positivos, entao

min&<p—1+.”+p”<max&

i ¢ gttt qn i g

Y

onde py,...,p, sdo nimeros reais. A igualdade vale se todos os quocientes p;/q; sao
iguais.

Logo pela afirmacao anterior, temos que

30



Para terminar esta secao vamos dar outras cotas para o autovalor maximal de uma matriz
positiva e comparar em um exemplo os resultados obtidos usando as diferentes métodos.

Se A é uma matriz positiva com autovalor maximal r e se p = min;r; < R = max;r;,
temos que p < r < R. Ledermann propos em [Len] o problema de determinar nimeros
positivos p; e ps tais que

p+pr <1< R—ps

O resultado obtido por ele foi:

Teorema 9. Seja A uma matriz positiva com autovalor maximal r e soma de suas linhas
T1,...,Tp. Sejam R = max; r;, p = min,; 7; e n = min, ; a, ;, se R > p, entao:

p+ilz—1) <7< R-n(1l—V5)

onde 0 = max,,<,,(r:/7;)

Este resultado de Lendermann foi melhorado por Ostrowski em [Ost] como segue:

Teorema 10. Seja A uma matriz positiva com autovalor maximal r e soma de suas

linhas r1,...,7,. Sejaoc = /(p—n)/(R—n) onde R, p e ) sdo como no teorema anterior.
Entao:

1
pn(——1) <sr<R-n(-o)

Brauer em [Bra] melhorou estas cotas para o autovalor maximal e mostrou que sua cota
nao pode ser melhorada no sentido que dados R, p e n satisfazendo R > p > nn > 0 existe
uma matriz positiva n x n com R o maximo das somas das linhas, p o minimo das somas
das linhas e com entrada minima 7 tal que atinge a cota de Brauer. Vamos enunciar a
cota de Brauer:

Teorema 11. Seja A, R, p e n como no enunciado do Teorema 10 e sejam

_R-24 VR - I(R—p)  —p+ 2+ /P + (B~ p)

2(p—mn) 2n

Entao

IN

p+nh—1)<r<R-n(l-1/g).
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Observacao 5. Os resultados acima também sao validos se substituimos as somas das
linhas r; pelas somas das colunas ¢;

Exemplo. Considere a matriz A dada por
1 1 2
A=12 3 3
4 1 1

O autovalor maximal de A é r = 5,7416... e usando as diferentes cotas para r obtemos:
Cota de Frobenius sobre as linhas: 4 <r < 8

Cota de Frobenius sobre as colunas: 5 <r <7

Teorema 8 sobre as linhas: 5 < r < 6,25

Teorema 8 sobre as colunas: 5,6 < r < 5,8572

Cota de Lendermann sobre as linhas: 4,1547 < r < 7,8661

Cota de Lendermann sobre as colunas: 5,080 < r < 6,9259

Cota de Ostrowski sobre as linhas: 4, 5275 < r < 7,6547

Cota de Ostrowski sobre as colunas: 5,2247 < r < 6,8165

Cota de Brauer sobre as linhas: 4,8284 < r < 7,4642

Cota de Brauer sobre as colunas: 5,3722 < r < 6,7016

4.2 Matrizes Primitivas

Definicao 10. Seja A uma matriz irredutivel n x n nao-negativa com autovalor maximal
r, e suponha que A tem exatamente h autovalores de modulo . O ntimero h é chamado o
indice de imprimitividade de A, ou simplemente o indice de A. Se h = 1, entao a matriz
A é dita primitiva, caso contrario é dita imprimitiva.

Veremos agora como podemos calcular este indice usando o grafo dirigido associado a
matriz A irredutivel.

Definicao 11. Seja D um grafo fortemente conexo, o m.d.c. dos comprimentos de todos
os ciclos de D é chamado de indice de imprimitividade de D. Lembramos que um ciclo
nada mais é um caminho fechado no grafo.
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Lema 3. Seja D um grafo fortemente conexo com indice k e k; o m.d.c. dos comprimentos
de todos os ciclos em D que passam pelo vértice i. Entao k = k;.

Demonstragdo. Temos que k|k; por definigao. Seja C; um ciclo em D de comprimento m;
e suponha que C; passa pelo vértice j. Como D ¢ fortemente conexo, existe um caminho
P;; ligando 7 a j e um caminho Pj; ligando j a ¢, Vamos denotar por s;; o comprimento
do caminho F;; e por sj o comprimento do caminho Pj;.

Considere agora o ciclo dado por P;;,C; e Pj; que comeca em % e tem comprimento
s;j +m; + sj;. Observe que k; divide s;; + sj5; ja que o ciclo formado por P e Pj; é um
ciclo que comeca em 7 e tem comprimento exatamente s;; + sj;, assim k; deve dividir m;,
ou seja, k; deve dividir o comprimento de qualquer ciclo em D, assim k;|k. O

Teorema 12. Se A é uma matriz irredutivel e suponha que

aija@)

i >0,

para algum (4, j), entdo A é primitiva.

Demonstracao. Pelo corolario 4, no grafo dirigido D associado a A, o vértice i estd conec-
tado ao vértice 7 por caminhos de comprimento 1 e 2. Como A é irredutivel e portanto
D(A) é fortemente conexo, existe um caminho ligando j a ¢ de comprimento s, entao
D(A) contém um ciclo de comprimento s+ 1 e outro de comprimento s + 2, logo o indice
de D(A) éigual a 1 O

4.3 O Espectro de Matrizes Irredutiveis

Nosso objetivo é o de caracterizar os autovalores que tém moédulo méaximo. Para isto
vamos precisar da seguinte proposicao.

Proposicao 3. Seja C' uma matriz complexa dominada por uma matriz irredutivel nao
negativa A, ou seja |C| < A, e seja r o autovalor maximal de A. Entao para todo autovalor
s de C, temos que

Is| < 7 (4.1)

A igualdade vale em (4.1) se, e somente se,
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C =e¥DAD™! (4.2)
onde s = re* e |D| = I,
Demonstracao. Seja y € C" um autovetor, nao-nulo, associado ao autovalor s

Cy = sy (4.3)
onde y # 0. Entao, pela desigualdade triangular, temos que

ICllyl = 1Cy| = [s] ly]

Como A > |C|, entao

Alyl = |Clly| = [s] |y] (4.4)

ou seja,
Alyl > |s|]y]

dai
Alyl — sl |ly| >0

Agora, pelo Teorema 3(it),
|s| < ralyl)

onde r4 é a funcao Collatz-Wielandt associada a A, portanto

[s| <rallyl) < (4.5)

como queriamos mostrar.

Por outro lado, suponhamos que C' = ¢DAD™!, onde |D| = I,,, entao as matrizes C' e
e’ A sao semelhantes e se r é o autovalor méximal de A, entdao re? é um autovalor de
e A e portanto, ¢ um autovalor de C.

Suponhamos que |s| = 7, ou seja, que s = re*?. Entao (4.5) implica que 74(|y|) = r.
Assim |y| é um vetor maximal, logo pela demostragao do lema 2, o vetor maximal |y| é
um autovetor de A associado ao autovalor r, isto é,

Alyl =7yl

logo por (4.4) tem-se que
Alyl = Cllyl = rlyl (4.6)
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isto é

(A=1CD) ]yl =0

Ja que |y| é maximal, pelo lema (2) |y| > 0. Por outro lado temos que |C| < A, logo
A —|C| >0, dai temos que

A=IC]| (4.7)

Seja D a matriz diagonal dada por d;; = f;—a e definamos

G = (923) = B_iSDD_ch

Agora, temos que,

Tyl |y1 (7
] |
o Yol Y2
Dly| = vl ==y
Yn
entdo, pelo anterior e por (4.3), obtemos que
sy =Cy=CDly|=sDly| =re“Dly|.
Portanto
Gly| =e“D7'CD ly|
= e D7 (sy)
=rlyl.
e, por (4.6) temos que
Glyl = Aly| (4.8)
Agora, pela defini¢ao de G,
G| =|C]
e por (4.7) segue-se que
|G| = A.
Logo de (4.8) tem-se
Gyl = Gyl
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ou, equivalentemente, que

Gllyl =Gyl = 0= (|G| - G) [yl = 0

— Z(!giﬂ —gij) |yl =0, i=1,2,....n,
j=1

o qual implica que
9] — gij =0,
pois |y;| > 0 e |gij| — gi;; > 0 para todo 4,5 = 1,2, ...,n. Dai, temos que
G=|G| = A,
logo pela definicao de G,
C=e¥DAD™!
]

Agora ja podemos enunciar o teorema que caracteriza os autovalores com médulo maximo.

Teorema 13. Seja A uma matriz irredutivel n X n com autovalor maximal r e indice h.
Sejam A1, Ao, ...\, 0s autovalores de A de médulo r. Entao Aq, Ao, ...\, sdo as h-ésimas
raizes de r".

Demonstragdo. Sejam \, = re’® com t = 1,2,....h. J& que |N| = r, a condicao de
igualdade da Proposicao 3, para o caso em que C' = A e s = )\, implica que

A=e""DAD;Y, t=1,2,....h
A= Dy A)D;, t=1,2,..,h (4.9)
pois A é dominada por ela mesma. Assim A e et*A sao semelhantes. J4 que r é um

autovalor simples de A, observese que para cada t, e“?tr = \; é um autovalor simples de
et A, logo \; é um autovalor simples de A.

Voltando com a prova do teorema, temos por (4.9) temos que

A= et D, AD;l
— ¢ Dy(e"* D, AD, V) D, !
— e+ (D, D) A(D,Dy)~"
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Portanto A e e!(#+¢s) A sdo semelhantes para qualquer s e t. Dai, pela observacio anterior,
temos que re'#tT%s) é um autovalor de A, logo e(**+¢s) é um dos nimeros e*#', e, ..., ¢'%n.
Portanto o conjunto formado pelos h distintos nimeros et e, ..., " é fechado para a
multiplicagao, entao temos que o conjunto esté formado pelas h-ésimas raizes da unidade.

m

Teorema 14. O espectro de uma matriz irredutivel de indice h é invariante pela rotacao
no sentido anti-horario de um angulo de 27/h, mas nao é invariante pela a rotagao de
qualquer angulo positivo menor do que 27/h.

Demonstragdo. Seja & = {1, A2, ..., Ay} 0 espectro de A. Entdo o espectro de e'n A
¢ (= {)‘lei%a)ﬂei%a---,)\n@i%}. Agora, na prova do teorema 13, mostramos que as
matrizes A e ¢ A sdo semelhantes, logo ¢ é também o espectro de A. Isto prova a

primeira parte do Teorema. Além disso, no resultado do Teorema 13, vimos que qualquer

rotacao de angulo menor do que ’27” nao pode deixar o espectro fixado, pois o conjunto

dos autovalores de modulo maximo nao é preservado. O

O seguinte teorema relaciona o indice de uma matriz imprimitiva com o seu polindmio
caracteristico. Este resultado é usado para determinar quando uma matriz irredutivel é
primitiva ou nao.

Teorema 15. Seja A uma matriz irredutivel com indice h, e seja
A" + al)\"l + (Iz)\nQ + ...+ ak)\”’“,

onden >ny >..>npea; #0,t=1,2,..., k, o polinomio caracteristico de A. Entao

h =mdc(n —ny,n —ng,...,n — ny) (4.10)

. . , . ;2m 7
Demonstracdo. Suponha que m > 2 é um nimero inteiro tal que A e ¢'n A = A tenham
o mesmo espectro. Entao A e A tém o mesmo polindomio caracteristico :



onde 0 = ¢ . Por outro lado temos que

Pao(z) = 2" + ap 12" P ap_or" 2 4+ .+ ayzt 4 ag

Pi(x) = 2" + by 12" " + by o™ 2 + .+ bt + by.

Usando a relagoes entre raizes e coeficientes temos que

at:bt:aten_nt t = 172,]{}

Assim devemos ter que m divide cada n — n;. Como, pelo Teorema 14, as matrices A e
e A tem 0 mesmo espectro, temos que h divide n — n; parat = 1,...,k e portanto h
divide n —ny,n—ng,...,n—ng. Se m > h, as matrizes A e A nao tém o mesmo espectro,
logo devemos ter que para algum 1 < ¢, < k devemos ter que m nao divide n — ny,. Isto
implica que

h = mde(n —ny,n —ng,...,n — ng)

Corolario 5. Uma matriz irredutivel com traco positivo é primitiva.

Demonstracao. Dada uma matriz irredutivel A com trago positivo, temos que ny =n—1,
entao pelo Teorema 15, o indice da matriz A é

h =mde(n — (n—1),n —ng,....,n —ng) =mde(l,n — ng,....n —ny) =1

portanto A é primitiva [

4.4 Forma de Frobenius de Matrizes Irredutiveis

Frobenius descobriu que existe uma relacao entre o espectro de uma matriz irredutivel
e a distribui¢ao de zeros nas entradas da matriz (ver [Frl]). Vamos dar a demonstragao
dada em [Wie].

Teorema 16. Seja A uma matriz irredutivel com indice h > 2, entao existe uma matriz
de permutacao P tal que P AP = M, onde M é da forma

0 Ap 0 - 0 0
0 0 Ay -~ 0 0
M=|0 0 0 . ! 0 (4.11)
L 0 Ay
| Ay 00 - 0 0 |
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onde os blocos de zeros ao longo da diagonal principal sao quadrados.

Demonstracao. Seja r o autovalor maximal de A. Entao, pelo Teorema 13

27t

N=renr t=0,1,...h—1
sao os autovalores de A de médulo 7, e

127t

A=¢nr

D,AD;* (4.12)

onde |Dy| = I,. Podemos asumir, sem perda de generalidade, que a entrada (1,1) de cada
D, é 1. Seja z um autovetor positivo de A correspondente a r.

Para cadat =0,1,...,h — 1, definimos

Zt :DtZ, t = 1,2,...,h— 1 (413)
por (4.12) e (4.13) temos que

AZt = eiQ}ft DtADt_IZt
=" D,AD; ' D,z
= 6i2’ft DtAZ
— T Dyrz
—re' D,z

AZt = )\tZt

logo z; é um autovetor de A correpondente a \;. Como o autoespaco associado a cada \;
¢ unidimensional os z;, e portanto D;, estao unicamente determinados a menos de uma
constante parat = 0,1,...h — 1. Como a primeira coordenada de cada D, é 1, temos que
D; estao unicamente determinados. Agora, aplicando (4.12) duas vezes, temos

A:JTD%JTDJD3>Q4

27 (t+s)

—e n (DD,)A(DD,)""

, 2w (t+s) .
Por outro lado D;D,z é autovetor de A correspondente ao autovalor re=— = , pois
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12wt+s

A(DDy)z=¢ n (D,D,)A(D,D,)""(D,D,)z

2w (t+s)

=€ h DtDsAZ
27 (t+s)
=e r D,Dgrz
12w (t+s)
=re & Dz

. , 2mih . .
Em particular (D;)"z é um autovetor correspondente a re » = r. Pela unicidade dos D,

podemos concluir que
(Dl)h =1,

e assim as entradas da diagonal principal de Dy sdo as h-ésimas raizes da unidade (lembre
que |[D;| =1, Vi=0,1,...,h—1).

Seja P uma matriz permutacao tal que

Dll D12 Dls
Dy, Dyy -+ Do,

ptpp=| 7 7 (4.14)
Dsl Ds2 Dss

onde os elementos da diagonal de matriz D;;, que tem ordem n; X n;, sao todos iguais a
2mimy

e n onde 0)=m; <my<..<my<h—1eas matrizes D, ; sao nulas se 7 # j.

Dividindo P! A P em blocos, conforme a divisao de P! D; P dada acima, temos que

All A12 T Als
pap=| “* 7® 7 (4.15)
Asl A52 T Ass

2mi

onde os blocos A,, sao n, X ng, p,q = 1,2,...,s. Considerando A = e™» D;A(D;)"! e
comparando os blocos (p, q) para cada uma das expressoes de A tem-se que

P'AP = P'(e’s DyAD;Y)P
27mi

=en PPDiAD'P

27i

=en (P'D,P)(P'AP)(P'D;'P).
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Como P uma permutacao tem-se que P~! = P!, Logo obtemos

i(l1+mp—mgqg)2m

A =ce 2 Apg,

Pq
pois se (P'AP);; € A,, temos que

n
27e

(PtAP>Z'7j = eh [(PtDlp)(PtAP)]l’k(PtDI_IP)k’]

k=1
n

= Y (PIDIP)(PIAP)

=1
27ri(1+mp7mq)

= e & (P'AP);;
Portanto para cada (p,q) temos que,

i(l+mp—mg)2n

Apy=0 ou e D =1 (4.16)

ou seja, que

Se A,;, #0 entdo my; —m, = 1modh (4.17)

Como a matriz A é irredutivel, temos que para todo p existe um ¢ tal que A,, # 0,
analogamente, para todo ¢ existe um p tal que A4,, # 0.

Se p =1, entao a congriiéncia dada em (4.17) implica que

mg = 1modh (4.18)

ecomo 1 <my < .. <my; <h—1, atnica solugao de (4.18) é my = 1. Assim A4;, =0
para todo q # 2.

Para p = 2 a condicao (4.17) implica que

mg —mg = lmodh
ou seja

mg —1=1modh <= m, = 2modh (4.19)
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ja que 2 <mgz < ... <my < h—1, a tnica solucdo para (4.19) é mg = 2. Assim Ay, =0
para todo ¢ # 3. Continuando da mesma maneira concluimos que m,y; = p e Ay, =0
paratodog#p+1,p=1,2,...,s — 1.

Para p = s, as condigoes (4.16) e (4.17) implicam que para cada ¢ temos que, ou Az, =0
ou my — mg = 1mod h. Daf usando myp;1 = p com p = s — 1 tem-se que

me. = smod h.

Agora, Ay # 0 ja que Ay =0 parap=1,...,s — 1. Dai podemos ter

my1 = smod h,

o qual implica que s = h e assim m, # smod h para todo ¢ # 1. Com isto fica provado o
teorema. 0

Agora sim podemos mostrar

Teorema 17. O indice de uma matriz irredutivel é igual ao indice do grafo dirigido
associado.

Demonstracdao. Seja h o indice de uma matriz irredutivel A e seja k o indice do seu grafo
dirigido associado. Consideremos os ciclos que passam por i e seja M; o conjunto formado
pelos comprimentos de tais ciclos. Pelo lema 3, temos que

Vejamos que M; é fechado para a soma. De fato, se my, e mo sao dois inteiros em M;,
(ma) (m2) - 0 pelo coroldrio 4. Isto implica que

entao temos que a >0equea

T Sl )l >,
t=1

Novamente pelo corolario 4 temos que existe um ciclo de comprimento m; + ms passando
por i, ou seja, my + meo € M.

Como M; é fechado para a soma, deve conter todos os multiplos de k, exceto um ntmero
finito (teorema de Schur). Logo temos que agf " > 0 para ¢ suficientemente grande.

Por outro lado, se s nao é um multiplo de k, entao pela definicao de M;, e pela definicao
(s)

de k e pelo coroldrio 4, devemos ter que a;;” = 0. Como ¢ é um vértice de D(A) devemos
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(s)

ter que a;;” > 0 para todo s suficientemente grande e i = 1,...,n se, e somente se, s é

um multiplo de k.

Pelo Teorema 16 existe uma matriz de permutacao P tal que Pt A P = M est4 na forma
de Frobenius

0 Ay 0O -+ 0 0
0 0 Ayg -~ 0 0
M=| 0 0 0 . i 0 (4.20)
ot 0 Ay
A4y 0 0 - 0 0 |

e temos que M" pode ser escrita como uma soma direta de matrizes primitivas:

com
Bj = Ajjndjrrgee-- A

J1.J

onde os subindices foram reduzidos médulo h. Para m suficientemente grande temos que
MM = PtAMMP ¢ uma soma direta de matrizes positivas ¢ logo al'™ > 0 para todo i.
Se s nao é multiplo de h todos os elementos na diagonal de A® sao nulos. Se h = 1, entao

A é primitiva e para m suficientemente grande temos que A" > 0.

(s)

i

Podemos concluir que para s suficientemente grande, a
de h. Logo temos que h = k

> () se, e somente se, s ¢ multiplo

]

4.5 Aplicacoes da Teoria de Perron-Frobenius

Além da aplicagao das matrizes nao-negativas e a Teoria de Perron-Frobenius ao Go gle |
estas tém aplicacOes em muitas outras areas. Para finalizar esta dissertacao mencionare-
mos rapidamente duas aplicagoes: uma a Economia e outra a Biologia.
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4.5.1 Modelos econdémicos O modelo de input-ouput foi introduzido por W. Leon-
tief, prémio Nobel de Economia em 1973.

Este modelo tornou-se um instrumento essencial para o planejamento, tanto nos paises de
economia centralmente planejada quanto naqueles que adotam a economia de mercado.

A hipétese fundamental é que o consumo que uma producao z; faz de um setor j é
proporcional a z;, a produgao de j.

Em termos matriciais, pode ser traduzido por

Az +b==x

A pergunta é, dado um vetor de consumo b > 0, o sistema anterior admite uma solucao
x > 07 Se a matriz [ — A tem uma inversa nao-negativa, o sistema admite uma solugao
nao-negativa ja que é suficiente tomar

r=(I—-A)"">0.

Uma condigao suficiente para a existéncia de uma inversa positiva é que o autovalor
dominante de A seja menor que 1, j& que neste caso temos que (I —A)™! = I+ A+ A%+ ..

4.5.2 Modelos de dinamica de populagoes O modelo de Leslie ¢ um dos mais
utilizados em dinanica de populagoes. E um modelo de tempo discreto de uma populagao
estruturada por idades que descreve o desenvolvimento, a mortalidade e a reproducao dos
organismos.

Este modelo é freqiientemente utilizado para responder duas questoes:

1) Qual é a taxa de crescimento exponencial?

2) Qual é a distribuigao de cada classe de idades na distribuigao estavel?
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Suponhamos que em uma certa espécie os individuos se agrupam por idade C4,...,C,,.

A populacio inicial é 2(0) = (z%o), o ,2’7(10)). Fixemos as seguintes hipdteses:

e cada individuo passa ao grupo seguinte em cada unidade de tempo.
e na etapa i, cada individuo da lugar a m; descendentes.

e 5; é a fracao que sobrevive da idade ¢ — 1 a idade ¢

Na linguagem matricial temos:

S1My  S1Mg -+ S1Mp—1 S1My ’
P s 0 0 0 20
— O S3 e O O
0 0 cee Sn 0

A matriz acima é conhecida como matriz de Leslie, ja que este modelo foi introduzido por
P. H. Leslie em 1945 (ver [Les]).

Se a matriz é primitiva temos que

PALNN K)\’fvl, quando k — oo

onde \; é o autovalor dominante, v; é seu autovetor associado e K é uma constante
positiva. Assim teremos que a populacao crescerd se A\; > 1, se extinguira se \; < 1.
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