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Resumo

Motivados pelo omportamento de �lmes �nos superondutores desordenados, in-

vestigamos os efeitos de impurezas no modelo de Hubbard atrativo bidimensional, a

�m de determinar o quanto de desordem podemos aresentar em um material sem

que ele pera totalmente suas araterístias superondutoras. A desordem no modelo

é failmente implementada atribuindo-se um valor nulo para a atração efetiva entre

elétrons (U = 0), em uma erta fração f dos sítios de uma rede quadrada, desfavore-

endo a formação de pares nestes sítios. Para a realização dos álulos foram utilizadas

simulações de Monte Carlo Quântio, no preenhimento de banda 〈n〉 = 0.875 e para o

valor da atração U = 6. Através do álulo do fator de estrutura de pares loais (Ps),

e utilizando a teoria de esala para sistemas de tamanho �nito (�nite-size saling),

obtemos o omportamento do gap superondutor no estado fundamental (T = 0) à

medida em que aumentamos a desordem no modelo. Isto fornee uma estimativa para

a fração rítia de desordem fc, aima da qual o material já não é mais superondutor.

Argumentos de universalidade nos permitiram fazer álulos a temperatura �nita e es-

timar o omportamento da temperatura rítia omo função da desordem. Conluímos

que Tc omo função de f é uma função monotoniamente deresente, ao ontrário do

que aontee na banda semi-heia.
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Abstrat

Motivated by the behaviour of superonduting thin �lms, we investigate the e�ets

of impurities in the two-dimensional attrative Hubbard model, in order to determine

how muh disorder we an add to a material until superondutivity is totally sup-

pressed. The disorder in the model is easily implemented by assigning a null value to

the e�etive on-site attration between eletrons (U = 0), on a fration f of sites of

a square lattie hosen at random, thus disfavouring the formation of pairs in these

sites. The alulations were performed through Quantum Monte Carlo simulations, for

eletroni density 〈n〉 = 0.875 and for the attration U = 6. We have alulated the

equal-time pair struture fator (Ps), and using �nite-size saling arguments, we obtain

the behaviour of the superondutor gap in the ground state (T = 0), in a proportion

of f . This provides us with estimative for the ritial fration of disorder, above whih

the material loses its superonduting properties. Universality arguments allowed us

to estimate the ritial temperature as a funtion of disorder. We onlude that Tc as

funtion of f is a dereasing monotoni funtion, unlike what happens in the half-�lled

band ase.

Cuiabá

February 2009
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Introdução

A ompetição entre impurezas e o estado superondutor tem sido tema de estudo já

há algum tempo [1℄. Na verdade é onheido que quanto mais desordem é aresentada

ao sistema, mais o estado superondutor é inibido, até um ponto em que a superondu-

tividade é suprimida até no estado fundamental [2℄. Experimentalmente foi visto que,

à medida em que depositamos Bi e Pb em um substrato de Ge, a resistênia da folha

R�, que pode ser entendida omo uma medida de desordem do sistema e que depende

inversamente da espessura da deposição, vai diminuindo, até o ponto em que oorre

uma transição de fase de um estado normal para um estado superondutor, sendo que

a transição se dá em um ponto rítio quântio, om o valor da resistênia da folha

perto de h/4e2, que é o quantum de resistênia para um par de elétrons [3℄. Esta

ompetição �a ainda mais interessante em duas dimensões pois a superondutividade

pertene à lasse de universalidade da transição de Kosterlitz-Thouless [4, 5℄. Do ponto

de vista teório, o modelo de Hubbard atrativo tem sido muito usado para disutir as

propriedades do estado superondutor [6, 7, 8, 9℄, já que este aparee naturalmente no

modelo e, ainda, por ser formulado no espaço real, e não no reíproo, a inorporação

da desordem neste modelo é feita de forma mais simples e direta. É onheido que,

na banda semi-heia, o modelo de Hubbard atrativo apresenta uma degeneresênia

entre aoplamento de pares e onda de densidade de arga (CDW) [6℄, aarretando em

um parâmetro de ordem de três omponentes, uma orrespondendo a CDW e duas ao

aoplamento de pares. Logo, o teorema de Mermin-Wagner [10℄ faz om que Tc = 0

na banda semi-heia para o modelo. Por outro lado, fora da banda semi-heia, as

orrelações CDW são suprimidas, quebrando a degeneresênia e restando somente o

1



Introdução 2

aoplamento entre pares, que faz om que tenhamos uma temperatura de transição

�nita de Kosterlitz-Thouless para o estado superondutor [11℄. Há indíios de que Tc

apresenta um máximo próximo ao preenhimento de banda 〈n〉 = 0.87 [6, 9℄.

Alguns resultados de ampo médio mostram que, à medida em que aumentamos a

interação atrativa U entre os elétrons, derese a fração rítia de desordem [12℄, aima

da qual o material não é mais superondutor. Entretanto, álulos reentes utilizando

o método de Monte Carlo Quântio para a banda semi-heia, vieram a mostrar o

ontrário, pelo menos para valores de U não muito grandes [8℄.

Nosso interesse nesta dissertação é analisar o papel da desordem no modelo de

Hubbard atrativo, e determinar o quanto de desordem podemos aresentar sem que

tenhamos o estado superondutor totalmente destruído, bem omo estimar a tempera-

tura rítia para ada fração de desordem. Para isso, a dissertação está estruturada

omo se segue: no apítulo 1 é apresentada a motivação experimental do trabalho,

onde omentaremos sobre superondutores desordenados; no apítulo 2 o modelo de

Hubbard atrativo é apresentado e suas prinipais propriedades e diagramas de fases

são disutidos; no apítulo 3 o método de Monte Carlo Quântio, que foi usado neste

trabalho, é introduzido e, no apítulo 4, são disutidos os resultados. As onlusões e

perspetivas de ontinuidade deste trabalho são então disutidas ao �nal.



1
Superondutividade

1.1 Propriedades básias dos superondutores

O fen�meno da superondutividade foi desoberto em 1911 por Heike Kamerlingh

Onnes. A primeira araterístia inomum observada nos materiais superondutores

foi a queda abrupta da resistividade elétria abaixo de uma determinada temperatura

rítia. A resistividade de um metal normal tem um omportamento do tipo ρ(T ) =

ρ0 + BT 2, onde ρ0 é a resistividade residual quando a temperatura do material vai a

zero. Já em materiais superondutores, omo observado por Onnes em um omposto

de merúrio (Fig. 1.1), a resistividade ai abruptamente a zero abaixo de Tc que, para

o Hg, é de 4.2 K.

Mais tarde, por volta de 1933, foi desoberto que um material superondutor na fase

normal, e submetido a um ampo magnétio não muito intenso, quando resfriado a uma

temperatuta abaixo de sua temperatura rítia superondutora, expelia abruptamente

as linhas de ampo de seu interior, aarretando em um ampo magnétio nulo dentro

do material. Esse omportamento �ou onheido omo efeito Meissner e representa

o diamagnetismo perfeito que estes materiais apresentam. Na verdade o que oorre é

que, na presença de um ampo magnétio, de aordo om a Lei da Indução de Faraday,

apareem orrentes elétrias induzidas no material superondutor, de tal forma que o

ampo magnétio produzido por elas é ontrário ao ampo apliado, resultando em um

ampo nulo dentro do superondutor. A Fig. 1.2 ilustra o fen�meno.

Com relação ao efeito Meissner podemos lassi�ar os superondutores em dois

tipos distintos: tipo 1 e tipo 2. Os superondutores de tipo 1 expelem todas as linhas

3



1.1. Propriedades básias dos superondutores 4

Figura 1.1: Resistividade versus temperatura para o omposto de merúrio [13℄.

de ampo magnétio de seu interior, até que a superondutividade seja destruída e as

linhas de ampo entrem totalmente dentro do superondutor. Os do tipo 2 expelem

totalmente as linhas de ampo até erto valor Hc1, aima deste valor o material permite

parialmente a penetração de ampo em seu interior. Isto aontee até um erto valor

Hc2, onde, aima deste, as linhas de ampo penetram por ompleto.

Figura 1.2: Efeito Meissner [13℄.

Assim, se o ampo magnétio for su�ientemente intenso, o estado superondutor é

destruído. O ampo rítio para que isto aonteça é denotado por Hc(T ) e é dependente

da temperatura, omo mostra a Fig. 1.3. Na temperatura rítia o ampo rítio

assume valor nulo: Hc(Tc) = 0.
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Figura 1.3: Hc(T ) versus temperatura [13℄.

Uma desrição teória mirosópia satisfatória para estes materiais só foi possível

om a teoria formulada por Bardeen, Cooper e Shrie�er (BCS) em 1957 [15℄. De

aordo om esta teoria, a superondutividade é resultado da formação de pares de

elétrons que se movem através da rede sem dispersão. A interação atrativa entre estes

elétrons é ausada pela interação de ada um deles om modos vibraionais da rede,

onheidos omo f�nons, formando um estado ligado entre dois elétrons, hamado de

par de Cooper. A teoria BCS onseguiu om suesso expliar várias propriedades físias

dos superondutores, tais omo a resistênia nula e o gap no alor espeí�o, bem omo

forneer estimativas para a temperatura rítia dos materiais.

Estas são as araterístias prinipais, e bastante onheidas, de materiais super-

ondutores onvenionais. Nesta dissertação estaremos interessados na in�uênia da

desordem (impurezas) na transição superondutora. Para isso são apresentados, na

próxima seção, alguns resultados já onheidos de estudos om superondutores desor-

denados.
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1.2 Superondutores Desordenados

Consideremos um substrato (p. ex. de Germânio) iniialmente sem impurezas, em

ima do qual átomos de material superondutor (p. ex. Molibdênio) são depositados,

omo mostra a Fig. 1.4.

Figura 1.4: Deposição de átomos superondutores em um substrato [14℄.

Podemos ver que, para uma pequena deposição de átomos, formam-se pequenas "i-

lhas" no substrato, as quais são separadamente e independentemente superondutoras,

porém se enontram fraamente aopladas. Quando isto aontee o estado superondu-

tor não oorre no material omo um todo, pois os pares de elétrons, responsáveis pela

ordem superondutora, perdem oerênia em seu movimento pelo material. No entanto,

se aumentarmos ada vez mais a espessura da deposição, estas "ilhas" aabam por se

onetar, i.e., perolam, o que nos leva a rer que o efeito das impurezas (desordem)

no estado superondutor depende efetivamente da espessura da amada depositada.

Uma maneira de quanti�ar a desordem é através da resistênia da folha, dada por

R� = ρ
l

A
= ρ

l

lt
=

ρ

t
(1.1)

onde A é a área da seção reta do �lme, l é a dimensão linear, t é a sua espessura e

ρ é a resistividade, omo mostrado na Fig. 1.5. Podemos ver da equação (1.1) que a
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resistênia da folha não depende da área do �lme, somente de sua espessura, fato que

nos leva a onsiderar esta grandeza omo uma medida da desordem do sistema.

l

l

t A

Figura 1.5: Dimensões de um �lme �no.

Assim, o proesso de deposição afeta a superondutividade do sistema, levando o

material a variar sua temperatura rítia superondutora. Como dito anteriormente,

a desordem tende a suprimir a superondutividade, à medida que ela desfavoree a

formação de pares. Com efeito, a Fig. 1.6 mostra o resultado experimental da tem-

peratura rítia superondutora omo função da resistênia da folha de um �lme �no

de Mo77Ge23: vê-se laramente que o estado superondutor é inibido pelo aumento da

desordem [2℄.

Foi possível também aompanhar a transição superondutor-isolante variando quase

que ontinuamente a espessura da deposição em um �lme de bismuto, analisando a re-

sistênia R� em função da temperatura. Este enário é mostrado na Fig. 1.7. Podemos

ver que, em uma dada temperatura, à medida em que rese a espessura do �lme, uma

fase isolante (de menor espessura) dá lugar a uma fase superondutora (de maior espes-

sura), sendo que a transição aontee em um ponto rítio quântio, om valor próximo

da resistênia quântia para pares de elétrons, h/4e2 ou 6450Ω.

Nesta dissertação estamos interessados em saber o quanto de desordem podemos

aresentar a um material sem que ele pera suas araterístias superondutoras. Sob

o ponto de vista mirosópio este estudo é melhor efetuado através do modelo de

Hubbard atrativo, já que é formulado no espaço real (e não no espaço reíproo, omo

a hamiltoniana BCS) possibilitando, assim, a inorporação de impurezas de aráter
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loalizado. Analisaremos o modelo de forma numéria através de simulações de Monte

Carlo Quântio.

Figura 1.6: Temperatura rítia superondutora omo função da desordem, representada

pela resistênia da folha R�, para um �lme �no de Mo77Ge23. Os pontos azuis são os da-

dos experimentais e a urva vermelha representa o tratamento teório, baseado em modelos

perturbativos da interação Coulombiana [2℄.
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Figura 1.7: R� versus temperatura para várias espessuras de deposição em um �lme de Bi.

Há uma transição superondutor-isolante no ponto rítio h/4e2 [2℄.



2
O Modelo de Hubbard

O modelo de Hubbard foi proposto na déada de 60 [18℄, e tinha omo prinipal

objetivo expliar alguns dos efeitos das fortes orrelações que apresentavam os elétrons

de bandas estreitas (d e f) em alguns metais de transição (FeO, Nio, CoO). Ao longo

dos anos este modelo se tornou o ponto de partida na desrição de elétrons fortemente

orrelaionados. Isto se deu mais intensamente om a desoberta dos superondutores

de alta temperatura rítia na déada de 80 por Bednorz e Müller [19℄. Atualmente

o modelo também é usado, entre outras, na desrição de sistemas om formação de

ondas de densidade de arga CDW em bandas estreitas [20℄, e em sistemas de férmions

pesados [21℄.

Na próxima seção será apresentado o modelo de Hubbard atrativo, que, omo men-

ionado, é bastante onveniente para disutir os efeitos de impurezas no estado super-

ondutor [7℄, foo prinipal desta dissertação.

2.1 Modelo de Hubbard Atrativo

O modelo de Hubbard atrativo é uma variação do modelo repulsivo originalmente

proposto por J. Hubbard [18℄. Obtemos o modelo atrativo apenas mudando o sinal da

interação U do repulsivo, ou seja, substituímos U > 0 (repulsivo) por U < 0 (atrativo).

Esta mudança dá origem ao omportamento superondutor do modelo [22℄, pois a

formação de pares em ada sítio passa a ser energetiamente favorável. O Hamiltoniano

de Hubbard atrativo é adequado para desrever sistemas onde haja interação atrativa

10



2.1. Modelo de Hubbard Atrativo 11

entre elétrons itinerantes, e é dado por

H = −t
∑

〈ij〉σ

(

c
†
iσcjσ + H.c.

)

− |U |
∑

i

(

ni↑ −
1

2

) (

ni↓ −
1

2

)

− µ
∑

i

(ni↑ + ni↓) (2.1)

onde c
†
iσ (ciσ) ria (destrói) um férmion om spin σ no sítio i e niσ = c

†
iσciσ é o operador

número. O primeiro termo é o termo de hopping, onde a integral de transferênia t dá

a probabilidade de um elétron saltar de um sítio para outro; este termo é, portanto,

relaionado om a energia inétia do sistema. O hopping será onsiderado apenas entre

primeiros vizinhos. O segundo termo representa a interação atrativa entre elétrons em

um mesmo sítio. A interação efetiva atrativa no modelo favoree a formação de pares

eletr�nios, que, por sua vez, podem se mover pela rede sem perda de oerênia, aar-

retando superondutividade. Esta interação atrativa pode ter origem no aoplamento

de elétrons das bandas estreitas om modos de f�nons loais [22℄ ou om graus de liber-

dade internos omo éxitons, plasmons e outros; mas aqui onsideraremos apenas uma

desrição fenomenológia onde não nos preouparemos em justi�ar a origem desta

interação. O tereiro termo ontrola o preenhimento da banda, onde µ é o potenial

químio.

No nosso aso, omo estamos interessados em estudar a superondutividade, alu-

laremos o fator de estrutura de pares loais,

Ps(T, L) ≡
〈

∆†∆ + ∆∆†
〉

(2.2)

onde L é o tamanho linear da rede e ∆† é dado por

∆† =
1

L

∑

i

c
†
i↑c

†
i↓. (2.3)

Outra grandeza ilustrativa é a orrelação de densidade de arga, dada por

C(q) =
〈

ρqρ
†
q

〉

(2.4)

onde

ρ†
q =

1

L

∑

l

eiq·l(c†l↑cl↑ + c
†
l↓cl↓). (2.5)
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Na banda semi-heia, ou seja, quando temos um elétron por sítio, ρq om q = (π, π)

orresponde ao operador para o parâmetro de ordem CDW.

As propriedades do modelo de Hubbard dependem basiamente de três parâme-

tros: da ompetição U/t, do preenhimento da banda dado por n = Ne/Ns, onde Ne

é o número de elétrons e Ns é o número de sítios, e da temperatura adimensional

T/t. Cálulos analítios são feitos prinipalmente nos limites de aoplamento frao

(U ≪ t) e forte (U ≫ t). Antes de disutirmos o limite de U ≫ t veremos omo se

omporta o modelo através de uma transformação partíula-burao parial [24℄. Esta

transformação, de�nida omo

cj↑ → cj↑ e cj↓ → c
†
j↓ = (−1)jcj↓, (2.6)

que leva a

nj↑ → nj↑ e nj↓ → nj↓ = 1 − nj↓, (2.7)

preserva os elétrons om spin para ima e transforma os om spin para baixo em

buraos. Sob esta transformação, os graus de liberdade de arga são troados pelos

graus de liberdade de spin e vie-versa:

nj ≡ nj↑ + nj↓ → mj ≡ nj↑ − nj↓ = nj − 1, (2.8)

mj → nj = 1 + mj. (2.9)

Apliando as transformações (2.6) e (2.7) na hamiltoniana repulsiva:

H = −t
∑

〈ij〉σ

(

c
†
iσcjσ + H.c.

)

+ U
∑

i

(

ni↑ −
1

2

) (

ni↓ −
1

2

)

− µ
∑

i

(ni↑ + ni↓) (2.10)

obtemos

H = − t
∑

〈ij〉σ

(

c
†
iσcjσ + H.c.

)

− U
∑

i

(

ni↑ −
1

2

) (

ni↓ −
1

2

)

− µ
∑

i

(ni↑ − ni↓)

− µNs. (2.11)

Como podemos ver, a transformação mapeia o modelo repulsivo no atrativo. Na ver-

dade os dois são equivalentes om potenial químio µ = 0 e na presença de um ampo
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magnétio h = 2µ. A omponente zz da magnetização no modelo repulsivo se trans-

forma em orrelações de onda de densidade de arga (CDW) no modelo atrativo, e

as omponentes transversais xx e yy da magnetização no modelo repulsivo se tornam

orrelações planares entre pares no modelo atrativo:

ρπ ↔ M †
z =

1

L

∑

i

(−1)i(ni↑ − ni↓) (2.12)

∆† ↔ M †
xy =

1

L

∑

i

(−1)ic
†
i↑ci↓. (2.13)

Esta última é importante pois veremos que, fora da banda semi-heia, o sistema tem

somente orrelações planares no parâmetro de ordem, que o faz pertener à lasse de

universalidade da transição de Kosterlitz-Thouless [4, 5℄.

No limite de U ≫ t do modelo atrativo, utilizando teoria de perturbação no espaço

de estados duplamente oupados, temos ontribuição do termo de hopping somente em

segunda ordem, o que nos leva à seguinte hamiltoniana efetiva

Heff = − t2

|U |
∑

〈ij〉

[

c
†
iσcjσc

†
jσciσ + c

†
j−σci−σc

†
jσciσ + (i ↔ j)

]

− µ
∑

i

(ni↑ − ni↓) (2.14)

onde (i ↔ j) substitui os índies da expressão preedente. Podemos mudar esta hamil-

toniana para uma representação de spins através das de�nições

Sz
i =

1

2
(ni↑ + ni↓ − 1), (2.15)

S+
i = c

†
i↑ci↓ = Sx

i + iS
y
i , S−

i ≡ (S+
i )†, (2.16)

e

σi =
1

2
(ni↑ − ni↓). (2.17)

Usando estas relações em (2.14), e sabendo que σ é zero em estados de oupação

dupla, obtemos

Heff = J
∑

〈ij〉

(

Sz
i S

z
j − S

‖
i · S

‖
j

)

− h
∑

i

Sz
i , (2.18)
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onde J = 4t2/|U |, h = 2µ e S
‖
i ≡ (Sx

i , S
y
i ). Esta última é uma hamiltoniana de Heisen-

berg om as omponentes Sz se aoplando antiferromagnetiamente e as omponentes

planares S‖ se aoplando ferromagnetiamente.

Utilizando novamente as transformações (2.6) e (2.7), mas agora na hamiltoniana

(2.14), obtemos

Heff = J
∑

〈ij〉

(

Sz
i S

z
j + S

‖
i · S

‖
j

)

− h
∑

i

Sz
i , (2.19)

ou

Heff = J
∑

〈ij〉

Si · Sj − h
∑

i

Sz
i (2.20)

que é o modelo de Heisenberg antiferromagnétio na presença de um ampo externo

h = 2µ.

Quando h = 0, estaremos na banda semi heia (µ = 0), e o parâmetro de ordem

de nosso modelo terá três omponentes. Como o modelo de Heisenberg tem simetria

ontínua, ele está sujeito ao teorema de Mermin-Wagner [10℄, que proíbe ordem de

longo alane a T 6= 0 para sistemas de simetria ontínua em d ≤ 2. Neste regime

o modelo de Hubbard atrativo também apresenta três omponentes no parâmetro de

ordem, uma orrespondente à CDW e duas ao aoplamento de pares, que faz om que

Tc = 0 em d = 2, pelo teorema de Mermin-Wagner. Fora da banda semi-heia temos

h 6= 0, o que tende a destruir o aoplamento antiferromagnétio nas omponentes

zz, aarretando em uma transição de fase de Kosterlitz-Thouless a temperatura �nita.

Neste regime, para o modelo de Hubbard atrativo, a CDW é suprimida restando apenas

o parâmetro de ordem de duas omponentes assoiado ao aoplamento de pares. Este

fato foi on�rmado por simulações de Monte Carlo Quântio [6, 23℄. O grá�o da

Fig. 2.1 deixa evidente a degeneresênia das orrelações entre pares (Ps) e das CDW,

dadas pelo fator de estrutura C(π, π) em (2.4), na banda semi-heia 〈n〉 = 1 [6℄. Vemos

pelo grá�o que Ps = C(π, π) na banda semi-heia, aarretando em um parâmetro de

ordem de três omponentes. No entanto, à medida em que nos afastamos de 〈n〉 = 1,

C(π, π) vai sendo suprimido ao passo em que Ps tem um valor �nito a temperaturas

su�ientemente baixas. É interessante notar que Ps tem um pio em 〈n〉 = 0.875.
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Figura 2.1: Ps e C(π, π) versus 〈n〉 para redes 4 × 4 e 6 × 6, U = −4, t=1 e β = 10 [6℄.

O fato de as CDW serem suprimidas signi�a que elas não apresentarão ordem de

longo alane. O grá�o da Fig. 2.2 mostra a dependênia de Ps e C(π, π) om o

inverso da temperatura β = 1/kBT , om 〈n〉 = 0.87 para redes 4 × 4, 6 × 6 e 8 × 8

om |U |/t = 4 [6℄. Vemos que Ps rese a baixas temperaturas, saturando em um valor

que rese om o tamanho da rede. Por outro lado, C(π, π) não apresenta dependênia

om o tamanho da rede; onsequentemente, não apresenta ordem de longo alane.

Podemos então assoiar o modelo de Hubbard atrativo fora da banda semi-heia ao

modelo XY, que pertene à lasse de universalidade da transição de Kosterlitz-Thouless

(KT) [5℄. A transição KT prevê que orrelações entre os spins, no regime 0 < T ≤ Tc,

deaem algebriamente, i.e.,

〈σ(r) · σ(r + R)〉 ∼ R−η(T )
(2.21)

onde σ(r) tem duas omponentes. As orrelações entre pares no modelo de Hubbard

aem om a mesma lei de potênia,

Γ(r) ≡
〈

c
†
i↑c

†
i↓cj↓cj↑ + H.c.

〉

∼ r−η(T )
(2.22)

onde r ≡ |i− j| e o expoente η(T ) varia monotoniamente entre η(0) = 0 e η(Tc) = 1/4

[4℄.
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Figura 2.2: Ps e C(π, π) versus β para redes 4 × 4, 6 × 6 e 8 × 8, U = −4, t=1 e 〈n〉 = 0.87

[6℄.

Aima da transição, i.e., para temperaturas próximas a Tc, por valores maiores, a

função de orrelação deai exponenialmente,

Γ(r) ∼ e−r/ξ(T ), (2.23)

onde ξ(T ) é o omprimento de orrelação, o qual possui uma dependênia exponenial

om o inverso da distânia ao ponto rítio

ξ(T ) ∼ exp

[

A

(T − Tc)1/2

]

(2.24)

onde A é uma onstante.

Estes argumentos de universalidade da transição KT nos permitem prever aspetos

gerais do omportamento de grandezas de interesse no ponto rítio. Fazendo uma

análise de �nite-size saling obtemos a dependênia esalonada de Ps om o tamanho

linear da rede.

Para o estado fundamental (T = 0), Huse [25℄, analisando a magnetização do mode-

lo de Heisenberg antiferromagnétio, mostrou que as orrelações entre spins deaem
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om a seguinte relação:

| 〈Si · Sj〉 | − (m†)2 ∼ 1

r
, (2.25)

onde m† é a magnetização por spin e r é a separação entre eles, que deve ser grande

no limite termodinâmio. Integrando esta última no espaço bidimensional, obtemos

S(π, π) − Ns(m
†)2 ∼

√

Ns (2.26)

onde Ns é o número total de sítios om Ns = L2 para uma rede bidimensional. Di-

vidindo ambos os lados por L2 obtemos

S(π, π)

L2
∼ (m†)2 +

1

L
. (2.27)

Utilizando a identi�ação (2.13), obtemos a dependênia de Ps om o tamanho linear

de rede omo sendo

Ps

L2
= |∆0|2 +

a

L
(2.28)

onde ∆0 é o gap superondutor à temperatura zero e a = a(U, f) é uma onstante

que não depende de L. Com esta expressão é possível fazer extrapolações para o limite

termodinâmio L → ∞, ou seja, a/L → 0, depois de alulado o valor de Ps para vários

tamanhos de rede, obtendo uma estimativa de |∆0|2 no estado fundamental. Podemos

ver este proesso de extrapolação na prátia na Fig. 2.3, onde os dados foram obtidos

através de simulações de Monte Carlo Quântio [23℄. No grá�o é exibido Ps/N e

C(π, π)/N versus N−1/2, onde N = L2 é o número total de sítios, para 〈n〉 = 1 e

〈n〉 = 0.5. Vemos que a extrapolação é feita para N−1/2 → 0. É importante notar a

on�rmação da degeneresênia, Ps = C(π, π), na banda semi-heia. Já para 〈n〉 = 0.5,

C(π, π) extrapola para um valor nulo neste preenhimento de banda.

Podemos também estudar o omportamento do sistema a temperaturas �nitas.

Para isso integramos r−η em um sistema bidimensional de tamanho linear L,

Ps ∼
∫ L

0

r−ηd2r ∼ L2−η. (2.29)
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Figura 2.3: Extrapolações para Ps e C(π, π) na banda semi-heia (�) e em 〈n〉 = 0.5 (Ps

(�) e C(π, π) (•)) [23℄.

Aqui a variável de interesse é a razão entre o omprimento linear L e o omprimento

de orrelação ξ; portanto, devemos esperar que

Ps(T, L) = L2−ηf(L/ξ). (2.30)

Ao exibirmos L/ξ em termos de T−1 para uma transição KT, esperamos que as urvas

se superponham no ponto rítio e aima dele, diferentemente do que aontee em uma

transição normal, onde as urvas apenas se ruzam em Tc. A omparação entre estes

dois asos é failmente vista na Fig. 2.4.

Da mesma forma, se exibirmos Lη−2Ps(Tc, L) versus β = (kBT )−1 esperamos que

as urvas se superponham a partir do ponto rítio, forneendo uma estimativa de

βc e onsequentemente de Tc, om η = 1/4 para T → T+
c . Na prátia temos então

que analisar L−7/4Ps(Tc, L) versus β para determinar Tc, e é isso que será usado nesta

dissertação para este �m.
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Figura 2.4: Comparativo entre uma Transição de Kosterlitz-Thouless representada pelo grá-

�o (a) e uma transição normal representada pelo grá�o (b) [32℄.

Todos os resultados até aqui mostrados relaionados a Tc, U e 〈n〉 para o modelo

de Hubbard homogêneo, i.e., sem desordem, em duas dimensões, podem ser resumidos

no diagrama de fases da Fig. 2.5. Na banda semi-heia temos Tc = 0 e a transição

superondutora se dá a uma temperatura �nita fora da banda semi-heia; vê-se também

que Tc apresenta um máximo perto de 〈n〉 = 0.87 [6, 9℄. A transição KT para o

parâmetro superondutor de duas omponentes é representada pelas fatias no grá�o. A

urva pontilhada representa Tc indo om ∼ exp(−8t/|U |) para aoplamentos fraos e a

urva traejada, deaindo om t2/|U | dividido por 4t, desreve o regime de aoplamento

forte; ambas são para a banda semi-heia (〈n〉 = 1).
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Figura 2.5: Diagrama de fases do modelo de Hubbard atrativo em d = 2 [22℄.

2.2 Modelo de Hubbard Atrativo Desordenado

As propriedades do modelo de Hubbard atrativo disutidas na última seção or-

respondem ao aso puro, ou seja, sem desordem. Podemos, no entanto, usar este mo-

delo para simular o efeito de impurezas no estado superondutor. Como omentado no

apítulo 1, ao depositarmos Molibdênio em um substrato de Germânio, aabamos por

formar pequenas ilhas que estão fraamente aopladas para uma pequena deposição,

não favoreendo o surgimento de um estado superondutor. Um modelo teório ade-

quado neste ontexto pode ser obtido através de uma rede bidimensional onde os sítios

estão dispostos de uma forma regular e a interação atrativa pode assumir dois valores,

ou seja, o modelo de Hubbard é implementado atribuindo-se a ada sítio os valores

U(r) = 0 ou U(r) = −|U |, om probabilidades de oorrênia f e 1 − f , respetiva-
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mente. Portanto, a Hamiltoniana para o modelo toma a seguinte forma:

H = −t
∑

〈ij〉σ

(

c
†
iσcjσ + H.c.

)

−
∑

i

|Ui|ni↑ni↓ − µ
∑

i

(ni↑ + ni↓) (2.31)

om

Ui =







0 om probabilidade f

U om probabilidade 1-f.

A implementação da desordem U(r) = 0 é feita de forma aleatória em fL2 sítios de

uma rede bidimensional, onde f é a fração de desordem do sistema e L é o tamanho

linear da rede. Uma representação esquemátia desta implementação pode ser vista na

�gura abaixo.

U < 0

U = 0

Figura 2.6: Representação esquemátia da implementação da desordem em uma rede bidi-

mensional.

Este modelo desordenado na banda semi-heia foi estudado através de ténias de

ampo médio [12℄, onde, no mesmo trabalho, foram também apresentados argumentos

heurístios para a determinação da fração rítia fc, aima da qual o sistema perde

suas araterístias superondutoras. Considerando que a distânia entre dois sítios de

U negativo seja (1 − f)−1/d, podemos estimar o número l de saltos individuais de um

sítio om U negativo para outro em um passeio aleatório omo (1 − f)−1/d = l1/(d−1).

Se ada salto leva ~/W segundos onde W é a largura da banda para os pares, o tempo

para os pares irem de um sítio om U negativo para outro é τ = (~/W )(1 − f). Os

pares só irão se propagar para intervalos de energia δt obedeendo a relação de inerteza

δE = ~/δt > U . Pegando δt = τ onluímos que para δE = W (1 − f)(d−1)/d > U os

pares se propagarão e para δE = W (1−f)(d−1)/d < U os pares não se propagarão. Isto
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determina a fração rítia omo

fc = 1 −
(

U

W

)d/(d−1)

, (2.32)

que �a, para o aso bidimensional

fc = 1 −
(

U

W

)2

. (2.33)

Logo, de aordo om esta última, à medida que o valor de U aumenta, fc diminui.

Os álulos de ampo médio on�rmaram esta tendênia [12℄, omo pode ser visto

no grá�o da Fig. 2.7, onde podemos analisar a dependênia de cc = 1 − fc, a qual

representa a fração rítia dos sítios de U negativo, om vários valores de U . No entanto,

Figura 2.7: Temperatura rítia omo função da fração rítia c para vários valores de U em

álulos de ampo médio [12℄.

simulações de Monte Carlo Quântio na banda semi-heia mostraram um aumento de

fc à medida que o valor de U aumenta [8℄, pelo menos para valores até U < 6, omo

mostrado na Fig. 2.8.
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Figura 2.8: fc omo função de U , obtido através de Monte Carlo Quântio [8℄.

Esta disordânia entre estes dois resultados é ausada pelo fato de que, em teo-

rias de ampo médio, as �utuações em torno da média das grandezas termodinâmias

são negligeniadas, o que nos leva a onsiderar uma teoria de ampo médio apenas

omo uma primeira aproximação, espeialmente em duas dimensões, onde devemos ser

extremamente autelosos om relação aos resultados obtidos.



3
Método de Monte Carlo Quântio

Apesar de sua aparênia simples, o modelo de Hubbard só tem solução exata em

uma dimensão [26℄. Muitas ténias são utilizadas para a eluidação das propriedades

termodinâmias do modelo em duas e três dimensões, tais omo aproximações de ampo

médio [27℄, método de funções de Green [18℄ e soluções numérias via Monte Carlo

Quântio (MCQ) [28, 29℄, om este último sendo o método empregado nesta dissertação.

O MCQ, assim omo o método de Monte Carlo Clássio baseado no algoritmo de

Metropolis [30℄, se �rma na idéia de amostragem por importânia de on�gurações

através do álulo de pesos de Boltzmann orrespondentes, usados para a aeitação,

ou não, de erta on�guração do sistema. A diferença é que no MCQ trabalhamos

om partíulas quântias indistinguíveis, ao passo que em sua outra versão os spins são

tratados omo entes lássios. Para levar em onta os aspetos quântios adequada-

mente, veremos que a simulação �a bem mais elaborada e ustosa numeriamente.

Apresentaremos o método nas próximas seções, baseando-nos na Ref [31℄.

3.1 Monte Carlo Quântio: Preliminares

Em linhas gerais, o método aqui apresentado é válido para os asos repulsivo e

atrativo da Hamiltoniana de Hubbard. A função de partição gran-an�nia é de�nida

omo

Z = T re−βH, (3.1)

24
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onde o T r é tomado sobre todos os números de partíulas e sobre os graus de liberdade

fermi�nios, e H é a Hamiltoniana. Efeitos quântios já se manifestam aqui pelo fato

de não podermos esrever a exponenial de uma soma em um produto de exponeniais,

ou seja,

eK+V 6= eKeV
(3.2)

onde K e V são operadores, de�nidos omo

K ≡ −t
∑

〈ij〉σ

(

c
†
iσcjσ + H.c.

)

− µ
∑

i

(ni↑ + ni↓) (3.3)

e

V ≡ −U
∑

i

(

ni↑ −
1

2

) (

ni↓ −
1

2

)

. (3.4)

Isto se deve ao fato de que os termos de hopping e de interação não omutam entre

si, ou seja, [K,V ] 6= 0, fazendo om que as partíulas peram suas individualidades,

estando orrelaionadas de uma forma fundamental. Para ontornar este problema

utilizaremos a fórmula de Suzuki-Trotter,

eK+V = lim
∆τ→0

(

e∆τKe∆τV
)1/∆τ

= lim
∆τ→0

(

e∆τKe∆τV
) (

e∆τKe∆τV
)

...
(

e∆τKe∆τV
)

(3.5)

o que leva à seguinte deomposição

e∆τ(K+V ) = e∆τKe∆τV + O
[

(∆τ)2
]

[K,V ] (3.6)

onde foi introduzido o parâmetro ∆τ para ser possível a deomposição. Podemos de�nir

o parâmetro ∆τ através da relação β = M∆τ , onde M representa o número de fatias ao

longo da "direção temporal", om intervalos disretos ∆τ . Além disso, ∆τ nos fornee

uma fonte de erros sistemátios, que são minimizados à medida em que aumentamos

M . Com isso a exponenial da função de partição pode ser esrita omo

e−βH = e−β(K+V ) = e−M∆τ(K+V ) = e−(∆τK+∆τV )M

=
(

e−∆τKe−∆τV
)M

+ O
[

(∆τ)2U
]

. (3.7)
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Feita esta aproximação deparamo-nos om outro problema: existem termos quárti-

os na hamiltoniana, que apareem no termo de interação, U
∑

i ni↑ni↓ = U
∑

i c
†
i↑ci↑c

†
i↓ci↓,

os quais não são integráveis. Isto se soluiona om o auxílio da transformada de

Hubbard-Stratonovih, que transforma a exponenial do quadrado de um operador

em uma exponenial do próprio operador,

e
1

2
A2 ≡

√
2π

∫ ∞

−∞

e−
1

2
x2−xAdx. (3.8)

ao preço de introduzir um ampo auxiliar x que se aopla om o operador A. Queremos

transformar o termo ni↑ni↓ om (3.8), mas para isso temos que esrevê-lo em termos

de uma forma quadrátia. Conseguimos isso através de três formas distintas:

ni↑ni↓ = −1

2
m2 +

1

2
n (3.9)

ni↑ni↓ =
1

2
n2 − 1

2
n (3.10)

ni↑ni↓ = −1

4
n2 − 1

4
m2

(3.11)

onde m ≡ (n↑ − n↓) é a magnetização loal e n ≡ (n↑ + n↓) é a arga loal. Para o

aso atrativo usa-se a eq. (3.10), onde o ampo auxiliar se aoplará om a arga loal.

Usando então (3.8) e (3.10), o termo e|U |∆τn↑n↓ �a, para U < 0

e|U |∆τn↑n↓ = e−
1

2
|U |∆τn

√
2π

∫ ∞

−∞

e−
1

2
x2−xn

√
|U |∆τdx (3.12)

onde A = n
√

|U |∆τ . Para simulações é mais onveniente usarmos variáveis disretas

para o ampo esalar, ao invés de ontínuas. Desta forma, usaremos variáveis disretas

de Ising, s = ±1, no lugar do ampo x. Com isso a última equação �a, depois de

alguns arranjos,

e|U |∆τn↑n↓ =
1

2

∑

s=±1

∏

σ=↑,↓

e(sλ+
|U|∆τ

2 )(nσ−
1

2) (3.13)

onde λ é dado por

cosh λ = e|U |∆τ/2
(3.14)
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Para o aso repulsivo usamos (3.9), onde a magnetização se aoplará ao ampo de Ising,

resultando em

e−U∆τn↑n↓ =
1

2

∑

s=±1

∏

σ=↑,↓

e−(σsλ+
|U|∆τ

2 )nσ (3.15)

As equações (3.13) e (3.15) apresentam agora uma forma adequada para ser inserida

na função de partição, pois apareerão somente termos bilineares. Depois de alguns

álulos a função de partição toma a forma, para o aso atrativo,

Z =

(

1

2

)LdM

cosh (Nλ/2) [cosh (λ)]−N/2 ×

× Tr{s}T r

1
∏

l=M

∏

σ=↑,↓

e−∆τ
P

ij c†iσKijcjσe−∆τ
P

i c†iσV σ
i (l)ciσ (3.16)

onde as matrizes do termo de interação e de hopping são dadas por

V σ
i (l) = − 1

∆τ
λsi(l) −

(

µ +
|U |
2

)

(3.17)

e

Kij =







−t se i e j forem primeiros vizinhos,

0 outros

Com as exponeniais da função de partição sendo expressas agora somente om termos

bilineares, podemos efetuar o traço nas variáveis fermi�nias. Através da identidade

e−
P

ij c†i Aijcje−
P

ij c†i Bijcj = e−
P

ν c†ν lνcν (3.18)

o traço nas variáveis fermi�nias vira um determinante

Tre−
P

ν c†ν lνcν = Tr
∏

ν

e−nν lν

= det
(

1 + e−Ae−B
)

(3.19)

onde A e B são operadores genérios. Com isso a função de partição pode ser esrita

omo

Z =

(

1

2

)LdM

Tr{s}
∏

σ

det
[

1 + Bσ
MBσ

M−1...B
σ
1

]

(3.20)
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onde

Bσ
l ≡ e−∆τKe−∆τV σ(l). (3.21)

Introduzindo a notação

Oσ({s}) ≡ 1 + Bσ
MBσ

M−1...B
σ
1 (3.22)

obtemos, �nalmente

Z =

(

1

2

)LdM

Tr{s} det O↑({s}) · det O↓({s}) =

= Tr{s}ρ({s}). (3.23)

Se a quantidade ρ({s}) sob o traço for positiva, ela deve ser usada omo o "peso de

Boltzmann" para fazer as amostragens por importânia nas on�gurações de Ising.

Entretanto, para o modelo de Hubbard repulsivo, fora da banda semi-heia, esta

grandeza pode ser negativa em algumas on�gurações, levando ao "problema do sinal

negativo"[31℄, o que não oorre para o nosso aso do modelo de Hubbard atrativo.

Estamos interessados em funções de orrelação entre operadores que, levando em

onta (3.15) e (3.23), toma a forma

〈AB〉 =
1

Z Tr{s}T r

[

AB
∏

lσ

e−∆τKe−∆τV σ(l)

]

. (3.24)

De�nindo agora uma média fermi�nia, ou mais preisamente as funções de Green,

omo

〈AB〉{s} ≡
1

ρ({s})T r

[

AB
∏

lσ

e−∆τKe−∆τV σ(l)

]

(3.25)

a função de orrelação (3.24) se torna

〈AB〉 =
1

Z Tr{s} 〈AB〉{s} ρ({s}). (3.26)

Portanto a araterístia prinipal deste método é que o álulo de qualquer média

pode ser efetuado em termos de funções de Green sob uma erta on�guração de spins,
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om probabilidade ρ({s}) de oorrênia. Em espeial, preisaremos da seguinte função

de Green instantânea para uma partíula, alulada na fatia l,

〈

ciσc
†
jσ

〉

{s}
=

(

1 + Bσ
l−1B

σ
l−2...B

σ
1 Bσ

M ...Bσ
l

)−1
= gσ

l ; (3.27)

seu papel será disutido na próxima seção. Cabe aqui salientar que as grandezas de

interesse podem ser aluladas em termos desta função de Green de uma partíula.

Isto pode ser feito para Ps om o auxílio do Teorema de Wik,

〈

c
†
i1
ci2c

†
i3
ci4

〉

{s}
=

〈

c
†
i1
ci2

〉

{s}

〈

c
†
i3
ci4

〉

{s}
+

〈

c
†
i1
ci4

〉

{s}

〈

ci2c
†
i3

〉

{s}
, (3.28)

o que nos permite esrever funções de Green de duas partíulas em termos das de uma

partíula.

3.2 A Simulação

A simulação se iniia �xando-se uma on�guração aleatória de spins {s}. O "an-

darilho" omeça a varrer a primeira fatia temporal l e tenta inverter ada um dos

spins em ada sítio da rede. A equação (3.27) é usada para alular a função de Green

na primeira fatia (l = 1). Se um spin é invertido no sítio i de uma fatia genéria l

(si(l) → −si(l)), as matrizes B
↑
l e B

↓
l mudam devido aos elementos de matriz V ↑(l) e

V ↓(l) mudarem. De�nindo

Aσ(l) ≡
(

Bσ
l−1B

σ
l−2...B

σ
1 Bσ

M ...Bσ
l

)

(3.29)

então a mudança aarretará em

Aσ(l) → (Aσ(l))′ = [1 + ∆σ(i, l)] · Aσ(l) (3.30)

om

[

∆±(i, l)
]

jk
= δijδki

(

e±2∆τλsi(l) − 1
)

. (3.31)

Isso também mudará a matriz Oσ({s}), já que ela depende de Aσ(l). Este proedimento

onsiste em um passo de Monte Carlo, que é aeito om uma probabilidade dada por

W ≡ R↑R↓

1 + R↑R↓

(3.32)
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om

R↑ =
(det O↑)′

det O↑
e R↓ =

(det O↓)′

det O↓
(3.33)

onde usamos a função de Green alulada na fatia l (eq. 3.27) para esrever Rσ em

termos dela:

Rσ = 1 + [1 − [gσ
l ]ii] [∆

σ(i, l)]ii . (3.34)

Se o passo for aeito é neessário atualizar a função de Green da fatia l através da

relação

gσ
l → gσ

l = [1 + (1 − gσ
l ) (∆σ

l (i) − 1)]−1
gσ

l (3.35)

onde perebemos o aráter não-loal da simulação, já que, a partir de agora, a função

de Green que será usada para os próximos sítios será a (3.35). Este proedimento é

feito para todos os Ns sítios da rede até que passamos para a próxima fatia l + 1, onde

a função de Green passa a ser dada por

gσ
l+1 = Bσ

l gσ
l (Bσ

l )−1
(3.36)

onde os proessos de virada dos spins e de atualização das funções de Green seguem a

mesma lógia disutida anteriormente.



4
Resultados

Neste apítulo apresentaremos os resultados obtidos através de simulações de Monte

Carlo Quântio para a análise do estado superondutor no modelo de Hubbard atrativo

desordenado, tanto no estado fundamental quanto a temperaturas �nitas.

Como foi disutido no apítulo 2, a desordem no modelo é implementada de forma

aleatória em fL2 sítios da rede, onde f é a fração de desordem em um sistema bidi-

mensional L × L, a qual é de�nida omo

f =
NU0

Ns

(4.1)

onde NU0
é o número de sítios om U = 0 e Ns = L2 é o número total de sítios. Os

álulos foram feitos para tamanhos de rede 8×8, 10×10, 12×12 e, para alguns asos,

14 × 14.

Conforme apresentado no apítulo 3, o inverso da temperatura β é disretizado em

M fatias de tempo imaginário ∆τ . No aso do modelo de Hubbard atrativo podemos

fazer simulações a temperaturas muito baixas (β grande) pois não há problema do sinal

negativo [31℄. No entanto, à medida que se aumenta β, o número de fatias aumenta e

o tempo omputaional para as simulações também aumenta.

A �m de obter informações quantitativas relaionadas ao estado superondutor no

modelo, alularemos o fator de estrutura de pares loais Ps disutido no apítulo 2,

em função de β, mas agora efetuamos uma média sobre as on�gurações de desordem,

Ps =

[

∑

r

Γ(r)

]

, (4.2)

onde Γ(r) ≡
〈

∆(i)∆†(i + r) + H.c.
〉

om ∆(r) = cr↓cr↑, e [...] denota a média on�gu-

31



4.1. Propriedades do estado fundamental (T = 0) 32

raional. A �m de obter uma boa estimativa para esta grandeza, foram feitas em média

20 realizações de desordem para ada valor de β em um tamanho de rede �xo, ada

realização om 4000 passos de Monte Carlo Quântio. Existem duas fontes de erro no

álulo desta grandeza: uma de erros sistemátios da ordem de ∆τ 2, que advêm do

método de MCQ, e a outra provem do desvio padrão de ada espaço amostral, que

aparee omo onsequênia de �utuações entre as várias realizações, e é esta última

que será usada omo a medida das inertezas em nossos álulos de Ps, uma vez que

ela é maior do que o erro sistemátio vindo de ∆τ 2.

Vale ressaltar também que, para alguns asos, NU0
não é um inteiro; nestes asos, as

realizações de desordem são feitas para os dois números inteiros mais próximos de NU0
,

onde as médias são efetuadas om seus respetivos pesos. Por exemplo, para a fração

de desordem f = 1/16 em uma rede L = 10, temos que NU0
= 6.25; onsideramos então

os dois valores adjaentes mais próximos, no aso NU0
= 6 e NU0

= 7, e mantemos a

proporção de três realizações para NU0
= 6 para ada realização de NU0

= 7, e esta

proporção deverá sempre ser mantida ao aumentarmos o número de realizações.

Todos os álulos foram feitos para o preenhimento de banda 〈n〉 = 0.875 e para

U = 6. O preenhimento de banda é �xado ajustando-se o valor do potenial químio µ,

até se onseguir, em média, o valor 0.875, pois a densidade também sofre �utuações nas

diferentes realizações de desordem. Este valor do preenhimento de banda foi esolhido

por haver indíios de que este apresenta um máximo no valor da temperatura rítia

superondutora [6, 9℄.

Nas próximas seções serão analisados resultados para o estado fundamental (T = 0)

e para temperaturas �nitas, onde nesta última usamos o omportamento esalonado

de Ps para a transição de Kosterlitz-Thouless omo disutido no ap. 2.

4.1 Propriedades do estado fundamental (T = 0)

A �m de entender o efeito das impurezas no modelo de Hubbard atrativo, alulamos

o fator de estrutura Ps omo função do inverso da temperatuta β para vários tamanhos

de rede e diferentes frações de desordem, omo mostra a Fig. 4.1, lembrando que os
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álulos foram efetuados para um preenhimento de banda 〈n〉 = 0.875 e que as barras

de erro provêm do desvio padrão sobre as realizações de desordem. Notamos que Ps
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Figura 4.1: Ps em função de β.

tende a se estabilizar para valores altos de β (baixas temperaturas) pois, neste regime,

o alane das orrelações é limitado pelo tamanho �nito da rede, e Ps tende a um valor

de saturação que não mais depende da temperatura, nos permitindo fazer uma média

desta grandeza no regime assintótio onde ela se estabiliza.

O primeiro grá�o representa o aso puro (sem desordem) onde NU0
= 0; já no

segundo temos um oitavo dos sítios da rede om U = 0. É visto no grá�o que, à

medida em que vamos aumentando a desordem, o valor de Ps se estabiliza em valores

ada vez menores, on�rmando a tendênia geral de supressão do estado superondutor

pela desordem omo disutido no apítulo 1.

De posse do valor médio de Ps, podemos usar a orreção de onda de spin para o
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fator de estrutura de pares dada pela relação de Huse [25℄,

Ps

L2
= |∆|2 +

a

L
(4.3)

onde L é o tamanho linear da rede, |∆| é o gap superondutor a temperatura zero e a

uma onstante, para tirar informações sobre a transição superondutora. No nosso aso

temos dois gaps a temperatura zero diferentes: o gap do aso puro, que denotaremos

por ∆0, e o gap para os asos desordenados, que denotaremos por ∆. Fazendo um

grá�o de Ps/L
2 versus 1/L, e extrapolando nossos resultados para redes in�nitas, ou

seja, fazendo L → ∞ (limite termodinâmio), obtemos uma estimativa para o valor

de |∆0|2 (gap superondutor ao quadrado) para o aso puro, ou |∆|2, para os asos

desordenados, na interseção da extrapolação om o eixo das ordenadas. As Figs. 4.2

e 4.3 mostram as extrapolações para algumas frações de desordem utilizando redes de

tamanho 8×8, 10×10, 12×12 e, para alguns asos, 14×14. Na Fig. 4.2 podemos ver,

pela reta do ajuste, que |∆|2 6= 0 para a fração f = 7/32. Já na Fig. 4.3, para a fração

f = 4/16, vemos que |∆|2 ≃ 0. A Fig. 4.4 nos dá uma visão geral das extrapolações

para todos os asos de desordem, onde podemos ver que o valor de |∆|2 se tornará ada

vez menor, à medida que f aumenta.

De posse do valor do gap ∆ para ada valor de desordem podemos analisar a

tendênia do gap normalizado pelo aso puro, ∆/∆0, om a desordem, omo mostra

a Fig. 4.5. O valor em que a urva interepta o eixo horizontal, nos fornee uma

estimativa para a fração rítia de desordem, aima da qual o estado superondutor é

totalmente inibido. No nosso aso estimamos a fração rítia omo fc ≈ 0.24 ± 0.01.

Este valor é obtido passando-se uma urva suave pelo limite superior da urva no

grá�o, que aaba no ponto f = 0.25, e outra pelo limite inferior das barras de erro.

O valor 0.24 é o valor médio da distânia entre os dois pontos onde morrem as duas

urvas no eixo x.

Ao ontrário do que aontee na banda semi-heia [8℄, iniialmente uma pequena

fração de desordem não favoree o estado superondutor. Isto se deve ao fato de que, na

banda semi-heia, a degeneresênia da superondutividade om a onda de densidade

de arga é quebrada na presença de desordem, favoreendo o estado superondutor
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Figura 4.2: Extrapolação de Ps om 1/L para a fração de desordem f = 7/32.
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Figura 4.3: Extrapolação de Ps om 1/L para a fração de desordem f = 4/16.
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Figura 4.4: Extrapolações para todos os asos de desordem onsiderados aqui.

para pequenos f . Como fora da banda semi-heia a CDW é naturalmente suprimida,

qualquer fração iniial de desordem já é su�iente para omeçar a destruir o estado

superondutor, não oorrendo, assim, nenhum máximo em ∆/∆0. Um grá�o ompa-

rativo entre estes dois asos pode ser visto na Fig. 4.6.

Podemos analisar o omportamento de fc om relação a U (Fig. 4.7) utilizando

o resultado obtido na Ref. [7℄ para a fração rítia no aso 〈n〉 = 0.875 e U = 4. É

razoável supor, já que só temos informações para dois pontos, que o grá�o seguirá

uma tendênia semelhante a que aontee para o aso da banda semi-heia [8℄, onde,

para pequenos valores de U (U . 2), fc rese de forma mais lenta devido ao fato de

os pares não estarem muito fortemente ligados e uma pequena desordem já destrói a

oerênia. De U ≈ 2 até U ≈ 4, fc rese mais rapidamente, sofrendo um derésimo

para U & 4. Portanto, os álulos de ampo médio para o modelo de Hubbard atrativo

desordenado [12℄, onde é previsto um derésimo de fc om o aumento de U , só estão

orretos neste limite de U grande. É importante pereber também que, ao menos

para U = 4 e U = 6, à medida que se diminui o preenhimento da banda, o valor da
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desordem r�ítia também diminui.

0,00 0,05 0,10 0,15 0,20 0,25 0,30
0,0

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

0,6

0,7

0,8

0,9

1,0

1,1

 

 

 

f

U=6

Figura 4.5: Gap normalizado superondutor em função de f . A linha heia é apenas uma

guia para os olhos.
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Figura 4.6: Gap superondutor normalizado em função de f para 〈n〉 = 1 e 〈n〉 = 0.875,

onde a urva para 〈n〉 = 1 foi extraído da Ref. [8℄. A linha heia é apenas uma guia

para os olhos.
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Figura 4.7: Fração rítia omo função de U para 〈n〉 = 1 e 〈n〉 = 0.875. A urva vermelha

para a banda semi-heia foi retirada da Ref. [8℄ e o ponto U = 4 para 〈n〉 = 0, 875 foi extraído

da Ref. [7℄. A linha heia é apenas uma guia para os olhos.
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4.2 Propriedades a temperatura �nita

Tendo disutido as propriedades do sistema a temperatura zero, podemos analisar

as propriedades a temperatura �nita. Como disutido no apítulo 2, a natureza de

duas omponentes do parâmetro de ordem superondutor leva à uma transição de fase

superondutora que pertene à lasse de universalidade de Kosterlitz-Thouless [4, 5℄.

Esta transição prevê um deaimento algébrio da função de orrelação de pares , i.e.,

Γ(r) ≡
〈

∆(i)∆†(i + r) + H.c.
〉

∼ r−η(T ). (4.4)

no regime de 0 < T ≤ Tc, onde η(T ) rese monotoniamente entre η(0) = 0 e η(Tc) =

1/4 [4, 5, 33℄. O omportamento esalonado de Ps aima da ritialidade é dado por

[6℄

Ps = L2−η(Tc)F (L/ξ), T → T+
c , (4.5)

onde F (L/ξ) é uma função do tamanho linear da rede L e do omprimento de orrelação

ξ ∼ exp(A/(T −Tc)
1/2). É importante salientar que estes argumentos de universalidade

ainda devem ser válidos mesmo na presença de desordem, pois ainda estamos lidando

om um parâmetro de ordem de duas omponentes; simulações no modelo xy desor-

denado on�rmaram que não há mudança de lasse de universalidade em presença de

desordem [33℄.

Como omentado no apítulo 2, a�m de extrair Tc, onstruímos um grá�o de

PsL
−7/4 versus β. No menor ponto onde as urvas se intereptarem, dentro das barras

de erro, obteremos uma estimativa para o ponto rítio βc = 1/Tc, omo foi ilustrado

na Fig. 2.4 [32℄. Cabe aqui dizer que, devido às grandes �utuações a que os dados

estão sujeitos, nossa análise deve ser muito uidadosa. Os grá�os 4.8 ao 4.11 mostram

o omportamento de Ps esalonado em função de β para várias frações de desordem.

As setas apontam a estimativa para Tc em ada fração de desordem. É importante

disutir primeiramente dois asos limites: o aso puro e o aso f = fc. Para o aso

puro, �a bem laro que as barras de erro estão se sobrepondo entre β = 8 e β = 9.

Isto nos fornee uma temperatura rítia de Tc = 0.12 ± 0.01. Para f = fc, por outro

lado, a superondutividade é suprimida, de modo que Tc = 0.
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Figura 4.8: Ps esalonado omo função de β para o aso puro.
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Figura 4.9: Ps esalonado omo função de β para o aso f = 2/16.
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Figura 4.10: Ps esalonado omo função de β para o aso f = 3/16.
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Figura 4.11: Ps esalonado omo função de β para o aso f = 7/32.

Estes dois pontos �xam vínulos para a urva de Tc(f), i.e., a temperatura rítia

deve desrever uma urva suave que passe por estes dois pontos. Assim, nossa estima-
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tiva de Tc analisando somente a sobreposição das barras de erro pode se tornar mais

on�ável, não nos deixando trair por �utuações que possam nos forneer uma análise

errada.

Para f = 2/16 estimamos βc entre βc = 12 e βc = 14, o que fornee Tc = 0.077 ±
0.007. Para f = 3/16 temos βc entre 16 e 18, que fornee Tc = 0.059 ± 0.004. Da

mesma forma, para f = 1/16, temos βc entre 8 e 12, que fornee Tc = 0.1 ± 0.02.

Para f = 1/32 a estimativa de βc �ou entre 6 e 10, o que fornee Tc = 0.14 ± 0.04.

Para a fração f = 7/32 obtemos a mesma estimativa que para f = 3/16, ou seja,

Tc = 0.059 ± 0.004. Todos estes dados estão organizados na tabela abaixo.

Tabela de Tc(f)

f βc Tc

0 8 − 9 0.12 ± 0.01

1/32 6 − 10 0.14 ± 0.04

1/16 8 − 12 0.1 ± 0.02

2/16 12 − 14 0.077 ± 0.007

3/16 16 − 18 0.059 ± 0.004

7/32 16 − 18 0.059 ± 0.004

4/16 0

Estes dados forneem o diagrama de fases da Fig. 4.12. Aqui é interessante fazer

outra omparação om os resultados obtidos para a banda semi-heia (Fig. 4.13) [8℄,

onde Tc = 0 para o aso puro pelo teorema de Mermin-Wagner [10℄; para o aso

〈n〉 = 0.875, a simetria entre superondutividade e CDW já está quebrada, e tere-

mos uma temperatura rítia �nita de Kosterlitz-Thouless para o aso puro. Pelo

grá�o vemos laramente que Tc é suprimida pela desordem, o que já era esperado, no

entanto, aparentemente, a onavidade é diferente da que foi obtida experimentalmente

[2℄ (Fig. 1.6). Portanto, o que temos aqui, deve ser enarado apenas omo uma

primeira aproximação qualitativa, que está sujeita a re�namentos no futuro, omo,

por exemplo, alulando-se a densidade super�uida para uma melhor estimativa de Tc

ou aumentando-se o número de realizações de desordem. As grandes barras de erro
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re�etem a inerteza que temos om relação à determinação da temperatura rítia

para alguns asos de desordem. Outra possível fonte de disrepânia da onavidade

da urva Tc versus f é a relação entre R� e f , que não é neessariamente linear.
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Figura 4.12: Temperatura rítia de transição superondutora omo função da desor-

dem. A linha heia é apenas uma guia para os olhos.
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Figura 4.13: Grá�o omparativo da temperatura rítia de transição superondutora

omo função da desordem para 〈n〉 = 1 e 〈n〉 = 0.875, onde a urva para 〈n〉 = 1 foi

extraída da Ref. [8℄. A linha heia é apenas uma guia para os olhos.



Conlusões

Neste trabalho foram estudados os efeitos de desordem no modelo de Hubbard

atrativo, para o preenhimento de banda 〈n〉 = 0.875, e om valor de atração U = 6.

Utilizando o método de Monte Carlo Quântio para redes bidimensionais de tamanhos

8 × 8, 10 × 10, 12 × 12 e 14 × 14, foi mostrado que a superondutividade no estado

fundamental, iniialmente presente no sistema, é inibida onforme vamos aumentando

a quantidade de impurezas, até que, em uma erta fração rítia de desordem, denotada

por fc, a superondutividade é totalmente destruída. O valor da fração rítia para

que isso oorra foi estimado omo fc = 0.24 ± 0.01. Como fc depende de parâmetros

não geométrios, tais omo o preenhimento da banda e a intensidade de U , esta

transição é não perolativa. Vimos que para 〈n〉 = 0.875 qualquer fração de desordem

iniial já omeça a suprimir o estado superondutor, ao invés de favoreê-lo, omo na

banda semi-heia. Conjeturamos que fc em função de U deve seguir uma tendênia

semelhante à da banda semi-heia, onde fc rese om U para valores pequenos de U

e, aima de U = 4, deve diminuir om U , mostrando que os álulos de ampo médio

só são qualitativamente orretos neste último regime. O fato da superondutividade

pertener à lasse de universalidade da transição de Kosterlitz-Thouless também nos

permitiu obter estimativas qualitativas para o diagrama de fases de Tc(f).

Finalmente podemos onluir que o modelo de Hubbard atrativo paree ser um bom

modelo na investigação de superondutores desordenados. Também seria interessante

que estes mesmos álulos fossem feitos para outros valores da atração U , neste mesmo

preenhimento de banda, utilizando grandezas adiionais omo a densidade super�uida

para álulos da temperatura rítia.
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