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Nogueira,ao Luiz Alberto,à Maria Eugênia,ao Reginaldo e ao Renan Edgard pelo apoio,

pelos ensinamentos e por todos os momentos inesquećıveis vividos em tal Instituição.

Agradeço aos Freis da Capela São José, ao Grupo Jovem Amigos de Cristo, ao Grupo
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RESUMO

Um teorema clássico devido a Hausdorff-Tychonoff afirma que a menos de isomorfismo,

para cada dimensão finita n existe um único espaço vetorial topológico de dimensão finita

n, a saber, o espaço euclidiano Rn.Tendo em vista a importância deste resultado é natural

considerar o problema de estendê-lo a espaços vetoriais topológicos de dimensão finita

sobre anéis de divisão mais gerais. A solução definitiva para este problema foi dada por

Nachbin que isolou a classe de anéis de divisão para os quais o resultado é verdadeiro.

Mais precisamente, Nachbin estabeleceu o seguinte teorema:

Seja K um anel de divisão topológico. Para que todo espaço vetorial topológico sobre

K de dimensão finita n seja isomorfo ao espaço produto Kn é necessário e suficiente que

o anel de divisão topológico K seja estritamente minimal e completo.

O objetivo da monografia é apresentar estes resultados e suas conseqüências.
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Abstract

A classical theorem due to Hausdorff and Tychonoff asserts that, modulo an iso-

morphism, for each finite dimension n there is only one real topological vector space of

dimension n, namely, the euclidean space Rn. In view of the importance of this result, it

is natural to consider the problem of extending it to finite-dimensional topological vector

spaces over more general topological division rings. The definitive solution to this problem

was given by Nachbin, who isolated the class of topological division rings for which the

result is true. More precisely, Nachbin established the following theorem:

Let K be a topological division ring. In order that every topological vector space over K

of finite dimension n be isomorphic to the product space Kn it is necessary and sufficient

that the topological division ring K be strictly minimal and complete.

The goal of the present monograph is to present this result and its consequences.
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INTRODUÇÃO

A presente monografia é motivada pelo seguinte teorema clássico devido a Hausdorff

[6]:

Todo espaço normado real de dimensão finita n é isomorfo ao espaço euclideano Rn.

Tychonoff [11] estabeleceu a seguinte generalização deste resultado:

Todo espaço vetorial topológico real de dimensão finita n é isomorfo ao espaço eucli-

deano Rn.

O Teorema de Hausdorff-Tychonoff é, sem dúvidas, o resultado central sobre espaços

vetoriais topológicos de dimensão finita. Ele afirma que, a menos de isomorfismo, para

cada dimensão finita n existe um único espaço vetorial topológico real de dimensão n,

a saber, o espaço euclideano Rn. Dáı, decorre uma série de resultados importantes so-

bre espaços vetoriais topológicos de dimensão finita como, por exemplo, a continuidade

automática das aplicações lineares entre espaços vetoriais topológicos no caso em que o

domı́nio tem dimensão finita.

Tendo em vista a importância do Teorema de Hausdorff-Tychonoff é natural considerar

o problema de estendê-lo a espaços vetoriais topológicos sobre anéis de divisão topológicos

mais gerais. Braconnier [5] estabeleceu tal resultado para anéis de divisão localmente com-

pactos e não-discretos, sob a hipótese adicional dos espaços serem completos. Kaplansky

[7] estendeu ainda mais a classe dos anéis de divisão em questão, mas com a hipótese dos

espaços serem metrizáveis. Contudo, a solução definitiva para este problema foi dada por

Nachbin [9] que isolou a classe dos anéis de divisão topológicos para os quais o resultado

é verdadeiro. Mais precisamente, Nachbin estabeleceu o seguinte teorema:

Seja K um anel de divisão topológico. Para que todo espaço vetorial topológico sobre

K de dimensão finita n seja isomorfo ao espaço produto Kn é necessário e suficiente que

o anel de divisão topológico K seja estritamente minimal e completo.
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O objetivo da presente monografia é apresentar os resultados obtidos por Nachbin [9].

Cabe observar que estes resultados são elementares, envolvendo poucos pré-requisitos.

Assumimos que o leitor tenha familiaridade com certos conceitos básicos de Álgebra

(anéis, anéis de divisão, subanéis, ...) e de Álgebra Linear (espaços vetoriais sobre anéis

de divisão, subespaços vetoriais, dimensão, aplicações lineares, ...). Mas todos os pré-

requisitos de Topologia Geral e de Álgebra Topológica necessários à compreensão do texto

são apresentados no Caṕıtulo 1, com exceção da demonstração do teorema de completa-

mento de anéis topológicos que, por ser demasiadamente trabalhosa, preferimos omitir.

No Caṕıtulo 2 apresentamos os resultados de Nachbin [9].
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CAPÍTULO 1

PRELIMINARES

1. Espaços topológicos

Uma topologia sobre um conjunto X é uma coleção T de subconjuntos de X com as

seguintes propriedades:

(A1) φ ∈ T e X ∈ T .

(A2) Toda união de conjuntos de T é um conjunto de T .

(A3) Toda interseção finita de conjuntos de T é um conjunto de T .

Um espaço topológico é um conjunto X munido de uma topologia T sobre X. Neste

caso, os elementos de X são chamados de pontos e os elementos de T são chamados de

conjuntos abertos.

Exemplo 1. (a) Dado um conjunto X arbitrário, a coleção T = {φ,X} é uma topologia

sobre X, dita a topologia caótica sobre X.

(b) Dado um conjunto X arbitrário, a coleção T = P (X) de todas as partes de X é uma

topologia sobre X, dita a topologia discreta sobre X.

(c) Relembremos que uma métrica sobre um conjunto X é uma função d : X ×X → R+

que satisfaz as seguintes condições para quaisquer x, y, z ∈ X:

(M1) d(x, y) = 0⇔ x = y.

(M2) d(x, y) = d(y, x).

(M3) d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z).

Um espaço métrico é um conjunto X munido de uma métrica d sobre X. Neste caso,

definimos a bola aberta de centro a e raio r (a ∈ X e r > 0) por

BX(a, r) = {x ∈ X; d(x, a) < r}.

A coleção T formada por todas as uniões arbitrárias de bolas abertas em X é uma

topologia sobre X, dita a topologia induzida pela métrica d.
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O estudo dos espaços topológicos desempenha um papel importante em grande parte

da matemática, incluindo as áreas de Análise, Geometria e Topologia. A seguir apre-

sentaremos apenas os conceitos e resultados que se farão necessários no decorrer desta

monografia. Para um estudo mais abrangente recomendamos os livros Bourbaki [3,4] e

Munkres [8].

Se X é um espaço topológico e x é um elemento de X, um subconjunto V de X é dito

uma vizinhança de x se V contém algum conjunto aberto contendo x. Denotamos por

VX(x), ou simplesmente V (x), o conjunto de todas as vizinhanças de x. Estes conjuntos

têm as seguintes propriedades:

(V1) Todo subconjunto de X que contém um conjunto de V (x) pertence a V (x).

(V2) Toda interseção finita de conjuntos de V (x) pertence a V (x).

(V3) O elemento x pertence a todo conjunto de V (x).

(V4) Se V pertence a V (x), então existe um conjunto W pertencente a V (x) tal que, para

cada y ∈ W , V pertence a V (y).

De fato, (V1) e (V3) são evidentes, (V2) decorre de (A3) e em (V4) basta tomarmos

W como sendo qualquer conjunto aberto tal que x ∈ W ⊂ V . Note que um conjunto

A ⊂ X é aberto se e somente se A é vizinhança de todos os seus pontos.

Um espaço topológico X é dito separado se quaisquer dois pontos distintos de X

possuem vizinhanças disjuntas. Toda topologia induzida por uma métrica é separada.

Seja X um espaço topológico. Um subconjunto F de X é dito um conjunto fechado

se o seu complementar X\F é um conjunto aberto. Tomando complementares em (A1),

(A2) e (A3), e usando as Leis de De Morgan, vemos que:

(F1) φ e X são conjuntos fechados.

(F2) Toda interseção de conjuntos fechados é um conjunto fechado.

(F3) Toda união finita de conjuntos fechados é um conjunto fechado.

Sejam X um espaço topológico e A um subconjunto de X. Um ponto x de X é dito um

ponto aderente a A se toda vizinhança de x intercepta A. Denotamos por A o conjunto
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de todos os pontos aderentes a A; A é dito a aderência (ou o fecho) de A. Se A = X,

dizemos que A é um conjunto denso.

Proposição 2. Sejam X um espaço topológico e A um subconjunto de X. A aderência

A de A é o menor conjunto fechado de X que contém A. Em outras palavras:

(a) A ⊃ A.

(b) A é um conjunto fechado.

(c) se F ⊂ X é um conjunto fechado e F ⊃ A, então F ⊃ A.

Demonstração: Obviamente A ⊂ A. Se x ∈ X\A então existe uma vizinhança V de x

tal que V ∩A = φ; escolhendo W como em (V4), temos então que W ⊂ X\A. Isto prova

que X\A é um conjunto aberto, ou seja, A é um conjunto fechado. Se F é um conjunto

fechado contendo A, então X\F é um conjunto aberto disjunto de A. Logo, X\F é uma

vizinhança de cada x ∈ X\F que não intercepta A, provando que X\F ⊂ X\A, ou seja,

F ⊃ A.

Sejam X e Y espaços topológicos, f uma função de X em Y e a um ponto de X.

Dizemos que f é cont́ınua em a se, para toda vizinhança V de f(a), existe uma vizinhança

U de a tal que

f(U) ⊂ V.

Se f é cont́ınua em todos os pontos de X, dizemos que f é uma função cont́ınua.

Proposição 3. Seja f uma função de um espaço topológico X em um espaço topológico

Y . As seguintes afirmações são equivalentes:

(i) f é uma função cont́ınua.

(ii) A imagem inversa por f de todo subconjunto aberto de Y é um subconjunto aberto

de X.

(iii) A imagem inversa por f de todo subconjunto fechado de Y é um subconjunto fechado

de X.
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Demonstração: (i) ⇒ (ii): Seja B um subconjunto aberto de Y e ponha A = f−1(B).

Para cada a ∈ A, como f é cont́ınua em a e B é uma vizinhança de f(a), existe uma

vizinhança aberta Ua de a tal que f(Ua) ⊂ B, ou seja, Ua ⊂ f−1(B) = A. Logo,

A =
⋃

a∈A

Ua é aberto por (A2).

(ii)⇒ (i): Fixe a ∈ X e seja V uma vizinhança de f(a). Então existe um conjunto aberto

V ′ em Y tal que f(a) ∈ V ′ ⊂ V . Por hipótese, U = f−1(V ′) é um conjunto aberto em X.

Como a ∈ U , temos que U é vizinhança de a e f(U) ⊂ V ′ ⊂ V .

(ii) ⇔ (iii): Decorre imediatamente da fórmula f−1(Y \B) = X\f−1(B), que vale para

todo subconjunto B de Y .

Corolário 4. Sejam X, Y e Z espaços topológicos. Se f : X → Y e g : Y → Z são

funções cont́ınuas, então g ◦ f : X → Z também o é.

Demonstração: Como (g◦f)−1(B) = f−1(g−1(B)) para todo B ⊂ Z, o resultado decorre

da equivalência entre (i) e (ii) na proposição anterior.

Seja X um espaço topológico com topologia T . Se Y é um subconjunto de X, então

a coleção

T ′ = {A ∩ Y ; A ∈ T }

é uma topologia sobre Y , dita a topologia induzida sobre Y por T . Munido desta topologia,

Y é dito um subespaço de X. É fácil ver que a aplicação inclusão Y → X satisfaz a

condição (ii) da Proposição 3, donde ela é uma função cont́ınua.

Sejam X1, . . . , Xn espaços topológicos e considere o conjunto produto X = X1× · · ·×

Xn . Um conjunto elementar em X é um conjunto da forma A1 × · · · × An , onde Ai

é aberto em Xi para cada i = 1, . . . , n. A coleção T de todas as uniões arbitrárias de

conjuntos elementares é uma topologia sobre X, dita a topologia produto das topologias

dos Xi . X munido desta topologia é dito o espaço produto dos espaços Xi . Para cada

i = 1, . . . , n, seja

πi : X → Xi
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a projeção canônica. É fácil ver que cada πi satisfaz a condição (ii) da Proposição 3.

Portanto, as projeções πi são funções cont́ınuas.

Proposição 5. Seja f uma função de um espaço topológico Y em um espaço produto

X = X1 × · · · ×Xn . Escreva

f(y) = (f1(y), . . . , fn(y)), y ∈ Y.

Então f é uma função cont́ınua se e somente se cada fi é uma função cont́ınua.

Demonstração: Como fi = πi ◦ f e πi é cont́ınua, a continuidade de f implica a con-

tinuidade de fi pelo Corolário 4 (1 ≤ i ≤ n).

Reciprocamente, suponha f1, . . . , fn cont́ınuas. Se A = A1 × · · · × An é um conjunto

elementar em X, então

f−1(A) = f−1
1 (A1) ∩ · · · ∩ f−1

n (An)

é um conjunto aberto em Y . Como todo aberto deX é uma união de conjuntos elementares

vemos que f satisfaz a condição (ii) da Proposição 3, donde f é uma função cont́ınua.

Sejam E e F conjuntos e φ : E → F uma função. O conjunto G(φ) = {(x, φ(x)) ∈

E × F ;x ∈ E} é dito gráfico da função φ.

Proposição 6. Sejam X um espaço topológico, Y um espaço topológico separado e

φ : X → Y uma função. Se φ é cont́ınua então o gráfico de φ é fechado em X × Y , onde

consideramos X × Y munido da topologia produto.

Demonstração: Seja A = (X × Y )\G(φ). Tome (x0, y0) ∈ A. Então y0 6= φ(x0). Como

Y é um espaço separado, existem uma vizinhança V de y0 e uma vizinhança W de φ(x0)

em Y tais que V ∩W = φ. Mas, segue da continuidade de φ que existe uma vizinhança U

de x0 tal que φ(U) ⊂ W . Logo, U × V é uma vizinhança de (x0, y0) inteiramente contida

no conjunto A, donde conclúımos que A é um conjunto aberto. Por conseguinte, G(φ) é

fechado.
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Sejam X um espaço topológico, Y um conjunto e f uma função de X sobre Y . A

coleção

T ′ = {B ⊂ Y ; f−1(B) é aberto em X}

é uma topologia sobre Y , dita a topologia imagem direta por f da topologia de X. Clara-

mente, f é uma função cont́ınua se considerarmos Y munido de T ′. Um caso particular

importante é o seguinte: sejam R uma relação de equivalência sobre X, X/R o conjunto

quociente de X módulo R e ϕ : X → X/R a sobrejeção canônica. A topologia imagem

direta por ϕ da topologia de X é dita a topologia quociente da topologia de X pela relação

R; X/R munido desta topologia é dito o espaço quociente de X por R.

Sejam T1 e T2 topologias sobre um conjunto X. Dizemos que T1 é mais fina do que

T2 , e representamos por T2 ≤ T1 , quando a aplicação identidade

x ∈ (X, T1) 7→ x ∈ (X, T2) é continua.

É fácil ver que as seguintes afirmações são equivalentes:

(i) T2 ≤ T1 .

(ii) Para todo x ∈ X, toda vizinhança de x na topologia T2 é uma vizinhança de x na

topologia T1 .

(iii) Para todo subconjunto A de X, o fecho de A na topologia T1 está contido no fecho

de A na topologia T2 .

(iv) Todo subconjunto de X que é fechado na topologia T2 é fechado na topologia T1 .

(v) Todo subconjunto de X que é aberto na topologia T2 é aberto na topologia T1 .

Um filtro sobre um conjunto X é um conjunto F de partes de X que satisfaz os

seguintes axiomas:

(FI) Se A ∈ F e A ⊂ B ⊂ X, então B ∈ F .

(FII) Toda interseção finita de conjuntos de F está em F .

(FIII) φ /∈ F .
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Exemplo 7. (a) Se X é um espaço topológico, o conjunto V (x) de todas as vizinhanças

de um ponto x ∈ X é um filtro.

(b) Se X é um conjunto infinito, os complementares dos subconjuntos finitos de X formam

um filtro.

(c) Se (xn)
n∈N é uma seqüência em um conjunto X, o conjunto das partes M de X tais

que xn ∈ M exceto para um número finito de ı́ndices n é um filtro sobre X, chamado

filtro elementar associado a (xn).

Se X é um espaço topológico, F é um filtro sobre X e x ∈ X, dizemos que F converge

para x (ou que x é um ponto limite de F) se toda vizinhança de x pertence a F . Se X é

um espaço separado, então todo filtro sobre X possui no máximo um ponto limite. Com

efeito, suponha que x 6= y são pontos limite de um filtro F sobre X. Como X é separado,

existem vizinhanças U de x e V de y tais que U ∩ V = φ. Pela definição de limite U ∈ F

e V ∈ F , donde φ = U ∩ V ∈ F por (FII). Mas isto contradiz (FIII).

Seja (xn)
n∈N uma seqüência em um espaço topológico X. Dizemos que (xn) converge

para um ponto x ∈ X se, para toda vizinhança U de x, existe n0 ∈ N tal que

xn ∈ U para todo n ≥ n0 .

Se F é o filtro elementar associado a (xn), isto equivale a dizer que F converge para x.

2. Anéis topológicos

Um anel topológico é um anel A munido de uma topologia de anel, ou seja, uma

topologia separada T para a qual as funções

(x, y) ∈ A× A 7→ x+ y ∈ A,

x ∈ A 7→ −x ∈ A

e

(x, y) ∈ A× A 7→ xy ∈ A

7



são cont́ınuas, onde consideramos A×A munido da topologia produto. Se, além disso, A

é um anel de divisão e a função

x ∈ A\{0} 7→ x−1 ∈ A\{0}

é cont́ınua, dizemos que A é um anel de divisão topológico e que T é uma topologia de

anel de divisão. Um anel de divisão topológico comutativo é dito um corpo topológico e a

sua topologia é dita uma topologia de corpo.

Se A é um anel topológico, então toda translação x→ x+ a é um homeomorfismo de

A sobre A. Portanto, as vizinhanças de um ponto a ∈ A são exatamente os conjuntos da

forma a + V , com V vizinhança de 0. Isto mostra que a topologia de A está totalmente

determinada pelo conjunto VA(0) de todas as vizinhanças de 0. A continuidade da adição

e da multiplicação em A implica as seguintes propriedades:

• Para todo V ∈ VA(0), existe U ∈ VA(0) tal que U + U ⊂ V .

• Para todo V ∈ VA(0), existe U ∈ VA(0) tal que UU ⊂ V .

Como a função x→ −x é um homeomorfismo de A sobre A, um conjunto V é vizinhança

de 0 se e somente se −V é vizinhança de 0. Neste caso, U = V ∩ (−V ) é uma vizinhança

simétrica (isto é, −U = U) de 0 contida em V . Isto mostra que toda vizinhança de 0

contém uma vizinhança simétrica de 0.

Exemplo 8. (a) Anéis discretos.

Se A é um anel (resp. um anel de divisão, um corpo) então A munido da topologia

discreta é um anel topológico (resp. um anel de divisão topológico, um corpo topológico),

dito um anel discreto (resp. um anel de divisão discreto, um corpo discreto.)

(b) Anéis de divisão valorizados.

Um anel de divisão valorizado é um anel de divisão A munido de um valor absoluto,

isto é, de uma função

| · | : A→ R+

tal que as seguintes condições são satisfeitas para quaisquer a, b ∈ A.
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(VA1) |a| = 0⇔ a = 0.

(VA2) |ab| = |a| |b|.

(VA3) |a+ b| ≤ |a|+ |b|.

Decorre das duas primeiras condições que

| − 1| = |1| = 1 e | − a| = |a| para todo a ∈ A.

Além disso,

d(a, b) = |a− b|

define uma métrica sobre A que induz uma topologia de anel de divisão sobre A.

O estudo dos anéis de divisão valorizados e, em particular, o estudo dos corpos va-

lorizados, desempenha um papel importante em diversas áreas da matemática, tais como

Álgebra Comutativa, Geometria Algébrica e Teoria dos Números. Veja, por exemplo, os

livros Artin [1], Bourbaki [2] e Warner [11].

Sejam A e B anéis topológicos. Uma função f : A→ B é dita um isomorfismo se f é

um isomorfismo de anéis cont́ınuo cuja inversa f−1 : B → A também é cont́ınua. B é dito

um subanel topológico de A se B é um subanel de A e a topologia de B coincide com a

topologia induzida pela de A.

Sejam A um anel topológico e F um filtro sobre A. Dizemos que F é um filtro de

Cauchy se, para toda vizinhança V de 0 em A, existe X ∈ F tal que

X −X := {x− y; x, y ∈ X} ⊂ V.

Se F possui um limite em A, então F é um filtro de Cauchy. Se, reciprocamente, todo

filtro de Cauchy sobre A possui um limite em A, dizemos que A é um anel topológico

completo.

Teorema 9. Para todo anel topológico A, existe um anel topológico completo Â que

contém A como subanel topológico denso. Â é dito um completamento de A. Ele é único

no seguinte sentido: se A′ é um anel topológico completo que contém A como subanel
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topológico denso, então existe um isomorfismo f : A′ → Â tal que f(x) = x para todo

x ∈ A.

A demonstração deste teorema é um tanto trabalhosa e será omitida. Veja Bourbaki

[3] ou Warner [12], por exemplo.

3. Espaços vetoriais topológicos

Seja K um anel de divisão topológico. Um espaço vetorial topológico sobre K é um

espaço vetorial E sobre K munido de uma topologia vetorial, ou seja, uma topologia

separada T para a qual as funções

(x, y) ∈ E × E 7→ x+ y ∈ E

e

(λ, y) ∈ K × E 7→ λx ∈ E

são cont́ınuas, onde consideraremos E ×E e K ×E munidos de suas topologias produto.

Se E é um espaço vetorial topológico sobre K, então toda translação x 7→ x+ a é um

homeomorfismo de E sobre E. Portanto,

VE(a) = {V + a; V ∈ VE(0)}.

As seguintes propriedades decorrem da continuidade da adição e da multiplicação por

escalar.

• Para todo V ∈ VE(0), existe U ∈ VE(0) tal que U + U ⊂ V .

• Para todo V ∈ VE(0), existem W ∈ VK(0) e U ∈ VE(0) tais que WU ⊂ V .

Se E é um espaço vetorial topológico sobre K e M é um subespaço vetorial de E,

então M munido da topologia induzida pela de E é um espaço vetorial topológico sobre

K, dito um subespaço de E.

Exemplo 10. Considere K um anel de divisão topológico. Sejam E1, E2, . . . , En espaços

vetoriais topológicos sobre K e E = E1×E2×· · ·×En o espaço vetorial produto munido
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da topologia produto. Então E é um espaço vetorial topológico sobre K. Com efeito,

sejam x = (x1, . . . , xn) e y = (y1, . . . , yn) pontos distintos de E. Existe i tal que xi 6= yi .

Como Ei é separado, existem abertos Ui e Vi em Ei tais que xi ∈ Ui , yi ∈ Vi e Ui∩Vi = φ.

Ponha Uj = Vj = Ej para todo j 6= i e considere os conjuntos elementares U =
m∏

j=1

Uj e

V =
m∏

j=1

Vj . Temos que x ∈ U , y ∈ V e U ∩ V = φ. Isto prova que E é separado. Agora,

provemos que a adição é cont́ınua. Sejam x = (x1, . . . , xn) e y = (y1, . . . , yn) pontos

distintos de E e seja W uma vizinhança de x + y. Então existe um conjunto elementar
m∏

j=1

Wj tal que

x+ y ∈
m∏

j=1

Wj ⊂ W.

Para cada j, existem abertos Uj e Vj em Ej tais que xj ∈ Uj , yj ∈ Vj e Uj + Vj ⊂ Wj ,

uma vez que a adição em Ej é cont́ınua. Considere os conjuntos elementares U =
m∏

j=1

Uj

e V =
m∏

j=1

Vj . Então x ∈ U , y ∈ V e U + V ⊂
m∏

j=1

Wj ⊂ W . A continuidade da

multiplicação por escalar é provada de modo análogo.

Em particular, Kn é um espaço vetorial topológico sobre K.

O resultado a seguir será muito utilizado no próximo caṕıtulo.

Proposiçao 11. Para todo espaço vetorial topológico F sobre K, toda aplicação linear

f : Kn → F é cont́ınua, onde n ≥ 1.

Demonstração: Com efeito, seja {e1, . . . , en} a base canônica de Kn. Se x = x1e1 +

· · ·+ xnen ∈ Kn então

f(x) = f(x1e1 + · · ·+ xnen) = x1 f(e1) + · · ·+ xn f(en),

já que f é linear. Logo, a continuidade de f decorre da continuidade da adição e da

multiplicação por escalar em E.

Proposição 12. Sejam E um espaço vetorial topológico sobre K, F um espaço vetorial

sobre K e f uma aplicação linear de E sobre F cujo núcleo f−1(0) é fechado em E.
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Então, a topologia imagem direta por f da topologia de E é uma topologia vetorial sobre

F . Além disso, considerando F munido desta topologia, temos que f é cont́ınua e aplica

conjuntos abertos de E em conjuntos abertos de F .

Demonstração: É fácil ver que f é cont́ınua se considerarmos F munido da topologia

imagem direta for f da topologia de E. Afirmamos que f é uma aplicação aberta. Com

efeito, seja A ⊂ E um conjunto aberto em E. Note que mostrar que f(A) é aberto em F é

equivalente a mostrar que f−1(f(A)) é aberto em E. Vejamos que f−1(f(A)) = A+f−1(0).

Sejam a ∈ A e x ∈ f−1(0). Temos que f(a + x) = f(a) + f(x) = f(a) ∈ f(A), donde

A + f−1(0) ⊂ f−1(f(A)). Por outro lado, se y ∈ f−1(f(A)) então f(y) ∈ f(A). Dáı,

existe a ∈ A tal que f(y) = f(a) e, como f é linear, f(y − a) = 0, ou seja, y − a = x ∈

f−1(0). Logo, y = a + x ∈ A + f−1(0), provando que f−1(f(A)) ⊂ A + f−1(0). Então,

f−1(f(A)) = A+ f−1(0) =
⋃

y∈f−1(0)

(A+ y), donde f−1(f(A)) é um conjunto aberto em E.

Agora, vejamos que a topologia imagem direta por f da topologia de E é uma topologia

vetorial sobre F . De fato, sejam x2, y2 ∈ F . Como f é sobrejetora, existem x1, y1 ∈ E

de modo que x2 = f(x1) e y2 = f(y1). Se W é uma vizinhança de x2 + y2 em F então

f−1(W ) é uma vizinhança de x1 +y1 em E. Logo, existem uma vizinhança U de x1 e uma

vizinhança V de y1 em E de modo que U+V ⊂ f−1(W ). Como f é uma aplicação aberta,

f(U) é vizinhança de x2 em F e f(V ) é vizinhança de y2 em F . Além disso, como f é

linear temos que f(U) + f(V ) = f(U + V ) ⊂ f(f−1(W )) = W , provando que a operação

de adição em F é cont́ınua. Por outro lado, se W ′ é uma vizinhança de λx2 em F , onde

λ ∈ K, então f−1(W ′) é uma vizinhança de λx1 em E. Logo, existem uma vizinhança

U de λ em K e uma vizinhança V de x1 em E de modo que U V ⊂ f−1(W ′). Todavia,

f(V ) é vizinhança de x2 em F e, temos que U f(V ) = f(U V ) ⊂ f(f−1(W ′)) = W ′,

estabelecendo a continuidade da operação de multiplicação por escalar em F .

Agora, resta mostrar que a topologia imagem direta por f da topologia de E é uma

topologia separada. Sejam y1, y2 ∈ F com y1 6= y2 . Como f é sobrejetora, existem
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x1, x2 ∈ E tais que f(x1) = y1 e f(x2) = y2 . Como

f(x1 − x2) = f(x1)− f(x2) = y1 − y2 6= 0,

temos que x1 − x2 /∈ f−1(0). Por hipótese, f−1(0) é fechado em E. Logo, existe uma

vizinhança U de 0 em E tal que (x1 − x2 + U) ∩ f−1(0) = φ. Seja V uma vizinhança de

0 em E tal que V + V ⊂ U . Então

[(x1 + V )− (x2 − V )] ∩ f−1(0) = φ.

Como f é uma aplicação aberta, W1 := f(x1+V ) é uma vizinhança de y1 eW2 := f(x2−V )

é uma vizinhança de y2 . Como 0 /∈ W1 −W2 , conclúımos que

W1 ∩W2 = φ.

Corolário 13. Se E é um espaço vetorial topológico sobre K e M é um subespaço vetorial

fechado de E, então E/M munido da topologia quociente é um espaço vetorial topológico

sobre K, e a sobrejeção canônica φ : E → E/M é cont́ınua e aplica abertos de E em

abertos de E/M .

Sejam E e F espaços vetoriais topológicos. Uma função f : E → F é dita um iso-

morfismo se f é um isomorfismo de espaços vetoriais cont́ınuo cuja inversa f−1 : F → E

também é cont́ınua.

Seja E um espaço vetorial topológico e sejam M1 e M2 subespaços vetoriais de E tais

que E = M1 ⊕M2 . Dizemos que E é a soma direta topológica de M1 e M2 se a função

(x1, x2) ∈M1 ×M2 7→ x1 + x2 ∈ E

é um isomorfismo de espaços vetoriais topológicos, onde consideramos M1 ×M2 munido

da topologia produto.

Como a função acima é claramente bijetora, linear e cont́ınua, E é a soma direta

topológica de M1 e M2 se, e somente se, a inversa dessa função é cont́ınua. Mas, isto
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equivale a dizer que as projeções canônicas

p1 : E →M1 e p2 : E →M2

são cont́ınuas. Note que, como p1(x) + p2(x) = x para todo x ∈ E, a continuidade de

uma das projeções p1 e p2 implica a continuidade de ambas.

Seja E um espaço vetorial topológico sobre um anel de divisão topológico K. Um

filtro F sobre E é dito um filtro de Cauchy se, para toda vizinhança V de 0 em E, existe

X ∈ F tal que

X −X ⊂ V.

Se F possui um limite em E, então F é um filtro de Cauchy. Se, reciprocamente, todo

filtro de Cauchy sobre E possui um limite em E, dizemos que E é um espaço vetorial

topológico completo. Note que se um anel topológico A contém K como um subanel

topológico, então A pode ser visto como um espaço vetorial topológico sobre K. Além

disso, dizer que A é completo como anel topológico ou como espaço vetorial topológico

sobre K é a mesma coisa.

Proposição 14. Seja E um espaço vetorial topológico sobre um anel de divisão topológico

K e seja F um subespaço de E. Se F é completo então F é fechado em E.

Demonstração: Dado x ∈ F , o conjunto

F = {V ∩ F ; V é vizinhança de x em E}

é um filtro sobre F . Além disso, F é um filtro de Cauchy. Com efeito, se U é uma

vizinhança de 0 em F , então existe uma vizinhança V de 0 em E tal que U = V ∩ F e

existe uma vizinhança V ′ de 0 em E tal que V ′ − V ′ ⊂ V . Logo, V ′ ∩ F ∈ F e

(V ′ ∩ F )− (V ′ ∩ F ) ⊂ (V ′ − V ′) ∩ F ⊂ V ∩ F = U.

Como F é completo, F converge para um certo y ∈ F . Afirmamos que x = y, provando

que x ∈ F e F é fechado em E. De fato, suponha x 6= y. Então existem vizinhanças Vx e
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Vy de x e y em E tais que Vx ∩ Vy = φ. Como Vy ∩ F é uma vizinhança de y em F e F

converge para y em F , Vy ∩ F ∈ F . Mas, pela definição de F , Vx ∩ F ∈ F . Logo,

φ = (Vx ∩ F ) ∩ (Vy ∩ F ) ∈ F ,

uma contradição.

Proposição 15. Sejam E1, . . . , En espaços vetoriais topológicos sobre um anel de divisão

topológico K. Se E1, . . . , En são completos então o espaço produto E = E1 × · · · × En

também é completo.

Demonstração: Seja F um filtro de Cauchy sobre E. Para cada 1 ≤ i ≤ n, seja

πi : E → Ei a projeção canônica e defina

Fi = {X ⊂ Ei ; X ⊃ πi(Y ) para algum Y ∈ F}.

É fácil ver que Fi é um filtro sobre Ei . Afirmamos que Fi é um filtro de Cauchy. Com

efeito, seja Ui uma vizinhança de 0 em Ei . Como πi é cont́ınua, existe uma vizinhança

U de 0 em E tal que πi(U) ⊂ Ui . Como F é um filtro de Cauchy, existe Y ∈ F tal que

Y − Y ⊂ U . Logo, πi(Y ) ∈ Fi e

πi(Y )− πi(Y ) = πi(Y − Y ) ⊂ πi(U) ⊂ Ui .

Como Ei é completo, Fi converge para um certo xi ∈ Ei . Ponha

x = (x1, . . . , xn).

Vamos mostrar que F converge para x. Com efeito, seja V uma vizinhança de x em E.

Então existe um conjunto elementar V1 × · · · × Vn tal que

x ∈ V1 × · · · × Vn ⊂ V.

Como Vi é uma vizinhança de xi e Fi converge para xi , Vi ∈ Fi . Pela definição de Fi ,

existe Y (i) ∈ F tal que Vi ⊃ πi(Y
(i)). Considere

Y = Y (1) ∩ · · · ∩ Y (n) ∈ F .
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Como Vi ⊃ πi(Y ) para todo 1 ≤ i ≤ n, vemos que

Y ⊂ V1 × · · · × Vn ⊂ V,

provando que V ∈ F .

Corolário 16. Se K é um anel de divisão topológico completo, então o espaço vetorial

topológico produto Kn é completo.
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CAPÍTULO 2

ESPAÇOS DE DIMENSÃO FINITA

1. Anéis estritamente minimais

Seja K um anel de divisão topológico munido de uma topologia de anel de divisão

TK . Uma topologia T sobre K é dita uma topologia vetorial com respeito a TK se (K, T )

é um espaço vetorial topológico sobre (K, TK). Isto significa que as aplicações

(x, y) ∈ (K, T )× (K, T ) 7→ x+ y ∈ (K, T )

e (x, y) ∈ (K, TK)× (K, T ) 7→ xy ∈ (K, T )

são cont́ınuas.

Afirmamos que T ≤ TK . Com efeito, como a aplicação (x, y) ∈ (K, TK) × (K, T ) 7→

xy ∈ (K, T ) é cont́ınua, fazendo y = 1, temos que a aplicação identidade x ∈ (K, TK) 7→

x ∈ (K, T ) é cont́ınua, donde T ≤ TK . É de grande valia observar que se T é uma

topologia de anel de divisão sobre K e T ≤ TK , então T é uma topologia vetorial com

respeito a TK .

Considere K um anel de divisão topológico munido de uma topologia de anel de divisão

TK .

• K é dito minimal se não existe uma topologia de anel de divisão T sobre K tal que

T < TK .

• K é dito estritamente minimal se a única topologia vetorial sobre K com respeito

a TK é TK . Isto equivale a dizer que não existe uma topologia vetorial T sobre K com

respeito a TK tal que T < TK .

Teorema 1. Todo anel de divisão topológico estritamente minimal é minimal.

Demonstração: Considere K um anel de divisão topológico estritamente minimal mu-

nido de uma topologia de anel de divisão TK e seja T uma outra topologia de anel de
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divisão sobre K. Se T ≤ TK então T é uma topologia vetorial com respeito a TK . Como,

por hipótese, K é estritamente minimal, conclúımos que T = TK e, por conseguinte, K é

minimal.

Seja K um anel de divisão topológico. Um conjunto A ⊂ K é dito limitado à esquerda

se, para toda vizinhança W de 0, existe uma vizinhança V de 0 tal que V A ⊂ W .

Proposição 2. Seja K um anel de divisão topológico. Temos que:

(A) Se K é discreto, então todo subconjunto de K é limitado à esquerda.

(B) Se K não é discreto, então um subconjunto A de K é limitado à esquerda se, e

somente se, para toda vizinhança W de 0, existe um λ ∈ K não nulo tal que λA ⊂ W .

Demonstração: (A) Se K é discreto então V = {0} é uma vizinhança de 0. Portanto,

dados um subconjunto A de K e uma vizinhança W de 0 temos que V · A = {0} · A =

{0} ⊂ W , donde A é limitado à esquerda.

(B) (⇒): Sejam W uma vizinhança de 0 e A ⊂ K um conjunto limitado à esquerda.

Por definição, existe uma vizinhança V de 0 tal que V A ⊂ W . Como K não é discreto,

V 6= {0}. Portanto, tome λ ∈ V não nulo. Dáı, λA ⊂ W .

(⇐): Seja W uma vizinhança de 0. Sabemos que existe uma vizinhança W1 de 0 de modo

que W1W1 ⊂ W . Por hipótese, existe um λ 6= 0 tal que λA ⊂ W1 . Fazendo V = W1 λ

temos que V é uma vizinhança de 0 e V A ⊂ W , donde A é limitado à esquerda.

Seja K um anel de divisão topológico. Um conjunto B ⊂ K é dito restrito se existe

uma vizinhança V de 0 satisfazendo as seguintes condições equivalentes: 1 /∈ V B, 1 /∈ BV .

Proposição 3. Sejam K um anel de divisão topológico e A ⊂ K um conjunto qualquer.

Temos que:

(A) K tem pelo menos uma vizinhança de 0 restrita.

(B) Se A é limitado à esquerda então A é restrito.

Demonstração: (A) De fato, considere W uma vizinhança de 0 onde 1 /∈ W e tome uma

vizinhança V de 0 de modo que V V ⊂ W . Portanto, 1 /∈ V V , donde V é um conjunto

restrito.
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(B) Seja W uma vizinhança de 0 tal que 1 /∈ W . Como A é limitado à esquerda, existe

uma vizinhança V de 0 tal que V A ⊂ W . Logo, 1 /∈ V A e, por definição, A é restrito.

Teorema 4. Seja K um anel de divisão topológico não discreto. Se todo conjunto restrito

A ⊂ K é limitado à esquerda, então K é estritamente minimal.

Demonstração: Considere K munido da topologia de anel de divisão TK e seja T uma

topologia vetorial sobre K com respeito a TK . Então, a priori , temos que T ≤ TK .

Seja V0 uma vizinhança de 0 na topologia T tal que 1 /∈ V0 . Note que a continuidade

da aplicação (x, y) ∈ (K, TK) × (K, T ) 7→ xy ∈ (K, T ) garante a existência de uma

vizinhança V1 de 0 na topologia TK e de uma vizinhança V2 de 0 na topologia T de modo

que V1V2 ⊂ V0 . Dáı, 1 /∈ V1V2 . Isto mostra que V2 é restrito na topologia TK . Por

hipótese, V2 é limitado à esquerda na topologia TK . Logo, para toda vizinhança V de 0

na topologia TK existe um λ ∈ K não nulo tal que λV2 ⊂ V . Como λV2 é uma vizinhança

de 0 na topologia T temos que V também o é. Deste modo conclúımos que TK ≤ T e,

portanto, T = TK . Logo, K é estritamente minimal.

Corolário 5. Todo anel de divisão valorizado não discreto é estritamente minimal.

Demonstração: Seja K um anel de divisão valorizado não discreto com valor absoluto |·|

e seja A ⊂ K um conjunto restrito. Tendo em vista o teorema anterior, basta provarmos

que A é limitado à esquerda. Pela definição de conjunto restrito, existe δ > 0 tal que

1 /∈ V A, onde V = {λ ∈ K; |λ| < δ}.

Isto implica que

|a| ≤ 1/δ para todo a ∈ A.

Com efeito, se a ∈ A e |a| > 1

δ
então |a−1| = |a|−1 < δ, donde a−1 ∈ V e 1 = a−1a ∈ V A,

um absurdo. Agora, considere uma vizinhança de 0 da forma

W = {λ ∈ K; |λ| < ε}, onde ε > 0.
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Como K não é discreto, existe α ∈ K tal que 0 < |α| < 1. Dáı, αn → 0 quando n→∞.

Escolhendo n suficientemente grande para que |αn| < εδ, temos que

αnA ⊂ W,

provando que A é limitado à esquerda.

Um resultado importante da Teoria das Valorizações afirma que a topologia de qual-

quer anel de divisão localmente compacto é dada por um valor absoluto (veja o Teorema

1.44 de [10], por exemplo). Assim sendo, decorre do Corolário 5 que todo anel de divisão

localmente compacto não discreto é estritamente minimal.

2. Espaços uni-dimensionais

Teorema 6. Seja K um anel de divisão topológico munido da topologia de anel de divisão

TK . As seguintes afirmações são equivalentes:

(i) K é estritamente minimal.

(ii) Todo espaço vetorial topológico sobre K de dimensão 1 é isomorfo a K.

(iii) Para todo espaço vetorial topológico E sobre K de dimensão 1, todo isomorfismo

de espaços vetoriais f : E → K é um isomorfismo de espaços vetoriais topológicos.

(iv) Todo espaço vetorial E sobre K de dimensão 1 possui uma única topologia vetorial.

(v) Para quaisquer espaços vetoriais topológicos E e F sobre K com dimE = 1, toda

aplicação linear f : E → F é cont́ınua.

Demonstração: (i) ⇒ (ii): Seja E um espaço vetorial topológico sobre K de dimensão

1 e seja f : E → K um isomorfismo de espaços vetoriais. Pela Proposição 11 do Caṕıtulo

1, a aplicação f−1 : K → E é cont́ınua. Então, basta mostrar que f também é cont́ınua.

Com efeito, como f é um isomorfismo de espaços vetoriais, f−1(0) = {0} é fechado em E

e, além disso, f é sobrejetora. Considere, pois, T como sendo a topologia imagem direta

por f da topologia de E. Pela Proposição 12 do Caṕıtulo 1, f é cont́ınua se considerarmos
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K munido da topologia T e (K, T ) é um espaço vetorial topológico sobre (K, TK). Como,

por hipótese, K é estritamente minimal, temos que T = TK , o que conclui o desejado.

(ii) ⇒ (v): Considere E e F espaços vetoriais topológicos sobre K, onde E é uni-

dimensional. Seja f : E → F uma aplicação linear. Por hipótese, existe um isomorfismo

g : K → E. Observe que, como f é linear, f ◦ g : K → F também é linear. Logo, pela

Proposição 11 do Caṕıtulo 1, f ◦ g é cont́ınua. Como f = (f ◦ g) ◦ g−1 e g−1 é cont́ınua,

conclúımos que f é cont́ınua, pelo Corolário 4 do Caṕıtulo 1.

(v) ⇒ (iii): Seja f : E → K um isomorfismo de espaços vetoriais. Por hipótese, f é

cont́ınua. Mas, pela Proposição 11 do Caṕıtulo 1, f−1 também é cont́ınua. Por con-

seguinte, f é um isomorfismo de espaços vetoriais topológicos.

(iii) ⇒ (iv): Como E é algebricamente isomorfo a K, E possui uma topologia vetorial.

Suponha que T1 e T2 sejam topologias vetoriais sobre E. Fixemos um isomorfismo de

espaços vetoriais f : E → K. Sejam f1 : (E, T1) → K e f2 : (E, T2) → K dados por

f1(x) = f2(x) = f(x) para todo x ∈ E. Por hipótese, f1 e f2 são isomorfismos de espaços

vetoriais topológicos. Sendo assim, a aplicação id = f−1
2 ◦ f1 : (E, T1) → (E, T2) é um

isomorfismo de espaços vetoriais topológicos, donde T1 = T2.

(iv) ⇒ (i): Suponha que K não seja estritamente minimal. Então, existe uma topologia

vetorial T sobre K com respeito a TK tal que T < TK . Ou seja, K possui duas topologias

vetoriais distintas, o que contradiz (iv).

Teorema 7. Seja K um anel de divisão topológico munido da topologia de anel de divisão

TK . As seguintes afirmações são equivalentes:

(i) K é estritamente minimal.

(ii) Para quaisquer espaços vetoriais topológicos E e F sobre K com dimF = 1, uma

aplicação linear f : E → F é cont́ınua se e somente se o seu núcleo f−1(0) é fechado

em E.

(iii) Para quaisquer espaços vetoriais topológicos E e F sobre K com dimF = 1, uma

apliação linear f : E → F é cont́ınua se e somente se o seu gráfico G(f) é fechado
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em E × F .

Demonstração: Sejam TE e TF as topologias de E e F , respectivamente.

(i) ⇒ (ii): Se f é cont́ınua então f−1(0) é fechado em E pela Proposição 3 do Caṕıtulo

1. Reciprocamente, suponha que f−1(0) é fechado em E. Se f ≡ 0 então f é obviamente

cont́ınua. Suponha que f 6≡ 0, o que implica que f(E) = F , já que F tem dimensão

1. Portanto, podemos introduzir em F a topologia imagem direta T ′F por f da topologia

TE . Pelo teorema anterior, F possui somente uma topologia vetorial, donde TF = T ′F .

Lembrando que f é cont́ınua se considerarmos F munido da topologia T ′F , conclúımos o

desejado.

(ii)⇒ (iii): Se f : E → F é cont́ınua então G(f) é fechado em E×F pela Proposição 6 do

Caṕıtulo 1. Reciprocamente, suponha queG(f) é fechado em E×F . Defina ϕ : E×F → F

pondo ϕ(x, y) = f(x)−y para todo x ∈ E e para todo y ∈ F . Temos, então, que ϕ é uma

aplicação linear cujo núcleo ϕ−1(0) = G(f) é fechado em E × F . Logo, ϕ é cont́ınua, por

hipótese. Como ϕ(x, 0) = f(x), f também é cont́ınua.

(iii)⇒ (i): Suponha, por absurdo, que K não é estritamente minimal. Então, existe uma

topologia vetorial T sobre K com respeito a TK tal que T < TK . Considere E = (K, T )

um espaço vetorial topológico sobre (K, TK), F = (K, TK) um espaço vetorial topológico

sobre (K, TK) e a aplicação linear não-nula f : E → F dada por f(x) = x para todo

x ∈ E. Note que G(f) = {(x, x) ∈ E × F ; x ∈ E} é fechado em E × F , mas f não é

cont́ınua, já que T < TK .

Corolário 8. Seja E um espaço vetorial topológico sobre um anel de divisão topológico

estritamente minimal K. Suponha que M1 e M2 são subespaços vetoriais de E tais que

E = M1 ⊕M2 e dimM1 = 1.

Então E é a soma direta topológica dos subespaços M1 e M2 se e somente se M2 é fechado

em E.
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Demonstração: Sabemos que E é a soma direta topológica de M1 e M2 se e somente se

a projeção canônica f : E →M1 é cont́ınua. Mas pelo item (ii) do Teorema 7, isto ocorre

exatamente quando M2 = f−1(0) é fechado em E.

3. Espaços de dimensão finita

Teorema 9. Seja K um anel de divisão topológico munido da topologia de anel de divisão

TK . As seguintes afirmações são equivalentes:

(i) K é estritamente minimal e completo.

(ii) Todo espaço vetorial topológico sobre K de dimensão finita n é isomorfo a Kn.

(iii) Para todo espaço vetorial topológico E sobre K de dimensão finita n, todo iso-

morfismo de espaços vetoriais f : E → Kn é um isomorfismo de espaços vetoriais

topológicos.

(iv) Todo espaço vetorial E sobre K de dimensão finita possui uma única topologia

vetorial.

(v) Para quaisquer espaços vetoriais topológicos E e F sobre K com dimE = n < ∞,

toda aplicação linear f : E → F é cont́ınua.

Demonstração: (i)⇒ (ii): A prova será feita por indução sobre n. Se n = 1 o resultado

decorre do fato de K ser estritamente minimal, pelo Teorema 6. Suponha que o resultado

seja válido para espaços vetoriais topológicos de dimensão n − 1. Seja, então, E um

espaço vetorial topológico de dimensão n e considere f : E → Kn um isomorfismo de

espaços vetoriais. Dado x ∈ E, podemos escrever f(x) = (f1(x), . . . , fn(x)). Note que

f−1
i (0) é um subespaço de E de dimensão n−1 para todo i ∈ {1, . . . , n}. Portanto, f−1

i (0)

munido da topologia induzida pela topologia de E é isomorfo a Kn−1, pela hipótese de

indução. Logo, f−1
i (0) é completo, pois Kn−1 é completo (Corolário 16 do Caṕıtulo 1),

donde é fechado em E (Proposição 14 do Caṕıtulo 1). Pelo item (ii) do Teorema 7, cada

fi é uma função cont́ınua e, por conseguinte, f também o é. Por outro lado, a Proposição
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11 do Caṕıtulo 1 garante que f−1 também é cont́ınua. Dáı, f é um isomorfismo de espaços

vetoriais topológicos, ou seja, E é isomorfo a Kn.

(ii) ⇒ (v): Sejam E e F espaços vetoriais topológicos sobre K, onde E tem dimensão

finita n e seja f : E → F uma aplicação linear. Por hipótese, existe um isomorfismo

g : Kn → E. Como f é linear temos que f ◦ g : Kn → F também é linear. Portanto, pela

Proposição 11 do Caṕıtulo 1, f ◦ g é cont́ınua. Como f = (f ◦ g) ◦ g−1 e g−1 é cont́ınua,

conclúımos que f é cont́ınua.

(v) ⇒ (iii): Seja f : E → Kn um isomorfismo de espaços vetoriais. Por hipótese, f é

cont́ınua. Porém, pela Proposição 11 do Caṕıtulo 1, f−1 também é cont́ınua. Logo, f é

um isomorfismo de espaços vetoriais topológicos.

(iii)⇒ (iv): Seja E um espaço vetorial sobre K de dimensão n. Como E é algebricamente

isomorfo a Kn, E possui uma topologia vetorial. Suponha que T1 e T2 sejam topologias

vetoriais sobre E. Fixemos um isomorfismo de espaços vetoriais f : E → Kn. Sejam

f1 : (E, T1) → Kn e f2 : (E, T2) → Kn dados por f1(x) = f2(x) = f(x) para todo x ∈

E. Por hipótese, f1 e f2 são isomorfismos de espaços vetoriais topológicos. Portanto,

a aplicação id = f−1
2 ◦ f1 : (E, T1) → (E, T2) é um isomorfismo de espaços vetoriais

topológicos, donde T1 = T2 .

(iv) ⇒ (i): Suponha que a afirmação (i) seja falsa. Se K não é estritamente minimal

então existe uma topologia vetorial T sobre K com respeito a TK tal que T < TK . Isto

é, K possui duas topologias vetoriais distintas, o que contradiz (iv). Agora, suponha que

K não é completo e tome y ∈ K̂ \ K, onde K̂ é o completamento de K (Teorema 9 do

Caṕıtulo 1). Pensemos em K̂ como um espaço vetorial topológico sobre K e seja E o

subespaço vetorial de K̂ gerado por K e por y, ou seja, E = {x + λy; x, λ ∈ K}. Seja

T1 a topologia sobre E induzida pela topologia de K̂. É sabido que T1 é uma topologia

vetorial sobre E. Como E é um subespaço de dimensão 2, considere o isomorfismo de

espaços vetoriais f : K2 → E dado por f(x, λ) = x + λy para todo (x, λ) ∈ K2. Pela

Proposição 12 do Caṕıtulo 1, a topologia imagem direta por f da topologia de K2 é uma
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topologia vetorial sobre E. Considere, pois, T2 como sendo tal topologia. Vejamos que

T1 6= T2 . De fato, note que K é fechado em (E, T2), pois f−1(K) = K × {0}, que é um

conjunto fechado em K2. Mas, K não é fechado em (E, T1), uma vez que K é denso em

K̂ e, por conseguinte, é denso em E. Desta forma o fecho de K na topologia T1 é igual ao

subespaço E. Com isso, T1 e T2 são topologias vetoriais distintas sobre E, o que contradiz

(iv). Portanto, K é estritamente minimal e completo.

Teorema 10. Seja K um anel de divisão topológico munido da topologia de anel de

divisão TK . As seguintes afirmações são equivalentes:

(i) K é estritamente minimal e completo.

(ii) Para quaisquer espaços vetorais topológicos E e F sobre K com dimF = n < ∞,

uma aplicação linear f : E → F é cont́ınua se e somente se o seu núcleo f−1(0) é

fechado em E.

(iii) Para quaisquer espaços vetoriais topológicos E e F sobre K com dimF = n < ∞

uma aplicação linear f : E → F é cont́ınua se e somente se o seu gráfico G(f) é

fechado em E × F .

Demonstração: (i)⇒ (ii): Se f é cont́ınua então f−1(0) é fechado em E pela Proposição

3 do Caṕıtulo 1. Reciprocamente, suponha que f−1(0) é fechado em E. Supondo, sem

perda de generalidade, que a aplicação linear f : E → F é sobrejetora e procedendo de

forma análoga à demonstração do Teorema 7 ((i) ⇒ (ii)) da seção anterior, conclúımos o

desejado. Todavia, cabe ressaltar que agora é preciso recorrer ao Teorema 9.

(ii) ⇒ (iii): Basta proceder como na demonstração do Teorema 7 da seção anterior no

passo (ii) ⇒ (iii).

(iii) ⇒ (i): Suponha que a afirmação (i) seja falsa. Se K não é estritamente minimal,

procedemos de forma análoga à demonstração do Teorema 7 ((iii) ⇒ (i)) da seção ante-

rior. Suponha, agora, que K não é completo. Pela demonstração do teorema precedente

((iv) ⇒ (i)), podemos encontrar um espaço vetorial sobre K de dimensão 2 que possui

25



duas topologias vetoriais distintas T1 e T2 . Considere T1 < T2 e a aplicação identidade

f : (E, T1) → (E, T2) dada por f(x) = x para todo x ∈ (E, T1). Sendo assim, temos que

G(f) = {(x, x) ∈ (E, T1) × (E, T2);x ∈ E} é fechado em (E, T1) × (E, T2), mas f não é

cont́ınua, já que T1 < T2 .

Corolário 11. Seja E um espaço vetorial topológico sobre um anel de divisão topológico

estritamente minimal e completo K. Suponha que M1 e M2 são subespaços vetoriais de

E tais que

E = M1 ⊕M2 e dimM1 = n <∞.

Então E é a soma direta topológica dos subespaços M1 e M2 se e somente se M2 é fechado

em E.

Demonstração: É sabido que E é a soma direta topológica de M1 e M2 se e somente

se a projeção canônica f : E →M1 é cont́ınua. Porém pelo item (ii) do Teorema 10, isto

ocorre exatamente quando M2 = f−1(0) é fechado em E.
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