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RESUMO

Um teorema classico devido a Hausdorff-Tychonoff afirma que a menos de isomorfismo,
para cada dimensao finita n existe um unico espaco vetorial topolégico de dimensao finita
n, a saber, o espaco euclidiano R™.Tendo em vista a importancia deste resultado é natural
considerar o problema de estendé-lo a espacos vetoriais topoldgicos de dimensao finita
sobre anéis de divisao mais gerais. A solucao definitiva para este problema foi dada por
Nachbin que isolou a classe de anéis de divisao para os quais o resultado é verdadeiro.

Mais precisamente, Nachbin estabeleceu o seguinte teorema:

Seja K um anel de divisao topolégico. Para que todo espago vetorial topoldgico sobre
K de dimensao finita n seja isomorfo ao espago produto K™ ¢é necessdario e suficiente que

o anel de divisao topologico K seja estritamente minimal e completo.

O objetivo da monografia é apresentar estes resultados e suas conseqiiéncias.
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Abstract

A classical theorem due to Hausdorff and Tychonoff asserts that, modulo an iso-
morphism, for each finite dimension n there is only one real topological vector space of
dimension n, namely, the euclidean space R™. In view of the importance of this result, it
is natural to consider the problem of extending it to finite-dimensional topological vector
spaces over more general topological division rings. The definitive solution to this problem
was given by Nachbin, who isolated the class of topological division rings for which the

result is true. More precisely, Nachbin established the following theorem:

Let K be a topological division ring. In order that every topological vector space over K
of finite dimension n be isomorphic to the product space K™ it is necessary and sufficient

that the topological division ring K be strictly minimal and complete.

The goal of the present monograph is to present this result and its consequences.



INTRODUCAO

A presente monografia é motivada pelo seguinte teorema classico devido a Hausdorff
[6]:

Todo espago normado real de dimensao finita n € isomorfo ao espaco euclideano R".

Tychonoff [11] estabeleceu a seguinte generalizagao deste resultado:

Todo espago vetorial topoldgico real de dimensao finita n € isomorfo ao espaco eucli-

deano R™.

O Teorema de Hausdorff-Tychonoff é, sem duvidas, o resultado central sobre espagos
vetoriais topolégicos de dimensao finita. Ele afirma que, a menos de isomorfismo, para
cada dimensao finita n existe um tnico espaco vetorial topoldgico real de dimensao n,
a saber, o espaco euclideano R". Dali, decorre uma série de resultados importantes so-
bre espacos vetoriais topoldgicos de dimensao finita como, por exemplo, a continuidade
automatica das aplicagoes lineares entre espacos vetoriais topoldgicos no caso em que o
dominio tem dimensao finita.

Tendo em vista a importancia do Teorema de Hausdorff-Tychonoff é natural considerar
o problema de estendé-lo a espacos vetoriais topolégicos sobre anéis de divisao topoldgicos
mais gerais. Braconnier [5] estabeleceu tal resultado para anéis de divisao localmente com-
pactos e nao-discretos, sob a hipdtese adicional dos espagos serem completos. Kaplansky
[7] estendeu ainda mais a classe dos anéis de divisdo em questao, mas com a hipétese dos
espacos serem metrizaveis. Contudo, a solucao definitiva para este problema foi dada por
Nachbin [9] que isolou a classe dos anéis de divisao topoldgicos para os quais o resultado

¢ verdadeiro. Mais precisamente, Nachbin estabeleceu o seguinte teorema:

Seja K um anel de divisao topolégico. Para que todo espago vetorial topoldgico sobre
K de dimensao finita n seja isomorfo ao espago produto K™ € necessdrio e suficiente que

o anel de divisao topologico K seja estritamente minimal e completo.
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O objetivo da presente monografia é apresentar os resultados obtidos por Nachbin [9].
Cabe observar que estes resultados sao elementares, envolvendo poucos pré-requisitos.

Assumimos que o leitor tenha familiaridade com certos conceitos basicos de Algebra
(anéis, anéis de divisao, subanéis, ...) e de Algebra Linear (espagos vetoriais sobre anéis
de divisao, subespagos vetoriais, dimensao, aplicacoes lineares, ...). Mas todos os pré-
requisitos de Topologia Geral e de Algebra Topoldgica necessarios a compreensao do texto
sao apresentados no Capitulo 1, com excecao da demonstracao do teorema de completa-
mento de anéis topoldgicos que, por ser demasiadamente trabalhosa, preferimos omitir.

No Capitulo 2 apresentamos os resultados de Nachbin [9].
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CAPITULO 1
PRELIMINARES

1. Espacos topolégicos

Uma topologia sobre um conjunto X é uma colecao 7 de subconjuntos de X com as
seguintes propriedades:
(Al) 9T eXeT.
(A2) Toda uniao de conjuntos de 7 é um conjunto de 7.
(A3) Toda intersegao finita de conjuntos de 7" é um conjunto de 7.

Um espacgo topoldgico é um conjunto X munido de uma topologia 7 sobre X. Neste
caso, os elementos de X sao chamados de pontos e os elementos de 7 sao chamados de

conjuntos abertos.
Exemplo 1. (a) Dado um conjunto X arbitrério, a colegdo 7 = {¢, X } é uma topologia
sobre X, dita a topologia caotica sobre X.
(b) Dado um conjunto X arbitrario, a colegao 7 = P(X) de todas as partes de X é uma
topologia sobre X, dita a topologia discreta sobre X.
(¢) Relembremos que uma métrica sobre um conjunto X é uma fungao d: X x X — R
que satisfaz as seguintes condigoes para quaisquer z,y, z € X:

(M1) d(z,y) =0 x =y.

(M2) d(z,y) = d(y, z).

(M3) d(z,2) <d(z,y)+d(y, z).

Um espago métrico é um conjunto X munido de uma métrica d sobre X. Neste caso,

definimos a bola aberta de centro a e raio r (a € X e r > 0) por
Bx(a,r) ={z € X;d(x,a) < r}.

A colecao 7 formada por todas as unides arbitrarias de bolas abertas em X é uma

topologia sobre X, dita a topologia induzida pela métrica d.
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O estudo dos espacos topologicos desempenha um papel importante em grande parte
da matematica, incluindo as areas de Analise, Geometria e Topologia. A seguir apre-
sentaremos apenas os conceitos e resultados que se farao necessarios no decorrer desta
monografia. Para um estudo mais abrangente recomendamos os livros Bourbaki [3,4] e
Munkres [8].

Se X é um espaco topoldgico e x é um elemento de X, um subconjunto V' de X é dito
uma vizinhanc¢a de x se V contém algum conjunto aberto contendo z. Denotamos por
Vx(z), ou simplesmente V' (x), o conjunto de todas as vizinhangas de z. Estes conjuntos

tém as seguintes propriedades:

V1) Todo subconjunto de X que contém um conjunto de V' (z) pertence a V(x).

V3) O elemento x pertence a todo conjunto de V(z).

(V1)

(V2) Toda intersecao finita de conjuntos de V(x) pertence a V(x).

(V3)

(V4) Se V pertence a V(x), entao existe um conjunto W pertencente a V' (z) tal que, para

cada y € W, V pertence a V(y).

De fato, (V1) e (V3) sao evidentes, (V2) decorre de (A3) e em (V4) basta tomarmos
W como sendo qualquer conjunto aberto tal que € W C V. Note que um conjunto
A C X ¢é aberto se e somente se A ¢é vizinhanga de todos os seus pontos.

Um espaco topolégico X ¢é dito separado se quaisquer dois pontos distintos de X
possuem vizinhancas disjuntas. Toda topologia induzida por uma métrica é separada.

Seja X um espago topolégico. Um subconjunto I de X é dito um conjunto fechado
se o seu complementar X\ F' é um conjunto aberto. Tomando complementares em (Al),

(A

(A3), e usando as Leis de De Morgan, vemos que:

2) e

F1) ¢ e X sao conjuntos fechados.
) Toda intersegao de conjuntos fechados é um conjunto fechado.
)

(
(F2
(

F3) Toda uniao finita de conjuntos fechados é um conjunto fechado.

Sejam X um espago topoldgico e A um subconjunto de X. Um ponto x de X ¢é dito um

ponto aderente a A se toda vizinhanca de z intercepta A. Denotamos por A o conjunto



de todos os pontos aderentes a A; A é dito a aderéncia (ou o fecho) de A. Se A = X,

dizemos que A é um conjunto denso.

Proposigao 2. Sejam X um espago topoldgico e A um subconjunto de X. A aderéncia
A de A é o menor conjunto fechado de X que contém A. Em outras palavras:

(a) AD A.

(b) A é um conjunto fechado.

(c) se F C X é um conjunto fechado e F' D A, entdo F D A.

Demonstragao: Obviamente A C A. Se x € X\A entdo existe uma vizinhanca V de z
tal que V N A = ¢; escolhendo W como em (V4), temos entdo que W C X\A. Isto prova
que X\A é um conjunto aberto, ou seja, A é um conjunto fechado. Se F é um conjunto
fechado contendo A, entdao X\ F' é um conjunto aberto disjunto de A. Logo, X\ F é uma
vizinhanca de cada z € X\ F que ndo intercepta A, provando que X\F C X\A, ou seja,
FDA

Sejam X e Y espacos topoldgicos, f uma funcao de X em Y e a um ponto de X.
Dizemos que f é continua em a se, para toda vizinhanga V' de f(a), existe uma vizinhanga

U de a tal que
fu)cv.

Se f é continua em todos os pontos de X, dizemos que f é uma funcdo continua.

Proposicao 3. Seja f uma funcao de um espacgo topoldgico X em um espaco topolégico

Y. As seguintes afirmagoes sao equivalentes:

(i) f é uma funca@o continua.

(ii) A imagem inversa por f de todo subconjunto aberto de Y é um subconjunto aberto

de X.

(iii) A imagem inversa por f de todo subconjunto fechado de Y é um subconjunto fechado

de X.



Demonstragao: (i) = (ii): Seja B um subconjunto aberto de Y e ponha A = f~(B).
Para cada a € A, como f é continua em a e B é uma vizinhanga de f(a), existe uma
vizinhanga aberta U, de a tal que f(U,) C B, ou seja, U, C f~'(B) = A. Logo,
A= |J U, é aberto por (A2).

a€A

(ii) = (i): Fixe a € X e seja V uma vizinhanga de f(a). Entdo existe um conjunto aberto
V' em Y tal que f(a) € V/ C V. Por hipétese, U = f~1(V’) é um conjunto aberto em X.
Como a € U, temos que U é vizinhanga de a e f(U) C V' C V.

(i) & (iii): Decorre imediatamente da férmula f~*(Y\B) = X\ f~}(B), que vale para
todo subconjunto B de Y.

Corolario 4. Sejam X, Y e Z espacos topologicos. Se f: X — Y eg:Y — Z sao

fungoes continuas, entao go f: X — Z também o é.

Demonstragao: Como (gof)™'(B) = f~'(¢7'(B)) para todo B C Z, o resultado decorre

da equivaléncia entre (i) e (ii) na proposigao anterior.

Seja X um espaco topolégico com topologia 7. Se Y é um subconjunto de X, entao

a colecao

T ={ANY; AT}

¢ uma topologia sobre Y, dita a topologia induzida sobre Y por 7. Munido desta topologia,
Y é dito um subespaco de X. E facil ver que a aplicagao inclusao ¥ — X satisfaz a
condigao (ii) da Proposi¢ao 3, donde ela é uma fungao continua.

Sejam X1, ..., X, espacos topoldgicos e considere o conjunto produto X = X; x -+ X
X, . Um conjunto elementar em X é um conjunto da forma A; x --- x A, , onde A;
é aberto em X; para cada i = 1,...,n. A colecao 7 de todas as unioes arbitrarias de
conjuntos elementares é uma topologia sobre X, dita a topologia produto das topologias
dos X;. X munido desta topologia é dito o espaco produto dos espagos X;. Para cada
1=1,...,n, seja

7TiZX—>XZ‘



a projecao canonica. E facil ver que cada m; satisfaz a condigao (ii) da Proposi¢ao 3.

Portanto, as projecoes 7; sao fungoes continuas.

Proposigao 5. Seja f uma fungdo de um espago topoldgico Y em um espago produto

X =X; x---x X, . Escreva

fy)=(hy), . fuly), y €Y.

Entao f é uma funcao continua se e somente se cada f; é uma funcao continua.

Demonstragao: Como f; = m; o f e m; é continua, a continuidade de f implica a con-
tinuidade de f; pelo Corolério 4 (1 < i <mn).
Reciprocamente, suponha fi,..., f, continuas. Se A = A; x --- x A,, é um conjunto

elementar em X, entao

FHA) = [ A) N 7N (A)

¢ um conjunto aberto em Y. Como todo aberto de X é uma uniao de conjuntos elementares

vemos que f satisfaz a condigao (ii) da Proposi¢ao 3, donde f é uma fungao continua.

Sejam E e F' conjuntos e ¢: E — F uma func¢do. O conjunto G(¢) = {(z,¢(x)) €
E x F;x € E} é dito grdfico da funcao ¢.

Proposicao 6. Sejam X um espaco topoldgico, ¥ um espaco topoldgico separado e
¢: X — Y uma funcao. Se ¢ é continua entao o grafico de ¢ é fechado em X x Y, onde

consideramos X X Y munido da topologia produto.

Demonstracao: Seja A = (X x Y)\G(¢). Tome (zo,y0) € A. Entao yo # ¢(x). Como
Y é um espaco separado, existem uma vizinhanga V' de yo e uma vizinhanga W de ¢(x)
em Y tais que VNW = ¢. Mas, segue da continuidade de ¢ que existe uma vizinhanca U
de z¢ tal que ¢(U) C W. Logo, U x V é uma vizinhanga de (z, o) inteiramente contida

no conjunto A, donde concluimos que A é um conjunto aberto. Por conseguinte, G(¢) é

fechado.



Sejam X um espacgo topoldgico, Y um conjunto e f uma funcao de X sobre Y. A
colecao

T' ={BCY;f'(B)éaberto em X}

¢ uma topologia sobre Y, dita a topologia imagem direta por f da topologia de X. Clara-
mente, f é uma funcao continua se considerarmos Y munido de 7’. Um caso particular
importante é o seguinte: sejam R uma relacao de equivaléncia sobre X, X/R o conjunto
quociente de X mdédulo R e ¢: X — X/R a sobrejegdo canonica. A topologia imagem
direta por ¢ da topologia de X ¢é dita a topologia quociente da topologia de X pela relagao
R; X/R munido desta topologia é dito o espaco quociente de X por R.

Sejam 7; e 75 topologias sobre um conjunto X. Dizemos que 77 é mais fina do que

75, e representamos por 75 < 77, quando a aplicacao identidade
x € (X,71) — x € (X,73) é continua.

E facil ver que as seguintes afirmagcoes sao equivalentes:
) L<T.
(ii) Para todo x € X, toda vizinhanga de x na topologia 75 é uma vizinhanca de = na
topologia 7; .
(iii) Para todo subconjunto A de X, o fecho de A na topologia 77 estd contido no fecho
de A na topologia 7 .
(iv) Todo subconjunto de X que é fechado na topologia 75 é fechado na topologia 7; .
(v) Todo subconjunto de X que é aberto na topologia 75 é aberto na topologia 7; .

Um filtro sobre um conjunto X ¢ um conjunto F de partes de X que satisfaz os

seguintes axiomas:

(F1) SeAe Fe AC BC X, entdo B € F.

(Fi1) Toda intersecao finita de conjuntos de F estd em F.

(FHI) ¢ ¢ F.



Exemplo 7. (a) Se X é um espago topoldgico, o conjunto V(x) de todas as vizinhangas
de um ponto x € X é um filtro.

(b) Se X é um conjunto infinito, os complementares dos subconjuntos finitos de X formam
um filtro.

(¢) Se (zn),cy ¢ uma seqiiéncia em um conjunto X, o conjunto das partes M de X tais
que x, € M exceto para um numero finito de indices n é um filtro sobre X, chamado

filtro elementar associado a (z,,).

Se X é um espaco topologico, F é um filtro sobre X e x € X, dizemos que F converge
para x (ou que z é um ponto limite de F) se toda vizinhanga de x pertence a F. Se X é
um espago separado, entao todo filtro sobre X possui no maximo um ponto limite. Com
efeito, suponha que x # y sdo pontos limite de um filtro F sobre X. Como X é separado,
existem vizinhancas U de x e V' de y tais que U NV = ¢. Pela defini¢ao de limite U € F
eV e F,donde p =UNV € F por (Fy1). Mas isto contradiz (Fyy).

Seja (x,) _ uma seqiiéncia em um espago topolégico X. Dizemos que (x,) converge

neN

para um ponto x € X se, para toda vizinhanca U de x, existe ng € N tal que
r, € U paratodo n >ng.

Se F é o filtro elementar associado a (x,), isto equivale a dizer que F converge para x.

2. Anéis topoldgicos

Um anel topologico é um anel A munido de uma topologia de anel, ou seja, uma

topologia separada 7 para a qual as funcgoes

(z,y) € Ax Az +y€ A,

rE€EA— —x€ A

(r,y) EAx A—zye A

7



sao continuas, onde consideramos A x A munido da topologia produto. Se, além disso, A

¢ um anel de divisao e a funcao
€ A\{0} — 27! € A\{0}

é continua, dizemos que A é um anel de divisao topoldogico e que T é uma topologia de
anel de divisao. Um anel de divisao topoldgico comutativo é dito um corpo topoldgico e a
sua topologia é dita uma topologia de corpo.

Se A é um anel topoldgico, entao toda translagao r — x + a é um homeomorfismo de
A sobre A. Portanto, as vizinhancas de um ponto a € A sao exatamente os conjuntos da
forma a + V', com V vizinhanca de 0. Isto mostra que a topologia de A esta totalmente
determinada pelo conjunto V4(0) de todas as vizinhangas de 0. A continuidade da adigao
e da multiplicacao em A implica as seguintes propriedades:

e Para todo V' € V4(0), existe U € V4(0) tal que U +U C V.

e Para todo V' € V4(0), existe U € V4(0) tal que UU C V.
Como a funcao r — —x é um homeomorfismo de A sobre A, um conjunto V' é vizinhanca
de 0 se e somente se —V é vizinhanga de 0. Neste caso, U = V N (—V) é uma vizinhanca
simétrica (isto é, —U = U) de 0 contida em V. Isto mostra que toda vizinhanca de 0

contém uma vizinhanca simétrica de 0.

Exemplo 8. (a) Anéis discretos.
Se A é um anel (resp. um anel de divisdo, um corpo) entdo A munido da topologia
discreta é um anel topolégico (resp. um anel de divisao topol6gico, um corpo topolégico),

dito um anel discreto (resp. um anel de divisdo discreto, um corpo discreto.)

(b) Anéis de divisao valorizados.
Um anel de divisdao valorizado é um anel de divisao A munido de um wvalor absoluto,
isto é, de uma funcao

|- ]: A= Ry
tal que as seguintes condigoes sao satisfeitas para quaisquer a,b € A.

8



(VA1) |a] =0<a=0.
(VA2) |ab|] = |a| |b].
(VA3) |a+b| < |a|] + |b].

Decorre das duas primeiras condicoes que
|—1=|1]=1 e |—a|]=|a] paratodo a€ A.

Além disso,

d(a,b) = |la —b|

define uma métrica sobre A que induz uma topologia de anel de divisao sobre A.

O estudo dos anéis de divisao valorizados e, em particular, o estudo dos corpos va-
lorizados, desempenha um papel importante em diversas dreas da matematica, tais como
Algebra Comutativa, Geometria Algébrica e Teoria dos Numeros. Veja, por exemplo, os
livros Artin [1], Bourbaki [2] e Warner [11].

Sejam A e B anéis topolégicos. Uma fungao f: A — B é dita um isomorfismo se f é
um isomorfismo de anéis continuo cuja inversa f~!: B — A também é continua. B ¢é dito
um subanel topologico de A se B é um subanel de A e a topologia de B coincide com a
topologia induzida pela de A.

Sejam A um anel topolégico e F um filtro sobre A. Dizemos que F é um filtro de

Cauchy se, para toda vizinhanca V de 0 em A, existe X € F tal que
X—X:i={z—ynyeX}CV.

Se F possui um limite em A, entao F é um filtro de Cauchy. Se, reciprocamente, todo
filtro de Cauchy sobre A possui um limite em A, dizemos que A é um anel topolégico

completo.

Teorema 9. Para todo anel topoldgico A, existe um anel topoldgico completo A que
contém A como subanel topolégico denso. A é dito um completamento de A. Ele é tinico

no seguinte sentido: se A’ é um anel topoldégico completo que contém A como subanel

9



topoldgico denso, entao existe um isomorfismo f: A" — A tal que f(x) = x para todo

r e A

A demonstracao deste teorema é um tanto trabalhosa e sera omitida. Veja Bourbaki

[3] ou Warner [12], por exemplo.

3. Espacos vetoriais topoldgicos

Seja K um anel de divisao topolégico. Um espaco vetorial topoldgico sobre K é um
espaco vetorial E sobre K munido de uma topologia vetorial, ou seja, uma topologia

separada 7 para a qual as funcoes

(x,y) EExXE—z+yekl

Ny e KXxE— A AreFE

sao continuas, onde consideraremos F x F e K x FE munidos de suas topologias produto.
Se E é um espaco vetorial topolégico sobre K, entao toda translacao r — x + a é um

homeomorfismo de E sobre E. Portanto,
Ve(a) ={V +a; V€ Vg(0)}.

As seguintes propriedades decorrem da continuidade da adicao e da multiplicacao por
escalar.

e Para todo V € Vg(0), existe U € Vg(0) tal que U +U C V.

e Para todo V € Vg(0), existem W € Vi (0) e U € Vg(0) tais que WU C V.

Se E ¢é um espaco vetorial topologico sobre K e M ¢é um subespaco vetorial de F,
entao M munido da topologia induzida pela de E é um espago vetorial topologico sobre

K, dito um subespaco de E.

Exemplo 10. Considere K um anel de divisao topolégico. Sejam Fi, Es, ..., E, espacos

vetoriais topoldgicos sobre K e F = Ey X Fy X --- X E,, 0 espago vetorial produto munido
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da topologia produto. Entao E é um espaco vetorial topoldgico sobre K. Com efeito,
sejam x = (z1,...,2,) €y = (y1,...,yn) pontos distintos de E. Existe i tal que x; # y; .
Como F; é separado, existem abertos U; e V; em E; taisque x; € U;, y; € V; e U;NV; = ¢.

Ponha U; = V; = E; para todo j # i e considere os conjuntos elementares U = [[ U; e

j=1

V=I]]V;. Temosque x € U,y € Ve UNV = ¢. Isto prova que E ¢ separado. Agora,
j=1

provemos que a adi¢ao é continua. Sejam z = (x1,...,2,) e ¥y = (Y1, ..,Yn) pontos

distintos de E e seja W uma vizinhanca de x + y. Entao existe um conjunto elementar

[T W; tal que

Jj=1

m
T+yeE H Wj cW.
j=1
Para cada j, existem abertos U; e V; em Ej tais que z; € U;, y; € Ve U; +V; C W,
m
uma vez que a adigdo em E; é continua. Considere os conjuntos elementares U = [[ U;

Jj=1

eV =1]1V,. Entaioz €e U,y e VeU+V C [[ W; C W. A continuidade da
j=1 j=1
multiplicacao por escalar é provada de modo analogo.
Em particular, K™ é um espago vetorial topolégico sobre K.

O resultado a seguir sera muito utilizado no préximo capitulo.

Proposicao 11. Para todo espago vetorial topolégico F' sobre K, toda aplicacao linear

f: K™ — F é continua, onde n > 1.

Demonstragao: Com efeito, seja {e1,...,e,} a base canénica de K™. Se © = xie; +

<-4 xhe, € K™ entao

f(x) = f(rier + -+ ape,) = 21 fler) + -+ fen),

ja que f é linear. Logo, a continuidade de f decorre da continuidade da adigao e da
multiplicacao por escalar em F.
Proposicao 12. Sejam E um espago vetorial topolégico sobre K, F' um espaco vetorial

sobre K e f uma aplicagao linear de E sobre F cujo nticleo f~!(0) é fechado em E.
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Entao, a topologia imagem direta por f da topologia de E é uma topologia vetorial sobre
F. Além disso, considerando F' munido desta topologia, temos que f é continua e aplica

conjuntos abertos de E' em conjuntos abertos de F.

Demonstracgao: E f4cil ver que f é continua se considerarmos F' munido da topologia
imagem direta for f da topologia de E. Afirmamos que f é uma aplicacao aberta. Com
efeito, seja A C E um conjunto aberto em E. Note que mostrar que f(A) é aberto em F' é
equivalente a mostrar que f~!(f(A)) é aberto em E. Vejamos que f~1(f(A)) = A+f~1(0).
Sejam a € A e x € f~1(0). Temos que f(a+ z) = f(a) + f(z) = f(a) € f(A), donde
A+ f710) € f71(f(A)). Por outro lado, se y € f~!(f(A)) entao f(y) € f(A). Dali,
existe a € A tal que f(y) = f(a) e, como f é linear, f(y —a) =0, ouseja, y —a =x €
f740). Logo, y = a+x € A+ f71(0), provando que f~!(f(A)) € A+ f~1(0). Entao,

FHf(A) =A+f710) = U1 (A+vy), donde f~'(f(A)) é um conjunto aberto em E.
yef~1(0)
Agora, vejamos que a topologia imagem direta por f da topologia de E é uma topologia

vetorial sobre F. De fato, sejam xo,yo € F. Como f é sobrejetora, existem xq,y; € E
de modo que x5 = f(z1) e y2 = f(y1). Se W é uma vizinhanga de x5 + yo em F' entdo
f~H(W) é uma vizinhanga de x; +1; em E. Logo, existem uma vizinhanca U de z; e uma,
vizinhanga V de y; em E de modo que U+V C f~}(WW). Como f é uma aplicagao aberta,
f(U) é vizinhanga de x5 em F' e f(V) é vizinhanca de ys em F. Além disso, como f é
linear temos que f(U) + f(V) = f(U+ V) C f(f~Y(W)) = W, provando que a operagao
de adigao em F' é continua. Por outro lado, se W’ é uma vizinhanca de A xy em F', onde
A € K, entao f~1(W’) é uma vizinhanga de Az; em E. Logo, existem uma vizinhanga
U de A em K e uma vizinhanca V de x; em E de modo que UV C f~}(W’). Todavia,
f(V) é vizinhanga de x9 em F e, temos que U f(V) = f(UV) C f(f~'(W") = W,
estabelecendo a continuidade da operacao de multiplicacao por escalar em F'.

Agora, resta mostrar que a topologia imagem direta por f da topologia de E' é uma

topologia separada. Sejam yi,ys € F com y; # yo. Como f é sobrejetora, existem
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x1, 22 € F tais que f(x1) =y e f(z2) = y2. Como

flxr —x2) = fz1) = f(22) =91 — 92 # 0,

temos que x; — x5 ¢ f71(0). Por hipétese, f~1(0) é fechado em E. Logo, existe uma
vizinhanga U de 0 em E tal que (z; — 29+ U) N f71(0) = ¢. Seja V uma vizinhanca de
0em F tal que V+V C U. Entao

(@1 4+ V) = (22 = V)N f7(0) = ¢.

Como f é uma aplicagao aberta, Wy := f(z1+V') é uma vizinhanga de y; e Wy := f(z2—V)

é uma vizinhanca de yo . Como 0 ¢ Wy — Wy, concluimos que

W, N W, = 6.

Corolario 13. Se E é um espago vetorial topolégico sobre K e M é um subespago vetorial
fechado de E, entao E/M munido da topologia quociente é um espago vetorial topolégico
sobre K, e a sobrejegao canodnica ¢: F — FE/M é continua e aplica abertos de £ em
abertos de E/M.

Sejam E e F' espacos vetoriais topolégicos. Uma funcao f: £ — F' ¢é dita um uso-
morfismo se f é um isomorfismo de espacos vetoriais continuo cuja inversa f~': F — E

também é continua.

Seja E um espaco vetorial topoldgico e sejam M; e My subespacos vetoriais de E tais

que F = M; @& M, . Dizemos que E é a soma direta topolégica de My e My se a fungao
(.Tl,ﬂfg) eEMi X Myr—x1+a9€FE

¢ um isomorfismo de espagos vetoriais topologicos, onde consideramos M; x M, munido
da topologia produto.
Como a funcao acima é claramente bijetora, linear e continua, E é a soma direta

topologica de M; e M, se, e somente se, a inversa dessa funcao é continua. Mas, isto
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equivale a dizer que as projecoes canonicas
p1: E— My e po: E — My

sao continuas. Note que, como p;(z) + pe(z) = x para todo = € E, a continuidade de
uma das projegoes p; e py implica a continuidade de ambas.

Seja E um espaco vetorial topologico sobre um anel de divisao topoldgico K. Um
filtro F sobre E ¢é dito um filtro de Cauchy se, para toda vizinhanga V de 0 em FE, existe
X € F tal que

X-XcW

Se F possui um limite em FE, entao F é um filtro de Cauchy. Se, reciprocamente, todo
filtro de Cauchy sobre E possui um limite em F, dizemos que E é um espacgo vetorial
topologico completo. Note que se um anel topolégico A contém K como um subanel
topoldgico, entao A pode ser visto como um espaco vetorial topolégico sobre K. Além
disso, dizer que A é completo como anel topolégico ou como espaco vetorial topolégico

sobre K é a mesma coisa.

Proposicao 14. Seja E um espago vetorial topolégico sobre um anel de divisao topolégico

K e seja F' um subespaco de E. Se F' é completo entao F' é fechado em E.

Demonstracao: Dado z € F, o conjunto
F ={VNF;V évizinhanca de z em E}

¢ um filtro sobre F. Além disso, F é um filtro de Cauchy. Com efeito, se U é uma
vizinhanca de 0 em F', entao existe uma vizinhanca V' de 0 em E tal que U =V N F e

existe uma vizinhanga V'’ de 0 em F tal que V' — V' C V. Logo, V' NF € Fe
(VNnF)—(VnF)c(V =V NnFcCcVNF=U.

Como F' é completo, F converge para um certo y € F'. Afirmamos que x = y, provando

que x € F' e F ¢é fechado em E. De fato, suponha x # y. Entao existem vizinhancas V. e
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Vy, de z ey em E tais que V, NV, = ¢. Como V,, N F' é uma vizinhanca de y em F' e F
converge para y em I, V, N F € F. Mas, pela definicao de F, V, N F' € F. Logo,

o= (V,nF)N(V,NF)eF,

uma contradicao.

Proposigao 15. Sejam E, ..., E, espacos vetoriais topologicos sobre um anel de divisao
topologico K. Se Fjy,..., E, sao completos entao o espaco produto £ = E; x --- x E,

também é completo.

Demonstragao: Seja F um filtro de Cauchy sobre E. Para cada 1 < ¢ < n, seja

m;: B — FE; a projecao canodnica e defina
Fi={X CE;; X ODm(Y) para algum Y € F}.

E f4cil ver que F; é um filtro sobre E;. Afirmamos que JF; é um filtro de Cauchy. Com
efeito, seja U; uma vizinhanca de 0 em F;. Como 7; é continua, existe uma vizinhanca
U de 0 em F tal que m;(U) C U;. Como F é um filtro de Cauchy, existe Y € F tal que
Y —-Y CU. Logo, m;(Y) € Fi e

Como F; é completo, F; converge para um certo x; € E;. Ponha
= (T1,...,Tp).

Vamos mostrar que F converge para x. Com efeito, seja V' uma vizinhanca de z em FE.

Entao existe um conjunto elementar Vi x --- x V,, tal que
reVix---xV,cCcV.

Como V; é uma vizinhanca de z; e F; converge para xz;, V; € F;. Pela definicao de F;,

existe Y € F tal que V; D m;(Y®). Considere
Y=YWn...ny®Wer
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Como V; D m;(Y) para todo 1 < i < n, vemos que
YCcVix---xV,CV,

provando que V € F.

Corolario 16. Se K é um anel de divisao topoldogico completo, entao o espaco vetorial

topoldgico produto K™ é completo.
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CAPITULO 2
ESPACOS DE DIMENSAO FINITA

1. Anéis estritamente minimais

Seja K um anel de divisao topolégico munido de uma topologia de anel de divisao
7Tk . Uma topologia 7 sobre K ¢ dita uma topologia vetorial com respeito a T se (K, T)

é um espago vetorial topoldgico sobre (K, 7x). Isto significa que as aplicagoes

(x,y) € (K, T)x (K, T)—xz+4+ye (K,T)
e (x,y) € (K, Tg) x (K, T) —zy € (K,T)

sao continuas.

Afirmamos que 7 < 7. Com efeito, como a aplicagao (x,y) € (K,Tk) x (K,T)
xy € (K,T) é continua, fazendo y = 1, temos que a aplicacao identidade x € (K, 7Tx) +—
z € (K,T) é continua, donde T < Ti. E de grande valia observar que se 7 é uma
topologia de anel de divisao sobre K e 7 < 7, entao 7 é uma topologia vetorial com
respeito a Ty .

Considere K um anel de divisao topolégico munido de uma topologia de anel de divisao
Tk .

e K é dito minimal se nao existe uma topologia de anel de divisao 7 sobre K tal que
T <Txg.

e K ¢ dito estritamente minimal se a tnica topologia vetorial sobre K com respeito
a Tx é T . Isto equivale a dizer que nao existe uma topologia vetorial 7 sobre K com

respeito a T tal que 7 < 7T .

Teorema 1. Todo anel de divisao topoldgico estritamente minimal é minimal.

Demonstracgao: Considere K um anel de divisao topoldgico estritamente minimal mu-

nido de uma topologia de anel de divisao 7x e seja 7 uma outra topologia de anel de
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divisao sobre K. Se T < Tk entao 7 é uma topologia vetorial com respeito a 7x . Como,
por hipétese, K é estritamente minimal, concluimos que 7 = 7k e, por conseguinte, K é

minimal.

Seja K um anel de divisao topolégico. Um conjunto A C K é dito limitado a esquerda

se, para toda vizinhanca W de 0, existe uma vizinhanga V" de 0 tal que VA C W.

Proposicao 2. Seja K um anel de divisao topoldgico. Temos que:
(A) Se K é discreto, entao todo subconjunto de K é limitado a esquerda.
(B) Se K nao é discreto, entdo um subconjunto A de K é limitado a esquerda se, e

somente se, para toda vizinhanca W de 0, existe um A\ € K nao nulo tal que AA C W.

Demonstracao: (A) Se K é discreto entdo V' = {0} é uma vizinhan¢a de 0. Portanto,
dados um subconjunto A de K e uma vizinhanga W de 0 temos que V- A = {0} - A =
{0} ¢ W, donde A é limitado a esquerda.

(B) (=): Sejam W uma vizinhanga de 0 e A C K um conjunto limitado a esquerda.
Por defini¢ao, existe uma vizinhanca V' de 0 tal que VA C W. Como K nao é discreto,
V # {0}. Portanto, tome A € V nao nulo. Dai, \A C W.

(<): Seja W uma vizinhanga de 0. Sabemos que existe uma vizinhanga W; de 0 de modo
que Wiy Wy C W. Por hipétese, existe um \ # 0 tal que AA C Wy . Fazendo V = W; A
temos que V' é uma vizinhanca de 0 e VA C W, donde A é limitado a esquerda.

Seja K um anel de divisao topolégico. Um conjunto B C K é dito restrito se existe
uma vizinhanga V' de 0 satisfazendo as seguintes condigoes equivalentes: 1 ¢ VB, 1 ¢ BV.
Proposigao 3. Sejam K um anel de divisao topolégico e A C K um conjunto qualquer.
Temos que:

(A) K tem pelo menos uma vizinhanca de 0 restrita.

(B) Se A é limitado a esquerda entao A ¢ restrito.

Demonstracao: (A) De fato, considere W uma vizinhanga de 0 onde 1 ¢ W e tome uma
vizinhanga V' de 0 de modo que VV C W. Portanto, 1 ¢ VV, donde V' é um conjunto

restrito.
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(B) Seja W uma vizinhanca de 0 tal que 1 ¢ W. Como A é limitado a esquerda, existe
uma vizinhanga V' de 0 tal que VA C W. Logo, 1 ¢ VA e, por defini¢ao, A é restrito.

Teorema 4. Seja K um anel de divisao topolégico nao discreto. Se todo conjunto restrito

A C K é limitado a esquerda, entao K ¢é estritamente minimal.

Demonstracgao: Considere K munido da topologia de anel de divisao 7x e seja 7 uma
topologia vetorial sobre K com respeito a 7x . Entao, a priori, temos que 7 < T .

Seja Vp uma vizinhanga de 0 na topologia 7 tal que 1 ¢ V4. Note que a continuidade
da aplicagao (z,y) € (K,Tk) x (K,7) — a2y € (K,7T) garante a existéncia de uma
vizinhanga Vi de 0 na topologia 7x e de uma vizinhanca V5 de 0 na topologia 7 de modo
que V1Vy C Vo. Dai, 1 ¢ ViV, Isto mostra que Vs é restrito na topologia 7x . Por
hipotese, V5 é limitado a esquerda na topologia 7k . Logo, para toda vizinhanca V' de 0
na topologia 7 existe um A € K nao nulo tal que AV, C V. Como AV; é uma vizinhanca
de 0 na topologia 7 temos que V também o é. Deste modo concluimos que 7x < 7 e,

portanto, 7 = Tx . Logo, K ¢ estritamente minimal.

Corolario 5. Todo anel de divisao valorizado nao discreto é estritamente minimal.

Demonstracao: Seja K um anel de divisao valorizado ndo discreto com valor absoluto |- |
e seja A C K um conjunto restrito. Tendo em vista o teorema anterior, basta provarmos

que A é limitado a esquerda. Pela definicao de conjunto restrito, existe d > 0 tal que
1¢ VA onde V={\eK;|\ <}

Isto implica que

la| <1/§ paratodo a € A.

1
Com efeito, se a € A e |a] > 5 entdo |a7! = |a|' < J,dondeat € Vel=a"'aec VA,

um absurdo. Agora, considere uma vizinhanca de 0 da forma

W ={Xe€ K; |\ <e}, onde ¢ > 0.
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Como K nao é discreto, existe a € K tal que 0 < |a| < 1. Dai, " — 0 quando n — oc.

Escolhendo n suficientemente grande para que |o”| < &J, temos que
a"ACW,

provando que A é limitado a esquerda.

Um resultado importante da Teoria das Valorizagoes afirma que a topologia de qual-
quer anel de divisdo localmente compacto é dada por um valor absoluto (veja o Teorema
1.44 de [10], por exemplo). Assim sendo, decorre do Corolario 5 que todo anel de divisao

localmente compacto nao discreto é estritamente minimal.

2. Espacgos uni-dimensionais

Teorema 6. Seja K um anel de divisao topolégico munido da topologia de anel de divisao

Tk . As seguintes afirmagoes sao equivalentes:

(i) K é estritamente minimal.
(ii) Todo espaco vetorial topoldgico sobre K de dimensao 1 é isomorfo a K.
(iii) Para todo espaco vetorial topolégico E sobre K de dimensao 1, todo isomorfismo
de espacos vetoriais f: F — K é um isomorfismo de espacos vetoriais topoldgicos.
(iv) Todo espaco vetorial E sobre K de dimensao 1 possui uma tnica topologia vetorial.

(v) Para quaisquer espagos vetoriais topoldgicos E e F sobre K com dim E = 1, toda

aplicacao linear f: E — F é continua.

Demonstracao: (i) = (ii): Seja £ um espago vetorial topoldgico sobre K de dimensao
1 eseja f: F — K um isomorfismo de espacos vetoriais. Pela Proposicao 11 do Capitulo
1, a aplicacao f~!': K — E é continua. Entao, basta mostrar que f também é continua.
Com efeito, como f é um isomorfismo de espagos vetoriais, f~!(0) = {0} é fechado em F
e, além disso, f é sobrejetora. Considere, pois, 7 como sendo a topologia imagem direta

por f da topologia de E. Pela Proposicao 12 do Capitulo 1, f é continua se considerarmos
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K munido da topologia 7 e (K,7) é um espago vetorial topolégico sobre (K, 7). Como,
por hipdtese, K é estritamente minimal, temos que 7 = 7k , o que conclui o desejado.
(ii) = (v): Considere E e F espagos vetoriais topoldgicos sobre K, onde E ¢é uni-
dimensional. Seja f: E — F uma aplicacao linear. Por hipdtese, existe um isomorfismo
g: K — E. Observe que, como f é linear, f o g: K — F também ¢ linear. Logo, pela
Proposi¢iao 11 do Capitulo 1, f o g é continua. Como f = (fog)og™' e g7! é continua,
concluimos que f é continua, pelo Corolario 4 do Capitulo 1.

(v) = (iii): Seja f: E — K um isomorfismo de espagos vetoriais. Por hipdtese, f é
continua. Mas, pela Proposicao 11 do Capitulo 1, f~! também ¢é continua. Por con-
seguinte, f é um isomorfismo de espacos vetoriais topoldgicos.

(iii) = (iv): Como E ¢ algebricamente isomorfo a K, E possui uma topologia vetorial.
Suponha que 77 e 75 sejam topologias vetoriais sobre E. Fixemos um isomorfismo de
espagos vetoriais f: E — K. Sejam fi: (E,71) — K e fy: (E,7;) — K dados por
fi(x) = fo(x) = f(z) para todo = € E. Por hipétese, f; e fy sdo isomorfismos de espagos
vetoriais topolégicos. Sendo assim, a aplicacdo id = f;' o fi: (E,7;) — (B, T5) é um
isomorfismo de espacos vetoriais topoldgicos, donde 77 = 75.

(iv) = (i): Suponha que K nao seja estritamente minimal. Entdo, existe uma topologia
vetorial 7 sobre K com respeito a 7k tal que 7 < 7 . Ou seja, K possui duas topologias

vetoriais distintas, o que contradiz (iv).

Teorema 7. Seja K um anel de divisao topolégico munido da topologia de anel de divisao

Tk . As seguintes afirmacoes sao equivalentes:

(i) K é estritamente minimal.

(ii) Para quaisquer espagos vetoriais topolégicos E e F' sobre K com dim F' = 1, uma
aplicagao linear f: E — F é continua se e somente se o seu nticleo f~1(0) é fechado
em F.

(iii) Para quaisquer espagos vetoriais topolégicos E e F' sobre K com dim F' = 1, uma

apliagao linear f: E — F é continua se e somente se o seu grafico G(f) é fechado
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em F x F.

Demonstragao: Sejam 7z e 7T as topologias de E e F', respectivamente.

(i) = (ii): Se f é continua entdao f~'(0) é fechado em E pela Proposicio 3 do Capitulo
1. Reciprocamente, suponha que f~1(0) é fechado em E. Se f = 0 entao f é obviamente
continua. Suponha que f # 0, o que implica que f(F) = F, jd que F tem dimensao
1. Portanto, podemos introduzir em F' a topologia imagem direta 7;. por f da topologia
Tr . Pelo teorema anterior, F' possui somente uma topologia vetorial, donde 7p = T}..
Lembrando que f é continua se considerarmos F' munido da topologia 7}, concluimos o
desejado.

(ii) = (iii): Se f: E — F é continua entao G(f) ¢ fechado em E x F pela Proposigao 6 do
Capitulo 1. Reciprocamente, suponha que G(f) é fechado em Ex F. Defina p: EXF — F
pondo ¢(z,y) = f(z) —y para todo « € E e para todo y € F. Temos, entao, que ¢ é uma
aplicagao linear cujo nicleo ¢~1(0) = G(f) é fechado em E x F. Logo, ¢ é continua, por
hipétese. Como ¢(z,0) = f(z), f também é continua.

(iii) = (i): Suponha, por absurdo, que K nao é estritamente minimal. Entdo, existe uma
topologia vetorial 7 sobre K com respeito a 7 tal que 7 < T . Considere E = (K, 7T)
um espago vetorial topoldgico sobre (K, 7k ), F' = (K, 7Tx) um espago vetorial topoldgico
sobre (K,7k) e a aplicagao linear nao-nula f: £ — F dada por f(x) = = para todo
x € E. Note que G(f) = {(z,2) € E x F; z € E} é fechado em E x F, mas f nao ¢

continua, ja que 7 < 7T .

Corolario 8. Seja E um espago vetorial topolégico sobre um anel de divisao topoldgico

estritamente minimal K. Suponha que M; e M, sao subespacos vetoriais de E tais que
E:M1@M2 e dllizl

Entao E é a soma direta topoldgica dos subespacos M; e M, se e somente se M é fechado

em F.

22



Demonstracgao: Sabemos que E é a soma direta topolégica de M; e M, se e somente se
a projecao canonica f: E — M é continua. Mas pelo item (ii) do Teorema 7, isto ocorre

exatamente quando M, = f~1(0) é fechado em E.

3. Espacos de dimensao finita

Teorema 9. Seja K um anel de divisao topoldégico munido da topologia de anel de divisao

Tx . As seguintes afirmacoes sao equivalentes:

(i) K é estritamente minimal e completo.
(ii) Todo espago vetorial topolégico sobre K de dimensao finita n é isomorfo a K™.

(iii) Para todo espago vetorial topolégico E sobre K de dimensao finita n, todo iso-
morfismo de espacos vetoriais f: F — K" é um isomorfismo de espagos vetoriais
topologicos.

(iv) Todo espago vetorial E sobre K de dimensao finita possui uma tnica topologia

vetorial.

(v) Para quaisquer espagos vetoriais topoldgicos E e F sobre K com dim E = n < oo,

toda aplicacao linear f: F — F' é continua.

Demonstracao: (i) = (ii): A prova sera feita por indugdo sobre n. Se n = 1 o resultado
decorre do fato de K ser estritamente minimal, pelo Teorema 6. Suponha que o resultado
seja valido para espagos vetoriais topolégicos de dimensao n — 1. Seja, entao, F um
espago vetorial topoldgico de dimensao n e considere f: E — K™ um isomorfismo de
espagos vetoriais. Dado z € FE, podemos escrever f(z) = (fi(x),..., fu(x)). Note que
f71(0) é um subespaco de E de dimensdo n— 1 para todo i € {1,...,n}. Portanto, f; '(0)
munido da topologia induzida pela topologia de E é isomorfo a K™ !, pela hipétese de
indugdo. Logo, f;*(0) é completo, pois K"~! é completo (Corolario 16 do Capitulo 1),
donde é fechado em E (Proposigao 14 do Capitulo 1). Pelo item (ii) do Teorema 7, cada

fi € uma funcao continua e, por conseguinte, f também o é. Por outro lado, a Proposicao
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11 do Capitulo 1 garante que f~! também é continua. Dai, f é um isomorfismo de espacos
vetoriais topoldgicos, ou seja, E é isomorfo a K".

(ii) = (v): Sejam E e F espagos vetoriais topoldgicos sobre K, onde F tem dimensao
finita n e seja f: F — F uma aplicacao linear. Por hipdtese, existe um isomorfismo
g: K" — E. Como f é linear temos que fog: K™ — F também é linear. Portanto, pela
Proposi¢iao 11 do Capitulo 1, f o g é continua. Como f = (fog)og™' e g~! é continua,
concluimos que f é continua.

(v) = (iii): Seja f: E — K™ um isomorfismo de espagos vetoriais. Por hipétese, f é
continua. Porém, pela Proposicao 11 do Capitulo 1, f~! também é continua. Logo, f é
um isomorfismo de espagos vetoriais topoldgicos.

(iii) = (iv): Seja £ um espago vetorial sobre K de dimensao n. Como E ¢é algebricamente
isomorfo a K", E possui uma topologia vetorial. Suponha que 77 e 75 sejam topologias
vetoriais sobre E. Fixemos um isomorfismo de espagos vetoriais f: £ — K". Sejam
fi: (E,T7) — K" e fy: (E,73) — K" dados por fi(z) = fo(x) = f(x) para todo = €
E. Por hipotese, fi e fo sao isomorfismos de espacos vetoriais topolégicos. Portanto,
a aplicacdo id = f, ' o f1: (E, 7)) — (E,T;) é um isomorfismo de espacos vetoriais
topoldgicos, donde 7T, = 75 .

(iv) = (i): Suponha que a afirmacdo (i) seja falsa. Se K nao ¢é estritamente minimal
entao existe uma topologia vetorial 7 sobre K com respeito a 7x tal que 7 < Tk . Isto
é, K possui duas topologias vetoriais distintas, o que contradiz (iv). Agora, suponha que
K nao é completo e tome y € K \ K, onde Kéo completamento de K (Teorema 9 do
Capitulo 1). Pensemos em K como um espaco vetorial topolégico sobre K e seja E o
subespaco vetorial de K gerado por K e por y, ou seja, £ = {z + \y; 2, A € K}. Seja
7, a topologia sobre F induzida pela topologia de K. B sabido que 77 é uma topologia
vetorial sobre E. Como E é um subespaco de dimensao 2, considere o isomorfismo de
espagos vetoriais f: K* — F dado por f(x,\) = x + \y para todo (z,)\) € K?. Pela

Proposicao 12 do Capitulo 1, a topologia imagem direta por f da topologia de K? é uma
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topologia vetorial sobre E. Considere, pois, 75 como sendo tal topologia. Vejamos que
T, # T, . De fato, note que K ¢ fechado em (E,7T;), pois f~1(K) = K x {0}, que é um
conjunto fechado em K?. Mas, K nao é fechado em (E,7;), uma vez que K é denso em
K e, por conseguinte, é denso em E. Desta forma o fecho de K na topologia 7; é igual ao
subespaco E. Com isso, 77 e 75 sao topologias vetoriais distintas sobre E, o que contradiz

(iv). Portanto, K é estritamente minimal e completo.

Teorema 10. Seja K um anel de divisao topoldgico munido da topologia de anel de

divisdo 7 . As seguintes afirmacoes sao equivalentes:

(i) K é estritamente minimal e completo.

(ii) Para quaisquer espagos vetorais topolégicos E e F sobre K com dim F' = n < oo,

uma aplicagao linear f: F — F ¢ continua se e somente se o seu nicleo f~1(0) ¢

fechado em F.

(iii) Para quaisquer espagos vetoriais topolégicos E e F' sobre K com dim F' = n < oo

uma aplicagao linear f: ' — F é continua se e somente se o seu grafico G(f) é

fechadoem F x F.

Demonstragao: (i) = (ii): Se f é continua entao f~!(0) é fechado em F pela Proposicao
3 do Capitulo 1. Reciprocamente, suponha que f~!(0) é fechado em E. Supondo, sem
perda de generalidade, que a aplicacao linear f: E — F é sobrejetora e procedendo de
forma andloga a demonstragao do Teorema 7 ((i) = (ii)) da se¢@o anterior, concluimos o
desejado. Todavia, cabe ressaltar que agora é preciso recorrer ao Teorema 9.

(ii) = (iii): Basta proceder como na demonstragao do Teorema 7 da se¢do anterior no
passo (ii) = (iii).

(iii) = (i): Suponha que a afirmagdo (i) seja falsa. Se K nao ¢ estritamente minimal,
procedemos de forma andloga a demonstragao do Teorema 7 ((iii) = (i)) da se¢ao ante-
rior. Suponha, agora, que K nao é completo. Pela demonstragao do teorema precedente

((iv) = (i)), podemos encontrar um espago vetorial sobre K de dimensao 2 que possui
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duas topologias vetoriais distintas 7; e 75. Considere 7; < 75 e a aplicacao identidade
f:(E, 7)) — (E,73) dada por f(x) = x para todo x € (E,7;). Sendo assim, temos que
G(f) = {(z,z) € (E,T)) x (E,T3);x € E} é fechado em (E,7;) x (F,T;), mas f nao é

continua, ja que 7; < 7.

Corolario 11. Seja EF um espaco vetorial topoldgico sobre um anel de divisao topoldgico
estritamente minimal e completo K. Suponha que M; e M, sao subespagos vetoriais de
E tais que

E=M &M, e dimM, =n < oco.

Entao E é a soma direta topologica dos subespagos M; e M se e somente se M, é fechado
em F.

Demonstracgao: E sabido que F é a soma direta topologica de M; e M, se e somente
se a projecao candnica f: E — M é continua. Porém pelo item (ii) do Teorema 10, isto

ocorre exatamente quando My = f~1(0) é fechado em E.
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Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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