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RESUMO

Essa dissertacdo € baseada no classico artigo:

M. Brown and W. D. Newmann, Proof of the Poincaré-Birkhoff fixed point theorem,
Michigan Math. J., 24 (1977), 21-31.

O celebrado Teorema de Poincaré-Birkhoff garante a existéncia de dois pontos
fixos para homeomorfismos do anel que séo de tor¢éo e preservam area.
Segundo os autores, a prova apresentada por eles € uma modificacdo da prova
inicialmente apresentada por Birkhoff em 1913 na sua primeira tentativa (segunda
em 1925) de demonstrar esse resultado que foi formulado como conjectura por
Poincaré em 1912 e para o qual Poincaré apresentou demonstracdes para alguns
casos patrticulares.



ABSTRACT

This dissertation is based on the classic article:

M. Brown and W. D. Newmann, Proof of the Poincaré-Birkhoff fixed point theorem,
Michigan Math. J., 24 (1977), 21-31.

The celebrated Poincaré-Birkhoff theorem guarantees the existence of two fixed
points to a homeomorfism of the ring which is twist and preserve area.

According to authors, the proof presented for them is an modification of the proof
initially presented by Birkhoff in 1913 in its first attempt (second in 1925) to
demonstrate this result that was formulated as a conjecture for Poincaré in 1912
and for which Poincaré presented demonstrations for some particular cases.
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Apresentacao

Seja A = {(z,y) €R?* 1 < 2?2 +9y* < 4} um anel em R?.

A idéia de um homeomorfismo de torcao do anel A é a de um homeomorfismo g : A — A

que rotaciona as duas componentes do bordo de A em direcoes opostas.

De fato, nao podemos definir homeomorfismo de tor¢ao dessa maneira, pois ela é ambigua:
uma rotacao no sentido anti-horario de um angulo 6 é a mesma rotacao no sentido horario
de um angulo (27 — 0).

Resolveremos essa questao passando ao recobrimento universal de A.

O Teorema do Ponto Fixo de Poincaré-Birkhoff, também conhecido como o “iltimo teo-
rema geométrico de Poincaré” | assegura a existéncia de pelo menos dois pontos fixos para

um homeomorfismo de torcao do anel que preserva area.

Ele foi formulado como uma conjectura e provado para casos particulares por Poincaré,
em [5], pouco antes de sua morte. Menos de um ano depois, George Birkhoff em [1] publicou
uma prova que, embora correta para um ponto fixo, nao considerou a possibilidade desse
ponto fixo ter indice 0 na dedugao da existéncia do segundo ponto fixo. Birkhoff corrigiu

este erro em [2] publicado em 1925.

Esta monografia é baseada no artigo [3] e apresenta uma prova do teorema para dois
pontos fixos, que contém poucas modificagoes da prova original de Birkhoff para um ponto.
Para conseguir o segundo ponto fixo, a estratégia usada é essencialmente a mesma usada por
Birkhoff em [2].



Capitulo 1

Preliminares

Neste Capitulo daremos algumas defini¢oes e estabeleceremos alguns resultados e notagoes
que utilizaremos no decorrer deste trabalho. Os detalhes podem ser encontrados nos livros

indicados no texto.

1.1 Espacos de recobrimento

Definigao 1.1.1 (Espago de recobrimento) Seja E um espaco topoldgico. Dizemos que
(E,p) é um espago de recobrimento de X se existe uma aplica¢iao continua p : E — X
com a sequinte propriedade: dado x € X, existe uma vizinhanca aberta U C X de x, tal que

p Y (U) € uma uniao disjunta de abertos em E, cada um deles homeomorfo a U wvia p.

Sejam B, C'e D conjuntos, e f: D — B, g : C — B fungoes. Se existir uma funcao

f:D— C tal que fog=f, entdo dizemos que f é um levantamento de f por g.

Exemplo 1: Considere 7 : R — S! a aplicacdo continua definida por

t — (cost,sint), para todot € R.

Entdo (R, 7) é um espago de recobrimento de S'.

De fato, dado (a,b) € S*, sabemos que se § € 7~!(a,b), entao:

(a,b) = (cosf,sinf) = (cos@ + 2km,sinf + 2km), para todo k € Z
Também temos que se 6’ € 771(a,b), entao:
(cos@',sinf) = (a,b) = (cosh,sinb)
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Segue:

0 = 0+ 2km, para algum k € Z
Entao, fixando 0 € f~(a,b), temos que f~!(a,b) = {0+ 2kr € R / k € Z}.
Considere U = S'\(—a, —b) vizinhanca aberta de (a,b) em S*.

Bem, para cada inteiro k, o intervalo Uy, = (§ — kw,0 — kw + 27) é um subconjunto aberto

da reta real. Sabemos também, que cada restrigdo 7|y, é um homeomorfismo sobre U.
Entdo 7' (U) ¢ a unido disjunta dos abertos (J, .z Uk.

Segue daf que (R, 7) é um espaco de recobrimento de S*.

Exemplo 2: Considere 7 : R x [0,1] — A, com A = {(z,y) e R?; 1 < 2? +y* < 2},

a aplicacao continua definida por

(t,s) — ((s+1)cost,(s+ 1)sint), para todo t € R.

Entao ([R x [0,1],7) é um espago de recobrimento de A.

De fato, dado (a,b) € A, sabemos que se (6, p) € 77 1(a,b), entao (¢',p) € f~1(a,b) se e

somente se

(" +1)cost', (p) +1)sind) = (a,b) = ((p+1)cosh, (p+1)sinb)

para algum £ € Z.
Entao, escolhendo (0, p) € f~1(a,b), temos que

fa,b) = {(0+2km,p)€[0,1] xR/ keZ}
Seja 0 <r <min{ |2—p|, |p—1| }, e considere

—ta —tb
Va2 + b2 Va2 + b2

U = {(.ﬂ:,y)GRQ;1+r<x2+y2<2—r}\{( )eA;te[1,2]}

vizinhanga aberta de (a, b).

Bem, fixando 6 € 7 !(a,b) temos que para cada inteiro k o conjunto Uy = [r,1 — 7] x
(0 — kmw,0 — kw 4+ 27) é um subconjunto aberto de R x [0, 1]. Sabemos também, que cada

restri¢ao 7|y, ¢ um homeomorfismo sobre U.

Entdo 77'(U) é a unido disjunta dos abertos (J, ., Uk

3



Segue dai que ([0,1] x R, 7) é um espago de recobrimento de A.

Um caminho em X é uma aplicac¢do continua p : [0, 1] — X. Nesse caso chamamos p(0)

e p(1) os pontos inicial e final do caminho p, respectivamente.

Dados dois caminhos p : [0,1] — X e § : [0,1] — X com mesmos pontos final e inicial,
digamos p(0) = §(0) = zg e p(1) = 6(1) = x1, dizemos que p e d sdo homotépicos se existir
uma aplicagao continua H : [0, 1] x [0,1] — X tal que:

HLO) = p(t) o H(t1) = &) Ve 1],
H(0,s) = 9 e H(s,1) = x; Vse|[0,1],
Sejam p e v caminhos em X tais que p(1) = 7(0). Definimos o caminho

py:[0,1] — X por

(2t) se 0 <t
Py (t) :{ 2(215— 1) se 1/2 <

e chamamos py a justaposi¢ao dos caminhos p e 7.

Definimos também o caminho
pt[0,1] — X

e chamamos este caminho o caminho inverso de p.

Aqui daremos a justificativa de chamarmos a aplicagao py de caminho, ou seja, mostraremos
que py € continua.

Como p e 7y sdo continas, segue que py é continua em todo ¢t # 1/2, e além disso temos

I = p(1/2) = ~(1/2) = i
L py(t) = p(1/2) = 2(1/2) = lim  py(t)

E dai temos que py é continua em ¢t = 1/2; e portanto é um caminho.

Um lago em X é caminho p : [0,1] — X tal que p(0) = p(1). Nesse caso chamamos

p(0) de ponto base do lago p.

Aplicando a defini¢ao de caminhos homotépicos a lagos, dados dois lagos « : [0, 1] — X
e f:[0,1] — X, dizemos que « e  sao homotdpicos se existir uma aplicacao continua
H :[0,1] x [0,1] — X tal que:

o H(t,0) = «a(t) e H(t,1) = [(t), Vit € 0,1], e



o H(0,5) = H(1,s) = a(0) = a(l) = 5(0) = 5(1), Vse0,1].

A aplicacao H acima é dita uma homotopia de « a 3.

No conjunto dos lagos de [0,1] em X com ponto base em xy, que denotaremos por
Q(X, xp), seja ~ a relagao de equivaléncia tal que p ~ v <= p e y s@o homotopicos. Defini-
mos o grupo fundamental de (X, zg) pelo conjunto das classes de equivaléncia Q(X, z,)/ ~.
Denotamos o grupo fundamental de (X, zq) por m (X, xo).

A relagao acima é de fato uma relacao de equivaléncia pois tem as seguintes propriedades.
Reflexiva Se o € Q(X, z,), entdo temos que
H:[0,1] x[0,1] — X
(ts) — alt)

¢ uma homotopia de a a a. Segue dai que para qualquer a em (X, z,) temos que
a ~ Q.

Simétrica Dados a e § € Q(X, z,) tais que @« ~ (3, temos que existe aplicagao continua
HI[0,1] x [0,1] — X tal que

H(t,0) = a(t) e H(t,1) = B(t) Vte[0,1],

rg = H(0,s) = H(1,s) Vs € [0, 1].
Defina

F:[0,1] x[0,1] — X
(t,s) +— H(t,1—23s).
Assim, F' é continua, pois é a composicao de H com a aplicacao G definida por
G:[0,1] x [0,1] — [0,1] x [0, 1]
(t,s) +— (t,1—s).
Como H e G sao continuas, temos que F' é continua, e ainda:
F(t,0) = H(t,1) = B(t), vt € [0,1]
F(t,1) = H(t,0) = «at), vt € [0, 1],
F(0,s) = H(0,1—5s) = 20 = H(1,1-3s) = F(1,s), Vse|0,1].

Logo 6 ~ «a.



Transitiva Dados o, ey € Q(X,z,) taisque « ~ e[ ~ =, temos que existem
aplicagoes continuas

H:[0,1]x[0,1] — X
F:[0,1]x[0,1] — X
tais que, para quaisquer s,t € [0,1] temos
H(t,0) = a(t) H(t,1) = B(t),
F(t,0) = Bt) | F(t,1) = (1),

H(0,s) = H(l,s) = xy, F(0,s) = F(1,0) = xo.

H(0,s)=H(1,s) e F(0,s)=F(l,s) Vsel0,1]
Entao definamos a aplicacao
G:[0,1] x[0,1] — X

por
B H(t,2s) se 0
Glt.s) = {F(t,Zs—l) se 1

Temos que G é uma aplicagao continua tal que,

< < 1/2;
2 S

S Y
<s < L

/

G(t,0) = H(t,0) = a(t) e G(t,1) = F(t,1) = (1) Vte|o,1],

e ainda
rg = G(0,5) = G(1l,s) Vse]0,1].

Segue dai que a ~ 7.

Bem, como a relacao ~ é simétrica, reflexiva e transitiva, segue que ~ é uma relagao de

equivaléncia, e assim, podemos considerar o grupo fundamental Q(X, x)/ ~.

Sabemos que caminhos sdo aplicagoes de [0,1] em X. Nés podemos substituir [0, 1]
por um espaco topolégico qualquer Y e definir homotopia entre aplicacoes. Nesse caso nao

teremos ponto final e inicial, mas podemos substituir o conjunto {0,1} por um conjunto
Z CY.

Dadas aplicagbes continuas f,g : ¥ — X tais que f|z; = g|z, dizemos que f é ho-
motopico a g relativamente a Z quando existir uma aplicagao continua H : Y x [0,1] — X

satisfazendo:



1. H(y,0) = f(y) VyeY;
2. H(y,1) = g(y) VyeY;

3. H(y,t) = fly) = gly) VyeZ tel0,1].

No caso em que Z é vazio nés dizemos simplesmente que f e g sao homotopicas.

Novamente , definindo a relagdo ~ por
f~g <= fegsao homotdpicas

para quaisquer f, g : Y — X aplicagoes continuas, temos que ~ é uma relagao de equivaléncia.

Teorema 1.1.1 (Teorema de unicidade de levantamentos) Sejam ((E,eq),p) recobri-
mento de (X,xq), Y espago topoldgico conexo, e f 'Y — X wma aplicagao tal que
f(yo) = xo. Se existe uma aplicagio f:Y — E tal que f(yo) = eo e po f = f, entdo esta

aplicacdo € unica.

Demonstracao: A demonstragao desse resultado pode ser vista em [4], pdg. 21. m

Teorema 1.1.2 (Teorema de levantamento de homotopias) Seja ((E,¢ep),p) recobri-
mento de (X, xq) e sejam Y espago topoldgico arbitrdario, e f:Y — X tal que f(yo) = xo
aplicacao que admite um levantamento f Y — FE tal que f(yo) = ey. Entao qualquer
homotopia F : Y x I — X com F(y,0) = f(y) para todo y € Y poder ser levantada por p
a uma homotopia F 1Y x I — E tal que F(y,0) = f(y), Yy € Y.

Demonstracao: A demonstragao desse resultado pode ser vista em [4], pdg. 22. m

Sejam X e Y espagos topoldgicos, e f : Y — X tal que f(yy) = xo uma aplicacdo

continua. Denotaremos por f, a aplicacao de m (X, xo) em 7 (Y, yo) definida por

fo([p]) = [fop] paracada pe QX ),

onde [p] e [f o p] denotam as classes de equivaléncia de p e f o p respectivamente.



\ (y1.y2)

Figura 1.1:

Teorema 1.1.3 (Teorema de existéncia de levantamento) Seja ((F,eo),p) um reco-
brimento de (X, xg) e sejam 'Y um espago topoldgico arbitrdrio, e f 1Y — X uma aplicagdo
continua tal que f(yo) = xo. Suponha que todos os espagos considerados acima sao local-

mente conexos por caminhos. Entdo, exriste um levantamento f de f por p se, e somente se,
fimi (Y 90) C pemi(E, eo).

Demonstragao: A demonstragao desse resultado pode ser vista em [4], pdg. 26. =

Esse Teorema, juntamente com o Teorema 1.1.1 mostra que todo caminho « : [0, 1] — X

se levanta de maneira tnica a um recobrimento (F,p,X) quando fixamos &(0) tal que
p(a(0)) = a(0).

Para finalizar esta secao, apresentaremos uma proposicao que sera muito util na demons-

tracao do teorema central dessa monografia.

Sejam 0 < & < w, (x1,22) € R% Dados (yi,1y2) € R?\ {(z1 + 2k, x0); k € Z}, e

k € Z, defina os caminhos:
M0 [0,1] — R\ {(z1 + 2km, x0); k € Z}
t — (t(:t:l +2km) 4+ y1, t(xe —€) + y2>
Mot [0,1] — R\ {(zy + 2k, 20); k €7}

t  — (e sin(27t) + (z1 + 2km), € cos(2nt) + 352)

e definimos o lago pg : [0,1] — R\ {(z1 + 2km,25); k € Z} por pr. = MAe(A;'), ou

seja, a justaposicdo dos caminhos Ag, Ax e (A, 1).
Proposicao 1.1.1 {[pk]} gera (]Rz\ {(xy + 2km,20); k € Z}, (1, y2)>
kez
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Figura 1.2:

A proposicao acima significa que qualquer laco X : [0, 1] — R?\ {(x + 2k, z2); k € Z}
com ponto base em (y1,y2) é tal que sua classe de equivaléncia [A] contém um lago d, que é
a justaposicao de um nimero finito de poténcias de pg, com k € Z.

Observamos que a justaposi¢ao de caminhos nao é uma operagao comutativa, ou seja, se
k # j, nao vale que pyp; = pjpr. Mais que isso, nem podemos dizer que os caminhos pyp,
e p;pr sao homotopicos.

Entao, o que queremos dizer é que existem um n € N, e uma aplicacao ¢ : {m € N; m <
n} — Z tais que podemos escrever § = pél(l) . .pé’zn), onde iy,...,i, € {1,—1}.

Observamos que se existe tal laco  em [\, entao A é homotdpico a d.

1.2 Numeros de rotacao e indice

1.2.1 Definicoes

Sejam U C R? um conjunto aberto, e f : U — R? um homeomorfismo de U em R? sem
pontos fixos, isto é: f(z) # z, para todo z € U. Se A é uma curva qualquer em U de um
ponto Z; a um ponto Z, definimos o indice de A com respeito a f como sendo a rotacgao

total que a direcao H?Ezgijll faz quando z se desloca ao longo da curva A de Z; a Z,.

Por exemplo, na figura acima, essa direcao faz um total de % volta no sentido horario, e

entao o indice serd de _71

Para dar uma definicao precisa, seja f como acima e consideramos a aplicagao F' : U —



- S' (costsint)

St tal que

onde S* = {(z,y) e R*; 22 +4? =1}.
Observagao: F' é continua, pois a aplicacao F' é um quociente de funcoes continuas cujo
denominador nao se anula por hipdtese. Agora consideramos o recobrimento universal de S*

dado pela aplicacdo 7 : R — S* tal que
m(t) = (cost,sint) paratodo t € R,

e consideramos uma curva A : [0,1] — U.

Tomamos ty qualquer em 7 *(F o A\(0)). Dai temos que ((R,%), ) é recobrimento de
(S, \(0)), temos que F o X : [0,1] — S* é continua, e temos ainda que R, [0, 1] e S* sao
conexos por caminhos. Podemos usar, entao, o Teorema 1.1.3, pois todas as suas hipdteses

sao satisfeitas.

Segue que existe um levantamento A : [0,1] — R de F o X em relacio ao recobrimento

universal de S!, dado por 7.

A partir desse momento, sempre que fizermos mencao a uma aplicacdo F, ela serd a

aplicacao definida anteriormente.

Observamos que se Aj, e Ay sao levantamentos de F' o A em relagao ao recobrimento

universal de S!, dado por m, entao:
M (t) = Ao(t) + 2k7 para todo t € [0,1] e para algum k € Z.
De fato:
mToM(t) = FolA(t) = mo \(t), paratodot e [0,1]
4
M(t) = Xo(t) +2k(t)w, para todo t € [0,1] e para algum k € Z

10



4
M (t) — Xao(t) = 2k(t)m, para todot € [0,1] e para algum k € Z
Mas A; e Ay sdo fungoes continuas, e portanto k é uma funcao continua cuja imagem esta
contida em Z, que é um conjunto de pontos isolados. Segue dai que a funcao k é constante.

Sendo assim, dados dois levantamentos quaisquer de F' o A por 7, temos que

M) = A(0)  Xo(1) + 2km — Xa(0) — 2km Ao(1) — X2(0)

21 27 21

Portanto fazer a seguinte definigao.

Definicao 1.2.1 (fndice de uma curva) Dados, f: U — R? homeomorfismo sem pon-
tos fizos e X : [0,1] — U curva em U, definimos o indice da curva \ em rela¢io a f

por:

A(L) = A0)

Ind:\ =
nay 21

eR

1.2.2 Propriedades do indice

Propriedade 1.2.1 Para uma familia continua a wm parametro real de curvas A ou de

homeomorfismos f como da defini¢ao, o indice Inds\ varia continuamente com o parametro.

Entendemos por uma familia continua a um parametro real de curvas um conjunto de curvas
A, onde o indice v estd em um intervalo compacto nao degenerado da reta real, e tal que

as curvas variam continuamente em relacao a v.

No caso, podemos assumir que esse intervalo compacto é [0, 1], pois se J = [a,b] onde
a,b € R, basta considerar a familia {v,}scj0,1], onde 75 = Ap_ajta € teremos que a pro-

priedade acima vale para {),},c; se, e somente se vale para {7s}scjo,1]-

Da mesma forma, entendemos por uma familia continua a um parametro real de home-
omorfismos um conjunto de homeomorfismos f,, onde o indice v estd em um intervalo com-
pacto da reta real nao degenerado, e tal que os homeomorfismos variam continuamente em

relacao a v.

Novamente, podemos assumir que esse intervalo compacto é [0,1].

Demonstragao:

Se {As}s € p,1) ¢ uma familia continua a um parametro de curvas, entdo a aplicagao s +—

As € continua. Isso significa que
H:[0,1] x[0,1] — R?
(s,1) — As(t)
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Figura 1.4:

é uma aplicacao continua, e portanto, uma homotopia de Ay a ;.
Entao Fo H :[0,1] x [0,1] — S* é uma homotopia de F o Ay a F o \;.
Lembramos que Ay admite um levantamento A : [0,1] — R por 7.

Tome p € 7 1(FoMX(0)) € R. Entdo ((R,p),7) é um espago de recobrimento para
(S, FoXg(0)). Temos também que Fo) : [0,1] — S' é uma aplicagao continua que admite
um levantamento Ao : [0,1] — R, que ([0,1],0) é espago topoldgico, e que H é homotopia
tal que H(0,t) = MXo(t), Vt € [0,1]. Isso significa que todas as hip6teses do Teorema 1.1.2

sao verificadas.

Segue que F o H pode ser levantada a uma homotopia H : [0,1] x [0,1] — R tal que

Xo(t) = H(0,1).
Assim, para cada s € [0, 1], temos que

As(t) = H(s,t) paratodo t € |0,1],

o que implica em
Fo)(t) = FoH(s,t) paratodo te€]0,1].

Segue do levantamento de F' o H que, para cada s € [0, 1], a aplicacao

As 1 0,1] — X;
t — H(s,t)
¢ um levantamento de F' o A\, por 7w. Portanto temos
Ind,(Ns) = Ns(1) = X (0) = H(s,1) — H(s,0).
Segue dessa igualdade e do fato de H ser continua, que a aplicacdo

s+ Indg()\)

¢ continua.
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Agora, se {fs}seo,1) ¢ uma familia continua de homeomorfismos, onde cada homeomor-

fismo fs; ndo tem pontos fixos em U, entdo definimos para cada s em [0, 1], uma nova

aplicacao
Fs U — Sl
B fs(z) — 2
| fo(2) =2 ||
Observamos que, pela hipétese, a aplicagao ¢ : [0, 1] — {Fi}scp0,1) que associa a cada s em
[0, 1], a aplicagao Fj, é continua, pois ¢ = ﬁ.
Assim podemos concluir que a aplicacao
H:[0,1] x[0,1] — S* tal que
H(s,t) = FsoA(t), Vte]|0,]1]

é continua, e que H(0,t) = Fyo A\(t) para todo ¢ € [0, 1].

Tomamos p € 7 '(Fyo A(0)) qualquer. Entao temos que ((R,p),n) é espaco de reco-
brimento para ((S*, Fy o A\(0)).

Lembramos que existe um levantamento Ao : [0,1] — R de Fy o A por .

E finalmente observamos que H definida acima é uma homotopia tal que H(0,t) =
FooA(t) Vtelo,1].

Estao satisfeitas, entao, todas as hipéteses do Teorema 1.1.2, e segue que H pode ser
levantada a uma homotopia H : [0,1] x [0,1] — R com H(0,t) = Xo(t) para todo t € [0, 1].

Portanto, para cada s € [0, 1], temos que H(s,t) = :\s(t), onde S\S(t) ¢ um levantamento
de Fyo A(t). Temos que

Ind;,(\) = A(1) — X\J(0) = H(s,1) — H(s,0).

Novamente, segue dessa igualdade que a aplicacdo s — Indy, (\) é continua. =

13



Propriedade 1.2.2 Se A\ tem ponto inicial Zy e ponto final Z,, entao
0
Indy) = —(mod 1) ,
2T

f(Z1)—Z1 e f(Z2)—22
lf(Z1)—2Z]| lf(Z2)—2Z2|

onde 0 € o angulo entre

Demonstracao:

Seja A uma curva com ponto inicial em Z; e ponto final em Zs, e seja 6 o angulo formado
[(Z1)-2, f(Z2)=Z5

entre [z =z © 7(Z)—za] Fhtao
o f(Zy) — 7, f(Z2) — 2, —
0 =~ \frzy-zr Trz-z) ~ P

= (FoX0),FoX1)) = (mroX0),moA1))
= {(cos A(0),sin A(0)), (cos (1), sin A(1)))
= cos A\(0) cos A(1) + sin A(0) sin A(1)
= cos(A(1) — X(0)).
Dai, existe k € Z tal que A(1) — A(0) = 6 + 27k. Mas, por definicéo,
2rInd) = \(1) — A(0) ,

e logo

0

Isso significa que Ind;(\) = £ (modl). m

Propriedade 1.2.3 Se A = A\ )y € a justaposicao dos caminhos A1 e Ay, entdo
Indf)\ = [ndf)\l + Indf)\z.
Se A7t € o caminho inverso a X\, entdo

Ind; (A7) = —Inds\.

Demonstragao:

Se A = A1)\, é a justaposicao dos caminhos A e g, entao A : [0, 1] — R? é tal que:

A1) = A1(2t), se 1<t<1/2
ol a2t —1), se 1/2<t<1.

14



Sabemos que existe levantamentos A : [0,1] — Re XAy : [0,1] — R de Fo ) e F o\

por 7.

Entao para todo t em [0,1/2], temos que
ToM(2t) =moNt) = Fot)=Fo\(2t),
E para todo t € [1/2, 1], teremos
ToX(2t—1)=moAt) = FoA(t) = FoX(2t—1),
Dai temos que

orInd A = A1) — A\(0)

I
R

(1) = A(1/2) + A(1/2) = A(0)

= A(1) = Aa(0) + Ao (1) — X2(0)

= 2nlnds(N\) + 2minds(Aq).

E portanto Ind;A = Inds\ + Indss.

Falta mostrar que Ind;(A™1) = —Ind;(\).

Por defini¢ao temos que
Ah0,1] — R?
t — A1-1).
Agora observamos que, como A é um levantamento de F o A por 7, temos que
Fot)=moAt), ¥Vt e[0,1].

Isso significa que F o (A™)(t) = FoA1—1t) = moA(l—t) para todo t € [0,1]. Assim

podemos dizer que a apliacacao t +—— 5\(1 —t) é um levantamento de A~! por 7, entao:
2rInd;(A7Y) = M1 —=1) = A1 —0) = M0) = A1) = —2rIndy\.

Esta provada a Propriedade 1.2.3. =

Propriedade 1.2.4 Ind;A = Indsg-1(foX)

15



Demonstragao:

Bem, definimos F': U — S; por

e
P& =176 =

Sendo f : U — R? homeomorfismo sem pontos fixos, temos que f~!: R? — U é um

homeomorfismo sem pontos fixos, e logo F' estd bem definida, e para todo z € R? temos que

A(t) — foAt)

Fo(foA(t) = D = forD] Vitelo1]
Mas
At) = foAt) —  folll)—Al) _ .
INE) = fod®)] — (IfoA®) =A@l FoA(t) Vvtel0,1].

Entéo a aplicacdo t —— A(t) + 7 é um levantamento para F o (f o A) por 7. De fato,
TAE) +7) = (cos(A(t) + ), sin(A(t) + 7))
= (—cosA(t), —sin \(t))
= —(cos \(t),sin \(t))
= —7moA(t) = —Fol(t)
= Fo(foX(t), Vtelo,1]

Assim,

2rInd - (f(N) = (=N)(1) — (=X)(0) = A(1) — M0) = 2nTnd; ().

Com isso concluimos a demonstracao. m
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Capitulo 2

O Teorema do Ponto Fixo de Poincaré
- Birkhoft

Na primeira secao deste capitulo, damos a definicao precisa de homeomorfismo de torcao do
anel A, enunciaremos o teorema que é objetivo do trabalho, e faremos algumas consideracoes

sobre o enunciado do teorema.

Na segunda secao damos a demonstragao do teorema.

2.0.3 O Enunciado

Definicao 2.0.2 Um homeomorfismo g : A — A € um homeomorfismo de torcdo se nao
tem pontos firos em OA e pode ser levantado a um homeomorfismo g : S — S do recobri-
mento universal

S = {(z,y) eR} 0<y <1}

de A que move as duas componentes de fronteira em direcoes opostas.

Por g : S — S mover as duas componentes de fronteira em direcoes opostas, queremos

dizer que vale somente uma das seguintes alternativas:
() §1(2,0) < ¢ < @i(w1), VeeR,
(2.1)
(i) §1(2,0) > ¢ > Gi(w,1), VzeR,
onde g(z,y) = (91(=,y), g2(x,y)) para todo (z,y) € 5.
Bem, observamos que todo homeomorfismo g : A — A admite um levantamento g :

S — S que é um homeomorfismo local.

De fato, sendo S o recobrimento universal de A, segue do Teorema 1.1.1 e do Teorema
1.1.3 que para cada (z,y) € S tal que 7(z,y) = ¢(0,0), existe um unico levantamento

g: S — S de g pela aplicagao de recobrimento p : S — A.

17



Por outro lado, sabemos que a aplicagao de recobrimento 7 : S — S dada por

m(x,y) = (y + 1)(cos(z), sin(z)) ,

é um homeomorfismo local.

Assim temos que gom = mog. Como 7 é homeomorfismo local, e g € um homeomorfismo,

segue da igualdade acima que g é um homeomorfismo local.

A seguir estd o enunciado do Teorema do Ponto Fixo de Poincaré - Birkhoff.

Teorema 2.0.1 Seja g : A — A um homeomorfismo de tor¢do que preserva drea. FEntdo

g possui pelo menos dois pontos fixos distintos.

Agora, tomando o homeomorfismo h : S — S como o levantamento de g por 7, podemos

formular o teorema da seguinte forma:

Teorema 2.0.2 Seja h : R? — R? um homeomorfismo que preserva drea satisfazendo as

sequintes condicoes:
o hz,y) = (x—ry), se y=21
® h([E,y) = (l’—f—’l“g,y), se ySOa

o h(z+2my) = hiz,y)+ (27,0) V(z,y) € R%

para ri,79 > 0. Entao h tem dois pontos fixos distintos Fy e Fy. Além disso, F} — Fy ndo é

um maltiplo inteiro de (2m,0).

Bem, se g5 e g; sao levantamentos de g por 7, segue que
mogs = o g = gs(x,y) = Gulx.y) + (2k7,0), V(z,y) €5,

dai que um homeomorfismo que é de tor¢ao somente admite levantamentos com a propriedade
(2.1).

Observagao 1 - Se g : A — A é de torgao, entao vale uma das alternativas de (2.1).

Essa condicao nao é equivalente a:

g(x,0) = (z+12,0) e g(z,1) = (x —ry,1), paratodoz € R.

18



Contudo, se extendéssemos o levantamento § somente com a condigao (2.1), a aplicacao
h nao preservaria area em todo R?, mas somente em S. Observaremos no final da demons-
tracao que é suficiente que h preserve drea em S, e que leve conjuntos de area diferente de

zero em conjuntos cuja area ainda ¢é diferente de zero.
Observagao 2 - A condicao de periodicidade

Wz +2m,y) = hz,y) + (27,00 paratodo  (z,y) € R?

¢é precisamente a condi¢ao de que a restricao de h a S é o levantamento de uma aplicacao

g : A — A via aplicagdo a de recobrimento 7.

De fato, como h : S — S é um levantamento do homeomorfismo g : A — A, entao:

n(h(x +2m.y) = 7(h(z,y)), V(z,y)eR* =
h(z 4 2m,y) = h(z,y)+ (2k7,0), paraalgumk € ZeV (v,y) € R?
Tome (a,b) = h(x,y) + (2m,0), entao
h~Ya,b) € {(z + 2km,y) € R* k € Z}
= h(a,b) = h(z+2km,y) = h(z,y) + (2kkn,y)
= (27,0) = (2kkm,0)
k =k ==+l

Em particular:

hz+27,0) = (z+27+1r9,0) = (z+72,0)+ (2m,0) = h(x,0) + (27,0)

Segue dai que k = 1.

Observagao 3 - O fato do homeomorfismo g : A — A preservar area, nao significa que

seu levantamento h : R? — R? por 7 preserva area.

No entanto, se o Teorema 2.0.2 vale, supomos g como no Teorema 2.0.1, e temos que g

preserva area. Entao, para qualquer regiao R em A, temos

/dxdy = / drdy — /rdrd@ = / rdrdf.
R g(R) R 9(R)

Onde, na segunda igualdade temos a area de R e de g(R), calculadas em coordenadas polares.
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Seja ¢ : R? — R? dada em coordenadas polares por

p(r,0) = (TZ;LQ,@),

entao ¢ é um homeomorfismo tal que:

/ drdf = g/rdrdH, (2.2)
o(R) 3 Jr

e tal que sua aplicacao inversa é dada por p(r,0) = (v/3r —2,0). Entao:

1 3
rdrdf = /\/3r—2—3drd9 = —/drd@ 2.3
/<p1(R) R 2\/37’—2 2 R ( )

Isso para uma regidao R qualquer. Assim de (2.2) e (2.3) temos
2

/ drdf = —/ rdrdf = 2/ rdrdf
pogop—1(R) 3 Jg(e=1(R)) 3 Jom1(R)

= / drdf.
R

Entao a aplicacao ¢ o g o ¢! pode ser levantada a um homeomorfismo que preserva area.
De fato, se R C (a,a + 2km) x [0,1], para algum a € R, entéo
1

/ dedy = /J(W‘l)dxdy:/ dxdy
m1(R) R rRY—1
1
= /—Tde@z/drdG,
R R
/ drdf = / dzxdy.
w(R) R

/ dxdy = / drdf = / drdf
h(R) woh(R) gom(R)
= / drdf = / dzdy,
7(R) R

para qualquer regiao R C 7((a,a + 2k7m) x [0,1]). E portanto h preserva érea.

entao

Dai que

Agora podemos observar que, sendo g : A — A homeomorfismo de torcao que preserva

1'¢ uma aplicacao que pode ser levantada a uma aplicacio h que

area, entao @ o g o ~
preserva area. Como a aplicagao ¢ mantém o argumento de todo ponto constante, temos
que o levantamento h ¢ tal que h(z,0) < z < h(z,1) ou h(z,0) > = > h(x,1) para

todo x € R.

Assim, sabemos que o levantamento h de wogop~! satisfaz todas as hipdteses do teorema

2.0.2, e portanto ¢ o g o ¢! tem dois pontos fixos. Segue que g tem dois pontos fixos.
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2.1 Prova do teorema

Primeiro estabeleceremos algumas notagoes. Sejam:
o, = {(w,y)ERz; yzl}
. = {(%9)615\22; ySO}
S = {(x,y)EW; Oéygl}.

Agora, suponhamos h : R? — R? como no enunciado do Teorema 2.0.2.

Se (a,b) € Int(S) é um ponto fixo de h, temos que (a + 2k, b) também é ponto fixo de
h para todo k € Z, pois

h(a + 2km,b) = h(a,b) + (2kw,0) VEke€Z,

e segue de h(a,b) = (a,b) que

h(a + 2km,b) = (a+ 2km,b) VkeZ.

Nés vamos supor que h tem no maximo uma familia {(a + 2k, b) }re z de pontos fixos, e
vamos chegar a uma contradicdo. Para isso vamos construir duas curvas A e X' partindo de
H_ | chegando a H, e evitando todos os pontos fixos de h, tais que Indy\A = % = —Ind,\.

Isso vai contradizer o seguinte lema:

Lema 2.1.1 Seja h : R? — R? wum homeomorfismo que preserva drea satisfazendo as

sequintes condigoes:
o hz,y) = (x—riy), sey>1;
o hiz,y) = (z+719,y), sey <0;
o h(z+2my) = h(z,y)+ 2w, para todo (x,y) € R?;

onde 1, 19 > 0. Suponhamos que h tem no mdzimo uma familia {(a+2km,b)}re z de pontos
fixos. Entdo, para qualquer curva A partindo de H_ e chegando a H, que ndo passa por um

ponto fixo de h, temos:
(4) Indy\ = 1(modl);

(42) IndpX independe da curva \.
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Demonstracao:

: 4o A h(A(0))—=A(0) R(A(1))—A(1)
A Propriedade 1.2.2 garante que, se # é o angulo formado entre TN ) 20T € TR A’

entao

7
I = — 1).
ndpA 27T(m0d )
Como \(0) € H_, temos que ho A(0) — A(0) = (79,0). E como ho A(1) = A(1) = (—71,0).

Entao

hA©O) A0 1
RN0) = AO)] 7«2( 5,0) = (1,0).
(A1) — A1) 1 B o
ROD) =MD o (=7,0) (—1,0).
Logo, 6 = m, que é o angulo formado entre (1,0) e (—1,0). Assim,
Indy)\ = %(modl) . elogo Indy\= %(modl).

Isto prova o item ().

Para provar (42), primeiro definimos Fiz(h) como sendo o conjunto dos pontos fixos de
h. Como estamos supondo que h tem no maximo uma familia {(a + 2k7,b)}xec z de pontos

fixos, temos que
Fiz(h) = 0, ou Fixz(h) = {(a+2km,b)}rez

para algum F € R2.

Sejam
8,7 :[0,1] — R\ Fiz(h)
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Figura 2.2:

duas curvas em R?\ Fiz(h) tais que
B(0) = Dy, v(0) = Dy, onde Dy,Dy € H_,

B(1) = By, v(1) = By, onde By,B, € Hy.

Tomamos ¢ : [0,1] — H, o segmento de reta que une By a By, e

7:10,1] — H_ o segmento de reta que une Dy a Dy. Definimos
N :[0,1] — R? por X' = By ',

ou seja, N é a justaposicao das curvas 3, 6 ,7 e T.

Observamos que em H, e em H_ a aplicacao F : R? :— S! dada por

Floy) = 0V =@0 g ) g2

Rz y) = (2 )|

¢ uma aplicacao constante. De fato:

h(l’,y) - (ZE—Tl,y), se (.T,y)EH+

h(l’,y) = (£E+7"2,y), se (‘Iay)EH—‘

Assim:
_ (JJ—Tl,y)—(I',y) o se (z e
o) = Ty @y~ ThO e e
_ (‘T+T27y) B ((E,y) _ se(x
P9 = Tty — @y~ B0 v e
Entao:

Fod(t) = (-1,0), Vtel0,1],
For(t) = (1,0), vtelo,1].
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Observamos que:
7 H(=1,0) = {(7+2kn) €ER; k€ Z},
7 1(1,0) = {2kr €R; k€Z}

que sao conjuntos de pontos isolados.

Sendo & e 7 os respectivos levantamentos de F o d e F o1 por 7, segue que 0 : 0,1] —
71 (=1,0) e 7: [0,1] — 71(1,0) sdo fungoes continuas de um conjunto compacto em um

conjunto de pontos isolados, e portanto, sao fungoes constantes.

Dai segue que
Ind,d = 6(1)—6(0)=0
= 7(1) — 7(0) = Indyr.

E, portanto, Ind,\' = Ind,( — Indyy.

Agora, para mostrar que Ind,3 = Indyy, basta mostrar que Ind,\N' = 0. Nesse

momento, devemos considerar duas hipéteses:
(a) O homeomorfismo h nao tem nenhuma familia de pontos fixos.
Nesse caso o conjunto R?\ Fiz(h) é o préprio R

Como R? ¢ simplesmente conexo, entdo todo lago com ponto base em X (1) = N(0) €

H_ C R? ¢ homotdpico ao laco constante
k:[0,1] — R\ Fiz(h)
t — N(1),

que sabemos ser tal que Indy,k = 0. Observando que essa homotopia preserva os pontos

finais da curva, temos que Ind,\ = 0.
(b) O homeomorfismo h tem exatamente uma familia de pontos fixos.

Nesse caso, tomamos € € R tal que 0 < ¢ < 7. Para cada k € Z, consideramos o ponto
(a + 2km,b) € Fix(h). Definimos os caminhos:

op:[0,1] — R\ Fiz(h)
t  +— tla+2kmb)+ (1 —t)D;
or:[0,1] — R\ Fiz(h)

t (cos(t 27) + (a + 2km), sin(t 27) + b),
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Figura 2.3:

e definimos o caminho
pr 1 [0,1] — R*\Fiz(h) por p, = owopoy "

Agora consideramos o conjunto {[px]; k € Z} C m (R*\Fiz(h), D).
A proposicao 1.1.1 garante que {[px]; k € Z} gera m (Ro\Fiz(h), Dy), ou seja, para cada
laco N’ com ponto base em D1, temos que X = 021(1) . .pé" y onde ¢ : {meN, m<n} —12Z

(n

e iy,...,i, € {1,—1}. Entao, pelas propriedades do indice, nosso problema se resume a

mostrar que Ind,pr = 0 para qualquer k € Z.

Para cada k € Z, temos que o laco p; é homotodpico ao lago

€:[0,1] — R*\ Fiz(h) definido por & = &&E6E(67Y)
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onde & é o segmento de reta que une Dy € H_ ao ponto (a + (2k + 1)7,—2) € H_, e onde

&:[0.1] — R\Fix(h)
t o (a+@k+1)m 4t -2)

&:[0,1] — R*\Fiz(h)
t o (a+@k-2+1)72)

&:[0,1] — R*\Fiz(h)
t  — <a + (2k + 1)m, —4t + 2)

&:[0,1] — RAFiz(h)
t— (a+@k+2t— 1 —2).

Segue que da Propriedade 1.2.3 que
Indnp = Indpé
= Indp& + Indpé&s + Indpés + Indpé&y + Indpés + [ndhéfl

= ]ndh§1 + Indh§2 + I?’thfg + Indh§4 + Indh§5 - I?’thfl

= ]ndh§2 + Indh§3 + Indhf4 + ]ndh§5.

Mas temos que as curvas &3 e & estao contidas em H, e H_, respectivamente. Como h

¢é constante em cada uma dessas regioes segue que Indyés = 0 = Indps. Dai:

Indppr, = 0 = Indpé&s + Indpéy.

Agora, observamos que
hot(t) = <a 4 (2k + D), 4t — 2) - (a 4 (2 + 1), — (4t — 2))
= ho &4(—t) = ho& (1), vt € [0,1]

E portanto
I?’thfg = ]ndh(&_l) = —]ndh&

o que significa que
Indhpk = [Tldh€4 — Indh§4 = 0.

Concluimos, assim, a demostracao. m
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Figura 2.4:

Daremos agora um pequeno resumo de nossa estratégia para demonstrar o Teorema do

ponto fixo de Poincaré-Birkhoff.

Considere a aplicagao
T:R*—R* T(z,y) = (z,y+ (/2)(| cosz| — cosx)).

Podemos escrever T'(z,y) = (z,y + Ta(x)).

Se N é uma regiao em R? tal que o bordo de N é o grafico de duas funcoes j,m : R — R,

entao a area de N pode ser calculada por

mmzfum—mwm

e area de N pode ser calculda por

mwNwzl/mw+nw—m@—n@wx

Em outras palavras, T preserva area.

Nas duas Proposigoes seguintes, vamos mostrar que existe um Py, € H_ que satisfaz
(T'o h)"Py € H; para algum n € N, e vamos encontrar uma curva A que pode ser levada

nela mesma por T o h, exceto perto de um dos extremos.

Nés veremos que IndropA estd muito préximo de 1/2. Como T o h estd muito préximo
de h, nés seremos capazes de deduzir que Ind,A = 1/2. Um argumento facil de simetria
mostrard que outra curva \ existe, com Ind,\N' = —1/2, nos dando uma contradi¢gao com
o Lema 2.1.1.
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Seja W a uniao das faixas verticais
W, = { (r,y) €ER%:  2kr+7/2 <z < 2k + 371'/2}
onde k € Z. Assim:
W = { (z,y) € R*  2km +7/2 < <2krw+31/2, paraalgum k € Z}

Entao W nao contém nenhum ponto fixo. Escolhemos ¢ > 0 tal que ||(z,y) — h(z,y)|| > ¢

para todo (z,y) € W. Isso é possivel: basta provar para (z,y) na regiao
R = {(x,y)eRQ; m/2 < x < 3m/2, Ogygl},

De fato, uma vez provado que existe € tal que ||(z,y) — h(z,y)|| > € para todo (z,y) € R,
tomamos

0 <eg <minfe,r,m} e (anyQ> eW,

e teremos
2km <z <7m(2k+3/2) para algum k€ Z e ygo € R.

Agora ha duas hipdteses a considerar:
(a) Se (zq,yq) € Hy U H_, entao ||(zq,yq) — h(zq, yo)|l = min{ri, r2} > .
(b) Se (zg,yq) € S entao yg € [0, 1]. Isto implica que:
(xq —2km,yg) € R

logo
hzq — 2k, yq) = h(zq, yq) — (2k,0)
e portanto
1(zq,yq) — Mzq. o)l = (zq,yq) — h(rq — 2kT,yq) — (2km,0)||
= (2 = 2km,yq) — h(zg — 2km, yo)||

> € > €.

Dai, existe € > 0 tal que |[(z,y) — h(z,y)| > ¢, V(z,y) € W.

Na regiao R, a fun¢ao ®(z,y) = ||(z,y) — h(z,y)|| é continua e positiva, com R compacto,

logo, ® admite um minimo positivo.
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Além disso, T" move somente pontos que estao em W, e os move de uma distancia de,
no maximo, €. Portanto, T' o h ndo tem pontos fixos em W, pois (z,y) = T o h(z,y) com
P € W, implicaria em

e > [T o h(z,y) = h(z, y)|| = [l(z,y) = h(z,y)] > €,

que é uma contradigao.

Observamos que a aplicacao T é inversivel, com
T (z,y) = (z,y — (| cosz| — cosz)).
De fato,
ToT 'z,y) = (z,y—(Jcosz|—cosz)+ (|cosz|— cosx))
= (z,9).

Mais que isso, T' e T~! sao continuas. Logo, T' é homeomorfismo.

Proposicao 2.1.1 Seja h : R? — R? homeomorfismo que preserva drea, e que, para algum
r<0<ryoury,<0<ry:

h(flj,y) = (.T+7"1,y) ; S€ ($,y> GHJr
h(fE,y) = (l‘—f—?“g,y) , S€ (ZL‘,y) € H-
hz+2m,y) = h(z,y)+(27,0), para todo (x,y) € R* .

Suponhamos que h tem no maximo uma familia de periddica de pontos fixos. Entao existem
um ponto Py € H_ e um n € N tais que (T o h)"(Py) € H,.

Demonstracao:
Defina:
Dy = H\(Toh)'H_

Dy = (Toh)Dy= (Toh)H_\H_

Bem, sabemos que T' e h sio homeomorfismos, entao estd bem definida a aplicagao (Toh)™! =

h=' o T~ e todas as suas iteradas.
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Y n/2-r- u-r: 3u/2-r: 2o-r: 5u/2-r: 3m-r: 7n/2-r:

Figura 2.5:

Observamos que:
(r,y) € Dy < (v,y) € H\(Toh)'H_
& (z,y)€H_ e (v,y)¢ (Toh) 'H_
& (v,y) e Ho e Toh(z,y) ¢ H-
& (vyy) € Ho e Toh(x,y) € H U Int(S).

E segue dai que

onde
Int(S) = { (,y) €R% 0 <y < 1 }

Temos também:
(x,y) € Int(S) = h(z,y) € Int(S)
= h(z,y) = (u,v) com 0<v<1

= Toh(z,y) = <u,v +¢/2(|cosu| — cosu)).

Como £(|cosu| —cosu) > 0, para todo u € R, segue que v + £(| cosu| — cosu) > 0, para

todo u € R, e assim
Toh(zx,y) ¢ H-, paratodo (x,y) € Int(S)
O que implica em
Toh(x,y) € Int(S)U Hy, paratodo (z,y) € Int(S).

30



Figura 2.6:

Dai segue que
Toh(Int(S)UH) C Int(S)U H,.

De (2.4) e (2.5) temos que
T o h(Dy) C Int(S)U H,.

Assumimos, por hipétese de indugao que Dy C Int(S)U H,, e entao
Toh(Dy) CToh(Int(S)UHy) C Int(S)U Hy

ou seja

Dy C Int(S) UH,.

Pelo Principio de Inducao Matematica
D; C Int(S)U H, para todo i € N\{0}.
Analogamente,

DiCcH. = h'H cH e T'H_ CH._

= (T'oh)™'H. = T '(h'(H.)CH- .

Dai temos que
Dy = (Toh) " (Dy)C(Toh)'"H_.CH_ .

Novamente, assumimos por hipotese de inducao que D_, C H_. Segue que

D_g41) = (Toh)'D_yC(Toh)"H_ C H_ .

Pelo Principio de Inducao Matematica, segue que D; C H_, para todo ¢ < 0.

Em particular, D; N Dy = (), para todo i € N\{0}.
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Observamos que T o h é uma bijecdo, logo, (T o h)* é uma bijecao, para cada k € Z. Dalf,

dados dois conjuntos A, B quaisquer, vale que
(ToW*(ANB) = (To h)*(A) N (T o h)(B),

entao
(T o h)*(D; " Dy) = (T oh)*D;N (T o h)*Dy

e portanto,
0 = Dy+; N Dy, para todo k € Z , e para todo N\{0}.

Em outras palavras: D; N Dy = 0, sempre que j # k.

Neste momento vamos definir a relagao
(x,y) =(a,b) <= JkeZ : (a,b)= 2kr+x,vy).
A relagao = é

e Reflexiva, pois
(a,b) = (2.0m +a,b) = (a,b) =(a,b).

e Simétrica, pois
(z,y) = (a,b) = (a,b) = (2k7 +2,y)
= (z,y) = (a — 2km,b)

= (a,b) = (z,y).
e Transitiva, pois
(z,y) = (a,b) e (a,b) = (s,t) = (a,b) = (2kw +z,y) e (s,t) = (2k7 +a,b)

(2(k — k) + z,y)

(s,t).

= (s,t)

= (z,9)

Entdao = ¢ uma relagao de equivalencia. Coisderemos R%*/ = o espago quociente. Em R?/=,
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cada D; estd bem definida pois

(1) (r,y) € Dy & (z,y) € H_ \(Toh) 'H_
& y<0 e Toh(x,y) € H-
& y<0 e Toh(x+2kmy)gH ., Vkel
& (x4 2km,y) € Dy

(2) (z,y) € D} z,y) € (T o h)'(Do)

Toh)*(z,y) € Dy

¢t ¢ ¢ 2

(

(

(T o h)™!(x + 2k, y) € Dy

(x + 2km,y) € (T o h)'(Dy)
<

Agora vamos calcular a area de cada D; em R*=. Como T e h preservam &rea, as aplicagoes

induzidas por T e h em R?*/= estdo bem definidas, pois
T(z,y) = T(zx+2kmy) , VEk
h(z,y) = h(z+ 2km,y) , VEk,
e preservam area. De fato, se R é regiao em R?/=, definimos
R = {(z,y) €R*; (z,y) e R}N[0,27] x R

e temos

A = AR) = A(Toh(R)) = A(T o h(R)).

Bem, defina Ry = Dy N [—7r2, 2w — 15] X R. Entao
A(Dy) = A(Ro) — / drdy
Ro

A curva v : [0, 37/2] — R?;

0 (t,ecos t) se /2 <t < 3m/2;
1) —
! (=2t +37m/2) se0<t<m/2
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é tal que seu traco é o bordo de Dy. Pelo Teorema de Green segue que:

3m/2
A(Dy) = /D dudy = / NOYAGY

w/2 3m/2
= / dedy—i—/ —ccostdt
0 w/2

3r/2 — 9e

= [—esint]

Dai que Dg tem area de 2¢, e como T' e h preservam area, entao 1" o h preserva area, e

portanto cada D; tem area 2¢.

Calculemos agora a area de S.
A(S) = A(SN[0,27] x R) = A([0,27] x [0,1]).

Mas [0, 27] x [0, 1] é um retangulo, cujos lados medem 1 e 27, portanto, sua area é dada por
2.

Agora, lembramos que D; N D; = 0 se i # j. Entao
A(D;) + A(D;) = A(D; U Dy)
e logo

A(iL:J()Di) — e,

Escolhemos n > 0 tal que 2ne > 27, e temos que

A(OD,-) > A(S),

portanto existe ¢ € N tal que D; C S. Segue que D; N Hy # (. Ou seja, D; (i > 0),
eventualmente intersecta H,. Como D,, C (T oh)(H_), nés mostramos que existe um n > 0

tal que (Toh)"(H_.)NH, #0. =
Proposicao 2.1.2 Seja h : R? — R? homeomorfismo que preserva drea, e que, para algum
ry,re > 0,
hazy) = (w—riy), se (z,y) € Hy;
hzy) = (z+72,y), se (zv,y) € H;
h(z +2m,y) = h(z,y)+ (27,0), para todo (z,y) € R*.

Suponhamos que h tem no mdximo uma familia de periodica de pontos firos. Entao existe
uma curva v : [0,1] — R*\Fiz(h) com v(0) € H_ e v(1) € Hy tal que Indyy =1/2.
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Figura 2.7:

Demonstragao: Pela Proposi¢ao Proposicao 2.1.1, existe Py € H_ tal que (Toh)"Py € Hy,
para algum n € N. Para tal n, escolnemos um ponto Py € Dy tal que P, = (T oh)" €
(T'oh)(H_) com coordenada y méxima. Tal P, pode nao ser iinico, mas ele existe, pois, pela
periodicidade de cada D;, basta observarmos a regiao compacta (T o h)(H_) N {(z,y); y >

0, 0 <z <27}, e vemos que y é uma fun¢do continua nessa regiao, logo tem um maximo.

Definimos
P, = (xi,y;) = (T o h)'P,, paracada i€ Z.

Entao
Pygw=Toh(P), VieZ, e P, P,,€H,.

Sejam vy o segmento de reta que parte de P_; e vai até Py, 7; a curva tal que ~;(t) =
(T o h) (7(t)), para todo ¢ € [0,1], e para todo ¢ € Z, e finalmente, seja

Y =% Tn—1"n,

entao T o h(7) = MY2- - T Vn+1-

Nos precisaremos dos seguintes fatos sobre v:

1. A curva yv,41 = - - Yne1 NA0 tem auto-intersecao.

Como 7y é um segmento de reta, e v; (i = 1,...,n + 1) é a i-ésima poténcia do

homeomorfismo 7" o h, segue que cada 7; nao tem auto-intersecao.

Agora, suponhamos por absurdo que 7; e y;, com ¢ < j, se intersectam em algum

ponto diferente do ponto final ou inicial, que ocorre quando j = i + 1. Chamaremos
vi(s1) = 7;(s2) = (q1,¢2) esse ponto.
Entao 7o(s1) = (T oh)™'(7i(s1)), e logo

(T oh) ™ (q1,q2) = (Toh™(v;(s2)) = 7j—i(52),
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onde j — ¢ > 0.
Mas vo(s1) € Dy, € vj—i(s2) € D;j—; C S U H,, que é uma contradigao.
2. Nenhum ponto de v tem coordenada-y maior que P, 1.

Como escolhemos P, com coordenada-y méxima, segue que y, > y para todo (z,y) €
Yn-
Mas v, C S, Vi < n, logo

yn >y V(ry) e
Como Ynt1 = Yn + 5(| cos x| + cos z,,), temos
Yt > Yo >y, V(z,y) €7

3. Nenhum ponto de 7" o h(7) tem coordenada-y menor que P_;.
Temos 71 < y V(z,y) € v C D_1UD,.
Temos ainda

72CD1UD2CSUH+
: = Y2 Y1 CSUHY
Y41 C DU D, C SUHY

Entdoy_1 < y, V(x,y) € 2 -7 CSUH,.

Agora, se (z,y € v, ha duas hipdteses a considerarmos:
(1) (x,y) € SUH, e, portanto y_; < y.
(2) (x,y) € H_ e nesse caso

(x,y) = Toh(a,b), com (a,b) € v
= (a+r2 , b+ %(|COSLE| +Cosx)>.

Elogoy > b > y_;.

Nos podemos, agora, calcular o Indr.,7y.

Pela construcao que fizemos:
Pn+1 - (In-i-la yn-‘rl) = (mn —T1,Un + 5!)7 Onde 0 S 61 S €]
Py = (70, 90) = (x_1+7rey,y_1+0),onde 0<dy <e.
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Figura 2.8:

Vamos calcular o angulo entre os vetores (Py — P_1) ¢ (P11 — P).

Sejam « e 3 os angulos que P, P, e P_1 Py fazem com o eixo-x, respectivamente. Sejam,

também, Q" o ponto em que as retas que contém P, 1P, e P_1 P, se encontram, e ¢; e 05 0s
angulos <<QQ’P, 1 P_1, e <P,41P_1Q’, respectivamente. Entao, pelo triangulo AP, 1 P_1Q’
vemos que 01 + 0y + o+ 3 =7 ousejaf =71 — (a+ f3).

Mas tana = (61/r1) e tan 8 = (d/r2) dai que

0 = m — |arctan(dy/r1) + arctan(ds/79)]

Pelo primeiro item do Lema 2.1.1, temos:
Indyony = (0/27)(modl)
e logo
Indropy = ((% — 1/2m)(arctan(d; /r) + arctan(dy/r — 2))) (modl).
Observamos que 0 < §; < & < r; para i = 1,2, e observamos ainda que
0<§<e<r, = 0<(0;/ry) <e/ri<1
= 0<(6/r) <1

= 0 < arctan(d;/r;) < w/4

Dai segue que:
0 < arctan (8;/r1) + arctan(dy/r2)) < /2.

Entao

1/2 > 1/2—(1/27r)<arctan(51/r1)—I—arctan(52/r2)> > 1/2—n/4n = 1/4.
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Portanto
1/4 < 0/2r <1/2.

N6s devemos mostrar que a congruéncia Indrony = (0/2m)(modl) pode ser trocada por

uma igualdade, que é Indropy = (0/27)(modl). Aqui vai um esquema prévio do argumento:

O Indp.ny é a rotagao total do vetor ”g+§”, onde @) = T o h(P), quando P percorre 7.

A idéia é observar que temos a mesma rotacao total se primeiro tomarmos P = P_; fixado,
e apenas movermos @) por T oh(y) de Toh(P_1) = Py a P, 1, e entdo tomarmos () em P, 4

e movermos P por v de P_; a P,.

Mas agora, ao invés de movermos @) por T o h(y) e P por 7, nés podemos mover Q) pelo
segmento de reta de Py a P, e entao mover P através do segmento de reta de P_; a P,.

Nessa situacao, a rotagao total é como queremos.

Para o argumento preciso, parametrizamos a curva -, através da seguinte aplicacao:
P:[-1,0] — R?

t — (=P +(t+1)P.

Extendemos a aplicagdo P ao intervalo [—1,n + 1] fazendo

Toh(P(t))=P(t+1) para —1<t<n.

A aplicagao P esta bem definida pois, para qualquer ¢ € [—1,n + 1], podemos tomar ¢ o

maior inteiro tal que ¢t < ¢, e chamando r = t — ¢, temos que
0<r<1 = —-1<r—1<0 e t=r+t
E assim
P(t) = P(r+1t)
= Toh(P(r+(t—1)))
— (Ton(P(r+1-2))
= ... = (Toh)YP(r)),

onde r € [—1,0].

Por definigao, Indr.,y é calculado de

P:[-1,n] — &'

t —
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N6s podemos usar, entdo Py : [~1,2n + 1] — S* definido por:

_ p —1<t<n:
POZ{P(t) se —1 <t < mn;

P(n) sen<t< 2n+1.

Observamos que P, é constante em [n,2n + 1]. Daf que se P : [-1,n] — R é um
1,2n + 1] — R definido por:

[—
- (t) se —1 <t <mn;
Py(t) = { P(n) sen<t< 2n+1.

levantamento de P por 7, segue que P, :

é um levantamento de P,. De fato:
Se t € [~1,n], entdo mwo Py(t) = mo P(t) = P(t) = Py(t).
Se t € [n,2n+1], entio mo Py(t) = mo P(n) = P(n) = Py(t).
Agora, observamos que
Indropy = P(n) — P(—1) = Py(2n + 1) — By(—1)
e isso justifica o fato de podermos usar P, como descrito acima.
Nos agora definiremos uma familia continua de aplicagoes
Py:[-1,2n+1] — S', paratodo0 < A <n+2,

todas com mesmos pontos final e inicial, e tal que a aplicacdo final P, é apenas um aumento
mondétono de um angulo de arctan(dy/ro) por m — arctan(my /ry).

O que queremos seguird imediatamente do ultimo comentario sobre levantamentos de

homotopias ao final do capitulo anterior.
Definiremos Py em duas partes:

Parte 1: 0< A <n+1.

( P(+1)—P(-1) '

o D] Se —1St<A-T
P(t+1)—P(t—2\) ‘
5 PPy 5S¢ A1t

P(nt1)—P(t—))
[|P(n+1)—P(t—\)|
P(n+1)—P(n)

\ [[P(n+1)—P(t—n)|

pose n<t<n+4\

se n+A<t<2n+1;
Observamos que:
e se —1<t< ) \—-1:

P(-1) = Pt+1) <= -1=t+1 <= t = -2

Mas —1 <teentdao P(—1)# P(t+1).
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eseN—1<t<n:
Pt—)) = P(t+1) <= t-\A=1+1 <= \= 1.
Mas 0 < A<mn+1leentdo P(t—A\) #P(t+1).
esen<t<n+\:
Pt—A) = Pln+1) — t-A=n+tl < (-1 =mn+\
= t < t-1
eentao P(t—\)# P(n+1).

esen+A<t<2n-+1:

n#n+1 sempre, elogo P(n)# P(n+1)

Parte 2: n+1<Ax<n+2.
Sejam P’ :[0,n+ 1] — R? e P”: [-1,n] — R? os segmentos de reta que unem P(0) a
P(n+1) e P(—1) a P(n) respectivamente. Entao:

P:0,n+1 — R?

t —

P’:[-1,n] — R?

Y

t —

— ((t +1)P, + (n— t)P,1>

Para 0 < p < 1, definimos P, 414, [-1,2n+1] —  S! por:
Se —1 <t < n, entao:

Bri(t) = (1—p)P(t+1)+pP'(t+1)— P(~1)
el I(1—p)P(t+1)+pP(t+1)— P(-1)|’

E,sen <t <2n+ 1, entao:

P ) — Pn+1)—(1—pwPt—n—1)4+pP"(t—n—1)
|P(n+1) — (1 —p)P{t—n—1)—pP"(t—n— 1)

P, estd bem definida:
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Se -1 <t<n:
Pn+1+/\(t) = ﬁ, onde
P=P(-1) e Q=(1—p)P{t+1)+uP(t+1).

Agora observamos que

Pit+1)€vye...Yur=Toh(y), eque P(t+1)e P0)P(n+1).
Bem, sabemos que a coordenada-y de P(t+1) é maior que a coordenada-y de P(—1) =
P_1, e pelas propriedades de P(0)P(n + 1), a coordenada-y de qualquer ponto em
P(0)P(n+ 1) é sempre maior ou igual a coordenada-y de P_;, sendo igual somente
no caso em que Fy e P_; tém a mesma coordenada-y, e u = 1. Mas, em tal caso,

Poio(t) = ”8+§” onde P = P_; e Q = Fy. Sabemos que P_; # Py, logo, mesmo neste

caso, P14, estd bem definida.
Sen<t<2n+1:
Q=Pn+1) e P=(1—-pPt—n—1)+pP"(t—n-1).

Sabemos que a coordenada-y de P(t —n — 1) é sempre menor que a coordenada-y de
P(n+1). De fato:

t<2n—-1 = t—n < n-1
= t—-n—-1<t—-n<n—-1<n+1
— P(t—n—1) # P(n+1)

Por outro lado, P"(t —n —1) € P_1P,, que é um segmento de reta nao-horizontal.
Segue que a coordenada-y de P”(n+1) é sempre menor que a coordenada-y de P(n+1)
exceto, possivelmente, quando ¢t = 2n+1lepu = 1.

Mas nesse caso: P = P, = P,.; = Q. Entao P, estd bem definida.

Falta ainda, mostrar que Py é continua para todo .

Parte 1:

et = \—1. Temos que

P(t+1) — P(~1) P(\) — P(~1)
AT = ey Pl T TP - P(D)]
 PA—141)—POA—1-))
|IPA—=14+1)—PA—=1=))
_ P(t+1)—P(t—\)
RN
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e t = n. Temos que

. P(t+1)—P(t—\) _ P(n+1)—P(n—\)
TN PGr ) - PE-N] [P+ 1) - Pi- ]
_ Pln+1)—-P(t-))
[P+ 1) = PE=N)|

e t = n+ A Temos que
- Pn+1)-P{t-)) _ P+1)-P(n)
CENTA T P ) - PN TP D) - Pl

Como P é continua em [—1,\ — 1], em [A —1,n], em [n,n + \], eem [n+ \,2n + 1], e

como Py estd bem definida em A — 1, em n e em n + ), segue que Py é continua.
Parte 2

t =n é o unico ponto de possivel descontinuidade. Temos:

(1—p)Pt+1)+puP(t+1)— P(—
(1= p)P(t+1) +pP'(t+1) = P(—
(1—p)Pn+1)+pP(n+1)—P(-1

11 = p)P(n+1) 4+ uP'(n (—

(n (-
(n (—

1) -
D -
1) -

"U“U

)+ )
[P(n+1) = (A=) Pt—n—1)+pP"{t —n—-1)

Agora, vamos ao célculo de Indr.,C:

Primeiro, observamos que H(t,\) = Py é uma homotopia tal que

H(t,0) = Py(t) e H(t,n+2) = Poa2(t)Vte[-1,2n+1].
Daf, pelo Teorema 1.1.2, H pode ser levantada por uma homotopia H (¢, M) tal que

H(t,0) = Py(t) e H(t,n+2) = Poo(t), Vte[-1,2n+1].

Vemos que ]5n+2(t) e Py(t) tém as mesmas extremidades e logo

Py(2n + 1) — By(—1 P,y — P, io(—1
Indyopy = o(”+2)7r o(=1) _ Puyo 27T+2( ).
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Agora:

PPy B |
Proalt) = { By seisisn
1P(nt1)—P"(t—n—1)]| sen S t S 2n + 17

Entao para t € [—1,n]:
Pl(t+1) — P(-1)

Pyt
20 = Py = P
1/(n+1)(tPe, + n+1—t)P0> ~ P,
11/ 1) (s + n+1—t)P0> — P4
1/(n+1) (t 1 — + (n+1—t)(Pg—P_1)>
11/ + 1) (s = P1) + (1= 0)(B = P) |
W+ (nt+1l-t)a
|tt + (n+1—t)d|’
onde, 4 é o vetor (Py — P_1), e ¥ é o vetor (P41 — P_q).

E parat € [n,2n+ 1]:

~ _ Pln+1) - P't—n—-1)
Poia(t) = [P(n+1) — P'(t—n—1)]
)
)

P(n+1) — 1/(n+1)<(t—n)Pn + <2n—t+1)P,1)

- 1/(n+1)<(t—n)Pn n (2n—t+1)P_1>||

|P(n+ 1

I/ (n+ D) (t—n)(Puy1—Py) + 2n—t+1)(Pyi1 — P1))

( )
11/G0+ D)t =) (Pass = Pa) + 20—t 4 )Py = 1) |

)

)

2n—t+1)u
(2n —t + 1)d||

onde @ é o vetor (P41 — Pp).
Observamos que « + 3 + 0, + 6, = 7, e dai segue que 3+ 0 + 05 < 7.

Quando t € [—1,n], temos que (t+1)7+ (n —t)d estd no segmento de reta que une @ a v,
ou seja no segmento de reta Py, P, 1. Temos também que, pela definicdo de P_y, Pye P, 1,
o angulo <(Py, P_1,P,y1) = 09, que estda em [0,7]. Chamando de ¥(¢) o angulo que
(t+ 1)7 + (n — t)u faz com @, segue que W(t) estd entre /||| e v/||7]] € S*. Entao temos
que W¥(t) é o menor angulo entre @ e P, (), e logo,

0 < \IJ(t) < <[(P0,P_1,Pn+1) = 92, Vt € [—1,n]
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Pn+l

Pn
y=1
B\ _~ M
P PII B
N w a
v
y=20
' - Po
B 5
Pi
Figura 2.9:

E sabemos que 7 : R — S! restrita ao intervalo (—7/2,37/2) é um homeomorfismo.

Segue dai que

T(W(t)+68) = (cos(¥(t)+ B),sin(¥(t) + 7))

= Punlt), Vte[-1,n].

Quando t € [n,2n 4+ 1], temos que (t —n)w + (2n + 1 — )7 estd no segmento de reta que
une os pontos iniciais do vetor ¥ ao vetor @, ou seja, estd em P_;P,. Temos também que,
pela defini¢do de P_y, P, e P,1, 0 angulo <(P_1, P11, P,) = 601, eétalque §; + 0y < .
Chamando de ®(t) o menor angulo que (¢t —n)w + (2n + 1 — t)v faz com v, segue que D(t)

é o menor angulo entre ¥ e P, 5(t). Em outras palavras, ®(¢) ¢ tal que
m(®(t) +0y) = P,a(t), Vte[n2n=1].
Extendemos ¥(t) ao intervalo [—1,2n + 1] de maneira que
se te[n,2n+1], entdo V(t) = P(t) + 0o

Segue daf que ¥(t) é o angulo que P, 5 (t) faz com /||| em S, para qualquer t € [—1,2n+
1].

Entao

m(U(t)+8) = (cos(¥(t)+ B),sin(V(t) + B))

= P,o(t), Vte[-1,2n+1].

Pela definigdo de levantamento, temos que W¥(¢) é um levantamento para P, o(t) por T,

e ainda:

U(2n+1) = B+6,+0, = +0 e V(-1) =3
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Podemos concluir que
I?”LdTOh’)/ = 9/27‘(’ (27)

Agora, se definirmos

T, : R®* — R?
(r,y) +—— <x,y+s—2€(|cosx|—cosx)>

Entao
To=1d ¢ Ty =T.

Segue que, para qualquer 0 < s <1, temos que Indr,o, esté definido, e
1
Indg,on = 5 (arctan(s&l/rl) + arctan(ség/r2)> (mod 1).

Mas vimos que essa congruéncia é, na verdade, uma igualdade para s = 1. Pela Pro-
priedade 1.2.1, sabemos que Ind; .,y varia continuamente em relagao a s. Sabemos, também,
que

Indrony = Indropyy = 0/2.

Dai que, como

1
Indr,on = 5 (arctan(sél/rl) + arctan(ség/m)) (mod 1),
segue que
1
Indr,on, = 5 (arctan(sél/rl) + arctan(ség/r2)> (mod 1).
E portanto
1
Indr,opy = Indyy = 3
"

Agora, estamos em busca de uma curva 7 tal que seu indice em relagdo a h seja —1/2.
Nossa estratégia sera a de fazer um estudo andlogo ao que fizemos para h, para h~!, de forma

a encontrar curva 7' tal que Ind,y = —1/2.

Temos a seguinte proposicao:

Proposicao 2.1.3 Seja h : R? — R? homeomorfismo que preserva drea, e que, para algum

ri,ro > 0, valem as sequintes propriedades:
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h(l‘,y) = (iL‘ + Tlay)> se (3:73/) € HJr;
h(l’,y) - (JZ—TQ,y), se (ZL‘,y) GH—;
hz+2m,y) = h(z,y)+(27,0), para todo (x,y) € R?.

Suponhamos que h tem no maximo uma familia de periédica de pontos fixos. Entao existe
uma curva 3 : [0,1] — R?\ Fiz(h) com p(0) € H_ e p(1) € H e tal que Indpp = —1/2

Demonstracao: Pela Proposicao 2.1.1, existe Py € H_ tal que (T o h)"Py € H,, para
algum n € N. Para tal n, escolha um ponto P, € (T o h)"(H_) com coordenada y méaxima.

Definimos
P, = (zs,y;) = (Toh)'Py,, paracadai€ Z.

Entao
Pi+1 = TOh(R)a \V/ZEZ7 € PTM Pn-l—lEH-‘r’

Seja vp 0 segmento de reta que parte de P_; e vai até Fy. Seja também
v = (T oh) (), para cada i € Z,

e finalmente, seja
Y= Y7 - Tn-1"n-

Entao

Toh(y) = Y2 YnYnt1-
Nés precisaremos dos seguintes fatos sobre 7:
1. A curva vy,4+1 = Y - - - Yny1 Nao tem auto-intersecao.
2. Nenhum ponto de v tem coordenada-y maior que P, 1.

3. Nenhum ponto de T" o h(7) tem coordenada-y menor que P_;.

Agora vamos calcular o Indr.,7y.

Pela construcao,

Pn+1 = (xn-i-layn-i-l) = (xn + T1,Yn + 61)7 onde 0 S 51 S €]

P = (o, Yo) = (x_1—r9,y_1+02), onde 0 <4y <e.
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/ A Py—P_1 Poy1—Pn
Temos, também que o angulo entre BB 1] € TPesiPu]

0 = m — [arctan(d;/r1) + arctan(dy/13)].

Chamaremos « o angulo que P, P, faz com o eixo-x, e # o angulo que P_1F, faz com o
mesmo eixo.

Entao

1
Indropy = - — 7 ( arctan(dy /ry) + arctan(52/r2)> (mod 1).

Parametrizando vy por

P:[-1,0] — R?

temos que P é o segmento de reta partindo P_; e chegando a Fj.

Extendemos P ao intervalo [—1,n + 1] fazendo

P(t+1) = Toh(P(t)) paratodo te€[—1,n].

Pela definicao de indice, podemos calcular Indr.,y através do levantamento por 7 da

aplicacao

P:[-1,n] — &'
P(t+1) -
|P(t+1)—

(t)
QI

P
P

t —

Definimos P, : —1,2n+1] — St

P P(t) se—-1<t<mn;
07 P(n) sen<t< 2n+1.
Podemos usar P, para calcular o Indg.,y, pois se P [—1,n] — R ¢é levantamento de

P por 7, entdo Py : [—1,2n + 1] — S definida por
- {P@)se —1<t<m

P, =
0 P(n) se n<t< 2n+1;

também é levantamento de F, por 7.
Como na demonstracao da proposi¢ao anterior, definiremos uma familia continua de

aplicagoes
Py :[-1,2n+1] — S 0< A< n+2,
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todas com mesmos pontos final e inicial, tal que a aplicacdo final P,,, é apenas a subtracao
mondétona de um angulo de arctan(dy/ro) por m — arctan(my /rq).

O que queremos seguird imediatamente do ultimo comentario sobre levantamentos de
homotopias ao final do capitulo anterior.

Definiremos Py em duas partes:

Parte 1: 0 <A <n+1.

( P(t+1)—P(-1)
[P@E+1)—P(=1)|
P(t+1)—P(t=))

= |P(+1)—P(t=A)]

P(n+1)—P(t—))

[P(n+1)—P(t=A)|l

P(n+1)—P(n)
\ [[P(n+1)—=P(t—n)]

se —1<t<A—1;

se A—1<t<m

se n<t<n+4 X

se n+A<t<2n+1;

Parte 22 n+1 <A <n+2

Sejam P’ : [0,n + 1] — R? e P”: [~1,n] — R? os segmentos de reta que unem P(0) a
P(n+1) e P(—1) a P(n) respectivamente. Entao:

P:0n+1 — R?

t —

— (um1 Y (nt1- t)PO)

P’:[-1,n] — R?

t —

— ((t +1)Py+ (n— t)P,1>

Para 0 < p <1, definimos:
Se —1 <t < n, entao:

Bot) = (1= p)P(t+ 1)+ pP'(t+1) = P(-1)
P T @ = )P+ 1)+ pP(E+ 1) — P(-1)|

E,sen <t <2n+ 1, entao:

J2) t) = Pn+1)—(1—pw)P{t—n—1)+uP"(t—n—1)
nt-1+4p |P(n+1)— (1 —pu)P{t—n—1)—puP"(t—n—1)|

Agora, vamos ao calculo de Indro,y:

Primeiro, observamos que H(t,\) = P, é uma homotopia tal que
H(t,0) = Py(t) e H({t,n+2) = Po(t)Vte|[-1,2n+1].
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Dai, pelo Teorema 1.1.2, H pode ser levantada por uma homotopia f[(t, A) tal que

H(t,0) = Py(t) e H(t,n+2) = P,s(t), Vt.

P,io(t) e Py(t) tém as mesmas extremidades. Bem:

Py(2n+1) — By(—1) Poio — Poio(—1)

Indropy = _
naron”y o =
Agora:
Pr1)=P(=1) _ '
Prialt) = { R, S S
PP -] Sen<t<2n+1;

Entdo para ¢ € [—1,n]:
P(t+1) — P(-1)
[1P'(t+1) — P(=1)]]
1/(n+1)

11/(n +1)

pn+2 (t)

tPnJrl —+ (Tl-'-l-t)Po) — P,l

1Py + (n+1—t)P0> — P

1/(n+1)

11/(n+1)

t(Pn+1—P_1> + (n+1—t)(P0—P_1)

~— N/ N ~— N|—

)
HPoss = Poa) + (n+1=1)(Ry = Poy))|

onde, @ é o vetor (Py — P_y), e U é o vetor (P41 — P_1).
E parat € [n,2n+ 1]:
Pn+1) — P'"(t—n-—1)

Prsa(!) [P(n+1) — P'(t—n—1)]|
P(n+1) — 1/(n+ 1)<(t )Py + (2n—t+ 1)P_1>

CP(+1) — Y+ 1)(E=nP + @n—t+1)P,)]
Y+ D= )P = P) + (20—t 4+ 1)(Pusa — PL1)))

11/ -+ 1) (= 1) (Pass = Pa) + (2= t+1)(Pays = P1)) |
_ (t—n)(W) + 2n—t+1)u

(= n)(@) + 2n—t+ )i

onde W é o vetor (P11 — P,).
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Definimos, como na proposi¢ao anterior, (' o ponto em que as retas que contém P, 1P,
e P_1 P, se encontram, e #; e 05 os angulos <Q'P, 1 P_1, e <P, 1P_1Q' .

Observamos que

a++60,+60, = 7,

e dal segue que
o+ 91 + 02 S .

Quando t € [—1,n], temos que (t+ 1)T+ (n —t)@ estd no segmento de reta que une « a v,
ou seja no segmento de reta Py, P,,,. Temos também que, pela definicdo de P_y, Pye P,,1,
que o angulo <(Py, P_1, Poy1) = 65 € [0, 7).

Chamando de ¥(t) o angulo que (¢ + 1)U+ (n — t)u faz com , segue que V() estd entre

a/||d|l e v/||v]] € S*. Observamos que

[

ETi (COS(?T — ), sin(m —ﬁ)>

HZTH = <COS<7T — [ —by),sin(r — 3 — 92))

=

Entao temos que ¥(t) é o menor angulo entre @ e P, 5(t), e logo,
0 S q’(t) S <I(P0,P,1,Pn+1) = 92, vVt € [—1,77,]

E sabemos que m : R — S! restrita ao intervalo (—7/2,37/2) é um homeomorfismo.

Segue dai que
m(r=V(t)—p) = (COS(ﬂ' —U(t) — B),sin(mr — ¥(t) — ﬁ))
= PnJrQ(t)’ vVt € [—1,71]

Quando ¢ € [n,2n + 1], temos que (t —n)w + (2n + 1 — ¢)¥ estd no segmento de reta que

une os pontos iniciais do vetor v ao vetor w, ou seja, estd em P_iP,.

Temos também que, pela definigdo de P_y, P, e P,.1, o angulo <((P_1, P41, P,) = 04,
eétal que #; + 0y < m.

Chamando de ®(t) o menor angulo que (t — n)w + (2n + 1 — t)¥ faz com ¥, segue que

®(t) é o menor angulo entre ¥ e P, 5(t). Em outras palavras, ®(¢) é tal que
m(mr—B—®(t) —0y) = P,n(t), Vte[n,2n=1].
Extendemos ¥(t) ao intervalo [—1,2n + 1] de maneira que
se te€[n,2n+1], entao V(t) = ®(t) + 6.
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Figura 2.10:

Segue daf que ¥ (t) é o angulo que P,,»(t) faz com @/||i| em S!, para qualquer t € [—1,2n+
1].

Entao

m(r—B—=() = (cos(m—p3—U(t)),sin(r — [ — V()

= Poa(t), Vte[-1,2n+1].
Pela definicao de levantamento, temos que
©:[-1,2n+1]: — R
t — T—=0F-=Y()
é um levantamento para P, 5(t) por m, e ainda:
O2n+1) =n7—-p—-0,—0, =1—0—-0 e VU(-1) =71—-0

Podemos concluir que
[ndToh'y = —(9/27T. (28)

Novamente, definindo para cada s € [0, €]
T, : R? — TR?
se
(z,y) +—— (x,y -+ 5(| cosz| — COSQZ))

temos que
To=1d ¢ T1=T.
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Entao, para 0 < s <1, Indr,., estd definido, e
Indr.o, = 1/2 — <arctan(551/r1) + arctan(552/r2)> (mod 1).

Mas essa congruéncia ¢, na verdade, uma igualdade para s = 1. Pela Propriedade 1.2.1,

sabemos que Ind;, .,y varia continuamente em relagao a s. Sabemos, também, que

1
IndTloh7 = IndTOh’}/ = —5.
Dai que, como
1
Indr,ony = 5 (arctan(sél/rl) + arctan(ség/rg))(mod 1),
segue que
1
Indrony = —3 + (arctan(sdl/rl) + arctan(s5g/r2)> (mod 1).
Portanto |
Indp,ony = Indyy = —5
"

Agora vamos a demonstracao do Teorema 2.0.2:

Demonstracao: Teorema do Ponto Fixo de Poincaré-Birkhoff.

Sendo h um homeomorfismo que preserva area, tal que, para algum r1,79 > 0,
hz,y) = (x—r,y), se (z,y) € Hy;
ha,y) = (z+r2,y), se (z,y) € Ho;
h(z +2m,y) = h(x,y)+ (27,0) para todo (z,y) € R?.

Suponha, por absurdo que existe no maximo uma familia de pontos fixos.

Temos que valem o lema 2.1.1, e a Proposi¢ao 2.1.2. Pelo segundo item do Lema 2.1.1 e

pela Proposicao 2.1.2, toda curva  partindo de H_ e chegando a H, é tal que
Agora observamos que a inversa de h é tal que:

Wi (z,y) = (x+7r,y), se (v,y) € Hy;
h_l(l‘ay) = (ZL‘—TQ,y), s€ ({L‘,y)GH_;

h™'(z+2my) = h7'(z,y)+ (27,0), para todo (z,y) € R”.
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Chamando h(Z,y) = (z,y) segue:
h 'z +2my) = h ' ((z,y) + (2m,0)) =~ '(h(Z, )+ (27,0))
= h7'oh(x+2m,7)
= (z+2my) = (z,9y)+ (27,0)
= hYa,y)+ (27,0), V (2,y) € R%.

Entao a inversa de h, que é h™!, se encaixa nas hipdteses da proposicao 2.1.3.

Dai que existe uma curva «' partindo de H_ e chegando a H, tal que
Indy—vy' = —1/2.
Mas a Propriedade de Indice 1.2.4 garante que
Ind,—v = Indy,(h~'o7).

Podemos, entao, assegurar a existéncia de uma curva h~! o4/ partindo de H_ e chegando a
H{ com

Ind,(h™'oy) = —1/2,
0 que consiste em uma contradigao.
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