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RESUMO 

 
 
 
Essa dissertação é baseada no clássico artigo: 
M. Brown and W. D. Newmann, Proof of the Poincaré-Birkhoff fixed point theorem, 
Michigan Math. J., 24 (1977), 21-31. 
O celebrado Teorema de Poincaré-Birkhoff garante a existência de dois pontos 
fixos para homeomorfismos do anel que são de torção e preservam área. 
Segundo os autores, a prova apresentada por eles é uma modificação da prova 
inicialmente apresentada por Birkhoff em 1913 na sua primeira tentativa (segunda 
em 1925) de demonstrar esse resultado que foi formulado como conjectura por 
Poincaré em 1912 e para o qual Poincaré apresentou demonstrações para alguns 
casos particulares. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
 
 
 

ABSTRACT 
 

 

This dissertation is based on the classic article: 
M. Brown and W. D. Newmann, Proof of the Poincaré-Birkhoff fixed point theorem, 
Michigan Math. J., 24 (1977), 21-31. 
The celebrated Poincaré-Birkhoff theorem guarantees the existence of two fixed 
points to a homeomorfism of the ring which is twist and preserve area. 
According to authors, the proof presented for them is an modification of the proof 
initially presented by Birkhoff in 1913 in its first attempt (second in 1925) to 
demonstrate this result that was formulated as a conjecture for Poincaré in 1912 
and for which Poincaré presented demonstrations for some particular cases. 
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Apresentação

Seja A = {(x, y) ∈ R2; 1 ≤ x2 + y2 ≤ 4} um anel em R2.

A idéia de um homeomorfismo de torção do anel A é a de um homeomorfismo g : A −→ A

que rotaciona as duas componentes do bordo de A em direções opostas.

De fato, não podemos definir homeomorfismo de torção dessa maneira, pois ela é amb́ıgua:

uma rotação no sentido anti-horário de um ângulo θ é a mesma rotação no sentido horário

de um ângulo (2π − θ).

Resolveremos essa questão passando ao recobrimento universal de A.

O Teorema do Ponto Fixo de Poincaré-Birkhoff, também conhecido como o “último teo-

rema geométrico de Poincaré” , assegura a existência de pelo menos dois pontos fixos para

um homeomorfismo de torção do anel que preserva área.

Ele foi formulado como uma conjectura e provado para casos particulares por Poincaré,

em [5], pouco antes de sua morte. Menos de um ano depois, George Birkhoff em [1] publicou

uma prova que, embora correta para um ponto fixo, não considerou a possibilidade desse

ponto fixo ter ı́ndice 0 na dedução da existência do segundo ponto fixo. Birkhoff corrigiu

este erro em [2] publicado em 1925.

Esta monografia é baseada no artigo [3] e apresenta uma prova do teorema para dois

pontos fixos, que contém poucas modificações da prova original de Birkhoff para um ponto.

Para conseguir o segundo ponto fixo, a estratégia usada é essencialmente a mesma usada por

Birkhoff em [2].
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Caṕıtulo 1

Preliminares

Neste Caṕıtulo daremos algumas definições e estabeleceremos alguns resultados e notações

que utilizaremos no decorrer deste trabalho. Os detalhes podem ser encontrados nos livros

indicados no texto.

1.1 Espaços de recobrimento

Definição 1.1.1 (Espaço de recobrimento) Seja E um espaço topológico. Dizemos que

(E, p) é um espaço de recobrimento de X se existe uma aplicação cont́ınua p : E −→ X

com a seguinte propriedade: dado x ∈ X, existe uma vizinhança aberta U ⊂ X de x, tal que

p−1(U) é uma união disjunta de abertos em E, cada um deles homeomorfo a U via p.

Sejam B, C e D conjuntos, e f : D −→ B, g : C −→ B funções. Se existir uma função

f̃ : D −→ C tal que f̃ ◦ g = f , então dizemos que f̃ é um levantamento de f por g.

Exemplo 1: Considere π : R −→ S1 a aplicação cont́ınua definida por

t 7−→ (cos t, sin t), para todo t ∈ R.

Então (R, π) é um espaço de recobrimento de S1.

De fato, dado (a, b) ∈ S1, sabemos que se θ ∈ π−1(a, b), então:

(a, b) = (cos θ, sin θ) = (cos θ + 2kπ, sin θ + 2kπ), para todo k ∈ Z

Também temos que se θ′ ∈ π−1(a, b), então:

(cos θ′, sin θ′) = (a, b) = (cos θ, sin θ)
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Segue:

θ′ = θ + 2kπ, para algum k ∈ Z

Então, fixando θ ∈ f−1(a, b), temos que f−1(a, b) = {θ + 2kπ ∈ R / k ∈ Z}.
Considere U = S1\(−a,−b) vizinhança aberta de (a, b) em S1.

Bem, para cada inteiro k, o intervalo Uk = (θ−kπ, θ−kπ+2π) é um subconjunto aberto

da reta real. Sabemos também, que cada restrição π|Uk
é um homeomorfismo sobre U .

Então π−1(U) é a união disjunta dos abertos
⋃

k∈Z Uk.

Segue dáı que (R, π) é um espaço de recobrimento de S1.

Exemplo 2: Considere π : R× [0, 1] −→ A, com A = {(x, y) ∈ R2 ; 1 ≤ x2 + y2 ≤ 2},
a aplicação cont́ınua definida por

(t, s) 7−→ ((s + 1) cos t, (s + 1) sin t), para todo t ∈ R.

Então ([R× [0, 1], π) é um espaço de recobrimento de A.

De fato, dado (a, b) ∈ A, sabemos que se (θ, ρ) ∈ π−1(a, b), então (θ′, ρ′) ∈ f−1(a, b) se e

somente se

((ρ′ + 1) cos θ′, (ρ′ + 1) sin θ′) = (a, b) = ((ρ + 1) cos θ, (ρ + 1) sin θ)

m

ρ = ρ′ e θ′ = θ + 2kπ,

para algum k ∈ Z.

Então, escolhendo (θ, ρ) ∈ f−1(a, b), temos que

f−1(a, b) = {(θ + 2kπ, ρ) ∈ [0, 1]× R / k ∈ Z}.

Seja 0 < r < min{ |2− ρ| , |ρ− 1| }, e considere

U =
{

(x, y) ∈ R2 ; 1 + r < x2 + y2 < 2− r
}∖{

(
−ta√
a2 + b2

,
−tb√
a2 + b2

) ∈ A; t ∈ [1, 2]
}

vizinhança aberta de (a, b).

Bem, fixando θ ∈ π−1(a, b) temos que para cada inteiro k o conjunto Uk = [r, 1 − r] ×
(θ − kπ, θ − kπ + 2π) é um subconjunto aberto de R × [0, 1]. Sabemos também, que cada

restrição π|Uk
é um homeomorfismo sobre U .

Então π−1(U) é a união disjunta dos abertos
⋃

k∈Z Uk.
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Segue dáı que ([0, 1]× R, π) é um espaço de recobrimento de A.

Um caminho em X é uma aplicação cont́ınua ρ : [0, 1] −→ X. Nesse caso chamamos ρ(0)

e ρ(1) os pontos inicial e final do caminho ρ, respectivamente.

Dados dois caminhos ρ : [0, 1] −→ X e δ : [0, 1] −→ X com mesmos pontos final e inicial,

digamos ρ(0) = δ(0) = x0 e ρ(1) = δ(1) = x1, dizemos que ρ e δ são homotópicos se existir

uma aplicação cont́ınua H : [0, 1]× [0, 1] −→ X tal que:

H(t, 0) = ρ(t) e H(t, 1) = δ(t) ∀t ∈ [0, 1],

H(0, s) = x0 e H(s, 1) = x1 ∀s ∈ [0, 1],

Sejam ρ e γ caminhos em X tais que ρ(1) = γ(0). Definimos o caminho

ργ : [0, 1] −→ X por

ργ(t) =

{
ρ(2t) se 0 ≤ t ≤ 1/2,
γ(2t− 1) se 1/2 ≤ t ≤ 1,

e chamamos ργ a justaposição dos caminhos ρ e γ.

Definimos também o caminho

ρ−1 : [0, 1] −→ X

t 7−→ ρ(1− t),

e chamamos este caminho o caminho inverso de ρ.

Aqui daremos a justificativa de chamarmos a aplicação ργ de caminho, ou seja, mostraremos

que ργ é cont́ınua.

Como ρ e γ são cont́ınas, segue que ργ é cont́ınua em todo t 6= 1/2, e além disso temos

lim
t→(1/2)−

ργ(t) = ρ(1/2) = γ(1/2) = lim
t→(1/2)+

ργ(t)

E dáı temos que ργ é cont́ınua em t = 1/2, e portanto é um caminho.

Um laço em X é caminho ρ : [0, 1] −→ X tal que ρ(0) = ρ(1). Nesse caso chamamos

ρ(0) de ponto base do laço ρ.

Aplicando a definição de caminhos homotópicos à laços, dados dois laços α : [0, 1] −→ X

e β : [0, 1] −→ X, dizemos que α e β são homotópicos se existir uma aplicação cont́ınua

H : [0, 1]× [0, 1] −→ X tal que:

• H(t, 0) = α(t) e H(t, 1) = β(t), ∀t ∈ [0, 1], e
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• H(0, s) = H(1, s) = α(0) = α(1) = β(0) = β(1), ∀s ∈ [0, 1].

A aplicação H acima é dita uma homotopia de α a β.

No conjunto dos laços de [0, 1] em X com ponto base em x0, que denotaremos por

Ω(X, x0), seja ∼ a relação de equivalência tal que ρ ∼ γ ⇐⇒ ρ e γ são homotópicos. Defini-

mos o grupo fundamental de (X, x0) pelo conjunto das classes de equivalência Ω(X, xo)/ ∼.

Denotamos o grupo fundamental de (X, x0) por π1(X, x0).

A relação acima é de fato uma relação de equivalência pois tem as seguintes propriedades.

Reflexiva Se α ∈ Ω(X, xo), então temos que

H : [0, 1]× [0, 1] −→ X

(t, s) 7−→ α(t)

é uma homotopia de α a α. Segue dáı que para qualquer α em Ω(X, xo) temos que

α ∼ α.

Simétrica Dados α e β ∈ Ω(X, xo) tais que α ∼ β, temos que existe aplicação cont́ınua

H[0, 1]× [0, 1] −→ X tal que

H(t, 0) = α(t) e H(t, 1) = β(t) ∀t ∈ [0, 1],

x0 = H(0, s) = H(1, s) ∀s ∈ [0, 1].

Defina

F : [0, 1]× [0, 1] −→ X

(t, s) 7−→ H(t, 1− s).

Assim, F é cont́ınua, pois é a composição de H com a aplicação G definida por

G : [0, 1]× [0, 1] −→ [0, 1]× [0, 1]

(t, s) 7−→ (t, 1− s).

Como H e G são cont́ınuas, temos que F é cont́ınua, e ainda:

F (t, 0) = H(t, 1) = β(t), ∀t ∈ [0, 1]

F (t, 1) = H(t, 0) = α(t), ∀t ∈ [0, 1],

F (0, s) = H(0, 1− s) = x0 = H(1, 1− s) = F (1, s), ∀s ∈ [0, 1].

Logo β ∼ α.
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Transitiva Dados α , β e γ ∈ Ω(X, xo) tais que α ∼ β e β ∼ γ, temos que existem

aplicações cont́ınuas

H : [0, 1]× [0, 1] −→ X

F : [0, 1]× [0, 1] −→ X

tais que, para quaisquer s, t ∈ [0, 1] temos

H(t, 0) = α(t) , H(t, 1) = β(t),

F (t, 0) = β(t) , F (t, 1) = γ(t),

H(0, s) = H(1, s) = x0, F (0, s) = F (1, 0) = x0.

e

H(0, s) = H(1, s) e F (0, s) = F (1, s) ∀s ∈ [0, 1]

Então definamos a aplicação

G : [0, 1]× [0, 1] −→ X

por

G(t, s) =

{
H(t, 2s) se 0 ≤ s ≤ 1/2;
F (t, 2s− 1) se 1/2 ≤ s ≤ 1.

Temos que G é uma aplicação cont́ınua tal que,

G(t, 0) = H(t, 0) = α(t) e G(t, 1) = F (t, 1) = γ(t) ∀t ∈ [0, 1],

e ainda

x0 = G(0, s) = G(1, s) ∀s ∈ [0, 1].

Segue dáı que α ∼ γ.

Bem, como a relação ∼ é simétrica, reflexiva e transitiva, segue que ∼ é uma relação de

equivalência, e assim, podemos considerar o grupo fundamental Ω(X, x0)/ ∼.

Sabemos que caminhos são aplicações de [0, 1] em X. Nós podemos substituir [0, 1]

por um espaço topológico qualquer Y e definir homotopia entre aplicações. Nesse caso não

teremos ponto final e inicial, mas podemos substituir o conjunto {0, 1} por um conjunto

Z ⊂ Y .

Dadas aplicações cont́ınuas f, g : Y −→ X tais que f |Z = g|Z , dizemos que f é ho-

motópico a g relativamente a Z quando existir uma aplicação cont́ınua H : Y × [0, 1] −→ X

satisfazendo:
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1. H(y, 0) = f(y) ∀ y ∈ Y ;

2. H(y, 1) = g(y) ∀ y ∈ Y ;

3. H(y, t) = f(y) = g(y) ∀ y ∈ Z, t ∈ [0, 1].

No caso em que Z é vazio nós dizemos simplesmente que f e g são homotópicas.

Novamente , definindo a relação ∼ por

f ∼ g ⇐⇒ f e g são homotópicas

para quaisquer f, g : Y −→ X aplicações cont́ınuas, temos que∼ é uma relação de equivalência.

Teorema 1.1.1 (Teorema de unicidade de levantamentos) Sejam ((E, e0), p) recobri-

mento de (X, x0), Y espaço topológico conexo, e f : Y −→ X uma aplicação tal que

f(y0) = x0. Se existe uma aplicação f̃ : Y −→ E tal que f̃(y0) = e0 e p ◦ f̃ = f , então esta

aplicação é única.

Demonstração: A demonstração desse resultado pode ser vista em [4], pág. 21.

Teorema 1.1.2 (Teorema de levantamento de homotopias) Seja ((E, e0), p) recobri-

mento de (X, x0) e sejam Y espaço topológico arbitrário, e f : Y −→ X tal que f(y0) = x0

aplicação que admite um levantamento f̃ : Y −→ E tal que f̃(y0) = e0. Então qualquer

homotopia F : Y × I −→ X com F (y, 0) = f(y) para todo y ∈ Y poder ser levantada por p

a uma homotopia F̃ : Y × I −→ E tal que F̃ (y, 0) = f̃(y), ∀y ∈ Y .

Demonstração: A demonstração desse resultado pode ser vista em [4], pág. 22.

Sejam X e Y espaços topológicos, e f : Y −→ X tal que f(y0) = x0 uma aplicação

cont́ınua. Denotaremos por f∗ a aplicação de π1(X, x0) em π1(Y, y0) definida por

f∗([ρ]) = [f ◦ ρ] para cada ρ ∈ Ω(X, x0),

onde [ρ] e [f ◦ ρ] denotam as classes de equivalência de ρ e f ◦ ρ respectivamente.
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Figura 1.1:

Teorema 1.1.3 (Teorema de existência de levantamento) Seja ((E, e0), p) um reco-

brimento de (X, x0) e sejam Y um espaço topológico arbitrário, e f : Y −→ X uma aplicação

cont́ınua tal que f(y0) = x0. Suponha que todos os espaços considerados acima são local-

mente conexos por caminhos. Então, existe um levantamento f̃ de f por p se, e somente se,

f∗π1(Y, y0) ⊂ p∗π1(E, e0).

Demonstração: A demonstração desse resultado pode ser vista em [4], pág. 26.

Esse Teorema, juntamente com o Teorema 1.1.1 mostra que todo caminho α : [0, 1] −→ X

se levanta de maneira única a um recobrimento (E, p,X) quando fixamos α̃(0) tal que

p(α̃(0)) = α(0).

Para finalizar esta seção, apresentaremos uma proposição que será muito útil na demons-

tração do teorema central dessa monografia.

Sejam 0 < ε < π, (x1, x2) ∈ R2. Dados (y1, y2) ∈ R2\ {(x1 + 2kπ, x2); k ∈ Z}, e

k ∈ Z, defina os caminhos:

λk : [0, 1] −→ R2\ {(x1 + 2kπ, x2); k ∈ Z}

t 7−→
(
t(x1 + 2kπ) + y1, t(x2 − ε) + y2

)

λ̄k : [0, 1] −→ R2\ {(x1 + 2kπ, x2); k ∈ Z}

t 7−→
(
ε sin(2πt) + (x1 + 2kπ), ε cos(2πt) + x2

)

e definimos o laço ρk : [0, 1] −→ R2\ {(x1 + 2kπ, x2); k ∈ Z} por ρk = λkλ̄k(λ
−1
k ), ou

seja, a justaposição dos caminhos λk, λ̄k e (λ−1
k ).

Proposição 1.1.1
{

[ρk]
}

k∈Z
gera π1

(
R2\ {(x1 + 2kπ, x2); k ∈ Z}, (y1, y2)

)

8



Figura 1.2:

A proposição acima significa que qualquer laço λ : [0, 1] −→ R2\ {(x1 + 2kπ, x2); k ∈ Z}
com ponto base em (y1, y2) é tal que sua classe de equivalência [λ] contém um laço δ, que é

a justaposição de um número finito de potências de ρk, com k ∈ Z.

Observamos que a justaposição de caminhos não é uma operação comutativa, ou seja, se

k 6= j, não vale que ρkρj = ρjρk. Mais que isso, nem podemos dizer que os caminhos ρkρj

e ρjρk são homotópicos.

Então, o que queremos dizer é que existem um n ∈ N, e uma aplicação ζ : {m ∈ N; m ≤
n} −→ Z tais que podemos escrever δ = ρi1

ζ(1) . . . ρin
ζ(n), onde i1, . . . , in ∈ {1,−1}.

Observamos que se existe tal laço δ em [λ], então λ é homotópico a δ.

1.2 Números de rotação e ı́ndice

1.2.1 Definições

Sejam U ⊂ R2 um conjunto aberto, e f : U −→ R2 um homeomorfismo de U em R2 sem

pontos fixos, isto é: f(z) 6= z, para todo z ∈ U . Se λ é uma curva qualquer em U de um

ponto Z1 a um ponto Z2, definimos o ı́ndice de λ com respeito a f como sendo a rotação

total que a direção f(z)−z
‖f(z)−z‖ faz quando z se desloca ao longo da curva λ de Z1 a Z2.

Por exemplo, na figura acima, essa direção faz um total de 1
2

volta no sentido horário, e

então o ı́ndice será de −1
2

.

Para dar uma definição precisa, seja f como acima e consideramos a aplicação F : U −→

9



Figura 1.3:

S1 tal que

F (z) =
f(z)− z

‖ f(z)− z ‖ ,

onde S1 = {(x, y) ∈ R2 ; x2 + y2 = 1}.
Observação: F é cont́ınua, pois a aplicação F é um quociente de funções cont́ınuas cujo

denominador não se anula por hipótese. Agora consideramos o recobrimento universal de S1

dado pela aplicação π : R −→ S1 tal que

π(t) = (cos t, sin t) para todo t ∈ R,

e consideramos uma curva λ : [0, 1] −→ U .

Tomamos t0 qualquer em π−1(F ◦ λ(0)). Dáı temos que ((R, t0), π) é recobrimento de

(S1, λ(0)), temos que F ◦ λ : [0, 1] −→ S1 é cont́ınua, e temos ainda que R, [0, 1] e S1 são

conexos por caminhos. Podemos usar, então, o Teorema 1.1.3, pois todas as suas hipóteses

são satisfeitas.

Segue que existe um levantamento λ̃ : [0, 1] −→ R de F ◦ λ em relação ao recobrimento

universal de S1, dado por π.

A partir desse momento, sempre que fizermos menção a uma aplicação F , ela será a

aplicação definida anteriormente.

Observamos que se λ̃1, e λ̃2 são levantamentos de F ◦ λ em relação ao recobrimento

universal de S1, dado por π, então:

λ̃1(t) = λ̃2(t) + 2kπ para todo t ∈ [0, 1] e para algum k ∈ Z.

De fato:

π ◦ λ̃1(t) = F ◦ λ(t) = π ◦ λ̃2(t), para todo t ∈ [0, 1]

⇓
λ̃1(t) = λ̃2(t) + 2k(t)π, para todo t ∈ [0, 1] e para algum k ∈ Z
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⇓
λ̃1(t)− λ̃2(t) = 2k(t)π, para todo t ∈ [0, 1] e para algum k ∈ Z

Mas λ̃1 e λ̃2 são funções cont́ınuas, e portanto k é uma função cont́ınua cuja imagem está

contida em Z, que é um conjunto de pontos isolados. Segue dáı que a função k é constante.

Sendo assim, dados dois levantamentos quaisquer de F ◦ λ por π, temos que

λ̃1(1)− λ̃1(0)

2π
=

λ̃2(1) + 2kπ − λ̃2(0)− 2kπ

2π
=

λ̃2(1)− λ̃2(0)

2π

Portanto fazer a seguinte definição.

Definição 1.2.1 (́Indice de uma curva) Dados, f : U −→ R2 homeomorfismo sem pon-

tos fixos e λ : [0, 1] −→ U curva em U , definimos o ı́ndice da curva λ em relação a f

por:

Indfλ =
λ̃(1)− λ̃(0)

2π
∈ R

1.2.2 Propriedades do ı́ndice

Propriedade 1.2.1 Para uma famı́lia cont́ınua a um parâmetro real de curvas λ ou de

homeomorfismos f como da definição, o ı́ndice Indfλ varia continuamente com o parâmetro.

Entendemos por uma famı́lia cont́ınua a um parâmetro real de curvas um conjunto de curvas

λν , onde o ı́ndice ν está em um intervalo compacto não degenerado da reta real, e tal que

as curvas variam continuamente em relação a ν.

No caso, podemos assumir que esse intervalo compacto é [0, 1], pois se J = [a, b] onde

a, b ∈ R, basta considerar a famı́lia {γs}s∈[0,1], onde γs = λ(b−a)ν+a e teremos que a pro-

priedade acima vale para {λν}ν∈J se, e somente se vale para {γs}s∈[0,1].

Da mesma forma, entendemos por uma famı́lia cont́ınua a um parâmetro real de home-

omorfismos um conjunto de homeomorfismos fν , onde o ı́ndice ν está em um intervalo com-

pacto da reta real não degenerado, e tal que os homeomorfismos variam continuamente em

relação a ν.

Novamente, podemos assumir que esse intervalo compacto é [0,1].

Demonstração:

Se {λs}s ∈ [0,1] é uma famı́lia cont́ınua a um parâmetro de curvas, então a aplicação s 7−→
λs é cont́ınua. Isso significa que

H : [0, 1]× [0, 1] −→ R2

(s, t) 7−→ λs(t)
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Figura 1.4:

é uma aplicação cont́ınua, e portanto, uma homotopia de λ0 a λ1.

Então F ◦H : [0, 1]× [0, 1] −→ S1 é uma homotopia de F ◦ λ0 a F ◦ λ1.

Lembramos que λ0 admite um levantamento λ̃0 : [0, 1] −→ R por π.

Tome p ∈ π−1(F ◦ λ0(0)) ∈ R. Então ((R, p), π) é um espaço de recobrimento para

(S1, F ◦λ0(0)). Temos também que F ◦λ0 : [0, 1] −→ S1 é uma aplicação cont́ınua que admite

um levantamento λ̃0 : [0, 1] −→ R, que ([0, 1], 0) é espaço topológico, e que H é homotopia

tal que H(0, t) = λ0(t), ∀t ∈ [0, 1]. Isso significa que todas as hipóteses do Teorema 1.1.2

são verificadas.

Segue que F ◦ H pode ser levantada a uma homotopia H̃ : [0, 1] × [0, 1] −→ R tal que

λ̃0(t) = H̃(0, t).

Assim, para cada s ∈ [0, 1], temos que

λs(t) = H(s, t) para todo t ∈ [0, 1],

o que implica em

F ◦ λs(t) = F ◦H(s, t) para todo t ∈ [0, 1].

Segue do levantamento de F ◦H que, para cada s ∈ [0, 1], a aplicação

λ̃s : [0, 1] −→ X;

t 7−→ H̃(s, t)

é um levantamento de F ◦ λs por π. Portanto temos

Indh(λs) = λ̃s(1)− λ̃s(0) = H̃(s, 1)− H̃(s, 0).

Segue dessa igualdade e do fato de H̃ ser cont́ınua, que a aplicação

s 7−→ Indf (λs)

é cont́ınua.
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Figura 1.5:

Agora, se {fs}s∈[0,1] é uma famı́lia cont́ınua de homeomorfismos, onde cada homeomor-

fismo fs não tem pontos fixos em U , então definimos para cada s em [0, 1], uma nova

aplicação

Fs : U −→ S1

z 7−→ fs(z)− z

‖ fs(z)− z ‖ .

Observamos que, pela hipótese, a aplicação ϕ : [0, 1] −→ {Fs}s∈[0,1] que associa a cada s em

[0, 1], a aplicação Fs, é cont́ınua, pois ϕ = fs−Id
‖fs−Id‖ .

Assim podemos concluir que a aplicação

H : [0, 1]× [0, 1] −→ S1 tal que

H(s, t) = Fs ◦ λ(t), ∀t ∈ [0, 1]

é cont́ınua, e que H(0, t) = F0 ◦ λ(t) para todo t ∈ [0, 1].

Tomamos p ∈ π−1(F0 ◦ λ(0)) qualquer. Então temos que ((R, p), π) é espaço de reco-

brimento para ((S1, F0 ◦ λ(0)).

Lembramos que existe um levantamento λ̃0 : [0, 1] −→ R de F0 ◦ λ por π.

E finalmente observamos que H definida acima é uma homotopia tal que H(0, t) =

F0 ◦ λ(t) ∀t ∈ [0, 1].

Estão satisfeitas, então, todas as hipóteses do Teorema 1.1.2, e segue que H pode ser

levantada a uma homotopia H̄ : [0, 1]× [0, 1] −→ R com H̄(0, t) = λ̃0(t) para todo t ∈ [0, 1].

Portanto, para cada s ∈ [0, 1], temos que H̃(s, t) = λ̃s(t), onde λ̃s(t) é um levantamento

de Fs ◦ λ(t). Temos que

Indfs(λ) = λ̃s(1) − λ̃s(0) = H̃(s, 1) − H̃(s, 0).

Novamente, segue dessa igualdade que a aplicação s 7−→ Indfs(λ) é cont́ınua.
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Propriedade 1.2.2 Se λ tem ponto inicial Z1 e ponto final Z2, então

Indhλ ≡ θ

2π
(mod 1) ,

onde θ é o ângulo entre f(Z1)−Z1

‖f(Z1)−Z1‖ e f(Z2)−Z2

‖f(Z2)−Z2‖ .

Demonstração:

Seja λ uma curva com ponto inicial em Z1 e ponto final em Z2, e seja θ o ângulo formado

entre f(Z1)−Z1

‖f(Z1)−Z1‖ e f(Z2)−Z2

‖f(Z2)−Z2‖ . Então

cos θ =
〈 f(Z1)− Z1

‖f(Z1)− Z1‖ ,
f(Z2)− Z2

‖f(Z2)− Z2‖
〉

= 〈F (Z1), F (Z2)〉

= 〈F ◦ λ(0), F ◦ λ(1)〉 = 〈π ◦ λ̃(0), π ◦ λ̃(1)〉

= 〈(cos λ̃(0), sin λ̃(0)), (cos λ̃(1), sin λ̃(1))〉

= cos λ̃(0) cos λ̃(1) + sin λ̃(0) sin λ̃(1)

= cos(λ̃(1)− λ̃(0)).

Dáı, existe k ∈ Z tal que λ̃(1)− λ̃(0) = θ + 2πk. Mas, por definição,

2πIndfλ = λ̃(1)− λ̃(0) ,

e logo

Indf (λ) =
θ

2π
+ k.

Isso significa que Indf (λ) ≡ θ
2π

(mod1).

Propriedade 1.2.3 Se λ = λ1λ2 é a justaposição dos caminhos λ1 e λ2, então

Indfλ = Indfλ1 + Indfλ2.

Se λ−1 é o caminho inverso a λ, então

Indf (λ
−1) = −Indfλ.

Demonstração:

Se λ = λ1λ2, é a justaposição dos caminhos λ1 e λ2, então λ : [0, 1] −→ R2 é tal que:

λ(t) =

{
λ1(2t), se 1 ≤ t ≤ 1/2;
λ2(2t− 1), se 1/2 ≤ t ≤ 1.
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Sabemos que existe levantamentos λ̃1 : [0, 1] −→ R e λ̃2 : [0, 1] −→ R de F ◦ λ1 e F ◦ λ2

por π.

Então para todo t em [0, 1/2], temos que

π ◦ λ̃1(2t) = π ◦ λ̃(t) = F ◦ λ(t) = F ◦ λ1(2t) ,

E para todo t ∈ [1/2, 1], teremos

π ◦ λ̃2(2t− 1) = π ◦ λ̃(t) = F ◦ λ(t) = F ◦ λ2(2t− 1) ,

Dáı temos que

2πIndfλ = λ̃(1)− λ̃(0)

= λ̃(1)− λ̃(1/2) + λ̃(1/2)− λ̃(0)

= λ̃1(1)− λ̃1(0) + λ̃2(1)− λ̃2(0)

= 2πIndf (λ1) + 2πIndf (λ2).

E portanto Indfλ = Indfλ1 + Indfλ2.

Falta mostrar que Indf (λ
−1) = −Indf (λ).

Por definição temos que

λ−1 : [0, 1] −→ R2

t 7−→ λ(1− t).

Agora observamos que, como λ̃ é um levantamento de F ◦ λ por π, temos que

F ◦ λ(t) = π ◦ λ̃(t), ∀t ∈ [0, 1].

Isso significa que F ◦ (λ−1)(t) = F ◦ λ(1 − t) = π ◦ λ̃(1 − t) para todo t ∈ [0, 1]. Assim

podemos dizer que a apliacação t 7−→ λ̃(1− t) é um levantamento de λ−1 por π, então:

2πIndf (λ
−1) = λ̃(1− 1)− λ̃(1− 0) = λ̃(0)− λ̃(1) = −2πIndhλ.

Está provada a Propriedade 1.2.3.

Propriedade 1.2.4 Indfλ = Indf−1(f ◦ λ)
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Demonstração:

Bem, definimos F̄ : U −→ S1 por

F̄ (z) =
f−1(z)− z

‖f−1(z)− z‖·

Sendo f : U −→ R2 homeomorfismo sem pontos fixos, temos que f−1 : R2 −→ U é um

homeomorfismo sem pontos fixos, e logo F̄ está bem definida, e para todo z ∈ R2 temos que

F̄ ◦ (f ◦ λ)(t) =
λ(t)− f ◦ λ(t)

‖λ(t)− f ◦ λ(t)‖ , ∀ t ∈ [0, 1].

Mas
λ(t)− f ◦ λ(t)

‖λ(t)− f ◦ λ(t)‖ = − f ◦ λ(t)− λ(t)

‖f ◦ λ(t)− λ(t)‖ = −F̄ ◦ λ(t) ∀t ∈ [0, 1].

Então a aplicação t 7−→ λ̃(t) + π é um levantamento para F̄ ◦ (f ◦ λ) por π. De fato,

π(λ̃(t) + π) = (cos(λ̃(t) + π), sin(λ̃(t) + π))

= (− cos λ̃(t),− sin λ̃(t))

= −(cos λ̃(t), sin λ̃(t))

= −π ◦ λ̃(t) = −F ◦ λ(t)

= F̄ ◦ (f ◦ λ)(t) , ∀t ∈ [0, 1]

Assim,

2πIndf−1(f(λ)) = (−λ̃)(1)− (−λ̃)(0) = λ̃(1)− λ̃(0) = 2πIndf (λ).

Com isso conclúımos a demonstração.
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Caṕıtulo 2

O Teorema do Ponto Fixo de Poincaré
- Birkhoff

Na primeira seção deste caṕıtulo, damos a definição precisa de homeomorfismo de torção do

anel A, enunciaremos o teorema que é objetivo do trabalho, e faremos algumas considerações

sobre o enunciado do teorema.

Na segunda seção damos a demonstração do teorema.

2.0.3 O Enunciado

Definição 2.0.2 Um homeomorfismo g : A −→ A é um homeomorfismo de torção se não

tem pontos fixos em ∂A e pode ser levantado a um homeomorfismo g̃ : S −→ S do recobri-

mento universal

S = {(x, y) ∈ R2; 0 ≤ y ≤ 1}
de A que move as duas componentes de fronteira em direções opostas.

Por g̃ : S −→ S mover as duas componentes de fronteira em direções opostas, queremos

dizer que vale somente uma das seguintes alternativas:

(i) g̃1(x, 0) < x < g̃1(x, 1), ∀ x ∈ R;

(ii) g̃1(x, 0) > x > g̃1(x, 1), ∀ x ∈ R,
(2.1)

onde g̃(x, y) = (g̃1(x, y), g̃2(x, y)) para todo (x, y) ∈ S.

Bem, observamos que todo homeomorfismo g : A −→ A admite um levantamento g̃ :

S −→ S que é um homeomorfismo local.

De fato, sendo S o recobrimento universal de A, segue do Teorema 1.1.1 e do Teorema

1.1.3 que para cada (x, y) ∈ S tal que π(x, y) = g(0, 0), existe um único levantamento

g̃ : S −→ S de g pela aplicação de recobrimento p : S −→ A.
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Por outro lado, sabemos que a aplicação de recobrimento π : S −→ S dada por

π(x, y) = (y + 1)(cos(x), sin(x)) ,

é um homeomorfismo local.

Assim temos que g◦π = π◦ g̃. Como π é homeomorfismo local, e g é um homeomorfismo,

segue da igualdade acima que g̃ é um homeomorfismo local.

A seguir está o enunciado do Teorema do Ponto Fixo de Poincaré - Birkhoff.

Teorema 2.0.1 Seja g : A −→ A um homeomorfismo de torção que preserva área. Então

g possui pelo menos dois pontos fixos distintos.

Agora, tomando o homeomorfismo h : S −→ S como o levantamento de g por π, podemos

formular o teorema da seguinte forma:

Teorema 2.0.2 Seja h : R2 −→ R2 um homeomorfismo que preserva área satisfazendo as

seguintes condições:

• h(x, y) = (x− r1, y), se y ≥ 1;

• h(x, y) = (x + r2, y), se y ≤ 0;

• h(x + 2π, y) = h(x, y) + (2π, 0) ∀(x, y) ∈ R2;

para r1, r2 > 0. Então h tem dois pontos fixos distintos F1 e F2. Além disso, F1 − F2 não é

um múltiplo inteiro de (2π, 0).

Bem, se g̃s e g̃t são levantamentos de g por π, segue que

π ◦ g̃s = π ◦ g̃t =⇒ g̃s(x, y) = g̃t(x.y) + (2kπ, 0), ∀(x, y) ∈ S,

dáı que um homeomorfismo que é de torção somente admite levantamentos com a propriedade

(2.1).

Observação 1 - Se g : A −→ A é de torção, então vale uma das alternativas de (2.1).

Essa condição não é equivalente a:

g̃(x, 0) = (x + r2, 0) e g̃(x, 1) = (x− r1, 1), para todo x ∈ R.
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Contudo, se extendêssemos o levantamento g̃ somente com a condição (2.1), a aplicação

h não preservaria área em todo R2, mas somente em S. Observaremos no final da demons-

tração que é suficiente que h preserve área em S, e que leve conjuntos de área diferente de

zero em conjuntos cuja área ainda é diferente de zero.

Observação 2 - A condição de periodicidade

h(x + 2π, y) = h(x, y) + (2π, 0) para todo (x, y) ∈ R2

é precisamente a condição de que a restrição de h a S é o levantamento de uma aplicação

g : A −→ A via aplicação a de recobrimento π.

De fato, como h : S −→ S é um levantamento do homeomorfismo g : A −→ A, então:

π(h(x + 2π, y)) = π(h(x, y)), ∀ (x, y) ∈ R2 =⇒
h(x + 2π, y) = h(x, y) + (2kπ, 0), para algum k ∈ Z e ∀ (x, y) ∈ R2

Tome (a, b) = h(x, y) + (2π, 0), então

h−1(a, b) ∈ {(x + 2k̄π, y) ∈ R2; k̄ ∈ Z}

=⇒ h(a, b) = h(x + 2k̄π, y) = h(x, y) + (2kk̄π, y)

=⇒ (2π, 0) = (2kk̄π, 0)

k = k̄ = ±1

Em particular:

h(x + 2π, 0) = (x + 2π + r2, 0) = (x + r2, 0) + (2π, 0) = h(x, 0) + (2π, 0)

Segue dáı que k = 1.

Observação 3 - O fato do homeomorfismo g : A −→ A preservar área, não significa que

seu levantamento h : R2 −→ R2 por π preserva área.

No entanto, se o Teorema 2.0.2 vale, supomos g como no Teorema 2.0.1, e temos que g

preserva área. Então, para qualquer região R em A, temos

∫

R

dxdy =

∫

g(R)

dxdy =⇒
∫

R

rdrdθ =

∫

g(R)

rdrdθ.

Onde, na segunda igualdade temos a área de R e de g(R), calculadas em coordenadas polares.
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Seja ϕ : R2 −→ R2 dada em coordenadas polares por

ϕ(r, θ) =
(r2 + 2

3
, θ

)
,

então ϕ é um homeomorfismo tal que:∫

ϕ(R)

drdθ =
2

3

∫

R

rdrdθ, (2.2)

e tal que sua aplicação inversa é dada por ϕ(r, θ) = (
√

3r − 2, θ). Então:∫

ϕ−1(R)

rdrdθ =

∫

R

√
3r − 2

1

2
√

3r − 2
3drdθ =

3

2

∫

R

drdθ (2.3)

Isso para uma região R qualquer. Assim de (2.2) e (2.3) temos∫

ϕ◦g◦ϕ−1(R)

drdθ =
2

3

∫

g(ϕ−1(R))

rdrdθ =
2

3

∫

ϕ−1(R)

rdrdθ

=

∫

R

drdθ.

Então a aplicação ϕ ◦ g ◦ ϕ−1 pode ser levantada a um homeomorfismo que preserva área.

De fato, se R̃ ⊂ (a, a + 2kπ)× [0, 1], para algum a ∈ R, então∫

π−1(R̃)

dxdy =

∫

R̃

J(π−1)dxdy =

∫

R̃

1

y − 1
dxdy

=

∫

R̃

1

r
rdrdθ =

∫

R̃

drdθ,

então ∫

π(R)

drdθ =

∫

R

dxdy.

Dáı que ∫

h(R)

dxdy =

∫

π◦h(R)

drdθ =

∫

g◦π(R)

drdθ

=

∫

π(R)

drdθ =

∫

R

dxdy,

para qualquer região R ⊂ π((a, a + 2kπ)× [0, 1]). E portanto h preserva área.

Agora podemos observar que, sendo g : A → A homeomorfismo de torção que preserva

área, então ϕ ◦ g ◦ ϕ−1 é uma aplicação que pode ser levantada a uma aplicação h que

preserva área. Como a aplicação ϕ mantém o argumento de todo ponto constante, temos

que o levantamento h é tal que h(x, 0) < x < h(x, 1) ou h(x, 0) > x > h(x, 1) para

todo x ∈ R.

Assim, sabemos que o levantamento h de ϕ◦g◦ϕ−1 satisfaz todas as hipóteses do teorema

2.0.2, e portanto ϕ ◦ g ◦ ϕ−1 tem dois pontos fixos. Segue que g tem dois pontos fixos.
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2.1 Prova do teorema

Primeiro estabeleceremos algumas notações. Sejam:

H+ =
{

(x, y) ∈ R2; y ≥ 1
}

H− =
{

(x, y) ∈ R2; y ≤ 0
}

S =
{

(x, y) ∈ R2; 0 ≤ y ≤ 1
}

.

Agora, suponhamos h : R2 −→ R2 como no enunciado do Teorema 2.0.2.

Se (a, b) ∈ Int(S) é um ponto fixo de h, temos que (a + 2kπ, b) também é ponto fixo de

h para todo k ∈ Z, pois

h(a + 2kπ, b) = h(a, b) + (2kπ, 0) ∀ k ∈ Z,

e segue de h(a, b) = (a, b) que

h(a + 2kπ, b) = (a + 2kπ, b) ∀ k ∈ Z.

Nós vamos supor que h tem no máximo uma famı́lia {(a + 2kπ, b)}k∈ Z de pontos fixos, e

vamos chegar a uma contradição. Para isso vamos construir duas curvas λ e λ′ partindo de

H−, chegando à H+ e evitando todos os pontos fixos de h, tais que Indhλ = 1
2

= −Indhλ
′.

Isso vai contradizer o seguinte lema:

Lema 2.1.1 Seja h : R2 −→ R2 um homeomorfismo que preserva área satisfazendo as

seguintes condições:

• h(x, y) = (x− r1, y), se y ≥ 1;

• h(x, y) = (x + r2, y), se y ≤ 0;

• h(x + 2π, y) = h(x, y) + 2π, para todo (x, y) ∈ R2;

onde r1, r2 > 0. Suponhamos que h tem no máximo uma famı́lia {(a+2kπ, b)}k∈ Z de pontos

fixos. Então, para qualquer curva λ partindo de H− e chegando a H+ que não passa por um

ponto fixo de h, temos:

(i) Indhλ ≡ 1
2
(mod1);

(ii) Indhλ independe da curva λ.
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Figura 2.1: Na figura, temos λ(0) = A, e λ(1) = B.

Demonstração:

A Propriedade 1.2.2 garante que, se θ é o ângulo formado entre h(λ(0))−λ(0)
‖h(λ(0))−λ(0)‖ e h(λ(1))−λ(1)

‖h(λ(1))−λ(1)‖ ,

então

Indhλ ≡ θ

2π
(mod1).

Como λ(0) ∈ H−, temos que h ◦ λ(0)− λ(0) = (r2, 0). E como h ◦ λ(1)− λ(1) = (−r1, 0).

Então

h(λ(0))− λ(0)

‖h(λ(0))− λ(0)‖ =
1

r2

(r2, 0) = (1, 0).

h(λ(1))− λ(1)

‖h(λ(1))− λ(1)‖ =
1

r1

(−r1, 0) = (−1, 0).

Logo, θ = π, que é o ângulo formado entre (1, 0) e (−1, 0). Assim,

Indhλ ≡ π

2π
(mod1) , e logo Indhλ ≡ 1

2
(mod1).

Isto prova o item (i).

Para provar (ii), primeiro definimos Fix(h) como sendo o conjunto dos pontos fixos de

h. Como estamos supondo que h tem no máximo uma famı́lia {(a + 2kπ, b)}k∈ Z de pontos

fixos, temos que

Fix(h) = ∅ , ou Fix(h) = {(a + 2kπ, b)}k∈ Z

para algum F ∈ R2.

Sejam

β, γ : [0, 1] −→ R2\Fix(h)
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Figura 2.2:

duas curvas em R2\Fix(h) tais que

β(0) = D1, γ(0) = D2, onde D1, D2 ∈ H−,

β(1) = B1, γ(1) = B2, onde B1, B2 ∈ H+.

Tomamos δ : [0, 1] −→ H+ o segmento de reta que une B1 a B2, e

τ : [0, 1] −→ H− o segmento de reta que une D1 a D2. Definimos

λ′ : [0, 1] −→ R2 por λ′ = βδγ−1τ,

ou seja, λ′ é a justaposição das curvas β, δ , γ−1 e τ .

Observamos que em H+ e em H− a aplicação F : R2 :−→ S1 dada por

F (x, y) =
h(x, y)− (x, y)

‖h(x, y)− (x, y)‖ , ∀ (x, y) ∈ R2,

é uma aplicação constante. De fato:

h(x, y) = (x− r1, y) , se (x, y) ∈ H+

h(x, y) = (x + r2, y) , se (x, y) ∈ H−.

Assim:

F (x, y) =
(x− r1, y)− (x, y)

‖ (x− r1, y)− (x, y) ‖ = (−1, 0) , se (x, y) ∈ H+ e

F (x, y) =
(x + r2, y)− (x, y)

‖ (x + r2, y)− (x, y) ‖ = (1, 0) , se(x, y) ∈ H−.

Então:

F ◦ δ(t) = (−1, 0) , ∀t ∈ [0, 1] ,

F ◦ τ(t) = (1, 0) , ∀t ∈ [0, 1].
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Observamos que:

π−1(−1, 0) = {(π + 2kπ) ∈ R; k ∈ Z} ,

π−1(1, 0) = {2kπ ∈ R; k ∈ Z}

que são conjuntos de pontos isolados.

Sendo δ̃ e τ̃ os respectivos levantamentos de F ◦ δ e F ◦ τ por π, segue que δ̃ : [0, 1] −→
π−1(−1, 0) e τ̃ : [0, 1] −→ π−1(1, 0) são funções cont́ınuas de um conjunto compacto em um

conjunto de pontos isolados, e portanto, são funções constantes.

Dáı segue que

Indhδ = δ̃(1)− δ̃(0) = 0

= τ̃(1)− τ̃(0) = Indhτ.

E, portanto, Indhλ
′ = Indhβ − Indhγ.

Agora, para mostrar que Indhβ = Indhγ, basta mostrar que Indhλ
′ = 0. Nesse

momento, devemos considerar duas hipóteses:

(a) O homeomorfismo h não tem nenhuma famı́lia de pontos fixos.

Nesse caso o conjunto R2\Fix(h) é o próprio R2.

Como R2 é simplesmente conexo, então todo laço com ponto base em λ′(1) = λ′(0) ∈
H− ⊂ R2 é homotópico ao laço constante

κ : [0, 1] −→ R2\Fix(h)

t 7−→ λ′(1) ,

que sabemos ser tal que Indhκ = 0. Observando que essa homotopia preserva os pontos

finais da curva, temos que Indhλ
′ = 0.

(b) O homeomorfismo h tem exatamente uma famı́lia de pontos fixos.

Nesse caso, tomamos ε ∈ R tal que 0 < ε < π. Para cada k ∈ Z, consideramos o ponto

(a + 2kπ, b) ∈ Fix(h). Definimos os caminhos:

σk : [0, 1] −→ R2\Fix(h)

t 7−→ t(a + 2kπ, b) + (1− t)D1

σ̄k : [0, 1] −→ R2\Fix(h)

t 7−→
(

cos(t 2π) + (a + 2kπ), sin(t 2π) + b
)
,
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Figura 2.3:

e definimos o caminho

ρk : [0, 1] −→ R2\Fix(h) por ρk = σkσ̄kσ
−1
k .

Agora consideramos o conjunto {[ρk]; k ∈ Z} ⊂ π1(R2\Fix(h), D1).

A proposição 1.1.1 garante que {[ρk]; k ∈ Z} gera π1(R2\Fix(h), D1), ou seja, para cada

laço λ′ com ponto base em D1, temos que λ′ = ρi1
ζ(1) . . . ρin

ζ(n) onde ζ : {m ∈ N; m ≤ n} −→ Z
e i1, . . . , in ∈ {1,−1}. Então, pelas propriedades do ı́ndice, nosso problema se resume a

mostrar que Indhρk = 0 para qualquer k ∈ Z.

Para cada k ∈ Z, temos que o laço ρk é homotópico ao laço

ξ : [0, 1] −→ R2\Fix(h) definido por ξ = ξ1ξ2ξ3ξ4ξ5(ξ
−1
1 )
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onde ξ1 é o segmento de reta que une D1 ∈ H− ao ponto (a + (2k + 1)π,−2) ∈ H−, e onde

ξ2 : [0, 1] −→ R2\Fix(h)

t 7−→
(
a + (2k + 1)π, 4t− 2

)

ξ3 : [0, 1] −→ R2\Fix(h)

t 7−→
(
a + (2k − 2t + 1)π, 2

)

ξ4 : [0, 1] −→ R2\Fix(h)

t 7−→
(
a + (2k + 1)π,−4t + 2

)

ξ5 : [0, 1] −→ R2\Fix(h)

t 7−→
(
a + (2k + 2t− 1)π,−2

)
.

Segue que da Propriedade 1.2.3 que

Indhρ = Indhξ

= Indhξ1 + Indhξ2 + Indhξ3 + Indhξ4 + Indhξ5 + Indhξ
−1
1

= Indhξ1 + Indhξ2 + Indhξ3 + Indhξ4 + Indhξ5 − Indhξ1

= Indhξ2 + Indhξ3 + Indhξ4 + Indhξ5.

Mas temos que as curvas ξ3 e ξ5 estão contidas em H+ e H−, respectivamente. Como h

é constante em cada uma dessas regiões segue que Indhξ3 = 0 = Indhξ5. Dáı:

Indhρk = 0 = Indhξ2 + Indhξ4.

Agora, observamos que

h ◦ ξ2(t) =
(
a + (2k + 1)π, 4t− 2

)
=

(
a + (2k + 1)π,−(4t− 2)

)

= h ◦ ξ4(−t) = h ◦ ξ−1
4 (t), ∀t ∈ [0, 1]

E portanto

Indhξ2 = Indh(ξ
−1
4 ) = −Indhξ4

o que significa que

Indhρk = Indhξ4 − Indhξ4 = 0.

Conclúımos, assim, a demostração.
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0 π-π

Figura 2.4:

Daremos agora um pequeno resumo de nossa estratégia para demonstrar o Teorema do

ponto fixo de Poincaré-Birkhoff.

Considere a aplicação

T : R2 −→ R2; T (x, y) =
(
x, y + (ε/2)(| cos x| − cos x)

)
.

Podemos escrever T (x, y) = (x, y + T2(x)).

Se N é uma região em R2 tal que o bordo de N é o gráfico de duas funções j, m : R −→ R,

então a área de N pode ser calculada por

A(N) =

∫ b

a

[j(x)−m(x)]dx,

e área de N pode ser calculda por

A(T (N)) =

∫ b

a

[j(x) + T2(x)−m(x)− T2(x)]dx

=

∫ b

a

[j(x)−m(x)]dx = A(N).

Em outras palavras, T preserva área.

Nas duas Proposições seguintes, vamos mostrar que existe um P0 ∈ H− que satisfaz

(T ◦ h)nP0 ∈ H+ para algum n ∈ N, e vamos encontrar uma curva λ que pode ser levada

nela mesma por T ◦ h, exceto perto de um dos extremos.

Nós veremos que IndT◦hλ está muito próximo de 1/2. Como T ◦ h está muito próximo

de h, nós seremos capazes de deduzir que Indhλ = 1/2. Um argumento fácil de simetria

mostrará que outra curva λ′ existe, com Indhλ
′ = −1/2, nos dando uma contradição com

o Lema 2.1.1.

27



Seja W a união das faixas verticais

Wk =
{

(x, y) ∈ R2; 2kπ + π/2 ≤ x ≤ 2kπ + 3π/2
}

onde k ∈ Z. Assim:

W =
{

(x, y) ∈ R2; 2kπ + π/2 ≤ x ≤ 2kπ + 3π/2, para algum k ∈ Z
}

Então W não contém nenhum ponto fixo. Escolhemos ε > 0 tal que ‖(x, y) − h(x, y)‖ > ε

para todo (x, y) ∈ W . Isso é posśıvel: basta provar para (x, y) na região

R =
{

(x, y) ∈ R2; π/2 ≤ x ≤ 3π/2, 0 ≤ y ≤ 1
}

.

De fato, uma vez provado que existe ε tal que ‖(x, y)−h(x, y)‖ > ε para todo (x, y) ∈ R,

tomamos

0 < ε0 < min{ε, r1, r2} e (xQ, yQ) ∈ W ,

e teremos

2kπ ≤ xQ ≤ π(2k + 3/2) para algum k ∈ Z e yQ ∈ R.

Agora há duas hipóteses a considerar:

(a) Se (xQ, yQ) ∈ H+ ∪H−, então ‖(xQ, yQ)− h(xQ, yQ)‖ ≥ min{r1, r2} > ε0.

(b) Se (xQ, yQ) ∈ S então yQ ∈ [0, 1]. Isto implica que:

(xQ − 2kπ, yQ) ∈ R

logo

h(xQ − 2kπ, yQ) = h(xQ, yQ)− (2kπ, 0)

e portanto

‖(xQ, yQ)− h(xQ, yQ)‖ = ‖(xQ, yQ)− h(xQ − 2kπ, yQ)− (2kπ, 0)‖

= ‖(xQ − 2kπ, yQ)− h(xQ − 2kπ, yQ)‖

> ε > ε0.

Dáı, existe ε > 0 tal que ‖(x, y)− h(x, y)‖ > ε, ∀(x, y) ∈ W .

Na região R, a função Φ(x, y) = ‖(x, y)−h(x, y)‖ é cont́ınua e positiva, com R compacto,

logo, Φ admite um mı́nimo positivo.
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Além disso, T move somente pontos que estão em W , e os move de uma distância de,

no máximo, ε. Portanto, T ◦ h não tem pontos fixos em W , pois (x, y) = T ◦ h(x, y) com

P ∈ W , implicaria em

ε ≥ ‖T ◦ h(x, y)− h(x, y)‖ = ‖(x, y)− h(x, y)‖ > ε ,

que é uma contradição.

Observamos que a aplicação T é inverśıvel, com

T−1(x, y) =
(
x, y − (| cos x| − cos x)

)
.

De fato,

T ◦ T−1(x, y) =
(
x, y − (| cos x| − cos x) + (| cos x| − cos x)

)

= (x, y).

Mais que isso, T e T−1 são cont́ınuas. Logo, T é homeomorfismo.

Proposição 2.1.1 Seja h : R2 −→ R2 homeomorfismo que preserva área, e que, para algum

r1 < 0 < r2 ou r2 < 0 < r1:

h(x, y) = (x + r1, y) , se (x, y) ∈ H+

h(x, y) = (x + r2, y) , se (x, y) ∈ H−

h(x + 2π, y) = h(x, y) + (2π, 0) , para todo (x, y) ∈ R2 .

Suponhamos que h tem no máximo uma famı́lia de periódica de pontos fixos. Então existem

um ponto P0 ∈ H− e um n ∈ N tais que (T ◦ h)n(P0) ∈ H+.

Demonstração:

Defina:

D0 = H−\(T ◦ h)−1H−

D1 = (T ◦ h)D0 = (T ◦ h)H−\H−

... =
...

Di = (T ◦ h)iD0.

Bem, sabemos que T e h são homeomorfismos, então está bem definida a aplicação (T ◦h)−1 ≡
h−1 ◦ T−1, e todas as suas iteradas.
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Figura 2.5:

Observamos que:

(x, y) ∈ D0 ⇔ (x, y) ∈ H−\(T ◦ h)−1H−

⇔ (x, y) ∈ H− e (x, y) /∈ (T ◦ h)−1H−

⇔ (x, y) ∈ H− e T ◦ h(x, y) /∈ H−

⇔ (x, y) ∈ H− e T ◦ h(x, y) ∈ H+ ∪ Int(S).

E segue dáı que

D1 ⊂ Int(S) ∪H+ (2.4)

onde

Int(S) =
{

(x, y) ∈ R2; 0 < y < 1
}

.

Temos também:

(x, y) ∈ Int(S) ⇒ h(x, y) ∈ Int(S)

⇒ h(x, y) = (u, v) com 0 < v < 1

⇒ T ◦ h(x, y) =
(
u, v + ε/2(| cos u| − cos u)

)
.

Como ε
2
(| cos u| − cos u) > 0, para todo u ∈ R, segue que v + ε

2
(| cos u| − cos u) > 0, para

todo u ∈ R, e assim

T ◦ h(x, y) /∈ H−, para todo (x, y) ∈ Int(S)

O que implica em

T ◦ h(x, y) ∈ Int(S) ∪H+, para todo (x, y) ∈ Int(S).
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Dáı segue que

T ◦ h(Int(S) ∪H+) ⊂ Int(S) ∪H+. (2.5)

De (2.4) e (2.5) temos que

T ◦ h(D0) ⊂ Int(S) ∪H+.

Assumimos, por hipótese de indução que Dk ⊂ Int(S) ∪H+, e então

T ◦ h(Dk) ⊂ T ◦ h(Int(S) ∪H+) ⊂ Int(S) ∪H+

ou seja

Dk+1 ⊂ Int(S) ∪H+.

Pelo Prinćıpio de Indução Matemática

Di ⊂ Int(S) ∪H+, para todo i ∈ N\{0}. (2.6)

Analogamente,

D0 ⊂ H− ⇒ h−1H− ⊂ H− e T−1H− ⊂ H−

⇒ (T ◦ h)−1H− = T−1
(
h−1(H−)

) ⊂ H− .

Dáı temos que

D−1 = (T ◦ h)−1(D0) ⊂ (T ◦ h)−1H− ⊂ H− .

Novamente, assumimos por hipótese de indução que D−k ⊂ H−. Segue que

D−(k+1) = (T ◦ h)−1D−k ⊂ (T ◦ h)−1H− ⊂ H− .

Pelo Prinćıpio de Indução Matemática, segue que Di ⊂ H−, para todo i ≤ 0.

Em particular, Di ∩D0 = ∅, para todo i ∈ N\{0}.
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Observamos que T ◦h é uma bijeção, logo, (T ◦h)k é uma bijeção, para cada k ∈ Z. Dáı,

dados dois conjuntos A, B quaisquer, vale que

(T ◦ h)k(A ∩B) = (T ◦ h)k(A) ∩ (T ◦ h)k(B),

então

(T ◦ h)k(Di ∩D0) = (T ◦ h)kDi ∩ (T ◦ h)kD0

e portanto,

∅ = Dk+i ∩Dk, para todo k ∈ Z , e para todo N\{0}.
Em outras palavras: Dj ∩Dk = ∅, sempre que j 6= k.

Neste momento vamos definir a relação

(x, y) ≡ (a, b) ⇐⇒ ∃k ∈ Z : (a, b) = (2kπ + x, y).

A relação ≡ é

• Reflexiva, pois

(a, b) = (2.0π + a, b) ⇒ (a, b) ≡ (a, b).

• Simétrica, pois

(x, y) ≡ (a, b) ⇒ (a, b) ≡ (2kπ + x, y)

⇒ (x, y) ≡ (a− 2kπ, b)

⇒ (a, b) ≡ (x, y).

• Transitiva, pois

(x, y) ≡ (a, b) e (a, b) ≡ (s, t) ⇒ (a, b) ≡ (2kπ + x, y) e (s, t) ≡ (2k̄π + a, b)

⇒ (s, t) ≡ (2(k − k̄)π + x, y)

⇒ (x, y) ≡ (s, t).

Então ≡ é uma relação de equivalencia. Coisderemos R2/≡ o espaço quociente. Em R2/≡,
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cada Di está bem definida pois

(1) (x, y) ∈ D0 ⇔ (x, y) ∈ H− \ (T ◦ h)−1H−

⇔ y < 0 e T ◦ h(x, y) 6∈ H−

⇔ y < 0 e T ◦ h(x + 2kπ, y) 6∈ H− , ∀k ∈ Z

⇔ (x + 2kπ, y) ∈ D0

(2) (x, y) ∈ D0
i ⇔ (x, y) ∈ (T ◦ h)i(D0)

⇔ (T ◦ h)−1(x, y) ∈ D0

⇔ (T ◦ h)−1(x + 2kπ, y) ∈ D0

⇔ (x + 2kπ, y) ∈ (T ◦ h)i(D0)

⇔ (x + 2kπ, y) ∈ Di

Agora vamos calcular a área de cada Di em R2/≡. Como T e h preservam área, as aplicações

induzidas por T e h em R2/≡ estão bem definidas, pois

T (x, y) = T (x + 2kπ, y) , ∀k

h(x, y) = h(x + 2kπ, y) , ∀k,

e preservam área. De fato, se R é região em R2/≡, definimos

R̄ = { (x, y) ∈ R2 ; (x, y) ∈ R} ∩ [0, 2π]× R

e temos

Ā = A(R̄) = A(T ◦ h(R̄)) = Ā(T ◦ h(R)).

Bem, defina R0 = D0 ∩ [−r2, 2π − r2]× R. Então

Ā(D0) = A(R0) =

∫

R0

dxdy

A curva γ : [0, 3π/2] −→ R2;

γ(t) =

{
(t, εcos t) se π/2 ≤ t ≤ 3π/2;

(−2t + 3π/2) se 0 ≤ t ≤ π/2.
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é tal que seu traço é o bordo de D0. Pelo Teorema de Green segue que:

Ā(D0) =

∫

D̄0

dxdy =

∫ 3π/2

0

−γy(t)γ
′
x(t)dt

=

∫ π/2

0

0dxdy +

∫ 3π/2

π/2

−ε cos tdt

= [−ε sin t]
3π/2
π/2 = 2ε.

Dáı que D0 tem área de 2ε, e como T e h preservam área, então T ◦ h preserva área, e

portanto cada Di tem área 2ε.

Calculemos agora a área de S.

Ā(S) = A(S ∩ [0, 2π]× R) = A([0, 2π]× [0, 1]).

Mas [0, 2π]× [0, 1] é um retângulo, cujos lados medem 1 e 2π, portanto, sua área é dada por

2π.

Agora, lembramos que Di ∩Dj = ∅ se i 6= j. Então

A(Di) + A(Dj) = A(Di ∪Dj)

e logo

A
( n⋃

i=0

Di

)
= 2nε,

Escolhemos n > 0 tal que 2nε > 2π, e temos que

A
( n⋃

i=0

Di

)
> A(S),

portanto existe i ∈ N tal que Di ( S. Segue que Di ∩ H+ 6= ∅. Ou seja, Di (i > 0),

eventualmente intersecta H+. Como Dn ⊂ (T ◦h)(H−), nós mostramos que existe um n > 0

tal que (T ◦ h)n(H−) ∩H+ 6= ∅.

Proposição 2.1.2 Seja h : R2 −→ R2 homeomorfismo que preserva área, e que, para algum

r1, r2 > 0,

h(x, y) = (x− r1, y), se (x, y) ∈ H+;

h(x, y) = (x + r2, y), se (x, y) ∈ H−;

h(x + 2π, y) = h(x, y) + (2π, 0), para todo (x, y) ∈ R2.

Suponhamos que h tem no máximo uma famı́lia de periódica de pontos fixos. Então existe

uma curva γ : [0, 1] −→ R2\Fix(h) com γ(0) ∈ H− e γ(1) ∈ H+ tal que Indhγ = 1/2.
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Figura 2.7:

Demonstração: Pela Proposição Proposição 2.1.1, existe P0 ∈ H− tal que (T ◦h)nP0 ∈ H+,

para algum n ∈ N. Para tal n, escolhemos um ponto P0 ∈ D0 tal que Pn = (T ◦ h)n ∈
(T ◦h)(H−) com coordenada y máxima. Tal Pn pode não ser único, mas ele existe, pois, pela

periodicidade de cada Di, basta observarmos a região compacta (T ◦ h)(H−) ∩ {(x, y); y ≥
0, 0 ≤ x ≤ 2π}, e vemos que y é uma função cont́ınua nessa região, logo tem um máximo.

Definimos

Pi = (xi, yi) = (T ◦ h)iP0, para cada i ∈ Z.

Então

Pi+1 = T ◦ h(Pi), ∀i ∈ Z, e Pn, Pn+1 ∈ H+.

Sejam γ0 o segmento de reta que parte de P−1 e vai até P0, γi a curva tal que γi(t) =

(T ◦ h)i(γ0(t)), para todo t ∈ [0, 1], e para todo i ∈ Z, e finalmente, seja

γ = γ0γ1 . . . γn−1γn,

então T ◦ h(γ) = γ1γ2 . . . γnγn+1.

Nós precisaremos dos seguintes fatos sobre γ:

1. A curva γγn+1 = γ0 . . . γn+1 não tem auto-interseção.

Como γ0 é um segmento de reta, e γi (i = 1, . . . , n + 1) é a i-ésima potência do

homeomorfismo T ◦ h, segue que cada γi não tem auto-interseção.

Agora, suponhamos por absurdo que γi e γj, com i < j, se intersectam em algum

ponto diferente do ponto final ou inicial, que ocorre quando j = i + 1. Chamaremos

γi(s1) = γj(s2) = (q1, q2) esse ponto.

Então γ0(s1) = (T ◦ h)−i(γi(s1)), e logo

(T ◦ h)−i(q1, q2) = (T ◦ h−i(γj(s2)) = γj−i(s2),
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onde j − i > 0.

Mas γ0(s1) ∈ D0, e γj−i(s2) ∈ Dj−i ⊂ S ∪H+, que é uma contradição.

2. Nenhum ponto de γ tem coordenada-y maior que Pn+1.

Como escolhemos Pn com coordenada-y máxima, segue que yn > y para todo (x, y) ∈
γn.

Mas γi ⊂ S, ∀ i < n, logo

yn > y ∀(x, y) ∈ γ

Como yn+1 = yn + ε
2
(| cos xn|+ cos xn), temos

yn+1 > yn > y, ∀(x, y) ∈ γ.

3. Nenhum ponto de T ◦ h(γ) tem coordenada-y menor que P−1.

Temos γ−1 ≤ y ∀ (x, y) ∈ γ0 ⊂ D−1 ∪D0.

Temos ainda




γ2 ⊂ D1 ∪D2 ⊂ S ∪H+
...

γn+1 ⊂ Dn ∪Dn+1 ⊂ S ∪H+

=⇒ γ2 · · · γn+1 ⊂ S ∪H+

Então y−1 < y, ∀ (x, y) ∈ γ2 · · · γn ⊂ S ∪H+.

Agora, se (x, y ∈ γ1 há duas hipóteses a considerarmos:

(1) (x, y) ∈ S ∪H+ e, portanto y−1 < y.

(2) (x, y) ∈ H− e nesse caso

(x, y) = T ◦ h(a, b), com (a, b) ∈ γ0

=
(
a + r2 , b +

ε

2
(| cos x|+ cos x)

)
.

E logo y > b > y−1.

Nós podemos, agora, calcular o IndT◦hγ.

Pela construção que fizemos:

Pn+1 = (xn+1, yn+1) = (xn − r1, yn + δ!), onde 0 ≤ δ1 ≤ ε;

P0 = (x0, y0) = (x−1 + r2, y−1 + δ2), onde 0 ≤ δ2 ≤ ε.
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Vamos calcular o ângulo entre os vetores (P0 − P−1) e (Pn+1 − Pn).

Sejam α e β os ângulos que Pn+1Pn e P−1P0 fazem com o eixo-x, respectivamente. Sejam,

também, Q′ o ponto em que as retas que contém Pn+1Pn e P−1P0 se encontram, e θ1 e θ2 os

ângulos ^Q′Pn+1P−1, e ^Pn+1P−1Q
′, respectivamente. Então, pelo triângulo 4Pn+1P−1Q

′

vemos que θ1 + θ2 + α + β = π ou seja θ = π − (α + β).

Mas tan α = (δ1/r1) e tan β = (δ2/r2) dáı que

θ = π − [arctan(δ1/r1) + arctan(δ2/r2)]

Pelo primeiro item do Lema 2.1.1, temos:

Indt◦hγ ≡ (θ/2π)(mod1)

e logo

IndT◦hγ ≡
(
(
1

2
− 1/2π)

(
arctan(δ1/r1) + arctan(δ2/r − 2)

))
(mod1).

Observamos que 0 ≤ δi < ε < ri para i = 1, 2, e observamos ainda que

0 ≤ δi < ε < ri ⇒ 0 ≤ (δi/ri) < ε/ri < 1

⇒ 0 ≤ (δi/ri) < 1

⇒ 0 ≤ arctan(δi/ri) < π/4

Dáı segue que:

0 ≤ arctan
(
δ1/r1) + arctan(δ2/r2)

)
< π/2.

Então

1/2 ≥ 1/2− (1/2π)
(

arctan(δ1/r1) + arctan(δ2/r2)
)

> 1/2− π/4π = 1/4.
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Portanto

1/4 < θ/2π ≤ 1/2.

Nós devemos mostrar que a congruência IndT◦hγ ≡ (θ/2π)(mod1) pode ser trocada por

uma igualdade, que é IndT◦hγ = (θ/2π)(mod1). Aqui vai um esquema prévio do argumento:

O IndT◦hγ é a rotação total do vetor Q−P
‖Q−P‖ , onde Q = T ◦ h(P ), quando P percorre γ.

A idéia é observar que temos a mesma rotação total se primeiro tomarmos P = P−1 fixado,

e apenas movermos Q por T ◦h(γ) de T ◦h(P−1) = P0 a Pn+1, e então tomarmos Q em Pn+1

e movermos P por γ de P−1 a Pn.

Mas agora, ao invés de movermos Q por T ◦ h(γ) e P por γ, nós podemos mover Q pelo

segmento de reta de P0 a Pn+1 e então mover P através do segmento de reta de P−1 a Pn.

Nessa situação, a rotação total é como queremos.

Para o argumento preciso, parametrizamos a curva γ0 através da seguinte aplicação:

P : [−1, 0] −→ R2

t 7−→ (−t)P−1 + (t + 1)P0.

Extendemos a aplicação P ao intervalo [−1, n + 1] fazendo

T ◦ h(P (t)) = P (t + 1) para − 1 ≤ t ≤ n.

A aplicação P está bem definida pois, para qualquer t ∈ [−1, n + 1], podemos tomar t̄ o

maior inteiro tal que t̄ ≤ t, e chamando r = t− t̄, temos que

0 ≤ r ≤ 1 ⇒ −1 ≤ r − 1 < 0 e t = r + t̄

E assim

P (t) = P (r + t̄)

= T ◦ h(P (r + (t̄− 1)))

= (T ◦ h)2(P (r + t̄− 2)))

= . . . = (T ◦ h)t̄(P (r)),

onde r ∈ [−1, 0].

Por definição, IndT◦hγ é calculado de

P̄ : [−1, n] −→ S1

t 7−→ P (t + 1)− P (t)

‖P (t + 1)− P (t)‖ .
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Nós podemos usar, então P̄0 : [−1, 2n + 1] −→ S1 definido por:

P̄0 =

{
P̄ (t) se −1 ≤ t ≤ n;
P̄ (n) se n ≤ t ≤ 2n + 1.

Observamos que P̄0 é constante em [n, 2n + 1]. Dáı que se P̃ : [−1, n] −→ R é um

levantamento de P̄ por π, segue que P̃0 : [−1, 2n + 1] −→ R definido por:

P̃0(t) =

{
P̃ (t) se −1 ≤ t ≤ n;

P̃ (n) se n ≤ t ≤ 2n + 1.

é um levantamento de P̄0. De fato:

Se t ∈ [−1, n], então π ◦ P̃0(t) = π ◦ P̃ (t) = P̄ (t) = P̄0(t).

Se t ∈ [n, 2n + 1], então π ◦ P̃0(t) = π ◦ P̃ (n) = P̄ (n) = P̄0(t).

Agora, observamos que

IndT◦hγ = P̄ (n)− P̄ (−1) = P̄0(2n + 1)− P̄0(−1)

e isso justifica o fato de podermos usar P̄0 como descrito acima.

Nós agora definiremos uma famı́lia cont́ınua de aplicações

P̄λ : [−1, 2n + 1] −→ S1, para todo 0 ≤ λ ≤ n + 2,

todas com mesmos pontos final e inicial, e tal que a aplicação final P̄n+2 é apenas um aumento

monótono de um ângulo de arctan(δ2/r2) por π − arctan(π1/r1).

O que queremos seguirá imediatamente do último comentário sobre levantamentos de

homotopias ao final do caṕıtulo anterior.

Definiremos Pλ em duas partes:

Parte 1: 0 ≤ λ ≤ n + 1.

P̄λ(t) =





P (t+1)−P (−1)
‖P (t+1)−P (−1)‖ se − 1 ≤ t ≤ λ− 1;

P (t+1)−P (t−λ)
‖P (t+1)−P (t−λ)‖ se λ− 1 ≤ t ≤ n;

P (n+1)−P (t−λ)
‖P (n+1)−P (t−λ)‖ se n ≤ t ≤ n + λ;

P (n+1)−P (n)
‖P (n+1)−P (t−n)‖ se n + λ ≤ t ≤ 2n + 1;

Observamos que:

• se −1 ≤ t ≤ λ− 1 :

P (−1) = P (t + 1) ⇐⇒ −1 = t + 1 ⇐⇒ t = −2.

Mas −1 ≤ t e então P (−1) 6= P (t + 1).
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• se λ− 1 ≤ t ≤ n :

P (t− λ) = P (t + 1) ⇐⇒ t− λ = t + 1 ⇐⇒ λ = −1.

Mas 0 ≤ λ ≤ n + 1 e então P (t− λ) 6= P (t + 1).

• se n ≤ t ≤ n + λ :

P (t− λ) = P (n + 1) ⇐⇒ t− λ = n + 1 ⇐⇒ t− 1 = n + λ

=⇒ t ≤ t− 1

e então P (t− λ) 6= P (n + 1).

• se n + λ ≤ t ≤ 2n + 1 :

n 6= n + 1 sempre, e logo P (n) 6= P (n + 1)

.

Parte 2: n + 1 ≤ λ ≤ n + 2.

Sejam P ′ : [0, n + 1] −→ R2 e P ′′ : [−1, n] −→ R2 os segmentos de reta que unem P (0) a

P (n + 1) e P (−1) a P (n) respectivamente. Então:

P ′ : [0, n + 1] −→ R2

t 7−→ 1

n + 1

(
tPn+1 + (n + 1− t)P0

)

P ′′ : [−1, n] −→ R2

t 7−→ 1

n + 1

(
(t + 1)Pn + (n− t)P−1

)

Para 0 ≤ µ ≤ 1, definimos P̄n+1+µ [−1, 2n + 1] −→ S1 por:

Se −1 ≤ t ≤ n, então:

P̄n+1+µ(t) =
(1− µ)P (t + 1) + µP ′(t + 1)− P (−1)

‖(1− µ)P (t + 1) + µP ′(t + 1)− P (−1)‖ ;

E, se n ≤ t ≤ 2n + 1, então:

P̄n+1+µ(t) =
P (n + 1)− (1− µ)P (t− n− 1) + µP ′′(t− n− 1)

‖P (n + 1)− (1− µ)P (t− n− 1)− µP ′′(t− n− 1)‖ .

P̄λ está bem definida:
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• Se −1 ≤ t ≤ n:

P̄n+1+λ(t) = Q−P
‖Q−P‖ , onde

P = P (−1) e Q = (1− µ)P (t + 1) + µP ′(t + 1).

Agora observamos que

P (t + 1) ∈ γ1γ2 . . . γn+1 = T ◦ h(γ), e que P ′(t + 1) ∈ P (0)P (n + 1).

Bem, sabemos que a coordenada-y de P (t+1) é maior que a coordenada-y de P (−1) =

P−1, e pelas propriedades de P (0)P (n + 1), a coordenada-y de qualquer ponto em

P (0)P (n + 1) é sempre maior ou igual à coordenada-y de P−1, sendo igual somente

no caso em que P0 e P−1 têm a mesma coordenada-y, e µ = 1. Mas, em tal caso,

P̄n+2(t) = Q−P
‖Q−P‖ onde P = P−1 e Q = P0. Sabemos que P−1 6= P0, logo, mesmo neste

caso, P̄n+1+µ está bem definida.

• Se n ≤ t ≤ 2n + 1:

Q = P (n + 1) e P = (1− µ)P (t− n− 1) + µP ′′(t− n− 1).

Sabemos que a coordenada-y de P (t− n− 1) é sempre menor que a coordenada-y de

P (n + 1). De fato:

t ≤ 2n− 1 =⇒ t− n ≤ n− 1

=⇒ t− n− 1 < t− n ≤ n− 1 < n + 1

=⇒ P (t− n− 1) 6= P (n + 1)

Por outro lado, P ′′(t − n − 1) ∈ P−1Pn, que é um segmento de reta não-horizontal.

Segue que a coordenada-y de P ′′(n+1) é sempre menor que a coordenada-y de P (n+1)

exceto, possivelmente, quando t = 2n + 1 e µ = 1.

Mas nesse caso: P = Pn = Pn+1 = Q. Então P̄λ está bem definida.

Falta ainda, mostrar que P̄λ é cont́ınua para todo λ.

Parte 1:

• t = λ− 1. Temos que

t = λ− 1 =⇒ P (t + 1)− P (−1)

‖P (t + 1)− P (−1)‖ =
P (λ)− P (−1)

‖P (λ)− P (−1)‖

=
P (λ− 1 + 1)− P (λ− 1− λ)

‖P (λ− 1 + 1)− P (λ− 1− λ)‖

=
P (t + 1)− P (t− λ)

‖P (t + 1)− P (t− λ)‖ .
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• t = n. Temos que

t = n =⇒ P (t + 1)− P (t− λ)

‖P (t + 1)− P (t− λ)‖ =
P (n + 1)− P (n− λ)

‖P (n + 1)− P (n− λ)‖

=
P (n + 1)− P (t− λ)

‖P (n + 1)− P (t− λ)‖ .

• t = n + λ. Temos que

t = n + λ =⇒ P (n + 1)− P (t− λ)

‖P (n + 1)− P (t− λ)‖ =
P (n + 1)− P (n)

‖P (n + 1)− P (n)‖ .

Como P̄λ é cont́ınua em [−1, λ− 1], em [λ− 1, n], em [n, n + λ], e em [n + λ, 2n + 1], e

como P̄λ está bem definida em λ− 1 , em n e em n + λ, segue que P̄λ é cont́ınua.

Parte 2:

t = n é o único ponto de posśıvel descontinuidade. Temos:

(1− µ)P (t + 1) + µP ′(t + 1)− P (−1)

‖(1− µ)P (t + 1) + µP ′(t + 1)− P (−1)‖ =

(1− µ)P (n + 1) + µP ′(n + 1)− P (−1)

‖(1− µ)P (n + 1) + µP ′(n + 1)− P (−1)‖ =

P (n + 1)− P (−1)

‖P (n + 1)− P (−1)‖ =

P (n + 1)− ((1− µ)P (−1) + µP ′′(−1))

‖P (n + 1)− ((1− µ)P (−1) + µP ′′(−1))‖ =

P (n + 1)− ((1− µ)P (t− n− 1) + µP ′′(t− n− 1))

‖P (n + 1)− ((1− µ)P (t− n− 1) + µP ′′(t− n− 1))‖ .

Agora, vamos ao cálculo de IndT◦hC:

Primeiro, observamos que H(t, λ) = P̄λ é uma homotopia tal que

H(t, 0) = P̄0(t) e H(t, n + 2) = P̄n+2(t) ∀ t ∈ [−1, 2n + 1].

Dáı, pelo Teorema 1.1.2, H pode ser levantada por uma homotopia H̃(t, λ) tal que

H̃(t, 0) = P̃0(t) e H̃(t, n + 2) = P̃n+2(t), ∀t ∈ [−1, 2n + 1].

Vemos que P̃n+2(t) e P̃0(t) têm as mesmas extremidades e logo

IndT◦hγ =
P̃0(2n + 1)− P̃0(−1)

2π
=

P̃n+2 − P̃n+2(−1)

2π
.
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Agora:

P̄n+2(t) =

{
P ′(t+1)−P (−1)
‖P ′(t+1)−P (−1)‖ se −1 ≤ t ≤ n;
P (n+1)−P ′′(t−n−1)
‖P (n+1)−P ′′(t−n−1)‖ se n ≤ t ≤ 2n + 1;

Então para t ∈ [−1, n]:

P̄n+2(t) =
P ′(t + 1) − P (−1)

‖P ′(t + 1) − P (−1)‖

=
1/(n + 1)

(
tPn+1 + (n + 1− t)P0

)
− P−1

‖1/(n + 1)
(
tPn+1 + (n + 1− t)P0

)
− P−1‖

=
1/(n + 1)

(
t(Pn+1 − P−1) + (n + 1− t)(P0 − P−1)

)

‖1/(n + 1)
(
t(Pn+1 − P−1) + (n + 1− t)(P0 − P−1)

)
‖

=
t~v + (n + 1− t)~u

‖t~v + (n + 1− t)~u‖ ,

onde, ~u é o vetor (P0 − P−1), e ~v é o vetor (Pn+1 − P−1).

E para t ∈ [n, 2n + 1]:

P̄n+2(t) =
P (n + 1) − P ′′(t− n− 1)

‖P (n + 1) − P ′′(t− n− 1)‖

=
P (n + 1) − 1/(n + 1)

(
(t− n)Pn + (2n− t + 1)P−1

)

‖P (n + 1) − 1/(n + 1)
(
(t− n)Pn + (2n− t + 1)P−1

)
‖

=
1/(n + 1)

(
(t− n)(Pn+1 − Pn) + (2n− t + 1)(Pn+1 − P−1))

)

‖1/(n + 1)
(
(t− n)(Pn+1 − Pn) + (2n− t + 1)(Pn+1 − P−1))

)
‖

=
(t− n)(~w) + (2n− t + 1)~u

‖(t− n)(~w) + (2n− t + 1)~u‖

onde ~w é o vetor (Pn+1 − Pn).

Observamos que α + β + θ1 + θ2 = π, e dáı segue que β + θ1 + θ2 ≤ π.

Quando t ∈ [−1, n], temos que (t+1)~v +(n− t)~u está no segmento de reta que une ~u a ~v,

ou seja no segmento de reta P0, Pn+1. Temos também que, pela definição de P−1, P0 e Pn+1,

o ângulo ^(P0, P−1, Pn+1) = θ2, que está em [0, π]. Chamando de Ψ(t) o ângulo que

(t + 1)~v + (n− t)~u faz com ~u, segue que Ψ(t) está entre ~u/‖~u‖ e ~v/‖~v‖ ∈ S1. Então temos

que Ψ(t) é o menor ângulo entre ~u e P̄n+2(t), e logo,

0 ≤ Ψ(t) ≤ ^(P0, P−1, Pn+1) = θ2, ∀t ∈ [−1, n].
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E sabemos que π : R −→ S1 restrita ao intervalo (−π/2, 3π/2) é um homeomorfismo.

Segue dáı que

π(Ψ(t) + β) =
(
cos(Ψ(t) + β), sin(Ψ(t) + β)

)

= P̄n+2(t), ∀t ∈ [−1, n].

Quando t ∈ [n, 2n + 1], temos que (t− n)~w + (2n + 1− t)~v está no segmento de reta que

une os pontos iniciais do vetor ~v ao vetor ~w, ou seja, está em P−1Pn. Temos também que,

pela definição de P−1, Pn e Pn+1, o ângulo ^(P−1, Pn+1, Pn) = θ1, e é tal que θ1 + θ2 < π.

Chamando de Φ(t) o menor ângulo que (t− n)~w + (2n + 1− t)~v faz com ~v, segue que Φ(t)

é o menor ângulo entre ~v e P̄n+2(t). Em outras palavras, Φ(t) é tal que

π(Φ(t) + θ2) = P̄n+2(t) , ∀t ∈ [n, 2n = 1].

Extendemos Ψ(t) ao intervalo [−1, 2n + 1] de maneira que

se t ∈ [n, 2n + 1] , então Ψ(t) = Φ(t) + θ2.

Segue dáı que Ψ(t) é o ângulo que P̄n+2(t) faz com ~u/‖~u‖ em S1, para qualquer t ∈ [−1, 2n+

1].

Então

π(Ψ(t) + β) =
(
cos(Ψ(t) + β), sin(Ψ(t) + β)

)

= P̄n+2(t), ∀ t ∈ [−1, 2n + 1].

Pela definição de levantamento, temos que Ψ(t) é um levantamento para Pn+2(t) por π,

e ainda:

Ψ(2n + 1) = β + θ1 + θ2 = β + θ e Ψ(−1) = β
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Podemos concluir que

IndT◦hγ = θ/2π. (2.7)

Agora, se definirmos

Ts : R2 −→ R2

(x, y) 7−→
(
x, y +

sε

2
(| cos x| − cos x)

)

Então

T0 ≡ Id e T1 ≡ T.

Segue que, para qualquer 0 ≤ s ≤ 1, temos que IndTs◦h está definido, e

IndTs◦h ≡ 1

2
−

(
arctan(sδ1/r1) + arctan(sδ2/r2)

)
(mod 1).

Mas vimos que essa congruência é, na verdade, uma igualdade para s = 1. Pela Pro-

priedade 1.2.1, sabemos que Indts◦hγ varia continuamente em relação a s. Sabemos, também,

que

IndT1◦hγ = IndT◦hγ = θ/2.

Dáı que, como

IndTs◦h ≡ 1

2
−

(
arctan(sδ1/r1) + arctan(sδ2/r2)

)
(mod 1),

segue que

IndTs◦h =
1

2
−

(
arctan(sδ1/r1) + arctan(sδ2/r2)

)
(mod 1).

E portanto

IndT0◦hγ = Indhγ =
1

2
.

Agora, estamos em busca de uma curva γ tal que seu ı́ndice em relação a h seja −1/2.

Nossa estratégia será a de fazer um estudo análogo ao que fizemos para h, para h−1, de forma

a encontrar curva γ′ tal que Indhγ
′ = −1/2.

Temos a seguinte proposição:

Proposição 2.1.3 Seja h : R2 −→ R2 homeomorfismo que preserva área, e que, para algum

r1, r2 > 0, valem as seguintes propriedades:

45



h(x, y) = (x + r1, y), se (x, y) ∈ H+;

h(x, y) = (x− r2, y), se (x, y) ∈ H−;

h(x + 2π, y) = h(x, y) + (2π, 0), para todo (x, y) ∈ R2.

Suponhamos que h tem no máximo uma famı́lia de periódica de pontos fixos. Então existe

uma curva β : [0, 1] −→ R2\Fix(h) com ϕ(0) ∈ H− e ϕ(1) ∈ H+ e tal que Indhϕ = −1/2

Demonstração: Pela Proposição 2.1.1, existe P0 ∈ H− tal que (T ◦ h)nP0 ∈ H+, para

algum n ∈ N. Para tal n, escolha um ponto Pn ∈ (T ◦ h)n(H−) com coordenada y máxima.

Definimos

Pi = (xi, yi) = (T ◦ h)iP0, para cada i ∈ Z.

Então

Pi+1 = T ◦ h(Pi), ∀ i ∈ Z, e Pn, Pn+1 ∈ H+.

Seja γ0 o segmento de reta que parte de P−1 e vai até P0. Seja também

γi = (T ◦ h)i(γ0), para cada i ∈ Z,

e finalmente, seja

γ = γ0γ1 . . . γn−1γn.

Então

T ◦ h(γ) = γ1γ2 . . . γnγn+1.

Nós precisaremos dos seguintes fatos sobre γ:

1. A curva γγn+1 = γ0 . . . γn+1 não tem auto-interseção.

2. Nenhum ponto de γ tem coordenada-y maior que Pn+1.

3. Nenhum ponto de T ◦ h(γ) tem coordenada-y menor que P−1.

Agora vamos calcular o IndT◦hγ.

Pela construção,

Pn+1 = (xn+1, yn+1) = (xn + r1, yn + δ1), onde 0 ≤ δ1 ≤ ε;

P0 = (x0, y0) = (x−1 − r2, y−1 + δ2), onde 0 ≤ δ2 ≤ ε.
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Temos, também que o ângulo entre P0−P−1

‖P0−P−1‖ e Pn+1−Pn

‖Pn+1−Pn‖ é

θ = π − [arctan(δ1/r1) + arctan(δ2/r2)].

Chamaremos α o ângulo que Pn+1Pn faz com o eixo-x, e β o ângulo que P−1P0 faz com o

mesmo eixo.

Então

IndT◦hγ ≡ 1

2
− 1

2π

(
arctan(δ1/r1) + arctan(δ2/r2)

)
(mod 1).

Parametrizando γ0 por

P : [−1, 0] −→ R2

t 7−→ (−t)P−1 + (t + 1)P0

temos que P é o segmento de reta partindo P−1 e chegando a P0.

Extendemos P ao intervalo [−1, n + 1] fazendo

P (t + 1) = T ◦ h(P (t)) para todo t ∈ [−1, n].

Pela definição de ı́ndice, podemos calcular IndT◦hγ através do levantamento por π da

aplicação

P̄ : [−1, n] −→ S1

t 7−→ P (t + 1)− P (t)

‖P (t + 1)− P (t)‖ .

Definimos P̄0 : [−1, 2n + 1] −→ S1;

P̄0 =

{
P̄ (t) se −1 ≤ t ≤ n;
P̄ (n) se n ≤ t ≤ 2n + 1.

Podemos usar P̄0 para calcular o IndT◦hγ, pois se P̃ : [−1, n] −→ R é levantamento de

P̄ por π, então P̃0 : [−1, 2n + 1] −→ S1 definida por

P̃0 =

{
P̃ (t) se − 1 ≤ t ≤ n;

P̃ (n) se n ≤ t ≤ 2n + 1;

também é levantamento de P̄0 por π.

Como na demonstração da proposição anterior, definiremos uma famı́lia cont́ınua de

aplicações

P̄λ : [−1, 2n + 1] −→ S1; 0 ≤ λ ≤ n + 2,
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todas com mesmos pontos final e inicial, tal que a aplicação final P̄n+2 é apenas a subtração

monótona de um ângulo de arctan(δ2/r2) por π − arctan(π1/r1).

O que queremos seguirá imediatamente do último comentário sobre levantamentos de

homotopias ao final do caṕıtulo anterior.

Definiremos Pλ em duas partes:

Parte 1: 0 ≤ λ ≤ n + 1.

P̄λ(t) =





P (t+1)−P (−1)
‖P (t+1)−P (−1)‖ se − 1 ≤ t ≤ λ− 1;

P (t+1)−P (t−λ)
‖P (t+1)−P (t−λ)‖ se λ− 1 ≤ t ≤ n;

P (n+1)−P (t−λ)
‖P (n+1)−P (t−λ)‖ se n ≤ t ≤ n + λ;

P (n+1)−P (n)
‖P (n+1)−P (t−n)‖ se n + λ ≤ t ≤ 2n + 1;

Parte 2: n + 1 ≤ λ ≤ n + 2

Sejam P ′ : [0, n + 1] −→ R2 e P ′′ : [−1, n] −→ R2 os segmentos de reta que unem P (0) a

P (n + 1) e P (−1) a P (n) respectivamente. Então:

P ′ : [0, n + 1] −→ R2

t 7−→ 1

n + 1

(
tPn+1 + (n + 1− t)P0

)

P ′′ : [−1, n] −→ R2

t 7−→ 1

n + 1

(
(t + 1)Pn + (n− t)P−1

)

Para 0 ≤ µ ≤ 1, definimos:

Se −1 ≤ t ≤ n, então:

P̄n+1+µ(t) =
(1− µ)P (t + 1) + µP ′(t + 1)− P (−1)

‖(1− µ)P (t + 1) + µP ′(t + 1)− P (−1)‖ ;

E, se n ≤ t ≤ 2n + 1, então:

P̄n+1+µ(t) =
P (n + 1)− (1− µ)P (t− n− 1) + µP ′′(t− n− 1)

‖P (n + 1)− (1− µ)P (t− n− 1)− µP ′′(t− n− 1)‖ .

Agora, vamos ao cálculo de IndT◦hγ:

Primeiro, observamos que H(t, λ) = P̄λ é uma homotopia tal que

H(t, 0) = P̄0(t) e H(t, n + 2) = P̄n+2(t) ∀ t ∈ [−1, 2n + 1].
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Dáı, pelo Teorema 1.1.2, H pode ser levantada por uma homotopia H̃(t, λ) tal que

H̃(t, 0) = P̃0(t) e H̃(t, n + 2) = P̃n+2(t), ∀ t.

P̃n+2(t) e P̃0(t) têm as mesmas extremidades. Bem:

IndT◦hγ =
P̃0(2n + 1)− P̃0(−1)

2π
=

P̃n+2 − P̃n+2(−1)

2π
.

Agora:

P̄n+2(t) =

{
P ′(t+1)−P (−1)
‖P ′(t+1)−P (−1)‖ se −1 ≤ t ≤ n;
P (n+1)−P ′′(t−n−1)
‖P (n+1)−P ′′(t−n−1)‖ se n ≤ t ≤ 2n + 1;

Então para t ∈ [−1, n]:

P̄n+2(t) =
P ′(t + 1) − P (−1)

‖P ′(t + 1) − P (−1)‖

=
1/(n + 1)

(
tPn+1 + (n + 1− t)P0

)
− P−1

‖1/(n + 1)
(
tPn+1 + (n + 1− t)P0

)
− P−1‖

=
1/(n + 1)

(
t(Pn+1 − P−1) + (n + 1− t)(P0 − P−1)

)

‖1/(n + 1)
(
t(Pn+1 − P−1) + (n + 1− t)(P0 − P−1)

)
‖

=
t~v + (n + 1− t)~u

‖t~v + (n + 1− t)~u‖ ,

onde, ~u é o vetor (P0 − P−1), e ~v é o vetor (Pn+1 − P−1).

E para t ∈ [n, 2n + 1]:

P̄n+2(t) =
P (n + 1) − P ′′(t− n− 1)

‖P (n + 1) − P ′′(t− n− 1)‖

=
P (n + 1) − 1/(n + 1)

(
(t− n)Pn + (2n− t + 1)P−1

)

‖P (n + 1) − 1/(n + 1)
(
(t− n)Pn + (2n− t + 1)P−1

)
‖

=
1/(n + 1)

(
(t− n)(Pn+1 − Pn) + (2n− t + 1)(Pn+1 − P−1))

)

‖1/(n + 1)
(
(t− n)(Pn+1 − Pn) + (2n− t + 1)(Pn+1 − P−1))

)
‖

=
(t− n)(~w) + (2n− t + 1)~u

‖(t− n)(~w) + (2n− t + 1)~u‖

onde ~w é o vetor (Pn+1 − Pn).
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Definimos, como na proposição anterior, Q′ o ponto em que as retas que contém Pn+1Pn

e P−1P0 se encontram, e θ1 e θ2 os ângulos ^Q′Pn+1P−1, e ^Pn+1P−1Q
′.

Observamos que

α + β + θ1 + θ2 = π,

e dáı segue que

α + θ1 + θ2 ≤ π.

Quando t ∈ [−1, n], temos que (t+1)~v +(n− t)~u está no segmento de reta que une ~u a ~v,

ou seja no segmento de reta P0, Pn+1. Temos também que, pela definição de P−1, P0 e Pn+1,

que o ângulo ^(P0, P−1, Pn+1) = θ2 ∈ [0, π].

Chamando de Ψ(t) o ângulo que (t + 1)~v + (n− t)~u faz com ~u, segue que Ψ(t) está entre

~u/‖~u‖ e ~v/‖~v‖ ∈ S1. Observamos que

~u

‖~u‖ =
(

cos(π − β), sin(π − β)
)

~v

‖~v‖ =
(

cos(π − β − θ2), sin(π − β − θ2)
)

Então temos que Ψ(t) é o menor ângulo entre ~u e P̄n+2(t), e logo,

0 ≤ Ψ(t) ≤ ^(P0, P−1, Pn+1) = θ2, ∀t ∈ [−1, n].

E sabemos que π : R −→ S1 restrita ao intervalo (−π/2, 3π/2) é um homeomorfismo.

Segue dáı que

π(π −Ψ(t)− β) =
(
cos(π −Ψ(t)− β), sin(π −Ψ(t)− β)

)

= P̄n+2(t), ∀t ∈ [−1, n].

Quando t ∈ [n, 2n + 1], temos que (t− n)~w + (2n + 1− t)~v está no segmento de reta que

une os pontos iniciais do vetor ~v ao vetor ~w, ou seja, está em P−1Pn.

Temos também que, pela definição de P−1, Pn e Pn+1, o ângulo ^(P−1, Pn+1, Pn) = θ1,

e é tal que θ1 + θ2 < π.

Chamando de Φ(t) o menor ângulo que (t − n)~w + (2n + 1 − t)~v faz com ~v, segue que

Φ(t) é o menor ângulo entre ~v e P̄n+2(t). Em outras palavras, Φ(t) é tal que

π(π − β − Φ(t)− θ2) = P̄n+2(t) , ∀t ∈ [n, 2n = 1].

Extendemos Ψ(t) ao intervalo [−1, 2n + 1] de maneira que

se t ∈ [n, 2n + 1] , então Ψ(t) = Φ(t) + θ2.
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Figura 2.10:

Segue dáı que Ψ(t) é o ângulo que P̄n+2(t) faz com ~u/‖~u‖ em S1, para qualquer t ∈ [−1, 2n+

1].

Então

π(π − β −Ψ(t)) =
(
cos(π − β −Ψ(t)), sin(π − β −Ψ(t)

)

= P̄n+2(t), ∀ t ∈ [−1, 2n + 1].

Pela definição de levantamento, temos que

Θ : [−1, 2n + 1] : −→ R

t 7−→ π − β −Ψ(t)

é um levantamento para Pn+2(t) por π, e ainda:

Θ(2n + 1) = π − β − θ1 − θ2 = π − β − θ e Ψ(−1) = π − β

Podemos concluir que

IndT◦hγ = −θ/2π. (2.8)

Novamente, definindo para cada s ∈ [0, ε]

Ts : R2 −→ R2

(x, y) 7−→
(
x, y +

sε

2
(| cos x| − cos x)

)

temos que

T0 ≡ Id e T1 ≡ T.

51



Então, para 0 ≤ s ≤ 1, IndTs◦h está definido, e

IndTs◦h ≡ 1/2−
(

arctan(sδ1/r1) + arctan(sδ2/r2)
)
(mod 1).

Mas essa congruência é, na verdade, uma igualdade para s = 1. Pela Propriedade 1.2.1,

sabemos que Indts◦hγ varia continuamente em relação a s. Sabemos, também, que

IndT1◦hγ = IndT◦hγ = −1

2
.

Dáı que, como

IndTs◦hγ ≡ 1

2
−

(
arctan(sδ1/r1) + arctan(sδ2/r2)

)
(mod 1),

segue que

IndTs◦hγ = −1

2
+

(
arctan(sδ1/r1) + arctan(sδ2/r2)

)
(mod 1).

Portanto

IndT0◦hγ = Indhγ = −1

2
.

Agora vamos à demonstração do Teorema 2.0.2:

Demonstração: Teorema do Ponto Fixo de Poincaré-Birkhoff.

Sendo h um homeomorfismo que preserva área, tal que, para algum r1, r2 > 0,

h(x, y) = (x− r1, y), se (x, y) ∈ H+;

h(x, y) = (x + r2, y), se (x, y) ∈ H−;

h(x + 2π, y) = h(x, y) + (2π, 0) para todo (x, y) ∈ R2.

Suponha, por absurdo que existe no máximo uma famı́lia de pontos fixos.

Temos que valem o lema 2.1.1, e a Proposição 2.1.2. Pelo segundo ı́tem do Lema 2.1.1 e

pela Proposição 2.1.2, toda curva δ partindo de H− e chegando à H+ é tal que

Indhδ = 1/2.

Agora observamos que a inversa de h é tal que:

h−1(x, y) = (x + r1, y), se (x, y) ∈ H+;

h−1(x, y) = (x− r2, y), se (x, y) ∈ H−;

h−1(x + 2π, y) = h−1(x, y) + (2π, 0), para todo (x, y) ∈ R2.
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Chamando h(x̄, ȳ) = (x, y) segue:

h−1(x + 2π, y) = h−1((x, y) + (2π, 0)) = h−1(h(x̄, ȳ) + (2π, 0))

= h−1 ◦ h(x̄ + 2π, ȳ)

= (x̄ + 2π, ȳ) = (x̄, ȳ) + (2π, 0)

= h−1(x, y) + (2π, 0), ∀ (x, y) ∈ R2.

Então a inversa de h, que é h−1, se encaixa nas hipóteses da proposição 2.1.3.

Dáı que existe uma curva γ′ partindo de H− e chegando a H+ tal que

Indh−1γ′ = −1/2.

Mas a Propriedade de Índice 1.2.4 garante que

Indh−1γ′ = Indh(h
−1 ◦ γ′).

Podemos, então, assegurar a existência de uma curva h−1 ◦ γ′ partindo de H− e chegando a

H+ com

Indh(h
−1 ◦ γ′) = −1/2,

o que consiste em uma contradição.
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