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Resumo

A tecnologia dos arranjos de DNA (DNA-array) é uma ferramenta utilizada para
identificar e comparar niveis de expressao de um grande nimero de genes ou fragmentos
de genes simultaneamente, em condicoes diferentes. Com esta comparacao, é possivel
determinar possiveis genes causadores de doengas de origem genética (por exemplo, o
cancer). Nestes experimentos, grandes quantidades de dados numéricos (relacionados as
medidas de niveis de expressdo dos genes) sao gerados e métodos estatisticos sdao im-
portantes para andlise dos dados, com objetivo de identificar os genes que apresentam
evidéncias para niveis de expressao diferentes. O objetivo de nossa pesquisa é comparar
o desempenho e desenvolver métodos estatisticos, capazes de identificar genes que apre-
sentam evidéncias para niveis de expressao diferentes, quando comparamos situagoes de
interesse (tratamentos) com uma situagao de controle. Para isto, descrevemos o teste t,
proposto por Baldi e Long (2001) e propomos trés métodos para identificar genes com
evidéncias para niveis de expressao diferentes. O primeiro método proposto é baseado na
utilizacao da inferéncia bayesiana paramétrica e dos métodos de selecao de modelos, fator
de Bayes e DIC; o segundo método é baseado na inferéncia bayesiana semi-paramétrica
conhecida como modelo de misturas de processos Dirichlet; e o terceiro método é baseado
na utilizacao de um modelo com mistura infinita de distribuigoes, que aplicado a anélise
da expressao génica determina grupos de niveis de expressao génica similares, baseados
nos efeitos de tratamento.

Palavras-chave: Arranjos de DNA, teste t, Inferéncia bayesiana, Monte Carlo, Monte
Carlo Markov Chain - MCMC, Gibbs Sampling, Selegao de modelos, Fator de Bayes, DIC,
Inferéncia bayesiana nao paramétrica, Processo Dirichlet, Modelo de misturas de processos

Dirichlet, Modelo com mistura de distribuigoes.



Abstract

The technology of the DNA-Arrays is a tool used to identify and to compare levels
of expression of a great number of genes or fragments of genes, in different conditions.
With this comparison, it is possible to identify genes possibly causing illnesses of genetic
origin (cancer for example). Great amounts of numerical data (related the measures of
levels of expression of the genes) are generated and statistical methods are important
for analysis of this data with objective to identify the genes that present evidences for
different levels of expression. The objective of our research is to develop and to describe
methods statistical, capable of identifing genes that present evidences for different levels
of expression. We describe the test t, considered for Baldi and Long (2001) and consider
three others methods. The first method considered is based on the use of parametric
Bayes inference and the methods for selection of models, Bayes factor and DIC; the
second method is based an semi-parametric bayesian inference, model of mixtures of
Dirichlet processes. The third method is based on the use of a model with infinite mixtures
of distributions that applied the analysis of the genica expression determines groups of

similar levels of expression.
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Capitulo 1

Introducao

Com o desenvolvimento da genética foram criados os termos transcriptoma, que repre-
senta o conjunto completo dos transcritos (RNA’s) e proteoma, que representa o conjunto
completo das proteinas.

A medida que mais genes vao sendo conhecidos, através dos projetos genomas, tem-se
a possibilidade de passar para fases de andlises seguintes: saber quando e onde estes genes
sa0 expressos, ou seja, o funcionamento do genoma, genoma funcional.

Segundo Felix et al., (2002), "O fluxo de informagao génica do DNA nos cromossomos
(genoma) até o proteoma, é intermediado pelo conjunto das moléculas de RNA (trans-
criptoma). Assim, a concentragao relativa de transcritos de um determinado gene em
uma célula ¢ um indicativo do quanto esse gene estd sendo expresso, isto ¢, do quanto a
célula estd investindo do seu maquinario bioquimico para produzir a proteina codificada
pelo gene".

Com isso, pesquisadores de diversas dreas (bi6logos, estatisticos, engenheiros, quimi-
cos, fisicos, mateméticos, etc...) voltaram suas atengoes ao desenvolvimento de tecnolo-
gias, visando medir a concentragao relativa dos transcritos (RNA’s) dos genes em células
e tecidos. Uma das principais ferramentas para este tipo de estudo sao os arranjos de
DNAL.

Os arranjos de DNA sao laminas (ou suportes), comumente de vidro ou nailon, que

!Existem diversos termos empregados para descrever os arranjos de DNA: ndilon array, filter array,
high density membranes e macroarray para os arranjos em suporte de nailon; e glass array, DNA chips,
biochips e microarray para os arranjos em suporte de vidro (ver Felix et al., 2002).
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permitem medir os niveis expressao de uma grande quantidade de genes ou fragmentos
de genes, a0 mesmo tempo. Para isto, sdo fixados na(s) lamina(s), de forma ordenada,
seqiiéncias completas ou parciais de genes conhecidos. Fixados os genes na(s) lamina(s),
produzem-se sondas de cDNA? com alguma marcagao (radioativa ou fluorescente). Por
exemplo, marca-se o cDNA de uma situacdo (por exemplo, células normais) com um
marcador que reflete a luz vermelha, e o cDNA da outra situagao (células doentes) com um
marcador que reflete a luz verde (ou vice-versa). Misturam-se as sondas na(s) lamina(s),
se as sondas utilizadas possuirem seqiiéncias complementares aos fixados na(s) lamina(s),
entdo vao se hibridar®, permitindo sua identificagao (ver Figura 1).

O resultado do experimento sao duas imagens com pontos iluminados, uma de verde
e a outra de vermelho (ver Figura 1). A imagem dos pontos é salva e processada por
computadores e softwares especificos, onde cada spot ou "ponto" do arranjo recebe valores

numéricos (ver Wu, 2001).
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Figura 1: Experimento com arranjos de DNA.

Fonte: www.orfe.princeton.edu/research/microarray.jpg

2DNAs complementares: cépias, se possivel, de todos os RNAs mensageiros de uma linhagem celular
ou 6rgao na forma de DNA.

3A hibridacdo entre as moléculas de DNA, que estdo na lamina, com as da populacio de cDNA
(derivado de mRNA extrafdo das células em estudo) é feita por complementaridade que as fitas de DNA
apresentam se forem homdélogas (de mesma origem).
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Se as duas laminas forem sobrepostas, obtém-se a tltima lamina da Figura 1. Os
pontos onde se observa uma coloracao esverdeada, indicam que existe uma quantidade
maior de mRNA* correspondentes, por exemplo, as células doentes em relacao a células
normais. Em outras palavras, o gene em questao pode estar mais expresso na célula
doente, o que pode ter alguma implicagdo na origem e/ou evolugao de uma doenga. O
raciocinio inverso é aplicado aos pontos do arranjo, em que se observa uma coloracao
avermelhada (ver Carneiro et al., 2001). Os clones, cujo mRNA néo sao diferencialmente
expressos entre as duas amostras de cDNAs marcados, terao uma cor intermedidria entre
o verde e o vermelho, aqui representados pela cor amarela. Os pontos onde nao se observa
nenhuma das trés cores citadas correspondem aos genes que nao possuem relacao nenhuma
com as situacoes estudadas.

Como dados numéricos, relacionados as medidas dos niveis de expressao dos genes sao
obtidos com variabilidade (da realizacao do experimento, ou do processo de obtencao das
imagens, entre outros), métodos estatisticos sdo importantes para a anélise dos dados,
com o objetivo de identificar os possiveis genes que apresentam evidéncias para niveis de
expressao diferentes devido apenas ao efeito de tratamento.

Os primeiros métodos estatisticos descritos para andlise da expressao génica foram
discutidos por Schena et al., (1995), Schena et al., (1996) e DeRisi et al., (1996).

Mais recentemente, diversos artigos abordam diferentes métodos estatisticos para
andlise da expressdo génica, entre eles, Baldi e Long (2001) com a utilizagdo do teste
t e uma abordagem bayesiana, Efron et al. (2001) através de uma abordagem bayesiana
empirica, Do et al. (2002) com o modelo de misturas de processos Dirichlet, Medvedovic
e Sivaganasan (2002) através de um modelo com mistura, baseado no modelo de misturas
de processos Dirichlet.

Consideramos para andlise da expressao génica as situagoes controle (por exemplo,
medidas de niveis de expressdo das sondas de cDNA’s provenientes de células sas) e
tratamentos (medidas de niveis de expressao das sondas de cDNA’s em qualquer situagao
diferente do controle).

O objetivo de nossa pesquisa é comparar o desempenho e desenvolver métodos estatis-

ticos, capazes de identificar com qualidade, genes que apresentam evidéncias para niveis

4RNA mensageiro, utilizado na producio das sondas.
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de expressao diferentes, quando comparamos situagoes de interesse (tratamentos) com
uma situacao de controle.

Para as andlises descritas nos capitulos seguintes, determinamos os logaritmos® das
medidas dos niveis de expressao observadas para cada gene em cada situacao, controle
e tratamento. Assim, para cada gene, temos medidas de niveis de expressao, controle e
tratamento, definidas no intervalo (—oo, 00). Dessa forma, vamos supor que estas medi-
das transformadas foram geradas segundo uma distribuicao normal. Esta suposicao de
normalidade é largamente utilizada na literatura, ver por exemplo Baldi e Long (2001),
Efron et al. (2001), Do et al. (2002) e Medvedovic e Sivaganasan (2002).

Assim, para cada gene g, g = 1,2, ..., G, temos um conjunto de varidveis observiveis

t x! , independentes, representando o logaritmo dos niveis de ex-

C
Tgpy ooy Tgn, € Tgpyeees Tgp,s

an
pressdo do gene g na situagdo controle (c) e tratamento (t), respectivamente. Genes
diferentes sao tratados independentemente.

No Capitulo 2, descrevemos uma abordagem comumente utilizada para andlise dos
dados de expressao génica e o teste t proposto por Baldi e Long (2001). Desenvolvemos
para o teste t, um estudo de simulacao para verificar seu comportamento na deteccao de
genes com evidéncias para niveis de expressao diferentes quando consideramos diferentes
afastamentos na média, na varidncia ou em ambos, das observagoes de tratamento com
relacao as observacoes de controle. Aplicamos o teste t a dados de niveis de expressao
reais, obtidos de um experimento realizado com as células da bactéria Escherichia Coli
sob os padroes THF" e IHF~ (ver Arfin et al., 2000).

Baseados no trabalho de Baldi e Long (2001), propomos no Capitulo 3 um método
de identificagao de genes com e sem evidéncias para diferenca, utilizando a distribuicao
de probabilidades das medidas de niveis de expressao observadas, para cada gene em
cada situagao. Pois assim, estaremos fazendo inferéncias tanto com relagao a variacao na
média quanto com relagao a variacao na varidncia das medidas de tratamento com relagao
as medidas de controle. Para isto, consideramos os modelos, My (medidas de niveis de
expressao, tratamento e controle, sem evidéncia para diferenga) e M; (medidas de niveis
de expressao, tratamento e controle, com evidéncias para diferenga). Para a selecdo do

modelo, My ou M;, que melhor explica as medidas de niveis de expressao observadas

% Aqui nos referimos aos logaritmos naturais.
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para um determinado gene, utilizamos a inferéncia bayesiana paramétrica e os métodos
de selecao de modelos: fator de Bayes e o critério DIC.

Desenvolvemos um estudo de simulagao com objetivo de verificar o comportamento
do fator de Bayes e do critério DIC na deteccao de genes com evidéncias para niveis de
expressao diferentes quando consideramos diferentes afastamentos na média e/ou variancia
das observacoes de tratamento com relagao as observagoes de controle. Com o estudo de
simulagao podemos observar que o fator de Bayes e o critério DIC apresentam resultados
semelhantes e detectam evidéncias para niveis de expressao diferentes, tanto com relagao
a variacao na média quanto com relagao & variacao na varidncia, ou ambos.

Aplicamos o fator de Bayes e o critério DIC a dados reais, obtidos do experimento
realizado com células da bactéria Fscherichia Coli.

Na simulagao e na aplicagao para o fator de Bayes e para o critério DIC, utilizamos
diferentes valores para os hiperparametros da distribuicao a priori para a variancia dos
modelos M, e My, de cada um dos genes.

O fator de Bayes e o critério DIC, tanto na simulagao quanto na aplica¢ao, se mostraram
sensiveis & escolha dos hiperparametros da distribuicao a prior: para as variancia dos mo-
delos My e M;. A medida que temos informacéo a priori, o fator de Bayes e o critério DIC
apresentam um melhor desempenho na deteccao dos genes com evidéncias para diferenca.
Mesmo com esta sensibilidade, os resultados obtidos com o fator de Bayes e com o DIC
se mstram melhores do que com os obtidos com o teste t.

Com o objetivo de melhorar as inferéncias sobre os possiveis genes que apresentam
evidéncias para niveis de expressao diferentes e diminuir as restrigoes para as analises, no
Capitulo 4, utilizamos a abordagem bayesiana semi-paramétrica, conhecida como modelo
de misturas de processo Dirichlet (modelo MPD). Primeiramente, revisamos a definigao
e algumas propriedades da distribuigdo Dirichlet. Baseados em Ferguson (1973), defini-
mos o processo Dirichlet, e algumas de suas propriedades, tais como, média, varidncia e
distribuicao a posteriori.

Para Ibrahim (2001) o processo Dirichlet é o mais popular processo a priori em infe-
réncia bayesiana nao paramétrica.

Com a utilizagao do processo Dirichlet a priori, atribuimos incerteza a uma dis-

tribuicao de probabilidades e com isso obtemos um modelo mais flexivel e abrangente.
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Pois, em vez de afirmar que os efeitos aleatérios, da varidvel de interesse, pertencem ape-
nas ao conjunto de distribui¢oes normais, o modelo permite que estes efeitos se adaptem
a distribuicoes desconhecidas, que podem ser assimétricas, multimodais ou simplesmente
ter a forma paramétrica de uma distribuicao normal.

Descrevemos o modelo de misturas de processos Dirichlet, que pode ser utilizado com
sucesso na andlise de dados com mistura de distribui¢coes e um algoritmo, baseado no
método Gibbs Sampling (ver Gelfand e Smith, 1990), para se obter amostras das dis-
tribuigoes condicionais de um modelo de misturas de processos Dirichlet conjugado. Re-
alizamos um estudo de simulagao no qual aplicamos o modelo MPD na estimacao da
média de uma distribuicao normal com varidncia conhecida e na estimacao da média e
varidncia de uma distribuicao normal, quando estes dois parametros sao desconhecidos.

O algoritmo Gibbs Sampling descrito para o modelo de misturas de processos Dirichlet
conjugado ¢ usado por Escobar (1994) e por Escobar e West (1995). Segundo Neal (1998),
este algoritmo produz uma cadeia de Markov ergédica’, porém a obtencao de convergéncia
pode ser lenta.

Aplicamos o0 modelo MPD e o método Gibbs Sampling na andlise da expressao génica.
Para as inferéncias sobre os genes que apresentam evidéncias para niveis de expressao
diferentes, consideramos a proporcao de vezes que as médias Z,. € T4, das observagoes de
controle e tratamento de um determinado gene g, respectivamente, foram consideradas
como sendo geradas de uma mesma distribui¢ao normal pelo modelo MPD, durante as p
seqiiéncias geradas pelo método Gibbs Sampling, para g = 1,2, ..., G.

Desenvolvemos um estudo de simulagao para verificarmos o comportamento do modelo
MPD na detecgao de genes com evidéncias para diferenca, quando consideramos diferentes
afastamentos na média e na varidncia (ou ambos) das observagoes de tratamento com
relacao as observacoes de controle.

Aplicamos o modelo MPD aos dados obtidos do experimento realizado com células da
bactéria Escherichia Coli.

Para simulacao e aplicagao, consideramos diferentes valores para os hiperparametros
das distribuicoes a priori.

Tanto na simulagao quanto na aplicacao, o modelo MPD se mostrou sensivel a escolha

6Trredutivel, aperiédica e recorrente positiva.
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dos hiperparametros da distribuicao a priori para a variancia, levando a diferentes con-
clusoes, ou seja, a escolha de diferentes genes g com evidéncias para niveis de expressao
diferentes, g = 1,2, ..., G. Isto nos mostra que devemos ter uma certa atengao e alguma
informacao para determinarmos estes hiperparadmetros e obtermos resultados satisfatérios.

A medida que temos informacdo a priori para a variancia, o modelo MPD se mostra
com um melhor desempenho na deteccao dos genes com evidéncia para diferenca.

Uma abordagem também utilizada considera a identificacdo e andlise de grupos (ou
clusters) de genes com niveis de expressao similares devido ao efeito de tratamento ao
invés da andlise de um individual gene de cada vez (ver Medvedovic e Sivaganesan, 2002).

Dessa forma, no Capitulo 5 propomos um modelo bayesiano, baseado em um modelo
com mistura infinita que é equivalente ao modelo MPD e descrevemos um algoritmo,
baseado no método Gibbs Sampling, para se obter amostras das distribuigoes condicionais
de um modelo com mistura infinita. Aplicamos este modelo na anilise da expressao
génica com o objetivo de identificar grupos (ou clusters) de genes com niveis de expressao
similares.

Identificados os grupos (ou clusters) de genes com niveis de expressao similares, con-
sideramos para cada grupo os modelos, My e My, My se o grupo é composto por medidas
sem evidéncias para diferenca e M; se o grupo é composto por medidas com evidéncias
para diferenca. Para detectar se o grupo é composto por medidas de niveis de expressao
que apresentam ou nao evidéncias para diferenca, utilizamos a abordagem bayesiana e o
critério DIC.

Desenvolvemos um estudo de simulagao para verificarmos o comportamento do modelo
com mistura infinita na identificacao de grupos de genes com niveis de expressao similares
e do critério DIC na identificagao dos grupos compostos por medidas de niveis de expressao
com evidéncias para diferenca, quando consideramos diferentes afastamentos na média e
na variancia (ou ambos) das observagdes de tratamento com relacdo as observagoes de
controle.

Aplicamos a modelagem com misturas infinita e o critério DIC aos dados obtidos do
experimento realizado com células da bactéria Escherichia Coli.

Para a simulacao e para a aplicacao, consideramos para formacao dos grupos de

genes com niveis de expressao similares, diferentes valores para os hiperparametros da
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distribuicao a prior: para a varidncia. Para aplicacao do critério DIC utilizamos os mesmos
hiperparametros utilizados na formacao dos grupos, pois o critério DIC nao se mostrou
sensivel aos hiperpardmetros. Isto é, o critério DIC independentemente do valor escolhido
para os hiperparametros da distribuicao a priori para variancia, detecta sempre os mesmos
grupos com evidéncias para diferenca.

Tanto na simulacao quanto na aplicacdo o modelo com mistura infinita se mostrou
sensivel a escolha dos hiperparametros da distribuicao a priori para a varidncia na a
formagao dos grupos (ou clusters). Mudando o valor dos hiperpardmetros os genes com
niveis de expressao na fronteira dos grupos formados trocam de grupos. Logo, devemos ter
certa atencao e alguma informagao para determinarmos os valores dos hiperpardmetros
e obtermos resultados satisfatérios. Se possivel devemos nos basear na opiniao de um
especialista ou utilizar métodos empiricos para determinar os valores dos hiperparametros.

No Capitulo 6, fazemos algumas consideracoes finais sobre os métodos estatisticos

aplicados na andlise da expressao génica, apresentados nesta dissertacao.



Capitulo 2

Abordagem usual e Teste t

Uma abordagem comumente utilizada para andlise da expressao génica, considera
que um gene g, apresenta evidéncias para niveis de expressao diferentes se o logaritmo da
razao entre a média das observagoes de tratamento e a média das observacoes de controle,
em valor absoluto, variar mais do que um valor de referéncia, tipicamente 2. Isto é,
se o valor absoluto obtido para o logaritmo da razao entre a média das observacoes de
tratamento e a média das observacoes de controle, for maior que o valor de referéncia, o
gene g é considerado com evidéncias para diferencga, para g = 1,2, ...,G (ver, Felix et al.,
2001, Baldi e Long, 2001 e Do et al., 2002).

Uma outra abordagem também muito utilizada, considera para um gene g, que o

logaritmo das observacgoes de controle foram geradas de uma distribuigdo normal com

2

média (1., € variancia o,

c c 2
Tty o Tgp, ~ N ('ugC’ 090)

e o logaritmo das observagoes de tratamento foram geradas de uma distribuicao normal

2

com média 1, € variancia oy,

t t 2
L1y s Lgny ™ N (f“gt’agt) )

onde n. e n; correspondem as quantidades de observacoes de niveis de expressao na situ-
agao de controle e na situacao de tratamento, respectivamente, para g = 1,2,...,G (ver
Baldi e Long, 2001).

Para determinar se o gene ¢ apresenta ou nao evidéncias para niveis de expressao
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diferentes, utiliza-se o teste de hipéteses sob a forma

Ho @ pige = prgy versus Hy @ pig. 7 iy (2.1)

para g, g=1,2,...,G.
Baldi e Long (2001) utilizam o teste t, para cada gene g, baseados no teste de hipéteses
como em (2.1), e as médias e varidncias amostrais sdo utilizadas para determinar se o gene

g apresenta evidéncias para diferenca, sob a forma

Lge fz‘gt
t., =
g 2 P)
Sge | Sgt
Ne ne

(2.2)

onde Z4. ¢ a média amostral das observagoes de controle para o gene g, dada por

Ne
_ I «— .
xgc:_E :xgi’
N 4
=1

Tq € a média amostral das observacoes de tratamento, dada por

N
_ 1 Z ¢
mgt = Igi?
Ny <
i=1

5%, € a varidncia amostral das observacoes de controle, dada por

1 &
2 c _ = 2
2= S -,
C .
=1
e s?]t é a variancia amostral das observacoes de tratamento, dada por

nt
2 1 t = \2
S :—E (x—x)
¢ ¢
g ng — 1 gt g

=1
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Fixado um nivel de significancia «, se | ¢, | ¢ maior que o valor de referéncia ¢;_a
(quantil 1 — 5 da distribuigao t — Student com p graus de liberdade) entao hé evidéncias
de que o gene g apresenta niveis de expressao significativamente diferentes, quando com-
paramos a situacao de tratamento com a situagao controle, para g = 1,2, ..., G.

Um problema que surge para a aplicagao do teste t aos dados de expressao génica, é
o tamanho das amostras n. e n;, para um gene g, que geralmente sao pequenas.

E importante notar que buscamos de fato uma ferramenta estatistica que separe as
distribuicoes das observacoes de niveis de expressao relativas a controle e tratamento,
quando estas sao diferentes. Como veremos a seguir o teste t separa eficientemente estas
distribuicoes quando observamos diferenca de médias, entre tratamento e controle, mas
com variancias, tratamento e controle, razoavelmente estdveis. Quando variacoes na média
de tratamento com relagao a média de controle estd acompanhada de aumento na variancia
de tratamento com relagao a variancia de controle o teste t nao funciona adequadamente,
embora tenha havido mudanca na distribuicao das observagoes de expressao génica de

tratamento com relacao a de controle.

2.1 Simulacao

Desenvolvemos um estudo de simulagao, para verificarmos o comportamento do teste
t, como proposto por Baldi e Long (2001), na detecgdo de genes com evidéncias para
niveis de expressao diferentes, quando consideramos diferentes afastamentos na média e
na varidncia (ou ambos) das observagdes de tratamento com relacdo as observagoes de
controle.

Para gerar os dados de expressao génica consideramos uma amostra controle com o
logaritmo dos niveis expressiao provenientes de uma distribuigio normal, N (u,,c?), e
uma amostra tratamento, com o logaritmo dos niveis de expressao provenientes de uma
distribuicdo normal, N (y,,02), onde y, = p, + 0 e 02 = (yo,.)>.

O passo seguinte é considerar variagoes em 0 e . Dessa forma, a partir de § =
0, aumentando ou diminuindo o valor de § e aumentando ou diminuindo o valor de ~

esperamos detectar uma quantidade maior de genes (simulados) com evidéncias para

niveis de expressao diferentes. Pois estaremos afastando a distribuicao das observagoes
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de tratamento da distribuicao das observacgoes de controle.

Para cada variacao de 0 e v considerados, aplicamos o teste t, com um nivel de sig-
nificAncia a = 0,05, para detectar os genes (simulados) que apresentam evidéncias para
niveis de expressao diferentes.

Consideramos para a simulacao os seguintes passos:

1 - Simulamos 1000 genes g, g = 1,2, ..., 1000,

2 - Geramos para cada um dos 1000 genes, 5 observacoes de controle, com distribuicao
N (p,, %) e 5 observagoes de tratamento, com distribui¢ao N (p,, 0?).

3 - Fixamos como valor para p, = —0,036 e 02 = 0,04, baseados nas observagoes do
experimento realizado com as células da bactéria Escherichia Coli (ver Arfin et al., 2000).

A Tabela 1 mostra as quantidades de genes (simulados) detectados com evidéncias para
niveis de expressao significativamente diferentes, para cada variacao de d e v (ou ambos)
considerados. Cada linha mostra as quantidades detectadas, quando consideramos 7y fixo
e variamos 0. Cada coluna mostra as quantidades detectadas, quando consideramos ¢ fixo
e variamos 7.

Para ~ fixo (cada linha) a medida que afastamos a média da distribui¢do das obser-
vagoes de tratamento da média da distribuigdo das observagoes de controle (a partir de
0 = 0, aumentando ou diminuindo o valor de §), o teste t detecta uma quantidade maior
de genes com evidéncias para niveis de expressao diferentes do que a variacao J anterior.
Isto nos mostra que o teste t é sensivel & variagao na média, quando ~ é fixo, detectando
os genes com evidéncia para niveis de expressao diferentes.

J& para § fixo (cada coluna), a partir de v = 0,25, igualando ou aumentando a
varidncia da distribuicao das observagoes de tratamento com relacao a distribuicao das
observagoes de controle (aumentamos o valor de v), o teste t detecta menos genes com
evidéncias para niveis de expressao diferentes. Por exemplo, para d = 0,5, v =1ey =19,
respectivamente, 916 e 207 genes foram detectados com evidéncias para diferenga. Ocorre
o contrdrio do que esperdvamos, que seria detectar uma quantidade maior ou igual de
genes com evidéncias para diferenca & medida que aumentamos o valor de ~.

Dessa forma, notamos que a utilizagdo do teste t, proposto por Baldi e Long (2001),
para a andlise da expressao génica se mostra uma ferramenta estatistica inadequada para

detectar alteragoes na média quando esta estd acompanhada de um aumento na variancia
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das observacoes de tratamento com relacao a varidncia das observacoes de controle. Para
variancias estaveis (7 = 0,25 ou v = 1) os resultados obtidos sdo adequados, pois para
d # 0 a quantidade detectada com evidéncias para diferenca e préxima (§ = +0,5) ou

igual (6 = £0 ou 6 = 1) a 1000 genes (simulados).

Tabela 1: Quantidades detectadas com evidéncias para diferenca pelo teste t.

d
¥ -1,0 -0,8 -0,5 0 0,5 0,8 1,0
0,25 1000 1000 982 55 976 1000 1000
1 1000 1000 930 46 916 997 1000
4 977 895 557 45 563 910 976
9 797 630 291 43 302 636 822
16 585 426 196 41 207 412 586

2.2 Aplicacgao

Aplicamos o teste t na analise da expressao génica, utilizando as medidas de niveis
de expressao obtidos do experimento realizado com células da bactéria Escherichia Coli,
com relacao aos padroes IHF* e IHF~ (ver Arfin et al., 2000).

Para a anélise dispomos de 434 genes, com cinco medidas de niveis de expressao para
a situagao de tratamento (t) e cinco medidas de niveis de expressao para a situagao de
controle (c).

Para aplicagao do teste t, consideramos os niveis de significancia o = 0,10 e a = 0, 05.

As Figuras 2 e 3, mostram as médias e varidncias controle e tratamento observadas,
destacando os genes detectados com evidéncias para niveis de expressao diferentes. Nestas
Figuras os pontos e indicam os genes que nao foram detectados com evidéncias para difer-
enca e os sinais + indicam os genes que foram detectados com evidéncias para diferenca.
Note que os genes com média de tratamento e de controle distantes da reta y = x nao
foram detectados.

Com a = 0,10 (Figura 2), 51 genes foram detectados com evidéncias para diferenca,
enquanto que com « = 0,05 (Figura 3) 21 genes foram detectados com evidéncias para

diferenca.
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Como notado na simulagao, o teste t detecta evidéncias para diferenga somente quando
temos uma diferenca na média da distribui¢ao das observacoes de tratamento com relacao
a média da distribuicao das observacoes de controle com as varidncias destas duas dis-
tribuicoes sendo razoavelmente estdveis. Isto explica, porque os genes com média de
tratamento e de controle distantes da reta y = x nao foram detectados e genes com média
de tratamento e de controle mais préximos a reta y = x foram detectados. Por exemplo,
o gene 277 apresenta uma diferenca tanto na média quanto na variancia e nao foi detec-
tado com evidéncias para diferenca e o gene 227 que apresenta média de tratamento e de

controle mais préximos a reta y = x foi detectado com evidéncias para diferenca.
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Figura 2: Médias e varidncias controle e tratamento, com a = 0, 10.
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Figura 3: Médias e varidncias controle e tratamento, com o = 0, 05.
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A Tabela 2 mostra o niimero e as médias e varidncias amostrais controle e tratamento,
dos 51 genes detectados com evidéncias para niveis de expressao diferentes pelo teste t.
Os genes indicados com o sao os detectados quando utilizamos o nivel de significAncia
a = 0,05. Observe que todos os genes foram detectados com evidéncias devido a uma

diferencga presente nas médias, controle e tratamento, pois as varidncias sao proximas.

Tabela 2: Genes identificados com evidéncia para diferenca pelo teste t.

N gene | Média cont. | Variancia cont. | Média trat. | Variancia trat.
202 -0,0412 0,0069 0,1643 0,0141
012 -0,0348 0,0145 0,2283 0,0231
17 -0,0363 0,0401 -0,3933 0,1173
34 -0,1224 0,0205 0,0467 0,0116
59 -0,3980 0,0650 -0,1013 0,0248
-84 -0,0359 0,0792 -0,4785 0,0473
-86 -0,0674 0,0350 0,2573 0,0423
88 -0,1023 0,0158 0,2827 0,1035
098 -0,1670 0,0323 0,0937 0,0269
114 0,0907 0,0348 -0,1232 0,0179
128 0,0202 0,0930 -0,3389 0,0241

0134 0,2603 0,2152 -0,3331 0,0567
169 -0,0487 0,0414 -0,3261 0,0527
0176 -0,0357 0,0298 0,3309 0,0402
179 0,0705 0,1365 -0,5547 0,3276
0183 0,0439 0,0210 -0,2685 0,0350
202 0,0891 0,0729 -0,2033 0,0126
0212 0,0158 0,0222 -0,3466 0,0865
0227 -0,1684 0,0039 -0,0265 0,0102
233 0,0249 0,1770 -0,4876 0,1894
238 0,0594 0,0234 -0,1907 0,0538
0244 0,1267 0,0166 -0,1890 0,0260
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N¢ gene | Média cont. | Variancia cont. | Média trat. | Variancia trat.
0248 0,2133 0,1489 -0,3095 0,0940
0254 -0,1924 0,0293 0,1445 0,0255
0259 0,0822 0,0139 -0,1641 0,0283
269 -0,0108 0,0250 -0,1651 0,0060
271 -0,1217 0,0330 0,2292 0,0919
283 -0,0959 0,0138 0,0685 0,0136
286 0,0008 0,0434 -0,2262 0,0178
288 0,0607 0,0315 -0,1172 0,0040
311 0,1195 0,1080 -0,2700 0,0167
318 -0,0312 0,0299 0,3249 0,0988
0345 0,0161 0,0113 -0,2167 0,0112
352 0,2392 0,1095 -0,0896 0,0219
359 0,0224 0,0671 -0,3436 0,0824
360 0,2449 0,1277 -0,1841 0,0318
369 0,0744 0,0843 -0,2979 0,0440
0375 0,0133 0,0085 -0,3156 0,0238
376 0,2173 0,0489 -0,2458 0,1899
0383 0,2566 0,0903 -0,4787 0,1561
0386 -0,0912 0,0113 0,0906 0,0173
389 -0,1943 0,0239 -0,0353 0,0022
0393 -0,3188 0,0399 -0,0242 0,0374
409 -0,0844 0,0225 0,1123 0,0285
0410 -0,1181 0,0046 0,1035 0,0161
412 -0,0947 0,0136 0,1154 0,0282
416 0,1632 0,0758 -0,2045 0,0708
423 -0,2562 0,0376 -0,0023 0,0397
427 0,2287 0,0586 -0,1830 0,0409
431 -0,0963 0,0198 0,1138 0,0231
432 -0,1694 0,0428 0,1265 0,0598




Capitulo 3

Abordagem bayesiana paramétrica,

Fator de Bayes e DIC

Neste capitulo, consideramos para a andlise da expressao génica os modelos M, e
M;. No modelo M, os niveis de expressao sao provenientes de uma mesma distribuicao
de probabilidades e no modelo M; os niveis de expressao sao provenientes de distribuigoes
de probabilidades diferentes. Para selecionar o modelo que melhor explica os niveis de
expressao observados e conseqiientemente, determinar se um gene apresenta ou nao evi-
déncias para niveis de expressao diferentes, utilizamos a inferéncia bayesiana paramétrica
e os métodos de selecao de modelos, fator de Bayes e critério DIC.

Nesta abordagem, em ambos os modelos, genes diferentes sao considerados indepen-

dentes.

3.1 Modelo para a expressao génica

No modelo My, para um determinado gene g, consideramos que o logaritmo das
medidas dos niveis de expressao observadas na situagao de controle e de tratamento foram

geradas de uma mesma distribuicao de probabilidades,

c c t t _ 2
L1y Tgnys Lgts ooos Lgny = Tgly oo Lgnes Lgnet1ees Tn ~ N (,ug,ag) )

t

gny» CcOmM n=mn,+n, para g =1,2,..,G.

_ ot _
onde gy, 11 = Typy ey Ty =T
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Para este modelo, denotamos por

_ c c t t —
Dy ={aly, . aby  aby xl, b ={2g, o Tgnes Tgnett o, T }
o conjunto das medidas dos niveis de expressao observados na situacao de controle e de
tratamento para o gene g, e a quantidade de medidas que compoem D, é n = n. + n;.
No modelo My, para um determinado gene g, consideramos que o logaritmo das me-
didas dos niveis de expressao observadas na situacao de controle e de tratamento foram

geradas de distribuigoes de probabilidades diferentes,

c c 2 t t 2
Typs s LTgp, ~ N (ugc,agc) € Tygpy oy Ty, ~ N (/Lgt,agt) .

Para este modelo, denotamos por

(e c 1. . . L .
- Dy = {xgl, ...,xgnc}. o conjunto das medidas dos niveis de expressao observadas
para o gene g na situacao de controle,

- Dy = {a:gl, ...,xtgnt}: o conjunto das medidas dos niveis de expressao observadas

para o gene ¢g na situacao de tratamento, e

- n. e ng: correspondem as quantidades de medidas de niveis de expressao observadas

que compoem, D, e Dy, respectivamente.

Para cada modelo, M, e M;, temos as verossimilhancas, dadas por

n n

E 1 1 2
L ,02|D,) = 02) = ——= | exp{—=— Tgi —
Mo (:U'g g| g) ngO(ug g) W p 203 ;( g :u‘g)
que pode ser escrita sob a forma,
2 s [l = )+ (= 1)s?
Ly, (ug,ag|Dg) o (ag) exp{ — 52 (3.1)
99
e
LMl (:ugcv 0307 :U’gt7 Uzt‘Dng Dgt) = LC (:u’gcv Ugc’DQC) Lt (Ngt? U§t|Dgt) (32)
onde,

—ac nC(‘/E c T M 0)2 + (nc - 1>S2C
Lo (e 02 Die) ¢ (03 exp { L :
gc
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Ly (Ngt703t|Dgt) X (Uzt) ® exp 202,
g

_nt {_nt(fgt - ,Ugt)2 + (e — 1)33t}
para g =1,2,....,G.

Considerar se ha ou nao evidéncias para niveis de expressao diferentes para um de-
terminado gene g, equivale a considerar o modelo My ou M; como sendo o modelo que
melhor explica as medidas dos niveis de expressao observados. Dessa forma consideramos
a abordagem bayesiana paramétrica e os métodos de sele¢ao de modelos, fator de Bayes e
critério DIC, para selecionar o modelo que melhor explica os niveis de expressao observa-

dos e assim, determinar se o gene g apresenta ou nao evidéncias para niveis de expressao

diferentes entre a situagao de controle e de tratamento, para g = 1,2, ..., G.

3.2 Abordagem Bayesiana

Para a abordagem Bayesiana, devemos especificar para as situagoes dos modelos M,
e M,, distribuicoes a priori para seus respectivos parametros ole o2 o2
15 ¢ p p P p /Lga g :ugc? ge? ugta gt>
para g = 1,2, ..., G e fazemos inferéncias baseados em suas distribuigoes a posteriori.
Aqui supomos independéncia a priori entre os parametros dos modelos My e M; e
também entre os pardmetros associados a situagao de controle e tratamento do modelo
M. Como resultado desta ultima suposicao temos que a distribuicao a posterior: para a
situacao do modelo M, se fatora para os dados relativos a controle e tratamento.

Para o modelo M, consideramos o conjunto de hiperparametros wy = (i, A, @, 3) e

as distribuigoes a priori usuais, normal e gama inversa dadas por

2 02
’/T(/,Lg’Ug) =N <:u07 Tg)

ou

o) o o) Fexp {= 2 (i, )"

2
209

(0?) = IG (% g)
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ou

A distribuicao a priori conjunta, é dada por

(1. 02) = (11, 02)(0?).

ou
2 2\~ (252 +1) A 2 15}

T(pg 00) o (02) 2 exp {_273 (g — 110)” — 27‘!2] . (3.3)

Para o modelo M, consideramos o conjunto de hiperparametros, w; = (fg,, Ac,

ey By fops N> i, B;) € as distribuigoes a priori usuais,

026 _1 2
7-‘-(/‘Lgc|o-g2]c) = N (:U’Ocv )\_9) = 7.‘—<:ugc|o-g2]c) X (O-?]c) 2 exp {_20_2 (:ugc - MOC) }

2
O gt _1 At 2
W(Ngt|052;t) = N (Mom _)\gt ) = W(Mgt|(73t) X (Uzt) 2 €Xp {—_2 (H’gt - p“[)t) }

20gt
e
W(U;C) = IG %, Be — W(U?]c) x (agc)f(%ﬂ) exp{ — 55
272 202,
W(”Zt) = IG at’ el = W(Jzt) x (Uﬁt)*(%ﬂ) eXpy — 6t2
272 207,
Com distribuicao a prior: conjunta, dada por
ﬂ-(:ugcv U?]ca Mgta g;t) = W(Mgclggc)ﬂ-(o-?]c)ﬂ-(ugt|0-52]t)ﬂ-(0-§t)7
ou

2 )~ (55 4) 2y ~(%7 1) (3.4)

2 2
71-(p“gc’ ggc? Mgt? Ogt) X (Ugc gt
At

A .
exp {——202 (Hge — t0c)” — o (11ge — t02)” b b } -
gc

2 T 9,2 942
207, 200, 20y

Os modelos My e M; apresentados acima seguem a proposta de Baldi e Long (2001).

Aplicando o teorema de Bayes, temos que a distribuicao a posteriori para o modelo
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M, é dada por

7 (pg, 02| Dy, o) o Lag, (pg, 02| Dg) (1t \J) (c2) (3.5)
(7,

() F o {5 (o~ )" (02) D e {2

2
g
g _ 2+ _1 2
ox eXp{—n(Ig Mg) n )Sg— A (/j’g_MO)Q}

203 202
2
o\ —(2Ent 41) B (n—1)s;
<Ug) : eXP _203 - 203

X exp {_Tiz [n(fé — 20,T4 + M?]) + A (M?] — 2pugp1 + Mg)} }
(02) (5 o {—2%3 (6+(n— m;)}
X exp {_Ti; (m‘:f] — 2p,nTy + nu3 + )\Mi — 2p A g + )\Mg)}
(05)7(%+1) exp {_T; (B+(n— 1)53)}
g
X exp { 2;27 (Mg (A+n) —2pu, (nz, + /\No))}

(02)—(%’”1“) exp {__

2072 (B4 (n—1)s +nz; + )\,ug)}

Adn (o, NIy + Mg
e (o (2
9

_(atntl 1
(03) (55 4) exp {_Tﬂ (ﬂ + (n — 1)35 + ni"z + )\,u%)}
g
1 NTy + A 2 _(etntl g
x eXp{—2 = (Mg—iT> (o3) (=555)
1 2 ) o (nTy+ )\Mo)2
exp{‘ﬁ (B“”‘ 1)sg 4y + b = =5

1 nTg + Ao 2 oy —(2tntl 41)
9 Ug (’ug )\“‘ﬂ ) (O-g)
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onde

n o A
= —7
:un )\—{—’I’Lg )\+nMO
Ay = A+n

a, = a+n+1
BAn 4 An(n = 1)s2 4+ n\(Ty — pg)*
An '

A distribuicao a posteriori para o modelo M; é dada por

=

0-2C acn cn
™ (H’gc? O-zc?/“ngt? 03t|DQC7 Dgtawl) - N (,ucna )\_Zn) [G ( 2 ; 2 ) (36)

0_2
N <:utn’ /\_ft) ]G <%7 %)

onde

Ne  _ A,

A+ ncx96+ Ae + ncﬂoc
Aen = A, +ne

Qen, = Qe+ne+1
6 _ 6(;)\077, + )\cn(nc - 1)S§c + nc)‘c(jgc - M00)2
cn )\cn
(§
Tt )\t
fn = For

)\t + ntmgt—'— >\t + Ny
)\tn = /\t—l-nt

gy = aptng+1

3, = Bidin + An (e — 1)s5, + muAe(Tgr — pigy)?
tn T .

)\tn
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3.3 Selecao de Modelos: Fator de Bayes

Para selecionar o modelo mais adequado aos dados utilizamos o fator de Bayes', dado

por

P(D[M,)

By = ——F=
" P(D|My)

onde

P(D|M,) = / Las, (0] D) (0] My)do

é a esperanca da fungao de verossimilhanca dado o modelo My, m(0|M) é a fungao de
densidade a priori para 6 sob o modelo My, e Ly, (0|D) é a fungao de verossimilhanga do
modelo My, para k =0, 1.

Portanto, podemos interpretar o fator de Bayes como sendo uma medida da evidéncia
a favor de um dos modelos considerados com relacdo ao outro. Kass e Raftery (1995),
sugerem interpretar o fator de Bayes através de uma calibragem, dividindo os possiveis
valores do fator de Bayes em quatro intervalos e considerando 2 vezes o logaritmo do fator

de Bayes, conforme a Tabela 3.

Tabela 3: Calibragem do fator de Bayes.

By 2log(Byg) | Evidéncias a favor do modelo M;
la3 0a?2 Fraca
3a20 2a6 Moderada
20 a 150 6 a 10 Forte
> 150 > 10 Muito Forte

Fonte: Kass e Raftery (1995)

Na Tabela 3, no primeiro intervalo (1 a 3), a evidéncia a favor do modelo M é fraca.
No segundo intervalo (3 a 20), a evidéncia a favor do modelo M; aumenta, favorecendo
sua escolha. No terceiro intervalo (20 a 150), a escolha do modelo M; pode ser feita com
mais confianga, pois hd uma forte evidéncia a seu favor. E no quarto intervalo (>150), a

escolha do modelo M; deve ser feita.

!Para maiores detalhes ver Kass e Raftery 1995 ou Missao 2004.
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Na andlise da expressao génica, selecionamos um modelo, M, ou M, para as medidas
de niveis de expressao de um determinado gene g, g = 1,2, ..., G, utilizando o fator de

Bayes

P(D., D;| M)

By =
Y P(D|Mo)

onde,

P(D,, Dy|My) = / / / / Lty (ttger 0% f1302 0% Do D) (3.7)
0 —o00 JO —00
W(Mc? 037 ﬂt? U? |M1)dﬂcd03dﬂtd0?

P(D|M,) = / / Loy (pg, 02| Dg) 7 (114, 02| M) dpiydo. (3.8)
0 —o0

O fator de Bayes ¢é influénciado pela escolha das distribuigbes a priori (ver Kass e
Raftery, 1995). Devido a isto, escolhemos os conjuntos de hiperparametros wy e w; de
forma a reduzir a influéncia das distribuicoes a prior: na escolha dos modelos My e Mj.

Baseados nas distribuigoes a priori conjunta (3.3) e (3.4), fazemos

Hoe = ot = o =10
A+ = A
ﬁc—i_ﬁt = ﬁ
.+ +3 = «

para o > 3.

3.3.1 Aproximacao do Fator de Bayes

As integrais em (3.7) e (3.8) néo possuem forma fechada conhecida, por estimativa
utilizamos uma aproximacao do fator de Bayes.

Kass e Raftery (1995) e Missao (2004) descrevem vérios métodos para aproximar as

integrais como em (3.7) e (3.8), aqui utilizamos a aproximagcao via método Monte Carlo

para aproximacao de integrais.
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Utilizando uma notagao simplificada para (3.7) e (3.8), podemos reescrevé-las como
P(D) = I = /L (041D) 7 (0) dO,

e segundo Kass e Raftery (1995), I} pode ser aproximada através do método Monte Carlo

fazendo
m

fo= S [Lef1p)],

i=1
onde os 0,(? sdo parametros gerados da distribuicdo a priori m(0y), m é a quantidade de
0,@ gerados e L(@,(:)|D) é o valor da funcao de verossimilhanca, do modelo M}, dado o
valor gerado a priori 0,(5), parak=0,1ei=1,2,..m

Para Geweke (1989), a precisao do método Monte Carlo pode ser melhorada pelo
método de Importance Sampling que consiste em gerar 9,(5), para i = 1,2,...,m, de uma
densidade 7* (f;) ponderada através de pesos w;. Dessa forma I pode ser aproximada

por

S wiL (0| D)
=1

I ==— (3.9)
> wi
i=1
onde w; = W<{)§j)>>.
T™* P
Considerando
L(0,|D 0 L (6.|D 0

P (D) I

obtemos uma amostra da densidade a posteriori de 6;|D.

Substituindo (3.10) em (3.9), temos que

L (gg>| D) Em; - (0;'[) ((,qu)

=
o) - m 9< )

Z L 9(’>|D 9“
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m
>
_ i=1 o mlj, N m
- m - m - m
Ik T Z 1 Z 1
; NRD) k - L(0|D) - L(65|D)
m 1

onde os 0,(3) sao parametros gerados da distribuicao a posteriori w(0;|D), m é a quantidade
de Hl(f) gerados e L(Hg)|D) ¢ o valor da fun¢ado de verossimilhanca, do modelo M}, dado
o valor gerado a posteriori 9,(;), para k = 0,1 e i = 1,2,...m. Como decorréncia das
propriedades do método Monte Carlo, este resultado converge quase certamente® para o
valor de Iy, quando m — oc.

Assim, a aproximacao do fator de Bayes para a andlise da expressao génica, seguird
0s seguintes passos:

1 - Gerar computacionalmente m pares de pardmetros da distribuicao a posterior:

(3.5) do modelo My,

(/Lga U;)b ) (/’Lg7 U;)m] )

2 - Gerar computacionalmente m quadruplas de parametros da distribuicao a posteriori
(3.6) do modelo My,
(:ugc? 0-52;07 :ugta Ugt)la Tt (Mgm 0-307 /'I’gt7 U;t)m:| )
3 - Substituir, respectivamente, os parametros gerados nos passos 1 e 2 acima nas

respectivas verossimilhangas (3.1) e (3.2), calcular o valor de I, k = 0,1, e calcular o

valor, aproximado, do fator de Bayes, dado por

~

~ I
Bio = Tl;
Iy

2Para detalhes sobre convergéncia quase certa, ver por exemplo Singer e Leite (1999).
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4 - Considerar o modelo M; como sendo o selecionado se Blg > 1. Caso contrério
considerar o modelo M, como o selecionado;

Portanto, se o modelo M; for selecionado, temos evidéncias para niveis de expressao
diferentes. Caso o modelo M; seja selecionado, nao temos evidéncia niveis de expressao

diferentes.

3.3.2 Simulacgao

Desenvolvemos para o fator de Bayes, um estudo de simulacao similar ao realizado
para o teste t, com o objetivo de verificar o seu comportamento na deteccao de genes
com evidéncias para niveis de expressao diferentes, quando consideramos diferentes afas-
tamentos na média e na variancia (ou ambos) das medidas de tratamento com relagao as
medidas de controle.

Os hiperparametros utilizados foram selecionados de forma a obtermos distribuigoes a
priori pouco informativas. Para isto, consideramos os hiperparametros das distribuicoes

a priori, dos parametros do modelo M,, como sendo

o =0; A=0,01;a=3,1e=2,=1e3=0,5.

Os valores diferentes para [ foram utilizados para verificarmos a sensibilidade do fator
de Bayes na detecgao dos genes com evidéncias para diferenga com relagao a escolha dos
hiperparametros.

Para obtermos uma distribui¢ao a prior: similar do ponto de vista do fator de Bayes

para os parametros do modelo M, fazemos

Hoc = Mot = Mo =0 (3.11)
A
>\c - )‘t:_
2
a—3
« = oy =
c t 9
5B
/BC - /Bt_2

Para gerar os dados de expressao génica consideramos o mesmo procedimento descrito

na secao 2.1 do capitulo 2. Isto é, uma amostra controle com o logaritmo dos niveis
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de expressao provenientes de um distribui¢ao normal, N (., 0?), e uma amostra trata-
mento, com o logaritmo dos niveis de expressao provenientes de uma distribui¢ao normal,
N (ny,0%), onde 1, = i, + 6 e 07 = (y0,)*.

Para cada variagao de ¢ e «y aplicamos o fator de Bayes para detectar os genes (simu-
lados) que apresentam evidéncias para niveis de expressao diferentes.

Para aproximacao do fator de Bayes, utilizamos m = 10000, ou seja, geramos 10000

pares de parametros
[(“g’ ‘7.«2;)1 IR ('”g’ ‘73)10000}

da distribuigao a posteriori (3.5) do modelo My e 10000 quédruplas de pardmetros

2 2 2 2
[(:ugcv Ugc? “gt? Ugt) 17 (:ugc’ Ugc’ lugt? Ogt) 10000]

da distribuigao a posteriori (3.6) do modelo M;.

As Tabelas 4, 5 e 6 mostram as quantidades de genes (simulados) detectados com
evidéncias para niveis de expressao diferentes, pelo fator de Bayes, para cada variagao o
e 7 (ou ambos) considerados, para § =2, § =1 e § = 0,5, respectivamente. Cada linha
mostra as quantidades detectadas, quando consideramos ~ fixo e variamos §. Cada coluna
mostra as quantidades detectadas, quando consideramos ¢ fixo e variamos ~.

Para ~ fixo, cada linha das Tabelas 4, 5 e 6, e a partir de 6 = 0, aumentando ou
diminuindo o valor de 9, o fator de Bayes detecta uma quantidade maior de genes com
evidéncias para niveis de expressao diferentes do que a variagao o anterior. Isto nos mostra
que o fator de Bayes é sensivel & variacao na média, detectando os genes com evidéncias
para niveis de expressao diferentes.

Para ¢ fixo, cada coluna das Tabelas 5 e 6, e a partir de v = 0,25 aumentando o
valor de v, o fator de Bayes detecta uma quantidade igual ou maior que a variacao -y
anterior. Isto nos mostra que o fator de Bayes é sensivel tanto com relacao a variacao na
média quanto com relacao a variacao na varidncia. Isto é, o fator de Bayes, para § =1
e B = 0,5, detecta evidéncias para niveis de expressao diferentes tanto com relacao a
variagao na média, quanto com relagao a variacao na varidncia, ou ambos. O mesmo nao
acontecendo na simulacao realizada para o teste t.

Porém, na Tabela 4 (8 = 2), para § = +1, aumentando o valor de 7 a quantidade
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de genes detectados com evidéncias para diferenca diminui. Isto possivelmente acontece

devido a distribuicao a prior: utilizada para a variancia ser nao informativa, como pode ser

observado pelos valores apresentados na Tabela 7, que mostra uma estatistica descritiva
a B

de 10000 valores gerados (utilizando a linguagem R) da distribuicao a priori IG (5, 5)

para a variancia do modelo My, coma=3,1e =2, =1e 8 =0,5. Dos 10000 valores

gerados, com [ = 2, distribuicao a priori IG (%, %) para a varidncia do modelo M, a

média é 1,811 e a variancia é 43,777. Ou seja, a utilizacao desta distribuicao a prior: para

a variancia do modelo My, estd sendo nao informativa. Com [ = 1, distribuicao a priori
3,1 1

1G (7, 5) para a variancia do modelo My, a média é 0,906 e a varidncia é 10,944 e com

£ = 0,5, distribuicao a priori IG (%, %) para a variancia do modelo My, a média é 0,453
e a varidncia é 2,736. Ou seja, para estas duas distribuicoes a priori para a varidncia,
temos mais informagao a priori para a variancia do modelos M,, comparada a IG (%, %),
o que reflete nos resultados obtidos nas Tabelas 5 e 6.

Portanto, temos que o fator de Bayes é sensivel aos hiperparametros das distribuicoes
a priori para a varidncia dos modelos My e M;. Logo, devemos ter certa atencao e
alguma informagao para determinarmos os valores destes hiperparametros para obtermos
resultados satisfatorios.

Uma forma de determinar os valores dos hiperparametros, seria baseados na opiniao de
um especialista da drea genética. Se nao temos a opiniao do especialista podemos utilizar
métodos empiricos (para detalhes sobre métodos empiricos para analise da expressao
génica ver, Efron et al., 2001 e Dahl, 2002).

Dessa forma, se temos informacao para definirmos os valores dos hiperparametros
das distribuicoes a priori, acreditamos que a utilizagao do fator de Bayes para a andlise
da expressao génica, comparada com os resultados obtidos com o estudo de simulacao
realizado para o teste t proposto por Baldi e Long (2001), se mostra um método estatistico
complementar para se obter resultados satisfatérios.

Pois enquanto o teste t se mostra com um melhor desempenho na deteccao de diferenca
de médias com variancias razoavelmente estaveis (7 < 1), o fator de Bayes se mostra com

um melhor desempenho na detec¢ao de diferenca de médias quando esta estd acompanhada

de aumento na variancia (y > 1).
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Tabela 4: Quantidades detectadas com evidéncia para diferenca, pelo fator de

Bayes com = 2.

4]
0 -1,0 -0,8 -0.5 0,0 0,5 0,8 1,0
0,25 992 672 07 0 17 669 983
1 988 743 52 0 [6) 732 980
4 968 839 407 89 404 839 969
9 967 901 711 499 727 912 975
16 973 943 865 e 881 944 979

Tabela 5: Quantidades detectadas com evidéncia para diferenca, pelo fator de

Bayes com g = 1.

5
5 1,0 0,8 0.5 0,0 0,5 0.8 1,0
0,25 | 895 266 0 0 02 278 836
1 896 414 08 0 12 394 895
4 897 663 226 36 230 681 914
9 923 825 566 326 567 821 930
16 | 945 898 772 658 789 901 948

Tabela 6: Quantidades detectadas com evidéncia para diferenca, pelo fator de

Bayes com g =0, 5.

5
5 1,0 0,8 0.5 0,0 0,5 0.8 1,0
0,25 | 711 95 0 0 01 123 701
1 765 209 02 0 04 227 753
4 837 552 128 22 136 525 833
9 891 740 473 244 481 759 894
16 | 923 852 713 584 717 866 925
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Tabela 7: Estatistica descritiva dos valores gerados das distribuicoes a priori.

Valor 8 | D. a prior Min | Média | Var | Q. 0,25 | Med. | Q. 0,75 | Max
B=2 | IG((%51) |0,080 | 1,811 |43,777 | 0,476 | 0,815 | 8,584 | 419,787
B=1 | IG(%50,5) | 0,040 | 0,906 | 10,944 | 0,238 | 0,408 | 4,292 | 209,893

B=0,5|1G(%0,25) | 0,020 | 0,453 | 2,736 | 0,119 | 0,204 | 2,146 | 104,947

3.3.3 Aplicagao

Aplicamos o fator de Bayes na andlise da expressao génica, utilizando os niveis de
expressao obtidos do experimento realizado com as células da bactéria Escherichia Coli.
Os hiperparametros utilizados foram os mesmos utilizados na simulacao descrita acima.
Hiperparametros equivalentes para as distribuicoes a priori dos pardmetros do modelo
M, foram obtidos como em (3.11). Para aproximagao do fator de Bayes, utilizamos
m = 30000.

As Figuras 4, 5 e 6 mostram as médias e varidncias controle e tratamento observadas,
destacando os genes detectados com evidéncia para niveis de expressao diferentes, para
B =2, 0=1e 3 =0,5, respectivamente. Nestas Figuras os pontos e indicam os genes
que nao foram detectados com evidéncias para diferenca e os sinais 4+ indicam os genes
que foram detectados com evidéncias para diferenca.

Como observado na simulacao, o fator de Bayes detecta evidéncias para niveis de
expressao diferentes tanto com relagao a variagao na média quanto com relacao a variagao
na variancia (ou ambos). Isso justifica o fato do fator de Bayes ter detectado genes com
evidéncias para diferenca préximos a reta y = x no grifico das médias.

Nas aplicagoes do fator de Bayes, os casos em que um nimero maior de genes é
identificado, estes contém os genes selecionados em casos em que se identificou um nimero
menor de genes.

Para 8 = 2; 43 genes foram detectados com evidéncias para diferenca, com 5 genes (44,
273, 323, 366 e 370) com média de controle e de tratamento préximos a reta y = x sendo
detectados com evidéncias para diferenca, devido a variagao presente na variancia. Porém,
os genes 44 e 273 possuem média e variancia de controle e de tratamento préximos (ver
Tabela 8). Assim, acreditamos que estes genes tenham sido identificados com evidéncias

para diferenca devido a distribuicao a priori utilizada ser nao informativa, como citado
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na simulagao (ver Figura 4).

Para 8 = 1; 31 genes foram detectados com evidéncias para diferenca, com 2 genes
(323 € 370) com média de controle e de tratamento préximos a reta y = x sendo detectados
com evidéncias para diferenca, devido a variacao presente na varidncia de controle e de
tratamento deste gene (ver Figura 5).

Para g = 0, 5; 24 genes foram detectados com evidéncias para diferenca, com 2 genes
(323 e 370) com média de controle e de tratamento préximos a reta y = x sendo detectados
com evidéncias para diferenca devido a variacao presente na varidncia de controle e de
tratamento deste gene (ver Figura 6).

Como as varidncias das medidas dos niveis de expressao dos genes das células da
bactéria Escherichia Coli sao todas altamente concentradas no intervalo (0;0,3), podemos
verificar pelos valores da Tabela 7 que dos 10000 valores gerados, quando utilizamos = 2,
o menor valor é 0,080 e o maior é 419,787 e apenas 879 (8,79%) sdo menores que 0,3. Ou
seja, a utilizacao desta distribuicao a priori, IG (%, %) para a varidncia do modelo M,,
como observado na simulacao, estd sendo nao informativa, pois poucos valores gerados
pertencem ao dominio dos valores observados para variancia. Conseqiientemente, estd
sendo nao informativa para a variancia do modelo M;,devido a equivaléncia em (3.11).
Para f =1e = 0,5 temos distribuicoes a priori para a variancia do modelo My mais
informativa do que quando utilizamos 5 = 2 (ver Tabela 7), o que reflete nos resultados
obtidos.

Portanto, como observado na simulacao, o fator de Bayes é sensivel a escolha dos
hiperparametros das distribuigoes a priori, levando & escolha de diferentes genes g, g =
1,2,...,G, com evidéncias para niveis de expressao diferentes. Para distribuigoes a priori
com informacao para as varidncias dos modelos My e M, por exemplo, quando utilizamos
B =1oup = 0,5, os resultados obtidos sao satisfatérios, pois os genes com média controle
e tratamento distantes da reta y = x e com diferenca presente na varidncia das medidas
de tratamento com relagao as medidas de controle, sao detectados com evidéncias para
diferenca.

Comparando os resultados obtidos com a aplicacao do fator de Bayes e do teste t (ver

Figuras 2 a 6 e Tabelas 2 e 8), podemos observar uma melhor performance do fator de

Bayes. Pois, tanto na simulacao quanto na aplicacao, ao contrario do teste t, o fator
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de Bayes, é capaz de detectar genes com evidéncias para diferenga tanto com relacao a
variacao na média quanto com relagao a variagao na varidncia, ou ambos. Isto mostra,
porque o teste t nao detectou o gene 323, que apresenta diferenca na varidncia, com
evidéncias para diferenca, e o fator de Bayes detectou. Um outro exemplo é o gene 277
citado anteriormente (ver Figura 6), que apresenta diferenca tanto na média quanto na
variancia, porém o teste t nao o detectou, e o fator de Bayes o detectou com evidéncias
para diferenca.

Embora o teste t, com um nivel de significAncia de 0, 10, tenha identificado 51 genes
com evidéncia para diferenca, portanto mais do que o fator de Bayes, somente os genes
134, 179, 233, 248, 376 e 383 foram detectados pelos dois métodos (ver Tabelas 2 e 8).

Assim, se temos informagao para definirmos os valores dos hiperparametros (através
da opinido de um especialista da édrea genética ou utilizando métodos empiricos), acredi-
tamos que a utilizacao do fator de Bayes, com relacao a utilizacao do teste t, forneca um
acréscimo, nao de quantidade, mas sim de qualidade na selecao dos genes com evidéncias
para niveis de expressao diferentes, quando estes possuem evidéncias para diferenca tanto
com relacao a média quanto com relacao a varidncias das observacoes de tratamento com

relacao as observagoes de controle.

+
+
o
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o
= s w | 273
5 £ © +
= = .
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2 4
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Figura 4: Médias e variancias controle e tratamento, com 3 = 2.
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Figura 6: Médias e varidncias controle e tratamento, com 3 = 0, 5.

A Tabela 8 mostra o niimero e as médias e variancias controle e tratamento observadas,

dos 43 genes detectados com evidéncias para niveis de expressao diferentes, pelo fator de

Bayes quando utilizamos § = 2. Os genes indicados com * sdo os detectados quando

utilizamos 5 = 1 e os indicados com o sao os detectados quando 5 = 0,5. Observe que

todos os genes detectados quando utilizamos § =1 e f = 0,5 possuem evidéncias para

diferenca, tanto com rela¢do a média quanto com relagao a varidncia (ou ambos).
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Tabela 8: Genes detectados com evidéncia para diferenga pelo fator de Bayes.

N gene | Média cont | Varidncia cont. | Média trat Variancia trat.
19 -0,3484 0,2444 -0,0912 0,1286
44 -0,0392 0,3195 0,0609 0,0824
*83 0,1393 0,3084 -0,3253 0,0628
92 0,2048 0,3063 -0,0447 0,0302
113 0,1252 0,2346 -0,1336 0,1320

*115 0,5121 0,3225 0,2593 0,1698
121 0,0064 0,1121 0,5560 0,5337
*133 0,3939 0,3811 -0,1173 0,0470
*134 0,2603 0,2152 -0,3331 0,0567
*156 0,1278 0,2814 -0,3109 0,2470
*159 -0,1287 0,1667 0,1645 0,2485
179 0,0705 0,1365 -0,5547 0,3277
*190 -0,2330 0,2416 -0,5548 0,1329
*193 0,1781 0,2976 -0,2767 0,0573
194 0,1688 0,1872 -0,1955 0,1178
*201 0,1650 0,3507 -0,4115 0,1697
*213 -0,0549 1,2703 -0,3886 0,2062
*226 -0,0850 0,3563 0,1736 0,2488
*233 0,0249 0,1770 -0,4876 0,1894
237 0,2185 0,0773 0,0134 0,2983
247 0,4788 0,1960 -0,0782 0,5741
248 0,2133 0,1489 -0,3095 0,0939
*250 -0,1159 0,5342 0,2073 0,1889
*251 -0,4292 1,4074 0,4018 0,3153
*252 0,1951 0,6933 -0,0583 0,0950
*256 -0,0271 0,0454 0,5082 0,4525
*270 0,2217 0,0015 0,5363 0,4073
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N gene | Média cont | Varidncia cont. | Média trat. | Varidncia trat.
*273 0,1084 0,3224 0,0846 0,2061
27 0,1144 0,1010 0,6958 0,8571
320 0,1129 0,0503 0,4315 0,3295
*323 0,1827 0,6725 0,2209 0,2133
324 -0,0886 0,0066 0,6860 0,9007
*328 0,0838 0,0061 0,4823 0,4766
*329 0,2984 0,3268 -0,0773 0,0730
332 -0,1419 0,0071 0,3220 0,2635
*348 0,3152 0,3509 -0,0109 0,1074
366 -0,2005 0,4087 -0,1553 0,0268
*370 -0,1118 0,5260 -0,0625 0,0690
376 0,2174 0,0490 -0,2458 0,1898
379 0,1979 0,2576 -0,1776 0,0409
*383 0,2566 0,0903 -0,4787 0,1561
*385 0,2114 0,7492 -0,3441 0,4202
415 0,2706 0,3514 -0,2245 0,1030
17 -0,2840 0,5785 0,4681 0,3519

3.4 Selecao de Modelos: DIC

Considere y1, 42, ..., ¥, uma amostra observada que pode ser associada a um de dois
modelos de probabilidade, que chamaremos de modelo My e M;. A cada um dos mode-
los temos, respectivamente, associada uma fun¢ao densidade ou de probabilidade e uma

funcao de verossimilhanca,

n

Fars (W101) e Lan, (01]y) = T f (w16)

=1

n

Fats (9102) € Loy (0]y) = [ £ (w62) -

=1

onde 0; e 03 representam o(s) parametro(s) do modelo M, e M;, respectivamente.
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Nesta secao utilizamos o DIC (Deviance Information critérion), introduzido por Spiegel-
halter et al., (2002), para selecionar o modelo que melhor explica os dados observados.

Para selecionar o modelo que melhor explica os dados observados é calculado o DIC
para cada um dos modelos, My e M;, e o modelo que apresentar o menor valor DIC é o
modelo que melhor explica os dados observados. Assim, se temos £ modelos candidatos,
My, My, ..., M, devemos calcular para cada um dos k£ modelos o DIC e o modelo que
apresentar menor valor e o modelo que melhor explica os dados observados.

O célculo do DIC, para cada um dos modelo candidatos, é baseado no célculo da

deviance (denotada por D(6)), definida por
D(0) = —2log L(8|y) + 21log f(y) (3.12)

onde f(y) é uma fungao apenas dos dados.
Para comparagao de modelos, utilizamos f(y) = 1 para todos os modelos (ver, Demp-

ster, 1974). Assim, (3.12) é dada por
D(0) = —2log L(0|y). (3.13)

Baseado no célculo da deviance em (3.12), Spiegelhalter et al (2002), desenvolve o

critério de selecao de modelos DIC, definido por
DIC =D + Pp (3.14)

onde D ¢é a esperanca a posteriori da deviance,

D = Ey, [D(0)] (3.15)

e o termo Pp é chamado de nmimero de paradmetros efetivos no modelo, que é a medida
de complexidade do modelo, e é definido como sendo a diferenca entre a esperanca a
posteriort da deviance e a deviance calculada no valor esperado dos pardmetros estimados

a posteriori, isto é,

Pp = Eg, [D (0)] — D [Egy, (6)] = D — D (9) (3.16)
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onde 6 é a média dos valores gerados a posteriori para o(s) parametros 0.

Utilizando o método de Monte Carlo, o DIC para cada um dos modelos candidatos
pode ser calculado a cada valor gerado do(s) parametro(s) #, onde a cada iteragao calcula-
se o valor de D (), como em (3.13). Ao final das iteragoes, calcula-se a média dos
valores de D (), obtendo-se D, e subtrai-se desse valor a estimativa da deviance calculada,
utilizando a média amostral § dos valores gerados a posteriori para o(s) parametro(s) 6,
obtendo-se assim o valor de Pp, dado em (3.16). Logo, temos o valor DIC dado como em
(3.14).

Para andlise da expressao génica, selecionamos o modelo My ou M;, definidos na se¢ao
3.1, para um determinado gene g, g = 1,2, ..., G, utilizando o critério DIC.

Para cada um dos modelos, My ou M; e um determinado gene g, temos as verossi-

milhancas dadas em (3.1) e (3.2). Logo as deviances, como em (3.13), sdo dadas por

Dy (g, 05) = —2log L (g, 05| D) (3.17)
n(Ty — py)* + (n —1)s;

x —2log [(0—3)_3 exp {— 202 H

g
n(Ty — p,)* + (n —1)s’

2
0-9

x nlog (03) +

DMI (Mgc? 0—307 Hgts Uf]t) = —2 log LMl (:ugm Uzm gt Uzt’DC’ Dt) (318)

= —2log [Le(Hge, 05e: | De) Li(pgy, o3| Dr)]
nt:@gc - :ugc)2 + (e — 1)S§c
o2,
ny(Tgr — Ngt)z + (e — 1)531:

bnlog (o) + -
gt

X n.log (02 ) +

gc

O valor DIC associado aos modelos M, e M;, como em (3.14), sdo dados por
DICys, = Dagy, + Ppy, (3.19)

DICy, = Dap, + Ppy, (3.20)

onde

Poy, = Daty = D (g, 9y) € Py = Dty = D (Jige: Tes i 1)
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com fi, e 53 sendo a média dos valores gerados para p, e ag da distribuicao a poste-
7071 (3.5) € [y, Togs flgrs T Sendo a média dos valores gerados para fiy,, 0o, flg, 0o da
distribui¢ao a posteriori (3.6).

Assim, o cdlculo do DIC para andlise da expressao génica, sob os modelos My e M,
segue 0s seguintes passos:

1 - Gerar computacionalmente da distribuigao a posteriori (3.5) do modelo My,

(119:02) o (110:02)., |

m pares de parametros;

2 - Gerar computacionalmente da distribuicao a posteriori (3.6) modelo Mj,

(AR RAN

m quadruplas de paradmetros;

3 - Substituir, respectivamente, os pardmetros gerados nos passos 1 e 2 acima nas
respectivas deviances (3.17) e (3.18);

4 - calcular o valor de DMO, DMl, PDMO e PDM1§

5 - calcular o valor de DIC,;, e DIC,;,, como em (3.19) e (3.20).

Portanto, se o modelo M; apresentar menor valor DIC, DIC,; <DIC,,, temos evi-
déncias para niveis de expressao diferentes. Caso o modelo Mj tenha menor valor DIC,

DIC,;, <DICyy,, nao temos evidéncias para niveis de expressao diferentes.

3.4.1 Simulacgao

Desenvolvemos para o critério DIC, o mesmo estudo de simulacao realizado para o
fator de Bayes e para o teste t, com o objetivo de verificar seu comportamento na detecgao
de genes com evidéncias para niveis de expressao diferentes, quando consideramos dife-
rentes afastamentos na média e/ou na variancia das medidas de tratamento com relagao
as medidas de controle.

Para gerar os dados de expressao génica, consideramos o mesmo procedimento descrito

para o fator de Bayes (segao 3.3) e para o teste t (se¢@o 2.1).
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Os hiperparametros utilizados para as distribuicoes a priori, dos pardmetros do modelo
My, foram os mesmos utilizados na simulacao e realizada para o fator de Bayes. Para
determinarmos os hiperparametros das distribuicoes a priori, dos parametros do modelo
M, utilizamos as mesmas restrigoes dadas em (3.11).

Os diferentes valores de 3 foram utilizados para verificarmos a sensibilidade do critério
DIC na detecgao de evidéncias para diferenga com relagao a escolha dos hiperparametros.

Para cada variacdo considerada em § e v (ou ambos) e cada valor de [ aplicamos
o critério DIC para selecionar o modelo My ou M; e detectar os genes (simulados) que
apresentam evidéncias para niveis de expressao diferentes.

Para o cédlculo do DIC para cada um dos modelos, M, e M, utilizamos m = 10000,

ou seja, geramos 10000 pares de parametros

2 2
[(/‘g’ 0g)y s (g 0g) 10000}
da distribuigao a posteriori (3.5) do modelo My e 10000 quédruplas de pardmetros

[(“gw 030, Fgt> 052175)1 v ('“gc’ U?]C’ Hgt: 0315)10000]
da distribuicao a posteriori (3.6) do modelo M; e calculamos o valor DIC,, e DIC,,
como em (3.19) e (3.20).

As Tabelas 9, 10 e 11 mostram as quantidades de genes (simulados) detectados com
evidéncias para niveis de expressao diferentes, pelo critério DIC, para cada variacao de
d e v (ou ambos) considerados, para § = 2, § = 1 e = 0,5, respectivamente. Cada
linha mostra as quantidades detectadas, quando consideramos -y e fixo e § variando. Cada
coluna mostra as quantidades detectadas, quando consideramos ¢ fixo e v variando.

Para v fixo, cada linha das Tabelas 9, 10 e 11, a partir de 6 = 0 aumentado ou
diminuindo o valor de 9, o critério DIC detecta uma quantidade maior de genes com
evidéncias para diferenca do que a variagao ¢ anterior. Ou seja, o critério DIC como o
fator de Bayes é sensivel a variacao na média detectando os genes com evidéncias para
niveis de expressao diferentes.

Para ¢ fixo, cada coluna das Tabelas 10 e 11, aumentando o valor de v o critério

DIC detecta uma quantidade maior de genes com evidéncias para diferenca. Ou seja, o
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critério DIC também é sensivel a variacao na varidncia. Isto nos mostra que o critério
DIC, como o fator de Bayes, para § = 1 e § = 0,5, detecta evidéncias para niveis de
expressao diferentes tanto com relagao a variagao na média quanto com relacao a variagao
na variancia (ou ambos), das medidas de tratamento com relagao as medidas de controle.

Porém, na Tabela 9 (8 = 2), para 6 = +1, aumentando o valor de 7 a quantidade
de genes detectados com evi- déncias para diferenca diminui. Isto possivelmente acontece
devido a distribuicao a prior: utilizada para a varidncia dos modelo My e M; ser nao
informativa, como citado na simulagao realizada para o fator de Bayes.

Portanto, temos que o critério DIC, como o fator de Bayes, é sensivel a escolha dos
hiperparametros das distribuicoes a priori, levando a detecgao de diferentes genes com evi-
déncias para diferenca. Dessa forma, devemos ter certa atencao e alguma informacgao para
determinarmos os valores dos hiperparametros para obtermos resultados satisfatoérios.
Uma forma de determinarmos os valores dos hiperparametros, seria baseados na opiniao
de um especialista da drea genética ou utilizar métodos empiricos.

Os resultados obtidos com o critério DIC e com o fator de Bayes, sao semelhantes
(ver Tabelas 4, 5, 6, 9, 10 e 11). Dessa forma, se temos informagao para definirmos os
valores dos hiperparametros das distribuicoes a priori, acreditamos que a utilizagao do
critério DIC para a andlise da expressao génica, como o fator de Bayes, se mostra um
método estatistico complementar para se obter resultados satisfatérios, comparado com

os resultados obtidos com o teste t proposto por Baldi e Long (2001).

Tabela 9: Quantidades detectadas com evidéncia para diferenca, pelo critério

DIC com (3 = 2.
4]
v -1,0 -0,8 -0.5 0,0 0,5 0.8 1,0
0,25 996 727 18 0 19 728 994
1 988 780 66 0 79 778 987
4 975 852 419 65 414 851 978
9 973 898 699 455 713 914 975
16 971 938 858 756 869 940 973
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Tabela 10: Quantidades detectadas com evidéncia para diferenca, pelo critério

DIC com [ = 1.
~ -1,0 0,8 0.5 0,0 0,5 08 | 1,0
0,25 872 224 0 0 01 240 881
1 874 379 05 0 08 373 885
4 895 650 202 22 207 664 909
9 916 803 535 267 541 813 926
16 941 879 741 605 758 892 943

Tabela 11: Quantidades detectadas com evidéncia para diferenca, pelo critério

DIC com 8 =0, 5.

¥ -1,0 -0,8 -0.5 0,0 0,5 0.8 1,0
0,25 586 46 0 0 0 65 580
1 689 148 02 0 01 180 687
4 807 503 110 09 112 496 812
9 872 705 421 179 418 727 873
16 909 835 662 011 675 838 915

3.4.2 Aplicacao

Aplicamos o critério DIC na andlise da expressao génica, utilizando as medidas de
niveis de expressao obtidos do experimento realizado com as células da bactéria FEs-
cherichia Coli.

Os hiperparametros utilizados foram os mesmo utilizados na simulacao.

Nas aplicacoes do critério DIC, como nas aplicacoes do fator de Bayes, os casos em
que uma quantidade maior de genes é detectada, este contém os genes identificados em
casos que se detectou uma quantidade menor de genes.

As Figura 7, 8 e 9 mostram as médias e varidncias observadas para as medidas de
controle e de tratamento, destacando os genes detectados com evidéncias para diferenca.

Para § = 2; 38 genes foram detectados com evidéncias para diferenca, com 3 genes
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(273, 323, 370) com média de controle e de tratamento préximos a reta y = x sendo detec-
tados com evidéncia para diferenca, devido a variacao presente na variancia das medidas
de tratamento com relagao as medidas de controle. Porém, como na aplicacao do fator
de Bayes, o gene 273 que possui média e varidncia de controle e de tratamento proximos
foi detectado com evidéncias para diferencga. Acreditamos que este gene (273) tenha sido
identificado com evidéncia para diferenca, devido a distribuicao a priori utilizada para
a varidncia da situagao de controle e tratamento, deste gene, ser nao informativa, como
citado naS simulagoes realizadas para o fator de Bayes e para o critério DIC.

Para g = 1; 25 genes foram detectados com evidéncia para diferenca, com 2 genes
(323, 370) com média de controle e de tratamento préximo a reta y = x sendo detectado
com evidéncias para diferenca devido a variacao presente na variancia das medidas de
tratamento com relacao as medidas de controle, destes genes (ver Figura 8).

Para 8 = 0,5; 18 genes foram detectados com evidéncia para diferenca, com 1 gene
(323) com média de controle e de tratamento préximo a reta y = x sendo detectado
com evidéncias para diferenca devido a variacao presente na varidncia das medidas de
tratamento com relagao as medidas de controle, deste gene (ver Figura 9).

Como observado na simulagao, o critério DIC como o fator de Bayes, é sensivel a
escolha dos hiperpardmetros, levando a deteccao de diferentes genes com evidéncias para
niveis de expressao diferentes. Para distribuicoes a priori com informacao para a varidncia
das medidas de niveis de expressao da situagao de controle e de tratamento, por exemplo,
quando utilizamos f =1 e 8 = 0,5, os resultados obtidos sao satisfatérios, pois os genes
com média de controle e de tratamento distantes da reta y = x e com diferenca na varidncia
das medidas de tratamento com relacao as medidas de controle, foram detectados com
evidéncias para diferenca. Exemplos sao os genes 277 e 323 j4 citados, que apresentam
respectivamente diferenca tanto na média quanto na varidncia e somente na variancia.

Todos os genes detectados com evidéncias para niveis de expressao diferentes pelo
critério DIC, também foram detectados pelo fator de Bayes.

Se comparado ao fator de Bayes, o critério DIC detectou uma quantidade menor de
genes com evidéncias para diferenca. Porém essa diminuissao foi de uma forma positiva,
pois somente os genes com média de controle e de tratamento préximos a reta y = x

deixaram de ser detectados (ver Figuras 4 a 9 e Tabelas 8 e 12).
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Com relacao aos detectados pelo teste t, os genes 134, 179, 233, 248 e 383 foram
detectados pelo critério DIC (ver Tabelas 2 e 12).

Assim, se temos informacao para determinarmos os valores dos hiperparametros das
distribuicoes a priori, acreditamos que a utilizacao do critério DIC e do fator de Bayes,
forneca um acréscimo de qualidade na deteccao dos genes com evidéncias para niveis de ex-
pressao diferentes, com relagao aos detectados pelo teste t, quando temos evidéncias para
diferenca de médias, entre tratamento e controle, acompanhada de aumento na variancia

das observacoes de tratamento com relagao a variancia das observacoes de controle.

+
+
fee)
g
o
2 g © 273
= [ 7
I = +
= o +
i ]
o = t.
- 8 < . .
= ] =
@ @ 4o+ "
= & -
= - B . + +
—H % +
) 3. + " +
. - W
SR .
o A .
=g
T T T T T T T T
0.0 02 04 06 03 1.0 1.2 14
MWédias Controle Variancias Controle
+Genes com evidéncias para diferenca, +Genes com evidéncias para diferenga.

Figura 7: Médias e Varidncias conmtrole e tratamento, com 3 = 2.

+
+
«©
24
2
2 E o |
T E © +
£ I +
e o
b = +,
- 2 o= . + 323
° 2 < .
3 3 .o +
= 5 .
=
[
(=T + +
+
% o
<
24
T T T T T T T T
00 02 04 06 08 10 12 14
Medias Controle Variancias Controle
+ Genes com evidéncias para diferenca. +Genes com evidéncias para diferenga.

Figura 8: Médias e Varidncias conmtrole e tratamento, com 3 = 1.



3. ABORDAGEM BAYESIANA PARAMETRICA, FATOR DE BAYES E DIC

45

Médias Tratamento

Variancias Tratamento

Medias Controle

+ Genes com evidéncias para diferenga.

038
I

04

0.2
|

)

0.0

+ +
T T

00 2

e
.
..‘,
.&‘.
y ."“I-"‘.. .
i v
T
0

04 06 0g 10

Varidncias Contrale

+ Genes com evidéncias para diferenga.

Figura 9: Médias e Varidncias conmtrole e tratamento, com g = 0, 5.

A Tabela 12 mostra o nimero e as médias e variancias controle e tratamento obser-

vadas, dos 38 genes detectados com evidéncias para niveis de expressao diferentes, pelo

DIC. Os genes indicados com * sao os detectados quando utilizamos S = 1 e os indicados

com o sao os detectados quando 5 = 0,5. Observe que todos os genes detectados quando

utilizamos § = 1 e § = 0,5 possuem evidéncias para diferenca, tanto com relacao a média

quanto com relagao a variancia (ou ambos).

Tabela 12: Genes detectado com evidéncia para diferenca.

N gene | Média cont | Varidncia cont. | Média trat | Varidncia trat.
19 -0,3484 0,2444 -0,0912 0,1286
44 -0,0392 0,3195 0,0609 0,0824
*83 0,1393 0,3084 -0,3253 0,0628
113 0,1252 0,2346 -0,1336 0,1320

*115 0,5121 0,3225 0,2593 0,1698
2121 0,0064 0,1121 0,5560 0,5337
s133 0,3939 0,3811 -0,1173 0,0470
*134 0,2603 0,2152 -0,3331 0,0567
5156 0,1278 0,2814 -0,3109 0,2470
159 -0,1287 0,1667 0,1645 0,2485
s179 0,0705 0,1365 -0,5547 0,3277
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N gene | Média cont | Varidncia cont. | Média trat | Varidncia trat.
190 -0,2330 0,2416 -0,5548 0,1329
193 0,1781 0,2976 -0,2767 0,0573
194 0,1688 0,1872 -0,1955 0,1178
5201 0,1650 0,3507 -0,4115 0,1697
5213 -0,0549 1,2703 -0,3886 0,2062
5226 -0,0850 0,3563 0,1736 0,2488
*233 0,0249 0,1770 -0,4876 0,1894
5247 0,4788 0,1960 -0,0782 0,5741
248 0,2133 0,1489 -0,3095 0,0939
5250 -0,1159 0,5342 0,2073 0,1889
5251 -0,4292 1,4074 0,4018 0,3153
5252 0,1951 0,6933 -0,0583 0,0950
5256 -0,0271 0,0454 0,5082 0,4525
270 0,2217 0,0015 0,5363 0,4073
273 0,1084 0,3224 0,0846 0,2061
3277 0,1144 0,1010 0,6958 0,8571
320 0,1129 0,0503 0,4315 0,3295
5323 0,1827 0,6725 0,2209 0,2133
5324 -0,0886 0,0066 0,6860 0,9007
*328 0,0838 0,0061 0,4823 0,4766
329 0,2984 0,3268 -0,0773 0,0730
*348 0,3152 0,3509 -0,0109 0,1074
*370 -0,1118 0,5260 -0,0625 0,0690
+383 0,2566 0,0903 -0,4787 0,1561
5385 0,2114 0,7492 -0,3441 0,4202
5415 0,2706 0,3514 -0,2245 0,1030
s417 -0,2840 0,5785 0,4681 0,3519




Capitulo 4

Abordagem bayesiana nao

paramétrica: Processo Dirichlet

Modelos incorporando o processo Dirichlet a prior: tém iniciado um importante e
recente desenvolvimento de aplicacoes bayesianas. A flexibilidade deste modelo, aliado
ao desenvolvimento dos métodos computacionais, tem possibilitado sua utilizagao em
diversas dreas. Neste capitulo, discutimos e ilustramos o uso do processo Dirichlet e do
modelo de misturas de processos Dirichlet na inferéncia bayesiana nao paramétrica e/ou
semi-paramétrica. Posteriormente, aplicamos o modelo de misturas de processos Dirichlet

na andlise da expressao génica.

4.1 Introducao

Considere Y7, Y5, ..., Y, varidveis aleatérias independentes e identicamente distribui-
das (i.i.d), definidas em um espago €2 com distribuigdo de probabilidades G. Se G for
definida em um contexto paramétrico, entao GG serd conhecida e caracterizada por um
conjunto finito de parametros ¢ € ©, onde O representa o espago paramétrico. Dentro
de uma abordagem bayesiana, definimos um modelo de probabilidades a priori para 6 e
fazemos inferéncias baseados em sua distribuicao a posteriori.

Se eliminamos a suposi¢ao de que GG é caracterizada por um conjunto finito de parame-
tros § € O, G serd desconhecida, e na abordagem bayesiana, entramos na abordagem

conhecida como inferéncia bayesiana nao paramétrica. Na inferéncia bayesiana o termo
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nao paramétrico sugere um modelo abrangente com infinitos parametros (ver, Walker et
al., 1999). Neste caso, ao invez de especificarmos um modelo de probabilidades a priori
para # (como no modelo paramétrico) especificamos um modelo de probabilidades a priori
para G.

Na abordagem bayesiana nao paramétrica, ¢ desejavel que a distribuicao a priori tenha
algumas propriedades de modo a facilitar e viabilizar o desenvolvimento das anédlises (ver
Antoniak, 1974). Sao elas:

1) A classe de distribuicoes a priori deve ser analiticamente tratdvel em trés aspectos:

i) ser possivel determinar a distribuigdo a posteriori, dada uma amostra,
ii) ser possivel determinar os valores esperados das fungoes de perda simples,
iii) a classe de distribuigbes a priori deve ser fechada, ou seja, a distribui¢do a
posteriort deve pertencer & mesma classe da distribuicao a priori;

2) A classe de distribuicoes a priori deve ser capaz de expressar qualquer informagao
ou conhecimento;

3) A classe de distribuigbes a priori deve ser parametrizada de forma a produzir uma
interpretacao clara da informacao inserida.

Satisfazer todas essas propriedades simultaneamente é uma tarefa dificil, pois em geral,
a realizacao de uma delas implica no comprometimento das outras.

Diversos autores, entre eles Kraft e van Eeden (1964), Kraft (1964) e Dubins e Freed-
mam (1966), descrevem processos que satisfazem a segunda propriedade mas nao satis-
fazem a primeira e a terceira propriedade.

Ferguson (1973) define um processo chamado processo Dirichlet, que satisfaz a primeira
e a terceira propriedade e é ligeiramente deficiente com relagao a segunda propriedade.

Para Ibrahim (2002) o processo Dirichlet é o principal processo em inferéncia bayesina
nao paramétrica.

Em 1974, Antoniak fez uma extensao do processo Dirichlet criando o que chamamos
de modelo de misturas de processos Dirichlet.

A utilizaggo do modelo de misturas de processos Dirichlet é indicada em anédlise de
modelos com mistura de distribuicoes. Neste caso a modelagem considera que o nimero
de componentes k da mistura é um nimero aleatorio.

O uso do modelo de mistura de processos Dirichlet se torna computacionalmente vidvel
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com o desenvolvimento de métodos de amostragem baseados em cadeias de Markov. Méto-
dos baseados em Gibbs Sampling podem ser facilmente implementados para modelos com
distribuicoes a priori conjugadas, porém quando distribuigoes a priori nao conjugadas
sao utilizadas, o que é apropriado em muitos contextos, a aplicagao do método Gibbs
Sampling requer a realizagdo de uma integra¢do numérica como em (4.20), muitas vezes,
dificil de ser realizada. Porém, ja ha diversos algoritmos descritos capazes de solucionar
este problema, e consequentemente obter amostras das distribuigoes condicionais. En-
tre eles podemos citar: West, Miiller e Escobar (1994) com uma aproximagao Monte
Carlo para a integral, MacEachern e Miiller (1998) desenvolveram um método para obter
amostras das distribuigoes condicionais utilizando um conjunto de varidveis auxiliares
para o conjunto de parametros (algoritmo "no gaps") e Neal (1998) com a utilizacdo do

Metropolis- Hastings.

4.2 Distribuicao de Dirichlet

A distribuicao de Dirichlet pode ser obtida através da distribuigao Gama, Gama(ca, ),
onde
- « é o parametro de forma, a > 0,
- B é o parametro de escala, 5 > 0,
- para a = 0, temos que Gama(a,3) =0
- para « > 0 e uma variavel aleatéria Z > 0, tal que Z ~ Gama(a, ), temos que sua

funcao densidade de probabilidade é dada por

Flelanf) = gt
com
E(Z) = % eVar(Z) = %.

Considere Zy, Zs, ..., Z), varidveis aleatérias independentes com Z; ~ Gama(a;,1), e

a; > 0 para algum j = 1,2,...,k. A distribuigao de Dirichlet, £ — 1 dimensional, com
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parametros oy, aa, ..., @y € a distribuigdo de Y = (Y7, Y5, ..., %), tal que,

7

Yy =~
2%

j=1

para j = 1,2, ..., k. Sua funcao densidade de probabilidade é dada por

(i),

H 7 [A yl Ya, .- '7yk—1)7 (41)

fire

7=1

f (yl, Y2, .-, yk—l|ala Qg, ..., Olk) =

onde A = {(yl,yg,...,yk_l):O<yj<1, j=12 .. k—1e Zyj<1} ey = 1 —

k—1 k
E Yy; com g = E a; .
j=1 j=1

E importante notar que:

- os valores assumidos pelas varidveis aleatérias Yj, j = 1,2,..., k, estao no intevalo
[0,1] e que a soma de seus valores ¢ igual a 1, justificando o k£ — 1 dimensional da
distribuicao de Dirichlet.

- a distribuicao de Dirichlet é uma generalizacao da distribuicao beta.

Se X = (X1, Xs, ..., X,,) € um vetor aleatério definido em um espago discreto x =
{X1: X2y s X} € 0 = (01,04, ..., 0), tal que P (X; = x;) = 0;, onde z; representa o valor

que a varidvel aleatéria X; assume quando ¢é associada ao evento y, entao
(X1, X, ..., X)) ~ Multinomial (n, 01,05, ..., 0f)

e a distribui¢do a priori natural para 0 = (01, 60,,...,0;) € a distribuigao de Dirichlet com

parametros o, oo, ..., O,
0= (91,(92,...,9k) NDi?“(Oq,O@,...,O%). (42)

parat=1,2,...nej =12 .. k.
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Em particular, a distribuicao de cada 6;, do vetor § = (61,65, ...

distribuicao beta

6; ~ beta (o, g — )

para j =1,2,..., k.

,0), segue uma

Assim, temos que a esperanca e a variancia de cada ; é a esperanga e a variancia da

distribuigdo beta com parametros (a;, g — ),

Qi a; Qg — O
E(0;) = a_i) e Var (0;) = —ojg((o?() " 13))

para j = 1,2, ..., k.
Se
(01, 92, ceey Qk) ~ DZT (Oél, Ao, ..., Oék) 5

a moda para um parametro 6; ¢ dada por

Oéj—l

Oé()—]{?

Moda (0;) =

e a covaridncia entre dois parametros, ; e 0;, para ¢ # j, ¢ dada por

a; Oy

Cov (0;,0,) = —— 1%
(6:6;) af (oo + 1)

(4.3)

Utilizando o teorema de Bayes, temos que a distribuigao a posteriori de 6 em (4.2), é

dada por

(91,92, -~79k|X1 =x1,Xo =19, ..., X} = xk) ~ Dir (041 + x1, 00 + X9, ..., Of + xk)

k k
onde z; > 0, Za:j :neZQj =1.
j=1 j=1

(4.4)

Como podemos notar, a distribuicao de Dirichlet é conjugada com relacao a dis-

tribuicao multinomial.
Se
(91, 02, PN Qk) ~ Dir (041, A9, ...y O./k)

e agrupamos alguns 6;, obtemos uma nova distribuicao de Dirichlet com parametros
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iguais a soma dos pardmetros correspondentes aos 0;s agrupados. Ou seja, dado r =

{r1,ra,...,r}, com r; inteiro e j = 1,2, ..., ¢, tal que 0 <1 <7y < ... <71 =k, entdo

71 T2 Tt T1 T2 Tt
E 0j7 E 9]‘,...7 E Qj ~ Dir E g, E Qjy ey E ;| . (45)
7=1 Jj=r1+1 Jj=ri—1+1 7j=1 j=ri+1 Jj=ri—1+1

4.3 Processo Dirichlet (PD)

A extensao da distribuicao de Dirichlet para espacos continuos é conhecida como

processo Dirichlet.

O processo Dirichlet foi introduzido por Ferguson (1973) como um método para re-
solugao de problemas de natureza nao paramétrica na abordagem bayesiana.

Baseado em Ferguson (1973), o processo Dirichlet tem a seguinte definicao:

- Seja {2 um espago amostral e A uma o—4&lgebra de subconjuntos de (2,

- a uma medida positiva (a > 0) sobre o espago (2, A),

- B1, Bs, ..., B, uma particao mensurdvel de (),

- (G(By),G(Bs), ..., G(By)) um vetor de probabilidades sobre a parti¢do By, Bs, ..., By.

Dizemos que uma medida de probabilidade aleatéria G sobre (€2, A) é um processo
Dirichlet sobre o espago (€2, A), com parametro «, denotado por G ~ PD(«a), se para
qualquer parti¢do By, Bs, ..., By de £ o vetor de probabilidades (G(By), G(Bs), ..., G(By))

segue uma distribuicao de Dirichlet com parametros («a(By), a(Bz), ..., a(Bg)),
(G(B1), G(Ba), ., G(By)) ~ Dir (a(By), a(By), - a(By)) . (46)

Se G & uma fungao de distribui¢ao desconhecida, isto é, G : R — [0, 1], tal que

- (G é nao decrescente,

- (G é continua a direita e tem limite pela esquerda,

- IQ@OOG(x) =0e zlﬁg)G(:p) = 1.

Entao dado G existe uma medida de probabilidade, g, induzida por G em (R, ), onde
3= o-dlgebra de subconjuntos de Borel em R, tal que

-g((a,b)) =G(b) —G(a),coma e R, beRe —c0<a<b<oo;
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- g ((=00,b]) = G(b);

- g({a}) = G(a) — lim G(x).

O problema de atribugiC; ;_G uma distribuicao de probabilidades a priori passa a ser um
problema de "aleatorizacao"da ¢g. Para isto, supomos que G possui distribuicao a priori
definida por um processo Dirichlet com parametro « em (R, 8), G ~ PD(«), significando
que g ~ PD(«). Isto é, para todo k > 1 e toda particao By, B, ..., By, disjunta de (R, B),

temos que

(g(Bl)>g<B2)7 79(Bk)> ~ Dir (a(Bl)v 04(32)7 ) a(Bk)) )

ou seja, a metodologia consite em dizer que os efeitos aleatérios, presentes na varidvel
de interesse, se distribuem segundo uma funcao de distribuicao desconhecida G, de tal
sorte que sua medida de probabilidade induzida ¢ seja distribuidas segundo um processo
Dirichlet.

A definicao do PD dada acima fica evidente se consideramos, por exemplo, ) =
R, Bi,Bs,..., By como sendo intervalos disjuntos, tal que B; € A, A= 8! e g =
[N(uo)(Bj), com p e o? desconhecidos. Como cada g(B;) é a probabilidade do inter-
valo B; na distribui¢cao normal, para j = 1,2,...,k, e estas probabilidades sao descon-
hecidas e discretas, uma distribuicao de probabilidades a prior: adequada para o vetor
(9(B1),9(B2), ...,q(By)) é a distribui¢do de Dirichlet.

Assim temos que:

- cada ¢ (B;) é uma varidvel aleatéria definida no intervalo (0, 1), para todo B; € A e
j=12 .. k;

- as propriedades da distribuicao de Dirichlet, descritas nas secao 4.2, se estendem
para o processo Dirichlet.

Portanto, se g ~ PD () e A € A, entao como em (4.3), temos que

Blo()] = 555 (w7

(§
Varly (4] = St e (Ol (@5)
I5-algebra de subconjuntos de Borel: Classe de intervalos (a,b], —00 < a < b < co. Tais

intervalos sao chamados de conjuntos "basicos"ou "cilindricos"de 8.
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Como em (4.5), se r = {r1,rs,...,7¢} com r;, j = 1,2, ..., ¢, inteiros tal que 0 < r <

ro < ... <1y =k e agrupamos alguns B;,

Tt

71 ()
Us. U Bi... |J B
j=1

j=ri+1 J=ri—1+1
temos que

Tt

r1 Tt r1
o(U8)s( U 8)) - (Some 3 sim
j=1 j=ri—1+1 j=1 j=ri_1+1
e, obtemos uma nova distribuicao de Dirichlet com parametros iguais a soma dos paramet-

ros correspondentes aos Bjr; agrupados, ou seja

jil j:Tt_1+1 jil j:Tt_1+1

Considerando o« = M gg, onde gg é uma funcao densidade de probabilidade de uma
funcao de distribuicao paramétrica G especificada e M, M > 0, é um parametro de
precisao.

Portanto, se g ~ PD (o = Mgy), entdo podemos reescrever (4.6) como

(g(B1)>g(B2)a 7g(Bk)) ~ Dir (MQO(Bl)v MQO(BQ), (aS) MgO(Bk)) : (49)

Como em (4.7) e (4.8), dado A € A, temos que

Elg(4)] = %i—EQA; — [ dGo (4) = () (4.10)

Mgo (A) [M — Mgy (A)] _ Mgo (A) [M — Mgo (A)]
[Mgo ()] (Mgo () +1) M2 (M +1)

go (A) [1 — 90 (A)]

+1

Varlg(A)] = (4.11)

Y

=

ou seja, gg e M definem a esperanca e a varidncia do PD. GGy é conhecida como func¢ao de
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distribuicao base e Mgy como medida base do PD.

Temos portanto, que G representa uma funcao de distribuicao desconhecida que segue
um processo Dirichlet e que se comporta, em média, segundo uma funcao de distribuicao
paramétrica GGy conhecida; e M é uma medida positiva e finita que indica a distancia
entre a funcao de distribuicao aleatéria G e sua média Gy. Devido a isto, M é comumente
interpretado como controlador da variabilidade das medidas de probabilidades aleatdrias
G sobre Gy (ver Walker et al., 1999).

Uma motivagao para se trabalhar com o PD a priori é a obtencao direta de sua
distribuicao a posteriori. Suponha yi,¥s,...,7, uma amostra aleatéria proveniente de
uma funcao de distribuicao G, desconhecida, e que se comporta a priori segundo um
processo Dirichlet, g ~ PD (Mgp). Isto é, dado By, Bs, ..., B, uma partigdo mensurével
de Q, com Bjs € A e a = Mgy, entao

<g<Bl)7g(BZ)7 7g<Bk>> ~ Dir (MQO(Bl)v MgO(B2)7 ) MgU(Bk)) :

A distribuicao a posteriori é dada por,

G‘yl, ey Yn PD (Mgo (Bl) + Z [Bl (yl) JREED Mgﬂ (Bk?) + Z [Bk (yl)> (412)
i=1 =1
onde, I, (y;) ¢ uma fungao indicadora que coloca massa 1 no ponto y;, parai = 1,2,...,n

ej=1,2,.. k. Isto ¢, para cada B, By, ..., By, definidos arbitrariamente, tal que B; € A,

1,sey; € B,
[ . i) — ’ ! J
5 () {0, sey; ¢ B,

ZIBj(yi) = #{yial <i<n:y € B]}
=1

onde # representa a quantidade de y;s que pertencem a particao B;, para i =1,2,..,n e
j=12, .. k.

Note que (4.12) pode ser deduzida utilizando o mesmo procedimento mostrado em
(4.4), ou seja, a atualizacdo a posteriori é feita pela quantidade de observagoes perten-

centes aos respectivos conjuntos Bjs. Muitos autores, tais como Ibrahim (1998), sugerem
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"construir" as parti¢oes de modo que cada um dos Bj’s considerados contenha pelo menos
uma das observagoes y;, ¢ = 1,2, ..., n.

Por simplicidade, muitos autores escrevem (4.12) apenas como

i=1

para j = 1,2, ..., k.

Considere um conjunto A = (—o0, y|, logo

S La(yi) = ooy (Wi) = #{vi s s <y} =nGy (y)
=1 =1

onde, GG,, é a fungao de distribuicao empirica, definida por

_ # de yis <y na amostra

Gn(y)

n

parai=1,2,...,n.

A distribuicao a posteriori de G, dados vy, ys, ..., y, € um PD com parametros
Mgy + 2":]% = Mgo + nG,.
i=1
Assim, podemos escrever (4.13), como
Gly1, Y2, -y Yn ~ PD (Mgo + nG,,) .

Note que
Mgy (2) + nG, () = (Mg +nG,) () =M +n

e que a esperanga a posteriori, como em (4.10), é dada por

90 (A) +nGr (A) Mgy (A) +nGn (4)

Elg(A)|y1, - yn] = Moo (D) F G (D) T (4.14)
- M]\fjl—ngo(A)—i_M:LLnG”(A)'
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Dessa forma, temos de (4.14) que

- se M — oo, entao

M 1
— _>1
M+n 144
e
no_ 0,
M+n M+n

ou seja, um grande "peso" é dado a funcao de distribuicao base Gy e um pequeno "peso"

¢ dado as observacoes;

-se M — n, entao

M 1
H_
M+n 2
e
n M
=1 — — —
M+n M+n 2’

ou seja, o mesmo "peso" é dado a funcao de distribuicao base G e as observagoes;

-se M — 0, entao

N
M+n

ou seja, um pequeno "peso" é dado a funcao de distribuicao base Gy e um grande "peso"

é dado as observagoes.

Exemplo: Sejam y1, s, ..., y¢ uma amostra aleatéria proveniente de uma funcao de

distribuicao G, desconhecida, definida no conjunto 2 = R™ com A = 3. Suponha que G

tenha distribui¢ao a priori definida por um PD, G ~ PD(M gy).

Considere o conjunto de dados

=08 p=Lys=14yu=21ys=16ey =3,2

e os seguintes parametros para o PD

M=1eGy=Fypny=1—e¢Vegy=c".
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Note que estamos dando um maior peso para as observagoes, 77 = % = g = (0,86
Mo _ 1 1 = T
contra 37— = 75 = 7 = 0,14 dado a funcao de distribuicao base Gb.

Para construirmos as parti¢oes Bj;, nos baseamos nas observacoes, de modo que cada

uma das particoes contenha pelo menos uma das observagoes y;, ¢ = 1,2, ..., 6.

B, = {y:0<y<1}, (4.15)
B2 = {y1<y§2}a
B3 - {y2<yS3}7

By, = {y:y>3}.

Logo,
9(B1) = G(1)—G(0),
9(B2) = G(2)-G(),
9(B3) = G(3)—G(2)
g(Bs) = 1-G@3)=1-(g9(B1)+g(Ba)+g(B3))
9(B1) +g(B2) +g(Bs) +g(Bs) = 1.
Como G ~ PD(Mgy) e M =1, temos que
(9(B1),9(B2),9(Bs),9(Bs)) ~ PD(go (B1), 90 (B2) ;90 (B3) , go (Ba))
onde

go(B1) = Go(1)—Go(0)=Go(1)=1—-¢'=0,6321

g (By) = Go(2)—Go(1)=1—e?—1+etl=ect-e?=0,2325

go(Bs) = Go(3)—Go(2)=1—-e®—1+e?=¢2—¢e3=0,0855

9o (Bs) = 1—(g0(B1)+ go(B2)+ g0 (Bs)) =1—(0,63212 + 0, 23254 + 0, 08555)

= 0,0497.
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Portanto, a prior:
(g (Bl) g (BQ) X (B3) ) (B4)) ~ PD (07 63217 07 23257 07 O855a 07 0497) :

Note que diferentes particoes do espago amostral produzem diferentes defini¢oes de
g (Bj) e consequentemente diferentes valores para os hiperparametros go (B;).

Como em (4.12), a distribuicao a posteriori de G (By) , ..., G (Bg) dados y1, Y2, ..., Ys €
dada por

(9 (B1) ;-9 (Be)) |y1s 46 ~ PD (Mgo (B1) + D 1y (B1) sy Mgo (Bs) + ) I, (Be)>

i=1 i=1

onde,

> 1, (B) = nG,(1)—nG,(0)

B 6# de y; <1 na amostra B 6# de y; n <0 a amostra 5
— s 5 —

> 1, (By) = nGy(2)—nG, (1)

6# de y; < 2 na amostra 6# de y; < 1 na amostra 5
6 6 -

Z[yz. (Bs) = nGp(3) —nG,(2)

6# de y; < 3 na amostra 6# de y; < 2 na amostra
6 6

Zzyl. (By) = nG,(0)—nG, (3)

B 6# de y; < 3 na amostra
6

Logo, a distribuigao a posteriori de g (By), ..., g (Bs) dados y1, v, ..., ys € dada por

(g(B1), s g (Be)) [y1snys ~ PD(0,6321 +2:0,2325 + 20,0855 + 1;0,0497 + 1)

~ PD(2,6321;2,2325;1,0855; 1,0497) .
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Um aspecto interessante do PD é que ele pode ser utilizado, a priori, com sucesso na
andlise de dados com misturas de distribuicoes.

Em um modelo com mistura de distribuicoes paramétricas com um nimero finito de
componentes, ¢ assumido que cada observagao y;, ¢ = 1,2,...,n, é proveniente de uma
das k (k fixo) distribuigdes. Por exemplo, em um modelo com mistura de distribuigoes
normais, com varidncias conhecidas, é assumido que cada observacao y;, i = 1,2,...,n,
pode vir de uma das k distribuigoes possiveis, parametrizadas por k diferentes médias.
E um aspecto neste tipo de andlise é a determinacao do niimero k£ de componentes da
mistura.

Com a utilizagao do PD a priori, temos uma parametrizagao que torna a distribuicao
marginal de y;, ©+ = 1,2, ..., n, por exemplo, uma mistura de distribuigoes normais com o
nimero de componentes k sendo aleatério (ver Neal 1998 e MacEachern e Miiller 1998).

Esta modelagem é conhecida como modelo de misturas de processos Dirichlet.

4.4 Modelo de Misturas de Processos Dirichlet

O modelo de misturas de processos Dirichlet (MPD) foi introduzido por Antoniak
(1974). Recentemente, com o desenvolvimento de métodos computacionais, o modelo
MPD vem sendo utilizado como método pratico por diversos pesquisadores, tais como
Escobar (1994), Escobar e West (1995), MacEachern e Miiller (1998), Neal (1998) entre
outros.

O modelo de mistura de processos Dirichlet (MPD), é essencialmente um modelo
bayesiano hierdrquico que considera que os dados 1, ¥s, ..., Yn, S20 provenientes de uma
mistura de distribuigdes, isto ¢, y; ~ f (6;) e que remove a suposi¢ao de uma distribuigao
paramétrica para #;, substituindo-a por uma distribuicao qualquer G que possui dis-
tribuicao a prior:t definida por um processo Dirichlet com parametro de concentracao M

e distribuicao base Gy (isto é, medida base Mgp). Isto déd origem ao seguinte modelo
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hierdrquico com trés estagios,

estagiol :  y;|0; e f () (4.16)
estagio 2 : 0;|G a

estigio3 : G|M,Gy~ PD(Mgo),

parat=1,2,...,n.

Note que a especificacdo em (4.16) dd origem a um modelo bayesiano semi-paramétri-
co, onde a distribuicao paramétrica ¢ dada no estagio 1 e a distribuicao nao paramétrica
nos estagios 2 e 3.

Como visto na segao 4.3, podemos interpretar o pardmetro de precisao M como sendo
o controlador da variabilidade das medidas de G com relacao a Gy. Logo, se M — oo
um grande "peso" é dado a distribuicao base Gy e assim Gy (que é uma distribuigao
paramétrica) serd a distribui¢do a priori para todos os 0, para i = 1,2,...,n, e retor-
namos a inferéncia bayesiana usual.

Abaixo comparamos a modelagem MPD com a paramétrica usual, utilizando um mo-
delo com mistura de distribui¢oes normais com médias p, e variancias constantes e igual
a 02. Observe que a segunda e a terceira linha do modelo paramétrico exerce a mesma
funcao que as linhas 2, 3 e 4 do modelo MPD, que é especificar a distribuicao a priori para
; e 0. Os hiperparametros jiy, 02, a, b e M podem ser fixos ou aleatérios, dependendo

da aplicacao e do interesse do pesquisador.

Modelo Paramétrico Modelo MPD
Yilks 0% ~ N (p, 0%) Yilks 0% ~ N (pg, 0%)
pi ~ N (pg, 05) p;, 0%|G ~ G
O'QN[G(G,Z)> G|M,G0NPD(M90)

Go ~ N (pg,02) IG (a, b)

parai=1,2,...,n.
BlacKwell e MacQueen (1973) mostram que se 61,05, ....0, ~ G e G ~ PD (Mgy),

entao 6q,60s,...,0,, no limite, em geral segue o modelo da urna de Polya, podendo ser
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representado da seguinte maneira

M 1
;|6 vy i, M ~— e Iy, 4.1
(0: 161,05, ... 051, M, Go) M+Z._1GO+MH_1;93 (4.17)
com func¢ao densidade de probabilidade, dada por
M 1 i—1
; i, M = e — Iy,
(0i101,02, ..., 01, M, Go) M+i—1gO+M+i—1; ;
J#i

para1=1,2,...,n.

Assim, podemos dizer que a distribuicao a priori para 6i,60,,...,6, é uma mistura
de distribui¢oes, com uma parte continua, gerada segundo uma distribuicao paramétrica
Go e uma parte discreta, que repete os valores das componentes anteriores. Com isso,
temos que alguns valores de 01, 0-, ..., 0, podem ser iguais e cada observacao yi,ys, ..., Yn
associada a um mesmo 6; ¢ modelada por uma densidade comum f(6;), i =1,2,...,n.

Considere (4.17), porém agora, ndo condicionado sobre 61, 0s, ...,6;_1, mas sobre to-
dos os s indexados de 1 a n, exceto o i — ésimo (denotamos este vetor por §_; =
(01,02, ....,0;_1,0;41,...,0,)). Isto pode ser feito porque as amostras obtidas de um PD
sao permutdveis, significando que a distribuicao conjunta das varidveis nao dependem da
ordem que elas sao consideradas (ver Neal 1998). Assim, considerando que 6; é a iltima

observagao, temos que a distribuicao condicional de 6; é

M 1 &
0; 60_;, M ~— —_—_ 'y
(z| 2 7GO) M+7’L—1GO+M+7L—1; 0;
J#i
cuja funcao densidade de probabilidade, dada por
M 1 -
0, M = — - Iy. 4.1
(el ’9 iy 7G0> M+n_1gO+M+n—1; 0; ( 8)
J#i

parat=1,2, ... n.
Combinando (4.18) com a func¢do de verossimilhanca L(6,|y;) = f (v:|f;) (baseada

apenas na observacao y;, isto é, a funcao de verossimilhanca é o valor da densidade f com
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parametro(s) #; no ponto y;), temos que a densidade condicional para 6;, ¢ dada por

(63105, yi, M, Go) = bM [ (i 6:) go(0:) + b Y _ f (y:16;) To, (4.19)
=1
i#i
onde b é uma constante normalizadora apropriada, para ¢ = 1,2, ..., n.

Considere

qoi = /go(ei)f(yi;ei) db;. (4.20)

Multiplicando e dividindo o primeiro termo do lado direito da expressao (4.19) por

qoi, obtemos a distribuicao condicional para 6;, dada por

Jj=1
J#

onde
90(0:) f (ys; 0:)

P (0ily:) = o go(6s) f (yi; 6:) (4.22)
[ (@2 (st o)
é a distribuicao a posteriori de 6; dado y; e
bMaoi e by f (yil6;)
=1
i#i

sdo as probabilidades associadas as componentes da mistura em (4.21), com

bMaoi +b > f (yil0;) = 1.
=1
i

Logo, a constante normalizadora apropriada ¢ dada por

-1

b= MQOi+Zf(yi‘0j) (4.23)
j=1
i

parat=1,2, ... n.
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Escrevendo (4.21) de forma a mostrar a mistura natural obtida para a distribuigao

condicional de #;, temos

= 0; , com probabilidade bf (y;|0;)
~ P (0;|ly;) , com probabilidade bM go;

(0:10—i, yi, M, Go) (4.24)
parat=1,2,...,nej=1,..,1—1i+1, ..n.

Dependendo da escolha da distribuicao base Gy o modelo MPD ¢ dito ser conjugado
ou nao conjugado. Em um modelo conjugado as densidades f e gy sao conjugadas e a
integracao envolvida no célculo de ¢p; pode ser feita analiticamente. Se este nao for o
caso, o modelo MPD é dito ser nao conjugado e as inferéncias tornam-se mais dificeis,
pois a integracao envolvida no cdlculo de qy;, muitas vezes, é complicada de ser resolvida
analiticamente. Porém ja estao disponiveis na literatura algoritmos satisfatérios para a

resolucao deste tipo de problema (ver MacEachern e Miiller, 1998 e Neal, 1998).

4.4.1 Gibbs Sampling para modelos conjugados

Quando estamos trabalhando com modelos em que exista conjugagao entre as densi-
dades f e gg, todos os cédlculos necessdrios para se obter as distribui¢oes condicionais dos
0;s podem ser feitos analiticamente e consequentemente a amostragem de 6; se torna facil.
Logo, podemos utilizar o método Gibbs Sampling para se obter amostras das distribui¢oes
condicionais de #; como a seguir:

- Algoritmo 1: Considere uma cadeia de Markov consistindo de 61, 0>, ..., 0,,. Amostre

repetidamente de (4.24) até atingir convergéncia.

Caso 1: Variancia conhecida

Para ilustrar a aplicacao do modelo MPD e do algoritmo 1, considere que as obser-
vagoes 41, Yo, ..., Yo sejam distribuidas como uma mistura de distribui¢goes normais com
médias y,; e variancias (conhecidas e constantes) iguais a o2, isto ¢, y; ~ N(u;,0%) e a

seguinte modelagem utilizando o modelo MPD

yi’/%: ~ N(Mm 02) (4-25)
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Mz‘|G ~ G(Ni)
G|M,Go ~ PD (Mgo(s;))

com Go(p1;) = N(0,7%) e go(t;) = fn(o2)(1t;) para 7 conhecido e M = ¢ (constante).

A densidade condicional para u,, como em (4.19), é dada por

(1l p_ss yis M, Go) = bM fio.r2) (1) I, 02y (Yi) + b Z SN G0y (Yi) L, -
=1
JFi

Efetuando os célculos de (4.20) e (4.22), temos que

qoi = /fN(o,TZ)(/ﬁz‘)fN(m,oz)(%M“i

7 1, 1 1 )\,
— —27r_7'2 exp _ﬁ’ui s exp ~552 (yi — 1) 1,

1 T
- %(7202) ’ /eXp{_ﬁM?_ﬁ(yi—ﬂiY}dﬂi

—00

Il
=)
—~
\1
¥
Q
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SN—"
l\)l‘)—‘
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>
ho)
—N—
|
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o
=
ST
_|._
=
o
|
DO
=
<
N—
—
D
>
k)
—N—
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[N}
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o
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=

1 5 oy -1 1, T 1 o2 + 72 9
_ %(70) zexp{—rﬂ%}/exp{—r‘z K o ) M~ 2| dp
1 3 2 2 2
_1 o 4T T Y;
. 2 2\ "3 . 2 -
- T (7- o ) eXp{ 2 Qyz} /exp{ 20_27_2 |::U"L 2 7 (0_2 _‘_7_2):| } dp’l

R R Ie y? T2y;
o (T 4 ) exp{ 202 + 202 (02 + 12)

2 02—27—22 1 0_2 + 7_2 KA
s o“+T
I S yi Ty [ 2mo®T?
2 (T 4 ) eXP { 202 + 202 (02 + 12) 02 + 712
p

o { —o%y; — T+ Ty }
27 (0% + 72) 20% (0* +77)

1 2
2(02+ 7'2)%
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e portanto

Qi = [n02+72) (i), (4.26)

isto &, qo; ¢ o valor da densidade da distribuicao normal com média zero e variancia o2 4 72

no ponto y; e

P (plys) o fN(O,TZ)(:LLi)fN(uZ-,U2)(yi) (4.27)

1, 1 )
O expq o g (XD —ﬁ(yz—m)

I, Lo 2wy L
7'2'ui 202% + 202 202'%

1 o2 9 9
o exp _ﬁ ﬁ'ui + ;= 2uiyi
ol + 7], 5 T2y;
20272 Hi Hi o2+ 712
o 1 ( 72%’ )2
exp{ ————— | u. —
A=
. . 72y, o272
N Mi’02+72’02+72

isto é, a dlstrlbul(;ao a posteriori de p; dado y; é a distribuicao normal com média

2
2+2

e variancia parat=1,2,.

2+ 2

A constante normalizadora apropriada é dada por

-1

b= | Mfnoo2m2) (yi) + Z TN, 02) (vi) ;

Jj=1
JF

parat=1,2,...,n

A distribuicao condicional de p;, como em (4.24), é dada por

uj , com probabilidade b f N(1,0%) (y)
aa’ ) com probabilidade bM fy(o.o24r2)(y;)

0’2+T2’0'2+ 2

(N’i|u—i7yi7M7 C"YO <

parat=1,2,...nej=1,...,t—1,1+1,...,n
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Para o algoritmo 1, inicializamos o método Gibbs Sampling, fazendo p? = y;, i =
1,2,...,n, e a p— ésima seqiiéncia gerada pelo método Gibbs Sampling é feita da seguinte

maneira:

Amostrar i, de [p|py = pb ™", iy = ph oty = 41" (4.28)

-1 —
Amostrar iy de [po|py = i, g = py s iy, = b1

Amostrar 1, de [, |1y = i, iy = i, oy flyy = 15,4

Exemplo: Variancia conhecida

Para ilustrar numericamente o exemplo acima, desenvolvemos um estudo de simulacao
utilizando a linguagem R, com o objetivo de verificar a eficiéncia da modelagem MPD
na estimacao da média de uma distribuicao normal com varidncia conhecida. Para isto
geramos cinco observagoes de uma distribui¢ao normal com média 2 e variancia 1, N(2,1),

e aplicamos a modelagem MPD, como em (4.25), ou seja

Z/z“,ui ~ N(Mml)
wlG o~ G(u)
G|M,Gy ~ PD(Mg).

com Go(;) = N(0,72) e gol#;) = fno.2)(1:), para i =1,...,5.

Como os cinco valores foram gerados de uma mesma distribui¢ao normal, esperamos
que a modelagem MPD detecte estes cinco valores como pertencentes a uma mesma
distribui¢ao normal, N (2,1).

Consideramos 72 = 25 de forma a termos pouca informacao a priori sobre o parametro.
Devido a isto, escolhemos um valor pequeno para M, pois como temos pouca informacao a
priori sobre os parametros devemos ter pouca confianca na distribuicao base GGy. Fixamos
M =1.

Assim, de (4.26) e (4.27), temos que

25 25
i = i), P(glyi) = N s =2 ==
Qoi = fn(0.26) (Y1), P11]yi) (u 56" 26)
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-1

b= | Mfnwoze) (vi) + Z fN(uj,1)<yi)
—1
2
parat=1,2,3,4,5e j #i.

A distribuigao condicional de y;, como em (4.24), é dada por

= U, , com probabilidade bfy ., 1)(¥:)

(il s> i M, Go)
P(u;ly;) , com probabilidade bM fno,26)(¥i)

parai=1,2,3,4,5e j # 1.
Definidas as distribui¢oes condicionais aplicamos o método Gibbs Sampling como des-
crito em (4.28). Ou seja

Amostramos f1y de [ |py = p5 ™4 pug = 5t pug = pif g = Y

-1 -1 -1
Amostramos ji, de [iplpy = pif, prg = s prg = pily 5 iy = piy ]
Amostramos iz de [gliy = 41, pry = 41, g = 4t g = '
Amostramos p, de [M4|N1 1115 Ho = i, fhy = [, [15 = Ngil]

Amostramos iz de [pis|pg = pf, piy = i, pig = i, prg = )

onde p é a p — ésima seqiiéncia gerada pelo método Gibbs Sampling.

Para a andlise de convergéncia geramos 2 cadeias, cada uma com 30.000 amostras
das quais as primeiras 15.000 foram descartadas e consideramos um salto de 5. Com
isso, obtemos para cada uma das cadeias uma amostra de tamanho 2.500. Os resultados
obtidos para cada um dos parametros (média e intervalo de credibilidade) foram baseados
nos valores gerados para as duas cadeias, ou seja, a média e o intervalo de credibilidade
foram calculados baseados nos 5.000 valores (2.500 da 1¢ cadeia + 2.500 da 2% cadeia).
Para verificar a convergéncia utilizamos o diagnéstico de Gelman e Rubin disponivel no
CODA (ver, Best et al., 1995). Os resultados obtidos estao apresentados na Tabela 13.

Os valores obtidos para média da distribuicao de cada uma das observacoes é pro-
xima da verdadeira média, da distribui¢ao da qual os valores foram gerados, N(2,1). O

verdadeiro valor da média estd contido nos intervalos de credibilidade (95%). Baseados
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nos intervalos de credibilidade (95%), podemos concluir que nao hé evidéncias para uma
diferenca significativa entre os valores estimados para os parametros, e conseqiientemente
que nao ha evidéncias de que as cinco observacoes pertencam a distribuicoes de pro-
babilidades diferentes, devido a interseccao apresentada pelos intervalos de credibilidade
(95%).

A Figura 10 mostra que as densidades marginais sdo muito parecidas (praticamente
se confundem), levando & mesma conclusdo. Também podemos notar a semelhanga com
a distribuigdo N(2,1) usada na geragao dos dados.

A Tabela 14 mostra a proporcao de vezes, baseados nos 5.000 valores gerados, que
os parametros foram considerados iguais e a proporcao de vezes que um novo valor foi
gerado de sua distribuicao a posteriori. Como a proporcao de vezes que os parametros,
de cada uma das observacoes, foram considerados diferentes, isto é, que um novo valor foi
gerado de sua distribuicao a posteriori, P (u,;|y;), € menor que a proporgao de vezes que
os parametros foram considerados iguais, podemos concluir que nao héa evidéncias para
diferenca entre os valores estimados, e consequentemente que nao héd evidéncias de que as

observacgoes pertencam a distribuicoes de probabilidades diferentes.

Densidades

07

04

Densidade

0z

(2 1)

0.1

0o

=2, 1) =K1 +Ha ® Hz o Mg A Us

Figura 10: Densidades marginais.
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Tabela 13: Valores obtidos das distribui¢oes a posteriori condicionais.

Parametros | Média | Int. de Cred. (95%) | Diag. Gelmam e Rubin
I 1,9091 | (0,5986 ; 3,1063) 1
5 1,9875 | (0,7129 ; 3,2542) 1
I3 1,9631 | (0,6318 ; 3,2415) 1
[y 2,0628 | (0,7265 ; 3,5896) 1
L 1,9797 | (0,6352 ; 3,3775) 1

Tabela 14: Proporgao de vezes que os parametros foram considerados iguais

e proporcao de novos valores gerados da distribuicao a posteriori.

Parametros | =y | =fiy | =3 | =g | = Hs = P (1;]y:)
iy 0,0000 | 0,2379 | 0,2360 | 0,2261 | 0,2347 0,0652
i 0,2381 | 0,0000 | 0,2400 | 0,2341 | 0,2319 0,0558
i 0,2428 | 0,2384 | 0,0000 | 0,2326 | 0,2316 0,0546
11, 0,2235 | 0,2351 | 0,2381 | 0,0000 | 0,2280 0,0801
15 0,2367 | 0,2382 | 0,2374 | 0,2337 | 0,0000 0,0539

Caso 2: Variancias desconhecidas Para o caso de varidncias desconhecidas, a mo-

delagem MPD, como em (4.16) ¢ dada por

vilp, o7~ N (i, 07) (4.29)
:uivo-ﬂG ~ G
G|M, GO ~ PD (MG())

com
2

M = ) GO (#1|0-12) =N (:uzv()a O'_)\Z> ) GO (012) =1G <0-127 %75)

e portanto
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g0 (i 0F) = Fo(ot) W) o) (o7)

parai=1,2,...,n.

A densidade condicional de y;, 0%, como em (4.19), ¢ dada por

2 2 —
(uiuai’M—iaa—iay7M7G0> - beN(()’)\

?) (1) Fra(2.2) (77) Fnuor) 4)

+b Z fN(uj,o?) (yl) [,uj,o'?'
j=1
7

Efetuando o cédlculo de ¢g;, temos

Qoi = /fN(o,";z) (#:) f](;(% 2 (‘712) NG (v:) dprydor
0
= 77 e {—L(yz M)Q} L expy s
0 —oo \/% 207 Z 27 : 72 l
8)% .
O iy 092} s
2 2
8 % 0o 00 N
A
0 —oo

)% T r ., 2 2 2\—(5+1+1)
//eXp{_ﬁ (v7 = 2m9: + 11 +)‘/Lz’)} (o7)
0 —
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_ 1 (g)% T A+l , Yi 2\ —(§+1+1)
- g ool e (5] e
0 —c©
By
exp{—Qa22 ~ 3 Zz}d,uidaf
1 .2 (g)% T 1 Y 2 —(g+1+1)
-2l [ [ ) e
2n T (5) ) ) 224 A1

o} g209+1) i
L
- (o) e () ()

_ I ( 3 (g)%Jr% (6(/\+1)+)\yi2)(“§1)
I ( 2(A+1)

re (1)
T T2 \arom

a\

= Juaosag2) @)

isto é, qo; representa o valor da densidade da distribuicao t — Student com média zero e

variancia % no ponto y; com « graus de liberdade, para i =1,2,...,n.

Com distribuicao conjunta dada por
P (nio3lyi) o fy(,02) (yi)fN( ﬁ) (1) Fre(2.2) (0F)

0

A

_1 1 _1 1
x (0F) > exp {—20 (v — u@-)g} (07) 2 exp {—27?#?}

ENN)
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[\
—_
Rl V]

—% (v = 2 + i} + Au?)} (73) F Y exp {—ﬁ}

1 O\ (k2 1 (BOA+1)+ M2
x exp{_g7 (Mi—AL) }(0’?) <”1)exp{_a_§< (2(Al1) ’

(252 2525%)

)}

2 2
onde N ( i T ) e IG <O‘—+2 w) representam, respectivamente, a distribuigao

A1 A 2 0 2(M+1)
o7
A1
BA+1)+Ay?
2(A+1)

normal com média ;jil e variancia

forma 2+2 e parametro de escala

5 ,parat = 1,2, ...,n.

As distribuicoes condicionais, sao dadas por

Y N VR
P(:U’z|0-zayz)_N(Mz7)\_|_17>\+1>

20\ _ s a+2 B(A+1)+ A7
P(gily’)_m(a“ 2 ' 200+ 1)

e a constante normalizadora, dada por
~1

b= Mf, (oc0sm) (¥i) + D iy ()
j=1
ji

e a distribuicao gama inversa com parametros de
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parai=1,2,....n e j #i.

Logo, como em (4.24), temos que as distribui¢oes condicionais de y,, 0%, sio dadas por

9 .
= ( 7o a-) , com probabilidade bfy, ,2) (¥:)
(,Ufz'ao-?llu’—mo-%i’yi,Ma GO) ! ’ .. (,uj ’
~ P (p;,07|y;) , com probabilidade bM f, (0,2042)) (vi)
« 9 a>\
(4.30)
com
P(u;, 031yi) = P(uilo?, vi) P(oF|yi)
onde
2 2
(/J’l|0-7,’yl) (>\+1;)\+1) € (Uz|yl> G( 2 ) 2()\+1)

Definidas as distribuigoes condicionais para j;, 0%, inicializamos o método Gibbs Sam-

pling fazendo p? = y; e 0?0 =1G (%, g), parai = 1,2, ...,n e a p—ésima seqiiéncia gerada

pelo método Gibbs Sampling é feita da seguinte maneira:

2 21 2 o(p—=1) 9 o(p—1) 2 2(p—1)
Amostrar o] de [01|02 =05 ,03=05 o0, =0, (4.31)
2 212 20 o b1 2 21
Amostrar o3 de [02]01 =0] ,05=05 - ,0, =0,
A t 2 d 2| 2 2 o2 2 . 2 2
mostrar o, de |0, |0] =0] ,05; =05 3O 1= 0,1

- - ()
Amostrar 4, de [/h‘/h — by = 2

o] am

1 _ €]
Amostrar i, de [uzlﬂl = Ry = s, = b e o) ]

Amostrar (1, de [unlul = i1, fly = [+

o P 2(1’)
“oHp = Hpq € O-n71:| .
Exemplo: Variancia desconhecida

Para o procedimento de simulagao, consideramos os mesmos valores gerados na simu-

lacao descrita acima, isto é, y; ~ N (2,1), para i = 1,2,3,4,5, e utilizamos a modelagem
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como em (4.29), com M = 1 e os hiperparametros da distribui¢do base G foram escol-
hidos de forma a termos uma distribuicao nao informativa, para isto fizemos A = 0,01;
a=2ef=2.

As distribuigoes condicionais para ji;, 0%, como em (4.30), sao dadas por

= . 02) , com probabilidade bfy,. »2) (¥;
(Mi?o—?’:ufivo—Z_iMyZWMa GO) ( 'U'J ]) P fN(#J’ ?) (y)
~ P(u;,02|y;) , com probabilidade bM f;_ 0,101y (¥:)

com

P(p;, 07ly;) = Pulo?, yi) P(o?|y:)

onde
2

Y o; 9 0,01 ,
P(u,|o?,y;) = N | —2— P(2y) = IG [ 2,1+ 2—y;
(lois vi) (1,01,1’01) e P(o7ly:) G( , +2702y )

Definidas as distribuigoes condicionais, aplicamos o método Gibbs Sampling como
descrito em (4.31) e (4.32).

Para anédlise de convergéncia geramos 2 cadeias, cada uma com 70.000 amostra. De-
vido a nao obtencao de convergéncia quando utilizamos 2 cadeias com 30.000 amostras,
descartamos as primeiras 35.000 e consideramos um salto de 10. Os resultados apresenta-
dos nas Tabelas 15 e 16 foram obtidos a partir dos valores gerados para as duas cadeias.
Para verificagao de convergéncia, utilizamos o diagnéstico de Gelmam e Rubin disponivel
no recurso CODA.

Os valores obtidos para a média e variancia de cada uma das observacoes é pré- xima
da verdadeira média e varidncia, da distribuicao da qual os valores foram gerados. O
verdadeiro valor da média e da varidncia estd contido nos intervalos de credibilidade
(95%). Baseados nos intervalos de credibilidade (95%), na Figura 11 e nas proporcoes
apresentadas na Tabela 17, podemos concluir pela nao evidéncia para uma diferenca sig-
nificativa entre os valores estimados para as médias e varidncias das observacoes, devido
a interseccao que os intervalos apresentam, pela semelhanca das densidades marginais
e pela propor¢ao de vezes que os parametros foram considerados iguais. Conseqiiente-

mente concluimos pela nao evidéncia de que as observagoes pertencam a distribuicoes de
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probabilidades diferentes.

Tabela 15: Valores médios das distribuicbes a posteriori.

Parametros | Média | Int. de Cred. (95%) | Diag. Gelmam e Rubin
o? 0,9696 | (0,2002 ; 3,7043) 1
o3 0,9685 | (0,1977 ; 3,6530) 1
o2 1,0161 | (0,2002 ; 3,9172) 1
o2 1,0526 | (0,2047 ; 4,0295) 1
o2 1,036 (0,2002 ; 4,0414) 1

Tabela 16: Valores médios das distribuicoes a posteriori.

Parametros | Média | Int. de Cred. (95%) | Diag. Gelmam e Rubin
iy 1,8632 | (10,4388 ; 3,0301 ) 1
iy 1,0408 | (0,6189 ; 3,1721) 1
i3 1,0351 | (0,5820 ; 3,2332) 1
11, 2,0027 | (10,5271 ; 3,6268) 1
15 1,9531 | (0,5203 ; 3,3625) 1
Densidades Densidades

15

Densidade
1.0

Densidade

05

0.0

2
vo? 402 20l 0o] Aok sl +pz w3 ooHs A s

Figura 11: Densidades marginais a posteriori para o7 e ji;, i = 1,2, 3,4, 5.
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Tabela 17: Proporcao de vezes que os parametros foram considerados iguais e propor-

¢ao de vezes que novos valores foram gerados da distribuicao a posteriori.

Parametros | = (j1y,07) | = (1g,03) | = (13, 03) | = (g, 0%) | = (u5,02) | = P (6ily:)
(1g,02) 0,0000 0,2307 0,2319 0,2493 0,2296 0,0885
(g, 02) 0,2410 0,0000 0,2430 0,2363 0,2377 0,0419
(13, 02) 0,2407 0,2424 0,0000 0,2301 0,2384 0,0483
(g, 02) 0,2229 0,2443 0,2359 0,0000 0,2391 0,0578
(15, 02) 0,2386 0,2412 0,2417 0,2361 0,0000 0,0425

4.5 Aplicacao: Andlise da expressao génica

Uma vantagem que a abordagem utilizando o modelo de misturas de processos Dirich-
let apresenta, para andlise da expressao génica, é que podemos comparar simultaneamente
com a situacao de controle, mais de uma condicao de tratamento, ao invés de apenas uma,
como na abordagem utilizando o teste t, o fator de Bayes e o critério DIC, como serd
mostrado a seguir.

De modo a facilitar o desenvolvimento das andlises, introduzimos a seguinte notacao.

Considere que para cada gene g, temos um conjunto de varigveis observaveis 2%, ..., xﬁ?o,

t : . .
A 4 OO L SO LS z% , independentes, representando o logaritmo dos niveis

de expressao do gene na situagao de controle (ty), tratamento 1 (¢;) e sucessivamente até

a situagao de tratamento K (fx). Ou seja,

to

-zt x,%: representa as ng medidas dos niveis de expressao para o g-ésimo gene sob

a condicao de controle (t);

t1

t1 . . s e ~ , .
- x1', ..., 7. representa as n; medidas dos niveis de expressao para o g-ésimo gene sob

a condicao de tratamento 1 (¢1);

t . L ~ .
-x, xﬁf;{ : representa as ny medidas dos niveis de expressao para o g-ésimo gene
sob a condigao de tratamento K (tr).

Como mencionado anteriormente, consideramos que o logaritmo das medidas dos

niveis de expressao observados para um gene g, em cada uma das situacoes t;, para
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k=0,1,..., K, como sendo gerados de uma distribui¢ao normal. Logo,

to to 2
xl )" z ~ N(lu’t(ﬂ ato)

t1 t1 2
Ly T ~ N(:utlao-tl)

ti ti 2
o,k ~ N(w,,07.)

com os genes sendo tratados independentementes.

Considere Z g, Tgt,, - Tgty, Para g = 1,2,..., G, onde

- Zg,: média das medidas dos niveis de expressao observados para o g-ésimo gene na
situagao de controle (%),

- Zg,: média das medidas dos niveis de expressao observados para o g-ésimo gene na

situacao de tratamento 1 (t1),

- Tgt,: média das medidas dos niveis de expressao observados para o g-ésimo gene na
situagao de tratamento K ().

Logo,

2
g
_ to
xgtO ~ N (/‘Lto ) )
No

o
Loty Hiys —
ny

2
g
_ tx
xgtK ~ N(/l’tK7_>
Nk

isto é, como conseqiiéncia da suposicao de que as varidveis observiveis, a:’-j’“, ...,xffk, Sao
geradas segundo uma distribuigao normal com média p,, e variancia afk, temos que suas
respectivas médias amostrais sao geradas segundo uma distribuicao normal com mesma
média populacional e varidncia %, para k =0,1,2, ..., K.

Considerar se hd ou nao evidéncias para niveis de expressao diferentes para um de-

terminado gene g, equivale a considerar se a média observada, Z,, na condi¢ao de trata-

mento t;, para k = 1,2, ..., K, é gerada ou nao da mesma distribuicao de probabilidades,
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2
N <ut0, %f) da média Z 4, das observacoes de controle .

Para isso, como em (4.29), assumimos que

2
_ Ogt
Totelllg,, 0%, ~ N (uy%> ;;k) (4.33)

2
'ugtk’o-gtle ~ G

G|M,G0 ~ PD(MG())

com
2
2 Tgt 2 a f
M = &) GO(H’gtJJgtk) =N (07 ni;\) ) GO(O-gtk) =1G <§a 5)

e portanto

G 2y = (0,7 rq (2,7

O(ﬂ’gtk>agtk) - ’nk)\ 575

(&

Tmp A

gO(Mgtka 03%) = fN(O ”gtk> (Ngtk) fIG(%,g) (03751@) :

2

2> como em (4.30), sio dadas por:

As distribuigoes condicionais de p,, , 0

g
N ) J
)u‘gt] ’ n]

(o) commm b, )
(:ugtk7 Ugtk ‘:u—gtka U2—gtk7 igtk> Ma GO)

~ P (/l’gtw Ugtk|ygtk) , oI pI‘Ob. beta (073(i+1)> (J_"gtk)
[e3 TLk

(4.34)
com
P (Ngtkv Uztk|jgtl€) =P (’ugtk|0-£27tk’ jgtk) P (‘7 Ztk|5739tk)
onde
2 = fgtk O-Stk
P (ngnlogn Ton) = N{ 3775000 A+1))°
5 a+2 6()\+1)+nk)\f§t
POmlin) = 16 ( > 20D
(§]
-1
K
b= Mfta (o LHU) (Tg,) + Z / G, (Zgts)
T adng j=1 N<Mgfj’njj>

ik
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parak=0,1,2,.... K e j # k.

Para fazermos inferéncias sobre os possiveis genes que apresentam ou nao evidéncias
para diferenga, utilizamos o método Gibbs Sampling, como descrito em (4.31) e (4.32) e
nos baseamos na proporgao de vezes que o modelo MPD considerou Z 4, e 74, como sendo
gerados ou nao de uma mesma distribuicao normal. Isto é nos baseamos na proporc¢ao
de vezes que o modelo MPD considerou (uy,,0%) = (1y,0%,), k = 1,2,..., K. Se esta
proporcao for maior que a proporcao de vezes que um novo valor foi gerado da distribuigao
a posteriori, P (ugtk, agtk ]i’gtk), entao decidiremos pela nao evidéncia para diferenca, caso

contrario decidiremos pela evidéncia para diferenca.

4.5.1 Simulacao

Desenvolvemos para o modelo MPD, o mesmo estudo de simulacao realizado para
o teste t, para o fator de Bayes e para o critério DIC, com o objetivo de verificar seu
comportamento na deteccao de genes com evidéncias para niveis de expressao diferentes,
quando consideramos diferentes afastamentos na média e/ou na variancia das observagoes
de tratamento com relagao as observacoes de controle.

Os hiperparametros utilizados foram selecionados de forma a obtermos distribuigcoes a
priori pouco informativas. Para isto, utilizamos M =1; A =0,01;a=2e 5 =2; =1
e 3=0,5.

Os diferentes valores para [ foram utilizados para verificarmos a sensibilidade do
modelo MPD na detecgao dos genes com evidéncias para diferenga com relagao a escolha
dos hiperparametros. Para cada valor de (3, temos as distribui¢oes condicionais dadas
como em (4.34).

Para aplicacao do método Gibbs Sampling, geramos 10000 amostras das distribui¢oes
condicionais (4.34), para cada um dos 1000 genes (simulados) e cada valor de § e calcu-
lamos as proporcoes de vezes que os parametros (utk, Jfk) e (uto, 0?0) foram considerados
iguais e proporcao de vezes que novos valores foram gerados da distribuicao a posteriori,
P (ugtk, agtkﬁgtk), e decidimos pela presenca de evidéncias para diferenca ou nao, para
k=12, .. K.

As Tabelas 18, 19 e 20 mostram as quantidades de genes (simulados) detectados com

evidéncias para niveis de expressao diferentes pelo modelo MPD, respectivamente para
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B =2;08=1ep=0,5, para cada variacdo J e vy (ou ambos) considerados. Cada linha
mostra as quantidades de genes (simulados) detectados com evidéncias para diferenga com
~ fixo e ¢ variando. Cada coluna mostra as quantidades de genes (simulados) detectados
com evidéncias para diferenca com ¢ fixo e v variando.

Para ~ fixo, cada linha das Tabelas 18, 19 e 20, e a partir de 6 = 0, aumentando ou
diminuindo o valor de 9§, o modelo MPD, para os valores de (3 utilizados, detecta uma
quantidade maior de genes com evidéncias para niveis de expressao diferentes do que a
variagao 0 anterior. Ou seja, o modelo MPD é sensivel a variagao na média, detectando
os genes com evidéncias para niveis de expressao diferentes.

Para 0 = 40,8 ou d = £1 fixo, cada coluna das Tabelas 18 e 19, aumentando o valor
de v, o modelo MPD detecta uma quantidade menor de genes com evidéncias para niveis
de expressao diferentes do que a variagao v anterior. O mesmo acontecendo na Tabela 20
(8 =0,5), com excegao de § = 0. Esta caracteristica do modelo MPD ja era esperada,
pois a modelagem (4.33) utilizada, leva em consideracao apenas a modelagem das médias
de controle e de tratamento.

A Tabela 21 mostra uma estatistica descritiva de 10.000 valores gerados (utilizando a
linguagem R) das distribuigoes a priori para a variancia, IG (%, g) coma=2ef =2,
B =1e =0,5 Dos 10.000 valores gerados com 3 = 2, a média dos valores é 11,599 e
a variancia 48064,5. Para $ = 1 a média dos valores é 5,799 e a variancia 12016,1 e para
£ = 0,5 a média dos valores é 2,899 e a varidncia 3004,4. Ou seja, as trés distribuicao
a priori para a variancia estao sendo pouco informativas, pois as varidncias dos valores
gerados sao todas "altas".

A medida que diminuimos o valor de (3, isto é, temos informacao a priori, o modelo
MPD detecta uma quantidade maior de genes com evidéncias para diferenga (ver Tabelas
19, 19 e 20). Isto justifica o fato de os valores das colunas (ou linha) da Tabela 18 serem
menores que os respectivos valores da Tabela 19, que é menor que os respectivos valores
da Tabela 20.

Assim, temos que para distribui¢oes a priori nao informativas, tais como IG(1;1), o
modelo MPD pode ser influenciado a nao detectar genes com evidéncias para diferenca,

quando ha uma diferenca presente na média e/ou varidncia das medidas de tratamento

com relacao as medidas de controle. Logo, mesmo para distribui¢oes a priori pouco
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informativas, devemos ter certa atencao para definirmos os valores dos hiperparametros
para obtermos resultados satisfatérios. Se possivel devemos nos basear na opiniao de um
especialista da drea genética para definirmos estes valores.

A sensibilidade do modelo MPD, com relagao aos hiperparametros, é justificada pelo
fato do algoritmo Gibbs Sampling descrito "depender" da geragao de um melhor valor
para substituir o presente valor da cadeia de Markov. Isto é, se um valor melhor demora
para ser gerado, o algoritmo terd uma alta taxa de aceitacao e automaticamente uma
baixa taxa de geragao de novos valores das distribuicoes a posterior: e consequentemente
o gene serd detectado sem evidéncia para diferencga.

Logo, se temos informagao (obtida da opinido de um especialista ou através de métodos
empiricos) para definirmos os valores dos hiperparametros, temos uma amostragem mais
eficiente e melhores resultados com relagao & deteccao de genes com evidéncias para
diferenca.

Assim, acreditamos que a utilizacdo do modelo MPD, comparado ao teste t, fator
de Bayes e critério DIC, forneca um acréscimo de qualidade na deteccao dos genes com
evidéncias para diferenca, com relacao aos detectados pelo teste t e que a diferenca de
selecao de genes entre o modelo MPD e o fator de Bayes e o critério DIC, estd na detecgao
de evidéncias para niveis de expressao diferentes com relacao a variagao na variancia das
medidas de tratamento com relagao as medidas de controle, presente nas aplicagoes do

fator de Bayes e do critério DIC.

Tabela 18: Quantidades detectadas com evidéncia para diferenca, com 3 = 2.

4]
¥ -1,0 -0,8 -0,5 0,0 0,5 0,8 1,0
0,25 998 898 162 0 196 918 998
1 994 861 195 0 226 904 994
4 952 783 275 03 292 800 970
9 880 710 340 25 353 737 913
16 821 668 382 93 384 682 854
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Tabela 19: Quantidades detectadas com evidéncia para diferenca, com 3 = 1.

4]
ol -1,0 -0,8 -0,5 0,0 0,5 0,8 1,0
0,25 1000 990 424 0 437 997 1000
1 1000 975 437 0 447 981 1000
4 991 891 469 08 469 925 994
9 946 817 471 66 478 849 956
16 895 761 478 161 479 783 914

Tabela 20: Quantidades detectadas com evidéncia para diferenca, com 3 = 0, 5.

)
¥ -1,0 -0,8 -0,5 0,0 0,5 0,8 1,0
0,25 1000 1000 744 0 771 1000 1000
1 1000 997 710 01 727 999 1000
4 999 965 655 34 641 974 998
9 979 899 607 140 591 912 983
16 932 827 586 256 583 858 941

Tabela 21: Estatistica descritiva dos valores gerados da distribuigoes a priori.

Valor # | D. a priori | Min | Média Var Q.0,25 | Med. | Q. 0,75 | Max

B=2 | IG((1;1) |0,112 | 11,599 | 48064,5 | 0,713 | 1,448 | 3,482 | 15472,9

B=1 | IG(1;0,5) | 0,056 | 5,799 | 12016,1 | 0,357 | 0,724 | 1,741 | 77364

B=0,5|1G(1;0,25) | 0,028 | 2,899 | 3004,4 | 0,178 | 0,3620 | 0,871 | 3868,3

4.5.2 Aplicacao

Aplicamos a modelagem (4.33), no experimento realizado com as células da bactéria
Escherichia Coli com relacao aos padroes I[HF* e IHF ™, ja utilizado na aplicacao do
teste t, do fator de Bayes e do critério DIC.

Como citado anteriormente, dispomos de 434 genes e uma condi¢ao de tratamento.
Ou seja, g = 1,2,...,434 e £k = 0,1. Para cada um dos genes temos cinco medidas de

niveis de expressao para a situagao de controle (¢y) e cinco medidas de niveis de expressao
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para a situacdo de tratamento (t1). Isto é,
- 2%, ...,z representa as 5 medidas dos niveis de expressdo para o g-ésimo gene sob
a situagao de controle (y),

t1 t1.
- .1'1 ,...,3}‘5 .

representa as 5 medidas dos niveis de expressao para o g-ésimo gene sob
a situacao de tratamento (t1),

- Tgt,: média dos niveis de expressao do g-ésimo gene na situagao de controle (%),

- T4, média dos niveis de expressdo do g-ésimo gene na situagao de tratamento (t;).

Os hiperparametros utilizados, foram os mesmos utilizados na simulagao. Para cada
valor de (3, temos as distribui¢oes condicionais, dadas como em (4.34).

Definidas as distribuigoes condicionais, aplicamos o método Gibbs Sampling como em
(4.31) e (4.32). Para cada um dos genes g, g = 1,2,...,434, e cada valor de 3, geramos
30000 amostras das distribui¢ées condicionais (4.34). Nao analisamos convergéncia pois
nao estamos interessados na estimacgao dos pardmetros (ugtk, agtk) das medidas dos genes
g, mas sim na propor¢ao de vezes que o modelo MPD considerou Z,, e Z,, como sendo
gerados de uma mesma distribuicao normal durante as p = 30000 seqiiéncias geradas pelo
método Gibbs Sampling. Isto é, estamos interessados na proporcao de vezes que o modelo
MPD considerou (utk,afk) = (uto,afo) durante as p = 30000 seqiiéncias geradas pelo
método Gibbs Sampling,

As Figuras 12, 13 e 14 mostram as médias controle e tratamento para cada um dos
genes g, g = 1,2, ...,434, destacando os genes g detectados com evidéncia para niveis de
expressao diferentes. Nestas Figuras os pontos e indicam os genes que nao foram detec-
tados com evidéncias para diferenca e os sinais + indicam os genes que foram detectados
com evidéncias para diferencga.

Para 8 = 2; distribui¢ao a priori IG (1,1) para a variancia, 5 genes foram detectados
com evidéncias para niveis de expressao diferentes (Figura 12).

Para 8 = 1; distribuicdo a priori IG(1;0,5) para a variancia, 13 genes foram detecta-
dos com evidéncia para niveis de expressao diferentes (Figura 13).

Para § = 0,5, distribuicao a priori 1G(1;0,25) para a varidncia, 23 genes foram
detectados com evidéncia para niveis de expressao diferentes (Figura 14).

Como as varidncias das medidas dos niveis de expressao dos genes das células da

bactéria Escherichia Coli sdo todas altamente concentradas no intervalo (0;0,3), podemos
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verificar pelos valores da Tabela 21 que todas as trés distribuigoes a prior: utilizadas
sao pouco informativas, o que também pode ser observado pela Figura 15 que mostra as
densidades empiricas das varidncias controle e tratamento e as densidades das distribuigoes
a priori utilizadas. Para a distribuicdo a priori para a variancia IG(1,1) , somente 325
(3,25%) dos valores gerados sdo menores que 0,3. Ou seja, a utilizacdo desta distribui¢ao
a priori estd sendo muito pouco informativa para a utilizacao, pois poucos valores gerados
pertencem ao dominio dos valores observados para a varidncia. Para os outros valores de
B, 6=1ep=0,5,19,15% e 43,59%, respectivamente, dos valores gerados sdo menores
que 0,3. Isto é, os valores obtidos com estas duas distribui¢oes a priori, IG(1;0,5) e
IG(1;0,25), sao mais indicados para aplicagdo aos dados da bactéria, o que reflete nos
resultados obtidos, como pode ser observado nas Figuras 13 e 14.

Como citado na simulagao, o modelo MPD é sensivel a escolha dos hiperparametros
das distribuicoes a priori, levando a diferentes conclusoes, ou seja, a escolha de diferentes
genes g com evidéncias para niveis de expressao diferentes. Esta sensibilidade é justifi-
cada pelo fato do algoritmo Gibbs Sampling descrito para o modelo MPD "depender"da
geracao de um melhor valor para substituir o presente valor da cadeia de Markov. Dessa
forma, mesmo para distribuigoes a prior: nao informativas devemos ter certa atencao para
definirmos os valores dos hiperparametros para obtermos resultados satisfatérios. Para
definir os valores dos hiperparametros de forma adequada podemos nos basear na opiniao
de um especialista ou utilizar métodos empiricos (ver, Efron et al., 2001 ou Dahl, 2002).

Para distribuigoes a priori nao informativas definidas de forma coerente, tais como
IG(1;0,5) ou IG (1;0,25) para a variancia, o modelo MPD detecta evidéncias para difer-
enca quando a variacao estd presente na média ou presente na média e na varidncia das
medidas de tratamento com relagao as medidas de controle. Um exemplo, é o gene 277,
que como jid mencionado anteriormente possui uma diferenca presente tanto na média
quanto na variadncia, das medidas de tratamento com relacao as medidas de controle.
Porém quando a diferenca estd presente somente na variancia, das medidas de tratamento
com relacao as medidas de controle, o modelo MPD nao detecta a evidéncia. Um exem-
plo é o gene 323 que apresenta diferenga apenas com relacdo as variancias (ver Figura
15). Isto justifica o fato de o modelo MPD ter detectado apenas os genes com média de

tratamento e de controle distante da reta y = x (ver Figuras 13, 14 e 15).
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A medida que temos informagao a priori (diminuimos o valor de ) o modelo MPD
detecta uma quantidade maior de genes com evidéncias para diferenca. Porém de uma
forma coerente, detectando apenas os genes com média de controle e de tratamento mais
distantes da reta y = x.

Comparando os resultados obtidos com a aplicagao do modelo MPD com os obtidos
com a aplicacao do teste t, do fator de Bayes e do critério DIC, temos que:

- Os genes 84, 134, 179, 248, 360, 376 e 383 foram detectados pelo modelo MPD e pelo
teste t (ver Tabelas 2 e 22 );

- Dos 23 genes detectados pelo modelo MPD, os genes 84, 223, e 360 nao foram
detectados pelo fator de Bayes e os genes 84, 223, 332, 360 e 376 nao foram detectados
pelo critério DIC (ver Tabelas 8, 12 e 22).

- Os genes 134, 179, 248 e 383 foram detectados pelos quatro métodos (ver Tabelas 2,
8, 12 e 22);

Assim, se temos informagao para definirmos os valores dos hiperparametros, acredita-
mos que a utilizacao do modelo MPD, ofereca um acréscimo de qualidade na deteccao de
genes com evidéncias para diferenga com relagao a utilizagao do teste t descrito no Capi-
tulo 2. Pois os genes com média de controle e de tratamento mais distantes da reta y = x
foram detectados com evidéncias para diferenca, o que nao acontece com a aplicacao do

teste t.
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2 04 06 038 1.0 1.2 14
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+ Genes com evidéncias para diferenga. +Genes com evidéncias para diferenca.

Figura 12: Médias e variancias controle e tratamento, com [ = 2.
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Figura 15: Densidades das varidncias controle e tratamentos e densidades a priori.
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A Tabela 22, mostra as médias e varidncias controle e tratamento e a numeragao
dos 23 genes detectados com evidéncias para diferenca nos niveis de expressao quando

*

utilizamos 5 = 0, 5. Os genes indicados com * sao os detectados quando utilizamos § = 1

e os indicados com o sao os detectados quando § = 2.

Tabela 22: Genes detectados com evidéncias para niveis de expressao diferentes.

Gene | Média controle | Var controle | Média tratamento Var tratamento
83 0,1393 0,3084 -0,3253 0,0628
84 -0,0359 0,0792 -0,4785 0,0473

*121 0,0064 0,1121 0,5560 0,56337
133 0,3939 0,3811 -0,1173 0,0470

*134 0,2603 0,2152 -0,3331 0,0567
156 0,1278 0,2814 -0,3109 0,2470

5179 0,0705 0,1365 -0,5547 0,3277
193 0,1781 0,2976 -0,2767 0,0573

*201 0,1650 0,3507 -0,4115 0,1697
223 -0,0577 0,0563 -0,3796 0,1734

*247 0,4787 0,1960 -0,0782 0,5741

*248 0,2133 0,1489 -0,3095 0,0939

5251 -0,4292 1,4075 0,4018 0,3153

*256 -0,0271 0,0454 0,5082 0,4225

277 0,1144 0,1010 0,6958 0,8571

5324 -0,0886 0,0066 0,6860 0,9007
332 -0,1419 0,0071 0,3220 0,2635
360 0,2449 0,1277 -0,1841 0,0318

*256 -0,0271 0,0454 0,5082 0,4225

277 0,1144 0,1010 0,6958 0,8571

5324 -0,0886 0,0066 0,6860 0,9007
332 -0,1419 0,0071 0,3220 0,2635
360 0,2449 0,1277 -0,1841 0,0318
376 0,2174 0,0490 -0,2458 0,1899
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Gene | Média controle | Var controle | Média tratamento | Var tratamento

$383 0,2599 0,0903 -0,4787 0,1561
*385 0,2114 0,7492 -0,3441 0,4202
415 0,2706 0,3514 -0,2245 0,1032

s417 -0,2840 0,5785 0,4681 0,3519




Capitulo 5

Modelo com mistura infinita

Os modelos bayesianos, baseados em modelos com mistura de distribuigoes formam
uma classe de modelos estatisticos que sao aplicados quando observagoes podem vir de
mais de uma distribuicao de probabilidades. Este tipo de modelagem estd sendo utilizado
em diversas dreas, especialmente devido & formulacao de novos algoritmos computacionais
e pela forma natural de interpretar as diferentes situacoes em que o experimento é rea-
lizado.

Uma questao importante neste tipo de anédlise é a definicao do nimero de componentes
k da mistura.

Neste Capitulo descrevemos o modelo com mistura finita, £ < oo, e em seguida des-
crevemos uma modelagem equivalente ao modelo de misturas de processo Dirichlet, con-
siderando um modelo com mistura de distribui¢oes com o nimero de componentes k
tendendo para o infinito, & — oo. Aplicamos esta modelagem na andlise da expressao

génica com o objetivo de identificar grupos de genes com niveis de expressao similares.

5.1 Introducao

Seja y = (Y1, Y2, ---, Yn) Uma amostra observada de tamanho n de um vetor aleatério
Y = (Y1, Y, ..., Y,) proveniente de uma populagado com k sub-populagoes (componentes),
com func¢ao densidade de probabilidade, no caso da varidvel assumir valores continuos,
ou funcao de probabilidade no caso da varidvel assumir valores discretos, f (v;|0;), para

i=1,2,...nej=1,2,...,kcomk < 0. Isto é, y = (y1,¥2, ..., Yn) € uma amostra obtida
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de uma mistura finita de distribuigoes, com funcao densidade ou de probabilidade dada

por

p(ylo) = ngf (1il0;) (5.1)

onde 0 = (61,05, ...,0;) € o vetor de parametros, f (y;|0;) é a densidade da j-ésima com-

ponente com parametro(s) 6; e w = (wy, wa, ..., W) SA0 as proporgoes associadas as com-
k

ponentes da mistura, com 0 < w; < 1, sujeito a restrigao ij =1,parai=1,2,...,n,

j=1
j=12,...,kek < o0.

Logo, temos que a funcao de verossimilhanca é dada por

L(‘9|Y>:H p(yil0) = szjf (yil0;) - (5.2)

=1 j=1

Note que, pela funcao de verossimilhanca, dada uma observacao y; nao identificamos
previamente de qual componente esta observacao é proveniente. Ou seja, uma questao
sobre a utilizacao de um modelo com mistura, e a respeito da classificagao, isto é, da
determinacao da componente geradora da observacao y;, parai =1,2,...n

Esta classificagao é explicada por Diebolt e Robert (1994), como sendo uma estrutura
"oculta", onde cada observacao é associada a um indicador nao observado que indica de
qual componente a observagao foi gerada e afirmam que o modelo com mistura como em
(5.1) pode ser escrito em termos desta estrutura "oculta". Isto é possivel, se introduzimos
um vetor de varidveis latentes Z = (Zy, Zs, ..., Z,) tal que, cada varidvel latente Z; =
(Ziry Zigy s Zir), © = 1,2, ..., m, tem dimensionalidade k e indica a componente geradora

da observacao y; da seguinte forma

1, se a observagao y; é gerada pela componente j
Z;= nes o (5.3)

0, caso contrério

k
com Z; sujeita a resticao Z Zij=1,parai=1,2,...,n
j=1
Dessa forma, considerando Y e Z independentes, a fungao de verossimilhanga (5.2)
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pode ser escrita como

n k
L(Oly,z) =[] ]] lwif (wil6;)™,

i=1 j=1
ou seja, a introducao do conjunto de varidveis latentes Z simplifica a funcao de verossi-
milhanca.

Utilizando a abordagem bayesiana, dada a distribuigao a priori para o(s) parametro(s)
¢; das componente, temos uma simplificacao da distribuicao a posteriori e do desenvolvi-
mento das andlises.

O interesse agora ¢ verificar de qual distribuicao de probabilidades a varidvel aleatéria
Y, é proveniente, através de Z;, i = 1,2,...,n. Uma maneira de identificar a origem de
Y;, através de Z;, e de estimar os coeficiente wy,ws, ...wy € os pardmetros 61,60, ..., 0%
das componentes, utilizando as observagdes y = (1, Y2, .-, Yn), € através da utilizacao de
métodos iterativos tais como o método Gibbs sampling (ver Gelfand e Smith, 1990), o
método Metropolis Hastings (ver Hastings, 1970 ) e o algoritmo EM (ver, por exemplo,
Celeux e Diebolt, 1985).

5.2 Modelo equivalente ao modelo MPD

Utilizando o modelo com mistura em (5.1), podemos obter um modelo equivalente
ao modelo de misturas de processos Dirichlet, considerando:

- ¢ = (¢, 09, ..., 0,) um conjunto de "grupos latentes" composto por observagoes
similares, de forma que as observagoes pertencentes ao "grupo latente" ¢; ¢ modelada por
uma densidade comum f(6;), para j = 1,2, ..., k. Isto é, cada "grupo latente" é composto
por observagoes geradas de uma mesma distribuicao de probabilidades;

-Z = (4, Zs, ..., Z,) um conjunto de varidveis latentes, tal que cada Z; = (Z;1, Zia, ... Zix,)
tem dimensionalidade £k e indica o "grupo latente" que a observagao y; pertence, da

seguinte forma

1, se a observagao y; pertence ao "grupo latente" ¢;
Zij = . 3
0, caso contrério

com n; representando a quantidade de observagoes pertencentes ao "grupo latente" ¢,,
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parat=1,2,...nej =12 .. k;

- e considerando a seguinte modelagem hierarquica

2y Loy ey ZiplW1, W2y oy wy ~  Multinomial (1; wy, wa, ..., wg)
0; ~ Go

M M M
Wy, Way ey W~ Dim’chlet( —)

R
com o nimero de componentes k da mistura tendendo para o infinito, & — oo, onde G
é uma distribuicao paramétrica especificada, conhecida, com densidade gy ¢ M é uma
constante conhecida (como definida na segao 4.3), para j = 1,2,....k e k — oc.

Portanto de (5.4) temos que dadas as propor¢oes associadas as componentes da mis-
tura, a distribuicao a priori para as varidveis latentes é dada por uma distribuicao multino-
mial. Para as proporcoes wy,ws, ..., w, associadas as componentes é considerada uma
distribuicao a priori usual Dirichlet, com pardmetros %, que é aproximadamente zero
quando k — oo. Para o(s) parametro(s) #; de cada componente associada as obser-
vagoes de um "grupo latente", é considerada uma distribuicao a priori GGg, conhecida,
para j =1,2,....k e k — o0.

MacEachern e Miiller (1998) chamam cada "grupo latente" ¢; de cluster, devido ¢,
formar um "aglomerado" ou um "cluster" de observagoes similares.

Dessa forma, temos que com a modelagem (5.4) cada "grupo latente" ¢, determina um
cluster de observagoes similares. Com cada cluster sendo modelado por uma densidade
comum f com pardmetro(s) 6;. Com isso, clusters de observacoes similares e observagoes
que nao sao similares com qualquer outra observagao sao facilmente detectadas.

De modo a facilitar a demonstragao da equivaléncia entre (5.4) com o modelo de mis-
turas de processo Dirichlet em (4.16) e viabilizar o desenvolvimento de um procedimento

de simulagao, considere k < oo e ¢ = (¢y, ¢a, ..., ¢;,) um conjunto de varidveis indicadoras,

tal que

J, se a varidvel latente Z;; = 1
C; = . )
0, caso contrério

isto ¢, ¢; = j indica que a observacao y; pertence ao cluster ¢;, com n; representando

7
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a quantidade de observagoes pertencentes ao cluster ¢, (ou a quantidade de ¢/s = j),
para j = 1,2,....k. Sendo necessdrio escrever a probabilidade a priori para ¢; dado
C1,Co,...,Ci_1, para it =1,2,...,n.

Dessa forma, temos que

k k k
. M_ o M
P (wy,wa, ..., wk|c1, Cay ooy ) X Hw;”ij’“ 1O(ijj+k ! (5.5)
j=1 j=1 j=1
M M M
= Dairichlet — —, .. — .
irichle (m—l— k,n2+ = s g+ k'>

A probabilidade de uma nova observagao y, 1 pertencer ao cluster ¢, dado o cluster
das n primeiras observacoes, isto é, a probabilidade da varidvel indicadora ¢, ; ser igual

a j, c,r1 = Jj, dado o valor das n primeiras varidveis indicadoras, é dado por

P(cpy1 = jler, oycn) = P (cpy1 = jlw, ..., wi) P (w1, ..., wg|eq, ...y ¢) dw (5.6)
w; P (wy, wa, ..., wg|cr, o, ..., ) dw

M M M
w;Dirichlet <n1 + T ng + R ng + ?> dw

I
B e—

=g~

(w;
_l’_

3

J
M +

3

para j =1,2,....k e k < o0.
Note que (5.6) é obtida marginalizando sobre w = (wq, wa, ..., Wg).
Por analogia com (5.6), temos que a probabilidade condicional de ¢; dado ¢y, ¢, ..., ¢;_1

é dada por
le + %

P (Ci = j|Cl>C2a "')Ci—l) = m

(5.7)

parai=12 ..nej=12 ..i—1.
Considerando agora (5.7) com o nimero de componente k tendendo para o infinito,
k — oo, temos que
n .

P(Ci = j|Cl,CQ, ...,Ci_l) = m (58)

parai=1,2,...nej=1,2,...;1 — 1.
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A probabilidade de ¢; # j, é dada por

i—1

) n;
P(ci # jle, cayonycicn) = 1—Zm (5.9)
1

1=

i—1
1
- 1 ,
M+i—1;nj

i—1
M+i—1-) n
j=1

M+i—1
B M
O M+4i-1

ou seja, (5.9) é a probabilidade a priori de y; ndo pertencer a nenhum dos clusters dasi—1
primeiras observagoes. Sendo necessério a "criagao"de um novo cluster para y; associando
a este uma densidade f com parametros(s) gerados da distribui¢ao Go, parai =1,2,....n
ej=1,2,...0i—1.

Em resumo, temos que a probabilidade a prior: para c; dado ¢y, co, ...,c;_1, com k —

o0, é dada por

n.;

P(ci = jlei, c2,.ci1) = Wi—l (5.10)
) M
P(Ci %chl,Cz,---,ci_l) mGo

parai=1,2,..nej=1,2,...;1 — 1.

Assim, temos que (5.10) representa a probabilidade a priori para 61, 0s, ..., 0, através
de ¢ = (¢q, ¢3, ..., ¢;), como sendo uma mistura de distribuigoes, com uma parte continua,
gerada segundo uma distribuicao paramétrica GGy e uma parte discreta, que repete os
valores das componentes anteriores. Com isso, temos que alguns valores de 6,65, ..., 0,
podem ser iguais e cada observagao associada a um mesmo ¢; pertence a um mesmo
cluster ¢ modelada por uma densidade comum f(6;), para j =1,2,...,7 — 1.

Portanto, temos que o limite do modelo (5.4) para k — oo, é equivalente ao modelo de
misturas de processo Dirichlet em (4.16), devido a correspondéncia entre as probabilidades
condicionais para 6; em (4.17) e (5.10) (ver, MacEachern e Miiller, 1998 e Neal 1998).

Como em (4.18), temos que (5.10) condicionado sobre todas varidveis indicadoras in-
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dexadas de 1 an exceto a i-ésima (denotamos este vetor por c_1 = (€1, €y «oey Ci—1, Cit1y oy Cn)),

é dada por
n_A.
P(c;=jle_;) = ——2— A1
(i=dles) = Tt (511)
M
Ple:i 4 ile) = ———

onde n_; ; é a quantidade de c;, para 7' # 7, que sao iguais a j (¢;=j), parai=1,2,...,n
ej=12,...,kek— oo.

Como feito em (4.21), combinando (5.11) com a funca@o de verossimilhanga L(6;|y;) =
f (yi]8;) (baseada apenas na observacao y;, isto é, a fungéo de verossimilhanca e o valor
da densidade f com parémetro(s) §; no ponto y;) temos que a probabilidade condicional

de ¢; dado c_;, é dada por

Ples=jles) = bym=f (ult)) (5.12)
P(c; # jle_) = b%%ip(eﬂyi)
onde,
= [ 0(65)1 (65) b (5.13)
(§]

go(ej)f (?/i|9j)

P (605]s) =
/%@M%@Mj

o< go(05) f (yil0;) (5.14)

¢ a distribuicao a posterior: de 6; dado que ¢; # j e y;, €

(5.15)

- Maqoi +n_i; f (y:l6;) o
M+n—-1

¢ a constante normalizadora apropriada, parai=1,2,...n, 7 =1,2,....k e k — oo.
Definidas as probabilidades condicionais de ¢;|c_;, y;, temos que dado os valores de
c = (c1,c9,...,¢,), temos formado uma estrutura de clusters ¢,,@,,... de observagoes

similares. Para cada cluster ¢; temos uma fungao de verossimilhanga associada, que ¢é



5. MODELO COM MISTURA INFINITA 97

dada por
nj
L (93'!3’%) =11s <y<z>j|9j> (5.16)
i=1
onde Yo, = | Y1,Y2,...,Yn,; | representa as n; observagoes pertencentes ao cluster ¢,

¢ ¢ b;
j=12,...k ek — oo.

Dessa forma, temos que a distribuigdo a posteriori do(s) parametro(s) 6; da dis-

tribuigao de probabilidades associada ao cluster ¢; dado as observagoes yg , ¢ dada por

P <9j|yqu) o< L <9j|3’¢j> 90(0;). (5.17)

Definidas as probabilidades condicionais de ¢;|c_;, y; e a distribuigao a posteriori dos
parametros associados a cada cluster formado, dado os valores de ¢y, ca, ..., ¢,, é proveitoso

deduzir um método de amostragem para o modelo com mistura infinita equivalente ao

modelo MPD.

5.2.1 Gibbs Sampling para modelos conjugados

Quando £ tende para o infinito, & — 00, nao podemos representar explicitamente
o niimero infinito de clusters ¢;, j = 1,2,.... Dessa forma, para viabilizar o método
representamos somente os ¢; que sao associados a pelo menos uma observagao (ver Neal,
1998). Isto ¢, fazemos j = 1,2, ..., k*, onde k* e a quantidade de clusters associado a pelo
menos uma observacao. Dessa forma a amostragem se torna equivalente a amostragem
de um modelo com mistura finita de distribuigoes.

Como mencionado na secao 4.4, se as densidades f e gg sao conjugadas a integracao
envolvida no cédlculo de go; pode ser feita analiticamente e a amostragem de 6; se torna
computacionalmente facil. Logo, podemos utilizar o método Gibbs sampling para se obter
amostras das distribui¢oes condicionais de 6;, para i = 1,2, ...,n, como descrito a seguir:

Algoritmo 2: Considere um estado da cadeia de Markov consistindo de ¢y, co, ..., ¢, €
¢ = ((bj 7 e{1,2,.., k*}) Repetidamente amostre como a seguir, até obter convergéncia
para o nimero de componentes k* e para os pardmetros das distribuicoes associadas aos

clusters:
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- Tire um valor para ¢;|c_;,y; com probabilidades definidas pela equagao (5.12);

i) se o valor de ¢; é associado a algum cluster ji presente no estado da cadeia
de Markov, entdo para todo ¢ = (cy, ¢a,...,c,) € J € {1,2,....k*} tal que ¢; = j, gere um
valor para 0;|y,, de sua distribuicdo a posteriori como em (5.17), para i = 1,2, ..., n;

ii) se o valor de ¢; nao é associado a nenhum dos j clusters das outras observagoes,
para j = 1,2, ..., k*, faca k* = k* + 1 e crie um novo cluster para y; associando a este uma
distribui¢ao de probabilidades com parametro(s) 0y« gerados da distribuigao a posteriori

P (0

y;), como em (5.14). Adicione esta nova componente ao estado da cadeia de Markov.

iii) se algum cluster ¢;, j = 1,2,..k*, presente no estado da cadeia de Markov
nao possuir nenhuma observacao, entao faca k* = k* — 1 e retire este cluster do estado
da cadeia de Markov.

Este método ¢ utilizado por Bush e MacEachern (1996) e por West, Miiller e Escobar
(1994). Como no caso do primeiro método Gibbs sampling descrito (algoritmo 1 - segao
4 do Capitulo 4), esta abordagem se torna vidvel somente se podemos calcular qo; e
amostrar de P (6,|y;), para ¢ = 1,2,...,n, j = 1,2,...,k*. Isto geralmente, é possivel
quando as densidades f e gy s@o conjugadas. Para procedimentos de simulagao, onde f e
go nao sao conjugadas ver MacEachern e Miiller, 1998 e Neal, 1998.

Como temos n observacoes, o nimero de clusters formados pode ser no maximo n,
k* = n, ouseja ¢ = (¢, ¢g, ..., $,,). Dessa forma, sugerimos para facilitar a implementagao
do algoritmo 2, considerar o nimero de componentes £* = n no método Gibbs sampling,
em vez de considerar k* variando (algoritmo 2), e seguir os passos do algoritmo 2.1 abaixo.

Algoritmo 2.1: Considere um estado da cadeia de Markov consistindo de ¢, ¢, ..., ¢,
ep= (¢j 7 €e{1,2,.., n}) Repetidamente amostre como a seguir, até obter convergén-
cia:

o Tire um valor para c¢;|c_;,y; com probabilidades definidas pela equagao (5.12), ou

seja

Amostre ¢; de [ci|ea =ch ez =& 0=

-1 1
Amostre ¢y de [cz|cl =d,e3=06 . cn=0 ]

Amostre ¢, de (cn]cl = co=0 .. cn 1= cﬁfl)
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- Dada a p-ésima seqiiéncia gerada pelo método Gibbs sampling, temos um conjunto
de valores para as varidveis indicadoras c? = (¢, 5, ..., %), que podem ser ¢! = j para
J=A{1,2,...,n} oucd =n+1seaobservagio y; nao é associada a nenhum dos n clusters.
Assim:

i) se ¢ é associado a algum cluster com pelo menos uma observagao, isto é, ¢ = j
para algum j € {1,2,...,n} tal que n_;; > 0, entdo y; pertence ao cluster ¢;, que agora
tem mais uma observacao, n; = n; + 1. Atualize 0, da distribui¢ao a posteriori como em
(5.17);

ii) se ¢ nédo é associado a nenhum dos n clusters, isto é, ¢ = n+1, aloque a observagao
y; para um cluster que nao possui nenhuma observagao, ou seja, faga ¢! = j para algum
Jj € {1,2,...,n} tal que n_,; = 0. Feito isso, associamos a y; um cluster ¢; que nao
possufa nenhuma observagao e agora possui uma, n; = 1, e associamos a este cluster
uma nova distribuicao de probabilidades com pardmetros 6, gerados da distribuicao a
posteriori (5.14);

iii) para os clusters sem nenhuma observagao, isto é, n; = 0, gere para o(s) parametro(s)
6;, da distribuicdo de probabilidades associada a este(s) cluter(s), valores da distribuicao
a priori Gg.

Se P for todas as seqiiéncia gerada pelo procedimento Gibbs sampling, entao a obser-
vagao y; serd associada ao cluster ¢, se a proporgao de vezes que y; foi associado ao cluster
¢; for maior que a proporgao de vezes que a observagao y; foi associado a qualquer outro
cluster ao final das P seqiiéncias geradas pelo método Gibbs sampling. Dessa forma, a
convergéncia para o nimero de cluster se da pela quantidade de clusters, dentre os n, que
possuem pelo menos uma observacao o final das P seqiiéncias geradas pelo método Gibbs

sampling.

Caso 3: Modelo com mistura infinita com variancias desconhecidas

Para ilustrar a aplicacao da modelagem com mistura infinita que é equivalente ao
modelo MPD e do algoritmo 2.1, consideramos o mesmo procedimento descrito para o caso
2: Variancias desconhecidas, feita na subsegao 4.4. Isto é, consideramos que as observacoes
Y1, Y2, ..., Yn Sejam distribuidas como uma mistura de distribui¢oes normais com médias p;,

e variancias o? (desconhecidas), isto é y; ~ N(u;, 0?), e a seguinte modelagem equivalente
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ao modelo MPD, como em (5.4)

yi’@ ¢7 ,uja U? ~ N (:uja 0-32) (518)
21, Zoy ooy Zplwy, we, o..;wy ~  Multinomial (1; w1, wa, ..., wy,)
Mj,0§|G0 ~ Gy

. M M M
Wy, Wa, ..., W, ~ Dirichlet (?,?,,?)

com

2
M = a (constante), Gy (,uj|a?) =N (0, %) , Gy (03) = IG (2 g

ou seja,
Go (1, 05) = N <O’ O_Aj> 1 (% §) 00 (115:7)) = fN< 4) (3) Jia(5.4) (7))

para a, A, o e  conhecidos e fixos, e

J, se a varidvel latente Z;; = 1
C;, = . )
0, caso contrario
parat=1,2,..,nej =12, .. k"

A probabilidade condicional para ¢;|c_;, y;, como em (5.12), é dada por

, N—ij

P (Ci = j‘Cfi) = mf]v(“iﬂ'%) (yz) (519)
) M

P(c; # jle—i) = mCIOiP (Mj,0j2'|yz‘)

onde f N (p07) (y;) é o valor da densidade da distribui¢ao normal com média p,; e varidncia
o? no ponto y;, e
Goi = [, (0,2050) (4) (5.20)

3 . e~ gy ca - BOF1
é o valor da densidade da distribuicao t-Student com média zero, variancia % e«

graus de liberdade, no ponto y;, e

2
g;

a+2 BA+1)+ Ay}
>\+1’A+1>IG( ’ (5:21)

2 2(A+1)
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com distribuicoes condicionais dadas por

2
2 Yi &
Pl atn) = 5 (525321 (5.2
e
9 a+2 B(A+1)+ A\y?
P(O’j|y¢)=fG< > 20D ) (5.23)
0'2. 2
onde N (Ay—J;l, ﬁ) e IG <”T+2, %) representam, respectivamente, a distribuicao
2

Yi N . O'j . . .~ . A
N7 € varincia 15 e a distribuigdo gama inversa com parametro

A BOA+D+Xy7
e parametro de escala =S

normal com média

de forma 242 (ver os célculos de gy, e P (y;|0%,v;) em
caso 2: variancias desconhecidas, na subsegao 4.4.1 da secao 4.4), para i = 1,2,...,n e
j=1,2,... k.

A constante normalizadora apropriada, como em (5.15), é dada por

. Meiig [y (o2) W) + M S, (o o0y (40) o
N M+n-—1 ’

parat=1,2,...nej =12, .. k"

Como sugerido no algoritmo 2.1, considerando £* = n, dados os valores de ¢ =
(¢1,¢9, ... ,c,) definidas como em (4.19), temos as quantidades (n, na, ..., n,) pertencentes
aos clusters ¢, @y, ..., ,,, respectivamente. Para cada cluster ¢;, como em (4.16), temos

uma funcao de verossimilhanca associada, que é dada por

ny s nj 2
L(0itye,) = TLS (ve,l6s) o< (o) o —2%? (y - uj)
i=1 ;

que pode ser escrita sob a forma,

2
_ng 1 )
L <9j|Y¢j) X (0'32) 2 exp _@ (y - Mj) + (nj — 1) 22 (524)
J @ J
onde ys = [ y1,Y2, ..., Yn; | representa as n; observagoes pertencentes ao cluster ¢; e y e
b5 b b; ?j

s ¢ a média e variancia amostral das n; observagoes do cluster ¢, respectivamente, para

J
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7=1,2 ..n.
Logo, como em (4.17) a distribuigao a posteriori dos parametros s UJQ-, da distribuigao

normal associada ao cluster ¢; dado ¢ = (c1, ¢z, ..., ¢y) € as observagoes Yo, ¢ dada por

P(:uja0-§|Y¢j> x L (Mj?o-§|ca ¢jay¢j> gO(/'L]WO-?) (525)

x L <:U’j70-§|ca ¢jaY¢j> fN<0 02-> (Mj) fIG(%%) (UJQ‘)

207 o ;
2\~ 3 A, n—(%
e} ) L)
j j
2
1 2 A
X exp _2%2 1 (;U l‘j) +(”J_1)ij _ﬁl‘]
J J
o onrnj+1+ B
) T e {55
j
2
1 _ 2
X  exp —2032 n; g wi |+ A
J
- a+nj+1+1 6 1
(o3) (= )eXP{—ﬁ—T‘g(”j—l)g?}
j j i
1 _ _
o exp{—ﬁ [nj <y2 — 24,7 —HL?) + A\ }
J J
n; —1)s?
2 —(a+2j+1+1> B (ny )¢j
(#3) P 507 T g
j j

}

5
N (nj —1)s* MY
(0‘2)7( 2j ) exp e — ¢] — %
J 202 202 202
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njg
x expd —i T Az 2 i
P 20? Hy My n; + A
_9
n;, —1)s> Ny
_<a+nj+1+1) ﬁ ( J )¢J .
(02) 2 exp { — — —
J 202 20? 2(7?
n;iy 2
. 1 '3,
xp & — —
p 2 U? NJ nj + A
nj+/\

( 2
_2 —
n;: —1)s2 1Y n;y
oy~ (L B (s )d’a‘ %3 ( %)
(Uj)

" ) CXPy 752~ 2 ~ 52 T52
207 207 205 207 (nj +A)
\ J
X exp 1 U j(bj
2—71],1A J
- B(nj+A)+(n;+A) (n; — 1) f +nAG°
7 -(5+1) 1 : 2
(UJ S A
o 2(n; +A)
n;y ) B(nj+A)+ (n; + A) (nj — 1) s> + n;Ay?
B &; Uj te OZ—F’I”LJ'—{—I ?; o,
N nj+)\’nj+/\ 2 ’ Z(nj—}—)\)

n; g ) ﬁ(nj+>\)+(nj+/\)(”j—1)3‘)2+”j/\ g?
@j o; a+n;+1 J ¢j .
onde N wEn s | @ 1G 5, YRSy representam, respecti-

n]‘;/j T - e~
g © variancia —iy e a distribuigao gama
B(nj+A)+(nj+A)(n;—1)s2+n;\ 7 2
®j ¢;
2(nj+X) ’

vamente, a distribuicao normal com média

: A atn;+
inversa com parametro de forma —2—

T; Le parametro de escala
parat=1,2,...nej =12 ..n.
As distribuigoes condicionais utilizadas no método Gibbs Samplig para estimagao dos

parametros, sao dadas por

P (1lo%ys,) = N (5.26)
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B(n;+A)+ (nj+A) (n; —1) s> + n;Ay?
a+n;+1 ; g

2 ’ 2(7%4‘)\)

P (agyy¢j) — IG (5.27)

para j =1,2,...,n.

Definido as probabilidades condicionais de ¢;|c_;, y;, e a distribuicao a posteriori de
11;,05]¥g,, associado ao cluster ¢;, inicializamos o método Gibbs sampling fazendo ¢ = i,
ou seja, inicialmente cada observacao em um cluster, p; = y; e o7 = IG (%, g), para
1 =1,2,...,n, e a p-ésima sequéncia gerada pelo método Gibbs sampling é feita da seguinte

maneira,

Amostre ¢; de [c1]cr = S es=d" e = i (5.28)

n

Amostre ¢; de [coler = ez =5, e, = 7Y

I
S
\‘Q
3
L

|
S
L
| I

Amostre ¢, de [cn|cl = ez

com probabilidades definidas como em (5.19);

- Dada a p-ésima sequéncia gerada pelo método Gibbs Samplig, temos um conjunto
de valores para as varidveis indicadoras c? = (¢, b, ..., %), que podem ser ¢! = j para
J={1,2,...,n} oud =n+1 se aobservagio y; nao é associada a nenhum dos n clusters.
Assim,

i) se ¢! é associado a algum cluster com pelo menos uma observagao, isto é, ¢ = j

para algum j € {1,2,...,n} tal que n_;; > 0, entdo y; pertence ao cluster ¢;, que agora

2

4, respectivamente, de (5.26) e

tem mais uma observagao, n; = n; + 1. Atualize p; e o
(5.27);

ii) se ¢ nédo é associado a nenhum dos n clusters, isto é, ¢ = n+1, aloque a observagao
y; para um cluster que nao possui nenhuma observagao, ou seja, faga ¢! = j para algum

j€{1,2,..,n} talque n_;; = 0. Feito isso, associamos a y; um cluster ¢; que nio possufa

nenhuma observacao e agora possui uma, n; = 1, e associamos a este cluster uma nova
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distribuigao normal com pardmetros (1, e 0'? gerados, respectivamente, das distribuicoes
condicionais (5.22) e (5.23);

iii) Para os clusters sem nenhuma observacao, isto é, n; = 0, gere para o(s) parametro(s)
1 e ajz, da distribuico normal associada a este(s) cluster(s), valores da distribuigao a
priori GG, onde

Go (1;]0?) = N (0, “_2) e Go (02) = IG (9, ﬁ)
A J 272

Terminada as p = 1,2,..., P sequéncia gerada pelo procedimento Gibbs sampling, a
observagao y; serd associada ao cluster ¢; se a proporgao de vezes que y; foi associado ao
cluster ¢; for maior que a proporgao de vezes que a observagao y; foi associado aos outros
clusters ao final das P seqiiéncias geradas pelo método Gibbs sampling. O nimero de
cluster formados serd exatamente quantidades de clusters, dentre os n, que possuem pelo
menos uma observacao ao final das P seqiiéncias geradas pelo método Gibbs sampling.

Exemplo: Modelo com mistura infinita com variancias desconhecidas

Para o procedimento de simulacao, consideramos os mesmos valores gerados na si-
mulacao realizada nos exemplos para os casos 1 e 2, descritros na secao 4.4. Isto é,
y; ~ N (2,1), parai = 1,2,3,4,5 e aplicamos a modelagem (5.18), com M = 1 e os hiper-
parametros foram escolhidos de forma a termos distribuicoes a priori pouco informativa,
para isto fizemos A = 0,01, a=2e = 2.

Como os cinco valores foram gerados de uma mesma distribuigao normal, esperamos
que a modelagem com mistura infinita detecte estes cinco valores como pertencentes a
um mesmo cluster, com parametros p e o2 préximos do verdadeiro valor que é 2 e 1,
respectivamente.

As probabilidades condicionais de ¢;|c_;, y;, como em (5.19), sdo dadas por

R B A 2" N i A
P<Cz ]|C—z) b1_|_6_1fN(ﬂivU?) (yz> b 6 fN(M,g?) (yz)

1
P (c; # jle—i b—rr
(i # jle—i) e

1
0P (0;]yi) = bg%ip(@ﬂ%)

onde

Goi = fta(o,1o1) (i)
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2 2
P(“j’af|y">_N(1,01’1,61>IG (2’ 2.02

com distribuicoes condicionais dadas por

2
2 _ Yi 0
P (ujlof.y:) = N (1 01’1 61)

2,02 + (0,01)y?
P(Um)_m(z, (0, m)

2,02

A constante normalizadora apropriada é dada por

) (”—z‘,jfzv(ui,a?) (?J;) + fta(0,101) («%)>1 |

Dados os valores de ¢ = (¢, ¢g, ..., ¢5), temos que as distribuigdes condicionais dos

parametros da distribuicdo normal associada ao cluster ¢, como em (5.26) e (5.27), sdo

dadas por ~
n;y
P <M‘|02' y ) N ]¢j 032'
317305, n;+0,01" n; + 0,01
e

2(n; +0,01) + (n; +0,01) (n; — 1) s* + n;(0,01)y?
3+ n; ; b;

2 ’ 2 (nj + O, 01)

P (0?!y¢j> =1G

para j =1,2,...,6.

Definidas as probabilidades condicionais de ¢;|c_;, y; e a distribuicao a posteriori s a?
C, 95, ¥, aplicamos o método Gibbs sampling como descrito em (5.28).

Para andlise de convergéncia geramos duas cadeias, cada uma com P = 20.000
amostras das quais as primeiras 10.000 foram descartadas e consideramos um salto de
5. Com isso obtemos para cada uma das cadeias uma amostra de tamanho 2.000. Para
cada cadeia calculamos a proporcao de vezes que cada observagao y; foi associada a cada

um dos n clusters e associamos cada y; ao cluster que possuir maior proporc¢ao de associ-
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amento. As Tabelas 23 e 24, mostram as proporgoes de associamento de cada observagao
y; com cada um dos n clusters, respectivamente, para a cadeia 1 e cadeia 2, ¢ = 1,2, ..., 5.

Nas duas cadeias todas as observacoes foram identificadas como pertencentes a um
mesmo cluster (cluster 2 na cadeia 1 e cluster 3 na cadeia 2, ver a proporgoes em destaque).
Os resultados apresentados na Tabela 25 foram baseados nos valores gerados para os
parametros da distribuicao normal associada as observagoes destes dois cluster, ou seja, a
média e o intervalo de credibilidade foram calculados baseados nos 4000 valores (2000 dos
parametros da distribuicao normal do cluster 2 da cadeia 1 + 2.000 dos parametros da
distribuigao normal do cluster 3 da cadeia 2). O verdadeiro valor da média e da variancia
da qual as observagoes foram geradas, IV (2, 1), estd contido nos intervalos de credibilidade
de 95%. Para verificar a convergéncia dos valores gerados para os parametros y e o2 da
distribuicao normal associada aos clusters, utilizamos o diagnéstico de Gelmam e Rubin
disponivel no recurso CODA. Como os cinco valores foram detectados como pertencentes
a um mesmo cluster (nas duas cadeias geradas), entdo nao temos evidéncias de que as

cinco observagoes pertencam a distribuicoes de probabilidades diferentes.

Tabela 23: Proporcao de associamento, cadeia 1.

Observagoes o o P3 P4 b5
Y1 0,1709 0,2260 0,2198 0,1593 0,2240
Y 0,1638 0,2298 0,2203 0,1606 0,2263
Y3 0,1663 0,2296 0,2207 0,1595 0,2238
Y4 0,1601 0,2296 0,2220 0,1645 0,2241
UYs 0,1635 0,2296 0,2210 0,1596 0,2263

Tabela 24: Proporcao de associamento, cadeia 2.

Observagoes o} 0y 03 o) o5
n 0,1595 0,2034 0,2366 0,1937 | 0,2067
Y2 0,1543 0,2076 0,2371 0,1946 0,2064
s 0,1540 0,2026 0,2386 0,1947 | 0,2099
Yq 0,1533 0,2053 0,2349 0,1978 0,2086
Us 0,1531 0,2042 0,2369 0,1974 0,2084
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Tabela 25: Valores obtidos dos valores gerados para os parametros

da distribuicao associada aos clusters 2 e 3.

Parametros | Média | Int. de Cred. (95%) | Diag. Gelmam e Rubin

m 2,0126 | (-0,2805 ; 4,1069) 1

o? 1,0644 | (0,1942 ; 3,9651) 1

5.3 Aplicacao: Analise da expressao génica

Utilizando a modelagem (5.4) para andlise da expressao génica, temos um modelo com
mistura infinita equivalente ao modelo de misturas de processos Dirichlet que "aglomera"
niveis de expressao génica. Com isso obtemos clusters de genes que apresentam niveis de
expressao similares.

Aqui voltamos para a situacao de uma condi¢ao de tratamento, como descrito nos
Capitulos 2 e 3.

Assim, para cada gene g em estudo, g = 1,2, ..., G, temos um conjunto de varidveis
independentes, representando o logaritmo dos niveis

< : c c t t
observaveis xy;, ..., Ty, € Ty, ..., Tyy, 5

de expressao do gene g na situacao controle (c) e tratamento (t), onde

c c 2
Tgpy ooy & ~ N(,ugc,a )

7 gne gc

t t 2
Typs ey Tgn, ™~ N(,ugt,agt)

com T, e Ty sendo a média amostral das observagoes de controle (c) e de tratamento (t),

2
g

_ gc

xgc ~ N (:ugca )
ngc
2
g

_ gt

xgt ~ N (lugtv )
ngt

com genes diferentes sendo tratados independentemente.

respectivamente, onde

Considere 7, como sendo o efeito de tratamento para o gene g, dado por

Tg = /l’gt - /l’gc' (529)
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Assim,

dy = Ty — T, (5.30)

que é a diferenca entre a média amostral de tratamento e a média amostral de controle,

que chamamos de estatistica do efeito de tratamento. Logo, d, ¢ gerado segundo uma

2

distribuigao normal com média 7, e variancia o,

dg ~ N (14,02), (5.31)
onde
o2 o2
Ne Nn¢

Para andlise da expressao génica sobre o efeito de tratamento para cada um dos genes

g,9=1,2,...,G, utilizamos o modelo com mistura infinita em (5.4). Portanto, temos que

dg‘c’qbﬂ—j?U? ~ N(Tj,U?) (5.32)
21, Zoy ooy Zalwi, wa, oywy ~  Multinomial (1; wy, wa, ..., wy)

Tj,O'? ~ Gy

Wy, Wa, ..., wy ~ Dirichlet (%, %, e %)
com
M = a (constante), Gy (7']-\0]2-) =N (0, %?) , Go (03) =1G (%, g) , (5.33)
ou seja,
com densidade
9o (TJWU?) =f <0702> (74) fIG(
para a, A, a e 8 conhecidos e fixos e

J, se a varidvel latente Z;; = 1
Cqg = )
0, caso contrario
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para g = 1,2, ..,G (Quantidade de genes em estudo), j = 1,2,....k e k — oc.

Logo, a probabilidade condicional para c4|c_,,d,, como em (5.12), é dada por

. NnN_g,4
P(eg=jle—g) = Wéﬂ_lf]v(ﬁp?) (dg) (5.34)
. M

onde f (5.02) (dy) é o valor da densidade da distribuicdo normal com média 7, e variancia
7295

2
o no ponto dgy, e

Gog = fta(o,%) (dg) (535)
¢ o valor da densidade da distribuicao t-Student com média zero, varidncia % e«
graus de liberdade no ponto dg, e
d o3 a+2 BA+1)+ A2
P (r;,0%|d,) =N g I IG g 5.36
(73:7jlda) (/\+1’)\+1) < 2 ' 2(A+1) ) (5.36)

com distribuicoes condicionais dadas por

P (74l0%,d)) = N R/ (5.37)
e A+17A+1 '
a+2 BA+1)+ A2
P (o3|d,) = IG g 5.38
(O—J‘ 9) ( 9 7 2()\_|_1) ’ ( )
onde N <Ad—j_’1, /\U—il) e IG (O‘T“, W) representam, respectivamente, a distribuicao
2

L. d . o’ . . .~ . A
normal com média {75 e variancia 177 e a distribuicao gama inversa com parametro de

BA+1)+Ad?
2(A+1)

forma QT“ e pardmetro de escala (os célculos de q,; e P (Tj, a?\dg) é semelhante
aos apresentados no caso 2: variancias desconhecidas, na subsegao 4.4.1 do Capitulo 4),
parag=1,2,..Gej=12 .. k"

A constante normalizadora apropriada, como em (5.15), é dada por

Negifn(r o2 (dg)"‘Mft 0. BO+D) (dy) -
b;( (%) (0.2540) )
M+G-1 '

parag=1,2,..Gej=12 .. k"

Com sugerido no algoritmo 2.1, fazendo k* = G (quantidade de genes em estudo),
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dado os valores de ¢ = (¢, 9, ... ,¢,) definidas como em (5.34), temos as quantidades
ni,Ne, ..., NG pertencentes aos clusters ¢, o, ..., ¢, respectivamente. Para cada cluster

¢;, como em (5.24), temos uma fungao de verossimilhanga associada, que é dada por,

22; [(f - 6])2 +(ny; = 1) f] } (5.39)

onde onde dy, = | di,ds,...,dy; | representa as n; medidas pertencentes ao cluster ¢,
b5 b5 Y
J

n.

L <Tj,0—?|d¢j> x (02)77 exp

—N—
|

ede 22 é a média e a varidncia amostral das medidas pertencentes a este cluster, para
®j '
g=1,2...Gej=12 ..G.
Logo, como em (5.25) a distribuic@o a posteriori dos parametros 7, e sz, da distribuicao

normal associada ao cluster ¢. dado ¢ = (¢q, ca, ..., ¢,,) € as observacoes dy ., é dada por
' 3 €25 -0y ¢

n;d
2 ', a;
P(Tj,0j|d¢j) = N RS L (5.40)

=2
o1 ﬁ(nj+)\)+(nj+)\)(nj—1)2j+nj)\<glj

1
G 2 ’ 2(n]+)\) ’

parag=12,...Gej=12 ..G.
As distribuigoes condicionais, como em (5.26) e (5.27), utilizadas no método Gibbs

Samplig para estimacao dos pardmetros, sao dadas por

”jg o2
P — J J
P(ﬂ‘%a}’@) N LA Ty EA (5.41)
A ) (n — 1) 82+ mAd”
P<02|d >_]G atn;+1 B(nj+A) + (n; + A) (n )ij+nj by (5.42)
3150 ) — 2 ’ 2(n; + A) '

Definido as probabilidades condicionais de ¢;|c_;, y;, e a distribuigdo a posteriori de

Tj,O'JQ-‘dqgj inicializamos o método Gibbs sampling fazendo ¢? = i, ou seja, inicialmente

a B

cada observagao em um cluster, 7, = d, e 03 =IG (5, 5), para g =1,2,....G e a p-ésima
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sequéncia gerada pelo método Gibbs sampling, p = 1,2, ..., P, e a determinacao do cluster
associado a cada d,, para g = 1,2,..., G, é feita como em (5.28).

Terminadas as P seqiiéncias geradas pelo método Gibbs sampling, temos formados k’
clusters de niveis de expressao similares devido ao efeito de tratamento, onde k' representa
a quantidade de clusters, dentre os G possiveis, que possuem pelo menos uma observagao.
Para determinarmos quais dos k' clusters de genes apresentam evidéncias para niveis de
expressao diferentes entre controle e tratamento, supomos que:

- se o cluster ¢;, j = 1,2,....k, &€ composto por medidas de niveis de expressao que
nao apresentam evidéncias para niveis de expressao diferentes entre a situacao de controle
e a situacao de tratamento, entao as medidas d, dos genes g que sao associados a este

cluster, sao gerados de uma distribuicao normal com média zero e varidncia aé. Esta
J
Mo
condicao chamamos de modelo M.

- se o cluster ¢;, j = 1,2,...,k, &€ composto por medidas de niveis de expressao que
apresentam evidéncias para niveis de expressao diferentes entre a situacao de controle e a
situacao de tratamento, entao as medidas d, dos genes g que sao associados a este cluster,

sao gerados de uma distribuigao normal com média fi,, (para o, # 0) e variancia aéj.
My
Esta condi¢ao chamamos de modelo M;.

Para cada um dos modelos temos as respectivas verossimilhancas, dadas por

g
2

1 &
L, (O‘éj|d¢j> x (035]_) exp | —5 5 de (5.43)

j Mo Mo S ——
Mo
n; (
- Lo 2
2 2
Ly, u¢j,a¢j|d¢j x| o, exp _FZ g?—u% (5.44)
?; My My b; i=1 J
\ M1
( 2
n 7 2
() (@) +0-04
x | o5 exp{ —
¢ 2
Mlj 20¢j
My

para j = 1,2, ... k.

Considerar se hd ou nao evidéncias para niveis de expressao diferentes para as medidas
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de um determinado cluster ¢;, equivale a considerar o modelo My ou M; como sendo o
modelo que melhor explica as medidas de niveis de expressao d, pertencentes ao cluster ¢,,
para g = 1,2,...,G e 7 = 1,2,...,k. Dessa forma, consideramos a abordagem bayesiana
e o critério DIC (como descrito abaixo), para selecionar qual o modelo mais adequado e
assim determinar se o cluster é composto por medidas de niveis de expressao diferentes
ou nao.

Optamos por utilizar o critério DIC e nao o fator de Bayes devido ao cédlculo da apro-
ximacgao do fator de Bayes ser invidvel para algumas situagoes, tais como, quando uma
grande quantidade de genes com varidncia pequena é associada a um mesmo cluster. O
célculo do valor da funcao de verossimilhancga, associado a este cluster, se torna indetermi-
nado computacionalmente, devido a varidncia ser pequena e estar elevada a um expoente

"grande".

5.3.1 Abordagem bayesiana e DIC

Para a abordagem Bayesiana, devemos especificar distribuicoes a priori para os

A 2 2 _ , .
parametros 0%, Mg, © Oy, PaTA j = 1,2, ..., k, dos modelos M, e M, respectivamente, e
Mo 5
fazemos inferéncias baseados em suas distribuicoes a posteriori.

Consideramos o conjunto de hiperparametros w = (\, a, () e as distribuigdes a priori

usuais, normal e gama inversa dadas por

a ff
™ O'éj —IG<§,§>

My
ou seja
~(3+1) ;
2 2 _
T\ oy, | < | 0%, exp =
Mo Mo ]\jj
0
e
2
T
2 | _ ?;
T u¢]|a¢j = 0, )

ou seja,
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2
M1 M1] d j
My
e
«
7 <0§j) =1G (5, g)
My
ou seja,
~(3+1)
7lo2 | x| o2 exp{ — b
é; é; 20.2 ’
M1 M b;
My

para j =1,2,..., k.
Aplicando o teorema de Bayes, temos que a distribuicao a posteriori para o modelo

M, é dada por

2 2 2
m (ﬁj\d%) o< Lag fj\fj!dcbj) m (fj\?) (5.45)
0 0 0
_nTJ 1 n; —(%—H)
X <oi,> exp T 9,2 ZQ <0?¢> exp —2%
J J
My U¢j =1 ¢] Mo Ud’j
My Mo
a+n 4 \
() e
2 2
X 0. exp § — — d
@ 2 2 7
MOJ 20¢j 20¢j i=1 %
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A distribuicao a posteriori para o modelo M; é dada por

T <M¢j703¢j’d¢j> o< L, (quj,ﬂij\dd,j) T (,LL¢J_> s (aij) (5.46)
Ml d)J 1\41 Ml
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para j =1,2,..., k.
Para andlise da expressao génica, selecionamos o modelo My ou M;, para um deter-
minado cluster ¢;, j = 1,2, ..., k, utilizamos o DIC.

Para cada um dos modelos, My e M; e um determinado cluster ¢;, temos que as

deviances, como em (3.14), sao dadas por

DMO (O’%Wl> = -2 log LMO <O’§)‘7_|d¢j> (547)

b; é; Mo
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2
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2 2
x —2log (U¢j) exp “5g7 g d?
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Dy, (“%70353-) = —2log Ly, (u¢j,0§)j|d¢j> (5.48)
J M, My
_ ) ) \ -
-3 j (;J _l%j) +(n—1) ff
i J
x —2log (O‘é) exp | — ’ 5
Mlj 20¢j
M,
L \ J
B 2
o (d-n,) +@-ns
o n;log aéj + — ’ 5 !
My O-ij
M,

para j =1,2,... k.
O valor DIC associado aos modelos My e M7, como em (3.15), sdo dados por
DICyy, = Dy, + Pp,,

0

?; ; ®,

DICy;, = Dy, + Pp,,,

?; ®; oy

onde

D ~2
PDMO = DMO —D (U¢j)
?; ; Mo

PDMl = DMI_D (ﬁﬁUij)

b; é; M,

com 62_ sendo a média dos valores gerados para 035_ de sua distribuigao a posteriori (5.45)
J J
MO MO

e iy, c’rij sendo a média dos valores gerados para ,uqu,aij de sua distribuicao a posteriori

M1 Ml
(5.46), para j = 1,2, ..., k.

O célculo do valor DIC para os modelos My e M7, segue 0os mesmos passos descritos

na secao 3.4.

5.3.2 Simulacao

Desenvolvemos para o modelo com mistura infinita e para o DIC, o mesmo estudo de

simulagao realizado para os métodos estatisticos anteriores, com objetivo de verificar seu
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comportamento na deteccao de clusters com e sem evidéncias para niveis de expressao
diferentes, quando consideramos diferentes afastamentos na média e na varincia (ou
ambos) das observagoes de tratamento com relacao as observagdes de controle. Porém,
agora, utilizamos 100 genes (simulados) ao invez de 1000 genes (simulados) como nos
métodos anteriores. Isto foi feito devido ao tempo de simulacao com 1000 genes ser muito
"alto".

Os hiperparametros utilizados para a formacgao dos clusters foram os mesmos da si-
mulacao realizada para o modelo MPD. Isto é, M =1, A=0,01,a=2,=2,=1¢
B =0,5.

Os diferentes valores para (3 foram utilizados para verificarmos a sensibilidade do
modelo com mistura infinita na deteccao dos clusters com relagao a escolha dos hiper-
parametros.

Para cada valor de 3, temos as probabilidades condicionais dadas em (5.34) e as
distribuigGes condicionais dos clusters com pelo menos uma observacao (n_; ; > 1) dadas
em (5.41) e (5.42).

Para aplicagao do método Gibbs sampling, utilizamos P = 1000 iteracoes. Para definir-
mos os clusters, calculamos a proporcao de vezes que cada medida d, foi associada ao
cluster ¢; durante as P = 1000 iteragoes realizadas e definimos os clusters como descrito
em (5.28).

Definidos os clusters, aplicamos o critério DIC como descrito na subsegao 5.3.1 uti-
lizando m = 1000, para detectar os cluster que apresentam evidéncias para diferenca. Os
hiperparametros utilizados no célculo do DIC foram os mesmo utilizados na formacao dos
clusters. Por exemplo, se utilizamos § = 2 para formar os clusters também utilizamos
[ = 2 para calcular o valor DIC associado aos modelos, My e M;, de cada cluster formado.

As Tabelas 26, 27 e 28 mostram as quantidades de genes (simulados) detectados com
evidéncias para diferenca e a quantidade de clusters formados (indicados pela letra C a
direita de cada valor de ) para cada valor de § e ~y utilizados.

Cada linha mostra as quantidades de genes detectados com evidéncias para diferenca
e a quantidade de clusters formados para 7 fixo e § variando. Cada coluna mostra a
quantidade de genes detectados com evidéncias para diferenca e a quantidade de clusters

formados para ¢ fixo e  variando.
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Afastando-se da meédia de controle (6 # 0) e para v = 0,25 e v = 1, 0 modelo com
mistura infita e o DIC detectam todos os genes (simulados) como pertencentes a um
mesmo cluster que apresenta evidéncias para diferenga (ver Tabelas 26, 27 e 28).

Esta caracteristica ja era esperada, pois como as observacgoes de tratamento sao geradas

2

0= (70 4¢) entdo

de uma distribuigdo normal com média p, = pg. + 0 e variancia o
7, = 0 e devido a "pequena" variabilidade de controle o2 = 0, 04, todas as medidas d, sao
concentradas em torno de ¢, para ¢ = 1,2,...100. Logo, temos somente um cluster com
evidéncias para diferenca devido suposicao do modelo My no critério DIC, que considera

que d, foi gerada de um distribuicao normal com média zero e variancia aéj, para j =
Mo
1,2,...,100. Por exemplo, quando utilizamos § = 0,5 e v = 1, temos formado apenas um

cluster, indicado por Ci, com evidéncias para diferenca. Como pode ser observado na
Figura 16. Para 8 =2, 3 =1¢e 8 = 0,5 os resultados sao os mesmos.

Para 0 fixo, Tabelas 26, 27 e 28, a medida que aumentamos o valor de -, isto é,
aumentamos a variabilidade das observacoes de tratamento com relagao as observagoes
de controle, o modelo com misturas infinita e o DIC detectam uma quantidade maior de
clusters. O que é positivo, pois como temos medidas d,; mais dispersas devido aos valores
da condicao de tratamento serem gerados de uma distribuicao normal com uma maior
variabilidade, temos uma maior heterogeneidade.

Por exemplo, para 6 = 0 e v = 16 temos 3 cluster formados, que indicamos por Cy,

C, e C3, onde:

- Cy : composto por medidas d, somente positivas;
- Cy :  composto por medidas d, positivas e negativas;
- Cs :  composto por medidas d, somente negativas;

com C; e C3 sendo detectados com evidéncias para diferenca . Ou seja, para § = 0
aumentando o valor de v temos uma quantidade maior de medidas d, distante da reta
y = x. Isto justifica o fato de aumentarmos o valor de ~, aumentar a quantidade de
clusters formados e aumentar a quantidade de genes detectados com evidéncias para

diferenca do que a variacao v anterior (ver Figuras 17, 18 e 19).
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Para 0 = —0,5 e v = 9 também temos trés clusters Cy, C, e Cs, onde:
- C; : composto por medidas d, somente positivas;
- Cy :  composto por medidas d, positivas e negativas;
- C3 :  composto por medidas d, somente negativas;
com C; e C3 sendo detectados com evidéncias para diferenca. Ou seja, para 6 = —0,5
aumentando o valor de y temos uma quantidade maior de medidas d, distante de d = —0,5

e proximos a reta y = x. Isto justifica o fato de aumentarmos o valor de ~, aumentar
a quantidade de clusters formados e diminuir a quantidade de genes detectados com
evidéncias para diferenca do que a variagao ~ anterior.

Os resultados obtidos com § =2, =1 e [ = 0,5 sao semelhantes, como pode ser
observado pelas Tabelas 26, 27 e 28.

Para 6 = 40,5 e § = 0, a quantidade de clusters formados sempre é a mesma, com
=2 0=1ep =0,5 porém ha uma diferenca na quantidade de genes pertencentes
a cada cluster e conseqiientemente ha uma diferenca na quantidade de genes detectados
com evidéncias para diferenca. Esta diferenca ¢ provocada pelos genes com medidas d,
na "fronteira" dos clusters formados, pois estas medidas ficam alternando de clusters
dependendo da escolha do valor 3. Isto ¢, para medidas d, na "fronteira" dos clusters
formados a escolha dos hiperpardmetros das distribuicoes a priori pode influenciar o
gene a pertencer a um determinado cluster e conseqiientemente ser detectado ou nao
com evidéncias para diferenca. Por exemplo, podemos notar pelas Figuras 17, 18 e 19,
que mostram os clusters formados com § = 2, § = 1 e § = 0,5, que alguns genes na
"fronteira"dos clusters formados mudam de cluster ao mudarmos o valor de (.

Para 6 = +1 e § = 40, 8 os resultados sao iguais tanto em quantidade de clusters for-
mados quanto em quantidade de genes detectados com evidéncias para diferenca. Porém,
ocorre o mesmo problema com os genes com medidas d, nas fronteiras dos clusters for-
mados.

Portanto, temos que o modelo com mistura infinita é sensivel a escolha dos hiper-
pardmetros levando a resultados diferentes. Assim, devemos ter certa atencao para definir-

mos os valores dos hiperparametros, se possivel nos basear na opiniao de um especialista ou



5. MODELO COM MISTURA INFINITA 121

utilizar métodos empiricos. Pois assim estaremos trabalhando com informagao a priori
0 que possivelmente minimizard esta mudanca de clusters pelas medidas d, na "fron-

teira"dos clusters formados.

Tabela 26: Quantidades detectadas com evidéncia para diferenca e quantidades de clusters, com 5:2.

)
y -1,0 C 0,8 C 0,5 C 0,0 C 0,5 C 0,8 cli10 ¢
0,25 100 1 100 1 100 1 0 1 100 1 100 1]100 1
1 100 1 100 1 100 1 0 1 100 1 100 1100 1
4 100 2 100 2 100 2 09 3 100 2 100 2 | 100 2
9 100 3 100 3 90 3 45 3 93 3 100 3| 100 3
16 100 3 100 3 86 3 47 3 68 3 100 3| 100 3

Tabela 27: Quantidades detectadas com evidéncia para diferenca e quantidades de clusters, com ﬂzl.

)
Yy -1,0 C -0,8 C -0,5 C 0,0 C 0,5 C 0,8 cl|10 C
0,25 100 1 100 1 100 1 0 1 100 1 100 1 | 100 1
1 100 1 100 1 100 1 0 1 100 1 100 1| 100 1
4 100 2 100 2 100 2 09 3 100 2 100 2 | 100 2
9 100 3 100 3 90 3 45 3 100 3 100 3 | 100 3
16 100 3 100 3 86 3 47 3 72 3 100 3 | 100 3

Tabela 28: Quantidades detectadas com evidéncia para diferenca e quantidades de clusters, com 6:075.

)
Y -1,0 C -0,8 C -0,5 C 0,0 C 0,5 C 0,8 cl|10 C
0,25 100 1 100 1 100 1 0 1 100 1 100 1] 100 1
1 100 1 100 1 100 1 0 1 100 1 100 1| 100 1
4 100 2 100 2 100 2 09 3 100 2 100 2 | 100 2
9 100 3 100 3 100 3 45 3 95 3 100 3 | 100 3
16 100 3 100 3 90 3 47 3 80 3 100 3 | 100 3
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5.3.3 Aplicacao

Aplicamos o modelo com mistura infinita equivalente ao modelo de misturas de
processos Dirichlet (MPD), dado em (5.32) e o DIC no experimento realizado com células

da bactéria Escherichia Coli com relacao aos padroes ITHFT e ITHF~, ja utilizado nas
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aplicagoes dos métodos estatisticos anteriores.

Como citado, dispomos de 434 genes, g = 1,2, ...,434, e uma condicao de tratamento.
Para cada um dos genes temos cinco medidas de niveis de expressao para a situacao de
controle (c) e cinco medidas de niveis de expressao para a situagao de tratamento (t). Isto
e,

- 79,...,x;, _5: representa as 5 medidas dos niveis de expressao para o g-ésimo gene
sob a situac@o de controle (c);

-l xﬁlt:S: representa as b medidas dos niveis de expressao para o g-ésimo gene
sob a situacao de tratamento (t);

- T4t média dos niveis de expressdo do g-ésimo gene na situagao de controle (c);

- Tg: média dos niveis de expressao do g-ésimo gene na situacdo de tratamento (t);

- dy = Ty — Tyt ¢ a estatistica do efeito de tratamento para o g-ésimo gene, para
g=1,2,...,434.

Os hiperparametros utilizados na formacao dos clusters e no cédlculo DIC, foram os
mesmos utilizados na simulacao. Para cada valor de [, temos as probabilidades condi-
cionais dadas em (5.34) e as distribui¢oes condicionais dos clusters com pelo menos uma
observagao, dadas como em (5.41) e (5.42).

Definidas as probabilidades condicionais e as distribuigoes condicionais dos clusters,
aplicamos o método Gibbs sampling como em (5.28) com P = 5000 iteragoes.

Formados os cluster, aplicamos o critério DIC para detectar quais cluster apresentam
evidéncias para diferenca, utilizando m = 5000 e os mesmo hiperparadmetros utilizados na
formagao dos clusters.

As Figuras 20, 21 e 22 mostram as médias de controle e de tratamento para cada um
dos genes g, g = 1,2, ...,434, destacando os clusters formados e os clusters que apresentam
evidéncias para diferenca.

Para 8 = 2; distribuigao a priori IG (1, 1) para a variancia, 4 clusters foram formados,

Cl, CQ, C3 € C4 onde:

- Cy : & composto por 3 medidas d, somente positivas;
- Cy @ & composto por 103 medidas d, somente positivas;

- Cs : & composto por 243 medidas d, positivas e negativas;
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- Cy4: é composto por 85 medidas d, somente negativas;

com Cy, Cy e Cy4 sendo detectados com evidéncias para diferenca (ver Figura 20).
Para = 1; distribuicdo a priori IG(1;0,5) para a variancia, 4 clusters foram forma-

dos, Cq, C,, C3 e C4 onde:

- Cy : & composto por 6 medidas d, somente positivas;

- Cy @ é composto por 121 medidas d, somente positivas;

- Cs : & composto por 210 medidas d, positivas e negativas;
- Cy : & composto por 97 medidas d, somente negativas;

com Cy, Cy e C4 sendo detectados com evidéncias para diferenca (ver Figura 21).
Para § = 0,5, distribui¢ao a priori IG(1;0,25) para a variancia, 4 clusters foram

formados, Cq, C,y, C3 e C4 onde:

- Cy : & composto por 16 medidas d, somente positivas;

- Cy : & composto por 143 medidas d, somente positivas;

- Cs : & composto por 188 medidas d, positivas e negativas;
- C4 : & composto por 87 medidas d, somente negativas;

com Cj, C;y e C4 sendo detectados com evidéncias para diferenca (ver Figura 22).
Comparando com resultados obtidos com as aplicacoes dos métodos anteriores, temos
que:

- Todos os genes detectados com evidéncias para diferenga pelo teste-t e pelo
modelo de misturas de processos Dirichlet (MPD) também foram detectados pelo modelo
com mistura infinita e DIC;

- Dos detectados pelo fator de Bayes e pelo critério DIC (Capitulo 3), somente
0s genes proximos a reta y = x, (genes 273, 323, 366 e 370 - Fator de Bayes e genes 273,
323, 370 - Critério DIC) nao foram detectados pelo modelo com misturas infinita e DIC.

Os resultados obtidos com o modelo com mistura infinita e DIC para os genes com

medidas d, distantes da reta y = x sao satisfatérios, pois estes genes sao detectados como
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pertencentes a um cluster que apresenta evidéncias para diferenca.

Porém, como observado na simulagao, ocorrem problemas com os genes com medidas d,,
na fronteira do cluster C3 com Cy e Cy, devido estes genes g mudarem de cluster quando
mudamos o valor de [ e consequentemente mudarem sua condicao de com evidéncias
para diferenca para sem evidéncias para diferenga, ou vice-versa. Ou seja, o modelo
com mistura infinita é sensivel a escolha dos hiperparametros das distribuicoes a priori,
levando a diferentes conclusoes, isto é, a formacao de clusters com quantidades diferentes
de genes e consequentemente a detecgao de diferentes genes g com evidéncias para niveis
de expressao diferentes.

Acreditamos que este fato pode ser resolvido a partir da opiniao de um especialista da
drea genética, nos fornecendo informacao para definirmos os valores dos hiperpardmetros
e assim trabalhar com informagao a priori sobre as medidas dg, g = 1,2, ...,G, e obter
clusters satisfatorios com relacao as medidas na "fronteira" dos clusters formados.

Dessa forma, se temos informacao para definirmos os valores dos hiperparametros,
acreditamos que a utilizagao do modelo com mistura infinita e do critério DIC se mostra
como ferramentas estatisticas adequada para identificar clusters de genes com e sem evidé-
cias para diferenca baseados no efeito de tratamento, quando comparamos uma situacao

de tratamento com uma condicao de controle.

s com evidéncias para diferenca.
com evidéncias para diferenca.

csem evidéncias para diferenca.
ccom evidéncias para diferenca,

-02 00 02 04 086

hedias Tratamento

-086

Medias Controle

Figura 20: Médias controle e tratamento e clusters formados, com g = 2.



5. MODELO COM MISTURA INFINITA 126

com evidéncias para diferenca.
s com evidéncias para diferenca.

csem evidéncias para diferenca.
- com evidéncias para diferenca.
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Medias Tratamento
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Figura 21: Médias controle e tratamento e clusters formados, com 3 = 1.
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Figura 22: Médias controle e tratamento e clusters fomados, com g = 0, 5.



Capitulo 6

Consideracoes Finais

Nesta dissertagao descrevemos, adaptamos e desenvolvemos métodos estatisticos apli-
cados & andlise da expressao génica, com objetivo de identificar genes que apresentam
evidéncias para niveis de expressao diferentes quando comparamos situacoes de interesse
(tratamentos) com uma situacdo de controle.

Os aspectos relacionados ao desenvolvimento dos experimentos com arranjos de DNA
sao abordados no Capitulo 1. Neste Capitulo descrevemos o processo de desenvolvimento
para obtencao dos niveis de expressao dos genes, nas situagoes de tratamento e controle
para posteriormente serem analisadas.

No Capitulo 2, descrevemos e aplicamos o teste t proposto por Baldi e Long (2001)
na andlise da expressao génica através de um estudo de simulagao e com a aplicagao a
dados de niveis de expressao génica reais obtidos de um experimento realizado com as
células da bactéria Escherichia Coli (ver Arfin et al., 2000). Tanto na simula¢do quanto
na aplicacao o teste t mostrou uma deficiéncia, pois detectou evidéncias para diferenca
somente quando a diferencga estava presente na média com as varidncias sendo préximas
(ver, por exemplo, Figuras 2 e 3).

Motivados pelo trabalho de Baldi e Long (2001) propomos para anédlise da expressao
génica a utilizagao da inferéncia bayesiana e dos métodos de selecao de modelos fator
de Bayes e DIC. Para a anilise bayesiana utilizamos distribui¢oes a priori conjugadas e
pouco informativas. Para o cdlculo do fator de Bayes utilizamos uma aproximagao via
método Monte Carlo.

Como o fator de Bayes é influenciado pelas distribuicoes a priori, isto é, quando com-
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paramos dois modelos, um com distribuicao a prior: informativa e outro com distribuicao
a priori nao informativa para os parametros, o primeiro modelo é privilegiado pelo fator
de Bayes!. Devido a isto, utilizamos uma equalizacao para os parametros das distribuicoes
a priori dos modelos My e M; de modo que as distribuicoes a priori sejam equivalentes
e dessa forma buscamos nao privilegiar um dos modelos, My ou M.

Tanto na simulagao quanto na aplicagao, o fator de Bayes e o critério DIC se mostraram
sensiveis & escolha dos hiperparametros, ou seja, devemos ter certa atencao para definirmos
os valores dos hiperparametros.

Com o objetivo de reduzir as restrigoes para as andlises dos dados de niveis de expressao
génica, no Capitulo 4 descrevemos um dos principais métodos a priori em inferéncia
bayesiana nao paramétrica, conhecida como processo Dirichlet.

Com a utilizacdo do processo Dirichlet (PD) a priori utilizamos a inferéncia bayesiana
com uma especificacao a priori nao paramétrica sobre todas as classes de possiveis fungoes
de distribuigao G(y) de uma varidvel Y, onde G(y) = P(Y < y) (Ver, Ibrahim 1998). As-
sim, temos que se uma distribuicao de probabilidades desconhecida G possui distribuicao
a priori definida por um processo Dirichlet, G ~ P D, significa que sua medida induzida
g, representa uma medida de probabilidade pertencente a um espaco de funcoes de dis-
tribuicao, portanto nao podendo ser indexada por um nidmero finito de parametros, o que
caracteriza o processo Dirichlet como sendo nao paramétrico (ver Walker et al., 1999).

Descrevemos o modelo de misturas de processos Dirichlet (MPD) que é essencial-
mente um modelo bayesiano hierdrquico que remove a suposicao de uma distribuicao
paramétrica para os parametros do modelo paramétrico em estudo, substituindo-a por
uma distribuicao qualquer G que possui distribuicao a priori definida por um processo
Dirichlet com parametro de concentragao M e distribuigao base Gy (isto ¢, medida base
Mgo).

Aplicamos o0 modelo de misturas de processo Dirichlet (MPD) na anélise da expressao
génica utilizando modelos conjugados. Pois o uso de modelos conjugados torna a imple-
mentacao computacional mais vidvel e a amostragem mais eficiente (ver MacEachern e
Muler, 1998, Neal, 1998 e Dahl, 2002). Devido a isto, utilizamos os hiperparametros M,

A, a e [ fixos e de tal forma que as distribuicoes a priori obtidas sejam nao informativas

!'Para maiores detalhes ver Kass e Raftery (1995) ou Missdo (2004).
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(ver Tabela 21 e Figura 15).

Desenvolvemos para o modelo MPD o mesmo estudo de simulagao realizado para o
teste t, para o fator de Bayes e para o critério DIC e aplicamos este aos dados reais obtidos
do experimento realizado com as células da bactéria Escherichia Coli.

Como o fator de Bayes e o critério DIC, o modelo MPD se mostra sensivel a escolha
dos hiperparametros. Ou seja, alterando o valor dos hiperparametros os genes detectados
com evidéncias para diferencas sio diferentes. A medida que temos informacio a priori
o modelo MPD se mostra confidvel na deteccao dos genes com evidéncias para diferenca.

Muitas vezes o interesse é de identificar e analisar grupos (ou cluster) de genes. Devido
a isto, no Capitulo 5 descrevemos e desenvolvemos um procedimento de "aglomeracao"
de niveis de expressao génica?, baseados nos efeitos de tratamento, utilizando um modelo
com mistura infinita que é equivalente ao modelo de misturas de processo Dirichlet.

Como no modelo de misturas de processos Dirichlet, utilizamos os hiperparametros
fixos de modo a manter a conjugacao e facilitar a implementacao computacional e tornar
a amostragem mais eficiente (ver Dahl, 2002).

O modelo com mistura infinita também se mostra sensivel a escolha dos hiperparame-
tros. Esta sensibilidade ocorre nos genes com estatisticas do efeito de tratamento d, na
"fronteira" dos clusters formados, devido estes trocar de cluster quando mudamos o valor
dos hiperparametros. Para os genes com medida d, distantes da reta y = z, o método
se mostra eficiente, mesmo para distribuicoes a priori nao informativas, detectando estes
genes como pertencentes a um cluster com evidéncias para diferenca.

Com os resultados obtidos com procedimento de simulacdo e com os dados reais,
obtidos do experimento realizado com as células da bactéria Escherichia Coli (ver Arfin
et al., 2000), utilizados nesta dissertagao, temos que

- O teste t nao se mostra como um método estatistico eficiente para se obter resultados
satisfatorios na andlise da expressao génica. Pois detecta evidéncias para diferengas de
médias com variancias de tratamento e de controle razoavelmente estéveis, como pode ser
observado pelos valores da Tabela 1 e pelas Figuras 2 e 3;

- Os resultados obtidos com o fator de Bayes e com o DIC sao similares. Comparado ao

teste t, estes dois métodos apresentam um desempenho melhor, pois detectam evidéncias

2que chamamos de cluster.
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para diferenca tanto com relacao a variacao na média quanto com relagao & variacao na
variancia, ou ambos (ver Tabelas 4, 5, 6 ¢ 9, 10, 11 e Figuras 4 a 9);

- O modelo de misturas de processos Dirichlet (MPD) detecta evidéncias para diferenga
de médias, independente se esta possui ou nao diferenca de variancias entre as observagoes
de tratamento e as observagoes de controle. Comparado ao teste t, o modelo MPD a-
presenta um desempenho melhor. Pois, por exemplo, na aplicagao este método detectou
os genes mais distantes da reta y = x, no grafico das médias, com evidéncias para dife-
renga enquanto que o teste t ndo os detectou (ver Figuras 2 e 3 e Figuras 12, 13 e 14).
Grande parte dos genes identificados com evidéncias pelo modelo MPD também foram
identificados pelo fator de Bayes e pelo DIC, como pode ser observado pelas Figuras 4 a
9 e Figuras 12, 13 e 14;

- Com a utilizagao do modelo com mistura infinita e do DIC identificamos clusters de
genes com e sem evidéncias para diferenca, devido ao efeito de tratamento. Na aplicagao os
genes identificados com evidéncias para diferenca pelo teste t e pelo modelo MPD também
foram identificados por este método. Com relacao ao identificados com evidéncias para
diferenca pelo fator de Bayes e pelo DIC, somente os genes com média de tratamento e
de controle préximos a reta y = x no gréfico das médias, identificados pelo fator de Bayes
e pelo DIC (ver Figuras 4 a 9), nao foram identificados pelo modelo com mistura infinita
e pelo DIC (ver Figuras 20, 21 e 22).

Enfim, esta dissertacao aborda cinco métodos estatisticos que pode se aplicados na
andlise da expressao génica: teste t, fator de Bayes, DIC, modelo MPD e modelo com

mistura infinita e DIC. Cada um com suas caracteristicas, como discutidos no texto.
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