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2.3.1.8 Esquema da análise da variância . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72

2.3.2 Experimento II . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73

2.3.2.1 Fatores experimentais . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73

2.3.2.2 Estrutura experimental . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74

2.3.2.3 Ortogonalidade entre fatores . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74
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RESUMO

Fundamentos do diagrama de Hasse e aplicações à experimentação

A crescente aplicação da estat́ıstica às mais diversas áreas de pesquisa, tem definido
delineamentos complexos, dificultando assim seu planejamento e análise. O diagrama de Hasse é uma
ferramenta gráfica, que tem como objetivo facilitar a compreensão da estrutura presente entre os
fatores experimentais. Além de uma melhor visualização do experimento o mesmo fornece, através
de regras propostas na literatura, os números de graus de liberdade de cada fator. Sob a condição de
ortogonalidade do delineamento, podem-se obter também as matrizes núcleo das formas quadráticas
para as somas de quadrados e as esperanças dos quadrados médios, propiciando a razão adequada
para a aplicação do teste F. O presente trabalho trata-se de uma revisão, fundamentada na álgebra
linear, dos conceitos presentes na estrutura do diagrama. Com base nos mesmos, demonstrou-se o
desdobramento do espaço vetorial do experimento em subespaços gerados por seus respectivos fatores,
de tal modo que fossem ortogonais entre si. E, a fim de exemplificar as regras e o emprego desta fer-
ramenta, utilizaram-se dois conjuntos de dados, o primeiro de um experimento realizados com cabras
Saanen e segundo com capim Marandu, detalhando-se a estrutura experimental, demonstrando-se a
ortogonalidade entre os fatores e indicando-se o esquema da análise da variância. Cabe salientar que
o diagrama não substitui o uso de softwares, mas tem grande importância quando o interesse está em
se comparar resultados e principalmente verificar o quociente adequado para o teste F.

Palavras-chave: Diagrama de Hasse; Experimentação; Ferramenta gráfica; Subespaços vetoriais; Or-
togonalidade
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ABSTRACT

Foundations of Hasse diagram and its applications on experimentation

The increase of statistics applications on the most diverse research areas has defined
complex statistics designs turn its planning and analysis really hard. The Hasse diagram is a graphic
tool that has as objective turn the comprehension of the present structure among the experimental
factors easiest. More than a better experiment overview, by the rules proposed on the literature, this
diagram gives the degrees of freedom for each factor. By the condition of design orthogonality, the
nucleus matrix of quadratic form for the sum of squares and the expected values for the mean squares
can also be obtained, given the proper ratio for F test application. The present work is a review, with
its foundations on linear algebra, of the present’s concepts on the diagram structure. With this basis
were demonstrated the development of the vectorial space of the experiment in subspaces generated
by its own factors, in a way that it was orthogonal within themselves. And, to give examples about
the rules and the application of this tool, experimental data of Saanen goats and other set of data of
Marandu grazing were used, with a detailed experiment structure, showing the orthogonality within
the factors and with an indication of the analysis of variance model. Has to be emphasized that the
diagram do not substitute the usage of software but has a great meaning when the interest is about
results comparisons and most of all to check the proper quotient for the F test.

Keywords: Hasse diagram; Experimentation; Graphic tool; Vectorial subspaces; Orthogonality
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Figura 20 -Matrizes núcleo dos fatores de parcela no Experimento II . . . . . . . . . . 88
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1 INTRODUÇÃO

O uso da experimentação passou a ter maior destaque em 1914 com Fisher, e

permanece em processo de desenvolvimento, pois a cada dia pessoas, e principalmente empresas

visam maior qualidade, confiança e controle. Tais caracteŕısticas conduziram a estat́ıstica

experimental a, praticamente, todas as áreas que se tem conhecimento.

O interesse em um considerável número de tratamentos somado a diversas estru-

turas de controle local pode dar origem a delineamentos complexos, dificultando o planejamento

do experimento, bem como sua análise. Nesse ponto, vê-se a necessidade de uma ferramenta

que proporcione uma melhor compreensão do experimento, facilitando seu procedimento como

um todo.

Uma ferramenta que se encaixa em tais qualidades recebe o nome de diagrama

de Hasse. Trata-se de representações gráficas das estruturas dos tratamentos e das parcelas,

que podem ser conclúıdas por meio de conversas com o pesquisador ou simplesmente da leitura

do problema.

O diagrama de Hasse pode modificar o pensamento do estat́ıstico na imple-

mentação e análise de experimentos, pois o mesmo não mais necessita seguir delineamentos

conhecidos, e pelo mesmo motivo pode diferenciar o ensino da estat́ıstica experimental, uma

vez que são as estruturas entre os fatores que devem ser reconhecidas.

Além das vantagens citadas, o diagrama auxilia na obtenção do número de graus

de liberdade de cada fator, tendo como pressuposto a ortogonalidade entre os fatores, auxilia

também na obtenção das somas de quadrados, da razão apropriada para o teste F e do modelo

linear estat́ıstico.

Os cálculos são realizados através de regras que consideram projeções ortogonais,

soma direta de subespaços vetoriais entre outros elementos da álgebra linear. Tais elementos,

cálculos e regras serão mostrados no presente trabalho, e com a utilização de dados reais são

apresentados exemplos da eficácia do diagrama de Hasse.

Cabe salientar a falta de material presente na literatura, uma vez que poucos

são os artigos que fazem uso do diagrama de Hasse aplicado à experimentação, principalmente

à experimentação agronômica. Grande parte do conteúdo encontrado refere-se ao ensino de

matemática discreta em disciplinas como teoria da computação, não abordando o mesmo de
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modo prático, e tão pouco justificando seus fundamentos. Vale ainda ressaltar que na litera-

tura não foi encontrada grande diversidade de materiais na ĺıngua portuguesa, um indicativo

de que tal ferramenta não foi, até o presente momento, muito explorada pelos estudantes e

pesquisadores brasileiros.

O presente trabalho tem como objetivo evidenciar o diagrama de Hasse como

ferramenta gráfica facilitadora da estat́ıstica experimental em procedimentos de planejamento,

análise e ensino. Paralelamente, pretende-se fundamentar algebricamente o diagrama e os

cálculos presentes nas regras propostas na literatura, bem como explorar as propriedades da

estrutura experimental e de ortogonalidade entre fatores.
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2 DESENVOLVIMENTO

2.1 Revisão de Literatura

2.1.1 Breve histórico da experimentação

A estat́ıstica moderna iniciou-se com a pesquisa agŕıcola, em 1843, na Estação

Experimental de Rothamsted, a qual gerou um grande volume de dados, o que levou John

Russeli, diretor da estação, a contratar um especialista para realizar as análises, o matemático

Ronald Aylmer Fisher (1890-1962).

Durante os quatorze anos que permaneceu na estação, Fisher desenvolveu toda

a base da estat́ıstica moderna, fundamentada nos conhecimentos matemáticos e de probabili-

dade, pôde aplicar na prática sua teoria de inferência estat́ıstica e obter conclusões importantes.

Também percebeu que freqüentemente ocorriam falhas nos experimentos que geravam os da-

dos, dificultando a análise dos mesmos. Isto indicou a importância do plano experimental

apropriado (MONTGOMERY, 2001).

Em contato com cientistas e pesquisas de campo, Fisher elaborou os três prinćı-

pios básicos da experimentação: a aleatorização, a repetição e o controle local. Paralelamente,

Fisher passou a utilizar um novo método de análise dos dados, a análise da variância. Neste,

desdobrou a soma dos quadrados dos desvios dos valores reais com relação aos esperados em

componentes independentes, um para o tratamento, um para o erro e assim por diante. Desen-

volveu os conceitos de número de graus de liberdade, quadrado médio e teste F. Considerando

planejamento, foi Fisher quem sugeriu o uso do controle local em dois sentidos, cujo delinea-

mento recebeu o nome de quadrado latino. Ainda sugeriu o quadrado greco-latino, porém o

mesmo não é muito utilizado no planejamento de experimentos (PEARCE, 1983).

Segundo o mesmo autor, outra contribuição para o planejamento de experimentos

foi a de Yates, que sugeriu o uso de blocos incompletos balanceados, reconhecendo a dificuldade

de se terem todos os blocos tão grandes quanto o número de tratamentos. Cabe salientar

que esse delineamento é dito não ortogonal, e a análise da variância foi estendida para o

mesmo. Yates em 1935 propôs uma análise da variância aprimorada, com o desdobramento do

número de graus de liberdade dos componentes de tratamento, podendo-se assim, verificar a

importância da interação entre os mesmos.
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Montgomery (2001) completa, afirmando a existência de quatro eras do planeja-

mento estat́ıstico experimental moderno. A primeira conduzida por Fisher. A segunda, com

o planejamento estat́ıstico industrial, que teve ińıcio na década de 1930, e foi catalisada pela

metodologia de superf́ıcie de resposta, desenvolvida por Box e Wilson em 1951. A próxima

era do planejamento estat́ıstico iniciou-se por volta de 1970, com o crescente interesse da in-

dústria em aperfeiçoar sua qualidade, liderada por Genichi Taguchi, que defendeu o uso do

planejamento estat́ıstico para o que ele denominou planejamento do parâmetro robusto, ou

i. criando processos insenśıveis para fatores ambientais ou outros fatores dif́ıceis de controlar;

ii. criando processos insenśıveis para a variação transmitida dos componentes;

iii. encontrando ńıveis dos processos variáveis que forçam a média ao valor desejado, enquanto

que simultaneamente reduz a variabilidade em torno desse valor.

Foi sugerida por Taguchi a utilização de delineamentos com fatoriais fracionários

e outros arranjos ortogonais, porém sua metodologia gerou muita discussão e controvérsia, a

qual deu origem à quarta era, que incluiu um renovado interesse no planejamento estat́ıstico

por parte dos pesquisadores e profissionais, originando novas e úteis resoluções para os diversos

problemas propostos. Outro campo que também interessou-se pelo planejamento foi o da edu-

cação formal, uma vez que o planejamento estat́ıstico passou a ser ensinado nas universidades.

Desde o trabalho dos pioneiros da estat́ıstica uma gama de técnicas foram de-

senvolvidas, e a utilização dos computadores como ferramentas essenciais vem crescendo, o

que tanto pode ser um facilitador na realização da análise dos dados quanto pode fornecer

informações errôneas, pois freqüentemente pesquisadores os utilizam de modo inadequado por

não compreender os métodos implementados (MACHADO et al., 2005).

Além dos computadores, outra ferramenta que tem sido utilizada, e tem como

importante caracteŕıstica a não necessidade de se conhecer o delineamento do experimento,

tornando experimentos complexos mais fáceis de serem analisados, trata-se do diagrama de

Hasse. Tal diagrama é o resultado da correspondência matemática entre as estruturas de

reticulados e as estruturas de delineamentos experimentais.

Um diagrama da estrutura, mais corretamente chamado Diagrama de Hasse, é

uma representação originária da teoria dos conjuntos, nomeado em homenagem ao matemático
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alemão Helmut Hasse (1898-1979). Esta representação tem grande aplicação nas áreas de

matemática discreta, informática e experimentação, devido ao número de informações que

apresenta.

A utilização do diagrama de Hasse na Experimentação iniciou-se com Taylor e

Hilton, em 1981 com a publicação do artigo A Structure Diagram Symbolization for Analysis of

Variance, no qual foram apresentadas vantagens do seu uso e regras para a obtenção de aspectos

relevantes à análise, tais como número de graus de liberdade, esperança dos quadrados médios,

razões apropriadas do teste F, entre outros.

De acordo com Lohr (1995) e Machado et al. (2005) o diagrama é uma poderosa

ferramenta visual utilizada na representação da estrutura dos fatores em um delineamento

experimental balanceado (ou ortogonal), o mesmo pode ajudar no planejamento de um expe-

rimento complicado bem como elucidar a estrutura dos dados a serem analisados.

Segundo Taylor e Hilton (1981), existem quatro elementos-chave para uma apli-

cação bem sucedida do método do diagrama, apresentados a seguir:

i. compreender como o diagrama representa a relação entre os fatores experimentais e mostra

quais efeitos do delineamento (em termos de modelo linear) aparecem na análise estat́ıs-

tica;

ii. aprender como todo efeito do delineamento desdobra unicamente os fatores no experimento

em conjuntos caracteŕısticos de fatores disjuntos (conjuntos de fatores), os quais podem

ser nomeados e identificados pela referência à estrutura do diagrama;

iii. compreender o conceito da interação formal entre os efeitos, e como obter tais interações

pela referência visual da estrutura do diagrama;

iv. aprender as regras para calcular as quantias estat́ısticas utilizando os conceitos precedentes.

Entretanto, as regras para a obtenção de tais quantias estat́ısticas, apresentadas

por Brien (2007) e Bailey (2005) não utilizam diretamente os conceitos de conjunto de fatores

e suas terminologias, tão pouco o conceito de interação formal para identificar as interações

entre os fatores em um mesmo conjunto.

Taylor e Hilton (1981) ainda afirmam que o diagrama fornece uma valiosa pers-

pectiva complementar para a análise da variância e das técnicas de análise, por meio de uma
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conexão entre a descrição verbal do experimento e o correspondente modelo linear estat́ıstico.

Paralelamente, Lohr (1995) menciona que o diagrama de Hasse se estende à sala de aula,

auxiliando no ensino de planejamento de experimentos.

2.1.2 Fatores experimentais e suas relações

2.1.2.1 Fatores experimentais

Segundo Machado et al. (2005) um fator experimental é definido como uma

caracteŕıstica explanatória cujos ńıveis na amostra apresentam as seguintes propriedades:

i. são escolhidos e definidos durante o planejamento do experimento para cada unidade

amostrada;

ii. compreendem um pequeno conjunto de ńıveis que se repetem em tais unidades;

iii. classificam as unidades em grupos, subdividindo uma amostra de tal modo que cada

unidade pertença a somente um grupo;

iv. as relações com os ńıveis dos demais fatores experimentais constituem uma estrutura sig-

nificativa que determina a estrutura do experimento ou o delineamento experimental.

De acordo com Bailey (2005) os fatores de um delineamento experimental podem

ser de tratamento ou de parcela. Fatores de tratamento (ou aleatorizados) são aqueles que o

pesquisador pode controlar, ou seja, os quais pode-se escolher em qual unidade será alocado.

Denota-se por T(w) o tratamento aplicado à unidade observacional w. Logo, T é o fator de

tratamento local. Em contrapartida, os fatores de parcela (ou não aleatorizados), são os que o

pesquisador não pode controlar, ou somente pode ser realizado de modo limitado.

2.1.2.2 Classe de um fator

Considere os fatores F e G, fatores de parcela e tratamento, respectivamente.

Utilizando-se da notação

F(w) = ńıvel do fator F na parcela w,

G(i) = ńıvel do fator G no tratamento i
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Bailey (2005) define as classes dos fatores como segue.

A classe de F contendo a parcela α é o conjunto das parcelas w pertencentes ao

conjunto de todas as parcelas do experimento (Ω), tal que o ńıvel do fator F na parcela w é

igual ao ńıvel de F na parcela α.

Analogamente, a classe de G contendo o tratamento j é o conjunto dos trata-

mentos i pertencentes ao conjunto de todos os tratamentos do experimento (τ ), tal que o ńıvel

do fator G no tratamento i é igual ao ńıvel de G no tratamento j.

2.1.2.3 Dois fatores especiais

Tanto em Ω como em τ existem dois fatores especiais, o fator Universal e o

fator Igualdade. A t́ıtulo de exemplo, serão apresentadas, a seguir, as definições utilizando o

conjunto Ω.

O fator universal, denominado U, possui uma única classe na qual estão todas

as parcelas e não distingue as parcelas. É definido por U(w) = Ω, para todo w em Ω.

O fator igualdade, denominado E, possui uma classe por unidade, isto é, E tem

tantas classes quantas forem as parcelas. É definido por E(w) = w para todo w em Ω.

2.1.2.4 Definições importantes

Para as definições que se seguem, considere F e G fatores em um mesmo conjunto.

Definição 1 . F é equivalente a G, se toda F-classe é também uma G-classe.

Notação: F≡G se F é equivalente a G.

Definição 2 . F é dito marginal a G, se toda F-classe está contida em uma G-classe, mas F

e G não são equivalentes.

Notação: F≺G.

Definição 3 . Dois fatores F e G são considerados aninhados quando a um ńıvel qualquer do

fator G sempre se combina um ńıvel distinto do fator F.

Pode-se dizer que um ńıvel do fator F não tem significado quando não mencionado

o ńıvel do fator G. Observe que se F está aninhado a G, então F é marginal a G.
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Definição 4 . Dois fatores F e G são cruzados quando um ńıvel qualquer do fator F que se

combina com algum ńıvel do fator G é sempre o mesmo.

Note que, se dois fatores são cruzados, então a relação de marginalidade não se

aplica aos mesmos.

Definição 5 . Definem-se fatores generalizados a partir da combinação de ńıveis de dois ou

mais fatores. Sua representação é feita pela lista dos fatores que os constituem separados por

‘∧’. Por conveniência fatores simples também serão considerados fatores generalizados.

Definição 6 . O ı́nfimo entre dois fatores F e G é definido pelo fator F∧G cujas classes são

as interações não vazias das F-classes com as G-classes.

Definição 7 . O supremo entre dois fatores F e G é o único fator F∨G que satisfaz as seguintes

condições:

i. F≺ F∨G e G≺ F∨G;

ii. se H é um fator tal que F≺H e G≺H então F∨G≺ H.

Supondo que F e G sejam fatores de tratamento, a classe de F∨G contendo o

tratamento i é definida pelo processo iterativo a seguir:

1o Passo : escrevem-se todos os tratamentos na mesma F-classe que i;

2o Passo : escrevem-se todos os tratamentos que estão na mesma G-classe que os tratamentos

descritos no passo anterior;

3o Passo : escrevem-se todos os tratamentos que estão na mesma F-classe que os tratamentos

obtidos no passo anterior;

...

assim, até que o processo pare.

Definição 8 . Um fator é dito uniforme se todas as suas classes possuem o mesmo tamanho.

Notação: O número de ńıveis do fator F é denotado por nF .

Notação: Se F é um fator uniforme então kF denota o tamanho de todas as suas classes.



20

2.1.2.5 Estrutura experimental

De acordo com Machado et al. (2005) estruturas de tratamento são maneiras

significativas de se dividir o conjunto τ dos tratamentos. A estrutura de tratamento pode ser

constitúıda de tratamentos não estruturados, fatorial, fatorial mais controle, entre outros.

Analogamente, as estruturas de parcela são maneiras significativas de se dividir

o conjunto Ω de parcelas. Tal estrutura é caracterizada pelo controle local aplicado no expe-

rimento, que pode ser inteiramente ao acaso, em blocos ou quadrado-latino.

Segundo Brien (2007) a estrutura experimental, ou fórmula estrutural, é uma

das formas de se representarem algebricamente, as relações entre os fatores. Para tanto, deve-

se considerar a relação presente, de aninhamento ou cruzamento, e seus respectivos números

de ńıveis. Entretanto, acrescentar o número de ńıveis torna-se adequado somente quando o

mesmo permanece constante para todos os ńıveis do outro fator, o que pode não ocorrer.

2.1.3 Diagrama de Hasse

Sabendo-se que o diagrama de Hasse é um poset (conjunto parcialmente or-

denado), vale ressaltar que a ordem parcial de um diagrama é estabelecida pela relação de

aninhamento e que o mesmo é uma representação gráfica da estrutura experimental.

Desenha-se um ponto para cada fator e, para os fatores que são aninhados devem-

se unir seus pontos por meio de um segmento. Brien (2007) sugere a construção do diagrama

de Hasse conforme as figuras que se seguem.

O ponto para o fator U está sempre no topo do diagrama e, caso o fator E seja

inclúıdo, o mesmo deve estar na base do diagrama de Hasse.

Tomando-se novamente os fatores F e G em um mesmo conjunto:

(i) Se F está aninhado a G, então F≺G. Logo, para uma representação, o ponto para o fator

F encontra-se abaixo do ponto para o fator G, e um ponto para F∨G deve ser inclúıdo

no diagrama acima dos mesmos.
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G

F

Figura 1 - Diagrama de Hasse para os fatores F e G, tal que F≺G

(ii) Se F e G são fatores cruzados, a relação de marginalidade não se aplica, assim, para a

representação os pontos para ambos encontram-se no mesmo ńıvel. E, um ponto para

F∧G deve ser inclúıdo no diagrama abaixo dos pontos para os fatores F e G. Caso a

interação entre tais fatores seja nula, a representação para o ı́nfimo pode ser omitida.

F∨G

ssssssssss

KKKKKKKKKK

F G

F∧G

KKKKKKKKKK

ssssssssss

Figura 2 - Diagrama de Hasse para os fatores F e G, cruzados

Para todo experimento são desenhados dois diagramas de Hasse, um para fatores

de tratamento e outro para fatores de parcela. Bailey (2005) distingue entre os dois tipos de

fatores usando um ponto cheio para fatores de parcela e um ponto vazio para fatores de

tratamento.

O diagrama de Hasse para fatores de parcela deve sempre conter um ponto para

o fator E. E, se os fatores F e G estão inclúıdos no diagrama, então seu ı́nfimo, F∧G deve,

necessariamente, ser inclúıdo. Ao lado do ponto para cada fator, seja ele de tratamento ou

parcela, escreve-se o número de ńıveis respectivo ao mesmo.

Segundo Lohr (1995) o diagrama de Hasse descrito, classificado pelo autor como

básico, pode ser constrúıdo para delineamentos não ortogonais. Porém, para a obtenção das

somas de quadrados, razões apropriadas do teste F e outras caracteŕısticas de interesse o deli-

neamento deve, necessariamente, ser ortogonal, ou seja, deve existir uma estrutura ortogonal,

tanto para tratamentos, quanto para parcelas.
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Para tanto serão introduzidos alguns conceitos, tais como: subespaço vetorial,

ortogonalidade, complemento ortogonal, decomposição ortogonal, os quais justificam a utiliza-

ção e a veracidade do diagrama de Hasse.

2.1.4 Algumas definições da álgebra linear

Callioli (1993) apresenta as seguintes definições e proposições importantes no

contexto da álgebra linear:

Definição 9 . Um conjunto W, não vazio, é dito um espaço vetorial sobre o conjunto dos

reais (R), quando e somente quando:

i. Existe uma adição (u,v) 7→ u + v em W, com as seguintes propriedades:

a) Comutativa: u + v= v + u, ∀ u,v ∈ W;

b) Associativa: u + (v + w) = (u + v) + w, ∀ u,v,w ∈ W;

c) Elemento neutro (o) : ∃ o ∈ W |u + o = o;

d) Elemento oposto (- u): ∀ u ∈ W, ∃ (- u) ∈ W | u + (- u) = o.

ii. Existe uma multiplicação de R×W em W, logo cada par (α,u) de R×W está associado a um

único elemento de W, indicado por αu, e para essa multiplicação tem-se as propriedades:

a) α(βu) = (αβ)u

b) (α + β)u= α u + β u

c) α(u + v) = αu + αv

d) 1u= u

para quaisquer u,v∈W e α, β ∈ R .

Definição 10 . Seja W um espaço vetorial sobre R. Define-se um subespaço vetorial de W

como um subconjunto V⊂W, tal que:

i. o ∈ V;
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ii. ∀ u,v ∈ V, u + v ∈ V;

iii. ∀ α ∈ R e ∀ u ∈ V, α u ∈ V

Definição 11 . Sejam U e V subespaços vetoriais de um espaço vetorial W. A soma de U

com V, indicada por (U + V), é o seguinte subconjunto de W:

U + V = {u + v | u ∈ U e v ∈ V}.

Observe que

U + V = V + U

U + o = U

U ⊂ U + V e V ⊂ U + V

para todos os subespaços U e V de W.

Proposição 1 . Se U e V são subespaços vetoriais de W, então (U + V) também é um

subespaço vetorial de W.

Demonstração: Para mostrar que (U + V) é um subespaço de W basta verificar as três

condições citadas:

i. o ∈ U + V

Note que o = o + o, e pela Definição 10 sabe-se que o ∈ U e o ∈ V. Logo, o ∈ (U + V);

ii. Sejam w1 = u1 + v1 e w2 = u2 + v2 elementos de (U + V), supondo-se que u1,u2 ∈ U e

v1,v2 ∈ V. Então:

w1 + w2 = (u1 + v1) + (u2 + v2) = (u1 + u2) + (v1 + v2).

pela Definição 10, (u1 + u2) ∈U e (v1 + v2) ∈ V. Logo, w1 + w2 ∈ U + V;

iii. Tome w ∈ (U + V), ou seja, w = u + v, tal que u ∈ U e v ∈ V. Pela Definição 10, αu ∈

U e αv ∈ V, ∀ α ∈ R. Logo, pode-se escrever

αu + αv = α(u + v) = αw

Então, αw ∈ U + V, ∀ w ∈ U + V e ∀ α ∈ R
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Portanto, conclui-se que (U + V) é um subespaço de W. �

Definição 12 . Sejam U e V subespaços vetoriais de W tais que U∩V = {o}. Nesse caso,

diz-se que (U + V) é a soma direta dos subespaços U e V, e denota-se por U ⊕ V.

Proposição 2 . Sejam U e V subespaços vetoriais de um espaço vetorial W. Então W = U

⊕ V se, e somente se, cada vetor w ∈W admite uma única decomposição w = u + v, com u

∈ U e v ∈ V.

Demonstração:

(⇒) Por hipótese W = U ⊕ V. Suponha w = u + v = u1 + v1, com u,u1 ∈ U e v,v1 ∈ V.

Logo,

u + v = u1 + v1

u − u1 = v1 − v.

Observe que (v1 - v) ∈ V, pois ambos os termos estão em V, então (u - u1)∈U∩

V = {o}. Assim, (u - u1) = o, o que implica que u = u1. Portanto, v = v1.

(⇐) Agora, suponha que w ∈ U∩V. Seja então u ∈ U e v ∈ V, tem-se:

u + v = (u + w) + (v −w).

Pela hipótese, conclui-se que

u = u + w e v = v - w.

Portanto, w = o, ou seja, U ∩ V = {o}, mostrando que W = U ⊕ V. �

Considerações para a Definição 13:

Seja V um espaço vetorial sobre R e seja S = {s1, . . . , sn} ⊂ V. Considere [S ]

= {α1s1, . . . , αnsn| αi ∈ R,∀ i = 1, . . . , n}.

Note que [S ] é um subespaço vetorial de V, pois:

i. Pode-se escrever o= 0s1 + . . .+ 0sn. Logo, o ∈ [S ];

ii. Sejam v,w ∈ [S ], tais que:

v= α1s1 + . . .+ αnsn e w = β1s1 + . . .+ βnsn
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com αi, βi ∈ R,∀i = 1, . . . , n.

Assim,

v + w = (α1s1 + . . .+ αnsn) + (β1s1 + . . .+ βnsn)

= (α1 + β1)s1 + . . .+ (αn + βn)sn.

Como (αi + βi) ∈ R,∀ i = 1, . . . , n, tem-se que (v+ w) ∈ [S ].

iii. Tome γ, α ∈ R e v ∈ V, logo v = α1s1 + . . .+ αnsn.

Assim,

γv = γ(α1s1 + . . .+ αnsn)

= (γα1)s1 + . . .+ (γαn)sn.

Como γαi ∈ R,∀ i = 1, . . . , n, tem-se que γv ∈ [S ].

Como as três condições estão satisfeitas, conclui-se que [S ] é um subespaço vetorial. �

Definição 13 . O subespaço [S ] constrúıdo é denominado como subespaço gerado por S.

Note que cada elemento de [S ] é uma combinação linear de S.

Definição 14 . Um espaço vetorial é finitamente gerado se existe S⊂V, S finito, tal que V =

[S].

Definição 15 . Seja W um espaço vetorial finitamente gerado. Uma base de W é o subcon-

junto finito B ∈W para o qual as condições se verificam:

i. [B] = W;

ii. B é linearmente independente, ou seja, nenhum vetor em B é combinação linear dos demais

vetores pertencentes ao mesmo.

Definição 16 . Seja W um espaço vetorial de dimensão finita sobre R. O produto interno

sobre W é definido por uma aplicação que transforma cada par ordenado (u,v) ∈ W×W em

um número real, o qual recebe o nome de produto escalar. O produto interno usual do Rn é

dado por:
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<u,v> = u1v1 + u2v2 + . . . + unvn.

A raiz quadrada do produto interno de um vetor u por ele mesmo é chamado de norma do

vetor u e é denotado por ‖u‖.

Definição 17 . Um espaço euclidiano é um espaço vetorial sobre R munido com um produto

interno.

Definição 18 . Tome os vetores u e v pertencentes ao subespaço vetorial V⊂W. u e v são

ditos ortogonais se o produto escalar de u por v for igual a zero.

Definição 19 . O complemento ortogonal do subespaço V ⊂ W, denotado por V⊥, é definido

pelo seguinte subespaço:

V⊥ = { v∈ W: v⊥ w, ∀ w∈ V}.

Proposição 3 . Seja B = {b1,b2, . . . ,bn} um subconjunto ortogonal do espaço euclidiano

V. Então, ∀ u∈ V, o vetor

v = u -
n∑
i=1

< u,bi >

‖bi‖2
bi

é ortogonal a todo vetor do subespaço gerado pelos vetores de B.

Demonstração: Tome um bj qualquer em B. Logo,

< v,bj > =

〈
u −

n∑
i=1

< u,bi >

‖bi‖2
bi,bj

〉

< v,bj > = < u,bj > −
j−1∑
i=1

< u,bi >

‖bi‖2
< bi,bj >−

< u,bj >

‖bj‖2
< bjbj >−

−
i=j+1∑
n

< u,bi >

‖bi‖2
< bi,bj >.

Como por hipótese <bi,bj> = 0 para i6=j, e pela Definição 16, sabe-se que ‖bj‖2

= < bj,bj >, assim:

< v,bj > = < u,bj > − < u,bj > .

Então,

< v,bj >= 0,∀j = 1, . . . , n.
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E portanto, v é ortogonal a todo vetor em B.

Observe que se v é ortogonal aos vetores em B, então v é ortogonal a toda

combinação linear dos vetores em B. Tome w = α1b1 + . . .+ αnbn. Assim,

< v,w > = < v, α1b1 + . . .+ αnbn >

= α1 < v,b1 > + . . .+ αn < v,bn >

= 0. �

Proposição 4 . Seja V um subespaço de dimensão finita de um espaço vetorial W com

produto interno, então W = V ⊕ V⊥.

Demonstração: Pela Definição 12 deve-se mostrar que W = V + V⊥ e que V∩V⊥ = {o}.

Para tanto, seja B = {b1,b2, . . . ,bn} uma base ortogonal arbitrária de V. Se w ∈ W, pela

Proposição 3, w = u -
n∑
i=1

< u,bi >

‖bi‖2
bi é ortogonal a todo elemento em V. Assim, w ∈ V⊥.

Mas,

u = w +
n∑
i=1

< u,bi >

‖bi‖2
bi.

Observe que
< u,bi >

‖bi‖2
é um escalar, logo pertence a R e bi ∈W. Logo,

n∑
i=1

< u,bi >

‖bi‖2
bi ∈ W.

Sendo assim todo vetor u∈W pode ser decomposto como a soma de dois vetores,

um pertencente a V e outro pertencente a V⊥.

Então, basta mostrar que V∩V⊥ = {o}. Seja w∈ V∩V⊥. Como w∈ V⊥, w é

ortogonal a todo vetor em V. Em particular, <w,w> = 0, o que só ocorre se w = o, então

V∩V⊥ = {o}. �

Definição 20 . Seja B = {b1, . . . ,bn} uma base arbitrária de um subespaço U de um espaço

euclidiano W de dimensão finita. Hoffman (1971) define a projeção ortogonal de um vetor u ∈

W sobre o subespaço U como segue:

PU u =
< u,b1 >

‖b1‖2
b1 + . . .+

< u,bn >

‖bn‖2
bn.

2.1.5 Subespaços definidos pelos fatores

A partir desta seção, considere V o espaço vetorial formado por todos os vetores

reais com coordenadas indexadas por Ω, quando consideradas as parcelas, ou τ , quando con-
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siderados os tratamentos, e seja F um fator. Bailey (2005) define VF , um subespaço vetorial

de F, de tal modo que VF é o conjunto de vetores cujas coordenadas sejam constantes em cada

ńıvel de F e dim VF = nF . Assim, cada fator irá definir um subespaço vetorial sobre V.

Seja v∈ V, com V um espaço vetorial indexado por Ω. De acordo com as

proposições 3 e 4, a projeção ortogonal de v em VF (denotada por PFv) é o único vetor

em VF tal que v- PFv está em VF
⊥.

Tome o mesmo fator F como sendo um fator com nF ńıveis, então VF é um

subespaço de V. Observe que o fator F possui nF classes e suponha que cada classe contém ri

parcelas, com i = 1, . . ., nF . Logo, se dim V = n, então

nF∑
i=1

ri = n. Assim, pode-se escrever:

v = {v11, v12, . . . , v1r1︸ ︷︷ ︸, . . . , vi1, vi2, . . . , viri︸ ︷︷ ︸, . . . , vnF 1, vnF 2, . . . , vnF rnF︸ ︷︷ ︸}
1a F-classe i-ésima F-classe nF -ésima F-classe

Seja B = {b1, . . . ,bi, . . . ,bnF } uma base de VF , tal que:

b1 = {1, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸, . . . 0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸, . . . , 0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸}
r1 vezes ri vezes rnF vezes...

bi = {0, 0, . . . , 0, . . . , 1, 1, . . . , 1, . . . 0, 0, . . . , 0}
...

bnF = {0, 0, . . . , 0, . . . , 0, 0, . . . , 0, . . . , 1, 1, . . . , 1}

Logo, B é descrita por:
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b1 bi bnF
↓ ↓ ↓

B =



1 . . . 0 . . . 0

1 . . . 0 . . . 0
...

. . .
...

. . .
...

1 . . . 0 . . . 0

0 . . . 1 . . . 0

0 . . . 1 . . . 0
...

. . .
...

. . .
...

0 . . . 1 . . . 0
...

. . .
...

. . .
...

0 . . . 0 . . . 1

0 . . . 0 . . . 1
...

. . .
...

. . .
...

0 . . . 0 . . . 1


Pela Definição 20, a projeção ortogonal de v em VF será dada por:

PFv =
i=1∑
nF

< v,bi >

‖bi‖2
bi.

Mas,

‖bi‖2 =< bi,bi >= ri, com i = 1, . . ., nF .

E,

< v,bi > = v11 · 0 + v12 · 0 + . . .+ v1r1 · 0 + . . .+ vi1 · 1 + vi2 · 1 + . . . viri · 1 + . . .

. . .+ vnF 1 · 0 + . . .+ vnF rnF
· 0

=

ri∑
j=1

vij.

Assim,

PFv =

nF∑
i=1

< v,bi >

‖bi‖2
bi

=

nF∑
i=1

ri∑
j=1

vij

ri
bi.
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Logo, cada coordenada de PFv é a média das coordenadas de v na classe rele-

vante de F, e a correspondente coordenada de v- PFv é o desvio da coordenada original da

média relevante.

Então, supondo que V seja o espaço vetorial indexado por Ω, o que implica que

o vetor de dados y está contido em V, logo a coordenada de PFv na parcela w é dada por:

total de y na F-classe contendo w

tamanho da F-classe contendo w
.

Portanto, a soma de quadrados não corrigida para o fator F é definida por

‖PFv‖2, ou seja,

‖PFv‖2 =
∑

F−classe

(total de y na F-classe)2

tamanho da F-classe
.

Para mostrar a ortogonalidade dos fatores são necessárias as duas proposições

seguintes:

Proposição 5 . Se F e G são fatores e F é marginal ou equivalente a G (F � G) então

VG⊆VF .

Demonstração: Tome v em VG , logo v é constante em cada classe de G, por definição. Mas

por hipótese F�G, ou seja, toda classe de F está contida em uma única classe de G, logo, v

também é constante em cada classe de F. Assim, v ∈ VF , e portanto, VG ⊆ VF . �

Proposição 6 . Se F e G são fatores, então VF∩VG= VF∨G .

Demonstração: Pela definição de supremo, tem-se que F�F∨G e pela Proposição 5 sabe-se

que VF∨G⊆ VF . Analogamente, VF∨G⊆ VG e assim VF∨G⊆ VF∩VG .

Agora, supondo v∈ VF∩VG , pode-se transformar v em um fator H por meio de

uma função H(w) = vw.

Sabendo que v∈ VF∩VG , tem-se que v∈ VF e assim v é constante em toda a

classe de F, logo cada classe de F está contida em uma única classe de G. Então F�G. De modo

análogo, G�F. Pela definição de supremo F∨G�H e pela Proposição 5 VH ⊆VF∨G . Como v∈

VH , tem-se que v∈ VF∨G .

Logo, se v∈ VF∩VG então v∈ VF∨G , conseqüentemente, VF∩VG⊆VF∨G .

Portanto, VF∩VG= VF∨G . �
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2.1.6 Fatores ortogonais

Sabe-se que W e W⊥, subespaços de V, são ortogonais pela Definição 19, e pela

Proposição 4 tem-se que V = W ⊕ W⊥, logo W∩ W⊥ = {o}. Mas a Proposição 6 indica que

VF∩ VG= VF∨G 6= {o}. Sendo assim, os subespaços VF e VG não são ortogonais, o que motiva

a definição que se segue:

Definição 21 . Os fatores F e G são ortogonais se o subespaço VF∩(VF∨G)⊥ é ortogonal ao

subespaço VG∩(VF∨G)⊥.

Observe que se F≺G, então VF∨G= VG . Logo,

VG ∩ (VF∨G)⊥ = VG ∩ VG
⊥ = {o} e

[VF ∩ (VF∨G)⊥] ∩ [VG ∩ (VF∨G)⊥] = [VF ∩ VG
⊥] ∩ {o} = {o}

Portanto, pela Definição 21, os fatores F e G são ortogonais.

Em contrapartida, considere dentre os fatores nenhum marginal ao outro e tome

o subespaço VF∨G de V. De acordo com a Proposição 4, V = VF∨G⊕ VF∨G
⊥. Mas,

(VF∨G)⊥ = VF ∩ (VF∨G)⊥ ⊕ VG ∩ (VF∨G)⊥ ⊕ (VF+ VG)⊥

pois,

VF ∩ (VF∨G)⊥ ∩ VG ∩ (VF∨G)⊥ = (VF ∩ VG) ∩ (VF∨G)⊥.

E, pela Proposição 6, VF∩VG= VF∨G , então VF∩(VF∨G)⊥∩ VG∩(VF∨G)⊥ =

(VF∩VG)∩ (VF∩VG)⊥ = {o}, pela Proposição 4.

Pela Definição 11, tem-se que

VF ⊂ VF + VG

VG ⊂ VF + VG

⇒ VF ∩ VG ⊂ VF + VG ⇒ (VF + VG)⊥ ⊂ (VF ∩ VG)⊥,

ou seja, (VF + VG)⊥ ⊂ (VF∨G)⊥.

Agora, observe que:

[VF ∩ (VF∨G)⊥] ∩ (VF + VG)⊥ = VF ∩ [(VF∨G)⊥ ∩ (VF + VG)⊥]

= VF ∩ (VF + VG)⊥

= {o}.
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Analogamente,

[VG ∩ (VF∨G)⊥] ∩ (VF + VG)⊥ = VG ∩ [(VF∨G)⊥ ∩ (VF + VG)⊥]

= VG ∩ (VF + VG)⊥

= {o}.

Então,

V = VF∨G ⊕ VF ∩ (VF∨G)⊥ ⊕ VG ∩ (VF∨G)⊥ ⊕ (VF+ VG)⊥

A definição de ortogonalidade de fatores é equivalente às duas condições que

seguem:

Teorema 1 .

(i) Os fatores F e G são ortogonais se e somente se PFPGv= PGPFv.

(ii) Se F e G são ortogonais então PFPGv= PF∨Gv.

para todo v em V.

Demonstração: Sejam,

ZF = VF ∩ (VF∨G)⊥;

ZG = VG ∩ (VF∨G)⊥;

Z = (VF+ VG)⊥.

Assumindo que F seja ortogonal a G, observe que VF∩(VF∨G)⊥⊕VG∩(VF∨G)⊥⊕

(VF+ VG)⊥ é o complemento ortogonal de VF∨G , logo o espaço vetorial V pode ser decomposto

pela soma direta dos seguintes subespaços vetoriais:

VF∨G ⊕ ZF ⊕ ZG ⊕ Z

em que,

VF∨G= {x : x ∈ VF∨G} , ou seja, é o subespaço gerado pelo supremo entre os fatores F e G;

ZF= {vF : vF ∈ ZF}, ou seja, contém os vetores que estão em VF e são ortogonais a VF∨G ;

ZG= {vG : vG ∈ ZG}, isto é, contém os vetores que estão em VG e são ortogonais a VF∨G ;
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Z = {z : z ∈ Z }, isto é, contém os vetores que são ortogonais a soma dos subespaços F e G.

Assim para todo v∈ V,

v = x + zF + zG + z.

Logo,

PFv = PF (x + zF + zG + z)

= x + zF

pois,

x ∈VF∨G ⇒ x ∈VF , assim, a projeção ortogonal de x em VF é o próprio x;

vF ∈ ZF ⇒ vF ∈ VF , logo a conclusão segue de modo análogo à anterior;

vG ∈ ZG ⇒ vG ∈ VG , e por hipótese tem-se que vG ⊥VF e

z ∈Z, mas por definição de Z tem-se que z ⊥VF .

Assim,

PG(PFv) = PG(x + vF ) = x

pois,

x ∈VF∨G ⇒ x ∈VG e

vF ∈ZF ⇒ vF ∈VF e por hipótese vF ⊥VG .

Analogamente,

PGv = PG(x + vF + vG + z) = x + vG ,

e,

PFPGv = PF (x + vG) = x.

Portanto,

PFPGv = PGPFv.
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Ainda,

PF∨Gv = PF∨G(x + vF + vG + z) = x

pois,

x ∈VF∨G ;

vF ∈ZF ⇒ vF ⊥VF∨G ;

vG ∈ZG ⇒ vG ⊥VF∨G e

z ∈Z ⇒ z ⊥VF∨G .

Conseqüentemente,

PFPGv = PGPFv = PF∨Gv.

Para finalizar a demonstração, suponha PFPGv= PGPFv e suponha também

v ∈ZF . Logo, por hipótese, PFv= v. Assim,

PGv = PGPFv = PFPGv.

Mas, PG∈VG e PFPGv∈VF . Então, PGv∈VF∩VG = VF∨G , que é ortogonal a

Z. Como v ∈ZF , tem-se que PGv é ortogonal a v, o que só é posśıvel se PGv = 0. Logo, v é

ortogonal a VG , e portanto, F é ortogonal a G. �

Corolário 1 . Se os fatores F, G e H são ortogonais dois a dois. Então F∨G é ortogonal a H.

Demonstração: Como, por hipótese, F é ortogonal a G, pelo Teorema 1 (ii), tem-se PFPGv=

PF∨Gv. Mas, H é ortogonal a F e a G, assim

PF∨GvPH v = PFPGvPH = PFPH PGv = PH PFPGv = PH PF∨Gv.

E portanto, os fatores F∨G e H são ortogonais. �

Definição 22 . Uma coleção de fatores F1, F2, . . ., Fn é uma corrente de fatores se F1 ≺

F2 ≺ . . . ≺ Fn.

Uma conseqüência imediata da definição de corrente de fatores e do Teorema 1

dá origem ao Teorema 2, apresentado a seguir:
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Teorema 2 . A coleção de fatores em uma corrente é composta por fatores mutuamente

ortogonais.

Demonstração: Tome F e G como fatores em uma corrente, tal que F≺G, assim pela Proposição

1, VG⊂VF e pela definição de supremo, F∨G = G.

Tome v ∈V. Observe que PGv∈VG mas por hipótese VG⊂VF , logo PGv∈VF e,

sabe-se que a projeção ortogonal de um vetor no espaço que o contém é o próprio vetor. Assim,

PFPGv = PGv. E, por definição PFv∈VF e PGPFv∈VG , o que só é posśıvel se PFv∈VG .

Porém, se PFv∈VG então PFv=PGv. Sendo assim, PGPFv= PGPGv= PGv.

Logo,

PFPGv = PGv = PGPFv.

Portanto, os fatores F e G são ortogonais. �

Além da definição e das condições propostas pelo Teorema 1, a ortogonalidade

pode também ser verificada pelo Teorema 3.

Teorema 3 . Os fatores F e G são ortogonais se, e somente se, as duas seguintes condições

estão satisfeitas dentro de cada classe de F∨G separadamente:

(i) toda F-classe encontra toda G-classe;

(ii) todas essas intercessões têm tamanho proporcional ao produto dos tamanhos das F-classes

pelas G-classes relevantes.

Demonstração: Assuma a seguinte notação, em que: pi é o tamanho da i-ésima classe de F, qj

é o tamanho da j-ésima classe de G e sij é o tamanho da interseção entre as classes relevantes

de F e G.

As condições (i) e (ii) podem ser substitúıdas pela condição de existência de uma

constante c∆ para cada classe ∆ de F∨G, tal que

sij = c∆piqj (1)

uma vez que, se a interseção da i-ésima classe de F com a j-ésima classe de G é vazia então

sij = 0.

Seja y o vetor de dados, pelo Teorema 1, basta mostrar que PFPGy = PGPFy.



36

Assim, a coordenada de PFy na i-ésima classe de F é dada por:

PFy =
total de y na i-ésima classe de F

pi

e a coordenada de PGPFy na j-ésima classe de G é:

PGPFy = média das coordenadas de PFy na j-ésima classe de G, sendo que a i-ésima classe

de F encontra a j-ésima classe de G.

Assim,

PGPFy =

∑
i

sijPFy

qj

=

∑
i

sij
total de y na i-ésima classe de F

pi

qj

=

∑
i

c∆piqj
total de y na i-ésima classe de F

pi

qj

=

c∆qj
∑

i

total de y na i-ésima classe de F

qj

= c∆

∑
i

total de y na i-ésima classe de F.

Analogamente, a coordenada de PGy na j-ésima classe de G é dada por:

PGy =
total de y na j-ésima classe de G

qj

e a coordenada de PFPGy na i-ésima classe de F é a média das coordenadas de PGy na i-ésima

classe de F. Logo,
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PFPGy =

∑
j

sijPGy

pi

=

∑
j

sij
total de y na j-ésima classe de G

qj

pi

=

∑
j

c∆piqj
total de y na j-ésima classe de G

qj

pi

=

c∆pi
∑

j

total de y na j-ésima classe de G

pi

= c∆

∑
j

total de y na j-ésima classe de G.

PGy =
total de y na j-ésima classe de G

qj

e a coordenada de PFPGy na i-ésima classe de F é a média das coordenadas de PGy na i-ésima

classe de F. Logo,

PFPGy =

∑
j

sijPGy

pi

=

∑
j

sij
total de y na j-ésima classe de G

qj

pi

=

∑
j

c∆piqj
total de y na j-ésima classe de G

qj

pi

=

c∆pi
∑

j

total de y na j-ésima classe de G

pi

= c∆

∑
j

total de y na j-ésima classe de G.

Supondo os fatores F e G ortogonais, pelo Teorema 1, tem-se que PGPFy =

PF∨Gy e assim PGPFy tem o mesmo valor para toda j-ésima classe de G contida em uma
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classe ∆ dada de F∨G, não importando quais são os dados y. Logo,

sij
qj

=
sij ′

qj ′
,

desde que as j-ésima e j’-ésima classes de G estejam contidas em ∆.

De modo análogo, PFPGy = PF∨Gy, o que indica que PFPGy tem o mesmo

valor para toda i-ésima classe de F contida em uma dada classe ∆ de F∨G, não importando

quais são os dados y. Logo,

sij
pi

=
si ′j

pi ′
,

desde que as i-ésima e i’-ésima classes de F estejam contidas em ∆.

As duas igualdades entre as razões acima indicam a existência da constante c∆

e, portanto, a Equação 1 é verdadeira.

Para demonstrar a volta do teorema, suponha agora que a equação sij = c∆piqj

seja verdadeira, então todas as i-ésimas classes de F e j-ésimas classes de G, aqui representada,

estão contidas em um classe ∆ de F∨G.

Assim,

PGPFy = c∆

(∑
i

total de y na i-ésima classe de F

)
= c∆(total de y em∆)

e

PFPGy = c∆

(∑
j

total de y na j-ésima classe de G

)
= c∆(total de y em∆).

Logo,

PGPFy = PFPGy.

Portanto, pelo Teorema 1, os fatores F e G são ortogonais. �

O Teorema 3 é um modo prático de verificar a ortogonalidade entre os fatores,

embora a propriedade de ortogonalidade possa ser diferente no conjunto τ de tratamentos e

no conjunto Ω de parcelas.
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2.1.7 Decomposição ortogonal

A decomposição ortogonal é a chave para todos os cálculos no diagrama de Hasse.

Nesta seção, é definido um novo subespaço para cada fator.

Teorema 4 . Seja F um conjunto de fatores não equivalentes em um mesmo conjunto.

Suponha que F satisfaz:

(a) se F ∈F e G ∈F então F∨G ∈ F ;

(b) se F ∈F e G ∈F então F é ortogonal a G.

Define-se o subespaço WF para F em F por:

WF = VF ∩

(∑
G�F

VG

)⊥
= VF ∩

⋂
G�F

VG
⊥

e seja dF = dim WF .

Então,

(i) se F e G são fatores diferentes em F então WF é ortogonal a WG ;

(ii) se F ∈F , então VF é a soma direta ortogonal dos WG ’s para os quais G�F. Em particular,

se E ∈F , então todo o espaço é igual a⊕
F∈F

WF

(iii) se F ∈F então

dF = nF −
∑
G�F

dG

Demonstração:

(i) Como F e G são fatores distintos, suponha que pelo menos um entre os mesmos seja

diferente do supremo F∨G, seja F≺F∨G. Assim,

WF ⊂ VF ∩ (VF∨G)⊥
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e por definição,

WG ⊆ VG ∩ (VF∨G)⊥.

Porém, por hipótese, os fatores são ortogonais, ou seja, os subespaços VF∩ VF∨G
⊥ e VG∩

VF∨G
⊥ são ortogonais, e então seus subconjuntos também o serão. Logo, WF é ortogonal

a WG .

(ii) Esta demonstração será feita por indução, o primeiro passo será mostrar que vale para

um subespaço, então suponha que não exista G�F, assim, WF ⊆ VF . Logo o resultado

é válido.

Suponha que o resultado seja válido para todo G em F , então

VG =
⊕

H�G

WH ⇒

⇒
∑

G�F

=
∑

G�F

( ⊕
H�G

WH

)
.

Como todos os fatores G em F são ortogonais entre si, pode-se escrever:∑
G�F

VG =
⊕

G�F

WG .

Mas todo VG está contido em VF , pela Proposição 5, pois G�F. Logo, tem-se que todo

WG está contido em VF . Agora tome v∈
∑

G�F

VG , como
∑

G�F

VG =
⊕
G�F

WG , o vetor v,

pela Proposição 2, admite uma única decomposição:

v = w1 + w2 + . . .+ wn

em que cada wi ∈ WG i
, com i = 1,. . .,n. Logo, v∈ VF , e sendo assim,

∑
G�F

VG ⊂ VF .
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Pela Proposição 4,

VF =
(∑

G�F

VG

)⊕(∑
G�F

VG

)⊥
=

⊕
G�F

WG ⊕ VF ∩
(∑

G�F

VG

)⊥
= WF ⊕

( ⊕
G�F

WG

)
=

⊕
G�F

WG .

(iii) Sabendo-se que VF =
⊕

G�F

WG e que dim VF = nF , por definição e que

dim
⊕

G�F

WG =
∑

G�F

dim WG

= dim
∑

G�F

WG

=
∑

G�F

dG

= dF +
∑

G�F

dG .

Logo,

dF = nF −
∑

G�F

dG .

E, portanto, conclui-se a demonstração do Teorema 4. E ainda, conclui-se que

o número de graus de liberdade do fator F é dado pela diferença entre o número de ńıveis do

fator F e soma dos graus de liberdade dos fatores para os quais F é marginal. �

2.1.8 Efeitos e somas de quadrados

Para o próximo teorema, suponha que são satisfeitas as hipóteses do Teorema 4.

Teorema 5 . Suponha que F é um conjunto de fatores não equivalentes, que satisfaz as

hipóteses do Teorema 4. Define-se QFv como sendo a projeção ortogonal de v em WF , para

todo vetor v em V e todo fator F em F . Então
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(i) se F e V são fatores distintos em F então QFv é ortogonal a QGv;

(ii) se F ∈ F , então PFv =
∑

G�F

QGv; em particular se E ∈ F então v = PEv =
∑
F∈F

QFv;

(iii) se F ∈ F então ‖PFv‖2 =
∑
G�F

‖QGv‖2.

Demonstração:

(i) Observe que:

QFv ∈WF

QGv ∈WG .

O Teorema 4 afirma que WF é ortogonal a WG e portanto, QFv é ortogonal a QGv.

(ii) O Teorema 4 garante que

VF =
⊕
G�F

WG

e conseqüentemente WG i ∩WG j = {o}, tal que WG i 6= WG j e WG i,WG j � F. Assim,

suponha v ∈ VF e que existam n fatores G� F, sabe-se que o vetor v admite uma única

decomposição

v = wG1 + . . .+ wGn .

Agora, observe que se a decomposição anterior é única, os vetores wG1 , . . . ,wGn são

linearmente independentes. Logo, uma base de VF é a reunião das bases de cada WG ,

com G� F.

Seja Bi = {bi1,bi2, . . . ,bigi
} uma base de WG i, com dimWG i = gi e

n∑
i=1

gi = nF . Assim, B =
n⋃
i=1

Bi é uma base de VF . Então, se B =

{b11,b12, . . . ,b1g1 ,b21,b22, . . . ,b2g2 , . . . ,bn1,bn2, . . . ,bngn}

PFv =
n∑
i=1

gi∑
j=1

< v,bij >

‖bij‖2
bij

=

g1∑
j=1

< v,b1j >

‖b1j‖2
b1j︸ ︷︷ ︸+

g2∑
j=1

< v,b2j >

‖b2j‖2
b2j︸ ︷︷ ︸+ . . .+

gn∑
j=1

< v,bnj >

‖bnj‖2
bnj︸ ︷︷ ︸

QG1v QG2v QGnv
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Portanto,

PFv =
∑
G�F

QGv.

(iii) Como os QGi
v são independentes para todo i = 1, . . ., n, por definição tem-se que

<QGi
v,QGj

v> = 0, para i 6= j. Logo,

‖PFv‖2 =
∑
G�F

‖QGv‖2

Quando as condições do Teorema 4 são satisfeitas chama-se QFv de efeito de F e ‖QFv‖2

de soma de quadrados para F, escreve-se SQ(F). Agora

ajuste para F = PFv =
∑
G�F

QGv = QFv +
∑
G�F

QGv

= efeito de F +
∑
G�F

(efeito de G).,

Assim,

efeito de F = ajuste para F−
∑
G�F

(efeito de G).

Analogamente,

SQC(F) = ‖PFv‖2 = ‖QFv‖2 +
∑
G�F

‖QGv‖2

= SQ(F) +
∑
G�F

SQ(G),

e então,

SQ(F) = SQC(F)−
∑
G�F

SQ(G) �

2.1.9 Estrutura ortogonal de tratamento

Bailey (2005) afirma que o fator universal U deve ser considerado como um fator

de parcela e de tratamento, ou seja, a média geral, que geralmente é o fator universal, será

tanto um fator de parcela quanto de tratamento.
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Definição 23 . Um conjunto G de fatores não equivalentes em τ é uma estrutura de trata-

mento ortogonal se:

(i) U∈ G;

(ii) se F∈ G e G∈ G então F ∨G ∈ G;

(iii) se F∈ G e G∈ G então F é ortogonal a G.

Tomando-se G como uma estrutura ortogonal de tratamento, pode-se obter o

diagrama de Hasse para a coleção de modelos esperados, uma vez que o modelo nulo, ou

aquele que contém apenas a média geral será marginal a todos os outros, e o modelo maximal

será aquele que tem todos os demais como marginais.

Como os fatores são ortogonais, o Vmodelo-subespaço para cada modelo pode

ser decomposto pela soma direta dos W-subespaços ortogonais contidos no mesmo, conforme

proposto pelo Teorema 4 e sugerido na Figura 3.

A seleção do modelo é feita pelo teste F por meio de componentes de variância,

observando-se os W-subespaços.

VF∧G = WU ⊕WF∨G ⊕WF ⊕WG ⊕WF∧G

VF + VG

ttt
ttt

ttt
t

MMMMMMMMMMM
= WU ⊕WF∨G ⊕WF ⊕WG

WU ⊕WF∨G ⊕WF = VF VG = WU ⊕WF∨G ⊕WG

VF∨G

JJJJJJJJJJ

qqqqqqqqqqq

= WU ⊕WF∨G

VU = WU

Figura 3 - Diagrama de Hasse para a coleção de modelos considerando os fatores F e G cruza-

dos
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2.1.10 Estrutura ortogonal de parcela

Definição 24 . Um conjunto F de fatores não equivalentes em Ω é uma estrutura ortogonal

de parcela se

(i) todo fator em F é uniforme;

(ii) U ∈ F ;

(iii) E ∈ F ;

(iv) se F ∈ F e G ∈ F então F∨G ∈ F ;

(v) se F ∈ F e G ∈ F então F∧G ∈ F ;

(vi) se F ∈ F e G ∈ F então F é ortogonal a G.

2.1.11 Delineamentos ortogonais

De acordo com Bailey (2005), todo delineamento é constitúıdo por três compo-

nentes. São eles: a estrutura de parcela, a estrutura de tratamento e a função de delineamento

T, a qual aloca os tratamentos às parcelas.

Segundo a mesma autora, uma função de delineamento apresenta a seguinte

propriedade: fatores de tratamento em τ , ortogonais entre si, permanecem ortogonais quando

considerados como fatores em Ω. Repetições iguais garante tal propriedade.

Observe que, se F é um fator de parcela e G um fator de tratamento, então

T�G�F∨G. Assim, F∨G fornece um agrupamento dos tratamentos. E, caso F∨G não tenha

significado natural, o mesmo recebe o nome de pseudo fator de tratamento.

A seguir serão definidos delineamentos ortogonais e o teorema seguinte irá auxi-

liar na localização dos subespaços de tratamento.

Definição 25 . Um delineamento cuja estrutura de parcela consiste de um conjunto F de

fatores em um conjunto Ω de parcelas, cuja estrutura de tratamento consiste de um conjunto

G de fatores em um conjunto τ de tratamentos e cujos tratamentos estão alocados a parcelas

de acordo com a função de delineamento T é um delineamento ortogonal se:
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(i) F é uma estrutura de parcela ortogonal;

(ii) G é uma estrutura de tratamento ortogonal;

(iii) a função T é tal que:

(a) se os fatores de tratamento G1 e G2 estão em G, então, eles permanecem orto-

gonais entre si em Ω;

(b) se F∈ Fe G∈ G então F é ortogonal a G;

(c) se F∈ F e G∈ G então F∨G∈ G.

Teorema 6 . Seja G um fator de tratamento em um delineamento ortogonal. Então, existe

um único fator de parcela F marginal ou equivalente a G, em que todos os demais fatores

de parcela que são marginais ou equivalentes a G são também marginais ou equivalente a F.

Portanto, WG⊆WF .

Demonstração: Sabe-se que o fator E está em F , então E�G, logo existe pelo menos um

fator de parcela marginal ou equivalente a G. Tome os fatores F1, F2, ..., Fn marginais ou

equivalentes a G e seja F = F1 ∨ F2 ∨ . . . ∨ Fn, assim F∈ F e Fi � F � G , ∀ i = 1, . . . , n.

Portanto, F é o fator em questão no teorema.

Agora, pelo Teorema 4 e pela Proposição 5, tem-se que

WG ⊆ VG ⊆ VF .

Suponha que exista um fator H tal que H≺F, assim os fatores H e G não poderão ser marginais,

ou seja, são fatores cruzados. Observe abaixo o diagrama de Hasse para a presente demons-

tração. Esse diagrama funciona como a composição dos diagramas de Hasse para fatores de

tratamento e de parcela.
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H∨G

ssssssssss

G H

F

ssssssssss

Figura 4 - Diagrama de Hasse para a demonstração

Desde que o delineamento seja ortogonal, H∨G é um fator de tratamento, de

acordo com a Definição 25. Logo,

WG ⊆ VG ∩ (VH∨G)⊥ ⇒

⇒WG ⊆ (VH∨G)⊥.

Mas, pelo Teorema 4,

WF ⊆ VF ∩
⋂

H≺F

V⊥H

WF ⊆ VF ∩ [VG
⊥ ∩ VH ∩ (VH∨G)⊥].

Portanto,

WG ⊆WF �

2.1.12 Análise da variância

As descrições a seguir são propostas por Bailey (2005).

A estrutura de parcela F determina a análise da variância nula. Usa-se a estru-

tura de tratamento ortogonal, G e o Teorema 4 para obter a lista de subespaços de tratamento.

No esquema da análise da variância, insere-se uma coluna para fonte de variação,

em que o Teorema 6 auxilia na localização de cada subespaço de tratamento, os quais são

escritos em linhas separadas na coluna para fonte de variação, alocados ao fator de parcela

adequado. Logo, o fator de parcela deve conter, além dos subespaços de tratamentos, uma

linha para reśıduo e outra para o total.
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A coluna para número de graus de liberdade é dividida em duas, à direita

localizam-se os números de graus de liberdade para fatores de parcela e à esquerda para fatores

de tratamento, calculados utilizando o diagrama de Hasse.

Acrescenta-se uma coluna para somas de quadrados, obtidas de acordo com o

Teorema 5, e outra coluna para quadrados médios, calculados dividindo-se as somas de quadra-

dos pelos respectivos graus de liberdade.

Adiciona-se outra coluna para as esperanças dos quadrados médios de cada fator.

Supondo-se que G seja um fator de tratamento e F um fator de parcela em um delineamento

ortogonal. Então

E[Soma de Quadrados (G)] = E[‖QGy‖2]

= ‖σG‖2 + dGσF

= σ2
G + dGσF .

Logo,

E[Quadrado Médio (G)] = E

[
‖QGy‖2

dG

]

=
σ2

G

dG

+ σ2
F .

As esperanças dos quadrados médios indicam a razão apropriada para o teste F.

2.2 Material e métodos

2.2.1 Material

Utilizaram-se dois conjuntos de dados no presente estudo, provenientes de ex-

perimentos realizados junto a Escola Superior de Agricultura “Luiz de Queiroz”e, descritos a

seguir:

2.2.1.1 Experimento I

Os dados deste primeiro experimento são parte da tese do aluno do programa de

Pós-Graduação em Ciência Animal e Pastagem (Depatamento de Zootecnia/ESALQ/USP),

Omer Cavalcanti de Almeida, sob orientação do professor Dr. Alexandre Vaz Pires.
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O presente experimento teve por objetivo verificar a influência do óleo de soja

na produção de leite em cabras Saanen.

Utilizaram-se quatro cabras Saanen mult́ıparas em lactação com produção e

peŕıodo de lactação próximos. Aplicaram-se às mesmas quatro tratamentos em quatro peŕıo-

dos distintos sendo observada a produção de leite de cada animal durante cinco dias em cada

peŕıodo, de tal modo que o experimento seguisse o delineamento quadrado-latino 4×4, con-

forme croqui apresentado na Tabela 1.

Os tratamentos utilizados foram:

Dieta base (Controle);

Dieta base + dose de 30g de óleo de soja;

Dieta base + dose de 60g de óleo de soja;

Dieta base + dose de 90g de óleo de soja,

em que, as doses de óleo de soja foram aplicadas diretamente na cavidade bucal de cada animal

com o aux́ılio de uma seringa.

Tabela 1 - Croqui do Experimento I, em que os ı́ndices em cada casela referem-se aos dias

(subparcelas)

Animal1 Animal2 Animal3 Animal4

Peŕıodo1 T1 1,...,5 T3 6,...,10 T2 11,...,15 T4 16,...,20

Peŕıodo2 T2 21,...,25 T1 26,...,30 T4 31,...,35 T3 36,...,40

Peŕıodo3 T3 41,...,45 T4 46,...,50 T1 51,...,55 T2 56,...,60

Peŕıodo4 T4 61,...,65 T2 66,...,70 T3 71,...,75 T1 76,...,80

2.2.1.2 Experimento II

Os dados do segundo experimento são parte da dissertação do aluno do programa

de Pós-Graduação em Ciência Animal e Pastagem (Depatamento de Zootecnia/ESALQ/USP),

Leandro Coelho de Araujo, sob orientação da professora Dra. Patŕıcia Menezes Santos, da

Embrapa Pecuária Sudeste localizada em São Carlos/SP.
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Este experimento teve por objetivo avaliar caracteŕısticas produtivas do Capim

Marandu, quando submetido à deficit h́ıdrico nas fases de semeadura, germinação e perfilha-

mento.

Conduziu-se o experimento em vasos plásticos, em casa de vegetação, com

condições de temperatura, pressão e caracteŕısticas do solo (umidade e adubação), contro-

ladas.

Figura 5 - Ilustração do Experimento II

Utilizou-se o delineamento em blocos ao acaso (quatro blocos) com esquema de

tratamento fatorial mais controle, cujos fatores de tratamento foram Grau, que caracteriza os

ńıveis de água no solo para retorno a irrigação após o peŕıodo de deficit h́ıdrico e Época, que

indica a época de suspensão da irrigação (deficit h́ıdrico), com os respectivos ńıveis descritos

a seguir:

Testemunha: sem déficit h́ıdrico, com unidade do solo mantida próxima a Ucc durante

todo o peŕıodo experimental;

Grau 1: irrigação suspensa até a umidade do solo atingir 75% de Ucc , e posteriormente

mantida como no tratamento Testemunha;

Grau 2: irrigação suspensa até a umidade do solo atingir 50% de Ucc , e posteriormente
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mantida como no tratamento Testemunha;

Grau 3: irrigação suspensa até a umidade do solo atingir 25% de Ucc , e posteriormente

mantida como no tratamento Testemunha;

Época 1: suspensão da irrigação imediatamente após a semeadura;

Época 2: suspensão da irrigação no momento da germinação de ao menos 50% das se-

mentes;

Época 3: suspensão da irrigação no ińıcio do perfilhamento primário de ao menos 50%

das plantas,

em que, Ucc é a umidade à capacidade de campo do solo.

No decorrer do experimento diferentes variáveis foram observadas, tais como:

número de perfilhos surgidos, altura de plantas, folhas (lâmina foliar), colmos (colmos +

bainha), matéria verde, área foliar, matéria seca e raiz. Porém, no presente estudo utilizou-se

apenas a variável resposta peso das folhas de cada unidade experimental, dadas em gramas.

2.2.2 Métodos

Utilizaram-se os teoremas e proposições apresentados nas seções anteriores, a

fim de justificar algebricamente as regras de construção e utilização do diagrama de Hasse

propostas por Brien (2007), as quais paralelamente, foram introduzidas.

2.2.2.1 Fatores experimentais

A prinćıpio identificaram-se os fatores experimentais, ou seja, quais fatores eram

de tratamento e quais fatores eram de parcela. A regra abaixo, proposta por Brien (2007)

auxiliou em tal identificação:

Regra 1: Fazer a seguinte pergunta:

Para uma unidade observacional, pode-se identificar os ńıveis do fator

associados à unidade se a aleatorização não foi efetuada?

No caso da resposta ser afirmativa, trata-se de um fator de parcela. Caso contrário, o fator

será de tratamento.
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2.2.2.2 Estrutura experimental

Em seguida, foram apontadas as classes de cada fator, com o objetivo de verificar

a ortogonalidade entre os mesmos.

Paralelamente, estabeleceram-se as relações de aninhamento ou cruzamento entre

os fatores experimentais seus respectivos números de ńıveis. Como conseqüência, com base nas

Regras 2 e 3, apresentou-se a estrutura experimental e sua expansão.

Regra 2: A estrutura experimental é determinada como segue:

1. Descreve-se a relação entre os fatores de parcela no experimento;

2. Analogamente, descreve-se a relação entre

(i) os fatores de tratamento, e

(ii) os fatores de tratamento e de parcela, quando necessário.

E acrescenta-se o número de ńıveis dos fatores em frente aos respectivos nomes (BRIEN, 2007).

Tendo definida a estrutura experimental, Brien (2007) sugere que tal fórmula

seja expandida, com o objetivo de se obterem os termos que serão inclúıdos no modelo e na

tabela de análise da variância. O mesmo autor apresenta uma outra regra, para a realização

dessa expansão.

Regra 3: Considere os fatores F e G em um mesmo conjunto. As regras para a expansão da

fórmula estrutural são:

F ∗G = F + G + F : G

F/G = F + G [F ]

em que no primeiro lado da equação encontram-se as fórmulas estruturais e no segundo

encontram-se as fórmulas expandidas, de tal modo que

F∗G representa o fator F cruzado com o fator G,

F/G representa o fator G aninhado ao fator F,

F:G representa a interação entre os fatores F e G, e

G[F] representa o fator G dentro do fator F.
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2.2.2.3 Subespaços ortogonais

Os cálculos desenvolvidos a seguir auxiliaram na obtenção dos subespaços W’s,

ortogonais entre si.

Seja F≺G e y∈

( ⋂
G�F

VG

)
, obter WF significa identificar os vetores ortogonais

a y em VF . Ou seja, a coleção de vetores PFy, ∀ y ∈

( ⋂
G�F

VG

)
.

Seja então, VF um subespaço de dimensão nF e BF uma base para VF , tal que

BF = [b1b2 . . .bnF
]

=


b11 b12 . . . b1nF

b21 b22 . . . b2nF

...
...

. . .
...

bn1 bn2 . . . bnnF

 .

Seja também,

y =


y1

y2

...

yn

 .

Então,
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PFy =

nF∑
i=1

< y,bi >

‖bi‖2
bi

=
b11y1 + b21y2 + . . .+ bn1yn

b2
11 + b2

21 + . . .+ b2
n1


b11

b21

...

bn1

 +

+
b12y1 + b22y2 + . . .+ bn2yn

b2
12 + b2

22 + . . .+ b2
n2


b12

b22

...

bn2

 +

+ . . . +

+
b1nF

y1 + b2nF
y2 + . . .+ bnnF

yn
b2

1nF
+ b2

2nF
+ . . .+ b2

nnF


b1nF

b2nF

...

bnnF


=

b′1y

b′1b1

· b1 +
b′2y

b′2b2

· b2 + . . .+
b′nF

y

b′nF
bnF

· bnF

= b1 ·
b′1y

b′1b1

+ b2 ·
b′2y

b′2b2

+ . . .+ bnF
· b′nF

y

b′nF
bnF

=

[
b1

1

b′1b1

b′1 + b2
1

b′2b2

b′2 + . . .+ bnF

1

b′nF
bnF

b′nF

]
y.

Observe que

B′FBF =


b′1b1 b′1b2 . . . b′1bnF

b′2b1 b′2b2 . . . b′2bnF

...
...

. . .
...

b′nF
b1 b′nF

b2 . . . b′nF
bnF

 .

Mas, b′ibj = 0, ∀i 6= j. Assim,

B′FBF =


b′1b1 0 . . . 0

0 b′2b2 . . . 0
...

...
. . .

...

0 0 . . . b′nF
bnF

 .



55

E,

(B′FBF )−1 =



1

b′1b1

0 . . . 0

0
1

b′2b2

. . . 0

...
...

. . .
...

0 0 . . .
1

b′nF
bnF


.

Logo,

BF (B′FBF )−1B′Fy =

[
b1

1

b′1b1

b′1 + b2
1

b′2b2

b′2 + . . .+ bnF

1

b′nF
bnF

b′nF

]
y.

Portanto, BF (B′FBF )−1B′Fy = PFy, ou seja, BF (B′FBF )−1B′F é uma base

para o subespaço WF .

Então, a projeção ortogonal de y em WF , QFy, analogamente, pode ser escrita

da seguinte forma:

QFy =

[
BF (B′FBF )−1B′F

]{[
BF (B′FBF )−1B′F

]′[
BF (B′FBF )−1B′F

]}−1[
BF (B′FBF )−1B′F

]′
y

=

[
BF (B′FBF )−1B′F

][
BF (B′FBF )−1B′FBF (B′FBF )−1B′F

]−1[
BF (B′FBF )−1B′F

]
y

=

[
BF (B′FBF )−1B′F

][
BF (B′FBF )−1B′F

]−1[
BF (B′FBF )−1B′F

]
y

= BF (B′FBF )−1B′Fy

Conclui-se então, que BF (B′FBF )−1B′F é a matriz de projeção ortogonal de y

em VF e também de y em WF .

2.2.2.4 Ortogonalidade entre fatores

De acordo com Taylor e Hilton (1981), o digrama de Hasse apenas pode ser

obtido sob a condição de ortogonalidade dos fatores. Verificou-se tal pressuposto por meio

das propriedades de seus subespaços. Conforme sugere o Teorema 3, suponha que sejam dois

os fatores, F e G. Identificou-se a existência de uma constante c∆ para cada classe de F∨G,

conforme a Equação 1, dada por:

sij = c∆piqj, em que
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pi é o tamanho da i-ésima classe de F;

qj é o tamanho da j-ésima classe de G e

sij é o tamanho da interseção entre as classes relevantes de F e G.

E, por meio das definições 23 e 24 garantiram-se as existências de estruturas

ortogonais de tratamento e parcela. Enquanto que a Definição 25 assegurou a ortogonalidade

do delineamento.

2.2.2.5 Diagrama de Hasse e número de graus de liberdade

Comprovada a ortogonalidade entre os fatores, pôde-se desenhar os diagramas de

Hasse para tratamentos e parcelas, para tanto utilizou-se a Regra 4, a qual deriva do Teorema

4.

Regra 4: O diagrama de Hasse para a fórmula estrutural, de um conjunto de fatores, sejam

eles fatores de tratamento ou de parcela, é formado colocando acima aquele que tem todos os

demais fatores como marginais a ele, conectando-os por um segmento. Logo, fatores cruzados

ficam um ao lado do outro. O fator Universal, geralmente representado pela média geral,

é inclúıdo no topo do diagrama. E, no final do diagrama consta a representação do ı́nfimo

entre os fatores, aquele fator que é marginal a todos os demais. Do lado esquerdo do fator

generalizado escreve-se o número de ńıveis e do lado direito o número de graus de liberdade

para a correspondente fonte de variação, que é obtido pela diferença entre o número de seus

ńıveis e a soma dos números de graus de liberdade de todos os fatores generalizados para os

quais o mesmo é marginal (BRIEN, 2007).

1 U 1

nG G nG−1

nF F nF−nG

Figura 6 - Graus de liberdade no diagrama de Hasse, tal que F≺G
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1 U

oooooooooooooo

OOOOOOOOOOOOOO
1

nF F nF−1 nG G nG−1

nFnG F∧G

OOOOOOOOOOOOO

ooooooooooooo
(nF−1)(nG−1)

Figura 7 - Graus de liberdade no diagrama de Hasse para os fatores F e G, cruzados

2.2.2.6 Somas de quadrados

Sejam os fatores F e G, tais que F≺G. De acordo com o Teorema 5, tem-se:

SQ(F ) = SQC(F )−
∑
G�F

SQ(G).

Mas, pela Seção 2.2.2.3, pode-se escrever:

SQ(F ) =

[
BF (B′FBF )−1B′Fy

]2

−
∑
G�F

[
BG(B′GBG)−1B′Gy

]2

= y′
[
BF (B′FBF )−1B′F

]
y − y′

[∑
G�F

BG(B′GBG)−1B′G

]
y

Logo,

SQ(F ) = y′
[
BF (B′FBF )−1B′F −

∑
G�F

BG(B′GBG)−1BG

]
y. (2)

Portanto, as somas de quadrados podem ser obtidas por meio da Equação 2.

Pode-se observar que a mesma é uma forma quadrática e a quinta regra proposta por Brien

(2007), fundamentada pelos cálculos da Seção 2.2.2.3, sugere a utilização do diagrama de Hasse

a fim de lograr as matrizes núcleo das formas quadráticas. Assim, as somas de quadrados de

interesse foram calculadas a partir da Regra 5, ilustrada pelas Figuras 8 e 9.

Regra 5: Para cada fator generalizado em uma fórmula estrutural existe um operador linear

médio e uma matriz, denotados por M e Q, respectivamente. Tais matrizes Q são as matrizes

núcleo das formas quadráticas, as quais representam as somas de quadrados. As expressões

para Q são obtidas em termos dos operadores M com o aux́ılio do diagrama de Hasse para
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cada fórmula estrutural. Então, no diagrama, do lado esquerdo de cada fator generalizado

acrescenta-se a respectiva matriz Q e, do lado direito as expressões em função dos operadores,

as quais são obtidas subtraindo-se do operador M do fator em questão, as matrizes Q dos

fatores para o qual o mesmo é marginal.

QU U MU

QG G MG−MU

QF F MF−MG

Figura 8 - Expressões das somas de quadrados no diagrama de Hasse, tal que F≺G

QU U

iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii

UUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUU MU

QF F MF−MU QG G MG−MU

QF∧G F∧G

UUUUUUUUUUUUUUUUUUUU

iiiiiiiiiiiiiiiiiiii
MF∧G−MF−MG+MU

Figura 9 - Expressões das somas de quadrados no diagrama de Hasse para os fatores F e G,

cruzados

Em que:

MU = BU(B′UBU)−1B′U

MF = BF (B′FBF )−1B′F

MG = BG(B′GBG)−1B′G

MF∧G = BF∧G(B′F∧GBF∧G)−1B′F∧G

e,

QU = MU

QF = MF −MU
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QG = MG −MU

QF∧G = MF∧G −MF −MG + MU

2.2.2.7 Análise da variância e modelo maximal

Formou-se a tabela da análise da variância através dos passos listados na Regra

6, descrita por Brien (2007).

Regra 6:

1. Listam-se todos os fatores de parcela na coluna para Fonte, seus respectivos números de

graus de liberdade na coluna gl e suas formas quadráticas na coluna SQ;

2. Colocam-se os fatores de tratamentos indentados sob o fator de parcela com o qual é

confundido, acrescentam-se seus números de graus de liberdade e, se o delineamento for

ortogonal, suas formas quadráticas;

3. As fontes Residuais são adicionadas de tal forma que estejam indentadas ao respectivo

fator de parcela, abaixo de todos os fatores de tratamento identados ao mesmo, e seus

números de graus de liberdade e formas quadráticas são calculados por diferença. Para

experimentos ortogonais, a matriz da forma quadrática para o Reśıduo é a diferença das

matrizes das formas quadráticas a partir da qual é calculada.

Cabe salientar que as análises de variância foram realizadas com o auxilio do

software estat́ıstico R.

A esperança e a variância dos termos do modelo maximal foram calculadas se-

gundo a Regra 7, dada a seguir:

Regra 7:

1. Designa-se cada fator do experimento como fixo ou aleatório;

2. Determina-se se o fator é um termo potencial para esperança ou variância como segue:

fatores que envolvem somente fatores (originais) fixos são termos potenciais para a espe-

rança e fatores que contém pelo menos um fator (original) aleatório se tornará termo para

a variação. Se não houver fator de parcela que tenha sido classificado como aleatório, o

termo consistindo de todos os fatores de parcela será designado como aleatório;
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3. A esperança do modelo maximal é então a soma de todos os termos esperados exceto

aqueles que são marginais a um termo no modelo; se não existirem termos esperados, o

modelo consiste de um único termo para a média geral;

4. A variância do modelo maximal é a soma de todos os termos de variação (BRIEN, 2007).

2.2.2.8 Esperanças dos quadrados médios

Brien (2007) sugere os seguintes passos para a construção das esperanças dos

quadrados médios para um experimento segundo um delineamento ortogonal:

Regra 8:

1. Para cada fórmula estrutural, toma-se o diagrama de Hasse dos fatores generalizados para

a fórmula e, para cada fator generalizado F, substitui-se o número de combinações de

ńıveis, f, à esquerda por i) (n/f) σ2

F se F é um termo na variação do modelo, ou ii) q(ψ)

se F é um termo potencial da esperança do modelo. À direita de cada fator generalizado

F, informa-se a respectiva contribuição para a esperança do quadrado médio incluindo:

a) a expressão a esquerda para toda variação do fator generalizado V para o qual F

é marginal (F�V), iniciando com o mais abaixo de V até F, isto é, a expressão a

esquerda para todo V diretamente ou indiretamente conectado a F; e

b) a expressão para F a sua esquerda.

2. Adicionam-se as contribuições dos fatores de parcela a esperança do quadrado médio,

calcula-se no diagrama de Hasse, para a tabela de análise da variância, colocando cada

contribuição de acordo com sua fonte na tabela, a menos que a fonte tenha sido des-

dobrada, neste caso coloca-se a contribuição de acordo com a fonte na qual tenha sido

desdobrada.

3. Repete-se o passo 2 para a outra fórmula estrutural, adicionando a contribuição daqueles

que já estão na tabela. Entretanto se o fator generalizado ocorrer mais que uma vez no

diagrama de Hasse, seu (n/f) σ2

F ou q(ψ) é adicionado somente uma vez.

Logo, utilizou-se da Regra 8 para lograr as esperanças dos quadrados médios de

cada fator generalizado.
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2.3 Resultados e discussões

2.3.1 Experimento I

2.3.1.1 Fatores experimentais

De acordo com a descrição do experimento, houve apenas um fator de trata-

mento, denominado Tratamentos, representando as doses de óleo de soja, em g. E, os fatores

de parcela foram denominados por Peŕıodo, Animal e Dias.

2.3.1.2 Estrutura experimental

Para parcelas tem-se:

(4Peŕıodo*4Animal)/5Dias.

Logo,

Est. de parcela = Peŕıodo + Animal + Peŕıodo:Animal + Dias[Peŕıodo:Animal].

E, para tratamentos:

4Tratamentos.

Assim,

Est. de tratamento = Tratamentos

2.3.1.3 Ortogonalidade entre fatores

De acordo com a Definição 25, para que o delineamento seja ortogonal devem-se

ter estruturas ortogonais de tratamento e parcela. Como tem-se apenas um fator de tratamento,

concluiu-se que a estrutura de tratamento é ortogonal.

Para fatores de parcela, conforme Teorema 2 os fatores: Peŕıodo e

Peŕıodo∧Animal, Animal e Peŕıodo∧Animal, Peŕıodo e Dias[Peŕıodo∧Animal], Animal e

Dias[Peŕıodo∧Animal] e, Peŕıodo∧Animal e Dias[Peŕıodo∧Animal] são ortogonais entre si.

Para se afirmar que a estrutura de parcela é ortogonal deve-se mostrar a ortogonalidade entre

os fatores Peŕıodo e Animal. Para tanto, apresentaram-se as classes de cada fator de interesse.
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Classe de Peŕıodo contendo a subparcela 1:

(Peŕıodo)1 = {1, . . . , 20} ⇒ p1 = 20.

Classe de Peŕıodo contendo a subparcela 21:

(Peŕıodo)2 = {21, . . . , 40} ⇒ p2 = 20.

Classe de Peŕıodo contendo a subparcela 41:

(Peŕıodo)3 = {41, . . . , 60} ⇒ p3 = 20.

Classe de Peŕıodo contendo a subparcela 61:

(Peŕıodo)4 = {61, . . . , 80} ⇒ p4 = 20.

Classe de Animal contendo a subparcela 1:

(Animal)1 = {1, . . . , 5, 21, . . . , 25, 41, . . . , 45, 61, . . . , 65} ⇒ q1 = 20.

Classe de Animal contendo a subparcela 6:

(Animal)2 = {6, . . . , 10, 26, . . . , 30, 46, . . . , 50, 66, . . . , 70} ⇒ q2 = 20.

Classe de Animal contendo a subparcela 1:

(Animal)3 = {11, . . . , 15, 31, . . . , 35, 51, . . . , 55, 71, . . . , 75} ⇒ q3 = 20.

Classe de Animal contendo a subparcela 1:

(Animal)4 = {16, . . . , 20, 36, . . . , 40, 56, . . . , 60, 76, . . . , 80} ⇒ q4 = 20.

Como,


pi = 20, ∀ i = 1, 2, 3, 4

qj = 20, ∀ j = 1, 2, 3, 4

sij = 5, ∀ i, j = 1, 2, 3, 4
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tem-se:

5 = c∆ · 20 · 20⇒

⇒ c∆ =
1

80
.

Sabendo-se que o supremo entre os fatores Peŕıodo e Animal é o fator Universal,

M e, como existe uma constante c∆ para a única classe de M, pelo Teorema 3, concluiu-se que

os fatores de interesse são ortogonais. E, portanto, a estrutura de parcela é ortogonal.

Basta então, verificar a veracidade do ı́tem (iii) da Definição 25. Quaisquer dois

fatores de parcela e tratamento devem ser ortogonais entre si quando consideradas as classe

sob o subespaço indexado por Ω. Assim, construiu-se o diagrama de Hasse combinado para os

fatores de tratamento e parcela, apresentado na Figura 10.

M

ooooooooooooo

@@
@@

@@
@@

@@
@@

@@
@@

@@
@@

@

Peŕıodo Animal

Peŕıodo∧Animal

@@@@@@@@

~~~~~~~~

Tratamentos

Dias[Peŕıodo∧Animal]

@@@@@@@

oooooooooooo

Figura 10 - Diagrama de Hasse combinado para fatores de tratamento e de parcela no Expe-

rimento I

As classes de Tratamentos indexadas por Ω foram dadas por:

Classe de Tratamentos contendo a subparcela 1:

(Tratamentos)1 = {1, . . . , 5, 26, . . . , 30, 51, . . . , 55, 76, . . . , 80} ⇒ p1 = 20.

Classe de Tratamentos contendo a subparcela 6:

(Tratamentos)2 = {6, . . . , 10, 36, . . . , 40, 41, . . . , 45, 71, . . . , 75} ⇒ p2 = 20.
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Classe de Tratamentos contendo a subparcela 11:

(Tratamentos)3 = {11, . . . , 15, 21, . . . , 25, 56, . . . , 60, 66, . . . , 70} ⇒ p3 = 20.

Classe de Tratamentos contendo a subparcela 16:

(Tratamentos)4 = {16, . . . , 20, 31, . . . , 35, 46, . . . , 50, 61, . . . , 65} ⇒ p4 = 20.

E, as classes de Peŕıodo∧Animal foram dadas por:

Classe de Peŕıodo∧Animal contendo a subparcela 1:

(Peŕıodo ∧ Animal)1 = {1, . . . , 5}.

Classe de Peŕıodo∧Animal contendo a subparcela 6:

(Peŕıodo ∧ Animal)2 = {6, . . . , 10}.

Classe de Peŕıodo∧Animal contendo a subparcela 11:

(Peŕıodo ∧ Animal)3 = {11, . . . , 15}.

Classe de Peŕıodo∧Animal contendo a subparcela 16:

(Peŕıodo ∧ Animal)4 = {16, . . . , 20}.

Classe de Peŕıodo∧Animal contendo a subparcela 21:

(Peŕıodo ∧ Animal)5 = {21, . . . , 25}.

Classe de Peŕıodo∧Animal contendo a subparcela 26:

(Peŕıodo ∧ Animal)6 = {26, . . . , 30}.

Classe de Peŕıodo∧Animal contendo a subparcela 31:

(Peŕıodo ∧ Animal)7 = {31, . . . , 35}.



65

Classe de Peŕıodo∧Animal contendo a subparcela 36:

(Peŕıodo ∧ Animal)8 = {36, . . . , 40}.

Classe de Peŕıodo∧Animal contendo a subparcela 41:

(Peŕıodo ∧ Animal)9 = {41, . . . , 45}.

Classe de Peŕıodo∧Animal contendo a subparcela 46:

(Peŕıodo ∧ Animal)10 = {46, . . . , 50}.

Classe de Peŕıodo∧Animal contendo a subparcela 51:

(Peŕıodo ∧ Animal)11 = {51, . . . , 55}.

Classe de Peŕıodo∧Animal contendo a subparcela 56:

(Peŕıodo ∧ Animal)12 = {56, . . . , 60}.

Classe de Peŕıodo∧Animal contendo a subparcela 61:

(Peŕıodo ∧ Animal)13 = {61, . . . , 65}.

Classe de Peŕıodo∧Animal contendo a subparcela 66:

(Peŕıodo ∧ Animal)14 = {66, . . . , 70}.

Classe de Peŕıodo∧Animal contendo a subparcela 71:

(Peŕıodo ∧ Animal)15 = {71, . . . , 75}.

Classe de Peŕıodo∧Animal contendo a subparcela 76:

(Peŕıodo ∧ Animal)16 = {76, . . . , 80}.

Verificou-se a ortogonalidade entre os fatores generalizados Peŕıodo e Tratamen-

tos, Animal e Tratamentos e, Peŕıodo∧Animal e Tratamentos conforme segue:
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Para (Peŕıodo)i e (Tratamentos)j, com i = 1, . . . , 4 e j = 1, . . . , 4:

Como,


pi = 20,∀ i = 1, . . . , 4

qj = 20,∀ j = 1, . . . , 4

sij = 5,∀ i = 1, . . . , 4 e j = 1, . . . , 4

tem-se:

sij = c∆ · pi · qj

5 = c∆ · 20 · 20

Assim,

c∆ =
1

80
.

Para (Animal)i e (Tratamentos)j, com i = 1, . . . , 4 e j = 1, . . . , 4:

Como,


pi = 20,∀ i = 1, . . . , 4

qj = 20,∀ j = 1, . . . , 4

sij = 5,∀ i = 1, . . . , 4 e j = 1, . . . , 4

tem-se:

sij = c∆ · pi · qj

5 = c∆ · 20 · 20

Logo,

c∆ =
1

80
.

Para (Peŕıodo∧Animal)i e (Tratamentos)j, com i = 1, . . . , 16 e j = 1, . . . , 4:

Como,


pi = 5,∀ i = 1, . . . , 16

qj = 20,∀ j = 1, . . . , 4

sij = 5,∀ i = 1, . . . , 16 e j = 1, . . . , 4
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tem-se:

sij = c∆ · pi · qj

5 = c∆ · 5 · 20

Logo,

c∆ =
1

20
.

Sabendo-se que o fator supremo para todos os casos é o próprio fator M, o qual

possui apenas uma classe, e que as constantes c∆ existem para os mesmos casos, concluiu-se que

os fatores em questão são ortogonais entre si. E, como o fator Dias[Peŕıodo∧Animal] é marginal

a todos os demais fatores, segue pelo Teorema 2 que Dias[Peŕıodo∧Animal] é ortogonal aos

mesmos. Portanto, o delineamento é ortogonal.

2.3.1.4 Subespaços definidos pelos fatores e decomposição ortogonal

Uma base para VM , subespaço definido pelo fator Universal M, deu-se por XM ,

a seguir:

XM =


1

1

. . .

1


80×1

.

As construções das bases dos demais subespaços vetoriais, definidos pelos fatores

generalizados, basearam-se no croqui do experimento, apresentado na Figura 1.

Fatores de tratamento

O fator generalizado Tratamentos define um subespaço sobre o espaço vetorial V indexado

por τ . Assim, uma base para o subespaço VT , definido por Tratamentos, deu-se por:
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XT =



15 0 0 0

0 0 15 0

0 15 0 0

0 0 0 15

0 15 0 0

15 0 0 0

0 0 0 15

0 0 15 0

0 0 15 0

0 0 0 15

15 0 0 0

0 15 0 0

0 0 0 15

0 15 0 0

0 0 15 0

15 0 0 0


80×4

.

Fatores de parcela

Uma base para o subespaço VP , definido pelo fator Peŕıodo:

XP =


120 0 0 0

0 120 0 0

0 0 120 0

0 0 0 120


80×4

.

Base para o subespaço VA, definido pelo fator Animal:

XA =



15 0 0 0

0 15 0 0

0 0 15 0

0 0 0 15

. . . . . . . . . . . .


80×4
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Base para o subespaço VPA, definido pelo fator Peŕıodo∧Animal:

XPA =


15 0 . . . 0

0 15 . . . 0
...

...
. . .

...

0 0 . . . 15


80×16

Como Dias[Peŕıodo∧Animal] corresponde ao fator Igualdade do experimento, uma base

para o subespaço gerado pelo mesmo deu-se pela matriz Identidade de ordem 80, I80.

Logo, VM , VT , VP , VA, VPA e VD são os subespaços gerados pelas combinações

lineares dos vetores em XM , XT , XP , XA, XPA, XD, respectivamente.

Sabendo-se que os subespaços acima não são ortogonais entre si, buscaram-se os

subespaços W’s que satisfazem tal interesse e, que são gerados pelas bases a seguir, de acordo

com a Seção 4.3.

MWM
= XM(X′MXM)−1X′M

MWT
= XT (X′TXT )−1X′T

MWP
= XP (X′PXP )−1X′P

MWA
= XA(X′AXA)−1X′A

MWPA
= XPA(X′PAXPA)−1X′PA

MWD
= XD(X′DXD)−1X′D

2.3.1.5 Diagrama de Hasse e número de graus de liberdade

Diagrama de Hasse para fatores de parcela:
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1 M

ooooooooooooo

OOOOOOOOOOOOO
1

4 Peŕıodo 3 4 Animal 3

16 Peŕıodo∧Animal

OOOOOOOOOOOO

oooooooooooo

9

80 Dias[Peŕıodo∧Animal] 64

Figura 11 - Números de graus de liberdade no diagrama de Hasse para os fatores de parcela

no Experimento I

Diagrama de Hasse para fatores de tratamento:

1 M 1

4 Tratamentos 3

Figura 12 - Números de graus de liberdade no diagrama de Hasse para fatores de tratamento

no Experimento I

2.3.1.6 Somas de quadrados

Obtenção das matrizes núcleo das formas quadráticas, ou seja, das somas de

quadrados.

Diagrama de Hasse para fatores de parcela:
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QM M

ooooooooooooo

OOOOOOOOOOOOO
MM

QP Peŕıodo MP−MM QA Animal MA−MM

QPA Peŕıodo∧Animal

OOOOOOOOOOOO

oooooooooooo
MPA−MP−MA+MM

QD Dias[Peŕıodo∧Animal] MD−MPA

Figura 13 - Matrizes núcleo dos fatores de parcela no Experimento I

Diagrama de Hasse para fatores de tratamento:

QM M MM

QT Tratamentos MT−MM

Figura 14 - Matrizes núcleo dos fatores de tratamento no Experimento I

2.3.1.7 Esperança dos quadrados médios

Os diagramas de Hasse com as contribuições para a esperança dos quadrados

médios foram:

Para fatores de parcela, em que todos foram considerados aleatórios.
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1 M

ooooooooooooo

OOOOOOOOOOOOO
1

20σ2
P Peŕıodo σ2

D+5σ2
PA+20σ2

P 20σ2
A Animal σ2

D+5σ2
PA+20σ2

A

5σ2
PA Peŕıodo∧Animal

OOOOOOOOOOOO

oooooooooooo
σ2

D+5σ2
PA

σ2
D Dias[Peŕıodo∧Animal] σ2

D

Figura 15 - Contribuições para as esperanças dos quadrados médios no diagrama de Hasse

para fatores de parcela no Experimento I

Para fatores de tratamento, os quais foram considerados fixos.

1 M 1

qT (ψ) Tratamentos qT (ψ)

Figura 16 - Contribuições para as esperanças dos quadrados médios no diagrama de Hasse

para fatores de tratamento no Experimento I

2.3.1.8 Esquema da análise da variância

Sabendo-se que os tratamentos foram aplicados às parcelas, ou seja, a cada

unidade da interação Peŕıodo∧Animal, o esquema da análise da variância fica:
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Tabela 2 - Esquema da análise da variância para o Experimento I

Fonte de variação gl SQ E(QM)

Total 79

Peŕıodo 3 y′QPy σ2
D + 5σ2

PA + 20σ2
P

Animal 3 y′QAy σ2
D + 5σ2

PA + 20σ2
A

Peŕıodo∧Animal 9 y′QPAy

Tratamentos 3 y′QTy σ2
D + 5σ2

PA + qT (ψ)

Reśıduo 6 por diferença σ2
D + 5σ2

PA

Dias[Peŕıodo∧Animal] 64 y′QDy σ2
D

2.3.2 Experimento II

2.3.2.1 Fatores experimentais

Os tratamentos do experimento em questão foram obtidos através da composição

que pode ser observada na Tabela 3.

Tabela 3 - Composição dos tratamentos no Experimento II

Testemunha 75% 50% 25%

Testemunha T1

Semeadura T2 T3 T4

Germinação T5 T6 T7

Perfilho T8 T9 T10

Notou-se que o conjunto de tratamentos é composto por dois subconjuntos dis-

juntos,

Fatorial + tratamento adicional,

logo, criou-se um pseudo fator de tratamento, Controle, com dois ńıveis, no qual os tratamen-

tos estão aninhados, a fim de se obter a ortogonalidade entre os fatores, o que verificou-se

posteriormente.

Portanto, os fatores experimentais são: Blocos e Parcelas, fatores de parcela, e

Controle, Época e Grau, fatores de tratamento.
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2.3.2.2 Estrutura experimental

Para parcelas tem-se:

4Blocos/10Parcelas.

Logo,

Est. de parcela = Blocos + Parcelas[Blocos].

E, para tratamentos:

2Controle/(4Época*4Grau).

Assim,

Est. de tratamento = Controle/(Época + Grau + Época:Grau)

= Controle + Época[Controle] + Grau[Controle] + Época:Grau[Controle].

2.3.2.3 Ortogonalidade entre fatores

É sabido que Parcelas≺Blocos, assim pelo Teorema 2 os mesmos são ortogonais

entre si. Procede do mesmo modo a ortogonalidade entre os fatores Controle e Época, Controle

e Grau, Época e Época∧Grau e, Grau e Época∧Grau.

Para a verificação da ortogonalidade entre os fatores Época e Grau, listaram-se

as classes dos respectivos fatores e as classes de Controle, que é o fator supremo aos fatores de

interesse.

Classe de Época contendo o tratamento T1:

(Época)1 = {T1} ⇒ p1 = 1.

Classe de Época contendo o tratamento T2:

(Época)2 = {T2,T3,T4} ⇒ p2 = 3.

Classe de Época contendo o tratamento T5:

(Época)3 = {T5,T6,T7} ⇒ p3 = 3.
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Classe de Época contendo o tratamento T8:

(Época)4 = {T8,T9,T10} ⇒ p4 = 3.

Classe de Grau contendo o tratamento T1:

(Grau)1 = {T1} ⇒ q1 = 1.

Classe de Grau contendo o tratamento T2:

(Grau)2 = {T2,T5,T8} ⇒ q2 = 3.

Classe de Grau contendo o tratamento T3:

(Grau)3 = {T3,T6,T9} ⇒ q3 = 3.

Classe de Grau contendo o tratamento T4:

(Grau)4 = {T4,T7,T10} ⇒ q4 = 3.

Classe de Controle contendo o tratamento T1:

(Controle)1 = {T1}.

Classe de Controle contendo o tratamento T2:

(Controle)2 = {T2,T3,T4,T5,T6,T7,T8,T9,T10}.

As interseções entre as classes de Época e Grau são dadas por:

Para (Controle)1:

s11 = 1, p1 = 1, q1 = 1 e ∀i, j 6= 1 sij = 0.

⇒ 1 = c∆1 · 1 · 1⇒ c∆1 = 1.

Para (Controle)2:
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Como,


pi = 3, ∀ i = 2, 3, 4

qj = 3, ∀ j = 2, 3, 4

sij = 1, ∀ i, j = 2, 3, 4

tem-se:

1 = c∆2 · 3 · 3⇒

⇒ c∆2 =
1

9
.

Assim, existe uma constante c∆1 = 1 para a primeira classe de Controle e existe

uma segunda constante c∆2 =
1

9
para a segunda classe de Controle. Logo, verificou-se que os

fatores Época e Grau são ortogonais. Portanto, o experimento apresenta estrutura ortogonal

de parcela e de tratamento.

De acordo com a Definição 25, para comprovar que o delineamento utilizado

trata-se de um delineamento ortogonal deve-se ainda, verificar as condições apresentadas no

ı́tem (iii).

Notou-se que a relação de marginalidade entre os fatores de tratamento não se

altera quando considerado o subespaço indexado por Ω. Assim, bastou assegurar a ortogona-

lidade entre os fatores Época e Grau. Para tanto, organizaram-se os dados conforme a Tabela

4 e foram reescritas as classes dos fatores de tratamento.

Tabela 4 - Organização dos dados do Experimento II, informando o número da parcela (́ındice)

e o tratamento alocado a mesma

Bloco I T1 1 T2 2 T3 3 T4 4 T5 5 T6 6 T7 7 T8 8 T9 9 T10 10

Bloco II T1 11 T2 12 T3 13 T4 14 T5 15 T6 16 T7 17 T8 18 T9 19 T10 20

Bloco III T1 21 T2 22 T3 23 T4 24 T5 25 T6 26 T7 27 T8 28 T9 29 T10 30

Bloco IV T1 31 T2 32 T3 33 T4 34 T5 35 T6 36 T7 37 T8 38 T9 39 T10 40

Classe de Época contendo a parcela 1:

(Época)1 = {1, 11, 21, 31} ⇒ p1 = 4.
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Classe de Época contendo a parcela 2:

(Época)2 = {2, 3, 4, 12, 13, 14, 22, 23, 24, 32, 33, 34} ⇒ p2 = 12.

Classe de Época contendo a parcela 5:

(Época)3 = {5, 6, 7, 15, 16, 17, 25, 26, 27, 35, 36, 37} ⇒ p3 = 12.

Classe de Época contendo a parcela 8:

(Época)4 = {8, 9, 10, 18, 19, 20, 28, 29, 30, 38, 39, 40} ⇒ p4 = 12.

Classe de Grau contendo a parcela 1:

(Grau)1 = {1, 11, 21, 31} ⇒ q1 = 4.

Classe de Grau contendo a parcela 2:

(Grau)2 = {2, 5, 8, 12, 15, 18, 22, 25, 28, 32, 35, 38} ⇒ q2 = 12.

Classe de Grau contendo a parcela 3:

(Grau)3 = {3, 6, 9, 13, 16, 19, 23, 26, 29, 33, 36, 39} ⇒ q3 = 12.

Classe de Grau contendo a parcela 4:

(Grau)4 = {4, 7, 10, 14, 17, 20, 24, 27, 30, 34, 37, 40} ⇒ q4 = 12.

Classe de Controle contendo a parcela 1:

(Controle)1 = {1, 11, 21, 31}.

Classe de Controle contendo a parcela 2:

(Controle)2 = {2, . . . , 10, 12, . . . , 20, 22, . . . , 30, 32, . . . , 40}.

As interseções entre as classes de Época e Grau são dadas por:
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Para (Controle)1:

s11 = 4, p1 = 4, q1 = 4 e ∀i, j 6= 1 sij = 0.

⇒ 4 = c∆1 · 4 · 4⇒ c∆1 =
1

4
.

Para (Controle)2:

Como,


pi = 12, ∀ i = 2, 3, 4

qj = 12, ∀ j = 2, 3, 4

sij = 4, ∀ i, j = 2, 3, 4

tem-se:

4 = c∆2 · 12 · 12⇒

⇒ c∆2 =
1

36
.

Como existem as constantes para cada classe de Controle, concluiu-se que os

fatores Época e Grau são ortogonais. Logo, verificou-se que os fatores de tratamentos per-

manecem ortogonais entre si quando consideradas as classes sob o subespaço indexado por

Ω.

Construiu-se o diagrama de Hasse combinado para os fatores de tratamento e

parcela, apresentado na Figura 17.
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M

eeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee

Controle

kkkkkkkkkkkkkk

SSSSSSSSSSSSSSS

Época[Controle] Grau[Controle] Blocos

Época∧Grau[Controle]

RRRRRRRRRRRRRR

llllllllllllll

Parcelas[Blocos]

XXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX

Figura 17 - Diagrama de Hasse combinado para fatores de tratamento e de parcela no Expe-

rimento II

Notou-se que o supremo entre quaisquer dois fatores de tratamento e parcela,

será sempre o fator Universal, M, que por definição possui uma classe para todas as parce-

las, em Ω. Cabe salientar que, Parcelas[Blocos] é o fator igualdade do experimento, ou seja,

Parcelas[Blocos] possui uma classe para cada parcela.

As classes de Blocos e Época∧Grau[Controle] são descritas a seguir:

Classe de Blocos contendo a parcela 1:

(Blocos)1 = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}.

Classe de Blocos contendo a parcela 11:

(Blocos)2 = {11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20}.

Classe de Blocos contendo a parcela 21:

(Blocos)3 = {21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30}.

Classe de Blocos contendo a parcela 31:

(Blocos)4 = {31, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 38, 39, 40}.
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Classe de Época∧Grau[Controle] contendo a parcela 1:

(Época∧Grau[Controle])1 = {1, 11, 21, 31}.

Classe de Época∧Grau[Controle] contendo a parcela 2:

(Época∧Grau[Controle])2 = {2, 12, 22, 32}.

Classe de Época∧Grau[Controle] contendo a parcela 3:

(Época∧Grau[Controle])3 = {3, 13, 23, 33}.

Classe de Época∧Grau[Controle] contendo a parcela 4:

(Época∧Grau[Controle])4 = {4, 14, 24, 34}.

Classe de Época∧Grau[Controle] contendo a parcela 5:

(Época∧Grau[Controle])5 = {5, 15, 25, 35}.

Classe de Época∧Grau[Controle] contendo a parcela 6:

(Época∧Grau[Controle])6 = {6, 16, 26, 36}.

Classe de Época∧Grau[Controle] contendo a parcela 7:

(Época∧Grau[Controle])7 = {7, 17, 27, 37}.

Classe de Época∧Grau[Controle] contendo a parcela 8:

(Época∧Grau[Controle])8 = {8, 18, 28, 38}.

Classe de Época∧Grau[Controle] contendo a parcela 9:

(Época∧Grau[Controle])9 = {9, 19, 29, 39}.

Classe de Época∧Grau[Controle] contendo a parcela 10:

(Época∧Grau[Controle])10 = {10, 20, 30, 40}.
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Verificou-se, conforme segue, a ortogonalidade entre os fatores generalizados Blo-

cos e Época[Controle], Blocos e Grau[Controle] e, Blocos e Época∧Grau[Controle].

Para (Blocos)i e (Época)1, com i = 1, . . . , 4:

si1 = c∆1 · pi · q1

1 = c∆1 · 10 · 4

Logo,

c∆1 =
1

40
.

Para (Blocos)i e (Época)j, com i = 1, . . . , 4 e j = 2, 3, 4:

Como,


pi = 10,∀ i = 1, 2, 3, 4

qj = 12,∀ j = 2, 3, 4

sij = 3,∀ i = 1, 2, 3, 4 e j = 2, 3, 4

tem-se:

sij = c∆2 · pi · qj

3 = c∆2 · 10 · 12

Assim,

c∆2 =
1

40
.

De modo análogo,

Para (Blocos)i e (Grau)1, com i = 1, . . . , 4:

si1 = c∆1 · pi · q1

1 = c∆1 · 10 · 4

Logo,

c∆1 =
1

40
.
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Para (Blocos)i e (Grau)j, com i = 1, . . . , 4 e j = 2, 3, 4:

Como,


pi = 10,∀ i = 1, 2, 3, 4

qj = 12,∀ j = 2, 3, 4

sij = 3,∀ i = 1, 2, 3, 4 e j = 2, 3, 4

tem-se:

sij = c∆2 · pi · qj

3 = c∆2 · 10 · 12

Assim,

c∆2 =
1

40
.

Ainda,

Para (Blocos)i e (Época∧Grau[Controle])j, com i = 1, . . . , 4 e j = 1, . . . , 10:

Como,


pi = 10,∀ i = 1, 2, 3, 4

qj = 5,∀ j = 1, . . . , 10

sij = 1,∀ i = 1, 2, 3, 4 e j = 1, . . . , 10

tem-se:

sij = c∆ · pi · qj

1 = c∆ · 10 · 5

Então,

c∆ =
1

50
.

Como a constante c∆ existe para os dois casos, concluiu-se que o fator Blocos é

ortogonal aos fatores Época, Grau e Época∧Grau[Controle]. Pelo Corolário 1, concluiu-se que

os fatores Controle e Blocos são ortogonais entre si. E, como o fator Parcelas é marginal a todos

os demais fatores, pelo Teorema 2, Parcelas é ortogonal aos mesmos. Portanto, confirmou-se

que o delineamento em questão é ortogonal.
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2.3.2.4 Subespaços definidos pelos fatores e decomposição ortogonal

Sabendo-se que existe um fator M, Universal, tanto de parcela quanto de trata-

mento, uma base para VM deu-se por XM :

XM =


1

1

. . .

1


40×1

e VM é o subespaço gerado por XM , portanto, VM é a combinação linear dos vetores em XM .

Fatores de tratamento:

Os fatores generalizados Controle, Época[Controle], Grau[Controle] e

Época∧Grau[Controle], definem subespaços sobre o espaço vetorial V indexado

por τ . Logo, uma base para o subespaço definido pelo fator Controle, VC , deu-se por:

XC =



1 0

0 1

. . . . . .

0 1

1 0

0 1

. . . . . .

0 1

1 0

0 1

. . . . . .

0 1

1 0

0 1

. . . . . .

0 1


40×2

.
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Uma base para o subespaço VB, definido pelo fator Época[Controle]:

XE =



1 0 0 0

0 1 0 0

0 1 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 1 0

0 0 1 0

0 0 0 1

0 0 0 1

0 0 0 1

. . . . . . . . . . . .


40×4

.

Base para o subespaço VG, definido pelo fator Grau[Controle]:

XG =



1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

. . . . . . . . . . . .


40×4
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Base para o subespaço definido pelo fator Época∧Grau[Controle]:

XEG =



1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .


40×10

Então, VC é o subespaço gerado por XC , logo VC é composto pelos vetores que são

combinações lineares dos vetores em XC .

De modo análogo definiram-se VE, VG e VEG, os quais são subespaços gerados por XE,

XG e XEG, respectivamente.

Fatores de parcela:

Os fatores generalizados Blocos e Parcelas[Blocos] definem subespaços sobre o espaço

vetorial V indexado por Ω. Assim, uma base para o subespaço definido por Blocos foi

dada por:
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XB =



1 0 0 0

1 0 0 0

. . . . . . . . . . . .

1 0 0 0

0 1 0 0

0 1 0 0

. . . . . . . . . . . .

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 1 0

. . . . . . . . . . . .

0 0 1 0

0 0 0 1

0 0 0 1

. . . . . . . . . . . .

0 0 0 1


40×4

Logo, VB é o subespaço gerado pela base XB, isto é, VB é descrito pela combinação

linear de XB.

E uma base para o subespaço definido pelo fator Parcelas[Blocos] é dada pela matriz

Identidade de ordem 40 (I40), uma vez que Parcelas[Blocos] é o fator Igualdade, ou seja,

possui uma classe para cada parcela. Sendo assim, VP é gerado por I40.

O interesse esteve na obtenção de subespaços ortogonais, uma vez que VB não

é ortogonal a VP e VC , VE, VG e VEG também não são ortogonais entre si, pois VB ⊂ VP ,

VC ⊂ VE, VC ⊂ VG, VC ⊂ VEG,VE ⊂ VEG e VG ⊂ VEG, ou seja, as interseções dos subespaços

indexados por Ω, bem como por τ diferem de {o}.
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Assim, buscaram-se subespaços W ’s, ortogonais entre si, que de acordo com a

Seção 4.3, são gerados pelas seguintes bases:

MWM
= XM(X′MXM)−1X′M

MWB
= XB(X′BXB)−1X′B

MWP
= XP (X′PXP )−1X′P

MWC
= XC(X′CXC)−1X′C

MWE
= XE(X′EXE)−1X′E

MWG
= XG(X′GXG)−1X′G

MWEG
= XEG(X′EGXEG)−1X′EG

2.3.2.5 Diagrama de Hasse e número de graus de liberdade

Diagrama de Hasse para fatores de parcela:

1 M 1

4 Blocos 3

40 Parcelas[Blocos] 36

Figura 18 - Números de graus de liberdade no diagrama de Hasse para fatores de parcela no

Experimento II

Diagrama de Hasse para fatores de tratamento:
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1 M 1

2 Controle

ooooooooooo

OOOOOOOOOOOO
1

4 Época[Controle] 2 4 Grau[Controle] 2

10 Época∧Grau[Controle]

OOOOOOOOOO

oooooooooo

4

Figura 19 - Números de graus de liberdade no diagrama de Hasse para os fatores de trata-

mento no Experimento II

2.3.2.6 Somas de quadrados

Obtenção das matrizes núcleo das formas quadráticas, ou seja, das somas de

quadrados.

Diagrama de Hasse para fatores de parcela:

QM M MM

QB Blocos MB−MM

QP Parcelas[Blocos] MP−MB

Figura 20 - Matrizes núcleo dos fatores de parcela no Experimento II

Diagrama de Hasse para fatores de tratamento:
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QM M MM

QC Controle

ooooooooooo

OOOOOOOOOOOO
MC−MM

QE Época[Cont.] ME−MC QG Grau[Cont.] MG−MC

QEG Época∧Grau[Controle]

OOOOOOOOOO

oooooooooo

MEG−ME−MG+MM

Figura 21 - Matrizes núcleo dos fatores de tratamento no Experimento II

2.3.2.7 Esperança dos quadrados médios

Os diagramas de Hasse com as contribuições para a esperança dos quadrados

médios foram:

Para fatores de parcela, em que todos foram considerados aleatórios.

1 M 1

10σ2
B Blocos σ2

P +10σ2
B

σ2
P Parcelas[Blocos] σ2

P

Figura 22 - Contribuições para as esperanças dos quadrados médios no diagrama de Hasse

para fatores de parcela no Experimento II

Para fatores de tratamento, os quais foram considerados fixos.
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1 M 1

qC(ψ) Controle

ooooooooooo

OOOOOOOOOOOO
qC(ψ)

qE(ψ) Época[Cont.] qE(ψ) qG(ψ) Grau[Cont.] qG(ψ)

qEG(ψ) Época∧Grau[Cont.]

OOOOOOOOOO

oooooooooo

qEG(ψ)

Figura 23 - Contribuições para as esperanças dos quadrados médios no diagrama de Hasse

para fatores de tratamento no Experimento II

2.3.2.8 Esquema da análise da variância

Como todos os fatores de tratamento foram alocados às parcelas (Parcelas), o

esquema da tabela da análise da variância fica:

Tabela 5 - Esquema da análise da variância para o Experimento II

Fonte de variação gl SQ E(QM)

Total 39

Blocos 3 y′QBy σ2
P + 10σ2

B

Parcelas[Blocos] 36 y′QPy

Controle 1 y′QCy σ2
P + qC(ψ)

Época[Controle] 2 y′QEy σ2
P + qE(ψ)

Grau[Controle] 2 y′QGy σ2
P + qG(ψ)

Época[Controle]∧Grau[Controle] 4 y′QEGy σ2
P + qEG(ψ)

Reśıduo 27 por diferença σ2
P
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3 CONCLUSÕES

O presente estudo confirmou a praticidade das técnicas propostas pelo diagrama

de Hasse bem como fundamentou, de modo algébrico, suas regras encontradas na literatura.

O primeiro experimento apresentou uma estrutura de parcela não trivial, o

mesmo ocorreu para a estrutura de tratamento do segundo experimento. Ambos foram analisa-

dos com o aux́ılio de tais regras, evidenciando assim a estrutura do diagrama como a ferramenta

facilitadora, fazendo com que fossem calculadas, de forma prática, as quantidades desejadas.

Em contrapartida, uma dificuldade encontrada foi demonstrar a ortogonalidade

de ambos os delineamentos. Esta dificuldade pode ser maior ou menor de acordo com o número

de fatores generalizados do experimento e a variação em sua estrutura.

Os resultados obtidos pelo software R e pelo diagrama de Hasse foram os mesmos,

um indicativo de que tal diagrama é também um instrumento de comparação, pelo qual se pode

verificar o testador adequado de cada fator de interesse, não substituindo assim a utilização

de softwares estat́ısticos.

Vale ressaltar a importância em se utilizar ferramentas aplicáveis a experimentos

desbalanceados, uma vez que perda de observações são ocorrências comuns na experimentação.

Uma proposta para estudos futuros é a verificação, e se posśıvel a construção, de novas regras

que satisfação tal necessidade.
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APÊNDICE A - Subrotina R para a obtenção da análise do Experimento I

> prod.aov <- aov(Leite ~ (Periodo*Animal)/Dias + Tratamentos +

+ Error((Periodo*Animal)/Dias), prod.dat)

Warning message:

Error() model is singular in: aov(Leite ~ (Periodo * Animal)/Dias +

Tratamentos + Error((Periodo *

> summary(prod.aov)

Error: Periodo

Df Sum Sq Mean Sq

Periodo 3 5.0631 1.6877

Error: Animal

Df Sum Sq Mean Sq

Animal 3 40.133 13.378

Error: Periodo:Animal

Df Sum Sq Mean Sq

Tratamentos 3 0.5040 0.1680

Periodo:Animal 6 5.5797 0.9299

Error: Periodo:Animal:Dias

Df Sum Sq Mean Sq

Periodo:Animal:Dias 64 4.3262 0.0676

## SOLUÇ~AO PELAS MATRIZES ##

> Xm = matrix(c(rep(c(1),times=80)),80,1)

> Mm=Xm%*%solve(t(Xm)%*%Xm)%*%t(Xm);

> SQm=t(prod.dat$Leite)%*%Mm%*%prod.dat$Leite ; SQm

[,1]

[1,] 1076.668

>

> Xp = matrix(c(rep(c(1,0,0,0),times=20),

+ rep(c(0,1,0,0),times=20),

+ rep(c(0,0,1,0),times=20),

+ rep(c(0,0,0,1),times=20)), 80,4,byrow=T)

> Mp=Xp%*%solve(t(Xp)%*%Xp)%*%t(Xp);

> Qp = Mp-Mm;

> SQp = t(prod.dat$Leite)%*%Qp%*%prod.dat$Leite; SQp

[,1]

[1,] 5.06308

>

> Xa = matrix(rep(c(rep(c(1,0,0,0),times=5),

+ rep(c(0,1,0,0),times=5),
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+ rep(c(0,0,1,0),times=5),

+ rep(c(0,0,0,1),times=5)),times=4),80,4,byrow=T)

> Ma=Xa%*%solve(t(Xa)%*%Xa)%*%t(Xa);

> Qa = Ma-Mm;

> SQa = t(prod.dat$Leite)%*%Qa%*%prod.dat$Leite ;SQa

[,1]

[1,] 40.13318

>

> Xpa = matrix(c(rep(c(1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0),times=5),

+ rep(c(0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0),times=5),

+ rep(c(0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0),times=5),

+ rep(c(0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0),times=5),

+ rep(c(0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0),times=5),

+ rep(c(0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0),times=5),

+ rep(c(0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0),times=5),

+ rep(c(0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0),times=5),

+ rep(c(0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0),times=5),

+ rep(c(0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0),times=5),

+ rep(c(0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0),times=5),

+ rep(c(0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0),times=5),

+ rep(c(0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0),times=5),

+ rep(c(0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0),times=5),

+ rep(c(0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0),times=5),

+ rep(c(0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1),times=5)),

+ 80,16,byrow=T)

> Mpa=Xpa%*%solve(t(Xpa)%*%Xpa)%*%t(Xpa);

> Qpa = Mpa-Mp-Ma+Mm;

> SQpa = t(prod.dat$Leite)%*%Qpa%*%prod.dat$Leite ;SQpa

[,1]

[1,] 6.08366

>

> Xd = diag(x=1,80,80)

> Md = Xd%*%solve(t(Xd)%*%Xd)%*%t(Xd)

> Qd = Md - Mpa;

> SQd = t(prod.dat$Leite)%*%Qd%*%prod.dat$Leite; SQd

[,1]

[1,] 4.326217

>

> Xt = matrix(c(rep(c(1,0,0,0),times=5),

+ rep(c(0,0,1,0),times=5),

+ rep(c(0,1,0,0),times=5),

+ rep(c(0,0,0,1),times=5),

+ rep(c(0,1,0,0),times=5),

+ rep(c(1,0,0,0),times=5),

+ rep(c(0,0,0,1),times=5),
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+ rep(c(0,0,1,0),times=5),

+ rep(c(0,0,1,0),times=5),

+ rep(c(0,0,0,1),times=5),

+ rep(c(1,0,0,0),times=5),

+ rep(c(0,1,0,0),times=5),

+ rep(c(0,0,0,1),times=5),

+ rep(c(0,1,0,0),times=5),

+ rep(c(0,0,1,0),times=5),

+ rep(c(1,0,0,0),times=5)),80,4,byrow=T)

> Mt=Xt%*%solve(t(Xt)%*%Xt)%*%t(Xt);

> Qt = Mt-Mm;

> SQt = t(prod.dat$Leite)%*%Qt%*%prod.dat$Leite; SQt

[,1]

[1,] 0.5039654

> SQr = SQpa - SQt; SQr

[,1]

[1,] 5.579694

> Qr = Qpa - Qt

> SQr = t(prod.dat$Leite)%*%Qr%*%prod.dat$Leite ; SQr

[,1]

[1,] 5.579694
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APÊNDICE B - Subrotina R para a obtenção da análise do Experimento II

> prod.aov <- aov(Folha ~ Blocos + Controle +

(Controle/Epoca)*(Controle/Grau) +Error(Blocos/Plots), prod.dat)

Warning message:

Error() model is singular in: aov(Folha ~ Blocos + Controle +

(Controle/Epoca) * (Controle/Grau) +

> summary(prod.aov)

Error: Blocos

Df Sum Sq Mean Sq

Blocos 3 19.935 6.645

Error: Blocos:Plots

Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)

Controle 1 1.638 1.638 0.5592 0.4610274

Controle:Epoca 2 27.352 13.676 4.6706 0.0181137 *

Controle:Grau 2 55.812 27.906 9.5303 0.0007387 ***

Controle:Epoca:Grau 4 16.528 4.132 1.4111 0.2570243

Residuals 27 79.059 2.928

---

Signif. codes: 0 ’***’ 0.001 ’**’ 0.01 ’*’ 0.05 ’.’ 0.1 ’ ’ 1

## SOLUÇ~AO PELAS MATRIZES ##

> Xm = matrix(c(rep(c(1),times=40)),40,1)

> Mm=Xm%*%solve(t(Xm)%*%Xm)%*%t(Xm);

> SQm=t(prod.dat$Folha)%*%Mm%*%prod.dat$Folha

>

> Xc = matrix(rep(c(1,0,rep(c(0,1),times=9)),times=4),40,2,byrow=T)

> Mc=Xc%*%solve(t(Xc)%*%Xc)%*%t(Xc);

> Qc = Mc-Mm;

> SQc = t(prod.dat$Folha)%*%Qc%*%prod.dat$Folha; SQc

[,1]

[1,] 1.637551

>

> Xe = matrix(rep(c(1,0,0,0,rep(c(0,1,0,0),times=3),

+ rep(c(0,0,1,0),times=3),

+ rep(c(0,0,0,1),times=3)),times=4),40,4,byrow=T)

> Me=Xe%*%solve(t(Xe)%*%Xe)%*%t(Xe);

> Qe = Me-Mc;

> SQe = t(prod.dat$Folha)%*%Qe%*%prod.dat$Folha ;SQe

[,1]

[1,] 27.35244

>

> Xg = matrix(rep(c(1,0,0,0,
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+ 0,1,0,0,

+ 0,0,1,0,

+ 0,0,0,1,

+ 0,1,0,0,

+ 0,0,1,0,

+ 0,0,0,1,

+ 0,1,0,0,

+ 0,0,1,0,

+ 0,0,0,1),times=4),40,4,byrow=T)

> Mg=Xg%*%solve(t(Xg)%*%Xg)%*%t(Xg);

> Qg = Mg-Mc;

> SQg = t(prod.dat$Folha)%*%Qg%*%prod.dat$Folha; SQg

[,1]

[1,] 55.81207

>

> Xeg = matrix(rep(c(1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,

+ 0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,

+ 0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,

+ 0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,

+ 0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,

+ 0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,

+ 0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,

+ 0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,

+ 0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,

+ 0,0,0,0,0,0,0,0,0,1),times=4),40,10,byrow=T)

> Meg=Xeg%*%solve(t(Xeg)%*%Xeg)%*%t(Xeg);

> Qeg = Meg-Me-Mg+Mc;

> SQeg = t(prod.dat$Folha)%*%Qeg%*%prod.dat$Folha; SQeg

[,1]

[1,] 16.52783

>

>

> Xb = matrix(c(rep(c(1,0,0,0),times=10),

+ rep(c(0,1,0,0),times=10),

+ rep(c(0,0,1,0),times=10),

+ rep(c(0,0,0,1),times=10)),40,4,byrow=T)

> Mb=Xb%*%solve(t(Xb)%*%Xb)%*%t(Xb);

> Qb = Mb-Mm;

> SQb = t(prod.dat$Folha)%*%Qb%*%prod.dat$Folha; SQb

[,1]

[1,] 19.93509

>

> Xp = diag(x=1,40,40)

> Mp = Xp%*%solve(t(Xp)%*%Xp)%*%t(Xp)

> Qp = Mp - Mm;

> SQp = t(prod.dat$Folha)%*%Qp%*%prod.dat$Folha ; SQp
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[,1]

[1,] 200.3244

>

> SQr = SQp - SQb - SQc - SQe - SQg - SQeg; SQr

[,1]

[1,] 79.05941

> Qr = Qp - Qb - Qc - Qe - Qg - Qeg

> SQr = t(prod.dat$Folha)%*%Qr%*%prod.dat$Folha ; SQr

[,1]

[1,] 79.05941
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