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Introducao

Seja M uma variedade Riemanniana de dimensao n e seja z : M™ — Q"' uma imersao isométrica
de M em uma forma espacial de dimensao n + 1 e curvatura seccional ¢. Denote por A a Segunda
Forma Fundamental da imersao x e por ki,--- ,k, suas curvaturas principais. Para r = 1,--- ,n

definimos a r—ésima curvatura média como sendo

S,
H, = @ onde S, = Z‘ kj, - kj,.
J1<<Jr
T

Em particular, quando » = 1 temos H; = %(kl + -+ k,) que é a curvatura média e quando
r =n temos H, = ky---k, que é a curvatura de Gauss-Kronecker.

Definimos para r = 1,--- ,n o r—ésimo operador linearizado, L, pondo para cada funcao real f
definida em M de classe C*°(M)

L,(f) = div(T,grad f),

onde T, é o r—ésimo operador de Newton definido de forma recursiva por
To =1 e TT = ST - ATT_l.

Note que em particular, Lo é o operador Laplaciano.
Quanto a estabilidade, em 1984, J. L. Barbosa e M. P. do Carmo em [5], concluiram que somente
as esferas sao estaveis quando estudavam o problema da estabilidade para hipersuperficies compactas

de dimensao n imersas em R com curvatura média constante.



O teorema apresentado em [5] foi estendido por B. Palmer em [16], A. M. de Silveira em [19] e
por F. J. Lopez e A. Ros em [15], onde a condigao de estabilidade é aplicada em todo subdominio
compacto e também assume-se que a variedade tem curvatura média constante nao nula.

Ja em 1988, J. L. Barbosa, M. P. do Carmo, J. Eschenburg em [6] estenderam o trabalho feito
em [5], para o caso de M imersa em S™! ou no espago hiperbélico H" ™. Independentemente A. El
Soufi e S. Ilias em [9] e E. Heintze em [13], também fizeram tal extensao.

Em 1993, H. Alencar, M. P. do Carmo e A. G. Colares em [1] estudaram estabilidade para

hipersuperficies com curvatura escalar constante e concluiram que

“As hipersuperficies M de dimensao n orientaveis,compactas e com curvatura escalar constante
imersas em R, ‘H"*! ou no hemisfério aberto de S"*! sao estdveis se, e somente se, sao as esferas

geodésicas.”
O objetivo dessa dissertacao é apresentar a prova do seguinte teorema

“Se M é uma hipersuperficie fechada estavel de dimensao n imersa em R"*! e se para

r=1,---,n—1, H..y >0 entao M é a esfera.”

Para atingir nosso objetivo optamos por seguir os passos de H. Alencar, M. do Carmo e H.
Rosenberg em [4], onde o teorema que mencionamos é apresentado como uma aplicagao razoavelmente
simples de uma estimativa para o primeiro autovalor de L,.

Em 1977, R. Reilly em [17] encontrou uma estimativa para \;, o primeiro autovalor do operador
Laplaciano, supondo M compacta, conexa, sem bordo e imersa em R"*'. Eis aqui a estimativa

obtida:

M 1 ,
— < HidM
n - vol(M)/M L

com a igualdade ocorrendo se M for a esfera.



Buscar estimativas para Aj, o primeiro autovalor do Laplaciano, quando M estd imersa no espaco
hiperbélico H"*! é um pouco mais sutil. Uma estimativa foi feita por E. Heintze, mas a melhor
estimativa em H"*! foi obtida por A. El Soufi e S. Ilias em [9] no ano de 1992. A estimativa obtida
foi

ﬁ+1§#/ HidM, m > 2,
vol(M) Jar

n

mais uma vez a igualdade ocorre se M for a esfera.

Foi através dessa estimativa que A. El Soufé e S. Ilias em [9] estudaram o problema da estabilidade
para imersoes com curvatura média constante que mencionamos anteriormente. Em particular, eles
obtiveram o teorema de J. L. Barbosa e M. P. do Carmo em [5] no caso de M estar imersa em R™*!
e o teorema de J. L. Barbosa, M. P. do Carmo, J. Eschenburg em [6] no caso de M estar imersa em
St ou HHL

Nessa exposicao mostramos a seguinte estimativa para A, o primeiro autovalor de L,,

“Se M é uma variedade Riemanniana compacta, sem bordo, imersa em R"™! com H,,; > 0 entao

oy HrdM 7 -

A1 < c(r)M onde ¢(r) = (n —r) (n) 7.

Embora nessa dissertacao s6 tenhamos nos preocupado em estudar estabilidade em variedades
Riemannianas imersas em R"*!, estimamos também A, o primeiro autovalor de L,, para variedades

imersas em H" !

“Se M é uma variedade Riemanniana compacta, sem bordo, imersa em H"** com H,,, > 0 entao
— 0 _r_
M < e(r)(Hpa + 557 — H 1) Em particular, se H,, for uma constante positiva segue que
- r+3
H'r+1

A <e(r)(Hpgpy + =5 —1).7

A barra superior que aparece no enunciado do teorema acima denota o supremo e a barra inferior o
infimo.

A seguir faremos uma descri¢ao sucinta do nosso trabalho.
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No capitulo 1, o capitulo das preliminares, apresentamos as defini¢oes e resultados necessarios
para o leitor compreender essa dissertacao.

No capitulo 2 tratamos de alguns operadores diferenciaveis, trazendo a definicao do operador de
Newton, do operador L,, o r—ésimo operador linearizado, e obtemos algumas propriedades relevantes
desses operadores.

O capitulo 3 é o capitulo dedicado a estimativa do primeiro autovalor de L, e a aplicacao a
estabilidade de hipersuperficies em R"*!.

Algo que é essencial para o estudo da estimativa que apresentamos aqui é o fato do operador L,
ser eliptico. A demonstracao desse teorema € essencialmente, aquela apresentada por T. Vlachos em
[20]. Pelo fato do operador ser eliptico invocamos a teoria de anélise para obter uma caracterizagao

para o primeiro autovalor de L,, que pode ser vista no teorema abaixo.

"Seja M uma variedade Riemanniana, e seja f : M — R"*! uma imersao isométrica com H,,; > 0
s +

entao L, é eliptico e vale a seguinte caracterizacao para o seu primeiro autovalor,

) f —gL.(g)dM / ]
A\ = inf |24 , dM =0|". 0.1
! [ (0-1)

A primeira parte do teorema acima é o teorema 3.5, a segunda parte foi feita por P. Berard em
[7] para o caso particular do Laplaciano, mas o resultado vale mais geralmente.

E através dessa caracterizagao para o primeiro autovalor de L, que faremos a estimativa para
variedades Riemannianas compactas, conexas, sem bordo, orientdveis e imersas em R"! e no espaco
hiperbédlico H™*. Como espaco hiperbdlico estamos usando o modelo de Minkowsky.

E no final desse capitulo reservamos algumas linhas para falar brevemente sobre a estabilidade
para enfim provar a nossa aplicagao com o teorema que classifica as hipersuperficies estaveis com H,

constante do espaco Euclidiano. A demonstracao desse teorema €, essencialmente, aquela apresentada

por H. Alencar, M. do Carmo e H. Rosenberg em [2].



Capitulo 1

Preliminares

Esse capitulo inicial é destinado a defini¢oes e resultados que usamos no decorrer dessa dissertacao.

Nele também para colocamos as notacoes utilizadas.

Definicao 1.1. Um campo de vetores X em uma variedade diferenciavel M é uma correspondéncia
que a cada ponto p € M associa um vetor X (p) € T,M, onde T,,M é o plano tangente a M no ponto
p. O campo é diferencidvel se a aplicagao X : M — TM ¢é diferenciavel, onde T'M é o fibrado

tangente de M. O conjunto dos campos de vetores diferenciaveis em M serd denotado por X(M) .

E conveniente pensar em um campo de vetores como uma aplicacio X : D(M) — F(M), do
conjunto D (M) das fungoes diferencidveis em M no conjunto F (M) das fungdes em M, definida por:
(X f)(p) = df,(X(p)) . Neste contexto, X é diferencidvel se, e somente se, X : (M) — D(M), isto

é, Xf € ©(M) para todo f € D(M) .

Lema 1.2. Sejam X,Y € X(M). Entao existe um tnico campo vetorial Z tal que
Z2(f) = (XY =YX)f,

para todo f € ©D(M).

O campo vetorial Z ¢é diferencidvel e é chamado o colchete [X,Y] = XY —YX de X e Y.

A operagao colchete possui as seguintes propriedades:
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o [X,Y]=—[V,X]
o [aX +bY,Z] = alX,Y] +b[Y, Z),

onde a,b € R.

Definicao 1.3. Uma métrica Riemanniana em uma variedade M é uma correspondéncia que associa

a cada ponto p de M um produto interno (-, -), no espago tangente 7,M, que varia diferencialmente,

ie,sex:U CR" — M é um sistema de coordenadas locais em torno de p, com z(xy,...,x,) = ¢
8 ~
€ (%_(Q) =dz(0,..., 1 ,...,0), entdo
i
0 0

Gij(®1, ..., xn) = <8xi<q)’ a_xj(Q»q

¢ uma funcao diferenciavel em U, para todo 7,5 = 1,...,n . As fungdes g;; = g;; sao chamadas
expressao da métrica Riemanniana no sistema de coordenadas x : U C R™ — M. Uma variedade

com uma métrica Riemanniana chama-se uma wvariedade Riemanniana.

Definicao 1.4. Sejam M e N variedades Riemannianas. Um difeomorfismo f : M — N é chamado

uma isometria se, para todo p € M,u,v € T,M,

(u, v) = {dfp(u), dfp(v)).

Definicao 1.5. Uma conexdo afim V em uma variedade diferenciavel M ¢é uma aplicacao
V:X(M) x X(M) — X(M), que satisfaz as seguintes propriedades:

(1) VixigvZ = fVxZ +gVyZ

2) Vx(Y+2)=VxY +VxZ

(3) Vx(fY) = fVxY + X(f)Y

para todo X,Y, Z € X(M) e f,g e D(M) .

Pode-se provar, usando as propriedades acima, que VxY (p) s6 depende do valor de X em p e do

valor de Y ao longo de uma curva tangente a X em p.
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Definicao 1.6. Dizemos que uma conexao V em uma variedade Riemanniana M é compativel com

a métrica se, para todo X,Y,Z € X(M),
XY, Z)=(VxY,Z)+ (Y, VxZ).
E, dizemos que V é simétrica se, para todo X,Y € X(M),
VxY - VyX = [X,Y].
Enunciemos agora o teorema fundamental sobre conexao.

Teorema 1.7. (Teorema de Levi-Civitta) Dada uma variedade Riemanniana M, existe uma

Unica conexao afim V simétrica e compativel com a métrica de M.

A conexao dada pelo teorema acima é denominada conexdao de Levi-Civitta ou conexdo
Riemanniana de M.
No que se segue, M sera uma variedade diferenciavel Riemanniana conexa de dimensao n munida

de sua conexao Riemanniana.
Definigao 1.8. A curvatura R de uma variedade Riemanniana M é a aplicagao
R:X(M)xX(M)x X(M) — X(M),

dada por
R(X, Y)Z =VyVxZ —-VxVyZ + V[X,y}Z,

para todo X,Y,Z € X(M), onde V é a conexao Riemanniana de M.

Proposicao 1.9. Seja o0 C T,M um subespago bi-dimensional do espaco tangente T,M e sejam

x,y € o dois vetores linearmente independentes. Entao,

K(I’,y) — (R(m,y)x,y>

2
2
|z[2[y[* = (z,v)

nao depende da escolha dos vetores z,y € o.



Definicao 1.10. Dado um ponto p € M e um subespaco bi-dimensional o C T,M, K (o) = K(z,y)
é chamada a curvatura seccional de o em p, onde {x,y} é uma base qualquer de o . Usaremos a

notacao Q7! para indicar as variedades com curvatura seccional constante de dimensao n + 1.

E possivel mostrar que a nogao de curvatura seccional generaliza a nogao de curvatura Gaussiana
das superficies.
O teorema abaixo caracteriza as unicas variedades Riemannianas completas e com curvatura

seccional constante. Uma demonstracao desse fato pode ser vista na capitulo 8 de [8] pagina 163.

Teorema 1.11. Seja M" uma variedade Riemanniana completa e de curvatura seccional constante
c. Entdo o recobrimento universal M de M , com a métrica do recobrimento, é isométrico a

(1) H" se ¢ = —1, onde H" ¢é o espago hiperbdlico;

(2) R" se ¢ =0

(3) S™se c =1, onde S™ é a esfera.

Faremos, a seguir, um resumo de alguns toépicos relativos a imersoes isométricas que serao
necessarios no decorrer do texto.

Seja x : M" — " uma imersio de uma variedade M de dimensiio 7 em uma variedade M
Riemanniana de dimensao n +m = k.

A métrica Riemanniana de M induz de maneira natural uma métrica Riemanniana em M da

seguinte maneira: se p € M, v,w € T,M, definimos

(v, w)p = (dp(v), dzp(W)) s (p) -

——n+m . ~ . Jo .
Deste modo, z : M" — M passa a ser uma imersao isométrica. No que se segue, assumiremos
que toda imersao é isométrica.
Visto que toda imersao é localmente um mergulho, podemos identificar p com z(p) e cada vetor

veT,M com dx,(v) € Tx(p)M, e considerar 7,M como um subespago de Ty, M = T, M.
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Usaremos tais identificagoes para estender um campo local de vetores de M a um campo local de
vetores de M .
Para cada p € M, o produto interno em TPM decompoe TPM na soma direta

T,M =T,M & (T,M)*",
onde (T,M)* é o complemento ortogonal de T,M em T,M. Assim, todo vetor v € T,M pode ser
decomposto na forma v = v” + 0", onde vT € T,M é a componente tangente de v e v™ € (T,M)* a
componente normal de v.
Se X, Y sdo campos locais de vetores em M e X e Y sdo extensoes locais a M de X, Y, respec-
tivamente, definimos
onde V é a conexdo Riemanniana de M. Pode-se verificar que V é a conexdo Riemanniana de M
relativa & métrica induzida de M.
Além disso, usando as propriedades de conexio, podemos provar que o campo local em M normal
a M dado por 677 — Vy X nao depende das extensdes X,Y e que a aplicacdo B, definida por
B(X,Y)=VxY —VxY,
¢ bilinear e simétrica. Assim, o valor de B(X,Y')(p) s6 depende de X(p) e Y (p).
Definicao 1.12. A sequnda forma fundamental de x em p é a aplicacao bilinear simétrica
B :T,M x T,M — (T,M)*.

Para cada n € (T,M)™*, seja A, : T,M — T,M a aplicagao linear dada por

(Ay(2),y) = (B(x,y),m),

para todo x,y € T,M . Em termos de derivada covariante, 4,(z) = —(V,N)T, onde N é uma

extensao local de n normal a M.
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Definigao 1.13. O trago da aplicagao bilinear simétrica B : T,M x T,M — (T,M)* é chamado o

vetor curvatura média H da imersao x em p.

Se e1,...,e, sao campos locais diferenciaveis de vetores tangentes a M, definidas num aberto
U C M, tais que {e1(p),...,e,(p)} é uma base ortonormal de 7,M para todo todo p € U, o vetor

curvatura média em U é dado por:
n

H = Z(veiei)N .

=1

Assim, H é um campo diferencidvel de vetores normais a M, globalmente definido em M.
Se m,y € T,M C T,M sio linearmente independentes, indicaremos por K(z,y) e K(z,y) as

curvaturas seccionais de M e M, respectivamente, no plano gerado por x e y.

Teorema 1.14. (Teorema de Gauss)

Sejam p € M e x,y vetores ortonormais de 7, M. Entao,

K(z,y) — K(z,y) = (B(x, ), B(y,)) — |B(x,y)|*. (1.1)

No caso de hipersuperficies x : M"™ — MHH, com as quais trabalharemos nesta tese, a féormula
de Gauss (1.1) admite uma expressao mais simples.

Sejam p € M en € (I,M)*, |n| = 1. Como A, : T,M — T,M é simétrica, existe uma
base ortonormal de vetores préprios {es,...,e,} de T,M com valores préprios reais A, -- -, A, i.e.,
Ay(ei) = Nieg, @ = 1,...,n . Assim, (A,(e;),e;) = (B(ei,e;),n) = N, para todoi = 1,...,n e

(A, (e e5),m) = (Blei,e;),n) =0, se i # j . Portanto, (1.1) se escreve
K(ei,ej) —f(ei,ej) = Az)\] (12)

Se M e M sao orientaveis e estao orientadas, o vetor n fica univocamente determinado se exigirmos
que {ej,...,e,} é uma base na orientacao de M e {e,...,e,,n} é uma base na orientacao de M.

Denominamos os e; direcoes principais e os \; = k; curvaturas principais da imersao x.
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Neste caso, definimos a curvatura média de x em p por:

n

H= <H777> - - Z<B(eivei>>n> = - Zkz (13)

i=1 i=1
Definicao 1.15. Um tensor T de ordem r em uma variedade Riemanniana é uma aplicacao multi-

linear

T:\%(M) X X(M) x ... x X(M) - D(M).

/

g
r fatores

Isso quer dizer que, dados X, Xo, -+, X, € X(M), T(X1, Xo,- -+, X,) é uma funcao diferencidvel

em M, e que T é linear em cada argumento.

Defini¢ao 1.16. Para cada Z € X(M) a derivada covariante é definida por V,T'(X;, Xa, -+, X,) =
VT(Xy,Xo, -+, X, Z), onde VT é a diferencial covariante definida por T'(Xy, Xo, -+, X, Z) =

Z(T(X17X2> e 7XT>> - T<VZX17X2> e 7Xr) - T(XlaXQa e >VZX7°)-

12



Capitulo 2

Operadores diferenciaveis sobre
Variedades Riemannianas

Nesse capitulo definimos os operadores diferenciaveis que trabalhamos nesse dissertacao. Comecamos
com a definicao dos operadores mais comuns, que sao o Gradiente, o Hessiano, o Divergente e o
Laplaciano e apenas citamos algumas de suas propriedades. Depois definimos os operadores de
Newton e por fim o operador L, e demonstramos uma série de propriedades que serao bastante tteis

no proximo capitulo.

Definicao 2.1. Seja M uma variedade Riemanniana e f : M — R uma fungao diferenciavel.

Definimos o gradiente de f, denotado por grad f € X(M), o tinico campo vetorial sobre M tal que
(grad f,X) =df(X), VX € X(M).

O gradiente tem as seguintes propriedades:
o grad(fi+ f2) = grad fi+ grad fs;

o grad(fif2) = fagrad fi + figrad fs.

Definigao 2.2. Seja M uma variedade Riemanniana munida da conexao V e f € C°(M,R), onde
C*>°(M,R) denota o conjunto das fungoes f : M — R que sao C*°. O Hessiano de f, denotado por

Hess f : T,M — T,M, ¢ definido da seguinte forma. Fixado p € M, (Hess f), é o operador linear

13



em T,M dado por

(Hess f),(X) = (Vxgrad f),.

Definigao 2.3. Seja M uma variedade Riemanniana munida da conexao V. Para cada X € X(M),

definimos o divergente de X, com a notagao div X, a aplicacao div : X(M) — C*(M,R), dada por
(div X), =tr(Y — VyX), onde Y € T,M.

Sao validas as seguintes propriedades do divergente:
o div(X+Y)=divX+divY, VX)YeX(M);

o div(fX)=fdivX+Xf, VfeC2MR), VXeX(M).

Definicao 2.4. Seja M uma variedade Riemanniana munida da conexao V. Para cada f €
C>®(M,R), o operador de Laplace, denotado por A é definido como a aplicacdo A : C*°(M,R) —
C*>*(M,R), dada por

A f=div (grad f).

O Laplaciano possui as seguintes propriedades:
e A(f+g9)=Af+Ay;
o A(fg)=fAg+hA f+2(grad f,grad g);

o A f=tr(Hess f).
2.1 Operadores de Newton e o L,

Seja 0, : R" — R a r-ésima funcao simetria dada por o,.(z1, 29, ..., 2,) = E ZiyZiy %

1 <ig<-+<ip

e

Definicao 2.5. Seja M uma variedade Riemanniana de dimensao de n. Definimos S, como a
aplicagao o, calculada em (ky, ks, -+ ,k,), onde k; sao autovalores do operador de segunda forma

fundamental A. Assim, S1 = ki + ko + -+ + kp,..., S = k1ko - - - k,,. Convencionamos que Sy = 1.

14



Definicao 2.6. Sr(l%i) com 1 <7 <n denota a soma

Sr(k;z) = Z kjl e ij, para jr # 7.

J1<-<jr

Definicao 2.7. A r-ésima curvatura média H,, 1 < r <n é dada por

Definicao 2.8. HT(kA;l-) com 1 < r < n, denota o quociente

H, =

S, (k:) ‘
(-)

Proposigao 2.9. Seja M uma variedade Riemanniana de dimensao n e e seja f : M™ — Q"' uma

imersao isométrica de M em uma forma espacial de dimensao n + 1 e curvatura seccional c¢. Entao

para todo r € {1,2,--+ ,n — 1} temos
H? > H, 1H, 4,
e a igualdade ocorre se M ¢ a esfera.
Prova: Consulte [12] na pagina 52.

Proposigao 2.10. Seja M uma variedade Riemanniana de dimensao n e e seja f : M"™ — Q" uma
imersao isométrica de M em uma forma espacial de dimensao n + 1 e curvatura seccional ¢. Entao

para todo r € {0,1,2,--- ,n— 1} se H, > 0 temos
HlHr Z Hr+1-

Prova: A prova sera feita por indugao. Claramente o resultado é verdadeiro para r = 0. Supon-
hamos entao que

HlHr—l Z Hr‘

15



Como H, é positiva, multiplicando essa desigualdade por H, e aplicando a proposicao 2.9 ficamos
com

HIH’I‘—IH’I’ Z Hf Z HT—IHT+17

de onde segue que

HlHr Z Hr+1-

Proposigao 2.11. Seja M uma variedade Riemanniana de dimensao n e seja f : M™ — Q"' uma
imersao isométrica de M em uma forma espacial de dimensao n + 1 e curvatura seccional ¢. Entao
para todo r € {1,2,--- ,n — 1} temos
_r
r+1
HT' Z Hfr+17
e a igualdade ocorre se M ¢ a esfera.

Prova: Procederemos novamente por inducao. O resultado vale claramente para r = 1, basta
aplicar a proposicao 2.10. Suponhamos agora que o reultado seja vélido para r — 1, ou seja, suponha

que

Usando essa informacao na desigualdade dada pela proposicao 2.9 temos que
r—1
H? > H," H,,

e portanto
H,>H[,

e a igualdade ocorre se M é a esfera pois é nesse caso que ocorre a igualdade na proposicao 2.9. m
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Proposigao 2.12. Seja M uma variedade Riemanniana de dimensao n e e seja f : M" — Q" uma

imersao isométrica de M em uma forma espacial de dimensao n + 1 e curvatura seccional c¢. Entao

para todo r € {1,2,--- ,n— 1} se H, > 0 temos a seguinte desigualdade cléssica,
1 1 1 1
H >H; >Hj >--->H)"] > Hy.

Prova: A relacao encadeada entre as r—ésimas curvaturas médias nessa proposicao nao passa de

uma aplicacao sucessiva da proposicao anterior parar =1,2,--- ,n—1. m

Proposigao 2.13. Seja M uma variedade Riemanniana de dimensao n e e seja f : M" — Q" uma

imersao isométrica de M em uma forma espacial de dimensao n + 1 e curvatura seccional c¢. Entao
B

para todo r € {1,2,--- ,n — 1} é vélida a desigualdade H; > H/{, ocorrendo a igualdade somente

em pontos umbilicos.

Prova: Esse resultado é uma aplicacao direta desigualdade classica que provamos acima, onde

_1
se vé que para cada r € {1,2,--- ,n—1}, Hy > H};.
Definicao 2.14. Definimos o r-ésimo operador de Newton T, colocando
TO =1 e Tr = ST] - ATrfl.

Lema 2.15. Sejam M uma variedade Riemanniana de dimensao n e f : M" — Q"' uma imersao
isométrica de M em uma forma espacial de dimensao n + 1 de curvatura seccional c¢. Para cada

r=1,...,n, T, o r-ésimo operador de Newton e A, o operador de segunda forma, comutam.

Prova: A prova serd feita por inducao. Claro que o resultado é valido para Ty. Suponhamos

agora que AT, =T, 1A. Entao

AT, = A(S,T — AT,_,) = A(S.] — Ty_1A) = S,A — AT,_1A = (S,I — AT,_,)A = T, A.
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Proposigao 2.16. Seja M uma variedade Riemanniana de dimensao n e e seja f : M" — Q" uma
imersao isométrica de M em uma forma espacial de dimensao n 4+ 1 e curvatura seccional c¢. Para

cadar =1,...,n, T, o r-ésimo operador de Newton é um operador auto-adjunto.

Prova: A demonstragao sera feita por inducao e se baseia simplesmente na defini¢ao do operador
T, e no fato de A ser auto-adjunto. E obvio que Ty = I é auto-adjunto. Suponhamos agora que 7T,
seja auto-adjunto e tomemos X,Y € X(M).
(TX,Y) = (S — AT, )X,Y)
= (S, X)Y) — (AT, 1X,Y)
= (X,SY)— (T, 1 X, AY)
— (X,5,Y) — (X,T,1AY)
= (X (S~ T, 1 A)Y)

= (X,T.Y),
jAqueparaj=1,..,n AeT; comutam. m

Lema 2.17. Seja M uma variedade Riemanniana de dimensdo n e e seja f : M" — Q"' uma
imersao isométrica de M em uma forma espacial de dimensao n 4+ 1 e curvatura seccional c¢. Para

1 =1,...,n, \; os autovalores do operador da segunda forma A. Temos entao a seguinte relagao:
Sp(ki) = S, — kiSy—1(ky).

Prova: Fixado i = 1,...,n, podemos dividir a soma S, em duas parcelas, uma onde o k; aparece
e outra onde ndo. Assim, S, = A + k;B. Dessa forma, é imediato ver que S,(k;) = A. Por outro
lado, B é uma soma cujas parcelas sdo somas de todos os produtos de (r — 1) curvaturas principais,

exceto k;. Ora essa é justamente a definicao de Sr_l(lgi). Segue entao que

Sy = Sy (ki) + kiSo_1(ky).
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Proposigao 2.18. Seja M uma variedade Riemanniana de dimensao n e e seja f : M" — Q7! uma
imersao isométrica de M em uma forma espacial de dimensao n 4+ 1 e curvatura seccional c¢. Para
todo p € M, se {e1,--- ,e,} é uma base ortonormal de 7,M formada por autovetores de A, com
correspondentes autovalores kq,--- , k,, entao, para todo r = 1,...,n, ey, ..., e, sao autovalores de T,

com correspondentes autovalores

Hri = S’I‘(I%Z> .

Prova: Procederemos novamente por inducao. No caso r = 0 ¢é claro que Tpe; = le; = e; = le; =
So(léi)e,-. Mostrando que pg,; = SO(kA:Z-).

Suponhamos agora o resultado valido para r—1 e vamos provar que vale também para r. Vejamos

Te; = Srei_ATrfl

= Spe; — A(S,_y(ky)e;)

pelo lema 2.17. =m

Proposigao 2.19. Seja M uma variedade Riemanniana de dimensao n e seja f : M™ — Q"' uma
imersao isométrica de M em uma forma espacial de dimensao n + 1 e curvatura seccional ¢, munida
da conexao V e T, o r-ésimo operador de Newton. Entao VxT, é um operador auto-adjunto, para

todo X € X(M).
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Prova: De fato, fixe X € X(M) e tome Y, Z € X(M). Temos que,

(VxT)Y,Z2) = (VxT,Y —T,(VxY),2)
= <VXTT’K Z> - <TT’(VXY)7Z>

= X<T7"K Z> - <TTK VXZ> - <Tr(VXY)7Z>a

pois X(T.Y, Z) = (VxT.Y, Z) + (T,Y,VxZ).

Usando a proposicao 2.16 segue que:

(VxT)Y, Z) = XV, T,Z) = (Y, T.(Vx2)) = (VxY,T,Z)
= (VY. T,.2) + (Y, VxT.2) = (Y, T.(Vx Z)) = (VxY, T, 2)
= (V\VxT.2) = YV, T.(VxZ))
= (Y\VxT,Z - T,(Vx2))

- <}/7 (vXTT)Z> u

Lema 2.20. Seja M uma variedade Riemanniana de dimensao n e seja f : M" — Q"' uma imersao
isométrica de M em uma forma espacial de dimensao n + 1 e curvatura seccional ¢, munida da

conexao V e T, o r-ésimo operador de Newton. Para todo X € X(M) temos que ,

tr(T,—-1VxA) = (gradS,, X). (2.1)
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Prova: Essa demonstracao esta baseada no fato de T, ser auto-adjunto.

n

tr(T,_1VxA) = Z(TTAVXA(&')? €;)

i=1
n

— Z((VXA)@, T, -1ei)

= Z((VXA)ei,ur_1,i6¢>

=1

= Z pr—1i{(VxAei, e;)

i=1
= Z /erl,i<vXA€i - A<VX6’L'>7 ei)

i=1
n

= Z ﬂfr—l,i<vin€i - A(VXQ% €i>

i=1

= Zur_l,i((VXk‘iei, ei) — (A(Vxei), e:))

=1

= ZMT—I,i(<X(ki)€i’ ei) + (kiVxe;, ei) — (Vxe;, Ale;)))

= Z pr—1.i(X (ki) + ki(Vxes, e;) — ki(Vxe; e;))
i=1

Essa demonstracao se encerra quando mostramos que Z Sr,l(lgi)X (ki) = (gradS,, X). =
i=1

Lema 2.21. Seja M uma variedade Riemanniana de dimensao n e seja f : M™ — Q"' uma imersao

isométrica de M em uma forma espacial de dimensdao n + 1 e curvatura seccional ¢, munida da

conexao V e T, o r-ésimo operador de Newton. E vélida a féormula

rS, =tr(AT,_1).

21



Prova: Como

n n

tT’(ATT_l) = Z<ATT—1<ei)’ 6i> = Z<Tr—1(ei)7 A(el)>7

i=1 i=1

segue da proposicao 2.18 que

tr(AT, ) = > kit
=1

= Y kS (k)
=1

- Z(Sr - Sr(l%z))

i=1
= nS, — i S (ks)
i=1
= nS,—(n—r)S,
= 7rS,. =
Lema 2.22. Seja M uma variedade Riemanniana de dimensao n e seja f : M™ — Q"' uma imersao

isométrica de M em uma forma espacial de dimensao n + 1 e curvatura seccional ¢, T, o r-ésimo

operador de Newton e A o operador de segunda fundamental. Temos que vale também
tT<A2TT,1) = SlSr — (T’ + 1>Sr+1-
Prova: Temos que

tr(A*T,—,) = Zkfurq,i
i=1
= Zk‘i(k’i#r—l,i)
i=1

= Z ki (KiSy—1 (ki)

Além disso, pelo lema 2.17 sabemos que

~ ~

kisr—l( z) - S’r - S’r( z)
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Substituindo essa informagao em (2.2) temos
tr(A’Toy) = ) k(S — Si(k:))
i=1

1=1 i=1

= Slsr - (T’ + 1)Sr+17
uma vez que por (2.21) temos
(r+1)S,41 = tr(AT))
= Z ki/Lm'
i=1
i=1

Seja M uma variedade Riemanniana compacta, conexa e orientada de dimensdo n. Seja 7 a
orientacao de M. Seja f : M — Q"' uma imersdo isométrica de M em uma forma espacial de
dimensdao n + 1 e curvatura seccional c. Fixemos um ponto py € Q"' e consideremos a fungao
r: Q" — R dada por r(p) = d(p, po), onde d ¢ a distancia no ambiente Q™.

Seja @.(t) a solucao de y”(t) + cy(t) = 0, satisfazendo y(0) = 0 e ¢/(0) = 1, e ponhamos pu.(t) =

toe(t)

NOR Temos que
sin(y/et) sec>0
©.(t) = t sec=10
sinh(y/—ct) sec<0
e que
Veteot(y/ct)  sec>0
pe(t) = sec=0

1
Vv —ctcoth(v/—ct) sec<0

Definigao 2.23. Seguindo [20], definimos o wetor posicdo com origem em py € Q™! por x =

¢c(r)gradr, onde grad denota o gradiente em Q"'

23



Decompondo z, restrito a M, em uma componente z’ tangente a M e uma componente z'¥

normal a M™ temos
—> —>
n=al + pn,

onde p =< , W >. Seguindo a terminologia usual chamaremos de p a func¢io suporte da imersao.

Proposicao 2.24. Seja M uma variedade Riemanniana compacta, conexa, orientada de dimensao
neseja f: M™ — Q" uma imersdo isométrica de M em uma forma espacial de dimensao n + 1 e
curvatura seccional c. Denote por A a Segunda Forma Fundamental da imersao f. Para X € X(M),
vale a férmula

Vxaz! = @ (r) X + pAX, (2.2)
onde p = (X, 7).

Esbogo da prova: Apresentaremos aqui um esbogo da prova desse resultado. Para ver a prova

dos resultados que aparecem aqui consulte [8].

T

, = — =
Como Vxa? ¢é a componente tangente a M do vetor Vxa! e 27 = x— < 2,7 > 7, calculemos

inicialmente V xx. Temos

Vxz = Vx(pc(ro f)gradr)

= .(ro f)Vxgradr + X(¢.(ro f))gradr. (2.3)

Fixe p € M. Denotando por X7 a componente de X tangente & esfera geodésica de QU que
passa por f(p) e lembrando que grad é ortogonal & esfera geodésica e que Vmgmd = 0, segue da

equagao (2.3) que
Vxx = ¢.(ro f)Vyrgradr + ¢.(ro f) < X, grad(r o f) > gradr. (2.4)

Como grad é um campo unitario, ortogonal a esfera geodésica, e aponta para fora desta, prova-se

que Vxrgrad é exatamente o operador de forma da inclusao da esfera geodésica em Q™1 associado
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ao campo normal unitario que aponta para dentro da esfera geodésica. Mostra-se que os autovalores

desse operador de forma sao, dados por £ Cy), obtemos

pe(r o f)

V yrgradr = =~——~
rof

Xt (2.5)

Por outro lado, mostra-se também que grad(r o f) é,a componente tangente a M de gradr entao
segue que

< X,grad(ro f) >=< X, gradr > (2.6)
Substituindo (2.5) e (2.6) em (2.4) e lembrando da definigdo de p. obtemos

pe(r o f)
rof
= ¢.(ro f)(XT+ < X, gradr > gradr)

Vxz = @rof) X+l (rof)< X, gradr > gradr

= pu(ro )X (2.7)
Usando (2.7) e o fato de que

Vxazl = Vx(r—<az,7 >7)

—
n

= vxl’—<vxl‘,ﬁ>%}—<x,vxﬁ>ﬁ—<l’,7>vx

= Y(rof)X+ <z, AX > T+ <z, > AX,

temos que

Vi = (Vxa)T = gl(ro f)X +pAX.

Proposigao 2.25. Sejam M uma variedade Riemanniana compacta, conexa e orientada de dimensao
n, [+ M™ — Q" uma imersao isométrica de M em uma forma espacial de dimensiao n+1 e curvatura

seccional ¢ e T, o r-ésimo operador de Newton. Entao é valida a féormula:

n

div T,a' = Z(xT, (Ve Tr)e) + (n—r)Sepl(r) + pr +1)S.41. (2.8)

=1
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Prova: Temos que

n

div T,zT = Z(VeiTracT,ei)
i=1

= Y (Ve T)a" + T(Vea™), er).

i=1

Usando a proposicao 2.19 e depois aplicando a proposicao 2.2 segue que

div T,o' = Z(xT, (Ve,Th)es) + (T (Ve,zh), e)

= Y@ (VaT)e) + (Gelr)e + pAe), )

= W (VaTe) + 6l YT e + D (Tilpder). )

= Z(ﬂfT, (Ve Tr)ei) + () Z((Sr — AT )(e), i) + Z(Tr(pz‘lei), e:)

= Z(mT, (Ve,Tr)e:) +<p'c(7“)[z (Sre;,e;) Z AT, 1(e;), e:)] + Z +(pAe;), e;)
; i=1 i=1 =1

= Z@T,(VeiTr)einé( r)[nS, — tr(AT, 1) +Z r(ppAe;), €:).

Usando o lema 2.21 ficamos com

n n

div Tzt = Z(mT, (Ve T))e) + @l(r)[nS, —rS,] + Z(TT(pAei), e;)

i=1 =1
n

= Z(q;T, (Ve Tr)e) + (n—1)Sepl(r) + p(r +1)S,41,

i=1

exatamente o que queriamos mostrar.

Definicao 2.26. Dizemos que um operador T' é livre de divergéncia quando

> (Ve T)e; =0

=1

Teorema 2.27. Sejam M uma variedade Riemanniana compacta, conexa e orientada de dimensao
n, f: M" — Q" uma imersio isométrica de M em uma forma espacial de dimensdao n + 1. O

r-ésimo operador de Newton, 7T, é livre de divergéncia.
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Prova: Como T, = S, 1 — AT,_; temos que

n n

D (VeTer = Y (Ve (Sid — AT, 1))e;
=1 i=1

= Z(VeiSrl)ei — Z(vei(ATr—l))ei

=1 =1
n

= gradSr—Z(V AT —1e;) ZA Ve Tr-1)ei) (2.9)

i=1
Fixe X € X(M). Aplicando o lema 2.20 e usando a equacao de Codazzi ficamos com

<Z<V AT e, X) = Z«VXA) _ieie;)

= tT‘(TT_1VXA)

= (gradS,, X)

n
Temos entdo que Z(VQA) r—1€; = gradsS,. Substituindo essa informacdo na equacao (2.9)
i=1
ficamos com
n

> (VeT)e ZA (Ve Tr 1) (2.10)
=1

Afirmamos entao que Z(VeiTr)ei = 0. Daqui para frente procedemos por inducao sobre r. Para
i=1
r = 0 temos

n n

> (Ve To)ei =Y (Ve l)e; = 0.

i=1 =1
n

Suponhamos agora que Z(VeiTr_l)ei =0

i=1
Lembrando da equagao (2.10) temos entao que
S0 = = A B =0
i=1
pela hipotese de inducao. Provando enfim que 7, é livre de divergéncia. m
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Teorema 2.28. (Férmula de Minkowsky) Seja M uma variedade Riemanniana compacta, conexa
e orientada de dimensdo n. Seja 7 a orientacdo dada em M e f : M™ — R™! uma imersao

isométrica. Entao é valida a férmula

/ (H, + H, (X, 7)) = 0. (2.11)
M
Prova: Como M estd imersa no R"! temos de (2.8)

n

div Tz’ = Z(xT, (Ve,T)e) + (n—r)S, + p(r +1)S,41. (2.12)

=1

Usando teorema 2.27 na equacao (2.12) a expressao reduz-se a

div T,x' = (n—7)S, +p(r +1)S,41. (2.13)
Integrando ambos os lados de (2.13) e usando o teorema de Stokes temos que

0= /M(n —7)Sy + p(r +1)S,.1dM. (2.14)

Segue da definicao de S, que

/M(n—r)(:f)HrdM = —/Mp(r+1)<rj_1)Hr+1dM
Ja=n()m = = [ po-n(?) e

/Hr = —/(X,W>HT+1. .
M M

Definimos agora o operador L,., o r-ésimo operador linearizado, que exerce um papel fundamental

nessa dissertagao.

Definigao 2.29. Definimos L,, o m-ésimo operador linearizado por L,(f) = div(T.gradf). Note que

em particular, Lo(f) = Af.
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Proposicao 2.30. Seja M uma variedade Riemanniana de dimensao n munida da conexao V e

f € C®(M,R). Entao vale que
tr(T,.(Hess f)) = div(T,(grad f)). (2.15)
Prova: Fixemos X € X(M). Pela definigao de Hessiano temos que

tr(T.(Hess f)(X)) = tr(1,Vxgrad f)

n

= Z(TTveigrad fred). (2.16)

i=1
Usando a defini¢ao de divergente, derivacao de tensores, a proposicao 2.19 e o fato de 7T, ser livre

de divergéncia como vimos no teorema 2.27 temos

n

div(T,(grad f)(X)) = Y (VeTrgrad f,e;)

i=1
n

= Z(((VeiTr)grad frei) + (Ve grad f,e;))

=1

= (grad f,Z(VeiTr)ei) + Z(Trveigrad f,ed)
i=1 i=1

= Z(Trveigrad f,e). (2.17)

=1

Agora basta comparar as equagoes (2.16) e (2.17). =
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Capitulo 3

Estimativas do primeiro autovalor do
operador L,

As consideragoes a seguir servirao para provar as duas proximas proposicoes.

Seja o, : R" — R dada por o,(21,Z9,* ,&n) = D5 i o TiTiy  ,Tiy, & r-€sima fungdo
simétrica dos x}s.
Tome

(’)n:{(x1,$27... ;xn>axl>07’:172, ’n}

e seja I', a componente conexa do conjunto {z € R"; 0,(z) > 0} que contém (1,1,---,1). Observe

que O" C {x € R";0,(x) > 0} e também que (1,1,---,1) € O", logo O™ C T,.

Definigao 3.1. Seja P = P(z) um polindbmio homogéneo de grau m > 0 em n varidveis x =
(1, ,2,) € R" e seja a = (ay,--- ,a,) € R" — {0}. Dizemos que P é hiperbdlico com respeito a
a, ou simplesmente que P é a—hiperbdlico, se a equacao P(sa+ ) = 0 tem m zeros reais para cada

b € R e para todo = € R™.
L. Garding provou em [11] que ', é aberto e que
oy T, (3.1)

Além disso, L. Garding também em [11], estabeleceu uma desigualdade para polinomios hiperbélicos

30



da qual é possivel mostrar que

do,
&ci

>0 em I, com 1<ir<n. (3.2)

Proposigao 3.2. Sejam M uma variedade Riemanniana compacta e conexa, T}. o r—ésimo operador
de Newton e H,.; a {r + 1}—ésima curvatura média. Se H,;; > 0 entdo todos os autovalores do

operador T, sao positivos.

Prova: Como M" é compacta segue que dado p € M™, k;(p) > 0 parai = 1,2,--- ,n. Sendo

assim, & (p) = (k1(p), ka(p), -+ +kn(p)) € O" C T'yy. Temos que:

1 1

TSrJrl = Tarﬂ(
(i) ()

O que implica que ?(az‘) € {y € R" 0,41 > 0} para todo x € M. Logo ?(M) = {?(p);p €

H,1(x) = ?(:c)) > 0.

— —
M} Cc {y € R 0,41 > 0}. Mas como M é conexa e k ¢é continua , k(M) também é conexo e como

— —
k (p) € I',4q segue que k (M) C I')yy.

Por (3.2) temos que %(k(x)) > 0,Vx € M, mas sabemos do lema 2.17 que 0,41 (z) = z;0,(Z;)+
or11(7;), Vi. Assim segue que % = 0,(7;). Portanto,
80}+1 —
0< 2 4 (0) Rafa), -+ al) = ()

o que finaliza a prova da proposi¢ao. =

Proposicao 3.3. Seja M uma variedade Riemanniana compacta e conexa. Se H,,; > 0 em M"

entao H, > 0 em M".
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H
Prova: Na demonstragao da proposi¢ao acima vimos que k (p) € I'..1. Por (3.1) temos que

?(p) eI, e por isso o, (ki(x), ka(x), -+ k() > 0. Mas

H,.(z) =

1 1
*

N = 7ok (2)) > 0.
0 C)

Logo se H,.1 > 0 entao H, > 0, como queriamos. m

Proposicao 3.4. Seja M uma variedade Riemanniana munida da conexao V e f € C*(M,R).

Sendo f;; = (e;, grad{gradf,e;)), vale que

Lr(f) = Z STU%Z')fz‘z‘-

Prova: Usando derivacao de tensores, as proposicoes 2.19, 2.16 e 2.18, além do fato de T, ser

livre de divergéncia como vimos no teorema 2.27 temos

L'I‘(f)

div(T.gradf)

n

> (V. T.grad f,e;)
=1

Z(((VeiTr)gmd fre) + (T,V.,grad f,e;))

i=1

(grad f, i(veiTr)ei> + i(Veigmd f.Tye;)
=1 i=1

i(Velgrad 1, Tre;)

i=1

i(Veigrad /s ST(l%l-)eZ->

=1

Zn: S, (ki) (Ve,grad f,e;) (3.4)

Investiguemos separadamente quanto vale (V. grad f, e;).

Temos que

grad f = Z(gmd f,eje;,
=1
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logo

3

Vegrad f = V., Z grad f, ej
7j=1

n

= Z Ve, (grad I, €j>ej

j=1
> (Ve lgrad f.e;))e; + (grad f,e;)Ve,e;)
j=1
)

({grad £, Voe;) + (Vegrad f.e;))e; + (grad f.e;)V.e;)

j=1
Resta mostrar que

Z((grad f7 v6¢€j> + (Veigrad f7 €j>)ej + <grad f7 ej>v6iej) = Z(eiv gTCLd <g?”6ld f7 ej>>€j'

j=1 j=1
Dai,

(€i, Ve, grad f) = ez,z e;, grad (grad f,e;))e;
j=1
= Z(ei,gmd (grad f,e;))(ei, €;)
j=1

(e;,grad (grad f,e;)).

Substituindo essa informagao em (3.4) temos
Lo(f) = > Su(ki)(Vegrad f,e;)
i=1
= Y S,(ki){ei,grad (grad f,e;))
i=1

= Y Si(ki)fa (3.5)
i=1
Como queriamos demonstrar. =

Teorema 3.5. Sejam M uma variedade Riemanniana de dimensao n compacta e f : M™ — Q™!
uma imersao isométrica. Caso ¢ = 1, suponhamos também que M esteja contida em um hemisfério.

Se H,.1 > 0 entao L, é um operador eliptico.
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Prova: Da proposicao 3.4 vemos que mostrar a elipticidade de L, é equivalente a mostrar que
n
Sp(k:) > 0 j& que Ly (f) =Y Sp(k:) fir
i=1
Observemos inicialmente que o fato das esferas de Q"' serem convexas e de M ser compacta
implica na existéncia de um ponto p € M onde as curvaturas principais tem o mesmo sinal. Supon-
hamos, sem perda de generalidade, que todas as curvaturas principais sao positivas. Assim por
continuidade existe uma vizinhanca & de p onde S;, Sj(/;;\i) e Hj(l;») sao positivos para i,j = 1,...,n.

Definamos o conjunto,

~

’Cj = {p e M, Sj(kz) > 0,1 =1, ,n}

Pode-se ver que K; é aberto e contém Y. Chamemos de G; a componente conexa de K; que

contém U.
Afirmacao 3.6. Para cada j = 1,...,n temos que G;1; C G,.
Prova: Para cada ¢ = 1,...,n defina o conjunto aberto abaixo
Vi=n_,G;.

Observe que Sj(];;;) >0em V,paraj=1,...,iek=1..n.
Para cada ponto de V; vale a seguinte desigualdade classica vista na proposigao (2.12),

~ ~

Hy (ki) > Ha(ky)

o=

> > Hy(ky)i, 1<k<n (3.6)

Por continuidade, a desigualdade (2.12) continua vélida no fecho de V;. Assim se tomarmos um
ponto no fecho de V; concluimos que esse ponto pertence a G; para j < 4, ou seja, tal ponto pertence
ao interior de V;. Pela definicao de V; temos que V; C G;. Além disso V; é aberto e acabamos de
mostrar V; é fechado. Como §; é conexo provamos que G; = V;. Logo temos que G;1; C G;. =

Voltando a demonstragao do nosso teorema provaremos agora, usando a afirmacao 3.6, que G, é

fechado.
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Seja ¢ no fecho de G,. Por continuidade temos nesse ponto que S,,(l;:\,-) >0parait=1,..,n.
Pela afirmagao 3.6 para cada 1 < j <rel <1:<n temos que Sj(lgi) >0 em gq.
O lema 2.17 nos diz que

Spi1 = kiSp(kz) + S (K:) (3.7)

Suponhamos que Sr(/;-) = 0 em ¢. Usando essa informacao na equagao 3.7 teremos que S, =
SH_l(l;») em ¢. Por hipdtese temos que H,,; > 0, logo S,;1 > 0 e dai STH(l%) > 0.

Usando a afirmacao 3.6 temos

<

A
3
S+ 3
)_‘ .
=
> +
> =
S~— ~
g
sl

Chegamos a uma contradicao obtida pelo fato de estarmos supondo que que Sr(l;) =0 em q.
Entao S,«(lgi) > 0 em ¢ provando que ¢ estd no interior de G,. Logo G, é fechada. Ora, sendo G,
aberto e fechado em M e M sendo conexa temos usando a afirmacao 3.6 que G; = M para j =1,...,r.
Dessa forma, Sj(/;) > (O para j =1,...,7e i =1,...,n em cada ponto de M. O que finaliza essa

demonstracao.

3.1 Estimativa quando temos variedades imersas em R"'!
com H, constante

Seja M uma variedade Riemanniana conexa, compacta, sem bordo e f : M — R™"! uma imersao

isométrica.

. . . . — . ~
Lema 3.7. Sejam M uma Variedade Riemanniana conexa, compacta, sem bordo, n a orientacao
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n
de M, f: M — R™! uma imersao isométrica e c(r) = (n — r)(

> . Entao vale a formula
-

Lo(f) = c(r)Hoa 70, (3.8)

onde Lr(f) = (Lr<f1)7' o 7LT(fn)) sendo f - (flﬁ T 7fn)

Prova: Fixe v € R"™ e considere a funcio altura (f,v) : M — R. Note que grad(f,v) = v’

)

— — . ~
onde vI = v — (W ,v) " denota a componente tangente de v ao longo da imersao f. Para cada

X € X(M) temos que

Vx(grad(f,v)) = Vx(u")

= (W, 0)VxT — X((7,0))7. (3.9)

Vx(grad(f,v)) = (=(0,v)Vxn - X((7,v))7)"

= (nm,v)AX. (3.10)
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Entao,

L.((f,v)) = div(T.grad(f,v))

n

— Z((VeiTrgmd<f,v>,€i>

i=1
n

= Y (Ve To)grad(f,v), e;) + > (T.(Ve,grad(f,v)), e;)

=1 i=1
n

= > lgrad(f, o). (VoTe) + Y (T (7, ) Aer). o)

= (grad(f.0), Y (Vo)es) + 3 (T )T (Aer). )

= (@) Y (T e )

i=1

= (m,v)tr(AT,)
= (@ )+ DS

= (W,v)e(r)Hppa. (3.11)

Acima usamos a proposi¢ao 2.19, o lema 2.21, o teorema 2.27 e a equagao (3.10).

Consideremos agora {uq, ..., u,+1} a base canoénica de R™*1. Assim sendo

n+1

L(f) = Z(foi))ui

= > (L({(frw))uw

i=1

n+1

= c(r)H, 11 Z(W, Wi )U;

i=1

= c¢(r)H,; 7. m (3.12)

A primeira parte do teorema a seguir é o teorema 3.5, a segunda parte foi feita por P. Berard em

[7] para o caso particular do Laplaciano, mas o resultado vale mais geralmente.
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Teorema 3.8. Seja M uma variedade Riemanniana, e seja f uma imersao isométrica em R"*! ou

H™ ! com H,,; > 0 entao L, é eliptico e vale a seguinte caracterizacao para o seu primeiro autovalor,

A = inf{fM}Mgg;;‘(j\;dM,Ang = 0}. (3.13)

. . . . —_ . ~
Teorema 3.9. Sejam M uma variedade Riemanniana conexa, compacta, sem bordo, n a orientacao

de M, f: M — R"™ uma imersao isométrica e c(r) = (n —r) (n) Se H,11 >0 em M entao
T
A < o(r) Jur HfﬂdM’
[, HedM

onde e a igualdade ocorre precisamente se M é uma esfera de R"*.

Prova: Pelo teorema 3.8 temos a seguinte caracterizacao para o menor autovalor do operador

L,:

Alsz{fMjTjj;’g\)fdM,/Mngzo}. (3.14)

Suponhamos que [,, fdM =0, onde [,, fdM = ([,, fdM,---, [\, fas1)dM). Se [,, fdM = v

bastaria transladarmos f de —=-, dessa forma terfamos

/]\/[(f_UO;)M)dM:/jwf_UO;)M/]de:/M,f_UdM:O

Como f = (fi, -+, fut1) temos que [,, fidM =0, com 1 < i < n+ 1. Assim por (3.14) temos

que
A < M 3.15
R I T 19

Usando o lema 3.7 em (3.15) ficamos com

/\1/ fi2dM < —/ fily(z;)dM = —/ fie(r)Hyyanid M.
M M M
Somando agora de 1 até n + 1 temos:
/\1/ |fIPdM < —c(r)/ Ho < f,m>dM (3.16)
M M
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Usando a Férmula de Minkowsky, teorema 2.28, em (3.16) segue que

)\1/ F2dM < —c(r)/ HodM (3.17)

Multiplicando (3.17) por [,, H? 1dM e usando Cauchy-Schwartz ficamos com
c(r) / H,dM / H? dM > / |f|?dM / 2 dM (3.18)
M

> )\1(/ ‘ler+1> aM
M
2
> /\1(/ <f7W>Hr+1) dmM
M

= )\1(/MHT>2dM.

2
Pela proposigao 3.3 temos H, > 0. Entao podemos dividir (3.18) por ( S ) dM obtendo

A < 0(7") fM HEHdM.
fM H.dM

Vejamos agora o que ocorre quando temos a igualdade. Nesse caso todas as desigualdades que

usamos para obter (3.18) devem ser igualdades, em particular temos que necessariamente

/ | fIH 1 dM z/ < f,m > H, . dM.
M M

Mas isso implica que f = k7 para algum k.

Temos entao o seguinte
e(lf) =e(< f,f>)=2< Vo f,f>=2<e,f>=2<e,kn >=0.
Logo grad|f|* = 0, assim | f| é constante e portanto M é uma esfera. m

Corolario 3.10. Adicionando as hipdteses do teorema 3.9 o fato de H,.,; ser constante temos que

r42

A < e(r)H

ocorrendo a igualdade quando M for a esfera.
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Prova: Usando a proposi¢ao 2.11 com o teorema 3.9 temos que

c(r) fM HfHdM
f H.dM
C(T) yM H3+1dM

Sy Hi dM
oy 2 [,y dM
H*! Jur dM

< c¢(r)HI7. =

A

A\

VAN

3.2 Estimativa quando temos variedades imersas em H"'!
com H, constante

3.2.1 Sobre o espaco hiperbélico H"*!

Considere o conjunto

H"* ={X = (7,2);7 € R"" e 2 >0}

Coloquemos nesse conjunto a norma dada por || X|| = |Z]*> — 22, onde | . | denota a norma euclidiana.

O modelo de espaco hiperbdlico que vamos trabalhar aqui é o modelo de Minkowsky dado por
M = (X € H LX) = -1,
3.2.2 A estimativa

. . . . — . ~
Lema 3.11. Sejam M"™ uma variedade Riemanniana conexa, compacta, sem bordo, n’ a orientacao

n
de M, f: M™ — H"! uma imersdo isométrica e c(r) = (n — r)(

> . Entao vale que
,

Prova: De fato,
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tr(T,) = tr(S.I— AT,_4)
= tr(S.I) —tr(AT,_1)

= nS,. I —rS,

. . . . — . ~
Lema 3.12. Sejam M"™ uma variedade Riemanniana conexa, compacta, sem bordo, n” a orientacao

. ~ . o n ~ .
de M, f: M"™ — H""! uma imersao isométrica e c(r) = (n — 7“)( ) , entao temos a seguinte
r

generalizagao do lema 3.7,

L.(f) = c(r)(Hrpa ™ — cH,.f).

(3.19)

Prova: A demonstracao desse teorema sera muito parecida com a demonstracao do seu caso

particular. Seja V € R"*2 ¢ a funcao (f,v) : M — R. Note que grad(f,v) = v, onde vT =

v—(,v) 7 —c(f,v)f denota a componente tangente de v ao longo da imersio f.

Entao para cada X € X(M) calculemos V x(grad(f,v)).

Vx(grad(f,v))

vx (’UT)

Tomando agora a componente tangente de (3.20) ficamos com,

Vx(grad(f,v))

({7, 0)Vxn — X((1W,0) 7 — X(c(f,0)f = c(f,0)Vx )"

(0, v)AX — c(f,v)X.
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div(T,grad(f,v))

n

Z((VEiTTgraaKf, V), e;)

Z((V T grad(f,

=1
n

€z

i=1
n

(7,v) Z((TTA)% €i) =

(', v)tr(AT,) —

Tendo em vista o lema 3.11, resta mostrar que tr(A7T,) =

co{f,v)H.

o(r) (7, v) Hr —

L.(f) = C(r>([_lr—|—1H> -

No que segue usaremos as notacoes H .

Z(gmd(f, U)? (VeiTT)ei>

<g7"ad(f, U)? Z(veiTr)ei>

c(f,v)tr(

+(Ve,grad(f,v)), e;)

+Z
+Z<T

i=1

+ Z((W,@TT(A@

{f,v) Z( r(€:), €i)
T)

(7, v) Ae; — c(f,v)e;), e;)

), €i) — Z(CU, v)T:.(e:), €:)

c(r)H,41. Assim teremos que L,.({f,v))

+), de onde concluimos de forma inteiramente anédloga ao lema 3.7 que

cH,.f).

=inf H, e H, = sup H,.

Teorema 3.13. Seja M uma hipersuperficie imersa isometricamente em H"*! e suponha que H,; >

0 em M. Entao, ,
N ) (e + it~ 1 75)
Se H,.1 é constante positiva segue que:
.
A <e(r)(Hpgr + 7;1 —1).
Prova: Seja F' = (f, f) € H™, sendo f : M™ — R Assim como no teorema 3.9 podemos

supor que [,, fdM = 0, tendo entao que se f=

(fla )
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No nosso caso, como ¢ =1 o lema 3.12 se torna
Lo(f) = c(r)(Hra @ — H,f).
Tal equacao pode ser vista como n + 2 equacdes nas coordenadas de f e de 7 como segue
L.(f;) = c(r)(Hyyan; — H. f;), para i=1,...,n+ 2. (3.22)
Multiplicando (3.22) por — f; teremos

—file(fi) = e(r)(—=Hrpanifi — Hr(fi)Q) (3.23)

Agora lembremos novamente do teorema 3.11, que garante que

2 P . .
M /M f2dM < /M fL.(f) (3.24)

Assim ficamos com

A / F2aM < / () (Hyoynsfi — Ho(f)2)dM. (3.25)

Somando as equagoes (3.25) de i = 0 até n + 1, teremos

" /M 7P < /M () (Hya (72 ) — HL|F2). (3.26)

Lembremos que |F| = —1 e que (F, ﬁ> = 0. Assim,
fl=1+1 e (f.0)=(f7)+fn,

—)
onde n = —eN, sendo e = (0,--- ,1) € R"2
H
Como F, N e o espaco tangente a M em F' geram o espaco R""2 o gradiente de f pode ser escrito

Ccomo

gradf:ejt(e,F)F—(e,ﬁ):e+fF—|—ﬁﬁ,
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segundo [6], p. 131.

Entao,
0<l|grad f|> = -1+ f* —n? (3.27)
Usando (3.27) chegamos a
2+ n? 1 - 1
i< L=

Como H,.; > 0 e pela proposicao 2.11 é claro que

- [ mifean < - [ mEiiPam

- . H, _ . 1
[ Heaifian = [ Hapnddt < [ (ol FPeT5 M < e [ (FPaM [ Hea

Segue entao que

A - — . 1 .
—1/ |f]2dM§HT+1/ |fy2dM+—/ H, 1dM — H;ﬁ/ | f|2dM. (3.28)
o(r) Ju M 2 Ju M

Dividindo a expressao em (3.28) por [}, | fI?dM chegamos a conclusio que

A — dM _r_
L <Ho 4+ 2 2 Ju 1L 2“ —H (3.29)
e(r) Jor | f12dM

Além disso,

[ aeant [ mzav = [ o [

ja& que por (3.27) |f]? = 22 — 1 > n2.

Por Cauchy-Schwartz temos

/ n*dM / H? dM > ( / nH, . dM)?,
M M M
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portanto,
/ 7 dM/ H2 M > ( / nH, o d M) (3.30)
Integrando a equagao (3.22), L,.(f;) = ¢(r)(H,4+1n;— H, f;), que falamos no inicio da demonstragao
do teorema, vamos obter pelo teorema de Stokes que
H,y1n; = H, f;
de onde segue que
H, 1N = H,x;F' em particular H,.1n = H,z

Substituindo agora essa informacgao em (3.30) obtemos

/\f| dM/ H?. dM > ( /fHdM /HdM) pois > 1.

Com isso temos que

| i dM> i) aM (3:31)
r+1dM

Voltando nosso pensamento para (3.29) usamos (3.31) para obter a seguinte desigualdade

_2 —_
Sy HrndM [y HeadM [y, H20dM_ Ho [y dMH, [y dM Hfﬂ_
[, |f2dM = [ HedM [, HdM = H, [, dMH, [, dM 1

Enfim, voltando para (3.29) obtemos

como queriamos.
Resta agora ver o que acontece quando H,; é constante. Para isso usaremos o que mostramos

acima e a proposicao 2.11. Ocorre entao que,

T

3
)\1 Hr+1 _ r+1
o S Heat 2H? | Hr+1r
1 r4+1 r+1
< H,q+ §HT++£ — H/]
T

< Hyp+3H 1 —1. =
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3.3 Aplicacao: Estabilidade de Hipersuperficies em R"*!

Agora,que ja temos uma estimativa para o primeiro autovalor do operador L,, vamos aplica-la ao
estudo das hipersuperficies estaveis.

Como o objetivo dessa dissertacao nao é fazer o estudo da estabilidade, vamos somente dar ao
leitor uma idéia para que este possa entender a nossa aplicacao. O leitor que desejar saber mais
sobre o assunto pode consultar Espinoza em [10].

Seja M uma variedade Riemanniana de dimensao n e seja f : M"™ — Q7! uma imersao isométrica
de M em uma forma espacial de dimensio n + 1. Uma variagao de f : M"™ — Q™" ¢ uma aplicagao
diferenciavel X : M™ x (—¢g,e) — Q"™ com € > 0 de modo que para todo ¢t € (—¢,€) a aplicagao
X M™ — Q" dada por X;(p) = X(p,t) é uma imersao para cada t € (—¢,¢) e que Xy = f.

Para cada r =1,2,--- ,n definimos o funcional Barbosa-Colares por

Ar,c:/ Fr[517527"' 7ST']dM7
M

cn—r+)F_»

onde as funcoes F, sao definidas recursivamente por Fyp =1, F; = S51,--- , F. =5, + —

Consideremos agora o problema variacional de minimizar A, . para todas as variacoes de f que
tenham variacao de volume nulo.

Considerando as variagoes que preservam volume, essas devem ser um ponto critico do funcional

Are(t) =AFT[Sl(A)(t),Sz(A)(t),--- »Sr(A)(1)]d My,

onde A(t) é a segunda forma fundamental de X; e dM; ¢ o elemento de volume da métrica induzida
em M por X;.
Em [10] encontra-se uma demonstragao para as férmulas de primeira e segunda variacao. Que

sao dadas por

AL (0) = /M = (r + 1)S) 41 + k] fdM
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A0) ==+ 1) [ FLD) + (SiSrr = (4 28,12 + cln = 1), 1)

Definindo,

/ FILAS) + (515,41 — (1 + 2)Ssa)f + e(n — )5S, fldM

dizemos que a imersao f com S,,; constante é estdvel se I,.(f) > 0 para toda funcao diferencidvel
com suporte compacto, com valor médio nulo.
Note que I,.(f) > 0 é equivalente a [, —(r+1) fL.(f)+[(r+1)c(r+1)H,o—nc(r)Hy Hy ] f2dM >

0. Vamos entao provar nossa aplicacao usando essa tltima integral.

Teorema 3.14. Seja M uma hipersuperficie fechada imersa em R"™! com H,,, > 0. Entao M é

estavel se, e somente se, M é uma esfera.

Prova: Suponhamos M é estavel. Usando a férmula da segunda variagao para a primeira auto-

fungao de L, : L.(f1) + A1f1 = 0 obtemos
/ 0+ D+ (4 1)e(r + 1) Hyra — ne(r) Hy Hy 1 £2 dM > 0.
M

Pelo corolario 3.10 do capitulo 2 temos que:

42

)\1]012 < C( )Hr+if1a

entao

/ (r+ 1)e(r) BT 4+ (4 1)e(r + 1) Hysa — ne(r)Hy Hy o) f2 dM > 0 (3.32)

Como (r + 1)e(r+1) = (m —r — 1)e(r) e pela proposicao 2.10 temos que

r+2

(r + De(r) B + (r + L)e(r + 1) Hysp — ne(r) Hy Hy 4

r+2

< (r+1c(r)H 1 + (m—7r—1)c(r)H1Hypq — ne(r)HiHy 44
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r+2

= (r+Ve(r)H I — (r+ 1)e(r)HiHyqq

r+2
1

= (r+ De(r)(H 1 — HiHy11) (3.33)

1
Como pela proposicao 2.13 Hy > H/| e a igualdade ocorre somente nos pontos umbilicos temos

r4+2
que HH,y > H};. Substituindo essa informagao em (3.33) ficamos com

r+2

(r+De(r)H + (r+ 1)c(r + 1) Hyqp — ne(r)HiHy g <0. (3.34)

Mas sabemos que vale a desigualdade (3.32), entdo precisamos da igualdade na equacao (3.34),
que é equivalente a igualdade na proposicao 2.13. Sendo assim todos os pontos de M sao umbilicos,
sendo M uma esfera.

Reciprocamente, se supormos agora que M é uma esfera, teremos a igualdade na proposigao 2.13,

o que faria com que
42
/ [(r+ De(r)H [y + (r+ De(r + 1) Hrso — ne(r) HiHega [ f dM =0
M

em todos os pontos. O que mostra que M ¢é estavel. =
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