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Introducao

As curvas racionais normais, objeto central de estudo desta monografia, sao curvas
geometricamente bastante simples. Podem ser caracterizadas, por exemplo, como as curvas
irredutiveis e nao degeneradas de grau minimo em um dado espaco projetivo.

Essa simplicidade nos poderia fazer pensar, equivocadamente, que estes objetos nao
sejam muito interessantes desde o ponto de vista matemaéatico. Porém essas curvas, além
de possuirem propriedades geométricas muito ricas, aparecem naturalmente em varias con-
strugoes e prestam auxilio para a demonstracao de varios resultados importantes.

Como ilustracao, considere o seguinte problema: quando dois conjuntos de pontos em
posicao geral em P" sdo projetivamente equivalentes? Em P!, a resposta é classica, e
faz uso do método da razdo cruzada, como recordaremos no final da secao 1.1. E o que
acontece quando n > 17 O seguinte resultado, do final do século XIX e devido a Veronese
[Veronese| (apesar de ser comumente atribuido a Castelnuovo, cf. [CC02]) é a chave para a
solucao dessa questao:

Teorema. Dados n + 3 pontos de P" em posicao geral, entao existe uma unica curva
ractonal normal passando por eles.

No Corolario 2.5 veremos que com o uso deste Teorema reduzimos nosso problema ao
de equivaléncia projetiva de pontos em P!, que ja sabemos tratar.

H4 aplicacoes mais interessantes e profundas. Por exemplo, mostraremos no Teo-
rema 2.22 que, em caracteristica zero, uma superficie ctibica geral de P? ¢ racional. Mais
ainda, curvas racionais normais surgem como instrumento na classificacao de variedades
de grau minimo em espagos projetivos (e.g. |Griffiths e Harris, Section 4.3, p.522|) e no
estudo de variedades defectivas (veja [CCO1] e [CCO02]).

A primeira parte do nosso trabalho é apresentar diversas propriedades geométricas
dessas curvas, bem como varias caracterizacoes. Sao nestes resultados é que estao baseadas
as aplicagOes geométricas. Aqui nos baseamos principalmente em [Harris].

Na segunda parte, discutimos generalizagoes do resultado de Veronese. Precisamente,
desejamos resolver o seguinte problema:

Dada uma colecao finita de espacos lineares em posicao geral em P", existe
uma curva racional normal intersectando cada componente de dimensao i da
colecao em i + 1 pontos?

Note que, como no caso de Veronese, este problema esté ligado com a questao de determinar
quando duas colegoes de espacos lineares sao projetivamente equivalentes.

Apresentamos uma resposta completa para esse problema em P3 (Teorema 3.18). O
caso geral parece dificil, e os resultados sao apenas parciais. Nosso tratamento esta baseado
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no artigo de Carlini e Catalisano [CC02|. Cabe destacar que nos empenhamos em dar um
abordagem mais elementar dos resultados, simplificando as demonstracoes, de maneira que
os conhecimentos de Geometria Algébrica necessarios para sua compreensao sejam basicos.
As ferramentas fundamentais utilizadas foram as Grassmannianas e as variedades de Segre
e o Teorema da Dimensao das Fibras.

Apresentamos agora uma descricao sucinta dos trés capitulos desta dissertacao.

O Capitulo 1 é introdutoério, e se enfoca em citar os teoremas que utilizaremos ao longo
da monografia. Fazemos também uma breve revisao dos conceitos basicos de Geometria
Algébrica, introduzindo seus principais objetos e invariantes: variedades algébricas, di-
mensao, morfismos, mapas racionais, o teorema da dimensao das fibras, etc. Além disso,
apresentamos resultados relativos aos automorfismos de P” e a birracionalidade de funcoes
regulares injetivas. Baseamo-nos principalmente em |Shafarevich| e em |Harris.

No Capitulo 2 apresentamos as curvas racionais normais e diversas de suas propriedades
mais basicas, tanto do ponto de vista algébrico como geométrico. Entre outras, mostramos
que com excecao das retas e cOnicas, essas curvas nao sao de intersecao completa e que
tém a propriedade de grau minimo que mencionamos no inicio. Demonstramos também
0 o Teorema de Veronese (Teorema 2.4). Em seguida construimos espagos de parametros
para essas curvas e calculamos a sua dimensao, fazendo a partir dai aplicacoes.

No Capitulo 3, discutimos o problema acima destacado utilizando os métodos de
|CCO02]. Apos introduzir alguns conceitos, apresentamos condi¢oes para que existam cur-
vas racionais normais intersectando certas configuragoes de espacos lineares em posi¢ao
geral. De fato, associamos a cada tal configuracao um dado numerico, denominado vetor
de pesos, que simplesmente indica quantos espacos de cada dimensao a configuragao possui.
Mostramos que em um dado espaco projetvo existe apenas um nimero finito de vetores
de pesos para os quais o problema tem resposta afirmativa. Isto é feito construindo-se
um espaco de parametros para cada vetor de pesos. Finalizamos apresentando exemplos
concretos, onde aplicamos os resultados obtidos.



Capitulo 1

Preliminares

Comegamos expondo algumas nocoes basicas em Geometria Algébrica. Definimos as
variedades algébricas, tratamos de seus morfismos e das propriedades que sao preservadas
por esses morfismos. Além disso, enunciamos diversos resultados serao utilizados poste-
riormente. Nesta dissertacao, o corpo de base k sempre serd algebricamente fechado.

1.1 Nocoes basicas

O espaco afim de dimensao n, denotado por A", é simplesmente o conjunto de n-uplas
com entradas em k. Definimos uma topologia neste conjunto: dizemos que X C A" é
um fechado (variedade afim) se existem polindémios Fi,..., F, € k[Ty,...,T,] tais que
X = Z(F,...,Fy) onde Z(Fy,...,F,) = {p € A" | F;(p) = 0parai =1,....k}. A
topologia gerada por estes fechados é chamada a topologia de Zariski.

Dado um fechado afim X C A", definimos I(X) como o ideal de polinomios que se
anulam em todos os pontos de X. Dizemos que uma funcao f: X — A™ é regular (ou um
morfismo) se é a restri¢ao de uma funcao polinomial, ou seja, se é da forma f(z1,...,z,) =
(fi,..., fm)onde cada f; ¢ um polindémio em k[T, ...,7T,]. Denotamos por k[X] o anel das
fungdes polinomiais em X. Em [Shafarevich, Sec¢ao 2.2, p. 24| podemos ver que este anel
¢ isomorfo a k[T, ...,T,]/1(X). No caso que I(X) é um ideal primo k[X] é um dominio,
pelo que tem sentido falar de seu corpo de fragoes. Denotamos este corpo por k(X).

Definimos P" como o conjunto de retas de A"*! que passam pelo origem. Para um

ponto p = (zg,...,x,) € A"\ {0}, denotamos por (zy : --- : x,) a tnica reta de P"
que passa por p. Estas sao chamadas de coordenadas homogéneas do ponto p. Note que
(xo:---:xn) = ((yo:---:yn) se e somente se existe A € k* tal que x; = A\y; para todo i.

Podemos estender a topologia de Zariski definida anteriormente para conjuntos de P™.
Um conjunto X C P" é uma wvariedade projetiva se é o conjunto de zeros de polindémios
homogéneos em k[T, ..., T,]. Munimos X da topologia induzida por P". Os conjuntos que
sao abertos de alguma variedade projetiva sao chamados de quase-projetivos. Em geral,
denominamos simplesmente por variedade qualquer conjunto algébrico quase-projetivo.

Observamos que o espaco afim A" estd naturalmente mergulhado em P"” mediante a
inclusao (z1,...,z,) — (L : 2y : -+ : x,) e fica identificado com o aberto P\ Z(zg). Assim,
variedades afins também sao quase-projetivas.
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Para uma variedade quase-projetiva X dizemos que um elemento xr € X é tomado
genericamente se x é tomado em algum aberto denso de X.

Dizemos que uma funcao f: X — P™ é regular em um ponto p se existe um aberto
afim U C X contendo p, tal que a funcao restrita a se aberto é um morfismo. Uma funcao
é regular em X se é regular em todos os pontos, em particular os mapas regulares (também
chamados morfismos) sdo continuos na topologia de Zariski.

Dizemos que f: X — Y éum isomorfismo se f tem inversa regular. Se f(X) é denso em
Y dizemos que f é dominante. Construimos o conjunto de fungdes racionais, f: X --+ P™
como o conjunto de classes de equivaléncia (U, f) tais que U é um aberto de X, e f é uma
funcao regular em U, com a relagao de equivaléncia (U, f) ~ (U’, f') se f |lvrv= [ lvrv-

Se entre X e Y existe uma funcao racional que tem inversa racional, dizemos que X, Y
sao birracionalmente equivalentes. Estendemos a definicao de afim, para os conjuntos que
sejam isomorfos a conjuntos afins. Para uma variedade quase-projetiva X, denotamos por
Ox o conjunto de fungoes regulares de X a k.

Exemplo 1.1 (Produto de variedades projetivas). Seja X = P" xP™ e f: X — PV, onde
N=(m+1)(n+1)—1,dadapor f(zo: - :2,),(yo: - yn) = (- 2yy;:...). Entao
f ¢é injetiva e sua imagem ¢ um fechado de PV (veja [Shafarevich, Secao 1.5.1, p.55]). A
funcao f é chamada o mergulho de Segre e definimos X, com a topologia induzida por f,
como a variedade produto P x P™.

Exemplo 1.2 (Grassmannianas). Tomamos X como o espaco de planos de dimensio k
em P", definimos f: X — PV (onde N = (Z) — 1) tal que se o plano L e gerado pelos
vetores vy, ..., v, entdo f(L) é o ponto gerado pelos determinantes dos menores k x k da
matriz formada por vy, ..., vx; esta aplicacao estd bem definida e é injetiva, e sua imagem
¢ um fechado de PV (veja [Harris, Exemplo 6.6, p.64]). Denotamos a essa imagem como
Gi.n, a Grassmanniana de planos de dimensao k em P". Dizemos que o ponto f(L) sdo as
coordenadas de Pliicker de L. Por exemplo, G; 3 é a Grassmanniana das retas em P? e é

dada pelos zeros de equagao
XoXs — X1 Xy + Xo X3

em P5 (veja [Shafarevich, Segdo 1.4.1, p. 43]).

Definicao 1.3. Um espaco topologico é irredutivel se nao pode ser escrito como a uniao
de dois fechados proprios. No caso em que X é um conjunto quase-projetivo irredutivel o
ideal I(X) é primo e o conjunto das fung¢des racionais de X a k & um corpo. Denotamos
por k(X)) este conjunto.

Proposicao 1.4. Para X uma variedade quase-projetiva, entdo X pode-se escrever de

maneira unica (salvo permutagao dos fatores) como X1 U XoU---U Xy, onde cada X; € um
fechado irredutivel e X; ¢ X; para i # j.

Demonstracao. Veja |Shafarevich, Sec. 3.1, p. 34] O

Proposigao 1.5. Seja X um conjunto algébrico e X seu fecho. Entio X ¢ irredutivel se
somente X € irredutivel.
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Demonstracao. E claro que se X = X7 U X5 com X, X5 conjuntos fechados proprios de
X, entdo X = X; U X, além disso como os X; sao fechados de X, os X; sdo conjuntos
proprios de X.

Para a reciproca, suponhamos que X = Fy U F, com F} fechados proprios de X, assim
X = (XNF)U(XNF,), e se pode ver que se X N F; = X entdo X C F; o que ¢ absurdo,
logo ambos conjuntos sao proprios de X. O

Proposicao 1.6. Se X é irredutivel e f: X — P™ é mapa regular, entao f(X) é irredutivel.

Demonstra¢ao. Suponhamos que f(X) =Y, UY; com Y7, Y, fechados de f(X) assim X; =
f71(V1), Xo = f71(Y3) também sao fechados de X, cuja unido contém a X; como X é
irredutivel, um destes fechados nao pode ser proprio, logo suponhamos X; = X, assim
Y1 = f(X1) = f(X) pelo que Y1, Y, ndo podem ser ambos proprios. O

Dizemos que um mapa f: X — Y é fechado, se as imagens de fechados de X sao
também fechados de Y.

Proposicao 1.7. Seja f: X — Y um mapa reqular. Suponhamos que X € uma variedade
projetiva, entdao f € um mapa fechado.

Demonstracao. Veja |Shafarevich, Thm. 1.5.2, p. 57| O

Proposicao 1.8. Se X ¢é uma variedade projetiva, e Y uma variedade quase-projetiva
entao a sequnda projecao my: X XY — Y € um morfismo fechado.

Demonstracao. Veja |Shafarevich, Thm. 1.5.3, p. 58| n

Proposigao 1.9. Se f: X — Y é um morfismo reqular entre conjuntos quase-projetivos
X, Y e f é dominante, entao f(X) contém um aberto de Y .

Demonstracao. Veja [Shafarevich, Thm 1.5.6 p. 63] O
Agora faremos um breve estudo sobre os automorfismos de P".

Definicao 1.10. Dizemos que T: P" — P™ é uma transformacao projetiva se existe uma
matriz nao singular (a;;) tal que T'[v] = [(a;;)v], para todo vetor nao nulo de A"*!. Deno-
tamos ao conjunto de transformacoes projetivas em P" como PGL,,.

E claro que as transformacdes projetivas sdo automorfismos de P*. E para P' temos:
Lema 1.11. O dnico automorfismo de P! que tem trés pontos fizos é a identidade.

Demonstracao. Podemos supor sem perda de generalidade que os pontos fixos de F': P! —
P! a0 (1:0),(0:1) e (1:1); como F(0:1) = (0: 1), podemos escrever F(1 : y) =
(1: f(y)), onde a aplicagao f: Al — Al estd bem definida e é regular em A'; mas toda
aplicacdo regular em A' é um polindmio, e os tinicos polinomios que induzem aplicacoes
bijetivas sdo os de grau 1, assim f(X) = aX +b, como f(0) =0e f(1) =1 logo temos que
f(X)=XeF(z:y)=(z:vy) para todo (z : y) € P.. O

Uma conseqiiéncia imediata desta proposicao é o seguinte resultado:
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Corolario 1.12. Todo automorfismo de P* é uma transformacao projetiva.

Este resultado pode estender-se para P™ em geral, (veja [Hartshorne, p. 151]). Dizemos
que um conjunto finito X C P™ estd em posicao geral se todo subconjunto de k pontos
com 1 < k <n+ 1, ndo esta contido em um plano k — 2 dimensional ou, equivalentemente
se quaisquer n + 1 deles geram P". Os pontos

(1:0:---:0),(0:1:---:0),...,(0:---:0:1)

sao chamados os pontos fundamentais de P™.
Uma propriedade béasica acerca das transformacoes projetivas é:

Proposicao 1.13. Dois subconjuntos de n + 2 pontos de P™ em posicao geral sao projeti-
vamente equivalentes por uma unica transformacgao projetiva.

Demonstracao. Basta mostrar a afirmacao para os pontos fundamentais pg,...,p, € P?
€ Ppoy1 = (1 21 :---:1). Para mostrar a existéncia, seja ¢; = (gio : --* : ¢n) Para
1=20,...,n+ 1. Como qq,...,q, geram P", temos que:

(@nt1,00 - - s Gntin) = @0(Qo0s - - -1 Qo) + -+ @nl(@nos - - - )

onde a; € k. Como os pontos estdo em posigao geral, temos a; # 0 para i = 0,...,n.
Entao a matriz:

aoqo,0 @1490,1 --- GpQon

aoqi,0 @14911 --- GnpQin

Aoqn,o A14n1  --- Andnp
¢ invertivel e induz uma transformacao projetiva 7" tal que T'(p;) = ¢; parai =10,...,n+1.
Para provar a unicidade, podemos supor sem perda de generalidade que ¢; = p; sao os
pontos fundamentais de P" para i = 0,...,n € ppy1 = @oe1 = (1 : 1 : -+ : 1), logo uma
transformacao T tal que T'(p;) = ¢; é da forma T = (Ty : 1Ty : --- : T,) onde T; é um
polinémio linear homogéneo; como T;(p;) =0 para i # j e j <n+ 1, T; é da forma a;X;;
assim T'(1:1:---:1)=(ap:ay: - :ay,) logo ag =a; = --- = a,, pelo qual T é igual &
transformacao identidade em todos os pontos. O

O que se pode dizer para conjuntos com mais de n + 2 pontos?

Vejamos a resposta em P!. Comecamos com quatro pontos, digamos z,...,z € P! e
definimos a razao cruzada:
Mz, ooy 24) = (21 = 22)(25 24).
(21 — 23)(22 — 2)
Note que A(z1,...,24) é a imagem de z4 da (Gnica) transformagio projetiva que manda
21, %2, 73 a 1,00, 0 respectivamente. Logo dois conjuntos de quatro pontos em P! sdao proje-
tivamente equivalentes se e somente se eles tém a mesma razao cruzada. E para conjuntos
Zlyeeoy2r € 2], 20 com r > 4 basta verificar se as razoes \(z1, 29, 23, 2;) € A(21, 25, 24, 2})
coincidem para todo i > 4 (pois pelo Lema 1.11 um automorfismo de P! fica determinado
pela sua imagem em trés pontos).

Para o caso de P com n > 1, responderemos essa pergunta na Proposicao 2.5. Faremos
isso com o auxilio de curvas racionais normais e veremos que o problema pode ser reduzido
para o caso de P
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1.2 Dimensao e fibras

Definimos a dimensao de uma variedade irredutivel X como o grau de transcendéncia
da extensao k(X)|k e denotamos dim(X). Se X ¢ um quase-projetivo em geral, definimos a
dimensao de X como o maximo das dimensoes de suas componentes irredutiveis. Se Y C X
¢ um fechado de X entdo chamamos ao nimero dim(X) — dim(Y’) como a codimensdo de
Y em X. Variedades algébricas de dimensao 1 sao chamadas curvas e de dimensao 2 sao
chamadas superficies. Dizemos que Y C X é uma hipersuperficie, se Y tem codimensao 1.

Por exemplo, se X tem dimensao n e Y tem dimensao m entao X X Y tem dimensao
m + n; e a Grassmanniana Gy, tem dimensao k(n — k).

A dimensao de X também se pode definir como o maximo inteiro n tal que exista uma
cadeia estritamente decrescente ) C Yy C Yy € --- C Y}, de fechados irredutiveis de X.

Proposigao 1.14 (Teorema do ideal principal de Krull). Seja X C PV uma variedade irre-
dutivel n-dimensional, e Y C X o conjunto de zeros de m formas. Entdao toda componente
irredutivel (nao vazia) de Y tem dimensao maior ou igual a n —m.

Demonstracao. Veja |Shafarevich, 1.6.5 p. 71| ]

Este teorema diz, em particular, que toda variedade definida por uma tnica equacao
tem codimensao 1. Para o caso de P”, a reciproca também vale. Mas em geral nao é certo
que toda subvariedade de codimensao 1 seja definida por uma tnica equacao. Mais adiante
veremos que as ctlibicas torcidas como subvariedades de superficies cubicas nao podem ser
definidas por um s6 polindémio.

Para um mapa regular f: X — Y entre variedades quase-projetivas, dado y € Y o
conjunto f~1(y) é chamado a fibra de f sobre y. Esta ¢ obviamente uma subvariedade
fechada de Y.

Teorema 1.15 (Teorema de dimensao das fibras). Seja f: X — Y um mapa regular entre
variedades irredutiveis, com dim(X) = n, dim(Y) = m. Suponha que f é dominante.
Entaom <n e

1. dim(F) > n —m para quaisquer componente irredutivel F de f~1(y).
2. Eziste um conjunto aberto U C'Y tal que dim(f~(y)) = n —m para todo y € U.
Demonstracao. Veja |[Shafarevich, Thm. 1.6.7, p.76] n

Um critério 1til para saber se um conjunto é irredutivel surge como conseqiiéncia do
teorema anterior:

Proposigao 1.16. Seja f: X — Y wum mapa reqular fechado e dominante entre duas
variedades quase-projetivas. Suponha que Y € irredutivel, que todas as fibras f~1(y) sao
irredutiveis e tém a mesma dimensao. Entao X € irredutivel.

Demonstracao. Veja [Shafarevich, Thm. 1.6.8, p.77] O
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Como aplicacao destes teoremas, obtemos informacoes sobre as superficies em P? que
contém alguma reta. De fato, utilizando relacoes de incidéncia e argumentos de dimensao,
prova-se que uma superficie geral em P? de grau > 4 nao contém retas [Shafarevich, Thm.
1.6.9, p. 80]. Por outro lado:

Proposicao 1.17. Toda superficie cubica em P? contém pelo menos uma reta. Erziste um
aberto U C P do espaco de ciibicas de P3 (o espago projetivo de polinémios homogéneos
de grau 8 em quatro varidveis) tal que toda cibica de U contém apenas um nimero finito
de retas.

Demonstracao. Veja [Shafarevich, Thm. 1.6.10, p. 80| O
Corolario 1.18. O conjunto das cubicas irredutiveis contém um aberto de P°.

Demonstracao. Como uma ciibica redutivel sempre contém um plano, entao estas ctbicas
contém infinitas retas e pela Proposicao 1.17 deduzimos o resultado. [
1.3 Espa(;os tangentes, variedades suaves e normais

Seja X = Z(f1,..., fn) C A" um fechado afim. Dado um ponto p € X definimos o
espago tangente de X em p T, X como o plano gerado pelos polindmios lineares:

0f
dafi(p Zaj; )

para o caso projetivo definimos o plano tangente de X em p como o fecho do espaco 7, X.
Em geral, vale que dim; 7,X > dim, X. Dizemos que uma variedade é suave ou nao
singular se dim(7,X) = dim(X) para todo p € X.

Uma propriedade muito similar & suavidade e equivalente para o caso de curvas, ¢é a
normalidade. Dizemos que uma variedade X é normal se para cada ponto p € X, existe
um aberto afim de U > p tal que k[U] seja integralmente fechado. De maneira equivalente,
X é normal se o anel local de X em p é integralmente fechado, para todo = € X.

Proposicao 1.19. Toda variedade nao singular é normal.
Demonstracao. Veja [Shafarevich, Thm. 2.5.3, p. 126] O

Definicao 1.20. Sejam X e Y variedades irredutiveis afins e f: X — Y uma aplicagao
regular e dominante. Dizemos que f é um morfismo finito se a extensao de anéis f*(k[Y]) C
k[X] é inteira. Estendemos esta defini¢ao para X, Y variedades quase-projetivas: dizemos
que f é finito se para todo ponto de y € Y existe uma vizinhanca afim V > y tal que
U= f~1(V) seja afim e que f|y: U — V seja finito.

Dada uma aplicacao racional dominante f: X — Y, esta induz um homomorfismo
injetor de corpos f*: k(Y) — Ek(X). Definimos o grau de f como o grau da extensao

[R(X) = fr(R(Y))].
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Lema 1.21. Se f: X — Y ¢é um mapa finito entre variedades irredutiveis, e Y € normal,
entao o numero de imagens inversas de cada ponto y € Y é menor o igual do que o grau
de f. Mais ainda o conjunto onde se cumpre a igualdade € um aberto; este conjunto € nao
vazio sempre que a extensao k(X)|f*(k(Y)) € sepdravel.

Demonstracao. Veja [Shafarevich, Thm. 2.6.4, p. 144] O

Proposicao 1.22. Seja f: X — Y um morfismo entre variedades irredutiveis afins, tal
que Y é normal e k(X)|f*(k(Y)) seja separdvel e finita, entdo o nimero de pontos na fibra
geral € igual ao grau de f.

Demonstragdo. Mostramos que existe um aberto denso U contido em Y tal que f|;-1 €
finito. Temos que f* induz uma inclusdo k[Y] C k[X]. Sejam z1,...,x, os geradores de
k[X] sobre k[Y]. Como a extensao de corpos é finita cada z; é algébrico sobre k(X), logo
o polinémio minimal de z; é da forma:

a(z)" 4 +a™ =0

Sejam a = a§°) +-al” e U C Y o aberto principal dado por Y \ Z(a). Tome V = f~1(U).
Entao k[V] = k[X][f*(a™ )] = f*(k[U])[x1, ..., 7,] € como a§°) sdo invertiveis em k[U], os
polinémios minimais de xy, ..., z, sdo monicos sobre k[U], assim k[V]|k[U] é uma extensao
inteira e f|y ¢ finito. Pelo Lema 1.21 existe um aberto U’ C U tal que o nimero de
elementos na pré-imagem dos pontos de U’ é exatamente o grau de f. Como U’ é denso
em Y temos que o numero de pontos na fibra geral é igual ao grau de f. O]

Corolario 1.23. Se um morfismo entre duas variedades irredutiveis é dominante, injetivo
e a extensdo de corpos induzida € separdvel, entao o morfismo € birracional.

Proposicao 1.24. Seja k(z1,...,x,) um corpo, com grau de lranscendéncia 1 sobre um
corpo k algebricamente fechado entao existe um x; tal que k(xq, ..., z,)|k(z;) € uma exten-
sao finita separdvel.

Demonstracao. Para o caso em que k tenha caracteristica nula, a afirmacao é 6bvia. Se k
tem caracteristica p > 0 mostramos por inducao sobre r. Para o caso r = 1 é imediato; se
é certo para r = n, temos que para r = n + 1, pela hipotese de inducao, k(za, ..., T,11)
¢ separavel sobre k(x;), podemos supor sem perda de generalidade que i = 2 como o
grau de transcendéncia é 1, x; é algébrico sobre k(z5), logo como o polindmio minimal de
x1 é irredutivel, mediante o lema de Gauss existe um polinémio F(X;, Xy) € k[X7, X5]
irredutivel tal que F(x1,22) = 0. Se todos os monémios de este polindomio sdo da forma
X X3P, entdo como k é algebricamente fechado, o polinémio e poténcia p—ésima de algum
outro polinémio, o que é absurdo (pois F' ¢ irredutivel), logo 0F/0X; # 0 para alguma
variavel X, pelo que para z; o outro elemento se tem que k(xq,x2) é separavel sobre k(z;),
e como k(xy,2a,...,xnq1) € separdvel sobre k(xq,x1), entdo toda a extensdo é separavel
sobre k(z;). O



Capitulo 2

Curvas racionails normais

Neste Capitulo apresentamos nosso objeto central de estudo, as curvas racionais nor-
mais. As estudamos tanto como curvas parametrizadas como variedades determinantais.
Provamos a partir dai o Teorema de Veronese, mencionado na Introducao. Mostramos
que elas sao as tnicas curvas irredutiveis nao degeneradas de grau n em P”. Finalmente,
construimos um espaco de parametros para estas curvas e fazemos algumas aplicacoes.

2.1 Propriedades basicas
Definicao 2.1. Seja v: P! — P" a aplicacdo de Veronese dada por

viz:y)= (" 2"y y").

Dizemos que uma curva projetiva C' C P" é uma curva racional normal se C' é a imagem
de uma transformacao projetiva composta com a aplicacao de Veronese.

Por exemplo, em P? as curvas racionais normais sao as conicas irredutiveis. Em P? as
curvas racionais normais sao conhecidas como cibicas torcidas ou cubicas reversas. Note
que a aplicacao de Veronese é um isomorfismo na imagem e logo toda curva racional normal
¢é isomorfa a reta projetiva.

Proposicao 2.2. Todo subconjunto finito de pontos de uma curva racional normal estd
em posicao geral.

Demonstracao. Podemos supor que a curva C' é exatamente a imagem da aplicacao de
Veronese. Basta mostrar que todo conjunto de n + 1 pontos estd em posicao geral e isto
equivale a que o determinante da matriz formada por alguma escolha das coordenadas
homogéneas de esses n+ 1 pontos seja nao nula. Sejam py, . .., p, pontos de C'; se supomos
que nenhum p; esta em Z(X,) podemos escrever cada p; como (1 :s; : -+ : s'), para algum
s; € k; entao o determinante desses n + 1 pontos sera da forma:

1 1 1
S1 82 Sn+1
det ) i
n n n
S1 S Sn+1



CAPITULO 2. CURVAS RACIONAIS NORMAIS 12

Como essa é a matriz de Vandermonde, e os pontos sao distintos, o determinante dessa

matriz ndo se anula. Para o outro caso, note que C N Z(Xy) = {(0:---:0:1)}, logo s6
um dos p; esta em Z(Xy), pelo que podemos supor que p, = (0 : ---: 1). Os demais p;
escrevem-se como acima; assim, temos agora
1 . 1 0
det : :
syt s 0
s1 Spe1 1
que pelo argumento anterior também ¢é nao nulo. [

A proposicao anterior mostrou que uma curva racional normal é uma curva que se pode
parametrizar com polindémios de grau n e que tem n 4+ 1 pontos em posicao geral. Esta
propriedade caracteriza as curvas racionais normais:

Proposigao 2.3. Seja P: P! — P" dada por P(x : y) = (Po(z,y) : - -+ : Poy1(z,y)), onde
cada P;(x,y) € um polinémio homogéneo de grau n. Se a imagem de P contém n—+1 pontos
em posicao geral entao esta € uma curva racional normal.

Demonstracao. Podemos supor, pela Proposicao 1.13, que os pontos em posicao geral sao os
pontos fundamentais de P". Sejam (s; : ¢;) € P! comi = 0,...,n, P;(si,t;) = d;;. Provemos
que Py(X,Y),..., P,(X,Y) sdo linearmente independentes no espaco de polinémios de grau
n: se agFPo(X,Y) + -+ a, P, (X,Y) = 0 entdo aplicando essa expressao a (s;,t;) teremos
que a; = 0 para i = 0,...,n; logo estes polindmios sao uma base do espago de polindmios
homogéneos de grau n em duas variaveis; assim existe uma transformacao linear T tal que
ToP(X,Y)=XY"" peloque T'ov(X :Y)=P(X :Y), o que prova que a imagem
de P é uma curva racional normal. O]

Observe que uma aplicacdo P(X :Y') como acima com (s; : t;) tais que Pj(s; : t;) =0
para i # j ¢ da forma P;(X,Y) = [[,;(tX — sY), logo a aplicacdo de Veronese ¢
projetivamente equivalente a

1 1 1
P(X:Y)= : el —
( ) (tOX—SOY t1 X —s1Y tnX—snY>

Agora surge a pergunta de que condi¢bes precisamos pedir a um conjunto de pontos de
P™ para que exista uma tnica curva racional que passe por eles. Por exemplo no plano
projetivo para cinco pontos nao colineares dois a dois, existe uma tinica coénica que passa
por estes pontos. Generalizaremos este resultado

Teorema 2.4 (Veronese). Eziste uma dnica curva racional normal que passa por n + 3
pontos em posicao geral em P™.

Demonstracao. Pela Proposicao 1.13 podemos supor sem perda de generalidade que os
n + 1 primeiros pontos sao os pontos fundamentais de P", e que, como estes pontos estao
em posicao geral, os ultimos pontos sdo da forma (ag : -+ :a,) e (bo: -+ : b,) com a;,b; # 0
parat=0,...,n.
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Para demonstrar a existéncia sejam t; = a; * e s; = b; ' como vimos antes a imagem da
aplicagao:

toX —sY = HX-—sY 7 X —sY

P(X ) = (HE‘?O(%‘X —5Y) X —sY)  IDobX - sjY)>

parametriza uma curva racional normal que passa pelos n+ 1 primeiros pontos fundamen-
tais, além disso P(1 : 0) = (ag : --- : a,) e P(0 : 1) = (by : --- : by), 0 que mostra a
existéncia.

Para mostrar a unicidade seja Q(X : Y) uma parametrizacdo de outra curva racional
normal que passe pelos n + 3 pontos dados, logo por uma transformacao projetiva em P!
podemos supor que Q(1 : 0) = (ap : -+ : a,); QO : 1) = (by: -+ :by) e Qlag : by) =
(1:0:---:0). Como os n+ 1 primeiros pontos sdo os pontos fundamentais de P", entao
Q(X :Y) é da forma:

O(X : V) = (H?:O@X —5Y) I X - sm>

toX — 80Y . ' tnX — SnY
com t;, s; distintos de zero, para i =0,...,n. Logo Q(1:0) = (ag:---:a,) = (tg":---:
t-1) assim a; = A\t; ! para i = 0,...,n, para algum X\ # 0; analogamente b; = pus; ' para
algum g # 0. Finalmente como Q(ag : by) = (1:0:---:0), toag — Sobo = 0 logo A = pu, e
1 1 1
X:Y)= : T T —
@ ) (aolX —b'Y Tal'X = b)Y alX — b;W)
como queriamos. ]
Em particular, se P,...,P,13 € um conjunto de pontos de P" em posicao geral, e

se 7,7 : P! — P" sdo parametrizacoes de curvas racionais normais que passam por esses
pontos, entao pela demonstracdo anterior v é uma reparametrizagdo de 7' (isto é, ex-

iste o: P! — P! transformacao projetiva tal que v = ' o ). Assim se Q1,...,Qn 3,
1., Q3 s80 os pontos de P! tais que v(Q;) = P; e 7/(Q}) = P! entdo Q1,. .., Qnis,
bv..., Q3 sd0 projetivamente equivalentes em P'. Deduzimos entao:

Corolario 2.5. Dois conjuntos de n+ 3 pontos de P™ em posicao geral sao projetivamente
equivalentes se e s6 se 0s pontos correspondentes em P! sao projetivamente equivalentes.

Logo o problema de quando dois conjuntos finitos de pontos sao projetivamente equiv-
alentes fica resolvido, pois mediante o Corolario o problema se reduz ao caso de P!, que
sabemos resolver aplicando o método da razao cruzada (veja o final da Secao 1.1).

Definicao 2.6. Seja H um hiperplano, p € P*\ H definimos 7y ,: P*\{p} — H a projegio
com centro em p, como 7wy ,(z) = L(x,p) N H, onde L(z,p) é a reta que une x e p. Esta
aplicacdo esta bem definida e é regular, mais ainda 7y, () = (To(z) : -+ : T,—1(x)), onde
os T; sao polindémios lineares homogéneos com Z(Ty, ..., T,11) = {p}.

Analogamente para um plano r-dimensional ¥ C P” e outro plano H de codimensao
r+ 1, com ¥ N H = (), definimos a projecdo myy : P* — H por p — (p,¥) N H onde
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(p,X) é o plano gerado por p e por 3; esta aplicagdo é bem definida e é da forma 7y 5 (p) =
(To(p), ..., T-(p)) onde os T; sao formas lineares tais que Z(Ty,...,T,) = X, pelo que é
regular. Notemos também que se ¥ = (py,...,p,) entdo para H; o plano gerado por H e
Diy - -+ Pr, t€M-s€ que T, g = Tp, g, O Mp, Hy, O O Ty, H.

Proposicao 2.7. Seja C uma curva racional normal, H um hiperplano e py € C\H. Entdo
eviste qo € H tal que mpp,(C) U {q} € uma curva racional normal no espag¢o ambiente
H~P L

Demonstracao. Seja P(X : Y) uma parametrizagdo para a curva racional normal C, e
P1,. - - ,Pn OUtros m pontos na curva. Seja (so : to) € P! tal que P(sg : tg) = po. Pela

discussdo anterior m,, 0 P(X : Y) = (Qo(X : Y) : -+ 1 Qp1(X : Y)), com Q;(X,Y)
polindmios de grau n e Q;(so,to) = 0, assim Q;(X,Y) = (toX — soY)R;(X,Y) e mp, ©
P(X :Y)édaforma RIX :Y) = (Ry(X :Y):--: R,_1(X :Y)) onde os R;(X,Y)
sao polinémios de grau n — 1, além disso como py,...,p, estao em posicao geral entao
Tpo(D1)s - - -, Tpy (D) também estao em posicao geral; logo para gy = R(so, to), mp,(C) Uqo é
uma curva racional normal em P!, O

Agora procedemos estudar o espago secante de uma curva racional normal. Primeira-
mente damos algumas definicoes necessarias.

Defini¢ao 2.8. Para uma variedade X definimos Sec(X) como a uniao de todas as retas
que passam por dois pontos de X, e Tan(X) como a unido dos espacos tangentes de X.
Em geral se X C P" & uma variedade projetiva Tan(X) é um fechado projetivo, e Sec(X)
é um conjunto quase-projetivo quando X é suave (Veja [Hartshorne, p.310]).

Utilizaremos S(C) C Gy, como o conjunto de retas secantes da curva C, seja ¢: (P')?\
A — S(C) (onde A é a diagonal em (P')?); dada por

f(P,Q) = (v(P),v(Q))

(onde denotamos (V, W) como a reta gerada por V' e TW); assim temos que ¢ parametriza
S(C) e que tem fibras finitas, pois se (v(P),v(Q)) = (v(P'),v(Q’)) entdo, como os pontos
numa, curva racional normal estdo em posi¢ao geral, isso implica que {F',Q'} = {P,Q};
assim, aplicando o teorema de dimensdo das fibras a ¢, a dimensao de S(C') é 2. Para dar
um exemplo de S(C'), podemos tomar o caso n = 3; afirmamos que S(C') é a superficie de
Veronese em P5. De fato se restringimos ¢ a A%\ A temos que:

1t ¢ 9 9 9

o(s,t) —glxeg< | s &2 & ) =(1:t+s:t°+st+s":st:st(s+1):(st))

Logo vemos que a imagem de ¢ é projetivamente equivalente a o conjunto:
{(1:s+t:(s+t)?:st:st(s+1t):(st)?)|s,t€k,s#t}

e esta contida na superficie de Veronese parametrizada por (X : Y : Z) — (X?: XY : Y?:
YX :YZ:Z?) logo o fecho de S(C) ¢ a superficie de Veronese.
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Este calculo nos pode servir para calcular a dimensdo de Sec(C); pois seja X =
{(z,(L)) € P» x S(C) | x € L e (L) € S(C)} vemos que ¥ é uma variedade proje-
tiva, e que aplicando a segunda projecdo my: 3 — S(C), fixando uma reta L, é claro
que 7, '({L)) = L, pelo que todas as fibras tem dimensdo 1 e sdo irredutiveis (pois sio
retas). Logo pela Proposi¢ao 1.16 3 é irredutivel e tem dimensdo 3. Agora vemos que
Sec(C) = m(X) logo para calcular a dimensao de Sec(C') bastara calcular a dimensao das
fibras genéricas de 7; fazemos estes calculos para o caso n > 3 (no caso de P? ¢ claro
que Sec(X) = P? pois qualquer reta de P? é secante ou tangente da conica C) fixando um
ponto p € Sec(C) tal que p € C, suponhamos que p estd em L, L', retas secantes de C,
logo sejam ¢, ¢ e s, s as interseccoes C' N L, C'N L' respectivamente, entao ¢, ¢, s, s’ estao
no plano gerado por L e L' e como todos os pontos de C' estao em posicao geral e n > 3
entao um desses pontos se repete. Logo as retas L e L’ tem dois pontos em comum, ou
seja L = L'. Como a fibra geral tem dimensdo 0 entao a dimensdo de Sec(C') e a mesma
que a dimensao de X, ou seja, ambas tém dimensao 3.

Numa curva qualquer pode existir casos em que a uma reta também seja tangente. O
resultado a seguir mostra que isso nao ocorre nas curvas racionais normais:

Proposicao 2.9. Para n > 3, em uma curva racional normal contida em P, uma reta
secante e uma reta tangente nunca se interceptam; mais ainda, duas retas tangentes tam-
pouco se encontram.

Demonstracao. Podemos supor sem perda de generalidade que C' é a imagem da aplicacao
de Veronese; sejam pi, pe, p3 pontos tais que passe uma tangente por p; e uma secante
por pa, ps (para o outro caso podemos supor que a segunda tangente passe por py). Como
uma curva racional normal é isomorfa a P! existe um automorfismo em C' que manda p;
a(l:0:---:0),ppa(0:---:0:1)epza(l:---:1); alem disso é facil ver que todo
automorfismo de C' é induzido por uma transformacao projetiva pelo que o automorfismo
citado vai preservar retas e tangentes; assim esta demonstracao se reduz ao caso pi, ps, p3
como acima.

Vemos que a tangente que passa por p; é a reta gerada por p;,(0:1:0:---:0)ea
reta que passa por pe,p3 Nao intercepta essa tangente, pois p1, pa,p3, (0 : 1 :0: -+ : 0)
estao em posicao geral para n > 4. No segundo caso a tangente que passa por ps é a reta
gerada por ps e (0:---:0:1:0) que claramente ndo intercepta a tangente que passa por
p1; logo em ambos casos as retas nao se interceptam. 0

Para calcular a dimensao de Tan(C), vemos que para a aplicacao v : A' — A" tal que
Y(t) = (1,1,2t,...,nt"" ") tem-se que T(,)C = (v(t),¥(t)), logo para T(C) o conjunto
de tangentes de C, tem-se que um aberto denso de T(C) é imagem por (¢,v) de Al e
como T'(C') nao é finito entao T(C') é um irredutivel de dimensdo 1. E aplicando o mesmo
célculo que para a secante podemos mostrar que X' = {(p, (L)) € P* x T'(C) | p € L} é
um fechado irredutivel de dimensao 1. Logo Tan(C') é a primeira projecao de ¥'. Assim,
se (p, (L)), (p, (L)) € ¥, entdo pela Proposicao 2.9 temos L = L.

Em resumo, concluimos:

dim Sec(C') = 3 e dim Tan(C') = 2. (2.1)



CAPITULO 2. CURVAS RACIONAIS NORMAIS 16

Outra conseqiiéncia do resultado anterior é que Sec(C) # Sec(C') pois Tan(C) C
Sec(C'); em particular para n = 3, se bem Sec(C') = P2, nao ocorre o mesmo para Sec(C);
isto também pode ocorrer para o caso n = 2; por exemplo, se consideramos k tal que
car(k) = 2, e em P? seja a curva C' = Z(Y? — X Z) que claramente ¢ a imagem da apli-
cacao de Veronese. A reta tangente de C' em (x : y : z) estd determinada pela equacao
2X +xZ. Em particular a reta que passa pelo ponto (0:1:0) e por (x:y:2) € C é uma
reta tangente. Logo ndo existem retas secantes de C' que passem por (0 : 1 :0). Assim
Sec(C') # P2, Estas curvas formam uma classe especial de conicas e recebem o nome de
conicas estranhas.

2.2 Variedades determinantais

Definicao 2.10. Seja M uma matriz de dimensoes r X s com entradas polinomiais. Dizemos
que um conjunto X é uma variedade determinantal de posto k da matriz M, se é o conjunto
de zeros das determinantes dos menores k x k da matriz M, para k <, s.

A imagem de P! por uma aplicacao de Veronese ¢ a variedade determinantal de posto

2 da matriz

Xo X1 - Xu

X, X, - X,
e esta aplicacdo é um isomorfismo entre P! e sua imagem, pelo qual este é um conjunto
irredutivel. Denotaremos o conjunto de formas quadraticas em n variaveis sobre k como

k[Xi,...,Xp]2. Procedemos a estudar o ideal de C, para o qual analisaremos o espago de
formas quadraticas em I(C), que denotaremos por I(C)s.

Proposic¢ao 2.11. Suponha n > 2 e seja C' C P" uma curva racional normal, entao I1(C)y
tem dimensao (3)

Demonstragao. Podemos supor que C é a imagem da aplicacao de Veronese v : P! — P,

Seja A o espaco de formas quadraticas em n + 1 variaveis, e B o espaco de formas de grau

., . . ~ L, 2 . ~ ,
2n em duas variaveis; a dimensao de A é ("—{ ) e a dimensao de B é 2n + 1. Sabemos

que v induz uma transformacdo linear v* : A — B dada por v*(F) = Fov. E claro que
Ker(v*) = I(C),, além disso v* é sobrejetiva, pois os polinomios X" Ry n=Fk ¢ ynik xn—k
sao da forma v*(XoXy) e v*(X,, X) respectivamente. Logo a dimensao de ANI(C) é igual

< 1 . . . . , o 2
a dimensao da imagem menos a dimensao do ntcleo, isto é, ("3 ) —2n—1=(3). O

Corolario 2.12. Para n > 3, I(C) nao se pode ser gerada por menos de n formas.

Demonstragao. Seja I(C) = (FY,..., Fy), com Fy, ... Fy formas de k[ Xy, ..., X,]. Sejam
Fi,...,Fs (s < k) formas de grau 2, e supomos que as demais F; tém grau distinto de
2 (como C' ndo esta contida em um hiperplano, temos que grau(F;) > 1 para todo i).
Entao todo polinémio de I(C')y s6 pode ser uma combinacao linear de Fi, ..., Fy, logo
estes polindémios geram [(C')s como espago vetorial. Assim s > (’;) que é maior ou igual
do que n quando n > 3. O
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Em particular se n > 3 as curvas racionais normais nao sao de intersecao completa. Sem
embargo pode ocorrer que C' escreva-se como intersecao de menos de n formas polinomiais.
Por exemplo em P*

v(PY) = Z(X, Xy — X3, XoXo — X7, X3X5 — X7)

Assim toda curva racional normal é uma variedade determinantal de posto 2 de alguma
matriz de polinomios. Perguntamos: quais sao as matrizes de polindmios lineares geram
curvas racionais normais?

Teorema 2.13. A wariedade determinantal de posto 2 induzida pela matriz

Ly ... L,
M, ... M,
€ uma curva racional normal sempre que esta seja conjugada sobre k a uma matriz do tipo:
No Ny ... N,
( Ny Ny ... N, (2:2)
com Ny, ..., N, polindomios linearmente independentes

Demonstracdo. E claro que se X ¢é a variedade determinantal de posto 2 induzida por uma
matriz S da forma (2.2) entdo X é uma curva racional normal. Logo seja Y a variedade
determinantal induzida pela matriz

Ly ... L,
T:(M.“Aﬁ)
onde T = ASB com A € k**2? e B € k™" ambas matrizes invertiveis, e S como acima; seja
X o conjunto de zeros de S, provamos que Y = X. Como a determinante dos menores 2 x 2
de ASB, e SB sao associados, entao Y e igual a variedade induzida por SB. Pelo outro lado
temos que p € X se somente se as coordenadas (No(p), ..., Nn—1(p)) € (N1(p), ..., Nu(p))
sao linearmente dependentes, isto é A(No(p), ..., Nu—1(p)) + u(N1(p), ..., Nu(p)) = 0 para
algum (A, ) # 0. Assim AN;(p) + pNj41(p) = 0 para j = 0,...,n — 1 como B =
(bij)o<ij<n—1 € invertivel, isso equivale a que Y 7, b(AN;_1(p) + puN;(p)) = 0 para i =
0,...,n =1, como 37 byN; 1(p) = (SB)ir e D5, bijN;(p) = (SB)ig; temos que p € X
se somente se A(SB);1(p) + u(SB)ia(p) =0 parat=0,...,n— 1, 0 que equivale a que p

esteja na variedade determinantal induzida pela matriz SB, que como vimos antes é Y.
Para mostrar a reciproca, seja X uma curva racional normal induzida pela matriz

(L ... L,
r=(ah k)

Suponhamos primeiramente que X é a imagem da aplicacao de Veronese v: P! — P,
Temos que para cada (z : y) € P! existe um (u : \) tal que

MLy (v(2,y)), - La(w(2,y)) + p(Mi(v(z,9)), -, Mo (v(2,y))) = 0 (2.3)
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(i : A) é anico, caso contrario como L;(v(z,y)) = M;(v(z,y)) =0 parai=1,...,n, entao
os espagos gerados por Lq,..., L, e My, ..., M, sdo iguais, assim Z(Li,...,L,) C X, o
que é absurdo.

Mostremos que a: P! — P! com a(z : y) = (u : A) ¢ um automorfismo de
P!, Para isto primeiro mostraremos que a aplicagdo 7: P! — P" tal que 7(u : \) €
Z(ALy + uy, ..., AL, + ub,) é projetivamente equivalente a aplicacao de Veronese. Se-
jam Uy, ..., L, my,...,my, € k"' os vetores formados pelos coeficientes das formas lineares
Li,..., Ly, My, ..., M,; definimos o vetor v(u, \) = (Al + pmq) X« -+ x (Al, + pmy,) (onde
x & o produto tensorial usual) logo v(u, A) é ortogonal a Al; + um; para i = 1,...,n; o
que equivale a que [v(u, )] € P™ seja igual a Z(ALy + ubMy, ..., AL, + puM,); definimos
T(p, A) = [v(p, A)]. Pela construgao de 7 vemos que 7(u, A) = (Po(i, A) = -+ Po(p, \)) com
P; formas de grau n, além disso 7 é sobrejetiva em X; pelo que aplicando a Proposigao 2.3,
T é projetivamente equivalente 4 aplicacao de Veronese, em particular é um isomorfismo.

Seja o = 771 o v, assim a é um automorfismo em P!, pela Proposicao 1.12 este é da
forma «a(z : y) = (ax + by : cx + dy) com a matriz A’ = (‘;5 invertivel, e por (2.3) temos
que:

(cx +dy)(La(v(2,y)), -, Ln(v(z,y))) + (az + by) (M (v(z,y)), ..., Ma(v(2,y))) = 0
isto equivale a que y(dL; + bM;)(v(z,y)) = v(—aM; — cL;)(v(z,y)) para i = 1,...,n pelo

qual para a matriz A = <_dc_ba) seja
Ly ... L,
AT = ( M ... M )
entao
YL ov(X,Y)=XM ov(X,Y)parai=1,...,n. (2.4)
Logo (0 :---:0:1) € Z(L},..., L"), pelo qual o espago de formas lineares gerado
por L),..., L éigual ao espaco gerado por X7,..., X, assim tomando B € k™" como a
matriz de mudanca de base entre L},..., L e Xi,..., X, temos que
([ Xo ... Xua
ars= (%)

como a igualdade (2.4) se preserva para ATB temos: YX; jov(X,Y) = XN, ov(X,Y)
parai=1,...,n. Como X; jov(X,Y) = X"yl e Njov(X,Y) = X" 'Y concluimos
finalmente N; = X, e

o Xo .o X
ars= (30 %)
Para o caso geral seja X a variedade determinantal induzida pela matriz
( Ly ... L,
r=(a k)

logo existe uma transformagao projetiva V': P* — P™ tal que V(X)) é a imagem da aplicag¢ao
de Veronese, assim a matriz T o V! é conjugada a uma matriz

o Xo ... Xl
s=(x %)
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pelo que vimos acima, finalmente 7" é conjugada a S o V' que é uma matriz da forma (2.2)
como queriamos. ]

2.3 Caracterizacao com respeito ao grau

Definicao 2.14. Definimos o grau de uma curva C' C P" como o nimero maximo de pontos
na interse¢do com um hiperplano que ndo contenha nenhuma componente da curva, (o fato
de que este nimero é de finito pode-se ver em [Shafarevich, Sec. 3.2.2) p.172]).

Uma curva C' C P" é dita nao degenerada se ela ndao esta contida em nenhum hiperplano.

Pela definicao observamos que uma curva irredutivel de grau menor a n em P" é de-
generada, pois tomando n pontos distintos da curva existe um hiperplano que passa por
eles logo como o ntmero de pontos na intersecao da curva com esse hiperplano é maior ao
grau entao a curva toda esta contida nesse hiperplano.

Também é certo que uma curva racional normal C' C P" tem grau n: podemos supor
sem perda de generalidade que C passa pelos pontos fundamentais. C'N Z(X,,) contém n
pontos e logo grau(C) > n. Por outro lado dado wma hiperplano H os pontos de H N C
estao em posicao geral pela Proposicao 2.2, pelo que o ntimero de pontos na intersecao é
menor ou igual do que n, assim o grau é n.

Agora vamos ver a reciproca da afirmacao anterior, é dizer que mostraremos que toda
curva nao degenerada de grau n em P" é uma curva racional normal, fazendo destas as
curvas de grau minimo. Antes, um resultado auxiliar.

Lema 2.15. Uma curva racional nao degenerada em P" de grau n € racional normal.

Demonstracao. Seja X a curva racional, assim um aberto de X estd parametrizado por
uma func¢do da forma f(X :Y) = (Py(Xo, X1) : -+ : Py(Xo,X1)) com P; polinomios
homogéneos do mesmo grau, podemos supor que esses polindmios nao tem zeros comuns.
Como X é um fechado projetivo, f é um morfismo dominante entre P! e X. Sabemos que
essa curva tem n pontos de intersecdo com um hiperplano H = Z(agXo + -+ + a,X,),
assim o polinomio agPy(Xo, X1) + - -+ + a,P,(Xo, X1) se anula em n pontos de P! e isso
implica que todos os P; tem grau n.

Como X é nao degenerada, tomemos n pontos de X N H, e provemos que esses n
pontos estdo em posicao geral. Se esses n pontos estiverem contidos em um plano n — 2
dimensional L, entao tomando qualquer outro ponto py € X, para H' o plano formado por
L e py temos que H' N X consiste em mais de n pontos, o que contradiz que a curva seja
de grau n. Se tomamos qualquer outro ponto em X, como este nao estd em H concluimos
que X contém n+ 1 pontos em posicao geral. Assim f cumpre as condi¢oes da Proposicao
2.3, logo X é uma curva racional normal. O

Agora passamos a mostrar que estas curvas sao as grau minimo.

Proposicao 2.16. Toda curva nao degenerada e irredutivel de grau n em P™ é uma curva
racional normal.
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Demonstracao. Seja H um hiperplano que intercepte a curva X em n pontos, digamos
P1,---,Pn. Pelo raciocinio que fizemos no Lema 2.15 estes pontos estao em posicao geral.
Logo podemos supor sem perda de generalidade que estes pontos sao os n tltimos pontos
fundamentais, contidos em H = Z(Xj), seja X' = X\ Z(X) como k(X) esta gerado sobre k
por xy,...,x,, pelo Lema 1.24, existe xz; tal que k(X) é separavel sobre k(z;), suponhamos
sem perda de generalidade que ¢« = 1. Seja L o plano n — 2 dimensional formado por
P2, ..., Pp- Identificamos P' com Z(Xs,...,X,,). Considere a projegao 7: P*\ L — P!
com centro em L, dada por mp(zg: - :x,) = (xo : x1). Restringimos esta proje¢ao a X',
assim 77|y, € uma aplica¢ao regular. Mais ainda, temos que 7|y também é injetiva, pois
se m(x) = 7r(y) = a, com z,y € X' entdo para H, o plano gerado por L e a, H,N X
estd formado por x, y e po, ..., pp—1 logo como a intersecao H, N L consiste em menos de
n+ 1 pontos e x,y & Z(Xy), entdo x = y. Além disso, notamos que 7} |x/(7T) = x1 assim
a extensao k(X)|77|x/(k(T)) é separavel. Como a fibra geral da aplicagdo tem 1 elemento
entao pelo Lema 1.23 X ¢ racional e pelo Lema 2.15, X ¢ uma curva racional normal. [

Outras propriedades que caracterizam as curvas racionais normais podem ser encon-
tradas em |[Miranda, Se¢ao 4.4, p.233]. Uma caracterizacao de superficies de grau minimo
em dimensao qualquer pode-se ver em |Griffiths e Harris, Secao 4.3, p. 522].

2.4 Espacos de parametros e aplicacoes

Comecgamos esta secao construindo um espago de parametros das curvas racionais nor-
mais em P” e calculando sua dimensao. Seja G a Grassmanniana G(n) L (n+2) ) dos planos
2)—4 2 -

de codimensao 2n — 1 em P(k[Xo, ..., X,]2), seja ¢: PGL, — G dada por

O(T)=FioT *A-- A Fiyyo T (2.5)
onde Fi,... ,F(;) sao os menores 2 X 2 da matriz
XO Xl Xn—l
X Xy -+ X,

Notemos que Z(¢(7T)) C P* é uma curva racional normal; mais ainda, toda curva racional
normal C esté associada via I5(C) a um tunico plano da imagem de ¢. Assim H = ¢(PGL,,)
¢ um espaco de parametros das curvas racionais normais em [P".

Proposigao 2.17. H ¢é quase-projetiva, irredutivel e de dimensao (n+ 3)(n — 1).

Demonstracao. Para mostrar que H é quase-projetiva considere a relagao de incidéncia
S={(T,(H)ePY"xG|FoTov=0,VFc H}

onde v ¢ a aplicacdo de Veronese e PV denota o espaco projetivo das matrizes n+1 xn+1
(N =n?+2n). Nao é dificil mostrar que ¥ é um fechado projetivo, pois as coordenadas de
Pliicker de H vao determinar os polinémios lineares que definem H; logo para cada matriz
T € PN, (T ov)* vai determinar uma transformagao linear de k[Xy, ..., X,]» a k[Xo, Xi]n



CAPITULO 2. CURVAS RACIONAIS NORMAIS 21

pelo que somente tem-se que pedir que os polindbmios que definem esta transformagao sejam
combinacao linear dos polinomios que definem H, e é claro que esta propriedade é algébrica.

Agora notemos que se 7' é nao singular e (T, (H)) € ¥ entdo H € H pois para C' =T o
v(PY), C C Z(H) logo H C I(C')3 e como os dois espagos tem dimensoes iguais H = I(C),
assim H € H; também se cumpre a reciproca pois se H € H entdao Z(H) é uma curva
racional normal, em particular se T é singular C' = T o v(P!) ¢ degenerada logo C' ¢ Z(H)
assim (T, (H)) ¢ H. Pela discussao anterior temos que H = m3(X) \ m2(X N (S x G)) onde
S é o conjunto de matrizes singulares, logo H é um conjunto quase-projetivo.

Calculemos a dimensao de H. Primeiramente, como H ¢é imagem de um conjunto
irredutivel entao H é irredutivel. Para ¢ a funcao definida acima, fixamos A um plano de H,
mostramos que dim(¢~'(h)) = 3. Seja C' a curva racional normal induzida por h, podemos
supor sem perda de generalidade que C' é a imagem da aplicagdo de Veronese. Como P ~
P(k[X,Y],) (onde k[X,Y], & o espaco de formas de grau n em duas varidveis), podemos
definir a: PGLy — ¢~ !(h) dada por a(S) = T donde T ¢ a transformagao projetiva cuja
regra de correspondéncia é T(F) = F o S. Observamos que uma transformacao desse
tipo preserva C' logo o ¢ um morfismo entre PGLy e ¢~ 1(h), cujas fibras de a sao finitas,
assim dim(¢~'(h)) > 3. Por outro lado como ¢~ '(h) estd mergulhado no conjunto de
isomorfismos de C' que & isomorfo a PGLy (pois C ¢ isomorfo a P') dim(¢~*(h)) = 3.
Finalmente, aplicando o teorema de dimensao das fibras ao mapa ¢, obtemos

dim(H)=(n+1)>-3=(n+3)(n—1). O

Uma aplicagao interessante do resultado anterior é determinar as hipersuperficies que
contém uma curva racional normal; para isto construimos o conjunto

A={(T,F) € PGL, xP" | FoTov =0}
onde PV ¢ o espago de hipersuperficies de grau d em P (N = <”Z§d) —1).

Lema 2.18. A ¢ uma variedade projetiva irredutivel, cuja dimensdo é N +n?+2n—dn—1.

Demonstracio. Claramente A é um conjunto fechado de PGL,, xPV. Provemos que A é
irredutivel: para a primeira projecao m: A — PGL,, tem-se que fixando uma matriz T', T'ov
induz uma aplicacao linear sobrejetiva de k[ X, . .., X, ]q a k[ X1, Xo]an (onde k[ Xy, ..., X,]q
é o espaco de polinémios homogéneos de grau d) pelo qual 7, (T') é o espaco de formas de
grau d no niucleo dessa aplicacao logo todas as fibras sao planos de dimensao N —nd — 1,
e sao irredutiveis; como o segundo fator de PGL,, xP" é um espaco projetivo, a primeira
projecao é um morfismo fechado, e concluimos pela Proposicao 1.16 que A é irredutivel.
Pelo teorema de dimensao das fibras, A tem a dimensdo da imagem mais a dimensao da
fibra genérica e assim dim(A) = N +n? + 2n —nd — 1. O

Proposigao 2.19. Para nd+ 1 > (n + 3)(n — 1) wma hipersuperficie genérica de grau d
nao contém curvas racionais noTrmais.

Demonstracao. Seja
A={({C),F)e HxP"|CCF}
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Considere o mapa ¥: A — A dado por (T, F) = (¢(T), F) onde ¢ é como acima. Obser-
vamos que ¥ 1 ((C), F) = ¢~ 1({C)) x {F} logo todas as fibras tém dimensao 3; além disso
1) é sobrejetiva e como A é irredutivel, A é irredutivel. Do teorema de dimensao das fibras
segue que A tem dimensdo dim(A) =3 =N — (n+3)(n —1) —nd — 1.

Dai a imagem da segunda projegio my: A — PV tera dimensdo no méximo N — (n +
3)(n—1)—nd—1,esend+ 1> (n+ 3)(n — 1) esta projecado ndo é dominante, donde se
deduz o resultado. O]

Em particular, uma superficie genérica em P? de grau d > 4 nao contém curvas racionais
normais.

Para o caso n = d = 3 pode-se ver que a projecao m ¢ um mapa dominante. Com efeito,
tomando a segunda projecao m: A — PV temos pelo teorema de dimensao das fibras que
fixado F' € PV, tem-se que dim(my(A)) > dim(A) — dim(r; *(F)). Dai para mostrar que 7,
¢ dominante basta mostrar que existe uma forma F' € PV tal que dim(A) — dim(m; *(F)) >
dim(PY), isto é que dim(my '(F)) < dim(A)—N = n?4+2n—nd—1 = 5. Seja F = X*-WY Z
e considere a curva parametrizada por o : P! — P3? dada por

(X :Y)=(XY(X+Y): XY : X(X+Y): Y3 (X +Y))

E facil ver que esta ¢ uma curva racional normal e que esta contida na superficie definida
por F, assim 7, ' (F) # (). Para calcular a fibra de F' observemos que se FoT ov = 0, entdo
para T ov = [Py, P, P3, Py] (com P; polindémios cibicos homogéneos em duas variaveis),
tem-se que PP = P3Py, logo as raizes de Py, P3, Py estdo determinadas pelo polinomio
Py. Seja a funcao &4, as.04° A3 x (A\{0})? — ]P’”Q"‘Q”, dada por

Eansamas (U1, T2, T3, A, 1) = (X — 21 Y ) (X — 1Y) (X — 23Y))
1
: J(X — Zay ()Y )(X = Zay )Y )(X — Za,3)Y)
Cp(X — maz(l)Y) (X - xaz(Q)Y> (X - xa2(3)Y)
. )\(X — ZEQQ(l)Y)(X — JZQQ(Q)Y)(X — (ﬂa2(3)Y))

onde a;: {1,2,3} — {1,2,3}. Logo vemos que 7, *(F) pode ser coberta com imagens de
funcdes de este tipo. Como estas sdo imagens de conjuntos de dimensdo 5, entdo 7, ' (F)
tem dimensao menor do que 5, logo m é dominante. Assim concluimos:

Proposicao 2.20. Uma superficie ctubica geral em P3 contém uma curva racional normal.
Varias conseqiiéncias se podem deduzir deste resultado, como:

Corolario 2.21. Para um polindmio irredutivel genérico F de grau 3, o anel
kXY, Z WI]/(F) nao é um dominio fatorial.

Demonstra¢ao. Para F um polinémio irredutivel genérico tal que Z(F) contenha uma
curva racional normal C, tem-se que se k[ X,Y, Z, W]/(F') fosse um dominio fatorial, todos
os ideais de altura 1 seriam principais (veja [Matsumura, Thm. 20.1, p. 161]), logo para C
tem-se que [(C)/(F) ¢ um ideal de altura 1 de k[X,Y, Z, W]/(F); mas se este ideal fosse
gerado por um elemento G entao terfamos que I(C) é gerado por F e GG, o que ¢ uma
contradicao pois I(C') ndo é de interse¢ao completa. O
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Apresentamos outra interessante aplicacao da Proposicao 2.20. Recorde que uma va-
riedade algébrica de dimensao n é dita racional se é birracionalmente equivalente a P".

-

Teorema 2.22. Em caracteristica zero, uma superficie cibica genérica contida em P3 ¢é
racional.

Para mostrar este resultado, precisaremos do seguinte lema:

Lema 2.23. Seja C C P? uma cibica torcida. Entdo a intersecio dos zeros de duas formas
de grau 2 linearmente independentes em I1(C) é C unida a uma reta secante ou tangente

de C.

Demonstrac¢ao. Podemos supor sem perda de generalidade que C' é a imagem pela aplicagao
de Veronese. Considere a forma:

Ga,b,c = CLF1 + bF2 + CF3

onde F, F5, I3 sao os menores da matriz

XY Z
( Y Z W > )
Note que
X Y Z
Gope=det | Y Z W
a —b c

Assim para (a, b, c) e (a/,V', ) linearmente independentes (z : y: 2z : w) € Z(Gope, Go )
se somente se (z :y: z:w) € C ouse (a,—b,c),(d,=b,c) € ((x,y,2),(y, z,w)). Como
estes vetores sao linearmente independentes entao (z, vy, z) e (y, z, w) sdo combinacado linear
de (a,—b,c),(a', =V, ), assim para (r, s,t) um vetor perpendicular a (a,—b, c), (a’, =0, ).
Tem-se que (x,y, z, w) esta contido na reta definida pelas equacoes rY + sZ +tW e rX +
sY +tZ; além disso se rY?2 + sY X +tX? = (aY — 8X)(a/Y — #'X) entdo as coordenadas
v(B:a),v(f : ) estao em L, logo L & uma secante ou uma tangente de C. O

Demonstracao do Teorema 2.22. Seja S nossa cubica, pela Proposicao 1.17 podemos pedir
que S s6 contenha um ntumero finito de retas, logo S é irredutivel. Seja C' C S uma curva
racional normal e F, Fy, F3 formas geradoras de I(C),. Tome ¢: S\ C — P? dado por

Yy z:w)=(F(rx:y:z:w): FKr:y:z:w): Fz:y:z:w)).

Mostremos que este mapa é genericamente injetivo. Fscolha p tal que nao esteja em
nenhuma das retas contidas em S, e que tampouco esteja em Tan(C') (como Tan(C') contém
infinitas retas, e por (2.1) temos que dimTan(C) = 2 e logo S ¢ Tan(C)). Entao se
Y(p) = q € P2, sejam Ly = aX +bY + ¢, Ly = /X + VY + Z as retas que definem q.
Assim:

aFi(p) + bFy(p) + cF3(p) =
a'Fy(p) + V' Fy(p) + ¢ F3(p) =
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e pelo Lema 2.23 a intersecao destas duas hipersuperficies define uma reta L unida com a
curva racional normal C. Como esta reta nao pode ser tangente a C' (pois contém pontos
fora de Tan(C)) entdo é uma reta secante de C. Logo p s6 pode pertencer ao conjunto
L\ C. Como L nao esta contida em S entao L corta S em trés pontos, dois dos quais estao
em C' segue que p s6 pode ser o terceiro ponto.

Como S é irredutivel, aplicando o teorema da dimensao das fibras tem-se que ¥ é
dominante. Finalmente, a extensao de corpos induzida por 1 é algébrica pois ambas
variedades tem a mesma dimensao e é separavel pois k tem caracteristica zero. Concluimos
pelo Corolario 1.23 que ¥ ¢ um mapa birracional. [



Capitulo 3

Configuracoes Geométricas

Neste Capitulo vamos expor os resultados centrais deste trabalho, a saber, uma gene-
ralizagdo do Teorema de Veronese (Teorema 2.4). Aqui, buscamos que condi¢oes para a
existéncia de uma curva racional normal intersectando uma dada configuracao de subes-
pacos lineares em um ntmero maximo de pontos. Nossos resultados se baseiam no artigo
de Carlini e Catalisano [CCO02].

Na primeira secao apresentamos a definicao de configuragao factivel e de vetor de pe-
sos factivel. Mostraremos algumas condicoes suficientes para garantir que certos vetores
de pesos sao factiveis. Na segunda se¢ao falaremos do espago de parametros das configu-
racoes factiveis. Utilizando resultados acerca do espaco de parametros mostraremos que a
quantidade de vetores de pesos factiveis em P™ é finita. Também daremos uma condi¢ao
suficiente que vai caracterizar quando um certo tipo de vetor de pesos é factivel. Na terceira
secao mostraremos alguns exemplos de vetores de pesos factiveis e comentaremos alguns
resultados interessantes acerca deste tema.

3.1 Configuracgoes factiveis

Defini¢ao 3.1. Dizemos que uma (n — 1)-upla de nameros inteiros ndo negativos L =
(loy -, ln—2) € um vetor de pesos em P". Um fechado

Ar=APU-UAD U UAPD U U A

onde Agj) é¢ um plano j-dimensional em P", é chamada uma configuracao de peso L. Dize-
mos que Aj é factivel ou realizdvel se existe uma curva racional normal C' C P" que
intersecta cada plano ¢ dimensional que seja componente de A, em i + 1 pontos (aqui
nao estamos contando os pontos com multiplicidade de intersecao; pedimos apenas que
sejam 7 + 1 pontos distintos). Dizemos que o vetor de pesos L ¢é factivel se existe um
aberto U do produto das Grassmannianas (Gg,,)" x --+ x (G,_3,)"=2 tal que para todo

(Ago), e ,Al(:__f)) € U a configuracao de peso L formada por esses espacos seja factivel.

Por exemplo, o Teorema 2.4 nos diz que o vetor de pesos (p,0,...,0) é factivel sempre
que p seja menor a n + 3. Comecemos estudando um caso simples:

Proposicao 3.2. Um vetor de pesos (lo, ..., l,—2) com Y (i +1)l; <n+3 € factivel.

25
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Demonstracao. Sejam s = > (i+1)l; e U C (P™)® o aberto formado pelas s-uplas de pontos
de P" em posigio geral. Seja o mapa f: U — (Gg,)P x -+ X (G,_9,,)"2 dado por

T TN N S I

K3 b

A imagem deste mapa contém um aberto denso no contradominio. Dada uma colecao de

pontos p1,...,ps € U e uma curva racional normal que passa por esses pontos, essa curva
intersecta cada plano i-dimensional da configuragao induzida por f(pi,...,ps) em i + 1
pontos. Logo f(p1,...,ps) é factivel e portanto L é factivel. O

Mais adiante veremos que o vetor L = (5,1,1) em P ¢ factivel mas é claro que esse
vetor nao cumpre a hipotese da Proposicao 3.2. Ou seja, essa condicao é suficiente mas nao
necessaria. De fato o problema de caracterizar todas as configuracoes factiveis parece in-
tratavel. Naturalmente, passamos a tratar configuracoes mais simples porém interessantes.

Notagao 3.3. Fixemos uma notagao para o restante desta secao. Sejam n; < --- < n,
inteiros positivos e tome n =nq + - -+ + n,. Sejam

S=P" x - x P™

ei: S — S C PN omergulho de Segre onde S=i(S)e N=(n;+1)---(n, +1) — 1.
Consideramos também o mapa ¢: S — P" definido como se segue: dado um ponto

Q:( (()1) . xgnll)),,(l’(()r) : -1’7(;)) E]P)nl NEEE X]P)nr entao
Q) = (Va2 WP WP
: xél)xgm .. .xér) D x[(]l)x%) . xér)
: a:(()l)xéz) . .xﬁ” S x[(]l)x(()Q) .. xg))

Seja m;: S — P™ ai-ésima projecao. Dados os hiperplanos H; = Z(X(()i)) C P", denotamos
A; = ¢(m;1(H;)). Por fim, definimos

)

B= |J =7 '(H)n='(H)).

i
1<i<j<r

Mantenha a notagao acima e seja s um inteiro positivo. Perguntamos: quando existe um
aberto denso U C (G, )* X Gy 10X+ - X Gy, 1, tal que pontos (p1, ..., ps, A1,...,A) €U
a configuragao induzida pela uniao de suas coordenadas seja factivel? No que se segue,
apresentaremos uma condicao para a realizacao de tais configuracoes.

Proposicao 3.4. Mantenha a notagao acima. Entao:
(a) O mapa ¢ € birracional e seu lugar de indeterminagdo € o conjunto B.

(b) A; € um plano de dimensao n; — 1 em P™.
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(¢) FEziste um subespago linear ¥ C P" de dimensdo N —n tal que se s, € a projecdo com
centro em X, entdo ¢ =mxoi e i(B) =X NS.

Demonstracao. 4 .
(a) Seja @ = (2 - a)), @ -2y € B. Entdo 2l = 28 = 0 para algum
1 # j, logo ¢ nao esta definida em Q). .

Se () ¢ B, entao raciocinamos por casos: se xél) # 0 para ¢ = 1,...,r entao podemos

assumir que z{’ =1 e daf

1 r ,

gb(Q):(l:xg):---:xgl) : ---:xg):---:xglr).
Além disso podemos definir a fungao ¢~': P"\ Z(X,) — S dada por ¢ '(1 : argl) HERRN
xﬁ}f Do ZEY) Do xg;)) =(1: 3351) Do :135111)),...,(1 : .CL'Y) Dol a:g;)), ol é
claramente a inversa de ¢ no aberto que estamos considerando, e portanto ¢ é birracional.
(i) _ ) _ : :
Para o outro caso, se ;' = 0, como () ¢ B podemos supor que x5’ = 1 para j # ¢

logo ¢(Q) = (0 : -+ : 0 : xﬁ” Do ngi) : 0 : .- :0) que estd bem definido pois
(0,20,...,at)) £ 0.
(b) Denote um ponto de P" por (xf : --- @) ] --- cal o eesal ol ).

Entdo ¢(m; '(H) \ B) = Z({X,ij) | k=1,...,n5,j #i}) = A; e este é um plano n; — 1
dimensional.

(c) Sejai: S — S a inclusao de Segre. Entao

i(:v((]l) M) (xg) sy = (. :L'Ell)xg) . xx) e ) 1< <ng,

10g0 para Y = Z(XO .... 0 XLO ..... Oy« - ,an .... Oy« 7X0,...,1 c. 7X0,...,nr) e X ~P*"Onde ¥ éo
plano gerado por €. 0,€1,0,...05- -5 €n1.0...04 - - - » €0,... (€ir,...i S20 0s pontos fundamentais
de PV). Para g: S — X, temos

T (e @iy i e )1<ig<ng =
(xo,...,o 210,.0 " Tpg, 0 X0, 1t Io,...,m)
e da definicao de ¢, concluimos ¢ = 7y o 1. [

Definimos U, C (A"™)* como o conjunto de k-uplas de vetores de A"*! tais que os
pontos de P" gerados por estes vetores estejam em posigao geral. Este conjunto é um
aberto denso em (A"t1)¥,

Lema 3.5. Eziste uma funcao polinomial T: (U, ny2)? — GLpy1 tal que
T(vo, ..., Uns2)(Ug, ... Unga) =S

onde S(u;) = \v; para algum X\; # 0.
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Demonstragdo. Primeiramente seja inv: GL,.; — GL,,; dado por inv(A) = det(A)A™!
vemos que todas as coordenadas de inv(a;;) sdo polinémios variando nos a;;, logo inv é
polinomial.

Dados v € A" e a matriz M € GL,,;, escrevemos a multiplicacao usual de ma-
trizes Mv = ((Mw)o,...,(Mv),), onde cada (Mv); é a i-ésima coordenada de Mv. Para
Q = (vo,..,Unt1) € Upnio , seja A(Q) a matriz formada pelos n + 1 primeiros ve-
tores de @, e seja A71(Q) = invA(Q). Definimos f: U, 2 — GL,i1 por f(Q) =
(A1 @)vns1)ovo, - - - (ATHQ)(Vn41))nvn). Entdo f(Q)e; = (A1 (Q)vps1)ivi (onde ¢; &
0 i—ésimo vetor da base canonica de A", e chamamos e, = (1,...,1)). Como os v; sao
tomados em posi¢ao geral (A7 (Q)v,11); # 0, além disso

F(@Q)ent1 = AQ)ATH Q) (vnt1) = det(vo, . ., V) Vns1.
Portanto f cumpre as condigoes requeridas para os vetores (vg, . .., Uni1) € (€0 -« -y €ny Ent1)-

Para (Q,Q') = (vo,...,vn)(ug,...,u,) seja T(Q,Q") = f(Q)inv(f(Q')), temos que
T(Q,Qu; = f(Q)inv(f(Q))u; = f(Q)Nie; = N, além disso pela construcao de T é
claro que todas as fungoes coordenadas de T" sao polinomiais, logo T' cumpre as condig¢oes

pedidas. O
Lema 3.6. Mantenha a notacao de 3.3. Se em P™ x --- x P™ temos uma aplicacao o =
(..., ) tal que cada «; parametrize uma curva racional normal em P | e escrevendo

o = (Féi), - ,Fé?) com Fj(i) polinémios de grau n; se tenha que F' = Fél) . -~F0(r) seja
lwre de quadrados, entao a composicao ¢ o a parametriza uma curva racional normal em
P" cuja intersecao com A; consiste em n; pontos distintos.

Demonstracao. Temos que v = ¢ o a,, 7y escreve-se como polinémios de grau n. Como F' é
livre de quadrados, ndo existe P tal que F()(i)(P) = Fo(j)(P) = 0 para i # j logo a(P) € B
para todo P € P!; assim ~ estd definido em todo P!. Note que v(P) € A; se e s se
Fo(i)(P) = 0 e que para cada i existem Pl(i), ce PT(L? raizes distintas de Féi). Tomando
Py tal que F(Py) # 0 temos que v(Py),v(PM), ..., v(PY), ... v(P™), ... (P sdo
n—+ 1 pontos em posicao geral, logo pela Proposicao 2.3, v parametriza uma curva racional
normal. ]

Lema 3.7. Existe uma curva o = (ayq, ..., a5): Pt — P™ x. .. xXP™ tal que, com a notagdo
do lema anterior, F' = Fo(l) e FO(T) ¢ livre de quadrados.

Demonstracao. Para comegar, afirmamos que dados { Py, ..., P.} e {Q1,...,Q} dois con-
juntos de r e s pontos distintos de P!, existe uma transformacao projetiva o: P! — P!
tal que Py,..., P, 0(Q1),...,0(Qs) sdo r + s pontos distintos. Com efeito, o conjunto
de transformacoes projetivas que mandam @); a F;, é um fechado préprio de PGL,, como
PGL, é irredutivel, a uniao destes conjuntos nao pode ser todo PGLy. Portanto existe uma
aplicacao projetiva o com as propriedades pedidas.

Seja o uma aplicacdo que parametrize uma curva racional normal em P™ e que inter-

cepte a H; = Z(X((]i)) em Pl(i), ..., P\ pelo argumento anterior, existe oy, . . .,0,: P! — P!
tais que o os elementos o;(PY)) sio todos distintos. Definimos a; = a} o o' e
a = (ag,...,q.). Assim a tem que o polindémio F definido como no Lema 3.6, s6 vai-

se anular nos pontos da forma ai(Pj(z)), pelo que F' tem n raizes distintas e ¢ livre de
quadrados. O
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Teorema 3.8. Sejam s,n; < ny < --- < n, inteiros positivos. Se alguma das condigoes
abairo sao satisfeitas:

e s<ny+3el<n <ng
e s<no+2en;=1o0oun =no

entdo existe um aberto V. C (P™)* tal que para todo (p1,...,ps) € V a configuragio
{p1,.- -, ps} UALU---UA, € factivel.

Demonstracdo. Seja G = GL,, 11 X ---xGL,, ,; e considere a aplicagio racional ©: (P!)* x
G --» (P™)® dada por

@<P17~o-,P3)(T1,...7TT) =
d(Tyowv(Pr),....,Trov.(Pr)),...,0(Ty oy (Fs),. .., T, o v.(Py))

onde v;: P! — P™ é a aplicagdo de Veronese e ¢ ¢ como em 3.3. Seja U o aberto de (P')*x G
onde © esta definida. Para (Ty,...,T,) € G considere (T4, ..., T,): P! — P" x - - x P
dada por o(T1,...,T,) = (T1ovy, ..., T, ov,). Seja F(«) o polindémio definido por @ como
no Lema 3.6 e seja A o aberto de GG consistindo de todas as r-uplas de matrizes tais que
F(a(Th,...,T,)) seja livre de quadrados (isto é, que as resultantes nas suas duas variaveis
sejam nao nulas). Pelo Lema 3.7 este aberto é nao vazio e pelo Lema 3.6 toda aplicagao
da forma o(T) com T € A é tal que ¢ o o(T') parametriza uma curva racional normal que
intercepta a cada A; em n; + 1 pontos. Tome V = O((P!)* x ANU). Note que dado um
ponto (@1, ...,Qs) em V existe uma curva da forma ¢ o a(T") (com T € A) que passa por
cada @Q; e logo {Q1,...,Qs} UA; U---UA, é uma configuracio factivel. Agora somente
falta mostrar que para os casos citados no enunciado, V' contém um aberto nao vazio de
(P™)*, para isto basta mostrar que a aplicacao © é dominante.

Seja U, C (P™)% o conjunto de s-uplas de pontos em posicao geral e seja U = j(ﬁl X
co-xUy), onde j: (P™)% x - x (P")* — (P™ x - -- x P")* é a reordenacdo de coordenadas
dada por

J@Y,. M) @7, =@, ), QW Q).

Observe que U é um aberto nao vazio de (P x --. x P™)*.  Mostraremos que se
$,M1,...,n, sdo como no enunciado, entao (2_5([7\38) C O((P)* x @), onde ¢(Q1,...,Qs) =
((Q1),...,0(Qs)). Isso é equivalente a que exista uma aplicagdo a = (aq, ..., q,) com q;
parametrizando uma curva racional normal em P™ tal que para todo Q) € Uy X -+ % (77,,,
tenha-se « que passe por todas as coordenadas de j(Q).

Em ambos casos, basta mostrar para quando s atinge o maximo pedido (i.e. s =n;+3
se 1 <ny <ng;ous=mny+2sen; =1oun; =ny). Logo para

Q=@QY,...,0M ... Q" ... Q" el x - xT,

. . 1 1 .
temos que em P™ existe uma curva racional normal que passa por § ), cee o8 Seja aq

uma parametriza¢io para essa curva e sejam Py, ..., P, os pontos de P! tais que a(P;) =
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le). Agora como s < n; + 2 para i > 2 e 0s pontos §”, e ,Qgi) estao em posicao geral,
existe uma transformacdo projetiva T;: P* — P™ tal que T;(v;(F;)) = Qg-i). Assim, se
definimos para cada i, o; = T; o 4, entdo a fungdo a = (ay, ..., ;) passa pelos pontos das
coordenadas de j(Q). O

Corolario 3.9. A tese do Teorema 3.8 ¢ equivalente a que o vetor de pesos induzido por
$,M1, ..., N, seja factivel, ou seja que exista um aberto W C (P")* x G100 X -+ - X G211,
tal que para todo (p1,...,ps), (A1,...,A,) € W a configura¢ao {p1,...,psf UA U---UA,
seja factivel.

Demonstracao. Sejam Aq, ..., A, fixos e suponha que exista um aberto V' C (P")* que
cumpra a tese do Teorema 3.8. Seja W C (A"™H)" o conjunto de m-uplas tais que os
pontos em P" induzidos por estes vetores estejam em posicao geral entre eles e com o0s
pontos (1 :0:---:0)e (1:---:1). Entao W é um aberto denso. Para cada n-upla
v = (vgl), . ,vgl)), NI ,vq(f)) € W seja

Av) = T(egl)7 e 67(111), e egr), . ,eg;), €0, en+1)(v§l), . 7”7(111)’ . ,UY), . ,vg;), €0, €ni1)
(onde T ¢ como no Lema 3.5) e seja W’ um aberto de (P")* x W dado por W' =
{(p1,---,ps,0) | Aw)(p1),..., AMv)(ps)) € V}. Assim W’ é um aberto denso. Seja
W — (P")* X Gpy—10 X -+ X Gy 1., dado por

1 T r 1 T r
Epr, )@,y @ 0y = (pr, e pe) 0 ey @l )

(onde (vy, ...,v4) €0 plano gerado por vy, ..., v4). Finalmente seja W um aberto denso con-
tido em (W), Se (p1,...,ps, A1, ..., A) € W, entdo existe uma transformacao projetiva \’
que manda A; a A; e tal que (N(p1),...,N(p1)) € V,1logo {N(p1),..., N(p1) JUA U- - -UA,
é factivel, e como A = {py, ..., ps JUA1U- - -UA, é projetivamente equivalente a configuracao
anterior, temos que A é factivel.

Para a reciproca, suponha que W C (P")* x G,,—1n X -+ X G, _1,, € um aberto denso
que cumpre as condi¢oes do enunciado. Pelo raciocinio que fizemos no caso anterior, o
conjunto W, das configuragoes projetivamente equivalentes a Ay U --- U A, é um aberto
denso. Tomando (Aq,...,A,) a segunda coordenada de um ponto em W N (P")* x W
podemos construir um aberto O’ de (P™)® tal que para todo (py,...,ps) € O" a configuragao
{p1,...,psJUAU- - -UA, seja factivel. Além disso, A;U- - -UA, é projetivamente equivalente
aAyU---UA,. Seja T a transformacao projetiva entre estes dois conjuntos, assim para o
aberto O = {(T'(p1),...,T(ps)) | (p1,--.,ps) € O’} temos que para todo (q1,...,qs) € O a
configuracao {q1,...,q;} UA U ---UA, é factivel. O

3.2 [Espacos de parametros e aplicacoes

Nesta secao construiremos um espaco de parametros de configuracoes factiveis para um
dado vetor de pesos. Com tais espagos, usamos um argumento de dimensao para mostrar
que certos pesos nao sao factiveis. De fato, mostraremos que existe apenas um nimero
finito de vetores de pesos factiveis em P". Além disso, caracterizaremos quando os vetores
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de pesos induzidos por inteiros positivos s,n; < --- < n,, como na Secao anterior, sao
factiveis em P™ (onde n =ny + -+ + n,).
Seja L = (lg, ..., l,_2) um vetor de pesos fixado. Tome H o espago de pardmetros para

as curvas racionais normais definido na Proposicao 2.17.
Seja X o subconjunto de H X (Gg,)" x (Gy, n)ll X+« X (Gp_2,)"2 dado por:

0 0 n—2
X = (A A AT AT [ #A N0 =+ 1)
isto é, o conjunto de pares (C,A) onde A é uma conﬁguragao de peso L e intersecta C
no nimero méaximo de pontos. Seja mo: X — (Go,)0 X -+ X (Gp_9,)"2 a proje¢ao na

segunda coordenada. Assim A é uma configuracao factivel sempre que exista uma curva
racional normal C' tal que (C,A) € X. Observe que m(X) é um espago de parametros
para as configuracoes factiveis de peso L. Logo o vetor L é factivel se e somente se o
mapa 7 € dominante (pois nesse caso a imagem contém um aberto do contradominio, pela
Proposicao 1.9).

Proposigéo 3.10. O conjunto X ¢é irredutivel e seu fecho X tem dimensdo (n + 3)(n —
) + Zz 0 (Z + )

Demonstracao. Mostremos que X é irredutivel. Se fixamos uma curva C € H, seja o
uma parametrizacao para C, observamos que um plano r dimensional A intercepta C' num
ntimero maximo de pontos sempre e quando A = (o(py),...,0(p,)) com po,...,p, € P!
pontos distintos. Defina U, = {(po, ...,m) € (P*)! | p; # p; para todo i # j} temos o mapa
n: PGL, x(U)" x -+ x (U,_9)" — X dado por:

n(T,....(poy--spi)y---) = (d(T),....,{(Tov(py),....,Tov(p)),...)

onde ¢: PGL, — H é a aplicacdo construida em (2.5). Como X é imagem de n, X ¢é
irredutivel; e pela Proposicdo 1.9, X contém um aberto ndo vazio de X.

Para uma curva C' fixa, seja T uma transformacao projetiva que induza C. Sejam
mi|x: X — H a primeira projecdo e Yo = 71, 1(C). Seja 7j: (U)" x - x (Up_o)"2 — Y,
dada por 7(v) = n(T,v). Afirmamos que 7 tem fibras finitas: pois se (T o v(py),...,T o
v(p)) = (Tov(q),...,Tov(q)) e (qo,--.,q)ndo é uma permutacao de (po, ..., p,) entao
existe algum ¢; que é distinto a todo p;, logo o espaco (I'ov(py), ..., Tov(p,), Tov(g)) tem
dimensdo i + 1 o que é absurdo. Assim pelo teorema de dimensdo das fibras, dim(Y ¢) =
dim(UYL x - x U2) = S2(i + 1)1,

Finalmente, seja O um aberto denso de X contido em X, seja Y/ = m|;'(C) e Y/ =
m1|%(C), logo como O C X C X, Y/, C Yo C Y/ e suas dimensdes preservam a mesma
desigualdade. Aplicando o teorema de dimensao das fibras em m|p e m |y, vemos que
existem abertos de ‘H para os quais esse teorema atinge a igualdade em cada caso. Tomando
C na intersecao desses abertos temos que

dim Y/ = dim(0) — dimH e dim(Y{) = dim(Y) — dim
e como O é denso em X temos que dim(Y() = dim(Y¢) = dim(Y}). Dai:

n—2
dim(X) =dimH +dim(Y¢) = (n +3)(n — 1) + Z

1=
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Corolario 3.11. Se L = (ly,...,l,_2) € um vetor de pesos em P" tal que

n—

Z(z +1)(n—1=0); > (n+3)(n—1)

=0
entao L nao € factivel.

Demonstracao. O argumento baseia-se em uma aplicacao imediata do teorema da dimensao
das fibras. Pela discussao anterior, basta mostrarmos que m nao é dominante. Mas para
que 7, seja dominante é necessario que

n—2 n—2
dim(X) — dim(Gg,, x -+ x G2 ,) = (n+3)(n—1)+ Y _(i+Dli— Y (i+1)(n—1i)l
i=0 i=0
seja nao negativo, o que nao ocorre por hipotese. ]

Como consequéncia imediata, temos:
Corolario 3.12. Hd apenas um nimero finito de vetores de pesos factiveis em P™.

Agora vamos apresentar uma caracterizagao que garante que os vetores de peso como 0s
dados na Secao anterior sejam factiveis. Para isto primeiro mostraremos o seguinte lema:

Lema 3.13. Seja A = Ay U---UA, uma configuragdo, tal que se i # j, entao A;NA; = 0.
Seja A, uma componente i-dimensional da configuracao A e considere

A, P" — pri-l

a projecao com centro Ag. Seja A' = wa, (A) a configuragao projetada. Se A € factivel
entao N € factivel.

Demonstragao. Se A é factivel e C' uma curva racional normal que intersecta em um ntimero
méximo de pontos a A, entdo C'N A; consiste em dim(A;) + 1 pontos. Pela Proposigao 2.7,
C" = 7,(C) é uma curva racional normal, além disso como A;NA; = (), para A = my,(A;),
A’ & um plano da mesma dimensdo que A;, e como 7(A; N C) C AN ', o nlimero de
pontos em AN C" é maior ou igual do que dim(A;) + 1, mas como C’ é uma curva racional
e todos seus pontos estao em posi¢ao geral, temos a igualdade. Portanto Aj U--- U A/
intersecta C' no nimero maximo de pontos. O

Teorema 3.14. Tome s,ny < --- < n, inteiros positivos. Se existe um aberto W C (P")® x
Gny—1n X -+ X Gp.—10, tal que para todo (p1,...,ps), (A1,...,A) € W a configuragio
{p1,.- -, ps} UAL U---UA, seja factivel entdo s <ny+3 el <ny <ng, ous<ng+2e
ni =1 ou n;y = ny.

Demonstracao. Pelo Corolario 3.9 podemos fixar Ay, ..., A, e supor que existe um aberto
U C (P™)® tal que para todo (p1,...,ps) € U, {p1,...,psJUA U - -UA, é factivel. Fazemos
um raciocinio por casos:
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Caso 1. 1 < ny e s > ny +4: Mostramos por contradicao. Consideramos a projecao
m: P — P™ com centro em (Ao, ..., A,). Entdo V = {(7(q1),...,7(qs)) | (q1,.-.,¢s) €
U} contém um aberto denso em P, e para cada (p1,...,ps) € V existe, pelo Lema 3.13,
uma curva racional normal que passa por esses pontos; mas isso implica que existem
Diy- .-y Pny+3 Pontos em posicao geral em P fixos, e um aberto O em P™ tal que para
todo ponto p € O, por py,...,Pn,+3, P Passa uma curva racional normal. Como sabemos
por P, ...,Pn,+3 Passa uma Unica curva racional normal, logo esta curva contém O o que
¢ absurdo.

Caso 2. n; = 1 e s > ny+3: Neste caso A; é um ponto somente, consideramos a projecao
7: P" — P™*! com centro em (As, ..., A,), assim para A} = m(A;) para ¢ = 1,2 existe
um aberto V. C (P"2t1)* (V C {(7(q1),...,7(qs)) | (p1,...,ps) € U}) tal que para todo
(p1,...,ps) € V a configuracao {p1,...,ps} UA; UA, é factivel, pelo qual o vetor de pesos
(s +1,0,...,1) & factivel em P">*! o que é absurdo pois isso contradiz o Corolario 3.11
pois (s +1)(ne — 1)+ (na+ 1) > (ng +4)(na — 1).

Caso 3. Seja ¢: P x -+ - xP" — P™ a aplicacao definida em (2.5). Seja A o complemento
do espago gerado por (Aq,...,A,) e I'; o plano gerado por Ay, ..., A 1, Ay, ..., A,
Assim vemos que para 7, a proje¢ao com centro I';, tem-se que 7|4 = m; 0 ¢~ '] 4 onde
mi: PP X - X P — P ¢ a i-ésima projegao, (lembremos que ¢~ (1 i xy,) = (1

i Zpy) e (1 i @p_p, s o+ 1 xy,)). Concluimos que se y parametriza uma curva racional
normal C' que intercepte num nimero méximo de pontos a configuracdo Ay U --- U A,,
entdo pelo Lema 3.6, ¢~1(C) é parametrizada por uma curva a: P! — P x ... x P,
a = (aq,...,q,) tal que todas as a; parametrizam curvas racionais normais em P".

Seja U; um aberto denso de ((P™)?)* com

Ul C {(Wﬂ (p1>’ 71'1“2(]72», SR (Wfl (pS)>7TF2(pS)) | (plv s ap8) elin AS}

Pela discussao anterior para todo ponto (p1,q1),- .., (ps,¢s) € Uy existem parametrizagoes
para curvas racionais normais aq, as tais que (aq, ap) passa por cada par (p;, ;). Isso im-
plica que U esta contido no conjunto Z formado por todos os pontos (p1, ..., ps)(q1,-- -, qs)
tais que a duas coordenadas sejam projetivamente equivalentes; mas Z se pode escrever
como:

1 1 1 2 2
Z ={0Micsjar | T@Y, ... 000, 02D (02) = pV}

(onde T é como no Lema 3.5), assim Z é um fechado proprio de ((P")?)%, logo Z ndo pode
conter um aberto como Up; finalmente concluimos que para s = ns + 3 nao pode existir
um aberto como W. 0

3.3 Exemplos

Faremos agora aplicacoes dos nossos critérios em casos particulares. Nosso primeiro
exemplo é caracterizar quando a configuracao formada por um espaco de cada dimensao é
realizavel:

Proposicao 3.15. Considere o vetor de pesos L = (1,...,1) em P*. Entao L € factivel
para n <5 e ndao factivel para n > 8.
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Demonstracao. Da Proposicao 3.2 segue que L é factivel para

[\

n—

n+3>Y (i+1)=(3)

i=0
do que deduzimos que L é factivel para n < 4. Para o caso n = 5 aplicamos o Teorema 3.8
para r =2, ny = 2, no = 3. Assim temos que a configuracao

AMUANUP,..., By C PP

¢ factivel. Tomando Py, P, P3, P, de forma que formem um plano genérico de dimensao 3,
temos que o vetor (1,1,1,1) é factivel em P°.
Pela Proposicao 3.11, L nao é factivel para:

n—2
(n+3)(n—1) <Z n—z’—l):(”g{l)
=0

donde se deduz que L nao é factivel se n > 8, como queriamos. [

Aplicamos nossos resultados também no caso das configuracoes homogéneas, isto é,
aquelas cujas componentes tém a mesma dimensao. Por exemplo, o Teorema 2.4 resolve o
problema para configuracdes homogéneas de pontos. Veremos que para n suficientemente
grande as Proposicoes 3.2 e 3.11 caracterizam quando tais configuracoes sao factiveis.

Proposicao 3.16. Sejam n > 3 e A uma configuracao homogénea de | planos genéricos
i-dimensionais. Sen > i2+5i+ 1, entdo A € factivel para | < 22 e A nao € factivel para

5 i1’
n+

L>[25].

Demonstracao. Pela Proposicao 3.2 esta configuracao é factivel para [ < ”if e a Proposicao

((n+)32)(n_1))
it1)(n—1—i)"
Por outro lado como n > 2 4 5i + 1 entdo temos que:
(n+3)(n—1) n+3
G+D)(n—1—14) i+1

3.11 mostra que nao é factivel para [ >

<1

(n+3)(n—1)

i © equivalente a [ > (%37, Se i + 1 ndo

Assim se i+ 1 divide n + 3 entdo [ > T

divide n + 3, seja ¢ = | “£|. Entdo:
n+3=qn+1)+r
Para algum r € {1,...,7}. Um célculo direto nos fornece

(n+3)(n—1)
(i+1)(n—i—1)

—qg>1

logo concluimos que

L4q< (n+3)(n—1) <1+n—i—3_1+ 4T
1 (i+1)(n—i—1) i1 T
e entao [ > % é equivalente a que | > ¢+ 1= j:f’} O
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Agora estudamos configuragoes homogéneas de retas em P™:
Corolario 3.17. Sejan > 3, e A CP" a uniao del retas genéricas. Entao:
1. A € factivel nos sequintes casos:

en=3el<6;
en>3el< 3] +2.

2. N nao € factivel nos casos:

en=3el>7;
en=>5el>0;
en="7el>7;
en>3n#5T7el>|5]+3.

Demonstracao. Para analisar quando a configuracao A C P" é realizavel, estudamos os
diferentes casos:

Se n = 3, podemos ver este resultado em [CCO1, Prop. 3.1]. Se n > 3 é impar, pela
Proposicao 3.2 temos que A é factivel para 21 <n + 3, ou seja [ < [5] 4 2.

Se n > 3 ¢ par, segue do Teorema 3.8 com s =4, r =5, ny =--- =n, = 2 que a
configuragao de 7 retas e 4 pontos:

A1U"-UA%U{P1,...,P4}C]Pm

é factivel, logo escolhemos P, P, e P3, P, de tal forma de que estes pontos formem parte
de duas retas genéricas, assim A é factivel para [ < |5 + 2].

Vejamos agora os casos nao factiveis. Se n > 7, entao n > i? + 5i + 1 e pela Proposi¢ao
3.16 esta configuracao nao ¢ factivel para [ > |4 | +2. No caso n < 7, segue da Proposicao

3.11 que a configuragao nao é factivel para [ > %, donde se deduz o Corolario
para os casos n = 3,5,7 e para o caso 4 quando [ > 6. Para (n,l) = (4,5), veja [CC02,
Prop. 5.2]. O

Apresentamos um refinamento do resultado anterior para IP3.

Teorema 3.18. Em P2, considere configuracoes formadas por p pontos e l retas genéricas
tais que p+1 = 6. Entao a configuracio (p,l) € factivel para os casos:

(p,1) = (6,0),(5,1),(3,3),(2,4), (1,5),(0,6)
e nao é factivel para o caso (p,l) = (4,2).

Demonstracao. Os casos com [ = 0,1, 2 seguem imediatamente do Teorema 3.14. Para os
restantes, a demonstracio é ad-hoc e pode ser encontrada em |[CCO01, Prop. 3.1]. [
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De fato, o resultado em |[CCO1, Prop. 3.1] é mais preciso: existe exatamente uma tnica
curva racional normal passando por seis retas em posi¢ao geral em P? (intersectando cada
uma em dois pontos). Como no caso de pontos, temos entdo um critério para saber se dois
conjuntos de seis retas em P? em posicao geral sao projetivamente equivalentes: isto acon-
tece se e somente se os dois conjuntos de doze pontos induzidos em P! sdo projetivamente
equivalentes!

Para uma generalizacao do Teorema 3.18, tratando de configuragoes formadas por pon-
tos e espagos lineares de codimensao 2, veja [CCO1, Prop. 4.7].

Terminamos este Capitulo fazendo um comentario sobre o caso para o caso de n + 3
planos de codimensao 2. Pelo que vimos antes, temos uma solug¢ao completa quando n = 3.
Sem embargo, esta prova nao pode ser estendida para o caso n > 3. Como o mencionado
no artigo [CCO1, Secao 6], mesmo nesse caso mais simples o problema esta em aberto para
n > 3. Por exemplo, ndo se sabe se uma configuracao formada por 7 planos em posicao
geral em P* & factivel.
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Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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