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RESuMO

O objetivo deste trabalho € apresentar aspectos da génese do nimero 7, inerentes a questdo da
quadratura do circulo, a qual consiste em construir um quadrado de area igual a area de um circulo
de raio r dado. Esse problema ndo diz respeito a uma aplicac¢do pratica da matematica, mas sim a
uma questdo tedrica que envolve uma distingdo entre uma boa aproximagdo e a exatiddo do
pensamento. O registro da primeira tentativa de se quadrar o circulo remonta a Anaxagoras, no
século V a.C. Posteriormente, ficou estabelecido que essa construgdo deveria ser realizada
utilizando-se, um numero finito de vezes, a régua ndo graduada e o compasso. Nas construgdes
com régua e compasso, estamos nos referindo aos trés primeiros postulados dos Elementos de
Euclides: 1) ¢ possivel unir dois pontos por uma reta, 2) prolongar uma linha reta até onde seja
necessario e 3) tragar uma circunferéncia em torno de qualquer ponto e com qualquer raio. Esses
postulados sdo a base dessas construgdes, muitas vezes chamadas de construgoes euclidianas. Um
nimero real a € construtivel, se for possivel “construir com régua e compasso um segmento de
comprimento igual a a, a partir de um segmento tomado como unidade”. Apresentamos a idéia de
traduzir o problema geométrico das construgdes com régua € compasso para a linguagem
algébrica, e isso permitiu solucionar o problema da quadratura do circulo. Expomos que todo
nimero construtivel ¢ algébrico sobre os racionais, estabelecendo a impossibilidade de quadrar o
circulo com a demonstragdo de Lindemann, em 1882, da transcendéncia do nimero 7. Vemos que
esse problema fascinou estudiosos por mais de 20 séculos. Procuramos fornecer todas as
ferramentas matematicas necessarias para essa demonstragdo. As demonstragdes desempenham um
papel fundamental no desenvolvimento deste trabalho, que tem por finalidade ndo s6 contribuir
para a formagdo do professor de matematica, mas também detalhar a resolugdo do problema da

quadratura do circulo.

Palavras-Chave: quadratura do circulo, nimero 7, nimeros algébricos, nlimeros construtiveis,

transcendéncia do namero 7.



ABSTRACT

The goal of this essay is to show aspects of genesis of number 7, inherent to the question of
squaring the circle, which consists in constructing a square which has the same area as a given
circle. This problem does not refer to a practical application of mathematics, but to the theoretic
question that involves the distinction between a valid approach and thinking accuracy. The first
attempt to squaring the circle dates back in the fifth century before Christ. After that, it was
established that this construction should be carried through using a finite number of times, also the
non-graduated ruler and the drawing compass itself. In the constructions with ruler and drawing
compass we are referring to the first three postulates of Euclides Elements: 1) It’s possible to join
two points by a straight line, 2) to expand a straight line until the necessary point, and 3) to draw a
circumference around any point and with any radius. These postulates are the base of these
constructions, sometimes called euclidean’s constructions. A real number o is constructible, if
feasible building a segment of legth o with ruler and drawing compass, since a segment is taken as
a unity. We show the idea of translating the geometrical problem of constructions made with ruler
and drawing compass to the algebraic language and this allowed us to solve the problem of
squaring the circle. We exposed that all constructible numbers are algebraic, over the rational
numbers, establishing the impossibility of squaring the circle, with Lindemann’s demonstration, in
1882, of the number 7 transcendence. This problem has been fascinating people for more than
twenty centuries. We tried to supply all mathematical tools needed for this demonstration.
Demonstrations play a fundamental role in the development of this essay, which purpose is not
only to contribute to the math teacher formation, but also to detail the resolution of the problem of

squaring the circle.

Key words: squaring the circle, number =, algebraic numbers, constructible numbers,

transcendence of number 7.
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APRESENTACAO

A ciéncia grega fundamenta-se numa curiosidade altamente intelectual contrastando
com o espirito pratico do pensamento pré-helénico. A mencdo da primeira tentativa de se
quadrar o circulo remonta a Anaxagoras, no século V a.C. Posteriormente ficou
estabelecido que o quadrado de area exatamente igual a do circulo deveria ser construido
utilizando-se apenas os instrumentos platonicos, a saber, régua e compasso. Essa questao
que iria fascinar estudiosos por mais de vinte séculos, retrata uma matematica muito
diferente da dos babilonios e egipcios, uma vez que ndo se trata de uma aplicagdo pratica
da ciéncia dos nimeros mas sim de uma questdo tedrica envolvendo uma clara distingao

entre uma boa aproximagao e a exatiddo do pensamento (Boyer, 1974, p. 48)

Como veremos, a quadratura do circulo pode ser expressa por meio de um
enunciado muito simples, mas que se revelou como um grande desafio para varias geragoes
de matematicos. As tentativas de resolvé-lo ou de demonstrar a impossibilidade de sua
resolugdo serviram como motivagdo a criagdo de novas teorias e ao desenvolvimento da

matematica, notadamente, no que se refere a génese do numero 7.

Esse problema teve origem na geometria da Grécia antiga, mas sua resolugdo
necessitou de um tratamento no Ambito da moderna geometria algébrica. Sua resolugéo, ou
seja, a prova de sua impossibilidade, precisou ir muito além da régua, do compasso e das
fronteiras da Grécia. Envolveu o trabalho de muitos matematicos durante um longo

periodo de tempo.

A dificuldade para resolver a questdo da quadratura do circulo estd na natureza do

numero 7 que, além de ser irracional, também ¢ transcendente, porém computavel.
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O estudo do nimero 7z permite fazer uma articulagdo entre as vdrias areas da
matematica, como a geometria, a algebra e a andlise, necessitando naturalmente muitas

mudangas de quadros, como veremos neste trabalho.

Muitos livros de matematica do ensino fundamental e médio apenas apresentam o
numero 7 como a razdo entre o comprimento de uma circunferéncia qualquer pelo seu
diametro e que ¢ aproximadamente igual a 3,14. Esses livros ndo apresentam uma maneira
de se obter essa estimativa para o nimero 7. Além disso, propdem como uma aplica¢io o
calculo do comprimento da circunferéncia e da area do circulo, apresentando as formulas

C=2-7-r e A=r-r*, também sem nenhuma justificativa.

Com este trabalho objetivamos apresentar aspectos da génese do numero 7=,
inerentes a questdo da quadratura do circulo e mostrar a impossibilidade da construgdo de
tal quadrado, fundamentando todas as etapas envolvidas, inclusive a demonstragdo do

resultado definitivo, a saber, a transcendéncia do numero 7.

Esperamos que esta pesquisa também venha contribuir para a formagdo dos
professores de matematica, ampliando a visdo sobre a natureza dos numeros e
complementando, dessa forma, a teoria apresentada na maioria dos livros didaticos sobre

os numeros, especialmente sobre o nimero 7 .

Descrevemos o método de Arquimedes para estimar uma aproximagdo do numero
7 ¢ justificamos as formulas do comprimento da circunferéncia e da area do circulo. Isso
serd realizado com o auxilio de uma calculadora cientifica para o célculo do seno e da
tangente de varios angulos. Também apresentamos algumas sequéncias que convergem

para o numero 7z, com suas respectivas demonstragoes.

A escolha do objeto de pesquisa deste trabalho foi motivada por uma das discussdes
surgida no grupo de pesquisas, sob a orientacdo do professor Benedito Antonio da Silva,
referente aos trés problemas cléssicos gregos: a quadratura do circulo, a duplicagdo do

cubo ¢ a trissec¢do de um angulo.

Segundo Laville e Dionne (1999, p. 11), “chegar a possiveis explicagdes ou
solugdes para um problema pode significar ndo apenas aquisicdo de novos conhecimentos,
mas, também, favorecer uma determinada interven¢do. Um problema ¢ sempre uma falta

de conhecimento”.
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Esse foi o espirito do desenvolvimento deste trabalho: a busca de explicagdes e a
intervenc¢do nas demonstragdes com a finalidade de deixa-las mais detalhadas. Isso sempre
pensando na elabora¢do de um material que possa contribuir para a formag¢do do professor
de matematica e para sua pratica no exercicio do magistério. Para isso foi necessaria a

aquisi¢cdo de novos conhecimentos, principalmente sobre os polindmios simétricos.

Durante a elaboracdo deste trabalho, reconhecemos a importancia da pesquisa em
nossa area e a necessidade de incorpora-la ao exercicio de nossa profissdo, tendo em vista
o desempenho de um alto nivel de qualificacdo profissional. Além disso, percebemos
também a importancia da procura por uma informagdo que ndo sabemos e que precisamos

saber, desenvolvendo dessa maneira certa autonomia em nossa formagao.

A maioria dos livros consultados sobre o problema da quadratura do circulo nio
apresenta a demonstracdo da transcendéncia do nimero 7 por ser muito técnica. Por outro
lado, os que a apresentam, fazem-na de uma forma muito concisa, tornando sua leitura
muitas vezes dificil de ser compreendida. Além disso, ndo justificam outros resultados

envolvidos na demonstracao.

Como tornar a leitura da demonstracdo da transcendéncia do numero 7 mais
acessivel aos professores e aos alunos dos cursos de licenciatura em matematica? Como
apresentar a demonstracdo da impossibilidade da quadratura do circulo de forma mais
detalhada em um unico texto, com todos os resultados necessarios envolvidos para tal

demonstragao?

Neste trabalho, procuramos fazer uma explicagdo da demonstracdo da
transcendéncia do nimero 7 com essa finalidade. Também justificamos todos os passos
das demonstragdes dos resultados e das afirmagdes que sdo utilizados no decorrer dessa

demonstragao.

As demonstragdes desempenhardo um papel fundamental no desenvolvimento do
trabalho. A preocupacgdo com o entendimento dos raciocinios nelas utilizados foi um ponto

ao qual procuramos dar muita importancia.

Serdo utilizadas varias técnicas de demonstracdo em matematica: a demonstragao
por inducdo, demonstragdes diretas e principalmente as demonstracdes por redugdo ao

absurdo.
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Achamos necessario incluir um capitulo sobre os numeros transcendentes para
ampliarmos as informagdes sobre a natureza desses numeros. Veremos que além da
classificagdo dos numeros reais em racionais e irracionais que sempre ¢ apresentada nos
livros didaticos, podemos também fazer uma separagdo dos nimeros reais em algébricos e

transcendentes ou, ainda, em computaveis e ndo computaveis.
O trabalho ¢ apresentado em cinco capitulos e quatro anexos.

No capitulo 1, descrevemos o problema da quadratura do circulo e a
impossibilidade da constru¢do; a forma como Arquimedes tratou a questdo e algumas
maneiras de se estimar uma aproximag¢ao para o numero 7 . Mostramos ainda ndo s6 como
se obter a formula do comprimento da circunferéncia, mas também como se obter a

férmula para o célculo da area do circulo.

No capitulo 2, depois da apresentagdo do conjunto dos niimeros algébricos e suas
propriedades, mostramos que esse conjunto ¢ enumeravel. Expomos a idéia de traduzir o
problema geométrico das construgdes com régua e compasso para a linguagem algébrica, o
que proporcionou um avango no estudo do problema da quadratura do circulo. Neste
capitulo, também mostramos que todo niimero construtivel por régua e compasso ¢

algébrico.

No capitulo 3, apresentamos elementos da teoria dos numeros transcendentes e
como Liouville e Cantor provaram a existéncia de tais nimeros. Também expomos a prova
de Cantor da ndo-enumerabilidade do conjunto dos numeros transcendentes, assim como

outros exemplos desses numeros.

No capitulo 4, revisamos as relagdes métricas entre os coeficientes e as raizes de
uma equacdo polinomial. Esse capitulo ¢ essencialmente dedicado ao estudo dos

polindmios simétricos e de suas propriedades.

No capitulo 5, desenvolvemos um estudo elucidativo da demonstracdo da

transcendéncia do nimero 7.

No anexo I mostramos que dada uma altura % fixa, existe um numero finito de

equagdes polinomiais com coeficientes inteiros com essa altura.
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Nos anexos II e III, demonstramos outros resultados utilizados na demonstracdo da
transcendéncia do 7 que ndo foram contemplados no corpo da dissertacdo. No anexo IV,
expomos uma breve teoria sobre os nimeros complexos, necessaria para demonstrar a
desigualdade do valor médio para fungdes de uma variavel complexa. Essa desigualdade

sera utilizada na demonstragdo da transcendéncia do nimero 7 apresentada neste trabalho.
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CAPITULO 1

Neste primeiro capitulo, vamos descrever de forma suscinta o problema da
quadratura do circulo e sua relagdo com o nimero 7 . Apresentaremos uma justificativa de
como se pode obter a formula do comprimento da circunferéncia e da area do circulo.
Veremos também algumas maneiras de se estimar o valor do =z utilizando processos

geométricos e algébricos.

1.1 O problema da quadratura do circulo

Talvez um dos mais famosos problemas da histéria da matematica seja o da
“Quadratura do Circulo”, que consiste em construir um quadrado de area igual a area de
um circulo de raio » dado, utilizando apenas régua sem escala e compasso, sendo que esses
instrumentos devem ser usados um numero finito de vezes. Portanto, ndo podem ser
empregados limites ou processos de convergéncia, com um numero infinito de operagdes

em tais construgoes.
Esse problema obcecou matematicos desde Platdo no século III a.C.

Segundo Boyer (1974, p. 64),

Platdo pode ter sido o grande responsavel pela restri¢do, que prevalecia nas
construgdes geométricas gregas, as que podem ser efetuadas s6 com régua e
compasso. A razdo desta limitacdo provavelmente ndo foi a simplicidade dos
instrumentos usados na construgdo de retas e circulos, mas antes a simetria das
construgdes. Qualquer dos infinitos didmetros de um circulo ¢ um eixo de
simetria da figura; qualquer ponto de uma reta pode ser considerado um centro
de simetria, assim como qualquer reta perpendicular a uma reta dada ¢ uma reta
em relagdo a qual a reta dada ¢ simétrica.
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No entanto, ao falarmos em construgdes com régua ndo graduada e compasso,

estamos nos referindo aos trés primeiros postulados dos Elementos de Euclides:

1.

E possivel unir dois pontos por uma reta

2. Prolongar uma linha reta até onde seja necessario

3. Tragar uma circunferéncia em torno de qualquer ponto e com qualquer

Esses postulados sdo a base destas construgdes, muitas vezes chamadas de

construgoes euclidianas. Para os gedmetras gregos, um problema que podia ser resolvido

com régua sem escala e compasso era um problema cuja solug@o consistia em construir os

elementos desconhecidos, utilizando apenas a régua sem escala € o compasso, a partir dos

elementos geométricos conhecidos. Isso significava fazer constru¢des fundamentadas nos

trés primeiros postulados de Euclides.

Ainda, segundo Boyer (1974, p. 271),

Em 1672 o matematico dinamarqués Georg Mohr (1640-1697) publicou um livro
em que mostrou que toda construgdo ponto a ponto que possa ser realizada com
régua e compasso (isto é, todo problema “plano”) pode ser feita s6 com
compasso. Evidentemente ndo se pode tracar uma reta com compasso; mas se
considerarmos uma reta como conhecida sempre que dois pontos distintos sobre
ela sdo conhecidos, entdo o uso de régua em geometria euclidiana é supérfluo.
T&o pouca atengdo prestaram os matematicos da época a essa notavel descoberta
que a geometria que usa apenas compasso tem o nome ndo de Mohr mas de
Lorenzo Mascheroni, que redescobriu o principio 125 anos depois. O livro de
Mohr desapareceu tdo completamente que s6 em 1928, quando um exemplar foi
acidentalmente descoberto por um matematico numa livraria de Copenhagem ¢
que se soube que alguém havia provado antes de Mascheroni a superfluidade da
régua.

O problema da “Quadratura do Circulo” pode ser enunciado em termos atuais, da

seguinte maneira:

Construir um quadrado de area igual a area de um circulo de raio » dado,

utilizando apenas uma régua sem escala ¢ um compasso. Dado um circulo de raio 7, sua

4rea é dada por 7-r>. Vamos considerar um circulo de raio unitario, ou seja, » =1. Entdo

a 4rea deste circulo serd igual a 7-1> =7 -1= 7. Assim, se a 4rea de um quadrado de lado

[ for igual a de um circulo de raio unitario, devemos ter /> =7, o quenos da [ =+/r .
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Para resolver o problema da “Quadratura do Circulo”, seria necessario, entdo,

construir um segmento de reta de comprimento igual a / =+/7, utilizando apenas uma

r ’ 1 ~ r .
régua sem escala e um compasso. Mas se /7 fosse construtivel , entdo 7 também o seria.

Se fosse possivel construir um segmento de reta de comprimento igual a 7, o
namero 7 seria construtivel. Porém, todos os nimeros construtiveis, como veremos, sao
algébricos®. E o matematico alemdo Lindemann (1852-1939) demonstrou em 1882 que o
numero 7 ndo ¢ algébrico®. Portanto, a possibilidade de se construir um segmento de reta
com medida igual a 7~ ¢ falsa, ou seja, tal constru¢cdo ndo ¢ possivel. Com isso, fica

demonstrada a impossibilidade da quadratura do circulo.

Enquanto ndo se apresentou uma prova dessa impossibilidade, muitos matematicos
tentaram quadrar o circulo utilizando régua e compasso. Como veremos adiante, todas as
construgdes com régua e compasso sdo equivalentes geométricos de equagdes algébricas
de primeiro e segundo grau e de combinacdes de tais equagdes. Como 7 € um nimero

transcendente, qualquer equagdo que seja satisfeita por ele ndo pode ser algébrica

(KASNER e NEWMAN, 1968, p. 77).

A solug¢do do problema da quadratura do circulo, que intrigara os matematicos
desde a antiguidade, fez de Lindemann um homem famoso. No entanto, foi a prova do
matematico francés Charles Hermite (1822-1901) para a transcendéncia do nimero e,
publicada em 1873, que possibilitou a Lindemann provar a transcendéncia do 7, nove

anos mais tarde (MAOR, p. 249).

A transcendéncia de 7 estabeleceu finalmente a impossibilidade de se construir ,

usando régua e compasso, um quadrado com uma érea igual a do circulo.
A questdo de quadrar o circulo consiste na realidade, no estudo da natureza do 7.

A idéia do nimero 7 nfo nasceu pronta, muito menos a constatagdo de que ele ¢
um numero representado por infinitas casas decimais ndo periodicas. A busca pelo valor do

7 ocupou os matematicos desde a Antiguidade. Em papiros egipcios, escritos antes de

1 . . . . . « . . .
Um numero real o. € um numero construtivel, se for possivel “construir com régua e compasso, a partir de

um segmento tomado para unidade, um segmento de comprimento igual a o”

2 . . o ~ ~ . .
Um numero real o se diz algébrico se for solugdo de uma equagido polinomial da forma

a,-x"+a, L T a,-x+a, =0, €mque os coeficientes a,.a, ,, .. ,a,ad, S80 numeros inteiros.

3 . - . e
Um numero que n&o seja algébrico é chamado de transcendente.
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1700 a.C, encontra-se que a area de um circulo € igual a 4rea de um quadrado de lado igual

8 n . L N )
a 5 do diametro, e o papiro de Ahmes, cerca de 1600 a.C, da a relagdo existente entre o
comprimento da circunferéncia e do seu diametro, o valor de 3,16.

No Velho Testamento, 2Cr, 4, 2, na descri¢do da construcdo do templo de Salomao,
aproximadamente em 950 a.C, podemos ver uma aproximac¢ao hebraica para o nimero 7
que diz o seguinte: “Fez também um mar fundido, que tinha dez covados duma borda a
outra, redondo em toda a volta; tinha cinco covados de alto e um corddo de trinta covados
abragava toda a sua circunferéncia”. Neste versiculo, podemos observar uma aproximacao

TRINTA cévados _
DEZ covados

igual a 3 para o nimero 7, pois 3.

Em seguida veremos o método de Arquimedes (287-212 a.C) para estimar uma

aproximagao para o numero 7 .

1.2 O método de Arquimedes para o calculo do &

A primeira tentativa cientifica de calcular 7 e o comprimento da circunferéncia
parece ter sido a de Arquimedes, 240 a.C. (EVES, 2006, p. 141). Em sua obra As medidas
do circulo, Arquimedes desenvolveu um método de aproximacgao para o calculo da medida
do comprimento da circunferéncia. Esse método envolvia a constru¢do de poligonos
regulares inscritos e circunscritos a uma dada circunferéncia. Conhecidos os perimetros
dos poligonos inscritos e circunscritos a ela, ele tentou definir um intervalo no qual estaria

contida a medida do comprimento da circunferéncia.
Comegaremos entdo descrevendo o seu método.

O comprimento de uma circunferéncia ¢ um numero entre o perimetro de qualquer

poligono regular inscrito e de qualquer poligono regular circunscrito.

Numa circunferéncia de raio r inscreve-se um tridngulo equilatero. Em seguida,
divide-se cada um dos trés arcos da circunferéncia em duas partes iguais, unem-se estes
pontos e assim obtém-se um hexagono regular de perimetro igual a 6-7. Com sucessivas

divisdes dos arcos ao meio, constroi-se a partir do hexdgono regular um dodecagono
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regular. Em seguida, poligonos regulares de 24 lados, de 48 lados e, finalmente, de 96

lados. Aqui Arquimedes fez uma primeira parada (KARLSON, 1961, p. 137).

Considerou que o comprimento da circunferéncia ainda serd maior que o perimetro
do poligono de noventa e seis lados, pois, entre cada dois vértices sucessivos, a medida do
lado do poligono ¢ menor que a medida do arco de circunferéncia correspondente a esse

lado. Tanto mais verdadeira serd essa afirmacdo para a soma de todos os lados. Passa a

, , . .. 10 )
calcular, entdo, o perimetro desse poligono, concluindo que ¢ maior que 3ﬁ'd ,onde d ¢é

o didmetro da circunferéncia e, com mais forte razdo, o comprimento da circunferéncia

sera maior que 317—(;.0’ (KARLSON, 1961, p. 137), ou seja, maior que 3,14084507.d .

Em seguida, Arquimedes circunscreve de maneira semelhante a circunferéncia,
uma sequéncia de poligonos, prosseguindo, também aqui, até¢ o de 96 lados. Cada um
desses poligonos tem perimetro maior que a circunferéncia. O célculo numérico conduz ao

seguinte resultado: o poligono regular de 96 lados circunscrito a circunferéncia de didmetro

1 . .
d ¢ menor que 37.d, ou seja, menor que 3,142857143.d . Resulta, assim, que o
. . A . 10 1 o
comprimento da circunferéncia deve estar compreendido entre 3ﬂ'd e 37.01 , 1sto €, que

7 € maior que 317—? € menor que 3%, ou seja, 3,14084507 < 7 < 3,142857143 , obtendo,

assim, 7 ~ 3,14 (KARLSON, 1961, p. 138).

Arquimedes estabelece dois limites, um inferior € um superior, entre os quais deve
se encontrar o numero 7z . Ele ndo afirma mais nada além disso. Utiliza o calculo
numérico, e esse €, possivelmente, seu maior feito, considerando-se as limitagdes enormes
do sistema de numeragdo de sua época. Uma conclusdo inevitavel ¢ que Arquimedes era
um eximio calculista. O método fundamentado nos poligonos regulares inscritos e
circunscritos a circunferéncia, é conhecido como método cldssico de calculo do 7 (EVES,
2004, p. 142).

Vamos, agora, calcular o comprimento da circunferéncia, utilizando esse método

classico, com os recursos que dispomos atualmente.
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1.3 Comprimento da Circunferéncia

Consideremos uma circunferéncia de raio » e um poligono regular de » lados

inscrito nessa circunferéncia. Representaremos o lado desse poligono por /, e o seu

perimetro por p, . Desse modo temos:

Figura 1

b

o

Sendo AB =1/, , amedida do angulo central AOB ¢ igual a 36

n
360°
/ 3 A o
Entdo AM == ¢ med(AOM) = 408 =10 __ 180 .
2 2 2 n
Ly
No triangulo retingulo AOM, temos: sen(lgo j -2 é”
n r r

o

Portanto / =2r- sven(18
n

j. Como o poligono possui n lados, entdo o seu

o

n

perimetro serd dado em fungdo de n por p, zn-2r-sen( j ou seja

P, :2-n-r-sen(180 j

n

Notemos que o perimetro do poligono regular inscrito a circunferéncia ¢ igual ao

o

produto do numero n~sen( j pelo didmetro da circunferéncia. O nuamero

n

n- sen( j depende exclusivamente do poligono.
n
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Consideremos agora um poligono regular de » lados circunscrito nessa

circunferéncia de raio r. Representaremos o lado desse poligono por L, e o seu perimetro
por P,. Desse modo, temos:

Figura 2

[~ "\

o

Sendo 4B =L, ,amedida do angulo AOB ¢ igual a 36

n
L N o
Entdo AM = 2” e med(AOM) = 180 .
n
LV!
° L
No triangulo retangulo AOM, temos: tg[ 180 j =2 2—" .
n r r

Portanto L, = 2r-tg(180 j
n

Logo o seu perimetro serd dado em funcdo de » por P, =2r~n-tg(180 )
n

O perimetro do poligono regular circunscrito a circunferéncia ¢ igual ao produto do

o o

180 j depende
n

nimero n~tg( j pelo didmetro da circunferéncia. O numero n-tg(
exclusivamente do poligono.

Com o auxilio de uma calculadora cientifica, podemos obter os valores

180°) p, 180°) P, - ;
n-sen =" e os valores de n-tg =— para varios poligonos.
n 2r n 2r

Esses valores estdo calculados na tabela 1, com aproximacdo de 8 casas decimais,

obtidas por truncamento.
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Tabela 1

" Py £ £ _po

2r 2r 2r  2r
3 2,59807621 5,19615242 2,59807621
4 2,82842712 4,00000000 1,17157288
5 2,93892626 3,63271264 0,69378638
6 3,00000000 3,46410161 0,46410161
10 3,09016994 3,24919696 0,15902702
12 3,10582854 3,21539030 0,10956176
24 3,13262861 3,15965994 0,02703133
48 3,13935020 3,14608621 0,00673601
926 3,14103195 3,1427146 0,00168264
500 3,14157198 3,14163399 0,00006201
1000 3,14158748 3,14160298 0,00001550

Os valores em negrito correspondem aos poligonos utilizados por Arquimedes para

se obter a aproximagao 317—01 << 3%.

Consideremos agora as duas sequéncias:

1. A sequéncia dos perimetros dos poligonos regulares inscritos em uma

o
circunferéncia de raio r, dadapor p, =2-r-n- sen( j, n>3.
n

2. A sequéncia dos perimetros dos poligonos regulares circunscritos em uma

. . . 0°
circunferéncia de raio r, dada por P, =2-r- n-tg( j, n>3.
n

A . 7 4 . Ja ’
A sequéncia (p,) ¢ crescente”, ou seja, quando o numero de lados do poligono

regular inscrito aumenta, o perimetro desse poligono também aumenta. Essa sequéncia ¢

limitada inferiormente por p, e superiormente pela medida do comprimento da

4. A .
Diz-se que uma sequéncia (a,) = (a,,a,,a,, ... ,a,,...) € crescente se a; <a, <a; <a, <..<a,...
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circunferéncia, portanto, (p,) ¢ uma sequéncia limitada®. Como toda sequéncia crescente

.. , 6 . nA .
e limitada € convergente”’, podemos concluir que a sequéncia (p,) converge.

A . r 7 . , ’
A sequéncia (P,) € decrescente’, ou seja, quando o niimero de lados do poligono

regular circunscrito aumenta, o perimetro desse poligono diminui. Essa sequéncia ¢

limitada superiormente por P, e inferiormente pela medida do comprimento da
circunferéncia, portanto, (P,) ¢ uma sequéncia limitada. Como toda sequéncia decrescente

e limitada ¢ convergente, podemos concluir que a sequéncia (P,) ¢ convergente.
Nessa construgdo, qualquer que seja n=3 tem-se p, < P,.

Além disso, sendo C o perimetro da circunferéncia de raio », tem-se também que

c P
p, <C <P, ,oquenosda &<—< L. VneN,n=>3.
2r  2r 2r
: b _p, s :
A diferenca 3 5, pode tornar-se tdo préxima de zero quanto quisermos, desde
r r
. . . (P p
que se escolha um »n adequado, suficientemente grande. A sequéncia 2—”—2—” , que se
r r

aproxima de zero, quando » aumenta, indica que os perimetros dos poligonos circunscritos
aproximam-se cada vez mais dos perimetros dos poligonos inscritos. Esse método &
também chamado de método das aproximacgdes sucessivas (IMENES, JAKUBOVIC,
TROTTA, 1979, p. 105-106).

® Diz-se que uma sequéncia (a,) € limitada quando o conjunto dos seus termos & limitado, isto €, quando
existem numeros reais ¢, d tais que ¢ < a, <d para todon e N.
® Diz-se que uma sequéncia (a,)converge para o numero L, ou tem limite L, se, dado qualquer nimero

£>0, sempre é possivel encontrar um nimero N tal que n> N =|a, —L|<¢&. Uma sequéncia que
converge é dita convergente.

7 . N . .
Diz-se que uma sequéncia (a,) = (a,,a,,a;, ... ,a,, ...) € decrescente se a, >a, >a; >a, >..>aq,....
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P
A desigualdade &<£<—”
2r  2r 2r

P
determina uma seqiiéncia [, = P ,—| de
2r 2r

intervalos fechados e encaixados®, que se aproxima do ponto 7. A compreensio do

numero 7 envolve a prdpria conceituacdo de nimero real como um corte’ praticado na

reta, introduzida por Richard Dedekind, em 1872.

Vamos fazer uma representagdo grafica dos 5 primeiros valores destas sequéncias e

n n

observar o que acontece. Consideremos os pontos /, = g e os pontos C, = 5
r r

Figura 3

4 5 6

- ] o i L.

—
[N}
4w

L]

Py
& bl @ b ] +

I3 la Is lg lig Ci0 CeCs Ca Cs

Observando a figura, podemos perceber que:

a) Todos os pontos /, estdo a esquerda de todos os pontos C, ou seja, I, <C, ,

VYneN,n=>3.

b) A medida que » aumenta, a distancia entre /, ¢ C, diminui, tendendo a zero.

Podemos descrever essa situacdo, imaginando dois pontos distintos, deslocando-se

sobre uma mesma reta com sentidos opostos, ou seja, um ao encontro do outro. Esses dois

8 Seja I, =[a,,b,], n=12,.,uma familia de intervalos fechados e encaixados, isto &,

I, o1, o..o51, .. .Entdo existe pelo menos um nimero ¢ pertencendo a todos os intervalos 7, (ou,
oqueéomesmo, cel NI, Nn.N1I, N..). Sealém das hipéteses feitas, o comprimento |/, |=b, —a,
do n-ésimo intervalo tender a zero, ent&o, o nimero ¢ sera Unico, isto &, I, "I, N..NI, N..={c}.

o Seja uma reta e um ponto P sobre ela. Em relagdo ao ponto P, todos os pontos da reta se repartem em 2
classes: a classe (A) dos pontos que estdo a esquerda de P, e a classe (B), dos pontos que estéo a direita
de P. O préprio ponto P, que produz a reparticao, pode ser colocado indiferentemente na classe (A) ou na
classe (B). Sempre que em uma reta, se tem uma reparticdo dos seus pontos em duas classes (A) e (B),
satisfazendo as duas condig¢des: i) nenhum ponto escapa a repartigéo; ii) todo ponto da classe (A) esta a
esquerda de todo ponto da classe (B), diz-se que se tem um corte, do qual (A) e (B) sdo as classes
constitutivas. O corte constituido pelas duas classes (A) e (B) representa-se por (A,B). Todo ponto P da
reta produz nela um corte. Todo corte da reta é produzido por um ponto dela, isto &, qualquer que seja o
corte (A,B) existe sempre um ponto P da reta que separa as duas classes (A) e (B). Numero real é o
elemento de separacdo das duas classes de um corte qualquer no conjunto dos nimeros racionais. Se
existe um numero racional a separar as duas classes, o numero real coincidira com esse ndmero racional;
se ndo existe tal numero, o numero real dir-se-a irracional (Caraga, 1989, p. 62).
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pontos se aproximam de tal modo que a distancia entre eles vai ficando cada vez menor,

aproximando-se de zero, porém, nunca se encontrando.

Se nada houvesse separando essas classes, certamente as mesmas se encontrariam.
Existe entdo algo que as separa. Porém, se isto que as separa fosse um segmento de reta, a
distancia entre os dois pontos ndo poderia se tornar tdo pequena quanto desejassemos. Este

algo que separa os pontos /, dos pontos C, ndo pode ter dimensdo positiva. Entdo deve

existir um ponto P que separa os pontos /, dos pontos C,, dado por lim/, =1limC, = P.

n—0 n—0

Essa idéia corresponde ao seguinte fato geométrico: a medida do comprimento da
circunferéncia € o limite dos perimetros dos poligonos regulares inscritos e dos perimetros

dos poligonos regulares circunscritos, quando o numero de lados desses poligonos tende ao

s , . C . ~
infinito. Ao ponto P, devera corresponder o nimero 5 que ¢ a razdo entre o
r

) ) . n , C .. ., .
comprimento da circunferéncia e o seu didmetro. Esse nimero o foi, ha muito tempo,
r

designado com a letra grega 7 (I8-se: pi)'®, isto é: 2£z7z e portanto C =2.7x.r
r
(IMENES, JAKUBOVIC, TROTTA, manual, 1979, p. 92).

Da Tabela 1, para n = 1000, temos 3,14158748 < 7 < 3,14160298 .

O método de Arquimedes mostra que ¢ possivel se obter aproximagdes do valor de
7 tdo precisas quanto desejarmos, bastando aumentar continuamente o numero de lados

dos poligonos.

A primeira aproximag¢do notavel de 7 depois de Arquimedes foi dada por Claudio
Ptolomeu, que viveu em Alexandria no Egito (150 d.C), em sua famosa obra conhecida
popularmente por seu titulo em arabe A/magesto, considerado o maior trabalho de
astronomia produzido na Grécia antiga. Nela o valor de 7 € equivalente a 3,1416 (EVES,

2004, p. 142).

10 . Lo . . S . .
A letra 77 é a primeira letra da palavra grega peripheria (7zgpiuerpol) , cujo significado é circunferéncia,
ou seja, o contorno ou o perimetro de um circulo. Atribui-se a Leonard Euler, no século XVIII, a
popularizagdo do uso da letra grega s para representar a razdo entre o comprimento de uma
circunferéncia e seu diametro.
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1.4 Area do Circulo

Vamos, agora, calcular a drea do circulo, utilizando novamente o método das
aproximacdes sucessivas, € considerar as dareas dos poligonos regulares inscritos e

circunscritos em um circulo de raio r.

Para isto vamos, primeiro, calcular a drea do poligono regular de » lados inscrito

num circulo de raio ». Indicaremos esta area por a, .

Seja AB =1, o lado do poligono regular de » lados inscrito num circulo de raio r.

Figura 4

(V]

A medida do angulo central AOB ¢ igual a . A area a, do poligono regular

n

inscrito € igual a n vezes a area do tridngulo AOB. A area do tridngulo AOB ¢ dada por

ror (360") . (360°j [n (360")) ,
____.sen . Logo a,=n._—.sen ouaq =|—-sen -ro.
2 n 2 n " 2 n

Podemos notar que a area do poligono regular inscrito ao circulo de raio » é o

o

n

j pelo quadrado do raio. O numero g-sen(%o j
n

produto do namero L sen(
depende apenas do numero de lados do poligono.

Calculemos, agora, a area do poligono regular de » lados circunscrito num circulo

de raio r . Indicaremos esta area por 4 . Seja AB=1L, .
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Figura 5

360°

O angulo « ¢é a metade do angulo central AOB, logo: a = ’21 = 180 .

. L o
No tridngulo AOM, temos: ga = AM =2 2—" oL, = 2r-tg(180 j .
r r n

A érea A4, do poligono regular circunscrito ¢ igual a n vezes a area do triangulo

AOB, portanto: 4, :n-Al;r :%-2r-tg(180 j ou A, :[n-tg(lgo D-rz.
n n

Neste caso, a area do poligono regular circunscrito ao circulo de raio » € o produto

o o

0 j também depende
n

do nimero n'tg( j pelo quadrado do raio, € o numero n~tg[
apenas do numero de lados do poligono.

Com o auxilio de uma calculadora cientifica, podemos obter os valores de

a, n 360° A, 360° . ,
L =—_-sen ede —J-=n-1g para varios poligonos.
ro 2 n r n

Esses valores estdo calculados na tabela 2, com aproximag¢do de 8 casas

decimais, obtidas por truncamento.
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regular inscrito aumenta, a drea desse poligono também aumenta. Essa sequéncia ¢

limitada inferiormente por a, e superiormente pela medida da area do circulo, portanto,

(a,) ¢ uma sequéncia limitada. Podemos concluir que a sequéncia (a,) converge.

regular circunscrito aumenta, a area desse poligono diminui. Essa sequéncia é limitada

superiormente por A, e inferiormente pela medida da area do circulo, portanto, (4,) ¢

Tabela 2

" = ; A

3 1,29903810 5,19615242 3,89711432

4 2,00000000 4,00000000 2,00000000

5 2,37764129 3,63271264 1,25507135

6 2,59807621 3,46410161 0,86602540
10 2,93892626 3,24919696 0,31027070
20 3,09016994 3,16768880 0,07751886
60 3,13585389 3,14446675 0,00861286
100 3,13952597 3,14262660 0,00310063
180 3,14095470 3,14191168 0,00095698
360 3,14143315 3,14167240 0,00023925
500 3,14150997 3,14163399 0,00012402

Consideremos agora as duas sequéncias:

1.

2. A sequéncia das areas dos poligonos regulares circunscritos em um circulo

180 j}-rz, nx3.
n

A sequéncia (a,) ¢ crescente, ou seja, quando o numero de lados do poligono

A sequéncia (A4,) € decrescente, ou seja, quando o numero de lados do poligono

A sequéncia das areas dos poligonos regulares inscritos em um circulo de

raio r, dada por a, :(g-sen(360 D.,ﬂ’ n>3.

de raio r,dadapor 4,6 = [n-tg(

n

uma sequéncia limitada. Podemos concluir que a sequéncia (4,) converge.
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Nessa construgdo, qualquer que seja n>3, tem-se a, < 4, .

Além disso, sendo 4 a area do circulo de raio r, tem-se também que a, <A< 4,,

a A A
T<—<—,VneN,nx3.
r r r

o que nos da

n

a . .
2 7 pode tornar-se tdo proxima de zero quanto quisermos, desde
r r

A diferenca

n an

. ~ . (4
que se escolha um » adequado, suficientemente grande. A sequéncia | —-——5 |, que se
r r

aproxima de zero quando » aumenta, mostra que as areas dos poligonos circunscritos
aproximam-se cada vez mais das areas dos poligonos inscritos (IMENES, JAKUBOVIC,
TROTTA, 1979, p. 87-88).

a, A A, . : A .
— <— <— também determina uma sequéncia de intervalos

r r r

A desigualdade
encaixados, que também se aproxima do ponto 7.

Com o mesmo raciocinio feito para o comprimento da circunferéncia, temos que

A
— =7 e, portanto, A=m-r’.
P

Antes de avangarmos, tratemos da seguinte questio:

. , c .. , A )
Como garantir que o nimero — ¢ igual ao nimero —-, ou seja, como assegurar
2r P ’

que os dois processos de aproximagdes sucessivas empregados no calculo do comprimento

da circunferéncia e no calculo da area do circulo convergem para o mesmo numero?

. , c .. . ~ .
Vimos que o nimero 5, foi definido como o ponto de separacdo do corte, cujas
r

~ D, 180° P 180° , Py~ ) .
classes sdo =n-sen € =n-1g . Os nimeros —* sdo as aproximacoes
2r n 2r n 2r

n

2r

, C , - S
por falta do numero o enquanto que 0S NUMEros sdo as aproximagdes por excesso
r

, C
do nimero —.
2r
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, A .. : ~
Da mesma forma, o nimero —-foi definido como o ponto de separa¢do do corte
r

2 2
n r n

. . a, n 360° A, 180° , a, .
cujas classes sdo =—-sen e —F=n-lg . Os numeros sdo as
r r

o , A , A o
aproximagdes por falta do nimero —-, enquanto que os numeros —-s3o as aproximagdes
r r

, A
por €xXcesso do nimero — -
r

P 180° A, 180° P4 ) ,
Como =n-tg e —S=n-ig , temos =—J-, OU seja, 08 NUMmeros
2r n r n 2r r

cC 4 o . . .
— e — tém as mesmas aproximagdes por excesso. Isto ¢ suficiente para concluirmos que

2
2r r

2£=iz, sendo que esse numero ¢ unico e indicado por 7 (IMENES, JAKUBOVIC,
r r

TROTTA, manual, 1979, p. 44).

O advento do calculo infinitesimal com Newton e Leibniz, redundou no abandono
do método grego, dando lugar aos métodos puramente algébricos das fragcdes continuas,

dos produtos infinitos e das séries (KASNER e NEWMAN, 1968, p. 81).

1.5 A expressido de Viéte para o numero «

Em 1579, o matemadtico francé€s Francois Viete calculou as nove primeiras casas
decimais do numero 7z pelo método classico, usando poligonos de 393216 lados.

Demonstrou que

2 2

2
r=2.%. :
V2 V2442 \/2+\/2+\/§

Enquanto Arquimedes utilizou os perimetros dos poligonos regulares com 3, 6, 12,

24, 48 ¢ 96 lados para sua estimativa do 7, Victe considerou na sua expressio o calculo
das areas dos poligonos regulares com 4, 8, 16, 32, ... lados inscritos num circulo de raio
r =1. Neste caso, a area do circulo é igual a .

Geralmente essa expressdo aparece nos livros sem uma demonstragdo. Achamos

necessario justifica-la, sem a pretensdo de demonstra-la. Para isso, vamos utilizar a
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formula que nos da a area de um poligono regular de » lados inscrito em um circulo de raio

360°
n

r. Ja vimos que esta formula é dada por a, =(E'sen( D-rz . Para r=1, temos

n (360")
a,=—-sen .
2 n

No célculo a seguir, iremos, entdio, considerar uma subsequéncia'’ da sequéncia

n 0° ., ,
=—. sen( j , que ja sabemos ser convergente para 0 nimero 7.
n

Vamos, entdo, utilizar essa formula para n=4, n=8, n=16, n=32 .

e n=4
a, zg-sen(%o j:2-sen(90°):2-1:2.Para n=4,temos a, =2.
[ }’l:8

a, =%-sen(3680 j=4'sen(45°):4'%:2-\/§=2~\/§~%=2~%

\S)

2
Para n=8, temos a3 =2-—

V2

= 16 -sen[36g j =8-sen(22,5°)

o - 2
Para o célculo de sen(22,5°), utilizaremos a formula senx = w .

Esta formula pode ser deduzida da igualdade cos(2x)=cos” x—sen’x e da relagio

fundamental da trigonometria sen’x +cos’ x =1.

11 A o . . - .
Uma subsequéncia de uma dada sequéncia (a,)é uma restricdo desta sequéncia a um subconjunto
infinito N’ do conjunto N dos ndmeros naturais, ou seja, uma subsequéncia de (a, ) € uma sequéncia do

tipo (bj) = (anj ),em que (nj)é uma sequéncia crescente de inteiros positivos, isto &, n, <n, <.... Se

uma subsequéncia (a, ) converge para um limite L, entdo, toda subsequéncia (a, ) também converge
J

para L.
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V2 2-42
sen(22,5°) = 1_03545 _ 22 _ ; :\/2—4\/5:\/2;/5
Entao,
a E,Sen(?’a) j:8-s€n(22,5°):8'2;\/§=4' 2_\/524‘ /2_\/5‘\/2+\/E:

2442

Para n=16, temos q,, =

2
2.2
V2 a2

e n=32
as, =2'sen 360 =16-sen(11,25°)
2 32
sen(11,25°) = M.

2

. 2x)+1
Para o célculo de cos(22,5°), utilizamos a férmula cosx = 1[% )

Da mesma maneira, essa formula também pode ser deduzida da igualdade

cos(2x) = cos” x —sen’x e da relagido fundamental da trigonometria sen’x +cos” x =1.

V2 V242
5 A N A
c05(22,5%) = [cosd5°+1 _ |5 0 |5 N2+2
2 2 2 2
Entéo,
- ° 2—24++2
sen(11,25°) = 1—co0s(22,5%) _ A

2 2

Dessa maneira,
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B S RN e w3 m iE
\/2+\/_ 1 ﬁ 1
=8.4/2-42 .
x/2+\/_ \/2+\/2+ J2+\/§ \/2+ hivz

g 32 1 1 .22 2
V2 V2+42 \/2+\/2+ V2 V2442 \/2+\/2+\/5

2 2

2
V2 V2+42 \/2+\/2+\/§

Para n=32, temos a,, =2

Neste ponto, ja é possivel perceber a lei de formagdo do produto de Viete. Temos,

entao:

2

.2 2 2
V2 2442 \/2+\/2+\E \/2+\/2+\/2+\/§

1.6 A expressdo de John Wallis para o nimero ©

Em 1650, o inglés John Wallis (1616-1703) estabeleceu para m a seguinte
igualdade:

Uma demonstragdo bem resumida dessa igualdade ¢ dada em Courant (2000, p.
608-609). Em seguida, vamos desenvolver esta demonstracdo, explicitando as etapas

envolvidas.

Vamos iniciar calculando a integral Isenk xdx . O método da integrag@o por partes

dessa integral ird nos conduzir & demonstracdo da expressdo acima.
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Para isso, escrevemos a fungdo f(x)=sen*x=sen"'x-senx e a integramos no
. x x
intervalo delimitado por 0 e X isto é, vamos calcular .[02 sen” xdx :J‘OZ sen* ' x - senxdx,

aplicando a formula de integragdo por partes I udv =uv — Ivdu .

Vamos escolher para wu=sen*'x e para dv=senxdx. Dessa forma:

du=(k—1)-sen*?x-cosxdx e v=—cosx. Entio,

z k k-1 % z k-2
J.Ozsen xdx = [sen x-(—cosx)] - J.Oz—cosx-(k—l)-sen X -Ccos xdx
0

T

Esenkxdx = sen*” % - (—cos%) —sen"™0-(=cos0)+ (k—1) JE sen*x-cos® xdx

7
Como cos = 0, sen0 =0 e cos’> x =1—sen’x, temos:

i N\N

sen*xdx=0-0+(k—1) J.Ozsenk’zx.(l — sen”x)dx

J
J
J

0

S oy

sen® xdx =(k —1) IOE (sen*2x — sen* x)dx

i N\N

sen® xdx =(k —1) IOE (sen" 2 x)dx —(k-1) J‘OE sen® xdx
sen® xdx + (k —1) Izsenkxdx =(k-1) J.OE (sen” 2 x)dx

k sten xdx =(k— l)J‘ (sen**x)dx
. . Al % k _ (k — 1) % k=2
O que nos da uma formula de recorréncia IO sen” xdx = — IO (sen" "x)dx

Considerando para k valores pares e impares separadamente, vamos agora

Va
. ~ 5 k .
determinar duas expressoes para [, = Iozsen xdx ,ouseja, I,, e l, . ,neN,n>1.

V4

Para k=2n, neN,n21,1,, = _[Ozsenz”xdx.

2 ek (k—

. . . D) ¢= _
Utilizando a formula de recorréncia J-O sen" xdx = T) IOZ (sen*2x)dx , teremos:



39

% n _ - 72[ 2n-2
1, L sen”"xdx - IO xdx
z 2n—-2-1 2n—
Mas, _[02 sen*" 2 xdx = Z 5 _[02 sen"? 2xdx—2n _[02 " xdx
n— n—

Entdo, 7,, =

2}’1_1.2’/1_3 J'Zse 2n—4
2n 2n-270

Utilizando novamente a férmula de recorréncia, temos que

3

J-Esenzn_“xdx = M IZ sen™ * xdx = E Izsenz"_éxdx .
0 2n—4

0 2n—-470

Entdo, / =2n—1.2n—3.2n—5 Igsenz"_éxdx
T 2n 2n=2 2n—4 70 '

Utilizando a formula de recorréncia sucessivas vezes, teremos:

I, = 2n—1 2n-3 2n 5 -J.Esen“xdx _
2n 2n 2 2n 4 0
2n l 2n-3 2n 5 o -éjzsenzxdx:
2n 2n 2 2n—4
_2n-1 2n-3 2n-5 317 2n—1 2n-3 2n-5 31 7
PRI S — Sen xdx— I A —
2n 2n22n4 4 270 2n 2n22n4 4 2 2

Portanto. J. = 2n—-12n=3 2n-5 9 753 1=
UM op 2n=2 2n-4 108 6 422

T
Para k=2n+1,neN,n>1, I, = [*sen”"xds .

Analogamente, pela formula de recorréncia J-gsenkxdx Z(kk;I) If(senk"zx)dx,

teremos:

V4 V4
= 2n+1-1 ¢= _
I, = |2sen” ' xdx="——— | 25en*"" *xdx =
2n+l1 0 2]’1 +1 0

z 2n-1-1 = 2m-2 %
Mas, _[02 senz”’]xa’x=%jo2 sen® 2y =2 1]02 sen®" xdx
n_
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2n 2n2

Entdo, /,,,, =
2n+1 2n—1

I sen*" > xdx .

Utilizando novamente a férmula de recorréncia temos que:

2 2n-3-2 2n—4 % 2n-5
sen xdx =—— J. sen”" " xdx
0 2n—3 J0

z 2n31J-

I 2 sen® > xdx =
0 2n-3

Entdo, /

4l = 2 'zn_z'zn_4jgsenzn_5xdx
2n+1 2n-1 2n-3 70

Utilizando a formula de recorréncia sucessivas vezes, teremos:

I, = 2n 2n-2 2n-4 -J.Esensxdxz
2n+1 2n—1 2n 3 0
2n 2n 2 2n 4' i
2n+1 2n—1 2n 3 5
2n 2n 2 2n 4 4 2 %
e e—e— | 2senxdx =
2n+1 2n—1 2n 3 53 J.O

V2
5 3
. .[02 sen’xdx =

2n_ 2n=2 2n-4 42,

2n+1 2n-1 2n-3 53

2n 2n-2 2n-4 10 8 6 4 2
Portanto, 7, , = . . e 2 12 1
2n+1 2n-1 2n-3 11 9 753

2n+l

Vg N _
Para 0 < x < > temos 0 < senx<1. Entdo, sen’"'x > sen”"x > sen”""'x, de modo

que 1,,,>1,,>1,,,.

1
Dividindo a desigualdade 1,, , >1,, >1,,,, por I, , temos: —- > % >1.
2n+l1 2n+l1
Como ]2n71:2n_2.2n_4.2n_6 E§§i%1 entio:
2n—-1 2n-3 2n-5 119753
2n-2 2n-4 10 8 6 4 2
. ce 220002
Loy 2n-1 2n-3 19753 I _2n+l
lya 2n 2n=22n-4 108642 2 2

2n+1 2n-1 2n-3 119 753 2n+1
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Calculando —*—, temos:
2n+l

2n—1.2n—3.2n—5.m.9 7531
wm _ 2n 2n—-2 2n-4 10

8 6 42
Lyy 2 2n=2 2n-4 108 6 4 2
9753

2n+l 2n—1 2n-3 11

_2n-1 2n-3 2n-5 9 7531 7 2n+1 2n—1 2n-3 119753

. . e Ay 2222 1=
2n 2n-2 2n-4 108 6 42 2 2n 2n-2 2n-4 10 8 6 42

_@n+1)-2n-1)-2n-1)-2n-3)-(2n-3)- - 9:9:7-7-5-5:3.3-1 x
2n-2n-(2n—2)-(2n—2)- -+ -10-10-8-8-6-6-4-4.2.2 2

Entéo,

2n+1_ (2n+1)-2n-1)-2n-1-2n-3)-2n-3)-----9:9-7-7:5-5-3:3-1 x

>1.
2n 2n-2n-2n-2)-2n-2)-----10-10-8-8-6-6-4-4-2-2 2
Mas, lim2n+1 =1.
n—o0 2n

Verificamos, entdo, que a medida que » aumenta, o termo

@2n+1)-(2n-1)-2n-1)-2n-3)-(2n=3)- - 9:9-7-7-5-5-33-1 «
2n-2n-(2n—2)-(2n—2)- -+ -10-10-8-8-6-6-4-4.2.2 2

tende para 1, ou seja, a expressao

(2n+1)-2n-1)-(2n-1)-2n-3)-(2n=3)- ----9:9-7-7-5.5.3.3-1
2n-2n-(2n—2)-(2n—2)- - -10-10-8-8-6-6-4-4.2-2

2 ,
tende para —, o que nos da que
V4

2.2:4.4.6-6-8-8-10-10- - (2n—2)-(2n—2)-2n-2n
1:3:3:5-5-7-7-9-9- - (2n=3)-(2n=3)-2n—1)-2n—1)-2n+1)

V4
tende para —.

41
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Observemos que:
2.2.4-4-6-6---- 2n-2n (246 2n)-(2-4-6- - 2n)
1-3-3.5-5.7-7- - -2n-1)-(2n—-1)-2n+1) 1.3>-5.7°. ... .2n-1)*-(2n+1)
C(2:1:2:2:2:3- - 2.0)(2:1:2:2-2:3- - 2-0) 2" -(1-2-3- - ;) 2" -(1-2-3- -+ -n)

1.37-5%.7% . .2n-1)*-(2n+1) 1325272 2n=1)2 - (2n+]) -
B 2% . pln! 3 2% (n!)*-2%-4%.6-8% - .- (2n)’ B
1.3.5%.7% - .2n-1)*-2n+1) 1.2*.3*.4*.57.6°-.7°-.8%. ... .2n—1)*-(2n)* -(2n+1)
27 ()27 - (n)? AR )N

T[12:3-4-5-6-7-8 - (2n-1)-C)}-2n+1)  [2n)'] -2n+1)

. V4
Para n — oo, obtemos a representacdo de Wallis para 7

T 2.2.4.4.6-6----2n-2n- --- ) 2% (nh)*

2 1335577 (2n—1)-2n=1)-@n+1)- - m2[2n)] -2n+1)

1.7 Outras maneiras de se obter uma estimativa para o

Lord Brouncker (1620-1684), o primeiro presidente da Royal Society, converteu o

resultado de Wallis na fragdo continua

4 -4 H?
247"

Em 1671, o matematico escocés James Gregory obteve a série

3 5 7 9 11
X X X

arctgx =x——+———+———+..., que para | x|<1 € convergente.
g 3 s 7t 1 que para | x| g

Talvez tenha passado desapercebido a Gregory que, para x=1, tem-se

V4 (. . _
7 =1-—+——-—+———+.... Essa série, que converge, era conhecida de Leibniz desde
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1674. Gregory tentava provar que ¢ impossivel uma solu¢do euclidiana'* do problema da

quadratura (EVES, 2004, p. 144).

Em 1777, o conde de Buffon concebeu seu famoso problema da agulha, pelo qual
pode-se aproximar sz por métodos probabilisticos. O problema consiste no seguinte:
suponhamos que se trace num plano horizontal um grande niimero de retas paralelas
equidistantes entre si. Representando por d a distancia entre duas retas vizinhas quaisquer,

Buffon mostrou que a probabilidade de que uma agulha de comprimento /<d caia

2.
cortando uma das retas, quando langada ao acaso sobre o plano, é dada por p = —
72' .

Fazendo uma série de langamentos de agulhas e contando quantas caem sobre as
retas e quantas caem entre os espagos, ou seja, sem tocar as retas, podemos calcular um

valor para p experimentalmente.

Realizando esse experimento um grande nimero de vezes, obtém-se um valor

empirico de p que podemos usar para calcular uma aproximagdo de 7. (EVES, 2004, p.

145).

De fato, essa estratégia, quando aplicada em um grande niumero de langamentos,
resulta numa aproximacdo bastante aceitavel para o valor de 7. Alguns pesquisadores se
dedicaram a esses experimentos e obtiveram resultados surpreendentes: Lazzerini obteve
uma aproximagdo de 3,1415929 para 7 apds 3408 lancamentos (MACHADO e outros,
2008, p. 43).

Muitos matematicos, ao longo da Histdria, trataram o 7 como racional, ou seja,

passivel de ser transformado em uma fragdo. Para os egipcios, o valor de 7 era

equivalente a % , que, na forma decimal, equivale a 3,16. Na Mesopotamia, esse valor
25 ) ) ) 3
era ? , ou 3,125. Ptolomeu, que viveu em Alexandria, no Egito, por volta do século III

d.C., conseguiu calcular o valor de 7 como %, que ¢ aproximadamente igual a 3,1416,

uma aproximag¢ao muito boa para a época.

12 ~ .y . . . ~ n . .
Solugéo euclidiana é aquela obtida por meio de construgdes fundamentadas nos trés primeiros postulados
de Euclides utilizando apenas uma régua sem escala e um compasso um numero finito de vezes.
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Em 1768, Johann Heinrich Lambert (1728-1777), um matematico suico-alemao,

provou a irracionalidade do nimero 7, ou seja, provou que nio existem nimeros inteiros
. a ~ . I ~
a e b#0, tais que Z:n (MAOR, 2006, p. 247). Sua representacdo decimal €, entdo,

infinita e ndo periddica. Em nosso trabalho ndo apresentaremos a demonstracdo da
irracionalidade do 7, uma vez que a prova de sua irracionalidade ndo estd diretamente
relacionada com o problema da quadratura do circulo. Uma prova da irracionalidade do

niamero 7 pode ser vista em Figueiredo (1985, p. 15) ou em Spivak (v. 2, p. 415).

Segundo Eves (2004, p. 148), no célculo do 7 com muitas casas decimais, ha
outras questdes além do desafio envolvido. Antes de 1768, quando se provou que 7 ¢
irracional, uma das razdes era verificar se os digitos de 7 comecavam a se repetir e, se
esse fosse o caso, obté-lo como um numero racional, talvez com um denominador muito

grande.

O célculo do 7 com o maior nimero possivel de algarismos tem sido um desafio
para os matematicos. A evolugdo desse calculo foi surpreendente com a introducdo do uso
de computadores e algoritmos computacionais, possibilitando determinar um niimero cada
vez maior de casas decimais da representagdo decimal do nimero 7. Um dos ultimos
recordes foi obtido pelos pesquisadores japoneses Kanada e Takahashi que, em 2002,

conseguiram obter o valor aproximado de 7z com mais de um trilhdo de casas decimais.

Atualmente a busca por novos métodos de calculo de valores aproximados de 7
também ¢é outro campo de pesquisas. Quanto mais eficiente for o método, mais

rapidamente serd possivel calcular determinada quantidade de digitos.

Outra linha de pesquisa consiste em estudar a estatistica da distribui¢do dos digitos
de 7, de modo a verificar se eles aparecem aleatoriamente ou se ha algum tipo de padrio.
Os calculos ja realizados tendem a confirmar a aleatoriedade dos digitos de 7.
Examinando os 200 bilhdes de digitos iniciais do 7, Kanada e Takahashi obtiveram a

seguinte distribuicao:
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Tabela 3
Algarismo Freqiiéncia Porcentagem
0 20.000.030.841 10,00002%
1 19.999.914.711 9,99996%
2 20.000.136.978 10,00007%
3 20.000.069.393 10,00003%
4 19.999.921.691 9,99996%
5 19.999.917.053 9,99996%
6 19.999.881.515 9,99994%
7 19.999.967.594 9,99998%
8 20.000.291.044 10,00015%
9 19.999.869.180 9,99993%
Total 200.000.000.000 100%

Observando a Tabela 3, € possivel notar que a freqiiéncia relativa dos algarismos se
aproxima muito de 10%, o que evidencia um equilibrio entre os algarismos, e indica a

aleatoriedade dos digitos de 7 (MACHADO e outros, 2008, p. 18).

Além do desafio intelectual relacionado a essas pesquisas, o calculo do 7 ¢ usado
para testar a eficiéncia dos novos computadores. Por exigir uma computagdo intensa e
precisa, o célculo de milhdes de casas decimais do 7 pode servir de parametro para

verificar a velocidade e a confiabilidade dos novos computadores.

Na pratica, ndo € necessario conhecer o valor de 7 com tantas casas decimais. Na
maioria das aplicagdes, uma aproximag¢do do valor de 7 com quatro casas decimais, ou
seja, 7 ~3,1416, ¢é suficiente para os calculos envolvendo projetos de construcdes,

desenhos, calculo de comprimentos, areas e volumes.

As tentativas de resolver o problema da quadratura do circulo geraram a produgado

de muitas teorias em diversas areas da matematica, varias delas envolvendo o numero .

Com o objetivo de apresentar a impossibilidade de se construir um quadrado cuja
area seja igual a de um circulo dado, veremos no préoximo capitulo a defini¢do de nimero
algébrico e as demonstragdes de importantes resultados sobre esses numeros, que serdo

utilizados na demonstracao da transcendéncia do nimero 7.
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CAPITULO 2

Neste capitulo, apresentamos alguns resultados sobre niimeros algébricos que serdo
utilizados na demonstracdo da transcendéncia do nimero 7. Veremos que o conjunto dos
numeros algébricos ¢ enumeravel® e estudaremos a idéia de traduzir o problema
geométrico das construgdes com régua e compasso para a linguagem algébrica, o que

possibilitou concluir que todo niimero construtivel ¢ algébrico.

2.1 Os numeros algébricos

Em primeiro lugar, um niumero se diz algébrico se for solu¢do de uma equagdo
. . —1 .
polinomial da forma a,-x"+a, -x"" +..+a -x+a,=0, em que os coeficientes

a,a, |, ... ,a,,d, sAo numeros inteiros.

n—-1°

Podemos escrever esta definicdo de outra maneira, ou seja, um numero o é
algébrico se for possivel construir uma equagdo polinomial com coeficientes inteiros, da
qual a seja raiz (FIGUEIREDO, 1985, p. 21).

. , . a Tl .

Assim, qualquer nimero racional « = 3’ (a, b € Z,e b+0) ¢ algébrico, porque o é
raiz da equacdo ax—b=0.

No entanto, nem todos os nimeros algébricos sdo racionais. Existem infinitos

nimeros algébricos que ndo sdo racionais.

3 Um conjunto X diz-se enumeravel quando é finito ou quando existe uma bijecdo f: N — X, sendo N o
conjunto dos numeros naturais.
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Por exemplo 12 ,ne N, n>2, ¢ algébrico, pois ¢ solucdo da equagdo x"—-2=0,

e A/2 nio é racional.

\% i i i , V. u u ja u a
Para a prova da irracionalidade de 4%/2, vamos supor que </2 seja um namero

. . , a o~ . . . . , .
racional, isto é X/2 = Z’ onde a e b sdo inteiros. Suponhamos, ainda, e isto € essencial para

~ a . o o ) : .
a demonstracdo, que 3 seja uma fragdo irredutivel, isto €, que a e b sejam primos entre si.

Admitimos, especificamente, o fato de que a e b ndo sdo ambos pares porque, se o fossem,

9 nio seria irredutivel. Elevando a n a equacio 12 =%, ou seja, (@ y = [%) , obtemos

b

n

a . .
2=— Portanto, a" =2b". O termo 20" representa um inteiro par, de modo que a” € um

inteiro par e, portanto, a ¢ um inteiro par, digamos a =2c, onde ¢ também ¢ um inteiro.
Substituindo a por 2c na equacdo a” =2b", obtemos (2¢)" =2b", ou seja, 2"c¢" =2b".
Dividindo ambos os lados dessa ultima igualdade por 2 obtemos 2" '¢” =b", ou, ainda,
2-(2"%¢")=b". O termo 2-(2"°c") representa um inteiro par, de modo que »” é um
inteiro par e, portanto, b ¢ um inteiro par. Mas agora chegamos a conclusdo de que a e b

sd0 ambos inteiros pares, enquanto que a € b foram, inicialmente, supostos primos entre si.

[ \ ~ ~ 1 , a
Esta contradi¢do nos leva a conclusao de que ndo € possivel escrever /2 na forma 3 com
a ¢ b inteiros e, portanto, &/2 ¢ irracional.

Nessa demonstracdo, afirmamos que “se a” € um inteiro par, entdo a é um inteiro

par’”. Antes de prosseguirmos, vamos demonstrar esse resultado.

Vamos supor por absurdo que a seja impar, ou seja, a=2k+1, k € Z. Entao,

a" =(2k+1)". Desenvolvendo a poténcia (2k+1)" pelo Bindmio de Newton, temos:
n n n 0 qn n 1 n-1 n 2 qn-2 n 3 qn-3
a" =2k+1) 2(0)(2/() -1 +£J-(2k} -1 +[2]-(2k) 1 +(3J-(2k) A7+

[ n J nl 1 (”) n 10
+ -2K)" -1 + -(2k)" -1
n—1 n
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Ou ainda:

n n n n 272 n 3713 n n—1 7 n-1 nin
a"=Q2k+1)" =1+ | 2k + 5 27k + 3 27k 4.+ 2"k 42"k

n—1

n n n n 2 n 2713 n n-2 7 _n—1 n-17.n
a"=Qk+1)"=1+2- k+ 2k + 27k .+ 2"k 42"k
1 2 3 n—1

n 2 n 213 n n-2 7 _n-1 n-1gn 7 . .
2k + 2k 4+ 2" 42"k |é um inteidro,

Como " k+
1 2 3 n—1

entdo, podemos escrever a" =2m meZ .0 termo 2m epresenta um inteiro impa
ntdo, podem "=2m+1, Z . O termo 2m+1 represent teiro impar,

de modo que ¢” ¢ um inteiro impar. Mas, por hipotese, a” ¢ um inteiro par. Esta

contradi¢@o nos leva a conclusdo de que a é par. De forma andloga, mostramos que “se b”

é um inteiro par, entdo b é um inteiro par”.
Um numero que ndo seja algébrico é chamado de transcendente.

Uma prova da existéncia dos numeros transcendentes foi dada pelo matematico
francés Joseph Liouville (1809-1882) em 1844. Sua prova permitiu a construcdo de varios

nimeros transcendentes (MAOR, 2006, p. 247), como veremos no capitulo 3.

Uma outra prova da existéncia de nimeros transcendentes foi dada pelo matematico
Georg Cantor, que nao s6 demonstrou a existéncia de numeros transcendentes, mas
também provou que o conjunto dos numeros transcendentes € infinito, sem exibir nem

mesmo um unico numero transcendente.

Entdo, se um nimero « ¢ transcendente, esse numero ndo ¢ solucdo de qualquer
equacdo polinomial com coeficientes inteiros, ou seja, dado o, ndo € possivel construir

uma equacao polinomial com coeficientes inteiros da qual « seja raiz.

Observando os nimeros reais, reparamos, entdo, que eles podem ser classificados
ndo apenas como racionais ou irracionais, mas também em duas outras categorias. Uma

dos niimeros algébricos e outra dos nimeros transcendentes (NIVEN, 1984, p. 79).

Além dessas categorizagdes dos numeros reais em racionais ou irracionais,
algébricos ou transcendentes, podemos categoriza-los também em nimeros computdveis

ou ndo computaveis.
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Um namero real é chamado computavel se existe um algoritmo que fornece os
digitos de sua representacdo em uma base qualquer, ou, ainda, podemos aproxima-lo tdo

precisamente quanto desejarmos por meio de um algoritmo.

Um exemplo ¢ o numero 7, que, apesar de ser irracional e transcendente, ¢ um
nimero computavel. Como j& vimos, os pesquisadores japoneses Kanada e Takahashi
conseguiram em 2002, com o uso do computador e algoritmos computacionais, obter o

valor aproximado de 7 com mais de um trilhdo de casas decimais.

Prova-se que o conjunto dos niimeros computaveis ¢ enumeravel. Isso ¢ provado

mostrando que, se existe um algoritmo que aproxima o numero, entdo, esse algoritmo pode
. . o . 14

ser implementado em uma linguagem de programacdo, mostrado por Turing °. Como

existem contaveis codificagdes em uma linguagem finita, entdo, existem contaveis

numeros computaveis.

Por outro lado, existem niimeros cujas representacdes ndo podem ser geradas por

meio de algoritmos. Nesse caso, o nimero ¢ chamado ndo computavel.

Um exemplo de nimero ndo computavel é a constante o de Chaitin, que também &
um numero transcendente. Resumidamente, podemos construi-la calculando o seguinte
somatorio: para cada algoritmo existente (cujo natural associado € »), se o algoritmo para,
soma-se 27", sendo, ndo se soma nada. Como o somatorio ndo pode ser calculado, uma vez
que nao podemos saber se um algoritmo para (Problema de Parada), entdo, a constante de
Chaitin ¢ um numero ndo computavel. Esse numero ¢ perfeitamente definido e € um objeto
matematico sem ambigiiidade. Contudo ele ndo pode ser computado. Nao conseguimos
exibir um algoritmo para gerar a constante o de Chaitin, mas podemos descrever como

gera-la, por isso ela é também chamada de um ntimero definivel.

A Légica Matemadtica e a Teoria da Computacdo sdo duas areas nas quais podemos
fazer um estudo sobre os numeros computaveis € ndo computaveis descritos apenas como

informacao.

Voltemos a categorizagdo dos nlimeros reais em algébricos e transcendentes.

% Alan Mathison Turing (1912-1954), analisa o ato de computar e fornece argumentos mediante os quais
todas as computagdes podem ser efetuadas por suas maquinas, que vieram a ser chamadas “maquinas
de Turing”. Essas maquinas sao importantes porque propiciam um meio fisico de raciocinar sobre a logica.
Todo processo efetivo, isto é, para o qual existe um algoritmo, ou um processo mecanico de computagéo,
pode ser efetuado por meio de uma maquina de Turing.
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Como ja vimos, todo nimero racional ¢ algébrico. Segue-se entdo que “todo
numero que ndo é algébrico ndo é racional”. Seja @ um numero nao algébrico. Vamos
supor que « seja racional. Mas se « ¢ racional, entdo, a ¢ algébrico, como ja foi
provado. Esta contradi¢@o nos leva a conclusdo de que @ ndo ¢ racional. Podemos, entdo,

escrever que “todo numero transcendente é irracional”.

No entanto, nem todo nimero irracional ¢ transcendente. Um numero irracional
pode ser algébrico. Um exemplo desse caso ¢ o numero V2, que ¢ solucdo da equacdo

x*>—=2=0, como ja foi dito anteriormente.
Esquematicamente, temos:

RACIONAIS (todos estes sdo numeros algébricos)

’ ’ .3 :
NUMEROS REAIS 3 oo« ~1onzs) ALGEBRICOS (por ex: V7, Jp comﬁp primo)
TRANSCENDENTES (por ex:r, e, 2°%,In2)
ALGEBRICOS RACIONAIS
NUMEROS REAIS IRRACIONAIS

TRANSCENDENTES (todos estes sdo numeros irracionais)

COMPUTAVEIS

NUMEROS REAIS { . ,
NAO COMPUTAVEIS

Em seguida, iremos apresentar as demonstragdes de que:

i. O conjunto dos numeros algébricos ¢ enumeravel.
ii. Todo numero construtivel ¢ algébrico.

iii. A aritmética dos nimeros algébricos

e A soma de dois nimeros algébricos ¢é algébrico.
e O produto de dois nimeros algébricos ¢ algébrico.
e O simétrico de um nuimero algébrico ¢ algébrico.

. -1 , 1 ‘ 1o
e O inverso o de um numero algébrico o # 0 ¢ algébrico.
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2.2 O conjunto dos numeros algébricos é enumeravel

A demonstragdo desse teorema tem como referéncia Niven (1984, p. 199).

J& vimos que um numero algébrico ¢ aquele que satisfaz uma equagdo do tipo
n n-1 . ~
a,-x"+a, -x""+..+a-x+a,=0, em que os coeficientes a,,a,,..,a,a, sdo

nameros inteiros.

Vamos supor a, >0. Se tivermos a, <0, podemos multiplicar a equagdo por (1),

sem que isso altere as raizes.

Utilizaremos sem demonstracdo o seguinte teorema: “Qualquer equagdo da forma
-1 . . . ) ’
a,x"+a,  -x"" +..4+a-x+a,=0 com coeficientes inteiros tem no mdximo n raizes
distintas”. (NIVEN, 1984, p. 198). Como conseqiiéncia desse resultado, temos de imediato
’ ’ ~ . n n—-1
que o numero de raizes de qualquer equacdo do tipo a,-x" +a, ;-x" +..+a,-x+a,=0
com coeficientes inteiros € finito.

Em seguida, temos a definicdo de altura de uma equagdo polinomial com

coeficientes inteiros.

~ —1 ’ .
Dada a equagdo a,-x"+a, ,-x" +..+a,-x+a, =0, sua altura ¢ definida como o

numero inteiro e positivo A=n+a,+|a,_1|+..+|a|+|a1|+]aol.

Vejamos alguns exemplos:

Nao existe equagdo de altura igual a 1.
Com altura igual a 2, existe somente a equagdo x = 0.

Com altura igual a 3, temos quatro equagdes:
e 3 delas de grau um, ou seja, 2x=0,x + 1 =0ex—-1=0;

e 1 equacdo de grau 2, ou seja, x*= 0.

Com altura igual a 4, ha onze equagdes:

e 5 equagdes de grau 1, ouseja,3x=0,2x +1=0,2x—-1=0,x+2=0¢
x—-2=0.

e 5 equagdes de grau 2, ou seja; 2x*=0,x"+1=0,x"-1=0,x"+x=0¢
xX—x=0.

e 1 equacdo de grau 3, ou seja, x° = 0.
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E, sucessivamente, para cada valor inteiro e positivo de / fixo temos um nimero
finito de equacgdes (ver Anexo I). Isso € justificado pelo fato do grau »n e os coeficientes

a,a, ,,..,a,a, estarem restritos a um conjunto finito de inteiros, tais que
h=n+a,+|a,,|+.+|a,|+|a |+|a,|. A medida que o valor de # aumenta, também

aumenta o numero de equacdes com essa altura /4, assim como a quantidade de raizes de
todas essas equacdes. No entanto, por maior que seja o valor de A, temos sempre uma

quantidade finita de equacdes com essa altura 4.

Pelo teorema anterior, para cada uma dessas equacdes com altura igual a 4 fixa ha
um nuamero finito de raizes. Seja C;, o conjunto finito constituido pelas raizes de todas as

equagdes com altura 4 (4 fixo).

Entdo, temos que a reunido de todos os C, # = 1,2,34,.., é um conjunto

enumeravel, pois a unido de um conjunto enumeravel de conjuntos finitos ¢ enumeravel.

Como nesta unido aparecem todos os nimeros algébricos, segue-se que o conjunto

dos niimeros algébricos ¢ enumeravel.

Como R ndo é enumeravel, segue-se que o conjunto dos numeros transcendentes

nao ¢ enumeravel, o que sera provado no capitulo 3.

2.3 Todo numero construtivel é algébrico

No dultimo capitulo deste trabalho, apresentamos uma demonstracdo da
transcendéncia do niimero 7, da qual decorre a impossibilidade da quadratura do circulo
com régua e compasso, levando em consideracio que todo nimero construtivel € algébrico.

Vamos, entdo, analisar agora esta ultima afirmag¢o: fodo numero construtivel é

algebrico.

Em geometria plana, o termo “constru¢@o” significava, para os gregos, utilizar em
suas constru¢des geométricas apenas uma régua sem escala numerada e um compasso. Em
todas essas construgdes geométricas, a régua ¢é utilizada como instrumento para tragar uma

reta e ndo para medir ou demarcar distdncia (COURANT, 2000, p. 141).

Construir com régua e compasso, significa efetuar as seguintes construgoes:
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i) tragar uma reta, conhecendo dois de seus pontos;

ii) tracar uma circunferéncia, conhecendo o seu centro e um ponto da

circunferéncia, que determina o seu raio;

iii) determinar as intersec¢des: de retas com retas, de circunferéncias com

circunferéncias e de retas com circunferéncias (WAGNER, 1993, p. 92).
O que significa entdo um niimero ser construtivel?

Se a ¢ um numero real, dizemos que “construir o nimero o’ significa “construir
com régua e compasso, a partir de um segmento tomado para unidade, um segmento de
comprimento igual a o”. Em termos numéricos, 1 ¢ dado e procura-se determinar quais
nameros se podem construir a partir de 1, usando-se a régua e o compasso um nimero
finito de vezes. Esses numeros s3o chamados de construtiveis (KAPLANSKY, 1958, p.
57).

Veremos, em seguida, que dados dois numeros a e b construtiveis, entdo, a + b, -a,

1 o A
ab, —, (a#0),e Ja também sdo construtiveis.
a

Para essas construcdes, vamos considerar a reta real, a origem e uma unidade.
Construcao de a+b

1. Sobre uma reta », marcar o ponto O correspondente ao numero 0. Construir os

pontos A e B, tal que med(OA) = a ¢ med(OB) = b.
2. Construir uma reta s // r.

3. Escolher um ponto Ces e tragar o segmento de reta OC. Em seguida, tragar o

segmento CB.

4. Tracar um segmento de reta passando por A e paralelo a OC, determinando o

ponto Des.

5. Tracar um segmento de reta passando por D e paralelo a CB, determinando o

ponto Eer.
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a+b

Dessa forma, temos: med(OA) = med(CD) = med(BE) = a.
Entdo, med(OE) = med(OB) + med(BE) = b+a = a+b.

O ponto Eer corresponde ao nimero a + b.

Construcgio de —a

1. Sobre uma reta r, marcar o ponto O correspondente ao nimero 0. Construir o

ponto A4, tal que med(OA) = a.
2. Construir uma reta s//r

3. Escolher um ponto Bes e tragar o segmento de reta 4B. Em seguida, tracar o

segmento BO.

4. Tragar um segmento de reta passando por O e paralelo a AB, determinando o

ponto Ces.

5. Tragar um segmento de reta passando por C e paralelo a BO, determinando o
ponto Der.

Figura 7

¢
(2}

C B
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Dessa forma, temos: med(OA) = med(CB) = med(DO) = a.

O ponto D corresponde ao nimero —a.

Construcio de a.b

Nessa constru¢do, iremos considerara>1¢ b > 1.

1.

Sobre uma reta r, marcar o ponto O correspondente ao nimero 0 € o ponto /
correspondente ao nimero 1. Construir os pontos A€r e Ber tal que med(OA) =

a e med(OB) = b.
Construir uma reta s, passando por O, formando com » um angulo agudo.

Escolher um ponto Ces e tragar o segmento /C. Em seguida, tragar o segmento

CB.

Tragar um segmento de reta passando por 4 e paralelo ao segmento /C,

determinando Des.

Tracar o segmento de reta passando por D e paralelo ao segmento CB,

determinando o ponto Eer.

Figura 8

ab

Dessa forma, temos que AOBC ~ AOED.

~ OB .
Entdo, — =——, ouseja, — =
04 OE

or , 0 que nos da med(OF) = a.b.

a - med(OE)

O ponto Eer, corresponde ao nimero a.b .
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1
Construcio de —, (a>1)
a

1. Sobre uma reta , marcar o ponto O correspondente ao nimero 0 e o ponto |

correspondente ao numero 1. Construir o ponto 4 €r tal que med(OA) = a.
2. Construir uma reta s, passando por O, formando com » um angulo agudo.

3. Escolher um ponto Bes e tracar o segmento AB. Em seguida, tragar o segmento

BI.

4. Tragar o segmento de reta passando por / e paralelo ao segmento AB,

determinando em s o ponto C.

5. Tracar o segmento de reta passando por C e paralelo ao segmento B,

determinado o ponto Der.

Figura 9

Dessa forma, temos que AOIC ~ AOAB.

Entao, o4 = ﬂ, ou seja, a_ _ , 0 que nos d& med(OD) = 1 .
Ol OD 1  med(OD) a

, 1
O ponto Der corresponde ao niimero —.
a

A construgdo para 0 <a <1 ¢ analoga.

As construgdes de (a+b), -a, ab e 1/a (a#0) sdo validas para quaisquer que sejam os

sinais de a e b.
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Construcio de \/E, a>0

1. Sobre uma reta », marcar o ponto O correspondente ao nimero 0. Construir o
ponto A tal que med(OA) = a. Em seguida, a partir de 4, construir o ponto B, tal
que med(OB) =a + 1.

2. Tragar uma semi-circunferéncia com centro no ponto médio de OB, passando

por O.

3. Tragar por A um segmento de reta perpendicular a OB, determinando na semi-

circunferéncia o ponto C.

Figura 10
C

a+1

Dessa forma, o AOBC ¢ retangulo em C.

Pelas  relagdes  métricas no  tridngulo  retdngulo,  temos:

(med(AC))* = med(OA).med(AB) o que nos da (med(AC))* = a.1=> med(AC) = Ja.
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Dessas construgdes, segue-se que o conjunto dos nimeros construtiveis constitui
um corpo™ que chamaremos de K (ou um subcorpo do corpo dos nimeros reais). Isso
significa que o conjunto dos nimeros construtiveis ¢ um conjunto de numeros reais que
possui 0 e 1 e € fechado em relacdo a adi¢cdo, a multiplicagdo e ao calculo de simétricos e

de inversos de elementos nao nulos. (WAGNER, 1993, p. 96)

Além disso, K satisfaz a condicdo: se a € K, entdo, Vo € K. A reciproca desta
afirmacdo, também € verdadeira ou seja, se Vo € K, entdo, o € K. Como o produto de

dois numeros construtiveis é construtivel, se V& € K, entdo, vaa € K, o que nos da

aek.

Essa constru¢do de +a serd decisiva na demonstracio de que todo numero

construtivel ¢ algébrico. Ela serd utilizada na constru¢do das extensdes do corpo dos

racionais.

Dizemos que uma extensdo de um corpo F é um corpo M, se M contém F, ou seja,

F < M . Por exemplo, R é uma extensdo de Q, e R ¢ uma extensado de K.

Do fato de o conjunto dos niimeros construtiveis formarem um corpo, temos como

conseqiiéncia imediata que todo nimero racional é construtivel, pois qualquer que seja

a .. ) 1, , i
n €eQ,a beZ b=0,ae b sio construtiveis a partirde O e 1, n ¢ construtivel a partir de

. , . 1
bea. ¢ construtivel a partirde a e —.

1_a
b b

15 . . . - o S .
Um corpo é um conjunto X, munido de duas operagbes chamadas adi¢do e multiplicagdo, que satisfazem a
certas condicdes chamadas os axiomas de corpo. A adigdo faz corresponder a cada par de elementos
x,y€ X, sua soma x+ye X, enquanto a multiplicagdo associa a esses elementos o seu produto
xyelX.

Os axiomas de corpo sédo os seguintes:
A. Axiomas da adicao:

As. Associatividade: Vx,y,z € X, tem-se (x+ y)+z=x+(y+2)
A,. Comutatividade: Vx,y € X,tem-se x+y=y+x
As. Elemento Neutro: 30 e X |x+0=x, Vxe X
A4. Simétrico: Vx € X,3(-x) e X |x+(-x)=0
B. Axiomas da multiplicagao:

M. Associatividade: Vx,y,z € X,tem-se (x.y).z = x.(y.2)
Mz. Comutatividade: Vx,y € X,tem-se x.y = y.x
Ms. Elemento Neutro: 31e X |[1#0 e x.l=x, Vxe X
M,. Inverso Multiplicativo: Vx € X, x #0,3x" € X |xx " =1

D1. Axioma da distributividade:

Vx,y,z € X, tem-se x.(y +z)=x.y + x.z . Pela comutatividade, tem-se também (x + y).z = xz+ y.z .
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Como todo numero racional ¢ algébrico, segue-se que fodos os numeros

construtiveis racionais sdo algébricos.

No entanto, nem todo numero construtivel é racional. Um exemplo classico ¢ o

nimero +/2 que, embora sendo construtivel, nio & racional.

Podemos perguntar: além dos nimeros racionais, quais outros nimeros também sao

construtiveis?

Como ja vimos, sendo K o conjunto dos nimeros construtiveis, se « € K, entdo,
Ja € K. Temos de imediato que além dos racionais, todos os numeros da forma Jr ¢ 0,

r € Q sdo construtiveis.

Consideremos agora re Q (r fixo). Se Jre 0, ¢ imediato que os numeros da

forma a+bAlr com q, beQ sdo construtiveis. Analisemos o caso em que N Q. Como
o conjunto dos niimeros construtiveis ¢ um corpo, podemos construir todos os nimeros da

forma a + b.\/;, coma, b € Q.

Podemos também construir os nimeros:

(a+b-Nr)+(c+d-r)=(a+c)+(b+d)~r
(a+b-r)-(c+dalr)=(ac+bdr)+(ad +bc)r
—(a+b-Nr)y=—a+(-bWr

L 1 abdr_ a b o
a+b.\/; a+b.\/; a—b-\/; a’—rb* a*—rb?

com a, b, ¢, d racionais, que também sio da forma p + q.\/; , com p, g racionais.

. - . ~ a
O denominador a® —r-b*ndo pode ser zero, pois, se a* —r-b> =0, entdo, \/r = 7
contrariando o fato de V7 ¢ 0.

Logo, o conjunto {a + br, a,be 0} ¢ um corpo que denotaremos por Q[\/; ].

Todos os numeros desse corpo sdo raizes de equagdes quadraticas. Seja
x=a+bAlr . Entdo, x—a=bAlr . Elevando ambos os lados da igualdade ao quadrado,

2 2 g2 - ~ ,
temos: x° —2ax+a” =b"-r, ou seja, x> —2ax+a’—b"-r=0. Entdo, todo nimero
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construtivel da forma a+bA/r ¢é raiz de uma equagdo algébrica do 2° grau com
coeficientes racionais. Segue-se, entdo, que esses numeros sao algébricos.
Esse corpo Q[\/;]={a+b\/7, a,be Q} contém o corpo dos racionais. Basta

considerar »=0. No entanto, nem todo nimero real é dessa forma, por exemplo 32 € R ¢

V2 ¢ O[r].

Para facilitar as nota¢des, chamaremos o corpo Q dos racionais de F, e corpo

Q[\/;] de F,. A construtibilidade de cada nimero no corpo de extensio'® F foi

estabelecida. Como F, c F| entdo, F; é uma extensdo de F;.

Podemos agora ampliar nossas construc¢des, considerando um nimero construtivel

@ :a+b.\/; (fixo) de F; e extrair sua raiz quadrada, obtendo, assim, o ndimero

construtivel /a + b.\/_ = \/5 .

Analogamente, podemos construir o corpo de todos os nimeros u +v./@, onde
u,veF, isto é, sdo nimeros da forma a+b.\/;, com a,b,r € Q. Chamemos de F, o
corpo dos nimeros da forma u +v+/@ . O corpo F, contém o corpo F|, ou seja, F, C F,.

Basta fazer v=0 em u+vA/@. Entdo, F, é uma extensdo de F|, que por sua vez ¢ uma

extensdo de F|. Temos até agora F, c F, C F, .

Qualquer niimero de F, tem a forma x =u +v+/@, onde u,v,® estdo no corpo F;,
e, portanto, tem a forma a):a+b\/7, u :c+d\/;, v:e+f\/;, onde a,b,c,d,e, €.
Mostraremos que os numeros desse corpo F, sdo raizes de uma equacgdo algébrica de

quarto grau.

Como x=u+v-Jo, podemos escrever x—u =v-vJo . Elevando ambos os lados
dessa igualdade ao quadrado temos (x —u)* = (v.\/g)2 . Calculando as poténcias, obtemos

x> —2ux +u’ = ., com coeficientes no corpo F,, gerado por /7 .

'® Dizemos que um corpo A — R é uma extensdo de um corpo BCc R se 4> B. Dado «a € B tal que

\/EEB, 0 conjunto B[\/g]:{a+b\/;|a,beB} é um exemplo de subcorpo de R, ou seja, um
subconjunto com as mesmas condi¢gdes do corpo € também um corpo. Esse € denominado corpo de

adjuncgéo de \/; a B . Dizemos que B[\/;] € uma extensdo quadratica de B .
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Consideremos  agora  essa  equacdo x° —2ux+u’=Vv.w, em que

a):a+b\/;, u:c+d\/;, v:e+f\/; com a,b,c,d,e, f €Q.
Entao,

X =2ux+ut =vi oo xt = 2c+dNr)x+(c+dNr) =(e+ fAr) (a+bVr).

Desenvolvendo as operacdes indicadas, obtemos:

x2—2CX—2d\/;x+Cz+2Cd\/;+d21”=(€2+2€f\/;+f27”)(a+b\/;)<:>
x> =2cx—2d\rx+c? +2cdr +d*r = ae® +e2b\/;+2aef\/;+2eﬂ)r+af2r+f2rb\/;<:>
x> =2cx+c* +d’r—aé’ —Zefbr—afzr:\/7(2dx—2cd+ezb+2aef+f2rb)

—-2c=p

c’+d’r—ae’ —2efbr—af’r=gq
2d =1

—2cd +e*b+2aef + f*rb=t

Fazendo

obtemos Xx° + px+q = x/;.(lx+l) ,onde p, g, r, [ e t sdo racionais. Elevando novamente
ambos os lados dessa equag¢do ao quadrado, obtemos uma equagdo de quarto grau
(x*+ px+q)° =r.(x+1t)*, com coeficientes racionais. Portanto, o0s nimeros
X=u+ v.\/g , onde u,v,® estdo no corpo F;, sdo raizes de uma equacdo algébrica de

quarto grau.

Segue-se, entdo, que os nimeros de F, também sdo algébricos.

Repetindo este processo um numero finito de vezes a partir do corpo F, =0 dos
racionais, ou seja, a partir do numero 1, chegamos a conclusdo de que todo nuimero

construtivel o pertence a um corpo M da forma F, tal que existe uma cadeia

O=F,cFcF,c..cF,  cF,=M (KAPLANSKY, 1958, p. 59).

Portanto, um nimero sera construtivel se e somente se puder ser escrito em termos
de numero racionais, usando somente adi¢des, multiplicacdes, simétricos, inversos e raizes

quadradas (WAGNER, 1993, p. 98).

Em outras palavras, nimeros construtiveis sdo aqueles que podem ser alcangados

por uma seqiiéncia de corpos de extensdo a partir de Q. O nimero » de extensdes



63

necessarias nao importa. De certa forma, ele indica o grau de complexidade do problema

(COURANT, 2000, p. 160).

Em geral, os nimeros de F, sdo raizes de equacdes algébricas de grau 2", com

coeficientes racionais.

Comecando com um segmento de comprimento unitario, qualquer comprimento
que possa ser construido com régua e compasso ¢ um numero algébrico de grau 1, ou 2, ou
4, ou §,..., isto €, um niimero algébrico de grau igual a uma poténcia de 2 (NIVEN, 1984, p.

121).

Sempre que um numero algébrico for raiz de uma equacdo de grau m com
coeficientes inteiros, mas ndo for raiz de nenhuma equagdo de grau menor com

coeficientes inteiros, dizemos que ¢ um niumero algébrico de grau n.

Portanto, todo numero construtivel ¢ algébrico (sobre os racionais) e seu grau ¢ uma
poténcia de 2. Além disso, um nimero sé serd construtivel se for algébrico de grau igual a

uma poténcia de 2 (WAGNER, 1993, p. 101).

Segundo Courant (2000, p. 144), “a chave para uma compreensdo mais profunda
consiste em traduzir os problemas geométricos para a linguagem algébrica”. Desse modo,
o problema de resolver uma construcdo geométrica equivale a resolver um problema

algébrico.

O que ir4 fornecer os fundamentos de toda essa teoria € o principio da Geometria
Analitica, ou seja, a caracterizacdo quantitativa de objetos geométricos por niimeros reais

(COURANT, 2000, p. 145)

Introduzindo coordenadas cartesianas no plano, os pontos passam a ser
representados por pares (a, b) de numeros reais. Um ponto do plano P(a, b) serd
construtivel se e somente se a e b forem construtiveis. Um ponto A do plano cartesiano ¢
construtivel a partir de P se é possivel determinar A utilizando régua e compasso por meio

de um nimero finito das construcdes ja descritas no inicio deste item.
Um numero real o € construtivel se o ponto P(a, 0) € construtivel.

Analiticamente, tragar uma reta, determinada por dois pontos construtiveis do
plano, significa que podemos considerar retas y = ax + b, sendo a e b nimeros

construtiveis.
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Da mesma forma, tragar uma circunferéncia, conhecendo o seu centro e um ponto

da circunferéncia, que determina o seu raio, significa que podemos considerar

circunferéncias (x — a)* + (y — b)* =, sendo a, b e r numeros construtiveis.

Como ja vimos, um ponto nas constru¢cdes com régua e compasso sO pode ser

determinado por meio de repeticdo de um niimero finito das seguintes operagdes:

[A] determinar a intersec¢@o de duas retas construtiveis
[B] determinar a intersec¢do de duas circunferéncias construtiveis

[C] determinar a intersec¢do de uma reta e uma circunferéncia construtiveis.

Analiticamente, isso significa que um numero construtivel a pode ser obtido a
partir dos nimeros racionais por meio de uma seqiiéncia finita dos seguintes processos:
, . y=ax+b

[A’] Resolver o sistema

y=dax+b'

2 2 2

x—a)y +(y—-b) =r
[B’] Resolver o sistema ( ) s (=b) , ,

(x—a) +(y=b") =r

] y=ax+b
[C’] Resolver o sistema ) 5 5
(x=d) +(y=b") =r

Os processos [A’] e [B’], aplicados com coeficientes num corpo L, produzem

resultados em L. O processo [C’], em geral, nos faz passar de L a

LiVel={a+bJc|abel}, ceL e Jc 2 L (KAPLANSKY, 1958, p. 58-59).

2.4 A aritmética dos numeros algébricos

As demonstracdes a seguir tem como referéncia Figueiredo (1985, p. 29-34).
Novamente, mais uma vez nossa preocupagdo foi detalhar os raciocinios utilizados nas

demonstragdes. Com essa intencdo, explicamos todas as etapas envolvidas, descrevendo as
idéias subentendidas no texto de referéncia.
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2.4.1 A soma de dois numeros algébricos é algébrico

Se a e [ sdo dois numeros algébricos, entdo, a soma o + [ é um numero algébrico.
Para =0 ou =0 a demonstragdo ¢ imediata.

Se a # 0 ¢ um nuamero algébrico, entdo existe uma equag¢do polinomial

d x"+d, ,x""+..+dx+d,=0, (d, #0), com coeficientes inteiros tal que

n n-1
d -a"+d, ,-a" +..+d -a+d,=0.

1
Multiplicando essa ultima igualdade por i obtemos:

n

_ d d .
a"+ L. .+ a+"2=0. Segue-se, entdo, que « & raiz da equacio
n dn d”l
d _ d d . ..
"+ L™ 4+ 2L x+—2 =0 com coeficientes racionais.
dn dn dn

Para facilitar a notag¢do, vamos escrever esta equacdo na seguinte forma:

n n-1 —
x"+a,,-x"" +..4+a -x+a,=0, (a,,,..,a,a,<Q).

Analogamente, se f# 0 € algébrico, existe uma equag@o polinomial

x"+b,  x"+..+b x+b,=0, (b, ,,...,b,b, €0),tal que Bseja raiz.

m—12

Como a ¢ raiz da equagdo x"+a,,-x"'+..+a -x+a,=0, entdo,

n

a"+a,  ca" +.+a -a+a,=0.

n

Dessa igualdade, podemos escrever ' como uma combinagdo linear de

-1 L n o __ n-1
1, a,...,d" ‘,ouseja: a" =—a, ,-a" —..—a,-a-a,.

.oq. n_ n—1 .

Multiplicando ¢” =—a, ,-a" —...—a,-a —a, por a, temos:
a™=-a,  a"-.—a -a’—a, .
Substituindo a” =—a, ,-a"" —...—a, -a — a, nesta igualdade, tem-se:
ntl '(_ P . _ )_ _ 2

a" =-a, (-a,, -« —a, 0 —ay)—..—a,a” —a,a

n+l 2 n-1 2
o —afl-a +...+aH-al-a+an71-a0—...—al-a —ao-a,

n
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o que nos da:

n+l

a" = af_l ca™! +...+(—a1)~a2 +(a,,-a,—a,)-a+a,, -a,

1

Dessa forma, obtemos «"" também expresso como uma combinacdo linear de

n-1

L, a, ..., " com coeficientes racionais. Esses coeficientes sdo racionais, pois 0 conjunto

dos numeros racionais ¢ fechado em relagdo as operagdes de adicdo, subtracio,

multiplicagdo e divisdo.

n+2

Analogamente, multiplicando "' por «, obtemos « expresso como

n—1

combinacéo linear de 1, &, ..., " com coeficientes racionais, €, assim sucessivamente,
podemos obter todas as poténcias de «’ para j>n, como combinagdes lineares de

1, a, ..., a"", usando-se coeficientes racionais.

Da mesma forma, podemos exprimir as poténcias S* para k>m, como

combinagdes lineares de 1, 3, ..., " usando-se coeficientes racionais.

Para provarmos que (« + £) também ¢ um numero algébrico, devemos mostrar que

(a + B) satisfaz uma equagdo polinomial com coeficientes inteiros.

Para isto, mostraremos que (« + ) satisfaz uma equacgdo polinomial de grau m.n

com coeficientes racionais. Multiplicando-se essa equacdo por um numero que seja um
multiplo comum dos denominadores de todos os seus coeficientes, obteremos uma equagao

polinomial com coeficientes inteiros, implicando entdo que (« + f) seja algébrico.

Para a construcdo dessa equacdo, vamos considerar os (mn+1) numeros:

(a@+p), (a+p), (a+p), (a+p), .. .(a+p)"".
Desenvolvendo essas poténcias, temos:

o (@+p)=1

e (a+p) =a+p

o (a+p)y=a +2ap+p

o (a+p) =a’+3a’f+3ap’+

o (a+P)=a"" 4.+
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Usando o resultado sobre a representagdo das poténcias a”, paraj>n e %, para
k > m, obtemos que os numeros (a+f)°,(a+p), (a+pB), (a+p), .. .(a+pB)""
podem ser expressos como combinag¢des lineares dos m.n nimeros a’/B*, 0<j<n—1,

0 <k <m -1, usando-se coeficientes racionais.
Ou seja:

o (a+ B)'=1. a8+ (somatério das outras m.n -1 poténcias de a /A" todas

com coeficientes iguais a zero).
e (a+ ﬂ)1= l. a 1,30 + 1. aoﬂlJr (somatério das outras m.n -2 poténcias de
a’ B todas com coeficientes iguais a zero).

e (a+p)Y=10a’°+2 a'p' +1. a’B*+ (somatério das outras m.n -3

poténcias de a’/ B todas com coeficientes iguais a zero).

. . i nk .: .
¢ assim sucessivamente, observando que nos termos em que o’f" tiverem j>n ou k> m,

i . ~ . 1 .
devemos escrever a”’ como combinagio linear de 1, «, ..., @" usando-se coeficientes

racionais e [ ¥ como combinacdo linear de 1, B, ..., " usando-se coeficientes racionais.

No desenvolvimento das poténcias (& + ), 0 <i <m.n , existem termos o/ % com

j=n ouk>m,quando ocorrer i > n oui>m,uma vez que mn=n € m.n>m.

Podemos escrever:

(a"'ﬂ)o = %1“0/30 + ‘hzaoﬂl +..+ qunanil "
1 0 o 0 pl 1 pm-l
(0{ + IB) = qZIa ﬂ + q22a ﬁ to..+ qZ,mnan ﬂm
2 0 20 0 pl Ep—
(a+p) =gqua p +qupa f +..+ q3,mnan "

0 no0 0 pl -1 -1
(a + ﬂ)m" = qmn+l,la ﬁ + qmn+1,2a IB +..t qmn+1,mnan IBm

Vamos mostrar que essas (n.m+1)poténcias sdo linearmente dependentes sobre os

racionais, isto €, existem 7,7, ... ,», ., € O, com alguns (ou todos) diferentes de zero, tais

que

r(a+ )Y +r(a+ B+ r(a+ BY+ ..+ rpi(a+ £)"=0

Substituindo (a+ B)°, (a+B)', (a+B)’, (a+p)’, ... ,(a+p)"" pelas expressdes

acima, temos:
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0 20 0 pl -1 pm-l
n(gna B +q,a f +“'+ql,mnan B+
0 20 0 pl -1 pm-l
+1(qa B +qua p +"'+q2,mnan B+
0 0 0 pl -1 pm-1
+r3’(q3la ﬂ +q32a ﬂ +"'+q3,mnan "

0 0 0 pl -1 -1
+rmn+l'(qmn+1,la ﬁ +an+1,2a ﬂ +"‘+an+1,mnan ﬂm ):O

)+...+

Efetuando as multiplicagdes e reagrupando os termos, temos:

0 0
@un + 9o a5l + oot Qi i) B+

0 pl
(gl + gl + @l + ot qmn+1,2rmn+1)-a B+t

n-1 pm-1 __
+ (ql,mnrl + q2,mnr2 + qS,mnr3 t..t+ qmn+l,mnrmn+l)'a ﬁ - 0

Levando em consideracdo que a#0 e f#0, temos a’B* #0, para 0< j<n—1,

0<k<m-1.

Vemos, entdo, que 7 (a+B)’ +r,(a+pB) +r(a+B) +..+r, . (a+ )™ =0

estara satisfeita se 7,7, ... , € O forem solugdes do sistema de equagdes lineares

’ rmrH—

gl + 97 + 4575+t G Vo =0

gl Y qnl Y4l Tt g0 0 =0

ql,mnrl + q2,mnr2 + q3,mnr3 +...+ qmn+l,mnrmn+1 = O

Temos, entdo, um sistema linear homogéneo com m.n equacdes e (mn+1)
incdgnitas. Como um sistema homogéneo de equacdes lineares com mais incognitas do
que equagdes tem uma solugdo ndo-nula, podemos concluir que existem racionais

Kylys oo 5Ty, € Q ndo todos nulos tais que

> mn+

na+ ) +r(a+p) +r(a+p) +.. 41, (a+ )" =0,
mostrando que(a + f) satisfaz uma equagio polinomial

rx’ +rx' +rx’ +..+r, . x™ =0, com coeficientes racionais.

Como ja foi dito, multiplicando-se essa equag¢do por um nliimero que seja um
multiplo comum dos denominadores de todos os seus coeficientes, obtemos uma equagdo

polinomial com coeficientes inteiros, implicando, entdo que (a + f) seja algébrico.

Portanto, soma de algébricos ¢ algébrica.



69

2.4.2 O produto de dois numeros algébricos é algébrico
Se a e [ sdo dois nimeros algébricos, entdo o produto a. [ é um numero algébrico.

A demonstracdo desse resultado segue as mesmas linhas da demonstrag¢do anterior.

Sejam a # 0 e f# 0 dois nimeros algébricos.

Consideremos, agora, os mn+1 numeros (af)°, (af)', (af)’.... (aff)"", todos

diferentes de zero.

Esses numeros podem ser expressos como combinacdes lineares dos mn niimeros

a-’ﬂk, 0<j<n-1, 0<k<m-1, usando coeficientes racionais.

Podemos mostrar que essas poténcias (af)°, (af)', (af)’,.... (af)"" podem ser

expressas como combinagdes lineares dos mn niimeros a’/B*,0< j<n—-1, 0<k<m-1,
usando coeficientes racionais. Além disso, elas sdo linearmente dependentes sobre os

racionais, isto ¢, existem #,7,, ...,7, ., € O, ndo todos nulos, tais que:

> mn+

n@p) +r(aB) +r,(ef) +.+71,,. . (af)" =0

Segue-se, entdo, que af satisfaz uma equacao polinomial da forma

rx’ +rx' +rx’ +..+r, x™ =0, com coeficientes racionais. Como conseqiiéncia, temos
que af ¢ algébrico.

Portanto, o produto de algébricos ¢ algébrico.

2.4.3 O simétrico de um numero algébrico é algébrico

Se a é um numero algébrico, entdo, - a é algébrico.

Se a ¢ algébrico, entdo, o ¢ raiz de uma equagdo polinomial da forma

n n—1 _ : ~
a,-x"+a, -x"" +..+a,-x+a,=0, onde os coeficientes a,a, ,,...,a,d, Sao

nimeros inteiros. Entdo, a, -a” +a, ,-a" +..+a,-a+a, =0.

Para provar que (—«) também ¢ algébrico, é necessario mostrar que (—«) é raiz de

uma equagdo polinomial com coeficientes inteiros.
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Vamos, entdo, a constru¢do dessa equagao.

Para isso, utilizaremos os seguintes resultados:
e a -a"+a, a" +..+a -a+a,=0

o VaeR, l.a=«a

o (-)a=-«a

o (-D.(-H=1

e Va,b,ceR, (ab)c=a.(b.c)

e (ab)'=d"b"

Partindode a,-@" +a, ,-a"" +..+a,-a+a, =0, temos:

a.a"+a,,.a"" +.+aa+a,=a,(la) +a, (la)™" +.+a(0a)+a, =
=a,(-D.-)).a)" +a, ((-1).-1).a)"" +...+a,((-1).(-D).a)+a, =
=a,(-D(D-a))" +a, (DD +..+ a (D(-Da)) +a, =
=a,(-D)".((-D.a))" +a,, D" (D)™ + .+ a, (<D .((-D.a)) + a, =
=(=D"a, (-D.a)" +)""a, .(-Da)"" +..+(=Da,.(-D.a))+a, =

=(-1)"a,.(-a)" +(-D)""a_,.(~a)"" +...+ (~Da,.(~a) +a, =0

Portanto, (- &) € raiz da equagdo

(-D"a, - x"+(=)""a, -x""+..+(-Da,-x+a, =0, (a,,a,,,..a,a, €Z).

Logo, (- o) ¢ algébrico.

2.4.4 O inverso de um numero algébrico a0 é algébrico

’ ’ ry . ~ -1 rq .
Se a #0 é um numero algébrico, entdo, a™ é algébrico.

Se a = 0 ¢ algébrico, entdo, « é raiz de uma equagdo polinomial da forma

n n-1 _ . ~ ’
a, x"+a, -x"" +..+a,-x+a, =0, onde os coeficientes a,,a, |, ... ,a,,a, sS40 nimeros

inteiros. Entdo,a, -a” +a, ,-a" " +..+a,-a+a, =0.

Novamente, para provar que ' também & algébrico, ¢ necessario mostrar que o'

¢ raiz de uma equacao polinomial com coeficientes inteiros.
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Essa equagdo, da qual «'é raiz, pode ser construida da seguinte maneira.

Como a #0, entdo, ™" # 0. Vamos, entdo, multiplicar os dois lados da igualdade

n

n n—1 _ —
a,-a"+a, -a” +..+a,-a+a, =0 por a

Ento:
(a,a"+a, .a""' +. . +aa+a)a" =0a”"
(a,a"a"+(a, , a"Na"+.+(aa)a" +a,a” =0
a(a"a+a, (@ '.a)+..+a(aa)+a,.a" =0
a,.a’+a, a'+.+a.a" +a,a" =0
-1 —1\n-1 -1
a,+a, .o +.+a.(a )" +a,(a ) =0
Da Gltima igualdade, tem-se que « ' ¢é raiz da equacdo

a,+a,, - x+..+a -x"+a,-x"=0 ou a,-x"+a -x"'+.+a, -x+a,=0 com
coeficientes inteiros.

Com isso, provamos que o conjunto dos numeros algébricos ¢ um subcorpo do

corpo R dos reais.

Em seguida, estudaremos alguns resultados sobre os niimeros transcendentes. Esses
resultados ndo serdo utilizados na prova da transcendéncia do =, porém irdo fornecer

elementos para entendermos um pouco mais da natureza desses nimeros.
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CAPITULO 3

Nesta parte do trabalho, trataremos da prova da existéncia dos numeros
transcendentes de duas maneiras distintas. A primeira delas, realizada em 1844, ¢ a do
matematico francés Joseph Liouville (1809-1882), que foi o primeiro a demonstrar a
existéncia de tais nimeros. Sua prova, como veremos mais adiante, permite a construcao

de exemplos desses nimeros.

A segunda prova ¢ a do matematico Georg Cantor (1845-1918), que provou a
existéncia de numeros transcendentes sem exibir nenhum deles. Sua prova garante a
existéncia de numeros reais que ndo sdo algébricos, levando em consideragdo que o
conjunto dos numeros algébricos ¢ enumeravel. Veremos também que o conjunto dos
numeros transcendentes ¢ ndo enumeravel. Além dos nimeros de Liouville, apresentamos

neste capitulo, outros exemplos de nimeros transcendentes.

3.1 Os numeros transcendentes: consideracgdes iniciais

Liouville demonstrou que os numeros algébricos irracionais sdo aqueles que nio
podem ser aproximados por numeros racionais com um grau muito elevado de precisdo, a
menos que os denominadores das fragdes sejam bastante grandes (COURANT, 2000, p.

125).

O que significa dizer que um numero irracional a pode ser aproximado com

qualquer grau desejado de precisdo por um niimero racional?
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Isso significa que podemos encontrar uma sequéncia
a, = Pn 0, p,9,.€Z,q,#0, ou seja, (&,&,---) de numeros racionais com
m QI q2
. . . D,
denominadores cada vez maiores tais que «,, =—"* —> ..
9

Uma maneira de se obter valores aproximados de um ntimero irracional, como V2 ,
¢ usar a forma decimal \/5:1,41421356 ... . Os numeros 1; 1,4; 1,41; 1,414; 1,4142;
1,41421; 1,414213; 1,4142135; 1,41421356; ..., formam uma sequéncia de aproximagoes,

cada vez mais precisas, de V2.

Os nameros da sequéncia sdo todos racionais e temos, desse modo, uma sequéncia

de aproximacodes racionais de V2

1 14 141 1414 14142 141421 1414213 14142135
1 10 100 1000 10000 100000 1000000 10000000 ‘

A medida que avangamos na sequéncia, esses numeros se aproximam cada vez

mais de \/E .

Consideremos o numero 7 = 3,14159265 ....

A sequéncia para 7 ¢

3 31 314 3141 31415 314159 3141592 31415926
1710 100 1000 10000 100000 1000000 10000000 )

Nos dois exemplos anteriores, utilizamos nas sequéncias de aproximacdes racionais
denominadores 10,10°,10°, ... . No entanto, demonstra-se que todo niimero irracional pode

ser aproximado por um numero racional de denominador arbitrario (NIVEN, 1984, p. 140).

Ja vimos que um nimero algébrico a é de grau n se ele for raiz de uma equagdo
polinomial de grau n com coeficientes inteiros, e se ndo existir nenhuma outra equagdo

desse tipo, de grau menor que n, da qual a seja raiz (FIGUEIREDO, 1985, p. 36).

Por exemplo, os nimeros racionais coincidem com os numeros algébricos de grau

1, pois qualquer niimero racional « =2 ¢ raiz da equacdo g.x — p = 0, com p,q#0

q
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inteiros. Uma consequéncia desse resultado é que um numero algébrico de grau »n>1 néo

pode ser racional.

3.2 O Teorema de Liouville

, , o P,
Se a é um numero algébrico de grau n>1ese a, =—""€Q, p,.q,€Z,q, #0e

m

a, —>a, entdo a—Lnls —
9n| 9m

para m suficientemente grande.

Em seguida, iremos apresentar a demonstracdo desse teorema, justificando e

explicando as etapas envolvidas, tendo como referéncia Courant (2000, p. 127).

Seja ¢ um namero algébrico de grau n>1.

Entdo, « satisfaz uma equagdo algébrica com coeficientes inteiros
f(x)=a,-x"+a, -x""+..+a,-x>+a,-x'+a, =0, com (a, #0), porém nenhuma

outra equacgdo deste tipo de grau inferior a .

. A e , . . a
Consideremos uma sequéncia de nimeros racionais f, = b—'” talque S, > «a.

m

Para garantir a existéncia de uma sequéncia de niimeros racionais escritos na forma

P 0, p,gqeZ, q#0,comdenominadores cada vez maiores € que convirja para «, basta
q

a ~ A s a 1 i
observar que se [, :b—’”e 0 e B, —>a, entdo, a seqiiéncia «,, = b—’”+10—m também
m

m

. a
converge para @ , uma vezZ que lim| 2+

m—o| b
m

—tim % 4 lim— =g +0=a.

m m—>o0 bm m—o ] ()

Dessa maneira, os denominadores de «,, sdo cada vez maiores, pois

a, 1 a, 10" 1 b, a,.l10"+b,
e T T )

b 10" b 10" 10" b b 10"

m m m m

(a,. 10" +b,)eZ e b,.10" € Z—{0}.
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E imediato que limb,.10" = oo,

m—>0

10" +b
Fazendo a’"—’”:p—’”, temos am:p—’"eQ, Pwdn€Z,q,#20e a, >«

de tal forma que, qualquer que seja M >0, existe um valorde me N tal que ¢, > M .

Como f(a)=0, entdo

-1 3 2
f(am) = f(am)_f(a) = (anarlzz +an—la:1 +"'+a3am +a2am +alarln +a0)+

n n-1 3 2 1
—(a,a" +a,,a" +..+aa” +a,a” +aa +a,)

Agrupando os termos semelhantes, podemos escrever

fla,)=0a,(x, —a)+a2.(a,i —a2)+a3.(ai —a3)+...+an71.(a,'; s 1)+an.(a,’; -a”)

Dividindo ambos os lados desta equagdo por («,, — ), obtemos:

2 2 -1 —
f(am) — al‘(am _a)+a2'(am —a )+ +an—l'(arrr,1 _a" 1)+an'(arrr,1 _a”)
a, —a a, —a

a,—a a, —a a, —o

Para continuar o desenvolvimento da demonstrag@o, vamos precisar agora da

n

~ n
fatoracdo de ) —«

Essa fatoracdo ¢ dada por:

a'-a"=(a,-a)(a +a’ -«

Portanto,
n n
o, —a
m _ . n-l n-2 1 n-3 2 2 n-3 1 n-2 n—1
ﬁ—am +ta, a ta, o +..+a, A +a, o +a

m

Utilizando o resultado dessa tltima igualdade, temos:
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(@,-a) _,
a,—a

(@) (@@ e
a, —a a, —a

(a,-a’) (a,-a)a)+a,a+a’)

2 2
=(a, +a,a+a’)

a, —a a, —o
n-1 n-1 n-2 n-3 n—-4 2 n-3 n-2
(o) —«a :(am—a).(am +a Cata)a+. a0 +a )_

a, —o a,—a

_ n-2 n-3 n—4 2 n-3 n-2
=(a, " +a "at+a)a+. . ta,a" +a")

Utilizando esses resultados, obtemos para

2 2 — _
f(am) :al'(am_a)+a2'(am_a )+ +an71'(a;1_anl +an'(a;_an)
a, —a a, —a a, —a a, —a a, —a

m m

a seguinte igualdade:

f(e,

LI g +ay(a, ra)tas(al ra,a+a’)+.ta,(al + . +aT)
a, —a

m
Levando em consideracdo que o, — «, temos que para m suficientemente grande,
a,, difere de @ menos que 1, ou seja,| o, —a |< 1.

f(@,)

a —a

m

Este fato sera utilizado para fazermos uma estimativa de

Para isto, observemos que|«,, |—|a|<|e, —a|. Como |a, —a|<1l, podemos
escrever |, |—|a|<|a, —a|<l,oquenosdd |, |-|a|<]l ovainda |, |<|a|+].
Utilizando | «,, |[< | |+1 e a desigualdade triangular, temos:
la, +al<|a,|+al<|a|+l+|a|+1<2.|a|+2=2.(la|+]),
ou seja,

la, +a|<2.(al|+]).
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Da mesma forma

la+a,a+a’ |<|a,| +|a,|.|a|+|al’<(al+D)’ +(a|+D).(a|+D+(a|+1)* =
_3(a|+1)’

ouseja; |, +a,.a+a’|<3.(al+])’.
Analogamente
la) +a. -a+a,-a’+a’|<|a,| +|a, . |la|+|a,l|.|al’ +al’<
<(al|+) +(a|+D*.(a|+D+(a|+).(a|+D)’ +(a|+1)’ =4.(a|+])’
o 3 2 2 3 3
ouseja; |, +a, -a+a,-a +a’ |<4-(|a|+1) .

Utilizando o mesmo raciocinio, podemos escrever

n-1

la! '+t < e, | e < (a| + )T+ (a |+ D) = a(a | + D)

Voltando a expressio

a
S@) _ a +a,(a, +a)+a,(a. +a,a+a’)+..+a,(a +.+a""),
a,-a
temos que:
a . .
f(@,) =‘a1 ta,(a,+a)ta(a) +a,a+a’)+..+a,. (el +..+a" 1)‘
a, —a

Aplicando a desigualdade triangular e os resultados acima, temos:

f(e,)

a, —a

m

<la |+2.]a, |.(|a|+D)+3.|a; |.(a|+1)* +4.|a, | .(a|+])’ +..+n]|a,|.(a|+])""

Como « ¢ fixo em nosso raciocinio, podemos concluir que o lado direito desta

desigualdade também ¢ um niimero fixo, que representaremos por M.

f(e,)

a, —a

f(e,)

a, —a

Vamos, entdo, escrever <M , M fixo. De < M temos:




79

@),
@, -a]

| fla,)|<M.|a, -a]

la, —al|>

m

| f(@,)|
M

Escolhamos agora um valor para m (m fixo) suficientemente grande tal que em

% ) . .
o, =—" o denominador ¢, seja maior do que M.

m
qlﬂ

RACHINGPACM]
M q, .

Como ¢, > Mentdo |a,, —a |>

RCAll
9

Daigualdade |, —a|=|a—«,, | temos |a—«,, |
Como f(x)=a,-x"+a, -x""+..+a,-x*+a,-x' +a,, entdo

| f(e,)|= |an-cx,’;+an_1-05,';_1 +...+a2-ai+al-am+a0 .

Tomando «,, = p—’”, temos:
9

P n P \n- P P
| fle,)|=1a, (9" +a,, (=5 l+---+az'(—)2+a]'(q—)“rao|

m qm qm
-1 5 1
pn p" p p
| f(a,)|=]a, —rta, -%+...+a2 o ta - +a, |
m m m m

-1 -2 _2 -1
_.a,p,*a,q,p, t..taq, p,taq, p,+aq,
| f(a,) | =] " |
m

m

9.

O namero racional «, = ndo pode ser raiz de f(x)=0, pois se o, fosse raiz

de f(x)=0, poderiamos fatorar (x - &,) de f(x) e neste caso « (que ¢ um ndmero

algébrico de grau ») satisfaria uma equacdo de grau menor do que n. Portanto, f(«, ) #0.
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Analisando, agora, o numerador do lado direito da igualdade

-1 -2 2 -1
_a,p,*a,.4,p, t-+taq, p,taq, p,+adq,
|f(am)| - | n |
qﬂ’l
-1 -2 2 —1
@) = 0 I I e R o M e U P A Y
m qn
m

temos que ele ¢ um nimero inteiro, e deve ser maior ou igual a 1.

. . 1
Dessa consideragéo temos que | f(«,,) [2—.

m

a 1
Entdo, de |a —«,, |>M ¢ | f(a,)|z—- temos:
1 1 1 1 ) D., 1
la—-a, |>—-| f(a,)]|>—- . =W,ouseja,|a—am|> —=|a— |>—

0 que prova o teorema.

3.3 Os numeros de Liouville

Mostraremos, agora, como esse teorema possibilita a construgdo de nimeros

transcendentes.

i onde a, ¢ um algarismo qualquerde 1 a9,

0
Qualquer nimero da forma a = -,
1 0/(4
k=1

¢ um numero de Liouville.

Ou seja:
a=a,-10"+a,-10% +a,- 10 +a,-10 " +...+a, - 10" +a, 107" +
a=0,1-a,+0,01-a,+0,000001-a, +...
a =0,a,a,000a,00000000000000000a, 000...
onde os algarismos iguais a a, ocorrem nas casas decimais 1, 2, 6, 24, 120, 720, ..., ou

seja, nas casas decimais 1!, 2!, 3!, 41, 5! 6!, ....
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Esse nimero € caracterizado pelo aumento rapido do comprimento dos “grupos de

0” interrompidos por digitos ndo nulos isolados.

Vamos, agora, considerar a fracdo decimal finita tomando-se apenas os termos de &

até am.lO””’ , inclusive. Chamemos essa fracdo de a,.
Sendo assim, temos: «,, =a,.10" +a,.10 ™ +a,.10™ +a,. 10" + ..+ a,.10™",

x _ —(m+1)! —(m+2)! —(m+3)! —(m+4)!
Entdo |-, |=a,,,.10 +a,.,.10 +a,.,.10 +a,.,.10 + ...

m+1°

Como 1<a,,, <9, podemos concluir que | —a,, [<10.10"""

Vamos supor, agora, que « seja um numero algébrico de grau n, qualquer que seja

n>1.
Fazendo P _ a, = lf) “-, como «, —a, pelo Teorema de Liouville, existe um
qn '
1 :
me N, tal que ]a—&b . Obtemos, entdo, que |a—a, |[>———, ou seja
n+l m (lom!)nH
a—a, |>———, para m suficientemente grande.
m 10(n+1).m! p g
De|a—a, |<10.107"" ¢ ———<|a—a, | temos
n lo(nJrl)AmA
1 ey 10! 1 . 1 1
——<10.107"" = - = — ouseja - < —
10(n+l)4m4 10(m+1). 10(m+1).—l 10(n+1)4m4 10(m+1)4—1

Essa ultima desigualdade implica em (n+1)-m! > (m +1)!-1, para todos os valores

de m suficientemente grandes.

Porém, para qualquer valor de m maior do que n a desigualdade

(n+1)-m! > (m+1)-1 ¢é falsa, o que gera uma contradicdo. Em seguida, vamos mostrar

que essa desigualdade ¢ falsa.

Uma maneira de verificar essa contradi¢do ¢ supondo que essa desigualdade seja

verdadeira para qualquer valor de m maior que n. No caso de (n+1)-m! > (m+1)-1 ser

verdadeira, teriamos:
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nm4m!>(m+1).m-1<
nmH+m!> mm+m!-1 <
nm!'>mm!-1 <
nm'-mm!>—-1<
mm'-nm!<1 <

(m—-n).m!<l

Para qualquer m = n+k, k € N, k> 1,temos:
(m—n)ym!'=m+k—n).(n+k)=k(n+k).
Comon >1¢e k> 1, entdo k.(nt+k)! > 1.2 > 1. Portanto, a suposi¢do de que a

desigualdade (n+1).m!>(m+1)!—1 ¢ verdadeira ¢ falsa. Ou seja, para qualquer valor de m

maior que n, essa desigualdade sempre sera falsa. Essa contradicdo foi gerada pela

suposi¢do de que o é um numero algébrico de grau .

Entdo, essa suposicdo de que o é um nimero algébrico de grau n, qualquer que seja

n, é falsa. Logo, « ¢ transcendente.

elo método da “Diagonal de Cantor”, utilizado para demonstrar que o conjunto
Pel todo da “D |1 de Cantor”, utilizad d t t
dos nimeros reais ndo é enumeravel, podemos demonstrar que o conjunto dos nimeros de

Liouville também € um conjunto ndo enumeravel.

3.4 Prova de Cantor para a existéncia de nimeros transcendentes

A demonstragdo apresentada nesta se¢do tem como referéncia Niven (1984, p. 201-

202).
J& vimos que o conjunto dos ntimeros algébricos é enumeravel.

Como um subconjunto infinito de um conjunto enumeravel é enumeravel, entdo, o

conjunto dos numeros reais algébricos entre 0 e 1 ¢ enumeravel.

Por outro lado, o conjunto dos ntimeros reais ndo ¢ enumeravel. Na demonstracao

desse resultado ¢ utilizado o famoso método da diagonal de Cantor, que veremos agora.

Suponha que o conjunto dos numeros reais x entre 0 e 1 (0 < x < 1) seja

enumeravel. Listando esses numeros teriamos: 7,,7,,7;,7, ... 7, 5. -



Escrevendo todos esses nimeros em forma decimal infinita, temos:

n =0,a,a,a;a,,45...

r, =0,a,a,0a5a0,,a...
ry =0,aya5,a5a5,05...
1y =0,0,0,,0,50,,05..

€ assim sucessivamente.
Construiremos, agora, um nimero f =0,b,b,b,b,...b, ... tal que:

e b, ¢ qualquer algarismo entre 1 € 9, porém b; # a;
e b, ¢ qualquer algarismo entre 1 € 9, porém b, # ax

e b3 ¢ qualquer algarismo entre 1 € 9, porém b3 # as;3
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E, assim sucessivamente, temos em geral b, qualquer algarismo entre 1 ¢ 9, porém

b, # ann.

. a, +1,sea, #9
Por exemplo, podemos considerar b, =
1, sea, =9

Por meio deste critério de construcdo temos que:

e [+, pois eles diferem pelo menos na primeira casa decimal;
e [+ 1, pois eles diferem pelo menos na segunda casa decimal;

e [+ 13, pois eles diferem pelo menos na terceira casa decimal;

E assim sucessivamente, temos £ # r,, pois eles diferem pelo menos na n-ésima

casa decimal.

Dessa maneira, construimos um nimero £ que ¢ diferente de cada um dos r;,

i=1234, ...

Mas £ é um numero real entre 0 e 1. Obtemos, entdo, uma contradi¢do, pois

supomos que todos os numeros compreendidos entre 0 e 1 s3o os numeros

A SO I (R
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Essa contradicdo ¢ conseqiiéncia do fato de se supor que o conjunto dos numeros

reais entre 0 e 1 seja enumeravel. Portanto, essa suposicao ¢ falsa.

Podemos, entdo, concluir que o conjunto dos reais entre 0 ¢ 1 ¢ um conjunto nio

enumeravel.

Consideremos, agora, os dois resultados:

i) o conjunto dos nimeros algébricos entre 0 e 1 ¢ enumeravel

ii ) o conjunto dos nimeros reais entre 0 e 1 ndo ¢ enumeravel.

Entdo, devem existir nimeros reais entre 0 ¢ 1 que ndo sejam algébricos. Esses sdo

os numeros transcendentes, cuja existéncia fica demonstrada (NIVEN, 1984, p. 203).

3.5 O conjunto dos numeros transcendentes nio ¢ enumeravel

Além disso, Cantor demonstrou que o conjunto dos nimeros reais transcendentes

ndo é enumeravel.

Para a demonstragdo desse resultado, vamos supor que o conjunto dos nimeros

reais transcendentes seja enumeravel.

Ja vimos que os numeros reais podem ser classificados em algébricos ou
transcendentes, ou seja, o conjunto dos numeros reais pode ser obtido pela unido do

conjunto dos niimeros algébricos com o conjunto dos niimeros transcendentes.

Dessa forma, o conjunto dos nimeros reais seria enumeravel, pois a unido de dois
conjuntos enumeraveis ¢ enumeravel, o que ¢ uma contradi¢do, pois ja sabemos que o

conjunto dos numeros reais ndo ¢ enumeravel.

Essa contradi¢do é conseqiiéncia da suposi¢cdo de que o conjunto dos nimeros reais
transcendentes seja enumeravel. Portanto, essa suposi¢do ¢ falsa e vale a sua negagéo, ou
seja, o conjunto dos nimeros reais transcendentes ndo ¢ enumeravel. (NIVEN, 1984, p.

203).
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3.6 Outros exemplos de nimeros transcendentes

Tomando como referéncia Boyer (1974, p. 443),

No Congresso de Paris de 1900, David Hilbert, renomado professor de
Gottingen, apresentou uma exposi¢do em que tentou, com base nas tendéncias da
pesquisa matematica no fim do glorioso século dezenove, predizer a direcdo de
progressos futuros. Isso ele fez propondo vinte e trés problemas que ele
acreditava estariam ou deveriam estar entre os que ocupariam a ateng¢do dos
matematicos no século vinte. “Se quisermos ter uma idéia do desenvolvimento
provavel do conhecimento matematico no futuro imediato”, ele disse, “devemos
fazer passar por nossas mentes as questdes ndo resolvidas e olhar os problemas
que a ciéncia de hoje coloca e cujas solugdes esperamos do futuro”.

Especificamente, o sétimo problema de Hilbert consistia em estabelecer se certos

B

nimeros eram transcendentes, no qual perguntava-se se o numero «”, em que a ¢

algébrico (¢ #0 e a #1) e Fé irracional e algébrico, ¢ transcendente.

Essa questdo foi resolvida em 1934 por Aleksander Osipovich Gelfond que provou
que a conjectura de Hilbert, agora conhecida como Teorema de Gelfond, era correta: Sejam

a e [ numeros algébricos (reais ou complexos). Se a #0,a #1 e B ndo for um numero

racional (real), entdo a’é transcendente (FIGUEIREDO, 1985, p. 96) . Em 1935,

Schneider também provou esse teorema, independentemente dos trabalhos de Gelfond.

72

A transcendéncia de ¢ um caso especifico desse resultado geral.

Uma outra conseqiiéncia especifica € a transcendéncia de log,, 2.

Fazendo f=log,2 e a=10, pela definicdo de logaritmo decimal
a’ =10"** =2. Se B=log,,2 fosse algébrico e irracional, pelo Teorema de Gelfond, 2
seria transcendente. Mas 2 ndo ¢ transcendente, portanto, S =log,,2 ¢ racional ou
transcendente. Mas log,,2 ndo ¢é racional (NIVEN, 1984, p.110) . Portanto, log,,2¢

transcendente.

Generalizando, o Teorema de Gelfond estabelece a transcendéncia de log,, r, desde
que rseja racional e log,,r irracional. Entdo, log,,» ¢ transcendente, desde que r seja

um numero racional positivo diferente de 10", n e Z . Por exemplo, para 1<m <1000, m
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inteiro, m#1, m#10, m#100, m #1000, os numeros log,,m sdo transcendentes

(NIVEN, 1984, p. 115).

; . 1 i .
e” ¢ transcendente, pois e” = =—,¢ i* & transcendente pelo Teorema de

Gelfond (BOYER, 1974, p. 445).

Um outro exemplo de numero transcendente ¢ o nimero de Champernowne
0,123456789101112131415..., obtido escrevendo-se a seqiiéncia de numeros inteiros na

base 10.

Em seguida, provaremos dois resultados que permitirdo escrever outros infinitos

exemplos de niimeros transcendentes a partir de um numero transcendente conhecido.

[A] Sejam «,f R, sendo «algébrico e F transcendente. Entdo, (a+ ) ¢
transcendente.

Vamos supor que (« + f)seja algébrico. Por hipotese, «a € algébrico. Entdo, ()
também ¢ algébrico. Como a soma de dois numeros algébricos é um numero algébrico,
entio (—a)+(a@+p)=(—a+a)+=0+p=L ¢ algébrico. Mas, por hipdtese, [¢
transcendente. Essa contradi¢do nos leva a conclusdo de que (a+ ) ndo ¢ algébrico.

Portanto, (o + ) ¢ transcendente.

Por exemplo, seja aeQ e f um nimero de Liouville. Entdo, (a+p) ¢

transcendente.

[B] Sejam «,f€R, sendo o« #0algébrico e [ transcendente. Entdo, a.f ¢
transcendente.

Vamos supor que a.f seja algébrico. Por hipdtese, a # 0 ¢ algébrico. Entdo, ™'

também ¢ algébrico. Como o produto de dois nimeros algébricos ¢ um nimero algébrico,
entio, o '-(a-p)=(a'-a)-f=1-p= ¢ algébrico. Mas, por hipdtese, ¢
transcendente. Essa contradicdo nos leva a conclusio de que «.f ndo ¢ algébrico.
Portanto, a.f ¢ transcendente.

Por exemplo, seja «€Q e a#0 e o transcendente log,,2. Entdo, a.log,2 ¢

transcendente.
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No proximo capitulo, iremos fazer uma revisdo sobre as relagdes entre os
coeficientes e as raizes de uma equagdo polinomial. Também estudaremos os polindmios
simétricos e suas propriedades. Esses resultados serdo utilizados na demonstragdo da

transcendéncia do 7.
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CAPITULO 4

Este capitulo sera dedicado ao estudo dos polindmios simétricos e de trés resultados
que serdo empregados na demonstracdo da transcendéncia do m. O primeiro deles serd uma
revisdo sobre as relacdes entre os coeficientes e as raizes de uma equagdo polinomial,
geralmente estudado no ensino médio. O segundo ¢ o terceiro resultados se referem a dois

teoremas dos polindmios simétricos.

4.1 Relacdes entre os coeficientes e as raizes de uma equacgio

Seja f(x)=a,-x"+a,  -x""+..+a,-x’ +a,-x' +a, =0 uma equagdo polinomial

com coeficientes inteiros, a, # 0.

De acordo com o Teorema Fundamental da Algebra, “toda equacdo polinomial

f(x)=0 a coeficientes complexos e grau n>1, tem pelo menos uma raiz”’. Na Franga,

este teorema ¢ conhecido frequentemente como teorema de d’Alembert devido ao grande
tempo e esfor¢o que d’Alembert dedicou a sua prova. (BOYER, 1974, p. 330). Por outro
lado, em 1799, Gauss em sua tese de doutorado apresenta uma ‘“Nova demonstracdo que
toda fungdo algébrica racional inteira em uma variavel pode ser decomposta em fatores de
primeiro ou segundo grau”. Esse enunciado, a que Gauss mais tarde se referiu como “O
Teorema Fundamental da Algebra” é essencialmente o teorema de d’Alembert. (BOYER,

1974, p. 370).

De qualquer maneira, de acordo com o Teorema Fundamental da Algebra, existe

pelo menos uma raiz ¢, de f(x)=0.
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Entdo, x —¢, ¢ um fator de f(x) e f(x)=(x—1¢).f,(x).
/1 (x) é um polinémio de grau n — 1 cujo coeficiente do termo de maior grau é a,.

Da mesma forma, existe uma raiz ¢, de f,(x)=0 e f,(x)=(x—1t,).f,(x), onde

/>(x) é um polindmio de grau n — 2, cujo coeficiente do termo de maior grau ¢ a,,.
Podemos, entdo, escrever que f(x) =(x—1¢)).(x—1,).1,(x).

Prosseguindo com esse raciocinio, obtemos sucessivamente

Fr () =(x=1;).£5(x)
S3(0) = (x=1,).14(x)

Soa () =(x=2,).f,, (%)
Sia(¥)=a,(x-1,)

oquenosda f(x)=(x—1t).(x—1,).(x=¢;).....a,(x—1,)=0 ou
f(x)=a,(x—t)(x—t,).(x—=1;). ... (x—t¢,,).(x—1,)=0.

Vemos, entdo, que ¢,,7,, ... ,Z, sdo as raizes de f(x)=0.

Como essa decomposi¢do € Unica, ndo existem raizes diferentes de ¢,,z,, ... 7, .
(BEZERRA, 1965, p. 285-286).

Efetuando o produto dos 7 bindmios em

a(x—t)(x—-t)(x—-t). ... (x—t, )(x—¢)=0

temos:

a,-x"—a,(t,+t,+..+t)-x""+a, (tt, +tt, .+t ) X" (=) a,(tt,.1,)=0

n-1
Como os primeiros membros da equacdo
X" +a, X" +a, X" +..+a,-x"+a,-x'+a,=0
a,-x"+a,  -x a, ,-X wta, x"+a -x +a,=

e desta ultima igualdade devem ser idénticos, temos:
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aO = (_1)” .an (tltZtn)
e as raizes da equagdo

de onde obtemos as relagdes entre os coeficientes

n n—1 n-2 2 1 _
a, x"+a, ,-x""+a,, x""+.+a,-x"+a,-x +a,=0

n-1

a

n

L+ttt =

an—2

Lt +tt +.+t t =

n

tity Attty ottt = — (BEZERRA, 1965, p. 291-292)
a

Vejamos dois exemplos que ilustram esse resultado:

1) Seja a equagdo do segundo grau a,-x’ +a,-x+a, =0e 1,,t, suas raizes.
Fatorando a equagdo temos a,-(x—t,)-(x—¢,)=0 e efetuando o produto obtemos

a, (x> =(t, +t,)-x+4,t,)=0, ou seja, a, -x"—a,-(t, +t,)-x+a, t,t, =0, de onde

temos
a,
41, =——1
a,
a
tt, =—>
a,

2) Seja a equagdo do terceiro grau a, -x’ +a, -x* +a,-x+a, =0 e 1,,t,,1, suas

raizes. Fatorando a equagdo temos a, -(x—t¢,)-(x—1,)-(x—¢;) =0 e efetuando o produto

obtemos a, - (X7 —(t, +t,+1,) x> +(tt, + ity +1,8,) x—t,,t;) =0, ou seja,

a, x> —ay-(t,+t,+1,)-x> +a, - (t,t, +t,t, +t,t,)- x —a, -t,t,t, = 0, de onde temos
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a,
f+t, 1 =——2

as
a,
L, 4t Ht, = —
a
a
Lty =——2
as

4.2 Polinomios Simétricos

Vamos iniciar nosso estudo tratando dos polindmios simétricos com duas variaveis.

Em seguida, daremos a definicdo dos polindmios simétricos com » variaveis.

Um polindémio P, a duas variaveis ¢,,¢,, ¢ simétrico, se P(¢,,t,) = P(t,,t;) para
todos os valores de ?,,1,.

Vejamos alguns exemplos:

a) P(t,,t,)=t] +1; +6-1t, é um polindmio simétrico, pois

P(t,,t,) =1, +1] +6-1,t, =t} +1; +6-1,t, = P(t,,1,).
b) P(t,,t,)=t +t, e P(t,t,) =11, sdo os polindmios simétricos elementares,
que serdo representados por s, =1, +1, e 5, =4, .

c) P (t,t,)=t"+t; ,ne N, também sdo polindmios simétricos.

Uma propriedade dos polindmios simétricos a duas variaveis é que P(¢,,7,) pode
ser sempre representado por um polindmio g(s,,s,) onde s, =¢, +¢, e s, =11, , tal
que P(¢,,t,) =G(s,,s,). Veremos mais adiante um resultado andlogo a esse para qualquer
polindmio simétrico P(t,,t,,...,t, ;,t,).

Por exemplo,

a) O polindmio P(¢,,t,) =t} +1, + 5t,t,é simétrico e

P(t,,t,)=t] +1; +5tt, =t] +24t, + 13 +3t,t, = (t, +1,)° +3t,t,.

Entdo, G(s,,s,) nesse caso serd G(s,,s,) = s, +3s,
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b) O polindbmio P, (¢,,t,) =t +¢t; ,ne N,n>2 & simétrico e

n n n—1 n—1 n-2 n-2
P(t,t,)=t"+1)=(t, +1,)- (] +1; )=ttt/ +1; 7 )=s,-P,(¢,,1,) =5, P, (1,1,)

Paran=0 en=1temos, respectivamente, P,(t,,,) =1 +t3=1+1=2 ¢

Pl(tlalz):tll +t;:t1 +1, =5.

Paran=2

2, 2 2
Bt,t) =t +t, =5, -B(t,0,) =5, - B (1,,0,) =8, -5, =5, -2 =5, =25,

Neste caso G(s,,s,) =5, — 25,

Para n =3

3, .3 2 3
Pt t,) =1 +1; =5, - P(t,0,) =5, - B(t;,0,) =5, - (57 =25,) =5, -5, =5 =3-5,5,
Neste caso G(s,,s,) =5, —3-5,5,

Usando a let de recorréncia P, (t,,t,)=t +t;=s,-P,_(¢,t,)—5, P ,(,1,),

sempre € possivel determinar P, (¢,,7,) =t +¢, em fungdo de s, e s,, paratodo n>2.

¢) Num polindmio simétrico P,(t,,¢t,) =a-t; -t,, temos

P (t.,t,))=a-t' -t =a-(t,t,)" =a-s, . Neste caso G(s,,s,)=a-s,

d) Consideremos agora os polindmios simétricos que possuem um termo da forma
bt/ -1y, com [ <m. Como P(t,,t,)é simétrico, se b-t -t com [ <m, é um
termo de f(z,,¢,), entdo o termo b-#" -t também devera existir em P(t,,2,),
para que a condicdo P(¢,,t,) = P(¢,,t;) seja satisfeita. Neste caso, podemos
escrever: bt -t) +b-t]"-ti =b-t| -,/ +t7)=b-s}-P, ,(t,,t,). Como ja
vimos no exemplo b, P, _,(¢,,7,) pode ser escrito como um polinémio em s, €

s,, pois (m—1)e N, uma vez que / <m (GOMES, 2008).
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Veremos, agora, a defini¢do de um polindmio simétrico em (¢,,1,,....¢, ,,¢,), com

coeficientes em um conjunto A (A =Z ou A =Q).
Para isso, precisamos da definicdo de permutacdo dos inteiros 1, 2, ..., n.

Uma permutagdo dos inteiros 1, 2, ..., n € uma fun¢do bijetora do conjunto {1, 2, ...,
n} nele proprio.
o:{L,2,...,n} > {12, ... ,n}
Jo())
Por exemplo, para n = 2, ha 2! = 2 permutacdes. Sdo elas:

o :1->1 . o,:1>2
252 21

Se n =3, temos 3! = 6 permutagdes. Sao elas:

o :1->1 o,:1>1 o,:1->2
252 253 2—>1
353 352 353

o,:1>2 os:1->3 os:1>3
23 21 252
31 352 31

Em geral, existem n! permuta¢des dos inteiros {1, 2, ..., n}.
Em seguida, veremos a defini¢do dos polindmios simétricos com # variaveis.
Um polinomio P(t,t,,...,t, |,t,) é chamado simétrico se
PO(t,ty st 51,) = Pty st o2y sl oy s loimy) = P15l 0es 1 51,)
para todas as permutacoes o dos inteiros 1,2, ...n—1, n.
Ja vimos que P(¢,,7,) ¢ um polindmio simétrico, se P(t,,t,) = P(¢,,t,).
Para n =3, temos que P(¢,,t,,t,) ¢ um polindmio simétrico, se

P(tlat2=t3):P(tl’t3:tz):P(12>t13t3):P(tzatsatl)=P(tptlatz):P(tptzatl)-
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4.2.1 Polinomios simétricos elementares

Se ¢,,t,,...,t, € C sdo as raizes de um polindmio P(x), entdo podemos escrever esse
polindmio na forma P(x)=(x-t¢)-(x—t,) ...-(x—¢,), supondo nesse caso que O

coeficiente lider de P(x) € igual a 1.

Desenvolvendo esse produto, temos: P(x)=x"—s,-x"" +5,-x" > +..+(=1)""s,,

onde

si=21
j=1
s, = D1t

1<i<j<n

s;= DL,
I<i<j<k<n

Os polindmios s,,s,,S5;, ... ,5,530 chamados de polindmios simétricos elementares
em f¢,t,,...,t, ,t,. Esses polindmios terdo um papel fundamental no enunciado de dois

%n-1°2"n

teoremas sobre os polindmios simétricos que estudaremos agora.

Antes disso, veremos a defini¢do de grau e peso de um polinOmio em

tisly sl oL
Uma expressdo da forma a-#{" -£%> - ... -t é chamada de monémio.
O grau do mondémio a-#'-£>- .-t & por definigdo, o numero inteiro
n
Dk =k +k, . +k,.
=
O peso do mondmio a-t -1 .. -t¢, por definicgdo, o nimero inteiro

Dk, =1k +2ky+..+n-k, .

J=1

O grau de um polindmio em ¢,¢,,....,¢, ,,¢, € 0 madximo dos graus dos mondmios

cees by 10ty

que o formam. Igualmente, o peso de um polinémio em ¢,,¢,,...,¢, ,,¢, ¢ 0 maximo dos

>'n=1°"n

pesos dos mondmios que o constituem. (FIGUEIREDO, 1985, p. 77)
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4.2.2 Teorema

Seja P(t,t,,...,.t, ,,t,)um polindmio simétrico de grau d, com coeficientes em

A (A =7ZouA = Q). Entdo, existe um polinomio G(s,,s,,...,s, ,,S,)de peso menor ou

igual a d com coeficientes em A, onde s,,s,,...,S, |,S, Sdo os polindmios simétricos

S n-1°"n

elementares em  t,t,,..,t, ,,t, tal que P(t,t,,..,t, ,,t,)=G(S,8,,..,8, ,S,).

>'n-1°"n

(FIGUEIREDO, 1985, p. 80)
A demonstragdo desse teorema sera feita por inducgéo sobre 7 .

Para n = 1, o teorema se verifica, pois neste caso #, =s,. Se P(#,) é um polindmio
de grau d, entdo existe G(s,), G(s,) = P(t,) também de grau d, portanto de peso menor ou

igual a d, tal que P(#,)=G(s,).

Hipotese de Indugdo (1): Suponhamos que o teorema seja valido para polindmios

simétricos em ?,,7,,...,t,

Tese: O teorema ¢ valido para polindmios simétricos em ¢,,%,,...,7, |,¢

S'n=12"n "

Considerando a Hipotese de Indugcdo (1), vamos agora escrever os polindmios

simétricos elementares em ¢,,7,,...,7, |, que representaremos por §,,5,,5;, ... , 5, , tomando

t, =0 nas expressdes dos polindmios simétricos elementares em ¢,,t,,....7, ,,t,. Desse

9'n-12"n

modo:

n-1

S =01, =1+l o+,

+ott, ot

1" n-1

Jj=1
S,= DLl =t .+

I<i<j<n-1

Sy= DLl =hhl el
1<i< j<k<n-1

Para provar que o teorema ¢ valido para polindmios simétricos em ¢,,7,,....¢, ,,t

fp-19tpo

utilizaremos novamente um prova por indugdo. Porém, essa inducdo agora sera feita sobre

os graus d desses polindmios.
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Hipotese de Indug¢do (2): Suponhamos que o teorema seja valido para polindmios

simétricos em ¢,,t,,...,f, ,,¢, de grau menor que d.

Tese: O teorema ¢ valido para polindmios de grau d.

Para d = 0, o resultado ¢ valido. Nesse caso, temos apenas os polindmios

constantes, ou seja, P(t,,t,,....t, ,t,) =c =G(S,,8,5,....,5, 1,5,) -

Consideremos um polindmio simétrico P(¢,,t,,...,t, ,,t,)de grau d. Pela Hipotese

nl’

de Indugdo (1), para t, = 0, existe um polindmio simétrico G(s,,5,,...,5, ;) de peso menor

ouigual a d, tal que P(¢,t,,....t, ,,0)=G,(5,,5,,...,5, ) -

Considerando G, aplicado em s,,s5,,...,8 temos que G,(s,,5,,...,5,,) € um

n-1>

polindmio simétrico em ¢,,t,,...,¢, ,,, com grau menor ou igual a d.

O n-1°"n
Seja agora o polinomio P,(¢,¢,,...,t, ,,t,) dado por

P(t,t,,..t, ,t,)=P(t,t,,..,t, ,t,)—G/(s,55,...,5,,) ©0 qual também ¢

simétrico em #,,%,,...,7, |,t

>'n-12"n "

Fazendo ¢,=0 em PA(t,.t,,....t,,t,) =Pt t,,..t, 1,1,) =G (8,8,,.0,8,,),

temos P (¢,t,,....t, ,,0)=P(t,t,,....t, ,,0) = G,(5,,5,,....5, ) .
Como P(t,,t,,...,t, ,,0) =G,(5,,5,,...,5, ), concluimos que A (t,,t,,....t, ;,0) =0.

Do fato de P (¢,¢,,.. 0) =0, podemos concluir que ¢, ¢ um fator comum em

’nl’

t

n=1°>"n

P (t,t,,...,t, ,,t,). Como P(¢,t,,...t, ,,t,) é um polindmio simétrico em 7¢,,t,,...,¢

e ¢, ¢ um fator comum em P (¢,,t,,.. ), segue-se, entdo, que f,,t,,.. também

’nl’n ’nl

sdo fatores comuns de P (¢,?,,...,t, ,,¢,). Lembrando que s, =1¢,1,. ... £, , segue-se que

Pttt ,t,)=5,.P(t,t,,...,t, ,,t,),onde o graude P, ¢ menor ouigual d—n<d.

Aplicando agora a Hipdtese de Indugdo (2), existe um polindmio simétrico

G,(8,,8,,...,8,,,5,) de peso menor ou igual a (d —n) tal que

Pyttt 151,) = Gy(5),8,,0008,1,58,).
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Entdo, P (t,,t,,....t, 1,t,) =5,.G, (8,558, 155,) -

Desse modo obtemos de P (%,,,,....t, ,t,) = P(t,,t,,...¢, ;,t,) =G (S,8,,..0r8, )

que
Pt byt ,1,) = Bt 050, ,1,) + G (81,585,058, -
Como P (¢,,t,,....t, ,t,)=5,.G,(S,,8,,..,5, ,,8,), segue-se que
P(t])tza-“’tn_latn):SnGZ(Slasza (5] nl’ n)+G(S17S25 *9 nl)
Fazendo  G(s,,$,,...,5,,,5,) =5,G,(5,,55,...,8, 1,8,) +G,(5,,8,,...,8, ;)  temos
P(t,,t,,....t, ,,t,)=G(s,,8,,...,8, ,,5,) O que mostra que P(t,,t,,....t, ,,t,) € igual a um

polinomio G(s,,s,,...,s, ,,s,) simétrico em s,,S,,...,5, ;,S, de peso menor ou igual a d,

concluindo a demonstracdo (FIGUEIREDO, 1985, p. 81-84).

4.2.3 Teorema

Sejam «,,a,,...,a, numeros algébricos, tais que os polinomios simétricos

elementares

n

= ZO‘J‘
Jj=1
=Y a.a; 1<i<j<n
S, =a,.0,. ...,
. r . . . n 4 r .

sejam  numeros racionais. Considere agora 0s 5 numeros  algébricos

ﬂij =a, ta,, 1<i< j<n. Entdo, os polinomios simétricos elementares associados aos

By;'s sdo também nimeros racionais.



99

Como conseqiiéncia desse teorema, temos o seguinte resultado:

Se a,,a,,...,a, sdo as raizes de um polinémio

P(x)=a, -x"+a, -x""'+..+a,-x’+a,-x'+a,=0

n
de grau n, com coeficientes racionais, entdo os 5 numeros f3,'s anteriores sdo as

n
raizes de um polinémio de grau 5 com coeficientes racionais (FIGUEIREDO, 1985, p.

86).

Neste trabalho, ilustramos esse resultado s6 para n = 2 e n = 3 a fim de

compreender melhor o enunciado do teorema e sua conseqiiéncia.

Para » = 2, temos os numeros algébricos «,,a,. Os polindmios simétricos
elementares sdo s, =, +a,€Q e s,=a,-a, . Nesse caso, temos apenas um niimero
algébrico f, =a, +a,. O tnico polindmio simétrico associado aof5,, ¢ o proprio
B, =a,+a,, que imediatamente ¢ racional. Sejam «,,a, raizes do polindmio
P(x)=a, x’ +a,-x+a, com coeficientes racionais. Entdo, f3,, é raiz de um polindmio de

2 : . o
grau 5= 1 com coeficientes racionais. Esse polinomio ¢ dado por P(x) =x—/,,.

Para n = 3, temos os numeros algébricos «,,a,,a;. Nesse caso, os polindmios
simétricos elementares sdo
s, =a,+a, +a,

S, =a,a, +a,0; +a,0, com §,,5,,5,€ Q0

83 = 0,05

Consideremos os 5= 3 numeros algébricos

Pn=a +a,
Bu=a +a,

By =a, ta,
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Os polindmios simétricos elementares associados aos f,'s sdo:

Sy =P+ P+ Py

S2 = 1312ﬂ13 +ﬁ12ﬂ23 +ﬁ13ﬂ23

Sy =Lubifr

Para provar que esses polindmios simétricos elementares associados aos f,'s sdo

também nimeros racionais, basta provar que eles sdo polindmios simétricos em «,,,,;,
pois, como ja vimos, dado um polinémio simétrico P em «,,,,a;, existe um polindmio
G(s,,s,,5;) tal que P(a,,a,,a;)=G(s,,s,,5;). Desse fato, podemos concluir que os
polinémios simétricos elementares associados aos f,;'s também sdo racionais, pois estardo

escritos em fung¢do de s,,s,,s;, que, por hipdtese, sdo nimeros racionais.
Vejamos:

S, =P+l +Py=a+a,+a, +ta,+a,+a;, =2(a, +a, +a;) =2s,€Q

Sy =Bl + B+ PPy = (o + ) () + o) + () + @) (@, + ) +

+(a, +ay) (o, +ay)=a] +a5 +a; +3.(a, o, +a,a, +a, - ay)
que ¢ um polindmio simétrico em «,,a,,, . Portanto, S, € Q.

Sy = Bufiby =(a +ay)(a + ;). (a, + ;) =

2 2 2 2 2 2
=a; -a,ta, o, +a o, ta o o, o, e H2a-a, o
que € um polindmio simétrico em «,,a,,a; . Portanto, S;€ Q.
Sejam «,,a,,a, raizes do polindmio P(x)=a,-x’+a,-x’+a,-x+a, com

3
coeficientes racionais. Entdo, f,,,[,;,/,; sdo raizes de um polindmio de grau

Il
w

com coeficientes racionais.

Esse polindmio pode ser obtido da seguinte maneira:

P(x)=(x-p,,).(x=B;).(x = B,;) . Desenvolvendo os produtos indicados, temos:

P(x)= x* = (B + B +ﬂ23)-x2 +(Bubis+ BB + BisPas) x = BB Bas» Ou seja:

P(x)=x"-8,-x>+8,-x-S,,com §,,S,,5, € 0.
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Esse teorema pode ser generalizado da seguinte maneira:

Sejam «a,,a,,...,a, numeros algébricos, tais que os polinomios simétricos

n

elementares

n

S1 = Z%
Jj=1
S, :Zai-aj I<i<j<n
Sn = al ' a2 an
. r . . . n r 14 .
sejam  numeros racionais. Considere agora os ) numeros  algébricos
J

By = +ta, , 1<k <..<k,<n. Entdo, os polindmios siméiricos elementares
R J -

associados a esses ['s sdo também niuimeros racionais.

Como conseqiiéncia, temos que:

Se a,,a,,..,a, sdo as raizes de um polinomio de grau n, com coeficientes

n
racionais, entdo os ['ssdo raizes de um polinomio de grau | | com coeficientes

racionais. (FIGUEIREDO, 1985, p. 87-88).

Mostramos em seguida outros resultados que serdo utilizados na demonstragdo da

transcendéncia do nimero 7. As demonstra¢des sdo dadas nos Anexos II, IIT e IV.

[A] A formula de Euler (ver Anexo I11)

e” =cosy+i-seny.Para y =, temos a famosa igualdade e’ = —1.

" (n
[B] Calculo da soma 2 | (ver Anexo 1I)
i

i=1

2. n n n n

n
D I I I B I S I B |
[ 1 2 3

i=1 \ !

Esta soma sera utilizada para determinar o grau de um polindmio que sera

construido durante a demonstragao.
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,
[C] Seja O(x) = Za ;+x’ um polindmio com coeficientes inteiros € seja p <7 um
J=0

inteiro positivo. Entao:

. r il . .
a) 0V (x)= ZL-CL -x', i<r, onde 0" (x) representa a derivada de ordem

j=i (j_i)! ’
ide Q(x).
b) ﬁ-Q(” (x), p<i, é um polindmio com coeficientes inteiros divisiveis por
p-D!
p-

O item a) serd utilizado na demonstracio do item b). O item b) motivou a definicio

de uma fungdo que dard sequéncia no plano da demonstragdo. (ver anexo I1I)

[D] Seja a fungdio F(x) = P(x)+ P (x)+...+ P" " (x)+ P" (x), em que P(x) é um

polinoémio de grau 7 e P (x) representa a derivada de ordem » de P(x).Entfo:
d -X -X
— (" -F(x))=-e"P(x)
dx
Esse resultado também sera utilizado na defini¢do de uma fungao.

[E] Desigualdade do valor médio para fun¢des de uma variavel complexa (ver

anexo 1V)

Teorema: Seja f:C — C uma fung¢do analitica e sejam z,,z, € C. Entdo:

| f(z,)=f(z)|£2.]z, =z, |.sup{| f'(z, + A.(z, —2)))|: 0< A L1}, onde | z| representa o

médulo do complexo z =x + iy, isto é; | z|= yx*> + y> (FIGUEIREDO, 1985, p. 61).

No préximo capitulo faremos um estudo sobre a demonstracdo da transcendéncia

do m, aplicando os resultados vistos até agora.

Veremos que todos esses resultados interagem entre si, cada um dando sua

contribui¢do na constru¢do do raciocinio utilizado na demonstragao.
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CAPITULO 5

Neste capitulo, veremos a demonstracdo da transcendéncia do numero =, tendo
como referéncias (FIGUEIREDO, 1985, p. 65-73), (ALVES, 1999, p. 15-17) e
(AUGUSTINI, OLIVEIRA e SILVA, 2005, p. 81-86).

Assim como Alves (1999), Augustini, Oliveira e Silva (2005) também utilizaram a

demonstragdo dada em Figueiredo (1985), como referéncia em seus trabalhos.

Em nosso trabalho, tivemos o cuidado de apresenta-la de forma mais detalhada,

justificando todas as afirmacdes e etapas envolvidas durante a demonstracao.

O método usado por Hermite para demonstrar a transcendéncia de e foi estendido

por Lindemann, para demonstrar a transcendéncia do nimero w, em 1882.

A demonstragdo dada em Figueiredo (1985, p. 65), tem como referéncia a
demonstragdo de R. Moritz, a qual por sua vez foi inspirada na prova de Hurwitz para a

trancendéncia de e.

5.1 Demonstracido da transcendéncia do niimero 7

Para demonstrar que 7 ¢ transcendente, vamos supor exatamente o contrario, isto ¢,

que o nimero 7 seja algébrico, obtendo assim, uma contradi¢ao.
Suponhamos, entdo, que 7 seja um numero algébrico.

Como o numero complexo i € C é solugdo da equacdo polinomial x* +1=0, entdo

i ¢ um nimero algébrico.
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Pela aritmética dos numeros algébricos, o produto de dois nimeros algébricos ¢
algébrico. Logo, i- 7 também ¢ algébrico.

Isso significa que i-7 ¢ raiz de uma equacdo polinomial de grau n com
coeficientes inteiros, que sera representada por P, (x) =0. Neste caso, temos F(i-7)=0.

Vamos representar as » raizes (reais ou complexas) de £ (x)=0 por

o, =17, 0,0, ... ,Q,.

Fatorando A (x)=0 temos

R(x)=a,-(x-a)-(x—a,)-...- (x—a,), a,€Z,(a,#0), A(a;)=0,i=123,....,n.
Da Formula de Euler e” = cosx +isenx , temos para x = 7, aigualdade e =—1.

Consideremos, agora, o produto H(l +e”).
j=1

Como e'” =—1, segue-se que H (1+e“)=0, pois

J=1

ﬁ(1+eaf):(1+e“1)-(1+ea2)- (e =(1+e7) - (1+e®)- ... (1+e) =

=(1+(=1)-(+e®)- .- (I+e®)=0-(1+e®)- .- (1+e%)=0

Desenvolvendo o produto do lado esquerdo da igualdade H(l +e”)=0, obtemos
Jj=1

uma expressao da forma:

a t+a, o, 1 ta,

+...t+te"" +e

o t+a,

I+e” +e” +..+e™ +e™™ +. . +e B+

a, ,ta, +a,

+e +...te

arattd, _ ()

ou seja, 1 + somatorio de exponenciais, cujos expoentes sdo:

n
1] «,,a,.a;, ... ,a,, com [J =n termos
. . n
[2] @, +a;, paratodosi<j, com [2] termos

[3] o, +a; +a,, paratodosi<j <k, com [Zj termos



n
[n] o, +a, +ta,; + ...+a,, com ( J=1 termo.
n
n n! N . ) ..
onde =—————,para 0 < m < n, sdo os coeficientes binomiais.
m) ml.(n—m)

Para exemplificar esse resultado, consideremos os 2 casos abaixo:

2
a)H(1+ea’):(1+e“‘).(l+e“2):1+e%+eaz+eal+a2 ~0

J=1

3
H[[A+e")=(1+e™).(1+e™).(1+e™) =1+e" +e™ +e® +e™" +
Jj=1

o toytay 0

+eMT B p M B e

Somando o numero de termos em [1], [2], [3], ..., [n], temos:

[J@@[j = 2"~ 1 termos,
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Agora, do fato de que «,,a,,a;, ... ,a, satisfazem uma equag@o polinomial de grau

n com coeficientes inteiros, P (x) =0, segue-se que:

a) os nimeros «, +a;, para todos i < j , satisfazem uma equag@o polinomial de

n . . .
grau (J com coeficientes inteiros que denotaremos por P,(x)=0. Essa

equacio pode ser escrita na forma fatorada

P(x)=a, (x—(a,+ay)) ... x— (e, +a,))... (x—(a,,+,)), a, 20, a, e Z

b) os numeros «; +a; +a,, para todos i < j < k, satisfazem uma equagdo

polinomial de grau [3) com coeficientes inteiros que denotaremos por

P,(x) =0. Essa equacdo pode ser escrita na forma fatorada

P(x)=a;-(x—(a,+a,+a3)) ... - (x—(a,,+a, ,+a,)), a; #0, a, € Z.

E assim sucessivamente.
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Em resumo, os numeros «@,,a,,a;, ... ,a, ; a;+a, ,paratodos i< j; a,+a; +a,,

n o
para todos i<j<k; .., o +a,+a;+..+a,, satisfazem uma equagdo polinomial

P, (x).P,(x).P,(x). ... .P,(x) =0, com coeficientes inteiros de grau 2" —1.

Como alguns dos numeros «,,@,,a;,..,a,; o, +a, , (i<j);, o, +a,+a

n

(i<j<k) .., a+a,+a,+..+a,, podem se anular, vamos supor que desses (2" —1)

numeros, m deles sejam diferentes de zero. Esses m numeros diferentes de zero serdo

representados por Si, 5, B, ..., Pu

Se tivermos m < (2" —1), podemos simplificar em P, (x)-P,(x)- B (x) ... -P (x)=0
os fatores da forma x? (¢ > 0), obtendo uma equagdo polinomial de grau m com

coeficientes inteiros cujas raizes sdo os numeros f,,5,, 55, .- .53, -
Essa equagdo sera representada por R(x)=c-x" +c, ,-x" " +..+¢,-x+¢c, =0

Considerando ainda esses m numeros diferentes de zero representados por

n
5, 6., ..., B, vamos efetuar novamente o produto (1+e“)=0, que ja vimos ser
15 P25 P3 m p que ]

j=1

uma expressdo da forma (1 + somatdrio de exponenciais).

Agrupando as poténcias de e cujos expoentes sdo iguais a zero (se houver) no inicio
desta soma de exponenciais, obtemos:
1+e”+e’ +.+e’+e +e +e’ +. .+ =0

k+e? +e” +ef +..+e =

m
m ﬂ . ;
kz—(eﬁ‘+eﬁ2+eﬁ3+...+eﬁ) ou kz—z e’ p,#0, j=123,....m
J=1

(p-D!

poténcia de x” em R(x)=c-x" +c, ,-x"" +...+¢, -x+c, =0; p é um nimero primo a ser

Definimos o polindmio P(x) = x”" - (R(x))”, onde ¢ é o coeficiente da

escolhido; s=mp—1 em éo graude R(x)=0.

Ograude Péigualamp +p—1=mp—-1+p=s+p.
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Definimos, agora, a fungao:
F(x)=P(x)+P'(x)+ P"(x)+...+ P*"" (x)
onde P*P)(x) representa a derivada de ordem (s+p) de P(x).

Multiplicando ambos os lados da igualdade acima por e *, temos:

e F(x)=e - (P(x)+P'(x)+P"(x)+...+ P (x))
d —X -X
Desta forma, —(e *.F(x)) = —e ".P(x)
dx

Seja f : C — C uma fung¢do analitica ¢ sejam z;, z, € C. Entéo:
| f(z,)—f(z)|£2. |z, —z |.sup{ | f'(z, + A.(z,—2)):0< A <1}, sendo |z| 0 modulo do
niimero complexo z=x+i.y, isto &, | z |= /x> + )° .

Aplicando essa desigualdade a fungdo f(z)=e ".F(z) parazi=0ezn=4 (=1,

2, ..., m), temos:
| f(B)—F(0)[<2.]B;, —0].sup{| /' (0+A(S, -0)[:0<A<1}
| f(B)—FO)[S2.]B; [.supf{| /" (A(B;)|:0<A<T}

Como f(z)=e " -F(z),temos

f(B)=e¢” -F(B)) e f(0)=e¢’-F(0)=1-F(0)=F(0)

Usando di(ez -F (z))z —e * - P(z), podemos escrever
/4

d d )
e F@)= /(@)= P), ouseia, [1(2) =),
Iz dz

Segue-se que f'(AU(B,)=—e """ -P(AUB)).,j=1,2,3,...m.
Entdo, em | £(f,)— £(0)|<2.| B, |.sup{| /' (A(B,))|:0< A <1}, temos:

e F(B)-F(0)|<2| B, |.supi|—e ¥ P(AB):0< A<}
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1
Multiplicando essa desigualdade por —— , obtemos:

e |
|F(B)—¢” -F(0)[<2:| B, |-sup{|e" " - P(AB)[:0< A <1}
Fazendo ¢, =2- 8, | -sup{| eI -P(Af,)]:0< A <1}, podemos escrever
|F(B,)-€¢" . F(0)|<g,, j=123, .. ,m.
Para j de 1 até m, obtemos:
|F(B)—e" -F(0)|<¢

|F(B,)—e” F(0)|<¢,

| F(By)—e” - F(0)|< &,

|F(B,)~e - F(0)|<eg,
Somando essas desigualdades, segue-se que:
|F(B)—e” -F(0)|+|F(B,)—e” -F(0)|+.+|F(B,)—e’ -F(0)|< & +¢&, +..+¢,

Aplicando a desigualdade triangular no lado esquerdo dessa desigualdade, obtemos:

|(F(B)—e" - FO)+(F(B,)~e” - FO) +...+ (F(B,)—e’ - F(0))|<
S|F(B)—e" FO) |+ F(B,)~e” -F(0)| +.+ | F(B,) e - F(0)|<

<g te,tate,
Ou seja,
|iF(ﬂ_/)—ieﬁ-’.F(O)| <|F(B)-e” F(0)|+|F(B,)—e” F(0)|+.+

+|F(B,)—e" .F(0) |sigj

Resumindo, \ZF(ﬁj)—Zeﬂf FO)| < Zgj . Como k= —Zeﬁf , obtemos
Jj=1 Jj=1 Jj=1

J=1

|k.F(0)+iF(ﬂj)| < igj :
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O objetivo a partir deste momento ¢ mostrar que o lado esquerdo dessa
desigualdade ¢ um inteiro ndo nulo, ¢ que o lado direito, para um ndmero primo

conveniente, ¢ menor que 1, gerando uma contradicao.

Em primeiro lugar, vamos analisar o lado esquerdo dessa desigualdade. Para isso,

devemos calcular F(0) e F(f3), paraj =1, 2, ..., m.

Lembrando que F(x)=P(x)+P'(x)+P"(x)+...+ P**”(x), temos:
a) F(0) = P(0) + P’(0) + P(0) + ... + P“"P(0) ¢

b) F(B) =P(B)+ P (B)+P(B)+..+PP(B),para j=1,2,...,m.
Vamos, entdo, calcular P(0), P(S) e as varias derivadas de P(x) nos pontos

0, B, Bor P e P -

s

c
(p-D)!

podemos escrever P(x) na seguinte forma:

Como P(x)= xR e R(x)=c-x"+c,  x" +.te xte,,

S

.
(p—-D!

P(x)= P (ex™ e, X"+t extcy)”

Desenvolvendo as operagdes indicadas, temos:

N

C
(p-1)!

P(x)= (e " X" X P X,

Como s = mp — 1, entdo:

s

C
PO= 0

(e’ x" T+ bx? .+ e xT),

No ponto x =0, temos:

N s
C _ . C
(" 07 +b.07 +...+cP.0"7) =

P(0)=
© (p-D! (p-D!

0=0

Para o calculo de P (0), onde P"”(0)representa a derivada de ordem i de P(x)

calculada no ponto 0, vamos fazer nossa andlise em 3 partes: parai <p—1,i=p—-1ei>p.
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Para i < p — 1, em qualquer derivada de ordem i, o polindmio P(x) apresentara

poténcias de x em todos os seus termos. Entdo, concluimos que para i < p — 1 temos P*(0) = 0.

Parai=p-1,

PY(x)= ( ¢ 1)'_((])_1)!.0027 +h-plxt ot (s+p) (s +2)- 1)

p-1)!
Entdo:

PO0)=——((p=D)le,” +b.pl0+ .4 c” (s+ p). . (s+2).0°) =
(p-D!

- < ((p=Dlc,” +0+0+..+0) = ¢ (p-Dle, =¢c* ¢’

(p—D! (p-1!

Resumindo: parai =p — 1, temos P (0)=c"-c,’.

Para i > p, os coeficientes de P(x) sdo inteiros divisiveis por p. Como esses
coeficientes também sdo divisiveis por ¢', concluimos, entdo, que os coeficientes de
PYx), i > p, sdo inteiros divisiveis por p.c’. Disso concluimos que, para i > p, 0s

coeficientes de P(0) sdo niimeros inteiros divisiveis por p.c".

Entdo:

F(0) = P(0) + P(0) + P"(0) + ... + P?"2(0) + P?~D(0) + PP (0) + ... + P**7)(0)
FO= 0+ 0 + 0 +..+ 0 + el + ko. p.c°
F0)= c'.cf +kopc’, (ko €Z)

Nos pontos x = B, paraj = 1, 2, 3, ..., m, temos:

Como R(f) =0, paraj =1, 2, 3, ..., m, entdo:

N N

P(B)=—" B (R(B)) =——- 707 =0.
B)= i B RBY = b,
Para 1 <p, segue-se diretamente de P(x)=( ¢ 1)|-x”‘1 (R(x))”, que Pm(ﬂ;) =0,
p—L: ‘

pois a expressdo R(x) & fator comum nas derivadas P”(x), parai <p e R(B) = 0, para

j=1,2,3,...,m.
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Para as derivadas de ordem i > p, os coeficientes de P“(x) sdo inteiros divisiveis
por p.c’ . Entdo, para i > p, os coeficientes de P (B;)paraj=1,2,3, .., m,sdo inteiros

divisiveis por p.c’.
Calculando F(f), temos:

F(B) =P(B) + P'(B) +.t PP D+ PP () + ...+ PSPA()
FB)=0 + 0 +.+ 0 +P”(B)+..+P"7(B)
F(B)= P” (B) +P"*"(B) ...+ P*P(B), para j=1,2,3, ..., m.

Paraj de 1 até m, temos:

FB) = PP (B) + PPV (B) ... + PPYB)
F(B)= PP (B) + PPV (B) ... + PCPY(B)

F(Bn) = P (B) + PPV (B) oo+ PEAB)

Somando termo a termo

F(B) + F(B) + ... + F(Bu) = [P (B) + PP (B) + ... + PP (B)] +
PP (B) PV (B) A PPV (B 1+ [PUPB) PP (B)

+PUB)]

Usando a notagdo do somatdrio

Y F(B) =2 PP (B) Y PT(B) +k 3PS

S FB) =3P B,)

Observemos, agora, a expressao
2 PB) =POUBY P (B) .+ PO(B,),
j=1

para cada i fixado, com p <i < s+p.

O polinémio P? tem coeficientes inteiros divisiveis por p.c’ e graus + p — i < s,

pois p <i.
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Parai=p,o0graude P serds + p—p=s<s.
Como o polindmio P?” tem coeficientes divisiveis por p.c’ e grau s, podemos
escrevé-lo da seguinte forma:

POx)=p.c(dy +dix +dox’+ ...+ d.X), dieZ i=0,1,2,...,s (d; #0)

Entéo,

m

2 PYB)=PY (PP (By) + .+ PV(B,) =

j=1

=pc'(dy+d B, +d, B’ +..+d. )+ pc’(d,+d B, +d, B, +..+d. p,°)+
+..+pc’.(d,+d B, +a’2.,8m2 +...+a’s.ﬂm‘“):p.c“'.[m.a’0 +(B+ L+ PB,)d, +
B+ B, + ot By + ot (B + B+t B, = pc® 0, (B B B)

Y PY(B)=pc’0,(B,Bysn ), onde O, (B, B,..... B,) € um polindmio nos B;'s de
=

grau s.

Pelo desenvolvimento acima, podemos concluir que Q,(5,5,,...5,) ¢ um

polinémio simétrico nos s , com coeficientes inteiros.

Logo, existe um polinébmio G, (o,0,,...,0,) de grau menor ou igual a s com

coeficientes inteiros, onde ©,,0,,...,0, s30 os polindmios simétricos elementares em

BiByss B> talque O, (B, B, B,) =G, (0,,0,,..,0,).

Entdo, » PV (B)=p-c’-G,(0,,0,,..,0,).

J=1

Pela definicdo de polindmios simétricos elementares, temos que:

m
o =25
j=1

o, =Zﬂi'18j
O3 = zﬁlﬂj :Bk
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Como f,,p,,...., 3, , sdo raizes de R(x)=c-x" +c, ,-x"" +..+¢,-x+c,, segue-se

que:
Zm:ﬂ — _cm—l
=i ¢
Ce
Zﬁi'ﬂj = -2
i<j ¢
C_
Zﬂi'ﬂj'ﬂk = — 23
i<j<k c

ﬂpﬂz. ﬂm = (_l)m&
C

Igualando esses dois sistemas, temos:

C
61 —__m 1
C
C
_ “m-2
0'2 =
C
C
m=3
0'3 =
Cc
C,
— m =0
O-m - (_1)

Como G,(0y,0,,..,0,) tem grau menor ou igual a s com coeficientes inteiros,

entdo a expressdo » PV (B)=p-c’ -G, (0,,0,,.,0,)=pk,, k, €Z.

=1
Analogamente, parai = p + 1, 0 grau de P¥*V serd igualas +p—(p + 1) =s— 1 <.

. A . -+ . e, .
Como o polindmio P¥*" tem coeficientes divisiveis por p.c' e grau s — 1, podemos

escrevé-lo da seguinte forma:

PPV (x)=p-c'-(e, +e -x+e, - x" +.+e_ -x"),ee€Z,i=0,1,2,..., (s-1), (e:.120).
Entao,

S PED ()= P (B) P (B,) + .t PPV (B,) =

¢ 2 -1 3 2 -1
=pc'e,+e fB+e, B +..+e, B ) tpcile, e By +e, ., +.te B )+
. 2 -1 :
ot pctle,+e B, +e, B, +..+e B, )=pc'[me,+(B,+p,+...+5,)e +

B+ +4 B, Ve, +ot (BT + B, 4 B, e, = pct 0,0 (B By B)
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C 1 K , . A .
ZP(p+ ) (ﬂj) = p.C -Qp+1 (ﬁl 7ﬂ2 )"'Dﬂm) > Onde Qp+l (ﬁ] ’IBZ EARRSS ﬂm) ¢ um p011n0m10
j=1
nos f/s de grau (s — 1). Pelo desenvolvimento acima, podemos ver também que
Q,. (BB, B,) € um polindmio simétrico com coeficientes inteiros. Logo, existe um

polinémio G, (0,,0,,...,0,) de grau menor ou igual a (s — 1) com coeficientes inteiros e

onde o,,0,,...,0, sdo os polindmios simétricos elementares em f,,/5,,..., 3, , tal que

0, (Bi:Bsss $,) =G, (0,,05,.,0,,) -

Entao ZP(p+l)(ﬂj) =p'cs 'GpH(O-laJZ"'-:O-m)'

j=1
Como G, (0,,0,,..,0,) tem grau menor ou igual a (s — 1) com coeficientes

m
inteiros, entdo a expressdo » PY*(B)=p-c’-G,,(0,,0,,.,0,)=p-k
=

p+l? kp+l €Z.
De forma andloga, como ja vimos, para cada i fixado, com p <i < s + p, o
polindmio P tém coeficientes inteiros divisiveis por p.c'. Além disso, como P tem grau

s + p, segue-se que P tem graus +p—i<s,poisp <i.

Logo, a expressio » P"(B,) =P (B)+P"(B,)+...+ P(B,) pode ser escrita

j=1
como ZP(i)(,Bj)=p~cs-Q,.(,Bl,,é’z,...,ﬂm), onde Q. (f,,5,,--.05,) ¢ um polindmio
j=1

simétrico nos f;s, de grau menor ou igual a s, com coeficientes inteiros. Logo, existe um
polinébmio G,(o,,0,,...,0,)de grau menor ou igual a s com coeficientes inteiros e onde

0,,0,,....,0, s3 0s polindmios simétricos elementares em fS,,p0,,....[53,, tal que

m m?>

Q,(B1.Bsss B,) = Gi(0,,0,,..,0,,).

Segue-se que

m

Y PU(B)=p-¢G(0,,050m0,)= poky K € Z

J=1
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Entdo,

S FP) =S PPN =PI B )L P ()t

i=p j=1

+ZP(p+S)(ﬂj):p'kp +p'kp+l +"'+p'kp+s :p'(kp +kp+l +"'+kp+s):p'K’ KeZ

j=1

Retomando as expressdes F(0) e Z F(B,), temos:

J=1

F(O):CS'Cé)-FkO-p-CS’kOeZ e ZF(,BJ):[?K,KEZ

=1

Entdo, na expressao | k- F(0)+ ZF (B,) 1, obtemos:

=

k- FO)+ Y F(B) = k(¢ el +ky-p-c)t p K=

j=1
=|k-c’-c]+k-ky-p-c’+p-K|=|p-(k-ky-c’+K)+k-c’-cl|=|p-L+k-c’-c)
sendo L=k -k,-c"+K.

Todo esse desenvolvimento foi necessario para mostrar que

|k-FO)+Y. F(B)|=|p-L+k-c’-c} |eZ,s=mp-1.
Jj=1

Agora, devemos escolher um nimero primo p, de modo que ele seja maior que &, ¢

e co. Este p existe, pois o conjunto dos numeros primos ¢ infinito. Desta maneira, o inteiro
k-c’-cl ndo é divisivel por p, pois p ndo ¢ fator de k, nem de ¢’ e de ¢} . Como p divide
p.L e pndo divide k-c’-cl, entdo p ndo divide a soma (p-L+k-c’-c}). Logo, o nimero

|p-L+k-c’-c} |, paratal valor de p, é um inteiro nio nulo.

Consequentemente, |k-F'(0)+ ZF(ﬂj) |>1.
j=1

Para completar a demonstrag@o, necessitamos fazer uma estimativa do termo

Zej que aparece no lado direito da expressao | ZF(,BJ.) — Zeﬂf -F(0)| < 2‘91 .
j=l

j=1 J=1 J=1
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Para isto, devemos recordar que &; =2:| 8, |-sup{| P P(AB;):0<A<1} e

S

¢ p-1 p
P(x)= (D) -xP7 - (R(x))” .

Seja M =max{| B[, B |, ... B, 1}
Entdo &, <2-M -sup{| " - P(AB,):0< A <1}.

Antes de prosseguirmos com a estimativa, justifiquemos a desigualdade acima em

relagdo a expressdo &, =2-| 4, |-sup/{] e “P(AB;):0< A <1}

Como M =max{| B |,|B|,-,|B,|}, entdo € imediato que |f, <M para
j=123,..,m.
Veremos, agora, que

sup{| e P(AB):0< A <1y <supf| e P(AB) [0S AL

. _ . ~ _ 2 2
Seja B, =a;+b,i, a;,b;eR.Entdo | B, |=/a; +b; <M e
6(17,1).13, _ e(lfl)A(ajJrthi) _ e(lfz)ﬂﬁ(lf,i)bj.i _ e(lf/l)a, .6(17/1)1:,.1' _

=" (cos[(1- )b, ]+ iser[(1— A)b,]).

Utilizamos, no altimo passo, a Formula de Euler e™ = cosx + i.senx.

1™ = [P (cos[(1 - A)b, 1+ isen[(1- A)b,])|=
=€ | (cos[(1 = )b, ]+ senl (1= A)b, 1) | =

= 1" | J(eos[(1= )b, ) + (sen[(1- 2)b, * = | |.1=

_ | e(l—/l),uj |= e(l—/l).aj < 6(17/1),1\/[

pois a; S,/af.erj <Me(l-2)=0.

Entdo | e 7 |< | 1M |

Logo, sup{| "™ -P(AB)[:0<A <1} <supi| "™ M -P(AB)[:0<A<1}0 que

termina a justificativa da desigualdade.



Continuando com a estimativa.

£, <2-M-sup{| "M . P(AB)|:0< A <1}

N

c
(p-D)!

Como P(x)=

CS

(p-D!

£,<2-M-e" -supf] B (RAB)"1:0< A<}
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xP(R(x))? e eTIM < oM pois 0 < A <1, segue-se que:

Como [A, [ = (A1 B, 1P < (AP M P = ()P M = (AM)" segue-

s

¢

g.<2.M.e" sup{
! (p-D!

(AM)" (R(AB,))" :0< A <1}

N

Como

(p—D!

e <omet. 1l

;<2.M. ———— M """ sup{| (R(ABN":0< A<
(p-D!

Seja N =madx{| R(z)|:|z|< M}, o que nos fornece

|S

£, <2.M.e" -|C—.M”".Np. Sendos =m.p—1,

(p-1!
e o<ame L e

J (p-1!

| |mp—1+m_m
:2M€M .c—.Mpfl.Np,l.Nl _
(p-1)!
=2.M-e".N |C|m71 el e
(p-D!
—2.-M-e™ .N-|c|™ (el o e
(p-1)!
:2‘M'eM-N.|C|m71 (|C|m -M.N)p—l
(p-1!

o (el -M Ny
(p-D!

Entdo &, <2-M-e" -N-|c|

e M sdo constantes e que (A.M)”" <M podemos escrever



118

Fazendo |c|" -M - N = 4, temos:

A7
g, <2-M-e” -N-|c|""-
‘ (p-D!

Vamos analisar, agora, qual ¢é o comportamento da

p-1

2-M-e” -N-|c|""-
(p-D!

, quando p — .

Como o fatorial domina qualquer exponencial, temos

A7 A7
lim2-M-e" -N-|c|"" - =2-M-e"” -N-|c|"" -lim =
poree (p-D! ro=(p—1)!

=2-M-e” -N-|c|""0=0

para qualquer A > 0.
Entdo, para p suficientemente grande, podemos fazer ¢, < — 71 para
j=1,2,3, ..., m, 0quenos da:
- 1 1 1 m
D& =6 +e 4. tE, S + +...+ = <1
= m+l m+1 m+1 m+1

m
ou seja, Zgj <1.
j=1

Entdo, na expressdo | k- F'(0) + ZF(ﬂj) | < Zgj , temos
j=1

Jj=1
k- FO)+) F(B)21 e Y &, <1,
j=1 j=1
0 que nos da um absurdo.

Portanto, a suposicdo inicial de que 7 ¢ um numero algébrico ¢ falsa.

Logo, 7 ¢é transcendente.

expressdo
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CONSIDERACOES FINAIS

As construgdes com régua e compasso ja aparecem no século V a.C., época dos
pitagoricos, e tiveram enorme importancia no desenvolvimento da Matematica grega. A
ciéncia grega fundamenta-se numa curiosidade altamente intelectual contrastando com o
espirito pratico do pensamento pré-helénico. “Na Grécia antiga, a palavra numero era
usada sO para os inteiros, € uma fra¢do era considerada apenas uma razio entre numeros.
Esses conceitos naturalmente causavam dificuldade nas medidas das grandezas. A nogdo
de ntimero real estava ainda muito longe de ser concebida, mas, na época de Euclides
(século III a.C.), uma idéia nova apareceu. As grandezas, no lugar de serem associadas a
numeros, passaram a ser associadas a segmentos de reta. Assim, o conjunto dos nimeros
continuava discreto ¢ o das grandezas continuas passou a ser tratado por métodos
geométricos. Nasce, entdo, nesse periodo, uma nova algebra completamente geométrica,

onde a palavra resolver era sindbnimo de construir” (WAGNER, 1993, p. 1).

A questdo da quadratura do circulo se apresenta como um problema geométrico. No
entanto, para demonstrar a impossibilidade de quadrd-lo utilizando apenas régua e
compasso, que levou mais de 20 séculos, foi necessdrio traduzi-lo para a linguagem
algébrica e analisa-lo com as ferramentas do Calculo e da Andlise Matematica. Ndo se trata
de uma aplicacdo pratica da matematica, mas de uma questdo tedrica envolvendo uma

distingdo entre uma boa aproximagio e a exatiddo do pensamento.

A solugdo desse problema consistiu ndo em exibir a constru¢do do quadrado com
area igual a do circulo, mas em afirmar que ndo ¢ possivel efetuar tal construgdo. Isso ndo
significa que a regido quadrada proposta ndo exista, ao contrario, ela existe, mas ndo pode
ser construida usando apenas régua e compasso. A impossibilidade é propria da

constru¢ao.
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Muitas tentativas foram realizadas sem sucesso ¢ muitos erros foram cometidos na
busca de uma solugdo para esse problema. Isso nos mostra que muitas descobertas e
avangos que ocorrem nas Ciéncias ¢ na Matematica sdo frutos de muito trabalho,
investigacdo, duvidas, persisténcia, erros, impregnados de condicdo humana, com suas

forcas e as suas fraquezas (CARACA, 1989, XIII).

Liouville, (1809-1882), foi o primeiro matematico a provar a existéncia de nameros
transcendentes. Sua prova, em 1844, permitiu a construgdo de tais nimeros, chamados
“nameros de Liouville”. Uma outra prova da existéncia de numeros transcendentes foi
dada pelo matematico Georg Cantor (1845-1918), que ndo s6 demonstrou a existéncia
desses nimeros, mas também provou que o conjunto dos transcendentes ¢ infinito, sem

exibir um unico namero transcendente.

Em 1873, Hermite demonstrou que o numero e (numero de Euler) é transcendente.
O método usado por Hermite para a demonstracdo da transcendéncia de e foi estendido por

Lindemann, para demonstrar a transcendéncia do numero m, em 1882.

A transcendéncia de w estabeleceu de uma vez por todas a impossibilidade de

quadrar o circulo usando régua e compasso, que pode ser resumida da seguinte forma:
i) Vimos que todo nimero construtivel ¢ algébrico.

ii) Supondo que seja possivel quadrar o circulo de raio igual a 1, poderiamos
construir, com régua e compasso, um quadrado de area igual a 7. Essa

afirmacdo equivale a dizer que poderiamos construir um quadrado de lado igual

N7, ouseja, /7 seria um nimero construtivel.

iii) Se /7 ¢ construtivel, entdo, 7 também ¢ construtivel. Como todo nimero

construtivel ¢ algébrico, entdo, 7 seria algébrico.
iv) Absurdo, pois foi provado que 7 ¢ transcendente.

v) Esse absurdo é conseqiiéncia da possibilidade de quadrar o circulo com régua e
compasso, dada em ii. Portanto, essa suposi¢do ¢ falsa. Logo, vale a sua
negacdo, ou seja, ndo € possivel construir, usando régua e compasso, um

quadrado com area igual a do circulo.
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Se fosse possivel quadrar o circulo com régua e compasso, 0 nimero 7 seria

construtivel e, portanto, algébrico, gerando uma contradi¢do, pois © € transcendente.

No estudo que fizemos sobre a quadratura do circulo, fez-se necessario conhecer
um pouco mais sobre a natureza dos nimeros e suas propriedades e, sem duvida, fazer
muita interacdo matematica entre o continuo e o discreto, o real e o complexo, o racional e
o irracional, o algébrico e o transcendente, a geometria, a algebra e a andlise, o finito ¢ o
infinito, o enumeravel e o ndo enumeravel, as igualdades e as desigualdades, os nimeros,

as fungdes, os limites, as seqiiéncias, as séries, os polindmios.

Neste trabalho, constatamos que as demonstracdes desempenham um papel
fundamental no estudo da matematica e que, para efetua-las, as vezes € necessario o

desenvolvimento e a criacdo de novas teorias.

Esperamos que este trabalho ofereca aos professores e aos alunos de licenciatura
em matematica um material a mais de consulta sobre o problema da quadratura do circulo

e a natureza dos numeros, especialmente sobre o nlimero 7.
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ANEXOS

Anexo I

Para cada valor inteiro e positivo de 4 > 2, existe um nimero finito de equagdes

a,-x"+a, -x""+..+a -x+a,=0 com coeficientes inteiros, a, >0, sendo

h=n+a,+|a, |+.+|a,|+|a, |+]a,| suaaltura.

Para mostrar esse resultado, utilizaremos as combinagdes completas

k+p-1) (k+p-D)|
) Pk —1)!

negativas da equagdo x, + x, +...+x, = p, p um inteiro positivo.

CR! = ara determinar o numero de solucdes inteiras € ndo
k

Dada a equagdo a,-x"+a, -x"' +..+a-x+a,=0 com coeficientes inteiros,
a,>0, e sua altura h=n+a,+|a, |+.+|a,|+|a |+]a,|, temos que

n

a,+|a, |+.+|a,|+|a |+]a,|Fh—n.
Como a, >0, devemoster 1<n<h-1.

Dado h>2 (h fixo), vamos determinar o numero de equagdes com altura / para
n=1,n=2,n=3,.,n=h-1, e em seguida somar todas essas quantidades, obtendo o

numero de equagdes com essa altura A.

Para n =1, temos as equagdes a,x+a, =0,a, >0e a,+|a, |=h-1.
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1° caso: a, >0, a, >0

Fazendo a, =1+b, e a,=1+b,, temos: a, +a, =1+b, +1+b,=h—1, ou seja:

. wa [2+h-=3-1 h-2
b, +b, =h-3.Entdo CR,” = b3 =53]

Considerando * a,, temos entdo 2.( 3J equagdes.

2°caso: a, >0,a,=0
Fazendo a,=1+b e a,=0, temos: a,+a,=1+b+0=h—-1, ou seja,

. wo [(1+h=2-1 h-2 . X
b, =h-2.Entdo CR/" = b2 = b2 =1 equacgdo, dada por (h—1)-x =0.

Portanto, o niimero de equacdes do 1° grau com altura # (h fixo) ¢ igual a

o Bl G2 L)

Para n = 2, temos as equagdes

a, x*+a -x+a,=0,a,>0e a,+|a,|+|a,|=h-2.

1° caso: a, >0, a, >0, a, >0
Fazendo a, =1+b, , a, =1+b, ¢ a, =1+b,, temos:

a,+a,+a,=1+b, +1+b, +1+b,=h—-2,0useja, b, +b, +b, =h-5.

. hs [3+h=5-1 h-3
Entdo CR;™ = b =l s

h=3
Considerando *a,, *a,, temos 2° '(h SJ equacoes.

o . —
2°caso: a, >0,a, >0,a,=0
Fazendo a, =1+b,, a, =1+b, e a, =0, temos:

a,+a,+a,=1+b,+1+b +0=h—-2,0useja, b, +b, =h—-4.
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. wa [2+h—-4-1 h-3
Entdo CR, " = b4 =l al

h-3
Considerando *a,, temos 2{}1 4) equagdes.

3°caso: a, >0,a,=0,a,>0

Sendo analogo ao caso anterior, nesse temos também 2- (h 4} equacgdes.

4° caso: a, >0,a,=a,=0
Fazendo a, =1+b, ¢ a,=a,=0,temos: a,+a,+a,=1+b,+0+0=h-2,0u
seja, b, =h-3.

N wa [(1+h=3-1
Entdo CR/" =

h-3
P :( jZI equacdo, dada por (h—2)-x*> =0.

h-3

Portanto, o nimero de equagdes do 2° grau com altura 4 (4 fixo) € igual a
2 h=3) (2 h-3 2 h-3) &(2 [ h-3
.02, + T .2t +| 7 |-20. :Z 2% .
0 h-=5 1 h-4) \2 h=3) “2\J h=5+j

Para n = 3, temos as equagdes a, X" +a, - x" +a,-x+a, =0, a, >0

e as+|a,|+|a |+]|a,=h-3.

1° caso: a, >0,a, >0, a, >0, a, >0
Fazendo a; =1+b, , a, =1+b,, a, =1+b, e a, =1+b,, temos:

a;+a,+a +a,=1+b,+1+b, +1+b, +1+b,=h—-3,0useja, b, +b, +b, +b,=h-7.

. we  [(4+h=T-1 h—-4
Entdo CR, " = b7 =l 7]

h—4
Considerando *a,, *a,, *a,, temos 2 .(h 7} equagdes.
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o . —
2° caso: a, >0,a, >0,a,>0,a,=0
Fazendo a, =1+b, , a, =1+b,, a, =1+b, e a, =0, temos:

a;+a,+a +a,=1+b,+1+b, +1+b, +0=h-3,0useja, b, +b, +b, =h—-6.

. we [(3+h—-6-1 h—4
Entdo CR;™ = he6 =l el

h—4

Considerando *a,, *a,, temos 2° ( 6) equacdes.

Para cada um dos casos

a, >0,a,>0,a,=0,a,>0 e a,>0,a,=0,a,>0,a,>0

temos também 27 ( 6} equagoes.
h—4

3
Portanto temos um total de 2%
1 h—6

jequag:ées.
3°caso: a;, >0,a, >0,a,=a,=0

Fazendo a, =1+b, , a, =1+b,, a, =a, =0, temos:

a,+a,+a +a,=1+b,+1+b,+0+0=h-3,0useja, b, +b, =h-5.

. ws [2+h=5-1 h—-4
Entdo CR,” = hes =l s

h—4
Considerando ta,, temos 2-(}1 SJ equagoes.

Para cada um dos casos

a,>0,a,=0,a,>0,a,=0 ¢ a,>0,a,=0,a,=0,a,>0

h—4
temos também 2-(}1 SJ equagoes.

h—4

3
Portanto, temos um total de 26
2 h-5

J equacgoes.
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4° caso: a, >0,a,=0,a,=0,a,=0
Fazendo a, =1+b,,a, =a, =a, =0, temos:
a,+a,+a +a,=1+b,+0+0+0=h-3,0useja, b, =h—4.

wa [1+h—4-1
Entdo CR/" =

h—4 3
4 = =1 equacgdo, dada por (h—3)-x" =0.

h—4

Portanto, o numero de equagdes do 3° grau com altura % (h fixo) é igual a

o) 7 BP0 (e )2 G (623)

Para n = 4, temos as equagdes a,-x'+a, x’+a, - x’ +a,-x+a, =0, a, >0

€ a,t|ay|+]a,[+]a |+|a,[=h-4.

1° caso: a, >0, a, >0,a, >0,a, >0,a, >0
Fazendo a, =1+b, a, =1+b, , a, =1+b,, a, =1+b, e a, =1+ b,, temos:
a,+a,+a,+a +a,=1+b, +1+b, +1+b, +1+b, +1+b, =h—-4,

ou seja,

by+b,+b,+b +b,=h-9.
N wo [Sth=9-1 h-5
Entdo CR;™ = b9 =l gl

. h-5
Considerando * a;, +a,, *a,, *a,, temos 2° (

equacoes.
) o

2°caso: a, >0, a, >0,a,>0,a,>0,a,=0
Fazendo a, =1+b,, a,=1+b, , a,=1+Db,, a, =1+b, e a, =0, temos:

a,+a;+a,+a, +a,=1+b, +1+b,+1+b, +1+b, +0=h—-4,
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ou seja,
b,+b,+b,+b =h-8.

. s [4+h—=8-1 h-5
Entdo CR,™ = h_g =l gl

h—=5
Considerando ta,, ta,, ta,, temos 2-(}1 8] equagoes.

Para cada um dos outros trés casos a, >0, a; >0,a,>0,a, =0,a,>0,
a,>0,a,>0,a,=0,a,>0,a,>0, a,>0,a,=0,a,>0,a, >0,a,>0, temos

também 2° ‘[h SJ equacdes.

4 h-5
Portanto, temos um total de (J-T .(h 8) equacgdes.

3°caso: a, >0, a, >0,a,>0,a,=0,a,=0
Fazendo a, =1+b,, a,=1+b, , a, =1+b,, a, =0 e a, =0, temos:
a,+a,+a,+a +a,=1+b,+1+b, +1+b,+0+0=h—-4,

ou seja,

b,+b,+b,=h-17.

. wa [3+h=T-1 h-5
Entdo CR; " = b7 =l 7]

h-5
Considerando * a,, ta,, temos 2° .(h 7] equagdes.

4 h-5
Considerando as outras possibilidades, teremos um total de [2)22-(}1 7)

equacgdes.
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4° caso: a, >0, a, >0,a,=0,a,=0,a,=0

Fazendo a, =1+b,, a,=1+b, ,a,=0, a, =0 e a, =0, temos:

a,+a,+a,+a +a,=1+b,+1+b,+0+0+0=h—-4,

ou seja,

b,+b,=h—6.

. we [2+h—-6-1 h-5
Entdo CR,” = b6 =l h el

h—sj y
6 equagocs.

Considerando *+a,, temos 2.(

4 h-5
Considerando as outras possibilidades, teremos um total de ( le'(h 6}
equacgdes.

5° caso: a, >0, a, =0,a, =0,a,=0,a,=0

Fazendo a, =1+b,, a, =0 ,a,=0, a, =0 e a, =0, temos:

a,ta,+a,+a +a,=1+b,+0+0+0+0=h—-4,
ou seja,

b,=h-5.

. ws [(1+h=5-1 h-5 . ) .
Entdo CR,” = h_s = h_s =1 equacdo, que ¢ dada por (h—4)-x" =0.

Portanto, o numero de equagdes do 4° grau com altura 4 (h fixo) é igual a

Y T ) (] T M Y E R M S (B
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Para n =5, temos as equagdes
X +a, x*+a, X +a, x> +a,-x+a,=0,a,>0 e
as-x +a, x ta,-x +ta, x" +a-x+a,=0, as

astla,|+|as|+]a, | +|a [+]|a, [=h=5.

Analogamente, o nimero de equagdes do 5° grau com altura /4 (4 fixo) € igual a

B I E W e A B A W (A R
A= (20 )

Como 1<n<h-1, este procedimento termina para n = h—1. Neste caso, temos a
~ h-1 h=2 2 —
equagdo a, ,-x" +a, ,-x" " +..+a,x +a,-x+a,=0,a,,>0 ¢
a,,+la,,|+.+|a,|+|a |+|a,|Fh—(h-1)=1. Como a,, >0, temos apenas o caso
em que a,,=1¢ a,,=..=a,=a,=a,=0, ou seja, temos uma unica equagdo com
alturahe n=h—1, que é dada por 1-x"" =0.

Somando o numero de equagdes para cada valor de n, 1 <n < h—1, temos:

1 (1 " h—2 2.(2 ey h-3 3.(3 e h—4
N:;o[f]'z (h—3+fj+,§(fj2 [h—suj*;o[j}z (h—7+jj+
By 4}-2“-( h=s ,}...J"[’“‘,l}zh”( A=D1 .}

w\J h—9+ ] o\ h—[2(h-1D)+1]+ )

[ o (p s h—-n-1
=ZO2 '[h—<2n+1>+fﬂ

Essa formula, desde que sejam satisfeitas as condi¢des de existéncia no calculo das

combinacdes, d4 o numero de equacdes com altura /4 (4 fixo).
Portanto, o numero de equacdes com altura / € finito.

Vejamos 4 exemplos que ilustram o uso dessa formula.
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M= Z{ZUQ {2—(21:: 1)+1H i ZCJZ '[f (iJ )

0

1
Desconsiderando o termo(oji1 [ |

j, que ndo satisfaz as condigdes de

existéncia, temos N =1.

Nesse caso, temos uma unica equacdo com altura 2 = 2, que ¢ dada por x = 0.

2. Para h=3.

(b1l (RN 0 R Vo
Lo ol L) (L

) 2 L, (0 2Y., (0 )
Desconsiderando os termos 0 27 e 2 - que ndo satisfazem as

condigdes de existéncia, temos N = 3+1 = 4.
Nesse caso temos:
e 3equagdesdegraul: 2x=0,x+1=0ex—1=0.

e 1 equagdo de grau2: x* =0
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3. Para h=4.

N=Z3: ” (nJ2’[ > J =
n=1| j=0\J 4-2n+D)+j
L1 . 2 2 (2 . 1 303 . 0
R PEE R e e R P
o\J 1+j) =\ J=1) =\ Jj=3
2 1 2 2 1 2 1 2 1
2N T 20 ] ]2 S I 7 S W/ B S
1 1 2 0 -1 1 0 2 1
(0 (3, (0 (3., (0
27 - + 27 +| 2 +
-3 1 -2 2 -1
Desconsiderando os termos que ndo satisfazem as condi¢des de existéncia, temos
N=4+1+4+1+1=11.
Nesse caso temos:
e Sequagdesde graul:3x=0,2x+1=0,2x-1=0,x+2=0ex—-2=0.

e 5equagdes de grau 2: 2x*=0,x*+1=0,x*—1=0,x*+x=0, x’—x=0.

e 1 equagdo de grau 3: x’=0.

4. Para h = 5.

w2120} (s-aen))

S0 )l Gl (L 20 ()
o) (0= GG -0 (16 G ()
L2 D2 (L (2 LD ()= %)
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Desconsiderando os termos que ndo satisfazem as condi¢des de existéncia, temos

N=6+1+4+8+1+6+1+1=28.
Nesse caso temos:

e 7equagdesdegraul: x+3=0,x-3=0,2x+2=0,2x-2=0,3x+1=0,
3x-1=0,4x=0.

e 13 equagdes de grau 2: ¥+ x+ 1 =0,x2+x— 1 =O,x2—x+ 1 =0,
Xox—-1=0, ¥*+2x=0, x*-2x=0, ¥*+2=0, x*-2=0, 2x*+x=0,
2P —x=0, 2x*+1=0, 2’ +1=0 e 3x*=0.

° 7equagﬁesdegrau3:x3+X2=0,x3—x2=0,x3+x=0,x3—x=0,x3+1=0,

x—1=0,2=0.

e 1 equacdo de grau 4: 1x*=0.
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Anexo 11

A Formula de Euler

Euler adotou como base de suas exponenciais e seus logaritmos o nimero

n—>0 n

e=2,718281...= lim(1+lj .

O numero e, assim como o numero w, além de serem irracionais, S3o
transcendentes.
A teoria da exponencial e do logaritmo tem como ponto de partida, segundo Euler,

a defini¢do da poténcia e®, onde o expoente z = x +iy ¢ um nimero complexo.

Do Célculo, temos que para todo numero real x,
2 3 n

. X X X
e =l+x+—+—+. . +—+...
21 3 n!

Da mesma forma, a defini¢do da exponencial e®, onde z=x+iy¢é um nimero
complexo, ¢ dada por:
2 3 n

- z z z
e =l+z+—+—+...+—+...
21 3l n!

Desenvolvendo senx e cosx em série, temos:

3 xS x7 x9 x2n+1

X
senx=x——+——-——+——...+(-1))\——+ ...
oSt 9 2n+1)!
2 4 6 8 2n
cosx:l—x—+x——x—+x——...+(—1)”.x +...
21 4 6 8 (2n)!

Para z =iy, temos:

C N2 . \3 . \4 . \5 . \6 Ny . N8 . \O
¢ =l4ipt @) ) @) @) &) &) ) @)
2! 3! 4! 5! 6! 7! 8! 9
Calculando as poténcia de i, que pertencem ao conjunto { i, -1, -i, 1}, temos
2 3 4 5 6 7 8 9
e =lyiy—2 —j L 4y LV Y Y Y

2! 34 516 8 9
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Agrupando as partes reais e imaginarias temos:

) 2 4 6 8 3 5 7 9
:(1_y_+y__y_+y__..}+l-.[y_y_ﬂ__y_ﬂ_
20 4 o 8 3579
ou seja, e” = cos y +i.seny , que é a Formula de Euler.
Para y = 7, temos a seguinte igualdade:
e’ =cosx +isenrn
e” =-1+i.0 (LIMA, 1983, p. 22)

eiﬂ' — _1

2 (n
Calculo da soma Z( J
i

i=1

Desenvolvendo (a + b)" pelo bindmio de Newton temos:

n n n n n-1 1.1 n n-2 12 n n
(a+b)' = a'+| la" b+ la"mbh T+ 4| b
0 1 2 n

Fazendo a=1 e b=1 na igualdade acima, segue-se:

141y (0]1 +m.1"1.11 {;}w.lz (]1
o R0
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Anexo 111

[C] Seja a fungdo F(x) = P(x)+ P (x)+...+ P" " (x)+ P (x), em que P(x) é um

polindémio de grau » e P (x) representa a derivada de ordem » de P(x). Entdo:

i(e”c F(x))=—e".P(x)
dx

Demonstracdo.

e F(x)=e " .(P(x)+ P (x)+..+ P" " (x)+ P (x))

Entao:
di(e_x F(x)=—-e"(PX)+P (xX)+..+ PV (x)+P"(x))+
X

+e  (PX)+P (X)) +..+ P (x)+ PV (x))

Pela propriedade distributiva da multiplicagdo em relagdo a adigdo, temos:
d -X -X -X D -X prr -x p(r-1) -x p(r)
d—(e F(x)=—e".Px)—e ' P(x)—e " P’'(x)—...me "P" ' (x)—e " P"(x)+
X
+e " P(x)+e " P'(x)+...+ e P (x)+ e p" (x)+e PV (x))

Como o grau de P(x) ¢ igual a r, temos P"™"(x)=0 .

Entdo i(e”‘ F(x))=—e".P(x).
dx

r
[D] Seja O(x) = Za ;X' um polindmio com coeficientes inteiros e seja p <r um
Jj=0

inteiro positivo. Entdo:

A rool y .
a) 0V (x) = Zﬁ.a ;X' i<r,onde Q" (x) representa a derivada de ordem
j= U 1)

ide O(x).

0" (x), p<i, é um polindmio com coeficientes inteiros divisiveis por

b)

(p-D!

p-
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Demonstracdo:

.
a) O(x) = Zaj.x’ =a,+a,x' +a,x’ +a,x’ +ax* +..+ax’

Calculando as sucessivas derivadas de Q" (x), vamos perceber a regularidade que

ocorre ¢ concluir a demonstragao.

0V (x)=la,+2.a,x+3.a,x> +4a,x’ +..+ra, x"™"

! 2! ! 4! !
OV (x)=—.a, +=.a,x+— 3 ax +—.a,x o+ A a, x"
0! 1! 2! 3! (r—1!

0% (x)=2.1a, +32.a,x' +43.a,x> +..+r.(r-1).a, x"?

3! 4 r! .
@ () = (r-2)
07 (x) = a2 Tk a,.x' + o a,x’ +.. (r _2)!.ar.x

(x)=321a,.+432.a,x" +.+r(r-Dr-=2)a. x"
3 4 -

3! 4! r!
©) (r-3)
X)=—.ay +—.a,.x +.. a..
Or =g e T
Entao:
i ! i ! ! ,
0" (x)=—. (l+1) —a,,x + ¢ +2)'. p X’ G _'_3)'.611.+3 o a, . x"?
1! 2! 3! (r—i)!
Utilizando o somatoério, temos:
(i) i
X X, i<,
0" (x) = Z G _l), a,
Observagio: para i > r, temos Q" (x)=0.
b) Usando o resultado anterior, podemos escrever
0" (x) = X
(p —1)' (p—l)'Z(J—l)' !
. 4 1 J!
Os coeficientes de 0" (x) sdo da forma . a., a, €Z,com
-1! -D! (j-i)! '
(p-D! (p-DL G-t

p<i<r,p fixo.
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Para j=i+k, ke N, temos:

1 Ao 1 (+b)! Gtk
(p=DUG=)" (p=DV(i+k=-" " kl(p-1""*

Como p<i,temos i+k > p. Entio:

(+8)  _(+R)tk=D.p(p=D! Rk =D.p
K.(p-DI K.(p-1)! Tk k! Tk

Esse numerador possui i +k—(p—1)=i+k— p+1 fatores. Como p <i, podemos

concluir que ele tera pelo menos k +1 fatores.

Entao:
(i+k)! (i+k).(i+k-1....0+Di@i-1)....p
PPN L Ay =
K.(p-1)! k!
. . _ . .| . k
_ (’+k)-(’+kk'1)' '(Hl).%.z‘.(z‘—l). - pa,, {HI; J.i.(i—l). D,
. A

i+k ) )
Mas ( X J ¢ um numero binomial, portanto, natural.

i+k
Entdo ( i j.i.(i -D....pa,,eZ.

il j ! i+ k
Portanto, S _ i+l = (Z

. a. = Q. i(i=1.....pa_,eZ.
P-DU G- k- Tk j (=D Pt
Como p aparece na decomposi¢do desse nimero em fatores, concluimos que

|
! . _J" .a;, ¢€divisivel por p.
(p=D! (=D
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Anexo IV

Desigualdade do valor médio para fun¢des de uma variavel complexa

Uma fun¢@o de uma varidvel complexa f:C — C tem derivada no ponto z, se

fz+2))=-f(2)

Zy

existir o limite f'(z) = lim

zp—0

,onde z, € C.

f’(z) é chamada a derivada de f em z.

Diz-se que a fungdo f:C — C é analitica em C, se [ é derivavel em todos

os pontos de C, ou seja, existe f'(z) qualquer que seja z € C.
Sejaz =x + iy, comyx y € R. Podemos escrever f(x + i.y) = u(x,y) + i.v(x,y) onde
u(x,y) € a parte real de f(z) e v(x,y) é a parte imaginaria de f(z).

Por exemplo, se f{z) = z°, entdo f{x+iy) = (x+iy)’ = x* — 7 + 2.ixy. Neste caso,

temos u(x,y) = x° —y’ e v(x,y)= 2.x.

Considerando zy = & + ik, podemos também escrever

£y = lim LG R) = [ tiy)
h—=0 h+ik

k—0
im u(x+h,y+k)+ivix+h,y+k)—u(x,y)—iv(x,y)

h—0 ]
0 h+ik

independente da maneira como z, >0 ou 2—>0¢e k —>0.

Supondo que f{z) = u(x,y) + i.v(x,y), z = x + i.y, seja analitica em C, vamos calcular

o) tim L+ 2) @)

usando valores reais para zp = h + ik, ou seja, vamos
z
0

considerar zp=h=0 e k = 0.
Neste caso,z tzp=x +iy+h=(x+h) +iye

Mz +20) =fl(x+h) +iy) = u(x+h, y) + iv(x+h, y).
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Portanto,
£(2) = lim f(+20)=f(2) _ | wx+h,y)+ivx+hy)—u(x,y) —iv(x,y) _
20 z, h—0 h
— u(x-"_hay)_u(xay) . V(X+h y) V(x y) ou
_£Bg h %11%0 h (X y)+l—(x V)

Ouseja f'(z) = Z—Z(x, y)+ i.%(x, ») )

Agora vamos calcular f’(z) usando valores imagindrios puros para zp = h + i.k, ou
seja,zg =ik (h=0ek=0).

Entdoz +zp=x +iy +tik =x+i(y+k)

fz + zo) =f(x+ i.(y+tk))=u(x, y+k) + iv(x, y+k)

Portanto,

£'(z) = lim f(z+2z))-f(2) ~ lim u(x,y+k)+iv(x,y+ k) —u(x,y) —iv(x,y) _
200 Z, k—0 ik
u(x y+k)—u(x, y) i lim v(x,y+k)—v(x,y) _
k—)O l.k k—0 lk
. u(x,y+k)—u(x iy +k)—v(x 1 Ou ov

~Liim (r,y+k)—ulx.y) (X, +K) —v(x,») _ Lo )

L0 k ’ 'HO k i Oy oy

. Ou ov
—_loa(an/)"'g(an/)
Ouseja, f'(z) =—i. —(x y)+ (x ») 1)

Identificando (I) e (II), obtemos: 8—u(x, y)+ i.@(x, y) = —i.a—u(x, y)+ @(x, y), ou
Ox ox oy oy

seja,

Oou ov ou ov
g(%)’) _5()(5)}) € 5()69)}) —_a(an’)

Estas duas equagdes sdo chamadas de Equagdes de Cauchy-Riemman.

Se f for analitica em C, entdo as equagdes de Cauchy-Riemman valem em qualquer

ponto de C.
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Desigualdade do valor médio para funcdes de uma variavel complexa

Teorema: Seja f:C — C uma fung¢do analitica e sejam z,,z, € C. Entdo:

| f(z,)=f(z)|£2.]z, =z, |.sup{| f'(z, + A(z, —2)))|: 0< A L1}, onde | z | representa o
médulo do complexo z = x + iy, isto é; | z |= /x* + y* (FIGUEIREDO, 1985, p. 61).

Esta demonstragdo tem como referéncias (FIGUEIREDO, 1985, p. 59-65) e
(AUGUSTINI, OLIVEIRA e SILVA, 2005, p. 72-75).

Demonstracao:
Seja f: C — C uma funcio analitica dada por f{z) = u(x,y) + i.v(x,y).

Primeiramente vamos mostrar que o teorema € valido para z, =z, e z, =0, ou
seja, que | f(z9) = f(0)|<2.] z, [.sup{| ' (A(z) [0 < A <1}.

De z, =z, =x,+iy, ¢ z, =0=0+i.0, temos:

S(zo) =u(xy, ) +iv(xg,¥,)
f(0) =u(0,0)+iv(0,0)

Entao

S (29) = f(0) = u(xy, ) —u(0,0) +i.(v(x,, y,) = v(0,0))

Dado z, = x, +1i.y,, vamos definir agora duas fun¢des reais:

#:R—>R w:R—>R
A d(A) =u(Ax,, y,) Ay (A) =v(4x,, )

Aplicando o Teorema do Valor Médio'” as fungdes reais ¢ e w no intervalo [0,1],

obtemos:

(1)~ (0) = ¢'(4).1-0), 0< 4 <1
w (D) —y(0) =y (2,).1-0), 0<2, <1

R Seja f :[a,b] > R uma fungdo continua no intervalo fechado [a,b]e derivavel no intervalo aberto
(a,b) . Entao existe ¢ € (a,b)tal que f(b)— f(a)= f'(c)(b—a).



148

Entéo

HD-gO)=¢(2,), 0< 2 <1
v ()~ (0) =y (4,), 0<4, <1

Vamos agora calcular as derivadas ¢'(4,) e w'(4,). Para isso utilizamos o Teorema

de Derivacio de Fungdes Compostas'®.

e C(Calculando ¢'(1) temos: ¢'(1) = g—u(lxo AV )-Xy + %(lxo,iyo).yo .
X

N . Ou ou
Entdo, ¢'(4,)=—(4x0,4)-Xg +—(4X0,410)-Ys
ox oy

e Calculando ¢'(4) temos: ¢'(1) = ?(ﬂxo S AV )Xy + ?(ﬂxo AV)-Yo -
X y

~ . ov ov
Entdo, ¢'(4,)=—(14,xy,4,1,)xy +—(4,x1,4,¥0)-,
ox oy

De @A) =u(Ax,,y,) e w(A)=v(Ax,,Ay,), temos:
o para A=1, @) =u(xy,y,) e w(l)=v(x,,y,)

o para 1=0, ¢0)=u(0,0) e w(0)=v(0,0)

Entdo,
iy 30) ~(0.0) =) O =6 2) = 2 (B3 23 ), %u}xo,mo).yo
, ov ov
V(xy,¥,) = v(0,0) =y () -w(0)=y'(1,) = 6_(22350’12)’0)-360 +— (4, %0, 4,30) Yo
X oy

Substituindo estas duas igualdades em

f(z0) = f(0) =u(x,,yy) —u(0,0) +i.(v(x,,¥,) —v(0,0)) ,

18 Sejam u =h(x,y) e x=p(1l) e y=q(l)em que h,p e g sao diferenciaveis por hipétese. Entao

du Ou dx Ou dy
_—_—+_—

di  ox di oy dA
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temos:

ou Oou
f(z0) = f(0) =—(A4xp, 4 y0)Xg +— (4 X0, 4,Y0)-y0 +
Ox oy
| ov ov
+i) — (4,0, 4,50) X + — (4, X, 4,0)-Y,
ox oy

Aplicando nesta ultima igualdade a desigualdade |z |<|x|+|y| que diz que o

modulo de um nimero complexo z = x + i.y € menor ou igual que a soma dos valores

absolutos de sua parte real e imagindaria, temos:

| f(z)=S(O) <

—+

ou ou
—(4xg, 4 Y0)-Xo +—(A4X0, 4 00)- Y0
ox oy

_l_

ov ov
a(ﬂzxo A Vo)X + 5(’12)50 A 0)- Y0

Aplicando agora a desigualdade de Cauchy-Schwars'®, temos:

2

|f(Zo)_f(0)|S\/(Z_Z(ﬂqxo’/?ﬁyo)j +(%(ﬂ“1xoa/11yo)} -\/xg +yg +
+\/(?(2~2xovlzyo)j +(%(sz0,/12yo)] .\/x§+y§
X

0 0
De f'(z) = a—u(x, y)+ i.a—v(x, ») e das equagdes de Cauchy-Riemman
X X

ou ov ou ov
a(%)’) _5(-}("3}}) € 5()6,)}) - _a_x(X,J’) 5

temos:

1 f'(z)=g—z<x,y)—i%(x,y)

2) /@)= 2—;@, o i.%(x,y)

19 2, 2 [,2 2
Dados a,,a,,b,,b, € R ,tem-se que | a;b, +a,b, |S\/a1 +a; .\/b1 +b,
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Calculando f"(4,z,) na primeira equacdo e ['(4,z,)na segunda equagdo,

obtemos:

, ou . Ou
S (Azy) = g(/lle’/llyO) _l-a(ilxojﬂyo)

, ov . Ov
f(/1220):a(ﬂzxoa/iz)%)‘H-a(ﬂzxo/lzyo)

Vamos agora calcular o mdédulo dessas expressoes:

2

| (hz,) |=\/(Z—”(ﬂlxo,zlyo>j +(8—“(zlxo,ﬂlyo)]
X oy

2

| azo) = \/@mzxo,ﬂzyo )j + (@(@xo,ﬂzmj
y ox

Como |z, |=4/x; +y; , voltando em
2

’f(ZO)_f(O)‘S\/(Z_Z(ﬂ’le’ﬂlyO)) +(Z_j}l(ﬁ“1xo’ﬂ“1yo)j .ng +y§ +

ov ? ov
+\/(§(/12x0’/12y0)j +(5(ﬂzx0alz)’0)] ~\/x§+y§

temos:

| f )= SO ST Az [ 20 |+ (azo) |20 [= | 20 [ (L (Azg) | +] 7 (A:20) )

Como 0< 4, <1 e 0<4, <lI, entdo:

| f(Ahzy) IS supl] £ (Az) [0S A< e | f'(Ayz) IS sup{] £/(A2,) | :0< A< T}

Portanto, | f(z,)— f(0)|<] z, | .2sup{| /' (1.(z,))|:0< A <1}, ou seja

| f(z0)~ F(0)|S 2] 2, | .sup{] £'(A(z,)) 0 A<1}.

Considerando a fun¢do g(z) = f(z+z,) e ao ponto z, = z, — z,, segue-se que:
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18(20) —g(0) [<2.] z, | .sup{] g"(A.(z,)) 1 O < A <1}

Como

g(0)=700+z)=71(z)
g(z))=g(z,-2)=f(z, -z, +2) = f(2,)
g'(ﬂZO) = g’(ﬂ(zz _Z1)) = f’(Zl +ﬂ'(22 _21))

Concluimos que
| f(z) = f(2)1S2.] 2, — 2, |.supl] f'(z, + Az, 2, ) [0S A< 1},

o que conclui a demonstragao.
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